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RESUMEN

La presente tesis es una investigacion de caracter cualitativo y tiene su concepcion en
nuestra preocupacion por el aprendizaje de la derivada en estudiantes de nivel superior,
que, de acuerdo con investigaciones realizadas por la comunidad cientifica en Ensefanza
de las Matematicas, se centra sobre todo en las reglas de derivacion, dejando de lado
demas interpretaciones de la derivada, como la geométrica o como la de razén de cambio.
Este hecho no es ajeno a estudiantes de nivel superior de carreras de administracion, mas
precisamente en su aprendizaje sobre el costo marginal, en el que la concepcién basada
en las reglas de derivacién no permite interpretar sus resultados, lo que representa un
problema importante, pues el costo marginal permite una mejor toma de decisiones en los

administradores.

Por otro lado, la coyuntura actual por la COVID-19 obliga a brindar clases a distancia, lo
que, si bien es cierto que representa dificultades, también puede verse como una
oportunidad de explorar herramientas tecnoldgicas desarrolladas para apoyar el

aprendizaje de los estudiantes.

Es en este contexto que la presente tesis se desarrolla con el objetivo de plantear una
propuesta didactica para la gestion de una clase virtual sobre el costo marginal para
estudiantes de carreras de administracion. Para esto, se consideran nociones teéricas de
la Aproximacién Instrumental y sobre todo de la Orquestacion Instrumental, las cuales nos
permiten establecer una propuesta didactica sobre el costo marginal para estudiantes de

administracion.

Especialmente en lo que respecta a la Orquestacion Instrumental, en la presente
investigacion se proponen dos tipos de orquestacion en los que se analizan dos fases de
las tres que esta tiene, ya que nuestra investigacion por ser propuesta didactica, y en el

actual contexto de pandemia no podra ser experimentada.

Palabras clave: Costo marginal, Derivada, Aproximacion Instrumental, Orquestacion

Instrumental.



ABSTRACT

This thesis is a qualitative research and has its conception in our concern for the learning
of the derivative in higher-level students that, according to research carried out by the
scientific community in Mathematics Teaching, focuses mainly on the derivation rules,
leaving aside other interpretations of the derivative such as the geometric one or as the
rate of change. This fact is not alien to upper-level administration students, more precisely
in their learning about marginal analysis in which the conception based on the derivative
rules does not allow the interpretation of its results, which represents an important problem

since analysis marginal allows decision-making in administrators.

On the other hand, the current situation due to COVID-19 forces the provision of distance
classes which, although it is true it represents difficulties, can also be seen as an

opportunity to explore technological tools developed to support student learning.

It is in this context that the present thesis is developed with the objective of proposing a
didactic proposal for the management of a virtual class on marginal cost for administration
students. For this, theoretical notions of Instrumental Approach and Instrumental
Orchestration are considered, which allow us to establish a didactic proposal on marginal

cost for management students.

Especially concerning to Instrumental Orchestration, two types of orchestration are
proposed in this research, in two phases of the three that it has, since our research, being

a didactic proposal, and in the current context of pandemic, cannot be experimented.

Keywords: Marginal Cost, Derivatives, Instrumental Approach, Instrumental

Orchestration.
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INTRODUCCION

El costo marginal, constituye una de las nociones importantes para estudiantes de carreras
de Administracion, pues es una herramienta determinante en la toma de decisiones. Esta
nocion se les suele ensefiar a dichos estudiantes en los primeros ciclos, en cursos en los
que se abordan temas de Calculo Diferencial y tiene mucha relacion con la derivada.
Debemos indicar también que el costo marginal como derivada de la funcién costo no es
lo mas importante, pues su verdadera importancia radica en la interpretacion de este

resultado.

Es por eso por lo que en esta investigacion tenemos como uno de nuestros objetivos
diseflar una propuesta didactica en medios virtuales sobre el costo marginal para

estudiantes de carreras de administracion.

Dada la actual coyuntura que atraviesa el planeta por la pandemia del COVID-19,
planteamos esta propuesta para ser desarrollada en entornos de aprendizaje virtual. En
este sentido, nuestro objetivo general es analizar cdmo organizar una clase virtual sobre
el costo marginal para estudiantes de administracion con base en la Orquestacion

Instrumental.

En el primer capitulo, en el que se expondran las investigaciones de referencia, la
justificacion, los aspectos tedricos considerados en esta tesis, la pregunta y los objetivos

de investigacién y los aspectos metodoldgicos.

En el segundo capitulo se analizara el desarrollo histérico-epistemoldgico de la derivada,
por ser esta nocion fundamental en el desarrollo del costo marginal, y se analizara la forma
en la que es presentado el costo marginal en distintos textos de consulta de cursos en los

gue se ensefia el costo marginal en universidades peruanas.

En el tercer capitulo se analizara la propuesta didactica en términos de los marcos teéricos
de la Aproximacion y la Orquestacion instrumentales en busca de la génesis instrumental
del costo marginal en estudiantes de carreras de Administracion y Negocios. En este
capitulo se presentaran dos orquestaciones instrumentales basadas en los tipos de
orquestacion instrumental identificados por Say y Akko¢ (2016) adaptadas a entornos

virtuales.

Finalmente, se presentan las conclusiones en las que se detallaran los posibles resultados
de esta investigacion, asi como las limitacion y recomendaciones para futuras

investigaciones.



CAPITULO I: PROBLEMATICA DE LA INVESTIGACION

En este primer capitulo presentamos inicialmente investigaciones de referencia, las cuales
se encuentran basadas en la literatura actual, para luego pasar a la justificacién del
problema de investigacion. Después presentaremos los aspectos tedricos, que serviran
de soporte en esta tesis; posteriormente la pregunta y los objetivos de la investigacion, vy,

por ultimo, los aspectos metodolégicos a seguir.

A continuacion, presentamos investigaciones realizadas en relacién con el objeto

matematico denominado derivada, pues es la base del costo marginal.

1.1 Investigaciones de referencia

Como ya se menciond, el costo marginal se encuentra estrechamente relacionado con la
derivada; es por esta razon que las investigaciones de referencia que presentaremos se
encuentran enfocadas en este objeto matematico. Estas investigaciones de referencia se
encuentran organizadas en dos criterios tematicos, que se detallan enseguida. En el
primer criterio se mostraran investigaciones relacionadas con el desarrollo histérico-
epistemoldgico de la nocion de derivada, las que permitiran establecer los problemas que
motivaron el desarrollo de este objeto matematico, mientras que en el segundo criterio
tematico se exhibiran investigaciones acerca de la ensefanza de la derivada y cémo el
apoyo de medios tecnoldgicos contribuye a su comprension. A continuacion, se

desarrollara el primer criterio tematico:

Investigaciones relacionadas con el desarrollo histérico-epistemolégico de la

derivada

Este criterio tematico mostrara las investigaciones realizadas por Vrancken y Engler
(2013) y Garcia, Moreno, Badillo y Azcarate (2011), cuyo objetivo fue analizar la evolucion

histérica-epistemoldgica de la derivada a lo largo de la formacién de su definicion.

En la investigacion realizada por Vrancken y Engler (2013) se muestra la evolucion
histérica de la nocién de funcion y de la nocién de derivada enfocada desde la variacion y
el cambio. Partiendo desde el mundo antiguo, con civilizaciones como la babilonica —
quienes a través de sus tablas mostraron interés por fendmenos de cambios— y la griega
—quienes se interesaron en el estudio de las rectas tangentes—, Vrancken y Engler (2013)
describen que, después de definiciones como las de velocidad uniforme y movimiento
uniformemente variado, se presentaron problemas como el de determinar la velocidad de
un cuerpo en movimiento y el problema de hallar maximos y minimos de una funcion.
Segun Vrancken y Engler (2013), fue Fermat quien, en su obra Methodus ad disquirendam

maximan et miniman et de tangentibus linearum curvarum, publicada en 1637, enuncio
2



que en los lugares donde una funcién alcanza su maximo o minimo la recta tangente al

grafico es horizontal.

En el siglo XVII, de acuerdo con las autoras, Newton, en su busqueda de una solucion al
problema de la velocidad instantanea asocié este problema al de la pendiente de la recta
tangente en su obra Método de las fluxiones, publicada en 1736, desarrollando el método
que hoy en dia conocemos para hallar la pendiente de la recta tangente a una curva. Afos
mas tarde, en 1823, Cauchy realizé la definiciéon formal de la derivada de f(x) como

i T ) = £1)
Ax

Ax—0

fue durante esta época que el célculo fue dejando de lado la parte

geomeétrica a favor de un trabajo mas de indole algebraico.

La idea central de la investigacion realizada por Vrancken y Engler (2013) es mostrar como
el estudio de la variacién tuvo una gran importancia en la aparicion de la definicion de la
derivada a través del estudio de la razén de cambio promedio y la razén de cambio
instantanea. En cuanto a las conclusiones, las investigadoras afirman que el camino
recorrido por la derivada podria ser adaptado para su ensefianza. Es decir, se podria
iniciar estudiando la variacion media de una funcién para luego pasar a estudiar la
variacién instantanea, y, a partir de actividades como esta, pasar finalmente a la definicién

de la derivada.

Por otro lado, Garcia, Moreno, Badillo y Azcarate (2011) muestran el recorrido del
concepto de la derivada partiendo desde su descubrimiento por parte de Newton y Leibniz:
el primero desde el punto de vista de la velocidad instantanea y el segundo desde su
interpretacion geométrica como la pendiente de la recta tangente a un punto de la grafica
de una funcion. Los autores también reconocen los aportes en la formacion de la definicion
de este tépico matematico por parte de Euler, al introducir la nocion de funcién; de
Lagrange, quien llegé a concluir que la derivada de una funcion es otra funcion e introdujo
la notacioén f' y los aportes de Cauchy y Weierstrass, quienes, segun Garcia et al. (2011),

terminaron por definir formalmente la derivada de una funcién en términos de limites.

Los investigadores muestran, también, la relacién que tiene la derivada con las ciencias
econdmicas y afines mediante el analisis marginal y el estudio de la elasticidad de la
demanda. Se establece que, por ejemplo, el costo marginal C'(x) es aproximadamente
igual al costo de producir una unidad adicional (x + 1) y que esto tiene mucha relevancia
en la economia pues permite pronosticar lo que sucederia si se produce una unidad

adicional.

Ademas, Garcia et al. (2011) muestran el estudio de la oferta y la demanda en términos
de la cantidad, y detallan que usualmente la demanda es decreciente y la oferta creciente;

esto permite relacionar dichos conceptos con la primera derivada. Los autores sefalan
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que, en la presentacion de la derivada a estudiantes de economia, se suele dejar de lado
su desarrollo histérico como estrategia didactica. Por ultimo, esta investigacion explica una
forma de introducir la derivada desde un enfoque econdmico, iniciando por el costo
promedio para pasar luego a la introduccion del costo marginal, esto es, haciendo un
paralelismo con la velocidad media y la velocidad instantanea. Otra propuesta de los
investigadores de este articulo es disefar actividades para determinar si una funcion

representa la oferta o la demanda apoyandose en el signo de la derivada.

En seguida se procedera a mostrar las investigaciones de referencia que conforman el

segundo criterio tematico:

Investigaciones acerca de la ensefianza de la derivada apoyadas en medios

tecnolégicos

Se mostrara a continuacion una serie de investigaciones centradas en la ensefianza de la
derivada y apoyadas en algunos medios tecnoldgicos como los softwares GeoGebra,

Modellus, entre otros.

En su investigacion, Sari, Hadiyan y Antari (2018) disefiaron una trayectoria hipotética de
aprendizaje para explorar los conceptos de derivada apoyandose en la caracteristica
dinamica de GeoGebra. La investigacién se realizé con 44 estudiantes inscritos en un
curso de calculo diferencial y la pregunta que guio la investigacion fue cémo se puede usar
la herramienta GeoGebra para explorar los conceptos de la derivada al proporcionar

visualizaciones dinamicas del concepto.

Sari et al. (2018) dividieron su investigacion en tres fases: la primera fue de disefio y
preparacion; la segunda, del experimento de ensefanza, y la tercera, de analisis
retrospectivo. Los investigadores comenzaron preguntando a los estudiantes qué sabian
acerca de la derivada, obteniendo respuestas basadas sobre todo en las reglas de
derivacién. Luego de esto se realizé una actividad, apoyada en GeoGebra, mediante la
cual los estudiantes lograron obtener una nocion de la definicion de la derivada mediante
la recta tangente como el limite de la recta secante, logrando un avance considerable

respecto de las nociones que tenian al principio.

En la siguiente actividad, los autores buscaron lograr que los estudiantes relacionen el
grafico de una funcion con el grafico de su derivada. Esta actividad pretendia establecer

que, si una funcion era creciente (decreciente), su derivada era positiva (negativa).

Una de las conclusiones a las que llegaron Sari et al. (2018) fue que los estudiantes
necesitaban una mayor experiencia en el uso de la derivada y que el entorno
proporcionado por GeoGebra permite a los estudiantes conocer distintas representaciones

de este objeto matematico.



Otra investigacion importante es la realizada por Villa-Ochoa, Gonzalez-Gomez y
Carmona-Mesa (2018); el objetivo de esta investigacién fue identificar como algunos
problemas de modelacion y el uso de softfwares contribuyen a la aparicion de la nocion de

derivada mediante la tasa de variacion instantanea.

Esta investigacion consistid en estudiar la actividad de cuatro estudiantes del curso de
Precalculo de un programa de ingenieria en la solucion de dos tareas de modelacion, a
las que llamaron «tarea 1» y «tarea 2», apoyadas con el uso de los softwares GeoGebra

y Modellus.

La tarea 1 consisti6 en la modelacion del area de un paralelogramo inscrito en un
rectangulo haciendo variar uno de sus lados. Las estudiantes que participaron
consiguieron una expresiéon matematica que modelaba el area de dicho paralelogramo:
A(x) = 2x(6 - x). Luego, con el uso de GeoGebra, pasaron a estudiar la tasa de variacion
media a través de una herramienta creada por los investigadores. Esta tarea mostré que
hubo dificultades al introducir la tasa de variacion instantanea, pues, cuando se estudiaban
intervalos muy pequefios, pudieron notar que la tasa de variacion se aproximaba a cierto
numero; pero, cuando el investigador pregunté por la tasa de variacion en un punto, las
estudiantes se apoyaron en la herramienta, que arrojaba el resultado 0/0, y afirmaron que

no existe la tasa de variacién en dicho punto.

Por otro lado, la tarea 2 de la investigacion realizada por Villa-Ochoa et al. (2018) consistia
en el movimiento de un vehiculo en funcién del tiempo; en este caso, las estudiantes
consiguieron que la funcion que modelaba tal problema era x(t) = 2t(6-t). Los
investigadores lograron que las estudiantes relacionaran la variacion de la posicion
respecto de la variacion del tiempo con la velocidad del vehiculo y, lograron identificar que
esta funcion era la misma que la funcion hallada en la tarea 1. Después, los investigadores
preguntaron a las estudiantes por la velocidad del vehiculo en t = 2; ellas lograron
relacionar esta pregunta con la actividad anterior y establecieron que la velocidad si
existia, logrando apartarse de la respuesta dada en la tarea 1. El uso del software Modellus
termind por aclarar algunas dudas al mostrar la representacion tabular del limite en

cuestién, llegando a conseguir la expresion para la variacién instantanea mediante limites.

Durante la investigacion se hizo uso de las distintas representaciones de la derivada
mediante graficos y tablas a través del uso de tecnologias digitales. Ademas, en esta
investigacion, Villa-Ochoa et al. (2018) llegaron a la conclusion de que la situacién a
modelar influye en la aparicién de la derivada, pues la tarea 2 tuvo mejores resultados con
respecto a la tarea 1 al tratarse de una situacion de movimiento que es mas cercana a las

estudiantes que participaron de esta investigacién en comparacién con la situacion



planteada en la tarea 1 y que el uso de tecnologias tuvo importancia en la solucién de

estas tareas.

Una investigacion que se centra en la formacién de la nocién de la derivada mediante el
estudio de problemas de optimizacion es la realizada por Navarro, Robles, Ansaldo y
Castro (2016), la investigacion fue motivada por el supuesto que se tiene de que las
matematicas no se aplican en lo cotidiano, haciendo que muchos estudiantes la

consideren dificil al no presentarse con actividades cercanas a su realidad.

La investigacion se hizo con 20 estudiantes de ingenieria del curso Calculo Diferencial y
la actividad disefiada consistié en hallar el volumen maximo de un cilindro y la relacion
que existe con la recta tangente a la grafica que modela la funcién volumen. Se partioé de
un problema en un entorno fisico al formar dos cilindros con dos hojas rectangulares
congruentes, un cilindro se construyo al formar la base circular con el ancho de la hoja 'y
el otro al formar la base circular con el largo. Se les pidié6 que hagan una hipétesis en
cuanto al volumen de cada cilindro construido para luego pasar a medir el volumen

mediante una taza, que sirvié como unidad de medida, y arroz.

Después, Navarro et al. (2016) plantearon el problema de conseguir el volumen maximo
del cilindro que se podria formar manteniendo el area anterior mas el area de la base.
Para esto, tuvieron que modelizar la situacion con una funcién (volumen en funcién del
radio) y pasaron a usar un archivo elaborado con el software GeoGebra mediante el que
se haria el analisis del comportamiento tanto de la funcién volumen como el de la recta

tangente mediante un deslizador que hacia variar el radio.

La investigacion se realizé bajo el marco tedrico del Enfoque Ontosemiotico de la
Cognicion y la Instruccion Matematica (EOS). Se analizé la actividad en las siguientes
cinco fases: anadlisis de las practicas matematicas, analisis de objetos y procesos
matematicos, analisis de las trayectorias e interacciones didacticas y de conflictos
semidticos, identificacion del sistema de normas y meta normas y se hizo una valoracién

de la idoneidad didactica.

El objetivo de la investigacion realizada por Navarro et al. (2016) fue construir una
propuesta didactica que genere la nocion de la derivada mediante un problema de
optimizacion apoyada por tecnologias y desarrolladas en un entorno cercano al
estudiante. Los autores indican que es importante que el problema esté basado en la
realidad del estudiante porque asi se logra darle sentido al estudio de las derivadas y no

limitarlas a algo abstracto sin aplicaciones.

Por otro lado, una investigacion que se encargé de estudiar las distintas representaciones

semioticas de la derivada fue la realizada por Viseu (2017) quien trabajé con estudiantes
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de bachillerato de Portugal, el objetivo de esta investigacion fue conseguir que los alumnos
lograran coordinar las distintas representaciones de la derivada como lo son las
representaciones gréaficas (pendiente de la recta tangente), verbal (tasa de variacién

instantanea) y simbdlica (como limite).

El investigador encontro que sus estudiantes tenian una concepcion de la derivada basada
sobre todo en las reglas de derivaciéon. Esta investigaciéon usé la Teoria de Registros de
Representacién Semiotica, como marco tedrico para conseguir que sus estudiantes
adquirieran una mejor comprension de la nocion de derivada valiéndose de tareas sobre
la tasa media de cambio para pasar luego a la tasa de variacion instantanea relacionando
estas actividades con la obtencion de la recta tangente a la grafica de la funcién que se
estudiaba. Luego, Viseu (2017) termind planteando una tarea para obtener los extremos
relativos de una funcion. Cabe resaltar que esta investigacion se realizé mediante el uso

de calculadoras graficadoras.

Los resultados que obtuvo muestran que los estudiantes pueden usar diferentes
representaciones, pero tienen complicaciones en establecer relaciones entre ellas,
basando sus soluciones, sobre todo, en el uso de una sola representacion y algunas veces
utilizan simultaneamente dos representaciones, pero con mayor dificultad. El autor
concluye, ademas, que el cambio de representacion se da porque los estudiantes al no
conseguir dar respuesta a una tarea mediante la representacion algebraica optan por otra
representacion como la grafica. Esto muestra que el cambio de representacién se da por

necesidad y no por eleccion.

En la misma linea, Seidi, Giusti y Vieira (2017) se enfocaron en analizar las ideas que
tienen estudiantes de un curso de Licenciatura en Matematica, quienes ya habian llevado
el curso de Calculo Diferencial, sobre la derivada para luego tratar de ampliar estas
nociones. La investigacion fue motivada porque en la experiencia de los autores, la
derivada es usada simplemente aplicando las reglas de derivacion dejando de lado la

relacion que existe entre el grafico de la funcion con el grafico de su derivada.

La investigacion utilizé la nocién de Imagen de Concepto y de Definicion de Concepto
desarrolladas por David Tall y Shlomo Vinner. Esta teoria establece que la imagen del
concepto son todas las ideas que puede tener una persona con relacién a un objeto, esta
se va desarrollando en el tiempo a lo largo de la experiencia de cada persona. Por otra
parte, de acuerdo con Seidi, Giusti y Vieira (2017), la Definicion de Concepto son las

palabras que usa una persona para explicar un objeto.

La investigacidn muestra una fase de las tres realizadas por los autores y consistié en
realizar un cuestionario para conocer las concepciones que tienen los estudiantes de una

Licenciatura en Matematica acerca de la derivada. En la primera pregunta se da el grafico
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de una funcién y una recta tangente, ademas de la ecuacién de la recta y se pide hallar la
derivada en el punto de tangencia, con esto se busca averiguar si el estudiante asocia la
nocién de derivada con la de la pendiente de la recta tangente. La segunda pregunta pide
establecer una relacion entre el grafico de funciones y el grafico de sus respectivas
derivadas, lo que se buscaba en esta pregunta era saber si el estudiante lograba asociar,
por ejemplo, que cuando la funcién derivada es positiva, la funcién original es creciente.
Por ultimo, en la investigacién de Seidi et al. (2017), la tercera pregunta pedia que los

estudiantes definan con sus propias palabras la derivada.

Esta investigacién tuvo como objetivo conseguir enriquecer las ideas de estudiantes de
Licenciatura en Matematica con respecto a la derivada. La conclusion a la que llegan los
autores es que las imagenes del concepto de derivada que tienen los estudiantes que
participaron de esta investigacion se centran en las reglas de derivacion, dejando de lado
las relaciones existentes entre los graficos de la funcion y de su derivada, estableciendo
una comprension parcial de esta nocion. Ademas, los autores concluyen que para ampliar
estas ideas haran uso de softwares como GeoGebra y SimCalc, pero los resultados seran

analizados en articulos futuros.

Para terminar con este apartado, se presentara la investigacion realizada por Garcia-
Cuéllar, Martinez-Miraval y Salazar (2018) quienes tuvieron como objetivo analizar la
génesis instrumental de la razén de cambio instantanea en estudiantes de la carrera de
administracion. Cabe senalar que se siguié la metodologia propuesta por la Ingenieria

Didactica y tuvieron como marco tedrico la Aproximacion Instrumental.

Los investigadores realizaron analizaron tres textos usados en la ensefianza del Calculo
y encontraron que la razén de cambio instantanea es presentada como una aplicaciéon de
la derivada y que no se presentan actividades que generen la aparicién de la razon de

cambio instantanea.

Los investigadores disefiaron dos actividades apoyadas en el software GeoGebra. La
primera actividad constaba de cinco subactividades, mientras que la segunda contenia
tres. La investigacion muestra el analisis a priori y a posteriori de dos subactividades de
cada actividad, encontrando que los estudiantes lograron pasar de esquemas de uso a
esquemas de accion instrumentada al usar conceptos previos como los de recta secante,
funcion, razéon de cambio promedio para pasar a la razéon de cambio instantanea

evidenciando de esta manera la génesis instrumental de la razén de cambio instantanea.

1.2 Justificaciéon

En la presente tesis estamos interesados en presentar una propuesta didactica sobre el

costo marginal para estudiantes de administracion y teniendo en cuenta que la base
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fundamental del costo marginal es la derivada, se presentaron investigaciones acerca de
este objeto matematico como las realizadas por Seidi et al. (2017) y Viseu (2017) que
detallan que existe una concepcién exclusivamente algebraica de la derivada por parte de
los estudiantes dejando de lado interpretaciones importantes de esta nocion como la
grafica (pendiente de la recta tangente), simbdlica (como limite), entre otras. Estas
investigaciones demuestran el interés de la comunidad cientifica en lograr que los

estudiantes obtengan una comprension mas integral de la derivada.

Por ofro lado, la investigacion realizada por Vrancken y Engler (2013) senala que el
recorrido histérico de la derivada podria ser adaptado en la ensefanza, es decir,
podriamos utilizar problemas como el de la velocidad instantanea partiendo de la velocidad
media para introducir las nociones de derivada en los estudiantes. En ese mismo sentido,
la investigacion realizada por Garcia et al. (2011) se relaciona con las ideas de Vrancken
y Engler (2013) en cuanto a la ensefanza de la derivada en estudiantes de Economia o
ciencias afines mostrando que, por ejemplo, podria usarse la razén de cambio promedio
del costo como inicio para luego llegar a la razén de cambio instantanea del costo y
finalmente introducir el costo marginal. Asi mismo, la investigacion realizada por Garcia-
Cuéllar et al. (2018) parte de la razén de cambio promedio y logra la génesis instrumental
de la razén de cambio instantanea en estudiantes de primeros ciclos de Administracion

mostrando buenos resultados bajo el marco tedrico de la Aproximacion Instrumental.

Ademas, las investigaciones realizadas por Villa-Ochoa et al. (2018) y Navarro et al. (2016)
muestran la importancia del problema a modelar en el estudio de la derivada pues los
problemas cercanos a la realidad del estudiante logran mejores resultados y muestran la
utilidad de la derivada. Por un lado, la investigacién de Villa-Ochoa et al. (2018) traté el
problema de la recta tangente, mientras que la realizada por Navarro et al. (2016) partio
de un problema de maximos y minimos, cabe resaltar que segun Vrancken y Engler (2013)

fueron estos problemas los que propiciaron el desarrollo de la derivada.

En adicion a esto, la investigacion de Sari et al. (2018) muestra el beneficio del uso del
software GeoGebra en la ensefianza de la derivada dado el caracter dinamico de este. Es
importante mencionar que el software GeoGebra estuvo presente en muchas de las
investigaciones exhibidas en las investigaciones de referencia, mostrando que su uso

favorece una mejor comprension de la derivada por parte de los estudiantes.

Por otro lado, se realiz6 una investigacion en las mallas curriculares y silabos de distintas
facultades de negocios en universidades peruanas, encontrando que en los cursos
Matematica aplicada a los negocios de la Universidad de Lima, Matematica 1 de la
Universidad Privada del Norte (UPN), Matematica Il de la Universidad San Martin de
Porres (USMP) y Calculo de la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas (UPC) se
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aborda la ensefianza de la derivada que es preciso recordar que el costo marginal suele

verse como una aplicacion de la derivada.

En la figura 1, por ejemplo, se muestran las unidades tematicas del curso Calculo del

segundo ciclo de la carrera de Administracion y negocios internacionales de la UPC.

Unidad 1
Diferenciacion
- La derivada.
Unidad 2
Temas - Reglas de diferenciacion.
C adicionales de
N diferenciacion - La derivada como una razon
A de cambio.
I— Unidad 3 - Diferenciales. Aproximacion.
C Trazado de Marginalidad.
curvas

U - Diferenciabilidad y
L continuidad.

Unidad 4
O . - Reglas del producto y

Integracion cociente.

- Regla de la cadena y regla
de la potencia.
Unidad 5
Calculo de
varias
variables

Figura 1: Contenido del curso Calculo de la carrera de Administracion y Negocios
Internacionales de la UPC

Fuente: Elaboracion basada en https://tinyurl.com/y6137p24

Se puede observar en la figura 1 que el estudio de la derivada es el primer tema de la
unidad 1, después se presentan las reglas de diferenciacion, la derivada como una razén
de cambio, diferenciales, aproximacion y la marginalidad, que es justamente el tema

central de esta tesis.

Por otro lado, en la figura 2, se muestra parte de la malla curricular de la carrera de
Administracion y negocios internacionales de la Universidad Peruana de Ciencias
Aplicadas (UPC), se puede notar que el curso Calculo es requisito para el curso
Estadistica descriptiva del tercer ciclo y que este otro curso a su vez es requisito de cursos
ensefados en ciclos posteriores como por ejemplo Estadistica inferencial en el cuarto ciclo

y Métodos cuantitativos del quinto ciclo de esta carrera.
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Ciclo 2 Ciclo 3 Ciclo 4 Ciclo 5

Calculo Estadistica .| Estadistica .| Economia
descriptiva inferencial empresarial

Métodos
cuantitativos

Figura 2: Parte de la malla curricular de la carrera de Administracion y Negocios
Internacionales de la UPC.

Fuente: Elaboracion basada en https://tinyurl.com/y573htpz

Por otro lado, en la figura 3 se muestran las unidades tematicas del curso Matematica Il
del segundo ciclo de la Universidad San Martin de Porres. Se puede notar que la
ensefianza de la derivada se aborda en la unidad 2 y que la ensefianza del analisis

marginal del costo, ingreso y utilidad se da en la unidad 3, denominada Aplicaciones de la

derivada.
MATEMATICA II
[ I I 1
Unidad 1 Unidad 2 Unidad 3 Unidad 4
Matrices y Limite y continuidad. Aplicaciones Integrales
determinantes Derivada de la derivada

- Definicion de limite. - Derivacion de funcian

- Continuidad. exponencial y logaritmica.

- La derivada. - Razin de cambio. Costo

Derivada de una potencia,
producto y cociente.
Interpretacion geométrica

marginal, ingreso marginal
y utilidad marginal.
Derivadas de orden superior.

de la derivada. - Extremos relativos.
- Extremos absolutos.
- Problemas de optimizacion.

Figura 3: Contenido de las unidades 2 y 3 del curso Matematica Il de la carrera de
Administracion de la USMP.

Fuente: Elaboracion basada en https://tinyurl.com/y58qlgzx

Asi mismo, en la Figura 4 se muestra parte del plan de estudios de la carrera de
Administracion de la Universidad San Martin de Porres, se puede observar que este curso
es requisito del curso Matematica financiera y este, de la misma manera, sera requisito de

cursos posteriores.
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Ciclo 2 Ciclo 3 Ciclo 4

Matematica Matematica Estadistica aplicada a
Il Financiera la gestion empresarial

¥

Administracion logistica

Macroeconomia

v

Figura 4: Parte del plan de estudios de la carrera de Administracién de la USMP.

Fuente: Elaboracion basada en https://tinyurl.com/y3c9dhoqg

Las investigaciones de referencia presentadas muestran la preocupacion de la comunidad
cientifica en Ensefianza de las Matematicas por el estudio del objeto matematico derivada,
ademas, la descripcidn que se hizo acerca de la ensefianza de la derivada en carreras de
administracion de universidades peruanas, mostrando incluso parte de los silabos y mallas
curriculares, demuestran la importancia del estudio de la derivada en estudiantes de nivel
superior de las carreras de administracion pues la derivada permite abordar el concepto
del costo marginal, el cual es un concepto relevante para estudiantes de esta carrera. En
base a todo lo anteriormente sefialado, se evidencia la importancia del analisis marginal,
en particular del costo marginal, para la formacién de futuros administradores, ademas de
las diferentes propuestas que favorecen el proceso de ensefianza y aprendizaje de la
derivada, concepto que se encuentra estrechamente relacionado con dicho topico. Por
ello, en la presente investigacion pretendemos investigar la manera en que podria
organizarse el trabajo en el aula para propiciar la interpretacién de la derivada,

especificamente en el estudio del costo marginal.

Ademas, cabe sefalar que, por la crisis sanitaria actual ocasionada por la pandemia de la
COVID-19, en esta tesis se planteara una propuesta didactica en la que el medio son los
recursos virtuales y se analizaran dos tipos de orquestacion instrumental del costo

marginal para estudiantes de administracion.

Con esa finalidad, utilizaremos aspectos del Abordaje Instrumental (Al) y especialmente
de la Orquestacion Instrumental (Ol) pues son marcos tedricos originados por la
innovacioén de la tecnologia en la didactica de la matematica. Presentamos a continuacion

los aspectos tedricos.
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1.3 Aspectos teoricos

Como la presente investigacion, se realizara con la incorporacion de medios/recursos
tecnoldgicos (virtualizado), se utilizaran aspectos de la Aproximacion Instrumental y

Orquestacioén Instrumental.
Aproximacion instrumental

De acuerdo con Artigue (2011), la aproximacion instrumental tiene su origen en una
investigacion realizada para estudiar la integracién de los programas de calculo formal
(CAS) en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, evidenciando diferencias entre
el discurso planteado por especialistas de la época a favor de los CAS y lo que realmente
sucedia en las aulas de clase. Segun la autora, tres posibles razones de estas diferencias

llamaron la atencion de los investigadores:

la oposicion entre lo técnico y conceptual que aparecia en la literatura existente y
se reflejaba en el discurso de los expertos, la poca atencion dada a los cambios en
la economia de las practicas matematicas inducidas por la utilizacion de CAS y la

subestimacion de las cuestiones instrumentales (Artigue, 2011, p. 18).

Anos mas tarde, en una segunda investigacion, se pusieron a prueba las conjeturas
planteadas anteriormente. Fue en este contexto que Artigue y sus colaboradores

necesitaron de un marco teodrico distinto.

Necesitabamos un discurso que permitiera considerar conceptos y técnicas en sus
relaciones dialécticas, un discurso menos centrado en el alumno y que tratara las
cuestiones de integracién en su dimension sistémica. De la misma manera
debiamos permitirnos considerar la dimensiéon instrumental de los procesos de

aprendizaje (Artigue, 2011, p. 18).

Ahora, dado que el equipo de investigadores que participd de este proyecto tenia
conocimientos de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) y de la Ergonomia
Cognitiva, decidieron concatenar ambas teorias para obtener el marco teérico requerido
en el desarrollo de esa investigacion. De este modo, segun Artigue (2011), se dio origen

a la Aproximacion Instrumental (Al).

A continuacion, detallaremos algunos términos de la Al que seran relevantes para esta

tesis:
Esquemas de utilizacion

De acuerdo con Rabardel (1995), un esquema es “la organizacion invariante de la
conducta del sujeto para un tipo de situaciones, a la vez en el plano de la accion y de la

actividad simbdlica” (p. 87). Ademas, los esquemas asociados con la utilizacion de un
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artefacto reciben el nombre de esquemas de utilizacion y hacen referencia a dos

dimensiones de la actividad:

Las actividades relativas a las tareas “segundas”, es decir las relativas a la gestion
de las caracteristicas y propiedades particulares del artefacto [...]. Las actividades
primeras, principales, las que estan orientadas hacia el objeto de la actividad, y

para las que el artefacto es un medio de realizacion (Rabardel, 1995, p. 91).

El autor afirma que hay, en un primer momento, dos niveles de esquema en los esquemas
de utilizacién y que estos pueden ser esquemas de uso o de accion instrumentada. En

cuanto a los esquemas de uso, estos son

[...] relativos a las tareas segundas [...], pueden situarse en el nivel de esquemas
elementales (en el sentido de que no pueden descomponerse en unidades mas
pequenas susceptibles de responder a una submeta identificable), pero esto no es
necesario: pueden ellos mismos estan constituidos por totalidades que se articulan
en un conjunto de esquemas elementales. Lo que los caracteriza es su orientacion
hacia las tareas segundas que corresponden a las acciones y actividades

especificas directamente relacionadas con el artefacto (Rabardel, 1995, p. 91).
En cuanto a los esquemas de accion instrumentada, el autor sefala que

Los esquemas de accion instrumentada, que consisten en totalidades cuyo
significado estd dado por el acto global que tiene como meta operar
transformaciones sobre el objeto de la actividad. Esos esquemas incorporan, como
constituyentes, los esquemas del primer nivel. Lo que los caracteriza es que son
relativos a las “tareas primeras”. Constituyen lo que Vigotsky llamaba los “actos
instrumentales”, para los cuales hay una recomposicion de la actividad dirigida
hacia la tarea principal del sujeto, por el hecho de insertar el instrumento (Rabardel,
1995, p. 91).

Asi mismo, Rabardel (1995) sefiala que un esquema puede ser, segun la situacion, un
esquema de uso o0 un esquema de accion instrumentada dependiendo del estatus en la

actividad intencional del sujeto.

Por otro lado, “los usos instrumentales se sitian a menudo en un contexto de actividad
colectiva, en particular, en el trabajo” (Rabardel, 1995, p. 92). Es por esto por lo que se
debe considerar un nivel de esquema adicional al cual el autor denomina esquema de

actividad colectiva instrumentada que

deberia tener en cuenta, por una parte, la especificacion de los tipos de accion o
de actividad, de los tipos de resultados aceptables, etc., cuando el colectivo

comparte un mismo instrumento o trabaja con una misma clase de instrumentos.
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También, deberia tener en cuenta, por otra parte, la coordinacion de las acciones
individuales y la integracion de los resultados como contribucion para alcanzar las

metas comunes (Rabardel, 1995, p. 92).

Resumiremos los tipos de esquemas de utilizacion en la Figura 5.

Esquemas de
Esquemas de

Esquemas ., actividad
de uso . accion colectiva
instrumentada .
instrumentada

ESQUEMAS DE UTILIZACION

Figura 5: Niveles de esquemas de accién instrumentada
Fuente: Adaptado de Manrique (2020, p. 19)

Ademas de los esquemas de utilizacion, otro concepto fundamental para la Al es el de

artefacto, el cual se desarrollara a continuacion.
Artefacto

Rabardel (1995), define al artefacto como una “cosa susceptible de un uso, elaborada para
inscribirse en actividades intencionales” (Rabardel, 1995, p. 49). Como ya se menciond
esta definicidn incluye por un lado a objetos materiales como el lapiz, papel, una
calculadora, etc. y por el otro lado a objetos simbdlicos como, por ejemplo, la nocién de

numero, los graficos, la nocién de funcion, la nocién de derivada, entre otros.

En adicion a esto, el autor afirma que la intencionalidad es la razén de la existencia del
artefacto pues este ha sido creado para el uso de un sujeto con el fin de producir cierta
clase de efectos. Podriamos entender esto con el siguiente ejemplo, la derivada de una
funcién diferenciable en un punto (artefacto) es ensenada a los estudiantes (sujetos) con

el fin de que puedan encontrar la pendiente de la recta tangente en dicho punto (efecto).

Para la presente tesis, la derivada sera el artefacto simbdlico sobre el cual trabajaremos.
El autor establece una diferencia entre los términos artefacto e instrumento, este ultimo

término es otro concepto importante para la Al y se ahondara mas en él a continuacion.
Instrumento

Rabardel (1995) define en un primer momento al instrumento como “el artefacto en
situacion de uso, inscrito en un uso, en una relacién instrumental con la accion del sujeto,

como medio de esta accién” (p. 49). Ademas, segun Béguin y Rabardel (2000), es el sujeto
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quien atribuye la condicion de instrumento a un artefacto al apropiarse de él en su uso.
Asi mismo, Rabardel (1995) establece que el instrumento es una entidad mixta que tiene
por un lado una parte relativa al artefacto y por el otro, una relativa a los esquemas de

utilizacion desarrollados por el sujeto al usar el artefacto en el desarrollo de alguna tarea.

En ese sentido, Trouche (2004) sefiala que “un instrumento puede ser considerado como
una extension del cuerpo, un érgano funcional compuesto por un componente artefacto
(un artefacto o parte de él movilizado en la actividad) y un componente psicolégico” (p.
285).

Figura 6: Instrumento como entidad mixta
Fuente: Adaptado de Garcia-Cuéllar (2014, p. 21)

En la figura 6 se tiene que, en un primer momento, la nocién costo marginal puede ser un
artefacto para un estudiante, pero a medida que este lo utilice ira transformandolo en un

instrumento en tanto le asocie esquemas de utilizacion.

De acuerdo con Salazar (2009), “la aproximacioén instrumental estudia la diferencia que
existe entre el artefacto, instrumento y los procesos que involucran la transformacion
progresiva del artefacto en instrumento” (p. 64). Esta transformacion progresiva es
denominada Génesis Instrumental. A continuacién, profundizaremos mas en esta
definicion.

Génesis Instrumental

Con el objetivo de comprender la evolucion de los artefactos asociados a la actividad del
sujeto y la aparicion de esquemas, como parte de un proceso de desarrollo instrumental,
es que Rabardel (1995) define el proceso de génesis instrumental. La génesis instrumental

designa un proceso que concierne tanto al artefacto como al sujeto. Este es el proceso de
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construccion del instrumento a partir del artefacto por parte del sujeto durante la actividad.
Ademas, segun Artigue (2002), la génesis instrumental funciona en dos direcciones, en la

primera direccion:

la génesis instrumental se dirige hacia el artefacto cargandolo progresivamente de
potencialidades, y eventualmente lo transforma para usos especificos; llamamos a

esto la “instrumentalizacion” del artefacto (p. 5).
Mientras que, en la segunda direccién, tenemos que:

La génesis instrumental se dirige hacia el sujeto, y conduce al desarrollo o
apropiacion de los esquemas de accidn instrumentada que progresivamente se
constituyen en técnicas que permiten una respuesta efectiva a tareas dadas. Esto

ultimo es lo que propiamente se llama “instrumentaciéon” (Artigue, 2002, p. 5).

Podemos resumir los procesos de instrumentalizacion e instrumentacion en la figura 7, en

la cual se puede notar la direccionalidad de cada proceso.

Figura 7: Instrumentalizacién e instrumentacion
Fuente: Adaptado de Truche (2005, p. 101)

En nuestra busqueda de lograr la génesis instrumental del costo marginal en estudiantes
de carreras de administracion, estamos interesados en elaborar una propuesta didactica

con base en la Orquestacién Instrumental (Ol), la cual presentaremos a continuacion:
Orquestacion Instrumental.

La orquestacién instrumental nos brindara el soporte tedrico para desarrollar la propuesta

didactica. De acuerdo con Trouche (2005):

Una orquestacion instrumental es exactamente el arreglo sistematico de elementos
(artefactos y humanos) por un agente intencional de un entorno con el fin de

implementar una situacion dada y, de manera mas general, para guiar a los
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estudiantes en la génesis instrumental y en la evolucién y equilibro de sus sistemas

de instrumentos (p. 126).

De acuerdo con el autor, la Ol es sistematica pues esta se encuentra organizada con un
orden y objetivos establecidos. Ademas, la Ol es intencional pues este arreglo debe ser

pensado a priori.

En adicion a esto, Bellemain y Trouche (2019) comparan, en la metafora de orquestacion,
a los musicos, los instrumentos musicales y la partitura, con los estudiantes, los artefactos

y la situacion matematica.

Por otro, de acuerdo con Trouche (2005), la Ol presenta dos componentes: la
configuracién didactica y el modo de ejecucion. Adicionalmente, los investigadores
Drijvers, Doorman, Boon, Reed y Gravemeijer (2010) afaden una ultima, la cual es el

desempeno didactico. Se pueden ver estas tres componentes en la figura 8.

Configuracion didactica
Trouche (2005)

Modo de ejecucion
Trouche (2005)

Desemperio didactico
Drijvers et al. (2010)

Figura 8: Niveles de esquemas de accién instrumentada

A continuacion, desarrollaremos cada una de las componentes de la Ol mostradas en la

figura 8.

Configuracion Didéactica

De acuerdo con Drijvers et al. (2010), la configuracion didactica es la organizacion que se
hace del ambiente de ensefianza y de los artefactos involucrados en él. Ademas, Drijvers
y Trouche (2008) afirman que la configuracion didactica depende del ambiente tecnoldgico
dado y presentan un ejemplo de una configuracion didactica en un ambiente tecnolégico
dotado de calculadoras y un proyector en el que es posible conectar una de las
calculadoras. Esta configuracion es denominada estudiante-sherpa y consiste en asignar
la labor de proyectar la pantalla de la calculadora a un estudiante (estudiante-sherpa) con

el objetivo principal de socializar la génesis instrumental de los estudiantes.

Modo de ejecucién
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Segun Drijvers et al. (2010), el modo de ejecucion es la manera en la que el docente
decide llevar a cabo la configuracién didactica. Es decir, el modo de introducir el tema, el
rol que jugara cada artefacto envuelto; todo con el fin consolidar un discurso matematico

coherente.
Desempefio didactico

De acuerdo con Drijvers et al. (2010), el desempefio didactico son las decisiones que se
toman con un determinado fin durante el modo de ejecucion de una configuracion
didactica. Por ejemplo, qué preguntas realizar, como validar o no las intervenciones de los
estudiantes, como enfrentar los inconvenientes presentados en el desarrollo del modo de

ejecucion.
Cabe senfalar que, por motivos de la pandemia que atraviesa el

planeta por la COVID-19, en la presente tesis se abordaran la configuracion didactica y el
modo de ejecucidn porque estamos interesados en dar una propuesta sobre la

organizacion del trabajo en el aula en un entorno virtual.

Por otro lado, en los ultimos diez afios del desarrollo de la Ol, se han desarrollado distintos

tipos de orquestaciones los cuales presentaremos en el siguiente apartado.
Orguestacion instrumental: una tipologia

Say y Akkog (2016) realizaron dentro de su estudio un estado del arte y detallan, en la
siguiente tabla tomada de Tabach (2013), los diferentes tipos de orquestaciones
realizadas en investigaciones entre los afos 2010 y 2013 con sus respectivas

Configuraciones didacticas y Modos de ejecucion.

Tabla 1.

Tipos de Orquestacion Instrumental.

Tipos de

- Configuracion didactica Modo de ejecucion
orquestacién

Demostracion . -
- » Entorno de clase completa, El profesor explica los detalles técnicos
técnica (Drijvers et P .
una pantalla central. ara utilizar la herramienta.
al., 2010)
. La explicacion del docente va mas alla
Explicar la pantalla Entorno de clase completa, . . .
- de las técnicas e involucran contenidos
(Drijvers et al., 2010) una pantalla central.

matematicos.
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Vincular el tablero de
la pantalla (Drijvers
etal., 2010)

Sherpa en el trabajo
(Drijvers et al., 2010)

No usar tecnologia
(Tabach, 2011)

Debate en la pantalla
(Drijvers et al., 2010)

Detectar y mostrar
(Drijvers et al., 2010)

Trabajar y caminar
(Drijvers, 2012)

Discutir la tecnologia
sin ella (Tabach,
2013)

Monitorear y guiar
(Tabach, 2011)

Entorno de clase completa,
una pantalla central.

Entorno de clase completa,
una pantalla central.

Entorno de clase completa,
una pantalla central.

Entorno de clase completa,
una pantalla central.

Entorno de clase completa,
una pantalla central.

Los estudiantes trabajan
individualmente o en pares
con computadoras.

Cada estudiante tiene su
laptop o traen las laptops al
aula con vehiculos con
ruedas.

El docente conecta representaciones en
la pantalla con representaciones de los
mismos objetos matematicos que
aparecen en el libro o en la pizarra.

La tecnologia esta en manos de un
estudiante, que guia toda la clase para
su debate.

La tecnologia esta disponible pero el
docente decide no usarla.

La discusion de toda la clase es guiada
por el profesor para potenciar la génesis
instrumental colectiva.

El docente trae a colacion el trabajo
anterior de un estudiante que habia
guardado e identificado para su posterior
discusion.

El docente camina entre los estudiantes
que trabajan, monitorea su progreso y
brinda orientacion segun sea necesario.

El docente usa el sistema de transporte
movil si necesita computadoras en la
ensefianza.

El docente usa un sistema de gestion de
aprendizaje para orientar a los
estudiantes.

Fuente: Traducido de Tabach (2013) citado en Say y Akkog (2016, p. 2710)

Se puede apreciar en la tabla 1 que siete de las diez orquestaciones presentadas en la
tabla tienen la misma configuracion didactica, pero estas se distinguen por su modo de
ejecucion. En la presente tesis, desarrollaremos dos configuraciones didacticas con sus
respectivos modos de ejecucion en busca de la orquestacion de las génesis

instrumentales del costo marginal en estudiantes de la carrera de administracion.

Por otro lado, las investigaciones de referencia muestran que la ensefianza de la derivada
es un problema relevante para la comunidad cientifica en Ensefianza de las Matematicas,
ademas, como se Vvio en los planes calendarios de algunas universidades peruanas, este

concepto es fundamental para abordar el costo marginal en estudiantes de administracion.
Es por todo lo anterior que presentamos a continuacion la pregunta y objetivos de
investigacion de la presente tesis.

1.4 Preguntay objetivos de la investigacion

La pregunta de investigacion que guiara la presente tesis es:
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¢;Coémo organizar una clase virtual sobre el costo marginal para estudiantes de

administracion con base en la Orquestacion instrumental?
En ese sentido, el objetivo general de investigacion de esta tesis es:

e Analizar, como organizar una clase virtual sobre el costo marginal para estudiantes

de administracion. con base en la Orquestacion instrumental.

Para lograr este objetivo general se consideraran dos tipos de orquestaciones
instrumentales adaptadas de Say y Akkoc¢ (2016) y en base a ellas planteamos los

siguientes objetivos especificos:

e Disefiar una propuesta didactica en medios virtuales sobre el costo marginal.
e Organizar dos configuraciones didacticas en base a la propuesta disefada.
e Plantear dos modos de ejecucion que permitan llevar a cabo las dos

configuraciones didacticas.

Para mostrar el camino que se seguira en la presente tesis, mostraremos a continuacion

los aspectos metodoldgicos.

1.5 Aspectos metodoldgicos

Segun Monje (2011), la investigacion cualitativa se encuentra nutrida
epistemolégicamente por la hermenéutica y esta se “interesa por la necesidad de
comprender el significado de los fendmenos y no solamente de explicarlos en términos de
causalidad. Da prioridad a la comprensién y al sentido” (p. 12). Ademas, el autor senala
que los “objetivos de una investigacion particular, por ejemplo, pueden orientarse a la
descripcién, la explicacion o la comprension. Este ultimo propdsito es propio de la
investigacion cualitativa” (p.15). Ahora, teniendo en cuenta que esta investigacion esta
enfocada en la organizacién o descripcion de una clase para estudiantes de administracion
sobre el costo marginal y acorde con lo sefialado anteriormente por Monje (2011), se pude

afirmar que la presente tesis es una investigacion cualitativa.

En cuanto a los procedimientos metodologicos, la presente tesis considerara algunas de
las nueve fases propuestas por Hernandez, Fernandez y Baptista (2014) mostradas en la

figura 9.
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Figura 9: Proceso de investigacién cualitativa.
Fuente: Hernandez et al. (2014, p. 7)

Cabe senalar que el proceso mostrado en la figura 9 no es lineal, sino mas bien circular
en el sentido en el que la secuencia no es siempre la misma y que la revisién de literatura
puede estar presente durante todo el proceso. Basandonos en esta estructura, el

procedimiento metodoldgico que seguira la presente tesis se puede ver en la figura 10.

Problematica
dela
investigacion

F 3

w
El analisis marginal
en carreras de
Administracion

v

Revision de la
literatura

F 3 F 3

F 3
v
F 3
v

Conclusiones

v

Propuesta
didactica

Figura 10: Proceso de investigacion cualitativa adaptado.
Fuente: Adaptado de Hernandez et al. (2014)

A continuacién, explicaremos lo que se realizara en cada una de las fases consideradas

en la figura 10.
Fase 1: Problemética de la investigacion

En esta fase se presentan las investigaciones de referencia (revision de la literatura), que
junto a la investigacion hecha en los silabos de algunas universidades permiten la
justificacion de la presente tesis. Ademas, se presentan los aspectos tedricos incluyendo

la tipificacion de las Orquestaciones Instrumentales realizada por Say y Akkog (2016), la
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pregunta y objetivos de investigacion y los aspectos metodoldgicos que guiaran a la

presente tesis.
Fase 2: El costo marginal en carreras de administracion

En esta fase se expondran los aspectos matematicos de la derivada relativos al costo
marginal y después se hara un analisis didactico de este topico en textos que se
encuentran en la bibliografia de dos cursos impartidos en programas de administracion de

dos universidades peruanas.

El desarrollo de esta fase permitira el disefio de la propuesta didactica mencionada en el

objetivo general.
Fase 3: Propuesta didactica

En esta fase se presentaran una propuesta didactica a realizarse en entornos virtuales
sobre el costo marginal para estudiantes de administracion. La propuesta sera trabajada
mediante los tipos de orquestacion “Sherpa en el trabajo” y “Trabajar y caminar” (ver p.
20) cabe senalar que ambas propuestas fueron escogidas en base a la tipificaciéon hecha
por Say y Akkog (2016).

Fase 4: Conclusiones

En esta fase se detallaran las potencialidades de la propuesta segun los dos tipos de
orquestacion que desarrollamos en la fase anterior. Es preciso sefalar también que se
enunciaran recomendaciones para futuras investigaciones que podrian desprenderse

como consecuencia de esta tesis.

CAPITULO II: EL COSTO MARGINAL EN CARRERAS DE ADMINISTRACION

Dado que el costo marginal se encuentra definido en base al objeto matematico derivada,
en este capitulo se presentaran aspectos matematicos e histéricos del costo marginal y
luego se presentaran aspectos didacticos del costo marginal ya que estamos interesados

en la orquestacion de la génesis instrumental de la interpretacién de este concepto.

Para los aspectos matematicos tendremos en cuenta el libro de Thomas (2006), mientras
que para los aspectos didacticos se consideraran los libros de Haeussler y Paul (2003) y

Arya, Lardner e Ibarra (2009), asi como el Manual del estudiante del curso Matematica |l
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de la USMP. Es preciso sefalar que los libros de Haeussler y Paul (2003) y Arya et al.
(2009) se encuentran en la bibliografia de los cursos Calculo de la UPC y Matematica I
de la USMP.

A continuacién, se presentan los aspectos matematicos e histéricos.

2.1 Aspectos historicos y matematicos del costo marginal

Como ya ha quedado establecido en la investigacion realizada por Vrancken y Engler
(2013), la aparicion de la nocién de derivada fue desarrollada por Newton al buscar
solucion al problema de la velocidad instantanea relacionando este problema con la
pendiente de la recta tangente (partiendo de la velocidad promedio). Por otro lado, segun
Garcia et al. (2011), Leibniz desarroll6 también la nocién de derivada al encontrar la

pendiente de la recta tangente en un punto de la grafica de una funcion.

Ademas, Vrancken y Engler (2013) sefialan que esta nocion se consolidé mas adelante y

que fue Cauchy en 1823 quien realizé la definiciéon formal de la derivada en términos de

limites tal y como se conoce actualmente lim f(x+ix)3—f(x) !
Ax—0

Las autoras también sefialan que es durante esa época que el Calculo fue dejando de
lado su parte geométrica para centrarse en un trabajo mas de indole algebraico. Asi
mismo, Garcia et al. (2011) indican la relevancia que tiene el objeto matematico derivada
en las ciencias economicas y afines pues permite el estudio del concepto del analisis

marginal, los cuales son de importantes para estudiantes de las carreras mencionadas.

Para presentar los aspectos matematicos, debemos tener en cuenta que el costo marginal
tiene una estrecha relacion con la derivada. Por esta razon se empezara por el estudio de

este objeto matematico y se tomara como referencia a Thomas (2006).

El autor comienza el estudio de la derivada definiendo una recta tangente al grafico de
una funcién al considerar las rectas secantes que pasan por un punto P de la grafica de
la funcidn y por otros puntos Q, de la misma grafica, cercanos a P siguiendo el siguiente

proceso:

1. Empezamos con lo que podemos calcular, a saber, la pendiente de la secante
PQ.

2. Investigamos el limite de la pendiente de la secante cuando Q se acerca a P a

lo largo de la curva.

3. Si el limite existe, lo tomamos como la pendiente de la curva en P, y definimos
la tangente a la curva en P como la recta que pasa por P con esa pendiente

(Thomas, 2006, p. 135).
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Este proceso puede ser representado por la figura 11, en el que la variacion de la posiciéon
del punto Q hace que varie la posicidon de la recta secante, hasta convertirse en el limite

(el punto Q muy proximo al punto P) en la recta tangente en el punto P.

Figura 11: Aproximacion dinamica de la tangente
Fuente: Tomado de Thomas (2006, p. 135)

El autor define la pendiente de la curva y = f(x) en el punto P(x, f(xg)), siempre y

cuando exista, como:

. flxo+h)— fx)
m = lim
h—-0 h

Asi mismo, Thomas (2006) define, siempre y cuando exista, la funcidon derivada de la

funcién f(x), denotada por f’, en x como:

o = LRI

O de forma equivalente:

00 = lim [ A= S@

ZoX Z—X

Se puede entender a la funcién derivada de f como aquella en la que la entrada es un
valor x, y la imagen f'(x,) es, siempre que sea posible, la pendiente de la recta tangente

a la gréfica de f en el punto (xg; f(x0))-

Por otro lado, el autor establece también que hay diferentes formas de denotar la derivada

de una funcion, como se puede apreciar en la figura 12.
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Figura 12: Notaciones de la derivada de la funcion f
Fuente: Tomado de Thomas (2006, p. 150)

Luego, el autor muestra las reglas de derivacion que permiten calcular la derivada de

funciones sin recurrir a su definicion, las cuales se pueden apreciar en la figura 13.

d d du dav
H(c}—ﬂ E(HJF"}—EJ“H
4 eny = pyn-1 ) = 0@ p
(% ) =nx - (uv) u— +v =
d d ju Ud_u_ud_u

—_ = f 2 ) = dx  dx

= (cf(x)) = cf'(x) £ (2) = ==y

Figura 13: Reglas de derivacion
Fuente: Adaptado de Thomas (2006)

En las reglas de derivacion mostradas en la figura 13, se debe considerar que u y v son
funciones diferenciables que dependen de la variable x, ¢ es una constante real y n es un

numero racional diferente de cero.

Ademas, segun el autor, si se interpreta la razén de cambio promedio como el cociente de

fx+h)—f(x)
h

diferencias en el intervalo de x a x + h, se puede definir la razén de cambio

instantanea de f en x, como la derivada de esta funcién en x,; es decir, como f'(x,)

siempre y cuando exista.

En cuanto al analisis marginal, el autor comienza definiendo el costo marginal de
producciéon como la razéon de cambio instantdnea del costo con respecto al nivel de
produccion. Es decir, si C(x) es la funciéon costo de producir x unidades, el costo marginal
de produccion es:

ac y Cx+h)—C(x)
dx ~ nso h

En adicién a esto, el autor sefala que el costo marginal suele definirse como el costo de
producir una unidad adicional y que esto suele ser aproximadamente igual a la derivada
del costo siempre que la pendiente de la funcién costo no cambie rapidamente como se
muestra en la figura 15. En cuanto al ingreso y utilidad marginal, el autor las define de

forma anéloga a la hecha en el costo marginal.
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Figura 14: Costo marginal
Fuente: Tomado de Thomas (2006, p. 177)

En adiciéon a esto, Thomas (2006) muestra la regla de la cadena como sigue: Si f(u) es
diferenciable en el punto u = g(x), y g(x) es diferenciable en x, entonces la funcion
compuesta (f o g)(x) es diferenciable en x y (f o g)'(x) = f'(g(x)) - g'(x). Esta ultima

regla tiene como consecuencia la regla de la cadena de potencias en la que, si u es una

n-14u
dx’

funcion diferenciable en x, entonces % ™) =nu
Con esto se termina el analisis histérico y matematico del costo marginal. En el siguiente
apartado, analizaremos los aspectos didacticos del costo marginal de los libros
Matematicas para administracion y economia de Haeussler y Paul, Matematicas aplicadas
a la Administracion y a la Economia de Arya, Lardner e Ibarra; asi como los aspectos
didacticos del Manual del estudiante de Matematica Il de la Universidad San Martin de

Porres.

2.2 Aspectos didacticos

Comenzaremos este apartado con base en el libro de Haeussler y Paul (2003), el cual se

presenta a continuacion.
Matematicas para Administracién y Economia

El analisis marginal se aborda en Haeussler y Paul (2003) en el capitulo 10, mas

precisamente en la tercera seccion de este capitulo. Es preciso senalar que, en las dos
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secciones anteriores del libro, los autores trabajaron la derivada y las reglas de
diferenciacion, se puede afirmar, desde la Al, que los estudiantes podrian haber
desarrollaron esquemas de utilizacion asociados al artefacto simbdlico derivada para el
tipo de tareas relativas a hallar la derivada de una funcién, la pendiente y ecuacién de la

recta tangente a un punto de la funcion.

En cuanto al analisis marginal, los autores lo definen en funcién a la razén de cambio
instantanea, es por esto por lo que presentaremos la forma en la que esta nocion
matematica es tratada en el libro. Los autores definen en un primer momento la razén de
cambio promedio (velocidad promedio) de una funcion para luego definir mediante limites
la razén de cambio instantanea de una funcién (velocidad instantanea). Como se puede
ver en la figura 16, la definicién se realiza de forma similar a la realizada por Thomas
(2006).

Figura 15: Razén de cambio
Fuente: Haeussler y Paul (2003, p. 462)

En adelante, los autores llamaran razén de cambio a la razén de cambio instantanea. En
cuanto a la interpretacion que hacen Haeussler y Paul (2003) de la razén de cambio,
sefalan que cuando el cambio en x es muy pequefio (Ax tiende a cero) se tiene en la

ecuacion (2) de la figura 16 que:

Ay~

dy . ay
ol de donde Ay = ™ Ax

Lo que quiere decir que el cambio en y es aproximadamente igual al producto de la

derivada de y respecto a x multiplicada por el cambio en x. Ademas, los autores senalan
. . . . . . d
que si x cambia en una unidad (Ax = 1), el cambio en y es aproximadamente igual a d—z,

podemos resumir esto ultimo en la figura 16.
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Figura 16: Razén de cambio instantanea cuando Ax = 1
Fuente: Tomado de Haeussler y Paul (2003, p. 462)

Después de esto, Haeussler y Paul (2003) presentan aplicaciones de la razén de cambio
a la economia y definen al costo marginal como la razén de cambio de la funcién costo
respecto de la cantidad producida o, en términos de derivadas, el costo marginal es la
derivada de la funcién costo respecto a numero de unidades producidas. Es decir, el costo
marginal es igual a C'(q), donde C representa la funcién costo en funcion del nimero de

cantidades producidas.

En cuanto al ingreso marginal, Haeussler y Paul (2003) definen el ingreso marginal como
la razén de cambio del ingreso r con respecto a la cantidad de unidades vendidas q vy, de
modo similar al costo marginal, se concluye que el ingreso marginal es la derivada de la

funcion ingreso r con respecto a la cantidad de unidades vendidas g, es decir, '(q).

Una vez definidos el costo y el ingreso marginales, los autores presentan ejemplos como

el mostrado a continuacion en la figura 17.

Figura 17: Ejemplo de costo marginal
Fuente: Tomado de Haeussler y Paul (2003, p. 465)

Desde la Al, se puede apreciar que en la figura 17 se usé al artefacto simbdlico derivada
junto con los esquemas de utilizacion que podrian haberse desarrollado en las dos
primeras secciones del capitulo 10 pues se emplean las reglas de diferenciacién ademas

de tratar a la derivada de ¢ como una funcién pues esta se evalua en q = 4.
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Ademas, los autores hacen una interpretacion de este resultado, y establecen que el costo
marginal es aproximadamente el costo de producir la quinta unidad. Aunque no se hace
explicito en la solucién del ejemplo, entendemos que la interpretacién hecha por Haeussler
y Paul (2003) se logra a partir del resultado plasmado en la figura 16 en el que la derivada
de una funcién es aproximadamente igual al cambio en la funciéon cuando la variable
independiente cambia en una unidad. Tanto para la resolucién del problema como para la
interpretacion, podemos inferir desde la Al que es necesario instrumentalizar al artefacto
simbolico derivada en problemas de reglas de diferenciacion y razén de cambio pues este

proceso es util en la resolucion de problemas sobre el costo marginal.

Los autores presentan también un ejemplo para acerca del ingreso marginal, el cual se

presenta en la figura 18.

Figura 18: Ejemplo de ingreso marginal
Fuente: Tomado de Haeussler y Paul (2003, p. 466)

En el ejemplo mostrado en la figura 18 se aprecia que el procedimiento es similar al
realizado en la figura 17 pues se halla la derivada de la funcion ingreso con respecto a la
cantidad. Sin embargo, en este ejemplo se puede comprobar facilmente que el ingreso
marginal da una buena aproximacion del ingreso por una unidad adicional pues en este

caso en concreto son iguales porque la funcion ingreso es lineal.

Finalmente, Haeussler y Paul (2003) presentan ejercicios de los cuales, por los fines de la
presente tesis, nos concentraremos en los relacionados con el analisis marginal como

podemos ver en la figura 19.
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Figura 19: Problemas sobre el analisis marginal
Fuente: Tomado de Haeussler y Paul (2003, pp. 468-469)

Desde la Al, se puede afirmar que los ejercicios planteados en la figura 19 se enfocarian
sobre todo en asociar los posibles esquemas de utilizacion desarrollados en tareas en las
que se pide derivar una funcién con el analisis marginal pues los ejercicios planteados
siguen el mismo procedimiento mostrado en el ejemplo de la figura 17, es decir, primero
se deriva la funcién (costo o ingreso) y luego se evallia en los valores pedidos. Se debe
resaltar también que los ejercicios planteados dejan de lado la interpretacién del costo

marginal.

En la figura 20, mostramos un ejercicio planteado en el que consideramos que si se usa
la interpretacién del costo marginal como el costo aproximado de la unidad adicional pues
la solucién se desliga de los esquemas preexistentes en relacion con las tareas de derivar
una funcion y evaluar en un punto porque no se tiene de forma explicita la regla de

correspondencia de la funcién costo.

Figura 20: Problema sobre la interpretacion del costo marginal
Fuente: Tomado de Haeussler y Paul (2003, p. 470)

Desde nuestro punto de vista, es recomendable plantear problemas como los de la figura
20 pues, desde la Al, podrian permitir desarrollar esquemas de utilizacion diferentes a los
esquemas desarrollados en tareas en las que se halla la derivada de una funcién y se
evalua en un punto. Ademas, son problemas como este los que permiten explorar la

potencialidad del artefacto simbdlico derivada.
A continuacion, se presenta el libro de Arya, Lardner e Ibarra (2009).
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Matematicas aplicadas a la Administracion y ala Economia

Antes de exhibir el andlisis marginal, Arya, Lardner e Ibarra (2009) presentan a la derivada
en términos de variaciones para luego introducir la representacion grafica de la derivada
como la pendiente de la recta tangente a una funcién en un punto. Es preciso sefalar

también que los autores presentan algunas reglas de diferenciacion.

En cuanto al analisis marginal, los autores definen al costo marginal “como el valor limite
del costo promedio por articulo extra cuando este niumero de articulos extra tiende a cero”
(Arya et al., 2009, p. 474). En adicién a esto, segun los autores, es equivalente definir el

costo marginal como la derivada del costo. Podemos ver esto ultimo en la figura 21.

Figura 21: Definicién del Costo marginal
Fuente: Tomado de Arya et al. (2009, p. 474)

En la figura 21, Ax representa la variacion de la cantidad x o (x; — x) y AC representa la
variacién en la funcién costo C y, como se puede apreciar en la figura 21, se tiene que
AC = C(x + Ax) — C(x).

De forma similar, Arya et al. (2009) definen el ingreso marginal como la derivada de la
funcion ingreso respecto de la cantidad de unidades vendidas. Ademas, se estable que el
‘ingreso marginal representa las entradas adicionales de una empresa por articulo
adicional vendido cuando ocurre un incremento muy pequefo en el numero de articulos
vendidos” (Arya et al. 2009, p. 477).

Finalmente, los autores definen la utilidad marginal como la derivada de la utilidad respecto
de la cantidad de articulos producidos y vendidos. Los autores establecen ademas que la
utilidad marginal representa el cambio en la utilidad por articulo si la cantidad sufre un

incremento pequeno.

En cuanto a los ejemplos presentados en el libro, mostramos en la figura 22 un ejemplo

relativo al costo marginal y su respectiva soluciéon presentada por Arya et al. (2009).
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Figura 22: Ejemplo sobre el costo marginal
Fuente: Tomado de Arya et al. (2009, p. 475)

En la solucién del ejemplo mostrado en la figura 22, podemos apreciar que se establece
textualmente que se desea evaluar C'(x) y se logra esto mediante las reglas de derivacion.
Esto nos permite afirmar, desde la Al, que en la solucién se podrian movilizar esquemas
preexistentes desarrollados entorno al artefacto simbolico derivada con relacion a las

tareas acerca de derivar una funcién y evaluarla en un punto.

Luego de derivar la funcion costo en la figura 22, Arya et al. (2009) interpretan el costo
marginal al establecer que representa el costo promedio por articulo dada una variacién

infinitesimal en la cantidad x.

Debemos rescatar ademas que, al final de la solucién de este ejemplo, se presenta otra

interpretacion de los resultados obtenidos, tal como se muestra en la figura 23.

Figura 23: Interpretacién del costo marginal
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Fuente: Tomado de Arya et al. (2009, p. 475)

En la figura 23, Arya et al. (2009) hacen la salvedad acerca de interpretacion de los
resultados pues no es correcto afirmar que, por ejemplo, el costo de la unidad 51 es $17.50
pues esta afirmacion es cierta cuando la variacion en la cantidad tiende a cero y no cuando
esta es igual a uno. Consideramos que lo correcto podria ser afirmar que el costo de la

unidad 51 es aproximadamente igual a $17.50.

Debemos sefalar que en los demas ejemplos mostrados por Arya et al. (2009) siempre
muestran la interpretacion de los resultados, esto logra generar esquemas nuevos en
comparacion a los esquemas desarrollados en tareas sobre derivar una funcioén y evaluarla

en un valor.

En cuanto a los ejercicios planteados por los autores con relacién al costo marginal,
debemos sefalar que los ejemplos desarrollados sirven de una buena base para
resolverlos. Desde la Al podriamos considerar que estos ejercicios sirven para consolidar
los esquemas desarrollados en los ejemplos. Por otro lado, debemos apuntar que en los
ejercicios propuestos se deja de lado la interpretacion ya sea del costo, ingreso o utilidad

marginal reduciendo las tareas a hallar la funcién a derivar y luego evaluarla en un valor.

Por ultimo, presentamos el Manual del estudiante del curso Matematica Il de la
Universidad San Martin de Porres (USMP).

Matematica Il: Manual del estudiante

El manual del estudiante que se va a analizar fue desarrollado por el equipo de docentes
del curso Matematica Il de la USMP y se encuentra disponible en la pagina web de la

universidad.

En cuanto al analisis marginal, el manual define al costo marginal como la razén de cambio
del costo con respecto a las unidades producidas, o de forma equivalente como la derivada
de la funcién costo con respecto a la cantidad. Ademas, el manual establece que el costo

marginal se interpreta como el costo aproximado de producir una unidad adicional.

De forma anéloga, se define el ingreso marginal como la derivada del ingreso con respecto
a la cantidad de productos vendidos y la interpretacion que se le da es la del ingreso por

vender una unidad adicional.

El manual define también a la utilidad marginal como la razén de cambio de la funcién

utilidad respecto a la cantidad de productos producidos y vendidos. Ademas, se establece
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que la utilidad marginal se interpreta como la utilidad generada por la produccion y venta

de una unidad adicional.

En la figura 24 mostramos un ejemplo relativo al costo marginal y su solucién.

Figura 24: Ejemplo del costo marginal
Fuente: Tomado de USMP (2019, p. 75)

Se puede apreciar en la solucién del ejemplo que ademas de hallar el costo marginal
pedido, el manual presenta la interpretacion de este resultado lo que genera nuevos
esquemas en el estudiante y no se queda solo en los esquemas desarrollados en

problemas de derivar funciones.

Algo que diferencia a este manual respecto de los libros de Haeussler y Paul (2003) y Arya
et al. (2009) es que en los ejercicios propuestos se pide interpretar el resultado de hacer

un analisis marginal como se puede apreciar en la figura 25.

2. La funcion de costo promedio de una fabrica que produce ventiladores de mano, esta

10000 , donde E esta en ddlares. Determine
q

el costo marginal de producir 40 unidades. Interprete el resultado. Defienda o
critique la opinion del duefio de la fabrica quien afirma que el costo aproximado de
producir el ventilador # 41 es aproximadamente 5 27,6.

dada por: C= 0,002¢2 —0.4g+ 50+

Figura 25: Ejercicio del costo marginal
Fuente: Tomado de USMP (2019, p. 80)

En la figura 25, ademas de pedir explicitamente que se interprete el resultado, el ejercicio
permite validar la interpretacidon hecha por el estudiante al confrontarla con una afirmacion

hecha en el gjercicio, la cual el estudiante tiene que defender o criticar.

Debemos destacar nuevamente que, en todos los ejercicios de analisis marginal del
manual se pide hacer la interpretacion de los resultados. Como ya se ha mencionado

anteriormente, este tipo de tareas implicara que el alumno desarrolle nuevos esquemas y
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no se limite solo a reforzar los esquemas conseguidos en tareas de derivar una funcion y

evaluar en un valor.

Con esto se termina el analisis didactico de textos. Como conclusion podemos afirmar que
los libros Haeussler y Paul (2003) y Arya et al. (2009) presentan ejemplos en los que se
interpreta los resultados producto del analisis marginal ya sea del costo, ingreso o utilidad,
pero en los ejercicios propuestos se deja de lado la interpretacion esto encasilla el analisis
marginal en los mismos esquemas empleados en tareas de derivar una funcién mediante
las reglas de derivacion y luego evaluarla en un punto. Por otro lado, es destacable que
en el manual del estudiante del curso Matematica Il de la USMP si se pide en los ejercicios

hacer la interpretacién de resultados en problemas de analisis marginal.

CAPITULO lIl: PROPUESTA DIDACTICA

En este capitulo presentaremos una propuesta didactica que sera orientada por la
Orquestacion instrumental (Ol) y buscara generar, en términos de la Aproximacion
instrumental (Al), posibles esquemas de utilizacién en estudiantes de carreras de

administracion con relacion al artefacto simbdlico costo marginal.
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El analisis de los aspectos didacticos hecho en el capitulo anterior nos permitié observar
las tareas sobre el andlisis marginal, en particular sobre el costo marginal, propuestas en
distintos textos de consulta. Estas tareas, en su mayoria, estuvieron orientadas
posiblemente a reforzar los esquemas de utilizacion de los estudiantes en torno a tareas
sobre las reglas de derivacion, pues, en esencia, estas consistian en derivar, por ejemplo,
la funcion costo total y evaluarla en un punto, obviando muchas veces la interpretacion de
los resultados. Consideramos que, si bien es cierto que estos esquemas son muy
importantes para los estudiantes de carreras de administracion, las tareas presentadas en
los textos analizados dejan de lado las representaciones graficas de la derivada, las
cuales, a nuestro parecer, podrian contribuir al desarrollo de esquemas que faciliten la
interpretacién del costo marginal. Es por esta razén que la propuesta didactica que

presentaremos se centrara en las representaciones graficas de funciones y de la derivada.

Ademas, es preciso sefialar que la situacién sanitaria actual generada por la pandemia
obliga a brindar clases virtuales para mantener el aislamiento social, por lo que la
propuesta didactica que se presentara esta planeada para desarrollarse en medios
virtuales, como pueden ser Google Meet, Zoom, Blackboard Collaborate, entre otros.
Desde nuestro punto de vista, este contexto representa una oportunidad de explorar
nuevos caminos en la ensefanza y los potenciales beneficios de herramientas virtuales

como, por ejemplo, el software GeoGebra.

En lo que respecta a la propuesta didactica, la hemos dividido en dos actividades y
consideramos que cada actividad deberia ser abordada en dos sesiones de

videoconferencia diferentes.

Denominaremos Actividad 1 a la primera actividad, y tendra como finalidad identificar o
consolidar los esquemas preexistentes de los estudiantes con respecto a la funcién costo
y su interpretacion. Asimismo, se busca identificar los esquemas de utilizacién referidos a

la interpretacion de la derivada, graficamente y como razén de cambio.

En cuanto a la segunda actividad, la llamaremos Actividad 2 y se pretende que los
estudiantes de administracion desarrollen esquemas para la interpretacién del costo
marginal. Ademas, tanto la Actividad 1 como la Actividad 2 seran abordadas por
adaptaciones de dos de los diez tipos de Orquestaciones instrumentales (ver p. 20)

identificadas por Say y Akkog (2016), los cuales presentamos en la tabla 2.
Tabla 2.

Tipos de Ol que se trabajaran en esta tesis.
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Tipos de Adaptacién Configuracion Modo de ejecucion

orguestacion propuesta didactica
tsrgggﬁ): en el Presentador en Entorno de clase Un e_zstudiante p_rqyecta su pantalla y
(Drijvers et el trabajo completa, una mediante su actividad guia a la clase
al., 2010) pantalla central. para fomentar el debate.
Trabajar y _ Se crean grupos en Ia.sala de
caminar Trabajar y Los estydlantes videoconferencia principal, y el
(Drijvers recorrer trabajan en profesor recorre los grupos crea_dos
2012) ’ grupos. para monitorear el progreso y brindar
orientacion.

Fuente: Adaptado de Say y Akkog (2016, p. 2710)

Los tipos de orquestacion mostrados en la tabla 2, denominadas Sherpa en el trabajo y
Trabajar y caminar, serviran de base para la propuesta didactica y las adaptaremos a

medios virtuales.

A continuacion, desarrollaremos el analisis de las actividades planteadas en la propuesta

didactica:

3.1 Actividad 1

Como ya mencionamos anteriormente, la Actividad 1 tendra como finalidad reconocer o,
en todo caso, consolidar los esquemas de utilizacién preexistentes de los estudiantes,
sobre todo los esquemas que, a nuestra consideracion, son relevantes para abordar el
costo marginal. Consideramos que la Actividad 1 deberia ser llevada a cabo en una

primera sesion, con una duracion aproximada de 45 minutos.

Esta actividad esta dividida en dos tareas: la primera se centra en indagar o consolidar los
esquemas preexistentes de los estudiantes con respecto a la funcién costo, que depende
de la cantidad de unidades producidas y su interpretacion; mientras que la segunda tarea
busca explorar los posibles esquemas de utilizacién desarrollados por los estudiantes

acerca de la derivada y sus interpretaciones (la geométrica y la de razén de cambio).

Debemos sefialar también que, en nuestra propuesta, al término de esta actividad, el
docente-investigador tendria que desarrollar una actividad de cierre en la que podria
brindar una retroalimentacion que permita consolidar los esquemas que esta actividad
pretende desarrollar. Podemos resumir todo lo anterior en la tabla 3, la cual presentamos

a continuacion.
Tabla 3.

Actividad 1.
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L . Duracion
Tarea N° Conocimientos involucrados

estimada
Tarea 1 Funcion costo y su interpretacion. 15 minutos
Tarea 2 Interpretaciones de la dig\r/]?gii)(.gréfica y como razon de 20 minutos
Cierre Formalizacion de los resultados esperados por parte del 10 minutos

docente-investigador.

Como podemos notar en la tabla 3, la duracién estimada de las dos tareas es de 35
minutos en total, y, dado que la Actividad 1 durara en total 45 minutos, planteamos usar
los 10 ultimos minutos para que el profesor brinde una formalizacion de los resultados que
se esperan al culminar esta actividad, pues seran de suma importancia para llevar a cabo
la Actividad 2.

En seguida analizaremos en detalle cada una de las tareas que conforman la Actividad 1.
Tarea 1 de la Actividad 1

La Tarea 1 tiene por objetivo que los estudiantes generen esquemas de utilizacion que les
permitan observar graficamente el costo real de producir una determinada unidad
mediante la manipulacion de un deslizador de un applet creado con GeoGebra. Se debe
sefalar que la intervencion del docente-investigador sera importante para guiar a los
estudiantes a lograr el objetivo planteado, pues algunas preguntas podrian generar
distintas interpretaciones por parte de los estudiantes. En lo que respecta a la tarea, esta

compuesta por tres items.

El item 1 se apoyara en un applet creado con GeoGebra que muestra el grafico de una
funcion costo € que depende de la cantidad de unidades producidas y tiene por objetivo
explorar si el artefacto grafico de una funcion tiene la categoria de instrumento para el
estudiante; es decir, si el estudiante ha desarrollado esquemas de utilizacién relacionados

con el artefacto simbdlico grafico de una funcion.

En la primera pregunta de este item 1 se le pide al estudiante hallar el valor de C(12),
mientras que en la segunda pregunta se busca que los estudiantes movilicen sus
esquemas preestablecidos sobre la interpretacion de la grafica de la funcion costo; los
cuales, por ejemplo, les permitan interpretar € (12) como el costo de producir las primeras

12 unidades.

El resultado esperado en este item es que los estudiantes, al arrastrar el deslizador,

obtengan, por ejemplo, la figura 26 que mostramos en seguida:
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Figura 26: Applet del item 1 de la Actividad 1
En la figura 26 se puede apreciar que C(12) = 2000 soles, y se espera que los estudiantes
tal vez interpreten este resultado con la siguiente afirmacién: a la empresa le cuesta 2000
soles producir las primeras 12 unidades. Un posible resultado errado es que los
estudiantes interpreten € (12) como el costo de producir inicamente la unidad namero 12
y es por posibles respuestas como esta que planteamos que, al final de la Actividad 1, el
docente-investigador realice una retroalimentacion para establecer las respuestas

correctas de este item y consolidar esquemas en los estudiantes.

En el item 2 se pide hallar €(13) — C(12) y que los estudiantes respondan lo que
representa este valor en el contexto del problema. En este segundo item se podrian
consolidar los esquemas de utilizacion sobre la grafica de una funcion los cuales les
permitan determinar las imagenes de la funcién costo cuando q = 12 y g = 13, logrando
posiblemente que, dichos esquemas pasen de ser esquemas de accion instrumentada a
ser esquemas de uso. Los estudiantes —con los datos obtenidos de la figura 26— podrian
obtener que C(13) = 2312.5 soles y con el resultado del item anterior (C(12) = 2000 soles)
podrian hallar €(13) — €(12), que en este caso es igual a 312.5 soles. En cuanto a la
interpretacion de este resultado, se espera que los estudiantes logren que sus esquemas
de utilizacién sobre la funcién costo alcancen el nivel de esquemas de uso y noten que, si
al costo de producir las primeras 13 unidades se le resta el costo de producir las primeras

12, se obtiene el costo de producir Uunicamente la unidad numero 13. Es decir, un
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razonamiento esperado de C(13) — C(12) = 312,5 soles es que el costo de producir la

unidad numero 13 es 312.5 soles.

Para terminar con esta primera tarea, el item 3 busca afianzar los esquemas desarrollados
en el segundo y que se vayan consolidando como esquemas de uso, pero para otros
valores obtenidos al manipular el deslizador. En este item se pide que los estudiantes
arrastren el deslizador y completen los datos de una figura proporcionada y que interpreten
la medida del segmento HI en el contexto del problema. Por ejemplo, los estudiantes, al

arrastrar el deslizador, podrian obtener la figura 27.

Figura 27: Applet del item 3 de la Actividad 1
En este caso particular se espera que, con base en los posibles nuevos esquemas
desarrollados en las preguntas anteriores relacionados a tareas sobre graficos de
funciones e interpretacion de la grafica de la funcion costo, los estudiantes concluyan que
la medida del segmento HI representa el costo de producir la unidad numero 33, que, de
acuerdo con los datos de la figura 27, seria 212.5 soles. Es importante que el docente-
investigador enfatice en la interpretacion de la medida del segmento HI, pues el desarrollo
de esquemas en torno a esa interpretacion permite que el estudiante observe graficamente
el costo real de producir una unidad especifica, el desarrollo de este nuevo instrumento

es importante pues serd utilizado en la Actividad 2 de esta propuesta didactica.
Tarea 2 de la Actividad 1

La Tarea 2 se encuentra apoyada en un applet desarrollado con GeoGebra y se plantea

asumiendo que los estudiantes ya han desarrollado esquemas con respecto a la derivada,
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como pendiente de la recta tangente a un punto de la grafica de una funcién y como razén

de cambio.

Con base en lo anterior, el objetivo de esta tarea es que los estudiantes desarrollen un
nuevo instrumento el cual permita que los estudiantes interpreten graficamente la medida
de un segmento vertical como el valor de la derivada de la funcion costo en un punto,
cuando el cambio en la variable independiente es de una unidad. Para ello, los estudiantes
deberian movilizar los posibles esquemas de utilizacién preexistentes, ya sean esquemas
en el nivel de accién instrumentada o esquemas de uso, sobre la pendiente de una recta

y sobre la interpretacién geométrica de la derivada de una funcién.

Esta segunda tarea se encuentra dividida en tres items. El primero de ellos consiste en
manipular un applet que muestra la grafica de la funcién costo C y completar una tabla en
la que se debe establecer una relacion entre un segmento AB y la derivada del costo C en
un valor dado. Por ejemplo, si los estudiantes, al arrastrar el deslizador, obtienen la figura
28, se espera concluyan que la medida del segmento AB coincide con el valor de C'(26).
Para esto, deberan movilizar sus esquemas preexistentes relacionados con la pendiente
de una recta y los de la interpretacién grafica de la derivada como la pendiente de la recta

tangente al grafico de una funcion.

Figura 28: Applet de la tarea 2 de la Actividad 1
Como se puede observar en la figura 28, la pendiente de la recta L se puede obtener como
el cociente entre la medida de los segmentos AB y DB, y, dado que la medida del
segmento DB es una unidad, se tiene que el valor de la pendiente de la recta L coincide
con el valor de la medida del segmento AB. Ahora, como L es la recta tangente a la gréfica
de C en g = 9, se tendra que la pendiente de L es C'(9); es decir, el valor de €'(9) coincide

con el valor de la longitud del segmento 4B.
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Con los datos de la figura 28, un posible resultado esperado es que los estudiantes

completen la tabla como se muestra a continuacioén en la figura 29.

Valor de g en el Relacion entre el valor de C'(q;) y el de la medida del
gje horizontal segmento AB
QY — g, — 28 732 —
C'(9) =my=7-=""=742Yy AB =742
gz = 9 Se tiene que el valor de C'(9) coincide con el valor de la
medida del segmento AB.

Figura 29: Posible solucién del item 1 de |la Tarea 2

De forma similar, se espera que se llenen las otras dos filas de la tabla presentada en el
item 2. Al término la solucién de este item, se espera que los estudiantes logren desarrollar
un nuevo instrumento el cual les permitan identificar que el valor de la derivada de la
funcion costo coincide con el valor de la medida del segmento vertical AB. Ademas, sera
preciso que el docente-investigador deje en claro que este resultado se obtiene porque la

medida del segmento horizontal DB es una unidad.

El segundo item de la Tarea 2 se centra en los datos obtenidos en la tercera columna de
la tabla presentada en el item 1 y se busca que los estudiantes movilicen sus esquemas
desarrollados previamente acerca de la derivada como razén de cambio. En este item se
pide que los estudiantes hallen razon de cambio instantanea del costo para el valor de q
obtenido en la tercera fila de la tabla del item 1. Por ejemplo, suponiendo que los datos
que van a trabajar en este segundo item sean los mostrados en la figura 29, un posible

resultado esperado es:

RCI = C'(9) soles =742 soles
B unidad =~ " unidad

Ademas, en este item también se espera que los estudiantes movilicen los esquemas
preexistentes en cuanto a interpretacion de la razén de cambio instantanea. Una posible
interpretacion seria la siguiente: cuando se han producido 9 unidades, el costo aumenta a

razon de 74.20 soles por unidad, aproximadamente.

Finalmente, para terminar con la Tarea 2 de la Actividad 1, en el item 3 se pide que los
estudiantes hallen, a partir del resultado obtenido en el item 2, el cambio en el costo
cuando la cantidad de unidades producidas aumenta en una unidad. Esto es, dado que,
cuando se producen 9 unidades, el costo cambia aproximadamente a razén de 74.20 soles
por unidad, se espera que el estudiante concluya que, al producir una unidad adicional a

las 9 unidades iniciales, el costo aumentara en 74.20 soles, aproximadamente. Este
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resultado es importante, pues nos da pie al estudio del costo marginal, el cual

abordaremos mas ampliamente en la Actividad 2 de esta propuesta didactica.

En resumen, al término de la Actividad 1, en términos de la Aproximacion Instrumental se
espera que los estudiantes logren desarrollar instrumentos que les permitan observar
graficamente el costo real de producir una determinada unidad y observar que, cuando la
variable independiente de una recta cambia en una unidad, la variable dependiente
coincide con el valor de la pendiente. Posiblemente estos instrumentos estén asociados a
esquemas que alcanzan el nivel de accién instrumentada, esperamos que, en el desarrollo
de la Actividad 2, dichos esquemas logren alcanzar el estatus de esquemas de uso. A

continuacion, mostraremos el analisis de la Actividad 2:

3.2 Actividad 2

La Actividad 2 tiene por objetivo que los estudiantes logren convertir en instrumento al
costo marginal, y se desarrollara mediante representaciones graficas brindadas por
applets desarrollados en el software GeoGebra. En lo que respecta a su duracion,
estimamos que podria ser llevada a cabo en una hora y esta divida en dos tareas y un

cierre como se muestra en la siguiente tabla.

Tabla 4.
Actividad 2.

Tarea N° Conocimientos involucrados E;E;C;gg
Tarea 1 Costo real, derivadas

Tarea 2 Costo marginal Una hora
Cierre Formalizacién de los resultados esperados por parte del

docente-investigador.

En la Tarea 1 presentada en la tabla 4 se busca que los estudiantes movilicen los posibles
esquemas desarrollados en la Actividad 1, y en la Tarea 2 se pretende averiguar si los
estudiantes lograron desarrollar esquemas sobre el costo marginal. En adicion a las dos
tareas de esta actividad, se plantea una actividad de cierre para que el docente-

investigador consolide los conocimientos abordados en esta actividad.
Tarea 1 de la Actividad 2

La Tarea 1 de esta actividad se encuentra dividida en cuatro items cuyos desarrollos estan
ligados a los esquemas que posiblemente se hayan desarrollado al término de la Actividad

1. Esta tarea esta apoyada en un applet desarrollado en el software GeoGebra, el cual
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muestra la grafica de la funcion costo C, que depende de la cantidad de unidades
producidas. Inicialmente, en la Tarea 1 se pide al que se manipule el deslizador mostrado
por el applet hasta que se obtenga el caso particular en el que la cantidad sea 8 unidades
en el eje horizontal. Luego, en el primer item se les pide a los estudiantes activen la casilla
HG y que interpreten la medida del segmento HG en el contexto de la tarea como podemos

ver en la figura 30 que mostramos a continuacion:

ACTIVIDAD 2

TAREA 1
En el siguiente enlace A2 Tareal — GeoGebra encontrara el grafico de la funcidn costo

€ en soles de una empresa, por la produccion de g unidades en la que la parte
discontinua del grafico representa la proyeccion de la funcion C. Arrastre el deslizador

hasta que la cantidad sea 8 unidades y siga las siguientes instrucciones:

1. Haga clic en la casilla HG, ; qué representa la medida del segmento HG en el
contexto de la tarea?
Figura 30: Desarrollo del item 1 de la Tarea 1
Al seguir las instrucciones mostradas en la figura 30 y luego de manipular el deslizador
mostrado por el applet, los estudiantes podrian obtener los datos mostrados en la figura
31.

De acuerdo con los datos presentados en la figura 31, nuestra hipotesis es que los
estudiantes, al movilizar el instrumento posiblemente desarrollado en la resolucion de la
Tarea 1 de la Actividad 1, logren interpretar la medida del segmento HG como el costo real
de producir unicamente la unidad numero 9 que de acuerdo con los datos de la figura 30

es 27.13 soles. A continuacién, presentamos la figura 31:
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Figura 31: Desarrollo del item 1 de |la Tarea 1
En el segundo item se les indica a los estudiantes que desmarquen la casilla HG y se
marque la casilla denominada Recta L y en la pregunta de este item se les pide a los
estudiantes que respondan qué representa el valor de la medida del segmento EF con
respecto a la funcién costo C, podemos observar este segundo item a continuacion en la

figura 32.

2. Desmarque la casilla HG y haga clic en la casilla Recta L, ;qué representa el
valor de |a medida del segmento EF con respecto a la funcién costo €7

Figura 32: item 2 de la Tarea 1
Al seguir las indicaciones, los estudiantes obtendran la recta tangente a la funcién costo
C cuando q = 8, asi como la longitud del segmento FE y que la variacion en la variable
independiente es igual a una unidad, como se puede observar en la figura 33 que

mostramos a continuacion:
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Figura 33: Desarrollo del item 2 de |la Tarea 1
Esperamos que los estudiantes logren movilizar el instrumento desarrollado en la Tarea 2
de la Actividad 1, y un posible resultado esperado es que los estudiantes concluyan que
el valor de la medida del segmento EF coincide con el valor de la derivada de la funcion
costo C cuando g = 8, que, de acuerdo con la figura 31, es igual a 27.03. Para lograr este
resultado, planteamos que el docente-investigador realice preguntas como, por ejemplo,
;cual es el valor de C'(8), de acuerdo con los datos del grafico?; ¢ qué se puede concluir
con respecto a los valores de la medida del segmento EF y de C'(8)? Estas y demas
interacciones por parte del docente se detallaran cuando abordemos los tipos de

orquestacion a desarrollar en esta investigacion.

En el tercer item se pide que nuevamente se active la casilla HG y que respondan cémo
interpretan el valor de C'(8), en soles, en el contexto de la tarea. Se muestra a continuacion

el tercer item de esta Tarea 1 en la figura 34.

Figura 34: Desarrollo del item 3 de la Tarea 1.
Nuestra finalidad en este item es que los estudiantes relacionen los esquemas de
utilizacion movilizados en el desarrollo de los items 1 y 2 de esta Actividad 2 y para que,

mediante la grafica proporcionada por el applet, interpreten el valor de C'(8), en soles, en
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el contexto de la tarea. Después de seguir las instrucciones dadas en este item, el applet

mostrara los datos que observamos enseguida en la figura 35:

Figura 35: Desarrollo del item 3 de la Tarea 1.
Se espera que los estudiantes, de acuerdo con los datos mostrados en la figura 35,
puedan observar numérica y graficamente que los valores de los segmentos HG y EF son
muy préximos. Ademas, de acuerdo con los instrumentos que esperamos que se hallan
desarrollado en la Actividad 1 sobre la interpretacion de un segmento como el costo real
y la interpretacién del segmento EF como el valor de la derivada, esperamos que los
estudiantes interpreten lo valores de los segmentos HG y EF como los valores del costo
real de producir la unidad 9 y C’'(8), respectivamente, el resultado esperado es que los
estudiantes logren concluir que el valor de C'(8) = 27.03, en soles, es aproximadamente

igual al costo real de producir la unidad numero 9.

Este resultado, entonces permitiria que los estudiantes interpreten el costo marginal en
q = 8; es decir, C'(8) en soles, como el costo aproximado de producir la unidad nimero
9, resultado que es importante dentro de la propuesta didactica, con la salvedad de que

se ha hecho hasta el momento para un caso particular.

Luego, para lograr consolidar los esquemas desarrollados en la resolucion del item
anterior y que estos logren el nivel de esquemas de uso, en el item 4 de esta Tarea 1 se
pide que los estudiantes manipulen el deslizador y hallen el costo aproximado de producir
la unidad numero 10 que claramente tiene que ver con la interpretacion del costo marginal.
Para ello, se espera que los estudiantes, luego de manipular el deslizador mostrado por

el applet, obtengan la figura 36 que mostramos a continuacion.
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Figura 36: Desarrollo del item 4 de |la Tarea 1
En el desarrollo de este item se espera que los estudiantes consoliden los esquemas que
se pudieron haber desarrollado en la resolucién del item 3, los cuales estan referidos a la
interpretacion del costo marginal y que dichos esquemas logren el nivel de esquemas de
uso. Ahora, de acuerdo con la figura 36, se espera que los estudiantes logren concluir que
el costo aproximado de producir la unidad nimero 10 es el valor de la medida del
segmento EF en soles. Es decir, de acuerdo con la figura 33, se espera que los estudiantes

determinen que producir la unidad numero 10 cuesta aproximadamente 34.21 soles.

Es asi como esperamos que, al término de esta Tarea 1, el estudiante logre desarrollar
esquemas que le permitan interpretar el costo marginal en q,, esto es, C'(q,), en unidades

monetarias, como el costo de producir la unidad (g + 1).
Tarea 2 de la Actividad 2

La Tarea 2 se presenta con la finalidad de indagar si la interpretacion del costo marginal
tiene la categoria de instrumento para los estudiantes. Esta tarea sera desarrollada con el
apoyo de un applet creado en el software GeoGebra, que, en principio, muestra la funcién
costo de una empresa que depende de la cantidad de unidades producidas y algunos

datos adicionales, los cuales mostramos en la figura 37.
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Figura 37: Applet de la Tarea 2.
Como se puede apreciar en la figura 37, los estudiantes cuentan con un deslizador, el cual
esta asociado al valor de g en el eje horizontal; es decir, si se arrastra el deslizador, cambia
el valor de q. Ademas, se cuenta con los valores de €(50) y €'(50), que, segun la figura

anterior son 2375y 17.5, respectivamente.

En la Tarea 2 se pide que los estudiantes hallen, aproximadamente, el costo de producir
161 unidades. En ese sentido, esperamos que los estudiantes manipulen el deslizador
hasta que la cantidad g en el eje horizontal sea igual a 160, el cual es el tope maximo
permitido por el deslizador, y obtengan los datos de C(160) y €'(160), como se puede

observar en la figura 38 que mostramos a continuacion:

Figura 38: Desarrollo de la Tarea 2
Para resolver esta tarea, los estudiantes podrian movilizar los esquemas desarrollados en
la Tarea 1 de la Actividad 1 relacionados con la interpretacion de la funcién costo.
Entonces, un posible resultado esperado es que los estudiantes logren obtener el costo
de producir las 160 primeras unidades, que, de acuerdo con los datos de la figura 38, es

C(160) = 3816 soles.
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Sin embargo, como la pregunta planteada consiste en determinar el costo aproximado de
producir las primeras 161 unidades, lo que faltaria hallar seria el costo aproximado de
producir la unidad 161. Por ello, esperamos que los estudiantes, de acuerdo con los
esquemas desarrollados en el item anterior relacionados a la interpretacion de C'(q,)
como el costo aproximado de producir la unidad (g, + 1), logren interpretar el costo
marginal en 160; es decir, el valor de €'(160), en soles, como el costo aproximado de

producir la unidad 161, que segun lo mostrado en la figura 38 es 20.8 soles.

Finalmente, se espera que los estudiantes sumen C(160) + C'(160) = 3816 + 20.8 =
3836.8 y que su posible respuesta final sea que el costo de producir 161 unidades es

aproximadamente 3836,8 soles.

Con esto terminamos el analisis de las actividades que planteamos en nuestra propuesta
didactica. Ahora, tal como se plante6 en la presente tesis, esta propuesta sera abordada
mediante dos adaptaciones de los diez tipos de Orquestaciones Instrumentales
identificadas por Say y Akkog (2016), que fueron detalladas en la Tabla 2. Para empezar,
mostraremos la orquestacién a la cual denominamos Presentador en el trabajo, que es
una adaptacién de la orquestacion “Sherpa en el trabajo” mostrado en la tabla 1 (ver p.
20).

3.3 Orquestaciéon «Presentador en el trabajo»

Debemos recordar que esta orquestacion esta basada en la orquestacién Sherpa en el
trabajo identificada por Say y Akkog (2016). En esencia, esta orquestacién consiste en
hacer que uno de los estudiantes comparta su pantalla para toda la clase y, a través de
su actividad, guie la génesis de esquemas de accién colectiva instrumentada de toda la
clase. Ademas, de acuerdo con Trouche (2005), la Orquestacion instrumental presenta
dos componentes: la configuracion didactica y el modo de ejecucion. La configuracion
didactica es la componente en la cual el docente organiza los artefactos, estudiantes y la
situacion didactica que usara durante la clase, mientras que el modo de ejecucion es la
forma en que se utilizaran los artefactos en una configuracion didactica determinada. A
continuacion, presentaremos ambos componentes para la orquestacion Presentador en el

trabajo.
Configuracion didéctica: Presentador en el trabajo

El docente-investigador debe programar dos sesiones virtuales mediante dos
videoconferencias: la primera debe tener una duracion aproximada de 45 minutos,
mientras que la segunda, una duracion de una hora de acuerdo con lo presentado en las
tablas 3 y 4 de esta investigacion. Para este fin, el docente puede utilizar muchos
programas que se encuentran disponibles en internet, como, por ejemplo, Google Meet,
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Zoom o Blackboard Collaborate. Sugerimos que el docente-investigador escoja aquel
programa en el cual él y sus estudiantes tengan mas experiencia o en el que alguna vez
se haya usado la opcién convertir en presentador o moderador a los invitados a la
videoconferencia, pues sera de esta forma en la que el docente permitira que uno de los
estudiantes comparta su pantalla. Los programas anteriormente mencionados permiten la
comunicacion via chat y por medio del micréfono, e incorporan la funcién levantar la mano

para pedir la palabra en un determinado momento.

Con respecto al material que se usara, en los anexos que se encuentran al final de esta
tesis se podra encontrar la propuesta que hemos desarrollado, la cual se encuentra
dividida en una Actividad 1, y otra denominada Actividad 2. Plateamos que en la primera
videoconferencia programada se lleve a cabo la Actividad 1 y en la segunda, la Actividad
2. Es necesario apuntar que el desarrollo del material construido implica el uso de applets
de GeoGebra, por lo que se requiere que el docente tenga conocimientos basicos de este

software.

Por otro lado, la propuesta didactica esta planificada para ser llevada a cabo con
estudiantes de los primeros ciclos de carreras de Administracion o Negocios que tengan
nociones sobre derivadas; para ser mas precisos, nociones sobre la interpretacion
geométrica de la derivada y sobre la derivada como razén de cambio. Ademas, es
conveniente sefalar que los estudiantes a los que va dirigida esta propuesta también
deben tener conocimientos sobre la funcidon costo, que depende de la cantidad de
unidades producidas. Podemos decir, en términos de Aproximacion Instrumental, que los
estudiantes que participarian de esta propuesta deben haber desarrollado previamente
esquemas sobre la funcion costo y sobre las interpretaciones geométrica y como razén de

cambio de la derivada.

Asimismo, para el desarrollo de la propuesta didactica es necesario que los estudiantes
cuenten con algun dispositivo electronico, como, por ejemplo, una tablet, una laptop, una
computadora de escritorio o un celular inteligente; ademas, deben tener una conexién a
internet, pues, como ya mencionamos anteriormente, la propuesta se dard en medios
virtuales porque el contexto de la pandemia exige distancia social. Es importante dejar en
claro que, para esta orquestacion, es preferible que la propuesta didactica sea
desarrollada por al menos dos de los estudiantes, desde una lapfop o una computadora
de escritorio, pues sera uno de los dos quien esté encargado de la proyeccién de su
pantalla y mediante esta labor guie la clase; asimismo, estos estudiantes deben poder
comunicarse mediante el micréfono de su laptop o computadora de escritorio. A

continuacion, presentaremos el modo de ejecucion de este tipo de orquestacion.

Modo de ejecucién: Presentador en el trabajo
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En este tipo de orquestacién planteamos que, una vez iniciada la sesion de
videoconferencia programada por el docente y entregado el material de trabajo, el docente
asigne a uno de sus estudiantes el rol de presentador para que este pueda proyectar las
acciones que realizara en su pantalla a los demas participantes y guie el debate en la

clase.

En cuanto al desarrollo de la primera tarea de la Actividad 1, el docente debe estar atento
a las posibles preguntas de los estudiantes, las cuales podrian ser, por ejemplo, ¢ qué es
el deslizador?; ¢ donde lo ubico?; ;como arrastro el punto del deslizador? Es por ello por

lo que el docente debe estar familiarizado con el software GeoGebra.

En el primer item de la Tarea 1 se pide que los estudiantes hallen el valor de €(12) e
interpreten este valor en el contexto de la tarea. Es posible que en el desarrollo de esta
tarea el estudiante presentador se encuentre con los datos de la figura 39, de donde los

estudiantes podrian concluir que €(12) = 2000 soles.

Figura 39: Datos para el desarrollo del item 1
En cuanto a la interpretacion del valor hallado, el docente-investigador podria preguntar a
los estudiantes lo siguiente: ¢C(12) es el costo de producir la unidad numero 12 o es el
costo de producir las primeras 12 unidades? Esta pregunta se realiza en la busqueda de
indagar si los esquemas entorno a la interpretacion de la funcién costo pueden ser
considerados como esquemas de uso o, en su defecto, como esquemas de accion
instrumentada. De acuerdo con la discusion que se genere, el docente podria guiar a los
estudiantes para que concluyan que C(12) representa el costo de producir las 12 primeras

unidades.

Otra pregunta que podria realizar el docente con los mismos datos de la figura 39 es:
¢ Cuanto cuesta producir las 11 primeras unidades? Esto permitira, a nuestro parecer,
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corroborar si los esquemas sobre la interpretacion de la funcidon costo son esquemas de
uso. La respuesta que se espera es que los estudiantes concluyan, de acuerdo con los

datos de la figura 39, que el costo de producir las primeras 11 unidades es 1712.5 soles.

Para el desarrollo del segundo item, el docente-investigador podria preguntar lo siguiente:
¢con los datos de la figura 36 se puede obtener C(13)?; ¢qué podriamos hacer para
obtener el valor de € (13)? Se espera que los estudiantes, al no observar el valor de € (13),

le pidan al estudiante presentador que mueva el deslizador para que se obtenga este valor.

En este punto se recomienda que el docente-investigador procure que el estudiante

presentador logre conseguir los datos mostrados en la figura 40.

Figura 40: Datos para el desarrollo del item 2

En el segundo item de esta tarea se pide que los estudiantes hallen C(13) — C(12) y que
respondan qué representa este valor en el contexto de la tarea. Nuestra hipotesis es que,
si el primer item los esquemas desarrollados logran catalogarse como esquemas de uso
y no como esquemas de accién instrumentada en cuanto a la interpretacion de la funcién
costo, hallar €(13) — €(12) no deberia representar mayor problema para los estudiantes,
y, de acuerdo con la figura 40, que seria la que el estudiante presentador muestre a toda
la clase, se espera que la respuesta de los estudiantes sea que €(13) — €C(12) = 2312.5 —
2000 = 312.5 soles.

En cuanto a la pregunta referida a la interpretacion de este resultado, el docente podria
realizar las siguientes preguntas: ¢qué representa C(13)?; ¢ qué representa C(12)? Y los
estudiantes podrian responder a estas cuestiones con base en los esquemas
desarrollados en el primer item; es decir, podrian indicar que € (13) representa el costo de

producir las primeras 13 unidades, y C(12), el costo de producir las primeras 12 unidades.
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Luego, el docente podria preguntar qué se obtiene si al costo de producir las primeras 13
unidades le restamos el costo de producir las primeras 12. Se espera en este caso que
los estudiantes logren concluir que lo que se obtendria seria unicamente el costo de

producir la unidad numero 13, que en este caso es 312.5 soles.

En el item 3, se pide que el estudiante presentador arrastre el deslizador y que interprete
la medida del segmento HI. Después de arrastrar el deslizador, el estudiante presentador
podra obtener nuevos datos, los que podrian ser, por ejemplo, los mostrados en la figura
41.

Figura 41: Datos para el desarrollo del item 3
Para lograr la interpretacion esperada de la medida del segmento HI en el contexto de la
tarea. El docente podria hacer las siguientes preguntas: s,como se podria hallar la medida

del segmento HI?; ;qué representan 1212,5 y 1000 en el contexto del problema?

Esperamos que los estudiantes respondan la primera de las preguntas anteriores
indicando que la medida del segmento HI se puede hallar restando 1212.5 y 1000. En
cuanto a la segunda, se espera que los estudiantes respondan que 1212.5 representa el
costo de producir las primeras 9 unidades, y 1000, el costo de producir las primeras 8,
esto de acuerdo con los esquemas de uso posiblemente alcanzados en la solucién del

primer item.

Entonces, el docente podria acotar lo siguiente: si la medida del segmento HI se puede
hallar mediante la resta de 1212.5 y 1000, y estos valores representan el costo de producir
las primeras 9 y 8 unidades, respectivamente, ;qué representa la medida del segmento
HI en el contexto del problema? Se espera que los estudiantes respondan que la medida

del segmento HI representa el costo de producir Unicamente la unidad nimero 9. Este
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resultado es fundamental pues se lograria que los estudiantes desarrollen un nuevo
instrumento el cual les permitiria interpretar la medida de un segmento como el costo de
producir una determinada unidad. Ahora, debemos recordar que para el desarrollo de la
Tarea 2 los estudiantes ya tienen conocimientos sobre rectas y derivadas; es decir, los
estudiantes ya deberian estar instrumentalizados con respecto a tareas sobre rectas y

derivadas.

En cuanto al primer item de la Tarea 2, se pide que los estudiantes ingresen a un enlace
web en el que encontraran un applet creado con el software GeoGebra que muestra la
funcién costo de una empresa en funcién de la cantidad de unidades producidas y, con

los datos mostrados, se llene una tabla.

Durante el desarrollo de esta tarea, en el primer item el estudiante presentador tendra que
mover el deslizador en tres momentos, y por cada movimiento debera completar la tabla
presentada. En el caso de que se presenten dudas en cuanto a los valores de la primera
columna, el docente podria hacer hincapié en que estos valores se obtienen en el eje q
de las cantidades. Por ejemplo, si el estudiante presentador consigue los datos mostrados

en la figura 42, el valor que se debe considerar en la primera columna seria 7.

Figura 42: Datos para el desarrollo del item 3
Teniendo en cuenta los datos de la figura 42, y para el llenado de lo pedido en la segunda
columna, el docente podria preguntarle a la clase si, de acuerdo con la figura, la recta L
es tangente o secante al grafico de la funcion costo C. Una vez que se haya identificado a
la recta L como una recta tangente, el docente-investigador podria preguntar ¢ en qué valor
de q la recta L es tangente al grafico de la funcidén costo €? De acuerdo con los datos de

la figura 42, se espera que los estudiantes concluyan que L es tangentea C enq = 7.
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Acto seguido, el docente-investigador podria preguntar por el valor de la pendiente de la
recta L, que en este caso es 40.7 para luego consultar por la relacién que tiene esta
pendiente con la derivada de la funcion €. Mediante estas preguntas se espera evocar los
esquemas preexistentes de los estudiantes con respecto a la interpretacion geométrica de
la derivada e indagar si estos son esquemas de uso 0 esquemas de accion instrumentada.

Se espera que se concluya que el valor de la pendiente es igual al valor de C'(7).

Estos resultados les permitiran a los estudiantes completar lo pedido en la segunda
columna de la tabla propuesta en el item 1, y se espera que concluyan que el valor de
C'(7) es igual al valor de la medida del segmento AB. Esperamos que, en este punto, los
estudiantes logren desarrollar un nuevo instrumento el cual les permita interpretar la
longitud del segmento vertical AB como la derivada de la funcion costo en un valor dado y
que conforme a las acciones que realice en la solucién de este item se logre evidenciar

una génesis instrumental.

Para completar las demas filas se podria proceder de manera similar. Sin embargo, es
importante que el docente sefale que, la igualdad entre el valor de C’(7) y el de la medida
del segmento AB se da porque el segmento DB mide una unidad. Al término del desarrollo
de este item se espera que los estudiantes logren que sus esquemas que, posiblemente
en un inicio sean esquemas de accion instrumentada, alcancen el estatus de esquemas
de uso que les permitan interpretar, en este caso, la medida del segmento vertical AB de

la figura 42 como la derivada de la funcion costo en un determinado punto.

En el segundo item, se les pide a los estudiantes que hallen la razén de cambio del costo
con los valores de la tercera columna del item 1. Para el desarrollo de este item, el docente
podria preguntarles a los estudiantes lo siguiente: ¢qué interpretaciones de la derivada,
ademas de la geométrica, recuerdan?; ;como se obtiene la razén de cambio instantanea
del costo? Y se espera que los estudiantes movilicen esquemas preexistentes con relacion
al artefacto simbdlico derivada como razén de cambio, los cuales les permitan concluir
que la razon de cambio instantanea del costo se obtiene con la derivada de esta funcion.
Si consideramos los datos de la figura 42, se espera que los estudiantes concluyan que la

razon de cambio instantanea del costo cuando se han producido 7 unidades es C'(7) =

soles

40.7 unidad’

Luego, el docente podria acotar los siguiente: cuando se producen 7 unidades,

¢a qué razon crece el costo aproximadamente? Se espera que con la respuesta a esta
pregunta los estudiantes logren interpretar la razéon de cambio instantanea hallada

anteriormente.

En el item 3 se pide que los estudiantes hallen el cambio en el costo cuando la cantidad

utilizada en el item 2 aumenta en una unidad. En el desarrollo de este item, se espera que
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los estudiantes obtengan una conclusion a partir de la solucion del segundo item. El
docente podria intervenir de la siguiente manera: teniendo en cuenta que, cuando se
producen 7 unidades, el costo crece a razén de 40.7 soles por unidad, ¢en cuanto
cambiaria el costo aproximadamente si se produce la unidad niumero 8? Esperando que

los estudiantes respondan que el costo aumentaria en, aproximadamente, 40.7 soles.

Con esto terminaria el desarrollo de la Actividad 1 de nuestra propuesta; lo siguiente seria
pedirle al estudiante presentador que deje de compartir su pantalla para que el docente
pueda hacer el cierre de la sesion, en el que se buscaria consolidar los esquemas que
permitiran interpretar graficamente la medida del segmento HI de la figura 41 como el
costo real de producir una determinada unidad y la medida del segmento AB de la figura

42 como el valor de la derivada de la funcién costo.

Recordemos que el objetivo de esta Actividad 1 es que los estudiantes logren desarrollar
nuevos esquemas de accion instrumentada que les permitan observar graficamente el
costo real de producir una determinada unidad e interpretar el cambio en la variable
dependiente cuando la variable independiente aumenta en una unidad en la recta tangente

al grafico de la funcién costo.

La Actividad 2 se llevara a cabo en la segunda sesion programada por el docente y bajo
el tipo de orquestaciéon Presentador en el trabajo que planteamos. El docente podria
decidir si sera el mismo estudiante el encargado de presentar su pantalla a la clase o si
decide encargar este rol a otro estudiante, esto dependiendo de la forma en que se realizd

la primera sesion.

En la Tarea 1 de esta segunda actividad, de acuerdo con las instrucciones, el estudiante
presentador deberia arrastrar el deslizador presentado por el applet hasta que la cantidad
en el eje horizontal sea igual a 8 para luego hacer clic en la casilla lamada HG y conseguir

el grafico mostrado en la figura 43 que presentamos enseguida.
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Figura 43: Datos para el desarrollo del item 3.
En este punto, el docente podria preguntar cuantas unidades produce la empresa, como
maximo, de acuerdo con el grafico presentado. Y se espera que los estudiantes respondan
que la empresa produce, como maximo, 8 unidades. El docente podria apuntar también
que las lineas discontinuas representan una proyeccion de lo que sucederia a futuro con

el costo por la producciéon de mas unidades por parte de la empresa.

El primer item pide que los estudiantes hagan clic en la casilla HG y realicen la
interpretacion de la medida del segmento HG en el contexto de la tarea. Al hacer clic en la
casilla pedida, el estudiante presentador mostrara el grafico de la figura 44 a toda la clase,

en el que se observan los datos de C(8) y €(9), como vemos a continuacion:

Figura 44: Datos para el desarrollo del item 1.
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En lo que respecta a la interpretacion de la medida del segmento HG, se espera que los
estudiantes movilicen los esquemas de accion instrumentada que se desarrollaron en la
Tarea 1 de la Actividad 1 los cuales les permitan interpretar graficamente la medida del
segmento HG como el costo real y los empleen tal vez como esquemas de uso dado que
es un esquema que ya ha sido empleado en la Actividad 1 en donde inicialmente pudieron
ser esquemas de accion instrumentada. En caso de no ser asi, el docente podria intervenir
realizando las siguientes preguntas: ;en qué puntos se ubican C(9) y C(8)7?; ¢cual es el
valor de C(9) —C(8)7?; ¢qué representa esta resta? Se espera, entonces, que los
estudiantes concluyan que el valor de la medida del segmento HG representa el costo real
de producir unicamente la unidad numero 9 de acuerdo con los esquemas posiblemente

desarrollados en la Actividad 1.

Para el desarrollo del segundo item, el estudiante presentador podria encontrar los datos

presentados en la figura 42 que mostramos en seguida:

Figura 45: Datos para el desarrollo del item 2.

En este segundo item se pide que los estudiantes respondan qué representa el valor de
la medida del segmento EF. Se espera que los estudiantes relacionen este item con el
primer item de la Tarea 2 de la Actividad 1. Los esquemas que posiblemente se hayan
desarrollado en ese item y que, inicialmente serian esquemas de accion instrumentada
dado que anteriormente se trabajaron como tareas principales, en esta tarea podrian ser
empleados como esquemas de uso los que permitirian que los estudiantes concluyan que
el valor de la medida del segmento EF representa el valor de la derivada de la funcion
costo C en g = 8. De no ser asi, el docente podria realizar las siguientes preguntas: ¢ qué
representa graficamente C'(8)7?; ¢cual es el valor de C'(8), de acuerdo con los datos del
grafico?; ¢ qué se puede concluir con respecto a los valores de la medida del segmento
EF y de C'(8)?
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Esperamos que en la primera pregunta los estudiantes respondan que C'(8) representa
graficamente la pendiente de la recta tangente a la grafica de € en g = 8. En cuanto a la
segunda pregunta, se espera que los estudiantes hallen el valor de C'(8) mediante el

cociente de la medida del segmento EF sobre el cambio en la variable independiente, que

es 1; es decir, C'(8) = @ = 27.03. Finalmente, para la tercera pregunta, esperamos que

los estudiantes concluyan que los valores de C'(8) y de la medida del segmento EF son

iguales.

Para el desarrollo del tercer item, el estudiante presentador debe hacer clic nuevamente

en la casilla HG y asi obtendra el grafico mostrado en la figura 46.

Figura 46: Datos para el desarrollo del item 3.
En este item se pide que se interprete C'(8), en soles, en el contexto de la tarea. En este
punto el docente podria preguntarles a los estudiantes como interpretan la medida de los
segmentos HG y EF de acuerdo con lo desarrollado en los items anteriores. Ademas, el
docente podria pedir que los estudiantes comparen, segun el grafico mostrado por el

estudiante presentador, las medidas de ambos segmentos.

Se espera que los estudiantes respondan que, de acuerdo con el instrumento
posiblemente desarrollado en la Tarea 1 de la Actividad 1, el valor de la medida del
segmento HG representa el costo real de producir la unidad nimero 9 y que, de acuerdo
con el instrumento que esperamos que se haya desarrollado en Tarea 2 de la Actividad 1,
el valor de la medida del segmento EF es igual al valor de C’'(8). Asimismo, los estudiantes

podran comprobar mediante los datos de la figura 43 que estos dos valores son muy
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proximos; entonces, esperamos que los estudiantes logren interpretar el valor de €'(8) en

soles como una aproximacion del costo real de producir la unidad nimero 9.

Para el desarrollo del cuarto item, el docente podria preguntarles a los estudiantes lo
siguiente: con los datos mostrados por el estudiante presentador, ¢ se puede hallar el costo
aproximado de producir la unidad numero 10?; qué podriamos hacer para obtener mas
datos? Esperamos que los estudiantes concluyan que se debe mover el deslizador, lo que
evidenciaria el desarrollo de esquemas relacionados con el uso de deslizadores del
software GeoGebra. Una vez que suceda esto y el estudiante presentador mueva el
deslizador, toda la clase podra observar el grafico mostrado en la figura 47 que

presentamos a continuacion.

Figura 47: Datos para el desarrollo del item 4.
Se espera que, de acuerdo con los esquemas desarrollados en el tercer item, los cuales
ahora serian empleados como esquemas de uso, los estudiantes logren concluir que el

costo aproximado de producir la unidad nimero 10 es el valor de C'(9), en soles, que en

. 34.21
este caso es igual a — = 34.21 soles. El hecho de observar este resultado en las

soluciones de los estudiantes, en términos de la Aproximacién Instrumental, nos indicaria

que se logro la génesis instrumental para la interpretacion del costo marginal.

Con esto pasariamos a la ultima tarea de la propuesta didactica, en la cual el estudiante
presentador debe ingresar a un enlace y manipular el deslizador hasta obtener el grafico
de la funcién costo C de una empresa, entre otros datos presentados a continuacion en la

figura 48:
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Figura 48: Datos para el desarrollo de la Tarea 2.
En esta tarea se pide que los estudiantes hallen el costo aproximado de producir 161
unidades. El docente podria intervenir en este caso comenzando con la siguiente
pregunta: ¢cual es el costo de producir 160 unidades? Se espera que, con los datos de la
figura 45, los estudiantes respondan que el costo de producir las 160 unidades es 3816
soles. Es decir, que se usen los esquemas desarrollados en la Tarea 1 de la Actividad 1

sobre la interpretacion de la funcidn costo de una empresa.

En este punto, el docente podria preguntar: ;cédmo se podria obtener aproximadamente
el costo de la unidad 161? Esperamos que, con los posibles instrumentos desarrollados
hasta el momento en las tareas anteriores, los estudiantes concluyan que el costo de
producir la unidad 161 es aproximadamente C’'(160) = 20.8 soles. El evidenciar este
resultado en las soluciones de los estudiantes nos mostrarian que efectivamente se logro
la génesis instrumental del costo marginal, mas precisamente sobre su interpretacion pues

se habrian desarrollado esquemas con respecto al artefacto simbdlico costo marginal.

Finalmente, el docente podria preguntar qué deberiamos hacer con los dos valores
encontrados para obtener, aproximadamente, el costo de producir 161 unidades.
Esperamos que los estudiantes indiquen que se deberian sumar; de esta forma, la

pregunta planteada en esta tarea habria sido respondida satisfactoriamente.

Con esto termina nuestra propuesta para el tipo de orquestacion que denominamos
Presentador en el trabajo en la que hemos mostrado su configuracién didactica y modo
de ejecucion. Debemos recordar que por la pandemia de la COVID-19 no se pudo llevar

a cabo el desempefo didactico en esta tesis.

A continuacién, presentaremos el tipo de orquestacién Trabajar y recorrer.
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3.4 Orquestacion «Trabajar y recorrer»

Este tipo de orquestacién es una adaptacion a medios virtuales de la orquestacion
Trabajar y caminar y consistird en trabajar en grupos creados en la sesion de
videoconferencia y el docente tendra que recorrer por cada grupo para realizar las
intervenciones que sean pertinentes para guiar la génesis instrumental de los estudiantes.

A continuacién, presentamos la configuracion didactica para este tipo de orquestacion:
Configuracion didactica: Trabajar y recorrer.

Al igual que en la orquestacion anterior, docente debe programar dos sesiones virtuales:
la primera de aproximadamente 45 minutos y la otra de una hora. Se sugiere en este caso
que el medio por el cual se realice la videoconferencia tenga la opcidén de crear grupos;
esta opcion esta disponible en Zoom y Blackboard Collaborate, y sera necesario que el

docente sepa configurar los grupos.

Planteamos que el material de trabajo sea el mismo que en la configuracion didactica
Presentador en el trabajo y se podra acceder a este material en el apartado Anexos al final
de esta tesis. Debemos recordar que el material propuesto se apoya en applets creadas
con el software GeoGebra, por lo que se sugiere que el docente tenga conocimientos

sobre dicha herramienta.

Asimismo, esta propuesta didactica esta planteada para trabajarse con estudiantes de los
primeros ciclos de carreras de administracion que tengan nociones sobre la funcién costo,
rectas y derivadas. Con nociones de derivadas nos referimos a conocimientos sobre la
interpretacion geométrica de la derivada y sobre la derivada como razén de cambio.
Ademas, los estudiantes deberan contar con conexion a internet y con un dispositivo
electrénico, como, por ejemplo, una computadora de escritorio, una laptop, una tablet o
un celular inteligente, los cuales les permitan conectarse a la videoconferencia que
programara el docente. En adicidn a esto, sera necesario que se procure que al menos un

integrante del grupo pueda proyectar su pantalla para presentarla a los demas integrantes.
Enseguida mostraremos el modo de ejecucién para este tipo de orquestacion:
Modo de ejecucion: Trabajar y recorrer.

Planteamos que, en un primer momento, el docente ya debe tener los grupos formados
para que se facilite la creacién de los grupos en la sala de videoconferencia. Ademas, el
docente debe haber dispuesto que un estudiante por grupo esté a cargo de proyectar su
pantalla para que todo el grupo pueda trabajar en equipo y fomentar el desarrollo de
esquemas. Es necesario senalar que, en este modo de ejecucion los estudiantes no
contaran con la presencia permanente del docente-investigador, razén por la cual los

estudiantes tendran mayor autonomia en el desarrollo de la propuesta didactica, lo que
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promovera el trabajo colectivo. Esto ultimo nos indica que, en términos de la Aproximacion
Instrumental, los esquemas que se desarrollaran tendran el nivel de esquemas de accion

colectiva instrumentada.

Una vez iniciada la primera sesion y creadas las salas de cada uno de los grupos en la
videoconferencia, la labor del docente sera recorrerlas e intervenir en el caso de que sea
necesario. En caso de que sean necesarias las intervenciones del docente en los grupos,
las preguntas que sugerimos hacer seran similares a las planteadas en la orquestacion

Presentador en el trabajo presentada anteriormente.

Recordemos que una diferencia importante es que, bajo este tipo de orquestacion y por la
autonomia que tendran los estudiantes, en este modo de ejecucion se podrian desarrollar
esquemas de actividad colectiva instrumentada, pues seran los estudiantes, en su
interaccion grupal con los artefactos simbolicos involucrados en el desarrollo de la

propuesta didactica, quienes en conjunto logren desarrollar esquemas.

A continuacion, presentamos las posibles interacciones del docente-investigador con los

estudiantes en el desarrollo de la propuesta didactica en la siguiente tabla:
Tabla 5.

Intervenciones del docente en la Actividad 1.

Actividad Tarea item Intervencion sugerida

¢,C(36) es el costo de producir la unidad 36 o de

s producir las primeras 36 unidades?

¢, Qué representan C(37) y C(36)?

Tarea 1 item 2 ¢ Qué se obtiene si al costo de producir las primeras
37 unidades le restamos el costo de producir las
primeras 367

¢, Qué representan 1212,5y 1000 en el contexto del

ltem 3 problema?

¢En qué valor de q la recta L es tangente al grafico

Actividad 1 item 1 de la funcion costo C?

¢, Cual es el valor de la pendiente de la recta L?

¢, Como se obtiene la razén de cambio instantanea

, del costo?
Item 2 ) ) _
¢A qué razén crece el costo, aproximadamente,

T 2
area cuando se producen 24 unidades?

¢ En cuanto cambiaria el costo, aproximadamente,

Item 3 si se produce la unidad niamero 257
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En este modo de ejecucion, durante el desarrollo de la Actividad 1, se debe contar con la
supervision del docente-investigador con el fin de lograr desarrollar los instrumentos
detallados en la orquestacion instrumental Presentador en el trabajo que describimos
anteriormente. Es decir, un instrumento que le permita a los estudiantes interpretar
graficamente la medida de un segmento como el costo real de producir una determinada
unidad y otro instrumento que permita asociar el valor de la longitud del segmento vertical

AB de la figura 42 como el valor de la derivada de la funcion costo (ver pagina 42).

Al término de la Actividad 1, planteamos que el docente cierre los grupos formados vy
devuelva a los estudiantes a la sala principal para realizar un cierre en el que pueda
consolidar los conocimientos de acuerdo con los objetivos planteados en dicha actividad
en busca de lograr que los estudiantes desarrollen, en términos de la Aproximacién
Instrumental, instrumentos sobre los artefactos simbdlicos costo real y derivada, los cuales
les permitan interpretar graficamente el valor de la medida de un segmento como el costo
real de producir una unidad y el valor de la medida de un segmento vertical como la
derivada de la funcién cuando la variacién de la variable independiente de la recta
tangente es igual a una unidad. Es preciso sefalar que los instrumentos mencionados son
los mismos que se esperar desarrollar en el tipo de orquestacion instrumental Presentador

en el trabajo descrito anteriormente.

En cuanto al modo de ejecucion de la Actividad 2, planteamos nuevamente que el docente
cree los grupos en la videoconferencia y los recorra para monitorear el avance o las
dificultades que puedan tener los estudiantes. De forma similar al modo de ejecucién de
la Actividad 1, planteamos que las intervenciones del docente podrian ser similares a las

acciones propuestas en el tipo de orquestacién Presentador en el trabajo.
Presentamos estas intervenciones en la tabla 6 que mostramos a continuacion:
Tabla 6.

Intervenciones del docente en la Actividad 2.

Actividad Tarea item Intervencién sugerida

¢ En qué puntos se ubican C(23) y €(22)?
item 1 ¢ Cudl es el valor de C(23) — C(22)?
¢, Qué representa esta resta?
Actividad 2 Tarea 1

¢ Qué representa graficamente C'(22)?

ltem 2 ¢ Cual es el valor de €’(22), de acuerdo con los

datos del grafico?
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¢, Qué se puede concluir con respecto a los valores
de la medida del segmento 4B y de C'(22)?

¢,Como interpretan la medida de los segmentos
item 3 HG y 4B, de acuerdo con lo desarrollado en los

items anteriores?

Con los datos mostrados por el estudiante
item 4 presentador, ¢ se puede hallar el costo aproximado

de producir la unidad numero 24?
¢, Cual es el costo de producir 160 unidades?

¢, Coémo se podria obtener, aproximadamente, el

. costo de la unidad 161?
Tarea 2 Item Unico

¢, Qué deberiamos hacer con los dos valores
encontrados para obtener el costo de producir 161

unidades?

En el desarrollo de la Actividad 2, se espera que los estudiantes evidencien la génesis
instrumental del artefacto simbdlico costo marginal. Es necesario sefialar que el modo de
ejecucion de la orquestacion Trabajar y recorrer es similar al modo de ejecucion del tipo
de orquestacién Presentador en el trabajo, con la diferencia de que se trabajara la
propuesta didactica en mas de un grupo y que esto permitira, en este caso, el desarrollo

de esquemas de actividad colectiva instrumentada.

Al término del desarrollo de la Actividad 2, se plantea una actividad de cierre en la cual el
docente-investigador podra afianzar el desarrollo de los esquemas que permitan el

desarrollo del instrumento relacionado al artefacto simbdlico costo marginal.

Finalmente, se han presentado los dos tipos de Orquestacion Instrumental, Presentador
en el trabajo y Trabajar y Recorrer, las cuales son adaptaciones a medios virtuales que
planteamos de los tipos de orquestacion, presentados en la tabla 1, Sherpa en el trabajo

y Trabajar y caminar, respectivamente.

Esperamos que estas adaptaciones contribuyan a que los docentes puedan organizar
clases para estudiantes de carreras de administracion enfocadas en el desarrollo de

esquemas de utilizacion sobre el costo marginal.
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CONCLUSIONES

En el desarrollo de la presente tesis, mas precisamente en el del capitulo |,
pudimos comprobar que, si bien la ensefanza de la derivada es un tema de interés
para la comunidad cientifica en el area de Ensefanza de las Matematicas, existen
pocas investigaciones sobre la ensefianza del costo marginal para estudiantes de
nivel superior de carreras de administracion. En este contexto, esperamos que esta
tesis pueda contribuir en la bibliografia acerca de este topico y que pueda motivar
a mas investigaciones sobre la ensefanza del costo marginal en estudiantes de
carreras de administracion pues esta nocion matematica es parte importante de la

formacion de estos futuros profesionales pues facilita la toma de decisiones.

En cuanto al procedimiento metodolégico, la adaptacion realizada, en el desarrollo
de esta investigacion, de las fases del proceso de investigacion cualitativa
planteada por Hernandez et al. (2014) nos permitié nutrir continuamente cada uno
de los capitulos de esta tesis al ser un proceso ciclico en el que la revision de la

literatura siempre estuvo presente durante todo el desarrollo de esta investigacion.

Por otro lado, el apoyo de la Aproximacién instrumental como marco tedrico nos
permitié establecer la diferencia entre un artefacto y un instrumento, y establecer
la terminologia que se uso en esta investigacidon como, por ejemplo, esquemas de
uso, esquemas accion instrumentada, esquemas de actividad colectiva
instrumentada (todos estos agrupados en los esquemas de utilizacién) y génesis
instrumental. Los artefactos simbdlicos abordados en esta propuesta didactica son
la funcion costo, el costo real, la pendiente de una recta, derivadas y el costo
marginal, y esperamos que mediante el desarrollo de la propuesta didactica dichos
artefactos se trasformen en instrumentos mediante el proceso de génesis

instrumental.

Ademas, dado que la pregunta de investigacion de la presente tesis esta centrada
en la organizacion de una clase virtual sobre el costo marginal para estudiantes de
administracion, consideramos que el apoyo de la Orquestacion Instrumental, como
uno de los marcos tedricos, fue fundamental para poder responder nuestra
pregunta de investigaciéon dado que en él se plantean tres fases en las cuales se
puede organizar una clase. La configuracion didactica nos permitié determinar y

organizar los artefactos y la propuesta didactica envueltos en el desarrollo de la
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clase, mientras que el modo de ejecucion nos permite elaborar una ruta a seguir
por el docente-investigador en el desarrollo de la propuesta didactica. Asimismo,
este marco tedrico esta muy ligado al uso de herramientas tecnoldgicas, como es

el caso del desarrollo de nuestra propuesta didactica.

En el capitulo Il se pudo evidenciar que el abordaje por parte de los textos
recomendados en las bibliografias de dos cursos en los que se ensefia el analisis
marginal, que incluye al costo marginal, para estudiantes de nivel superior de
carreras de Administracion y Negocios se enfoca sobre todo en reforzar esquemas
sobre las reglas de derivacion de funciones; por ejemplo, se encontraron ejercicios
en los que se pedia hallar el costo marginal cuando g = 80 y las tareas consistian
basicamente en derivar la funcién y evaluarla en 80. Este enfoque en los ejercicios
deja de lado la interpretacion del costo marginal como el costo aproximado de
producir una unidad adicional y refuerza unicamente los esquemas desarrollados
por los estudiantes en reglas de derivacién del artefacto matematico simbalico
derivada, lo que, a nuestro parecer, no permite una comprension mas amplia de la
nocion de derivada, pues se dejan de lado otras interpretaciones, como por
ejemplo la geométrica. Es por eso por lo que la propuesta que planteamos trata de
enfocarse sobre todo en representaciones graficas las que abarcan esquemas

sobre la interpretacion grafica de la derivada y como razén de cambio.

Asimismo, este analisis hecho, en el Capitulo Il de esta investigacion, de los textos
de consulta de cursos en los que se aborda el costo marginal nos permitié disenar
la propuesta didactica planteada en la presente tesis y alcanzar el primer objetivo

especifico planteado en la pagina 21 de esta investigacion.

Ademas, de acuerdo con dos de los tipos de orquestacion encontrados por Say y
Akkog (2016), mas especificamente los tipos de orquestacion Sherpa en el trabajo
y Trabajar y caminar, se realizaron adaptaciones de estos a medios virtuales a las
que denominamos Presentador en el trabajo y Trabajar y recorrer. Con base en la
Orquestacion instrumental, se lograron organizar dos configuraciones didacticas y
modos de ejecucion para las adaptaciones planteadas en esta tesis. Esto ultimo
permitid alcanzar los dos ultimos objetivos especificos planteados en esta

investigacion.

La propuesta didactica que planteamos se encuentra dividida en dos actividades.
En la primera actividad se plantea establecer un instrumento que permita que los
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estudiantes interpreten los valores de las medidas de segmentos como el costo
real y otro instrumento que permita establecer que cuando el cambio de la variable
independiente es de una unidad, el cambio en la variable dependiente de la recta
tangente al costo coincide con el valor de la derivada del costo. El desarrollo de
estos instrumentos, en los cuales los esquemas posiblemente estén al nivel de
esquemas de accion instrumentada, permitiria en nuestra propuesta la génesis

instrumental del costo marginal en estudiantes de administracion.

La segunda actividad de nuestra propuesta didactica se encuentra centrada en el
costo marginal y utiliza los instrumentos que esperamos que se hayan desarrollado
en la primera actividad relacionados a los artefactos simbdlicos costo real y
derivada. Esta actividad se encuentra dividida en dos tareas, la primera de ellas se
centra en el artefacto simbdlico costo marginal como la derivada de la funcion
costo, mientras que el artefacto simbdlico interpretacidon del costo marginal como

el costo aproximado de producir una unidad adicional.

En cuanto a las orquestaciones que planteamos en esta tesis, Presentador en el
trabajo y Trabajar y recorrer, las respectivas configuraciones didacticas son
distintas pues en la primera es un unico estudiante el que proyecta su pantalla para
guiar la génesis instrumental de los demas, mientras que en la segunda se trabaja
en grupos creados por el docente-investigador en la sesion de videoconferencia y
dentro de cada grupo habra un estudiante encargado de proyectar su pantalla para

el resto de estudiantes que pertenecen al mismo grupo.

Por otro lado, los modos de ejecuciéon son muy similares con la diferencia de que
en la orquestacion que denominamos Trabajar y recorrer el docente-investigador
no podria permanecer de forma permanente con los estudiantes, lo que propiciaria
un aprendizaje autonomo y el desarrollo de esquemas de actividad colectiva
instrumentada pues serian los estudiantes en su trabajo en conjunto los que
desarrollarian la propuesta didactica con intervenciones del docente en el

momento en el que visite sus grupos.

Ademas, en ambos tipos de orquestaciones se plantean una sesién de cierre para
que sea el docente-investigador quien consolide los esquemas que se debieron

desarrollar en la solucion de las tareas planteadas en la propuesta didactica.

Por otro lado, consideramos que el caracter dinamico del soffware GeoGebra

podria ser fundamental en el desarrollo de la génesis instrumental del costo
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marginal en estudiantes de administracion ya que al mostrar diferentes casos
mediante el uso de deslizadores permite la consolidaciéon de esquemas de accién
instrumentada propiciando que estos logren alcanzar el nivel de esquemas de uso
afianzando de esta manera el desarrollo de los instrumentos necesarios en la
geénesis instrumental del costo marginal. Ademas, planteamos que en el desarrollo
de la propuesta didactica los estudiantes desarrollen esquemas de accion
instrumentada con respecto al uso de deslizadores pues en el desarrollo de la
propuesta didactica, habra momentos en los que los estudiantes tengan que
decidir si es conveniente 0 no manipular los deslizadores para lograr responder a

las preguntas planteadas en las tareas de la propuesta didactica.

Finalmente, es necesario sefialar que por la actual pandemia que atraviesa el
planeta, no se pudo llevar a cabo la tercera fase de la Orquestacion Instrumental
(el desempeno didactico) lo que representd una limitacidon en esta investigacion.
Es por ello por lo que, consideramos que en una futura investigacion se pueda
llevar a cabo dicha tercera fase, la cual nos permitiria evaluar la génesis
instrumental en los estudiantes y comprobar si bajo esta propuesta el artefacto

simbdlico costo marginal alcanza el estatus de instrumento para los estudiantes.
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ANEXOS

ACTIVIDAD 1

TAREA 1

En el siguiente enlace A1 Tareal — GeoGebra encontrara el grafico de la funcién costo

C en soles de una empresa por la produccién de g unidades. Arrastre el punto del
deslizador y responda las siguientes preguntas:

1. ¢Cuadl es el valor de €(12)? ¢ Como interpreta el valor hallado en el contexto de la
tarea?

2. Con ayuda del grafico, halle C(13) — C(12). ¢ Qué representa dicho resultado en
el contexto de la tarea?

3. Arrastre nuevamente el deslizador y complete los datos obtenidos en los
recuadros de rojo de la Figura 1. ; Qué representa la medida del segmento HI del
eje vertical en el contexto de la tarea?

Figura 1

TAREA 2
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https://www.geogebra.org/m/wu8ghrjn

1. En el siguiente enlace A1 Tarea2 — GeoGebra encontrara el grafico de la funcion
costo C en soles por la produccion de g unidades. Arrastre el deslizador tres
veces y por cada arrastre complete la Tabla 1.

Tabla 1
Valor de g en el Relacion entre el valor de C'(gq;) y el de la medida del
eje horizontal segmento AB

2. Halle la razén de cambio instantanea del costo cuando se han producido g5
unidades e interprete ese resultado en el contexto de la tarea. Considere el valor
de g3 de la Tabla 1.

3. De acuerdo con el resultado hallado en el item 2, si la cantidad de unidades
producidas aumenta en una unidad, ¢ en cuanto cambia el costo
aproximadamente?

ACTIVIDAD 2
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https://www.geogebra.org/m/y2za9ctq

TAREA 1

En el siguiente enlace A2 Tareal — GeoGebra encontrara el grafico de la funcion costo

C en soles de una empresa, por la produccion de g unidades en la que la parte
discontinua del grafico representa la proyeccién de la funcién C. Arrastre el deslizador

hasta que la cantidad sea 8 unidades y siga las siguientes instrucciones:

1. Haga clic en la casilla HG, 4 qué representa la medida del segmento HG en el
contexto de la tarea?

2. Desmarque la casilla HG y haga clic en la casilla Recta L, ¢,qué representa el
valor de la medida del segmento EF con respecto a la funcion costo C?

3. Haga clic nuevamente en la casilla HG y en base a las preguntas de los items 1y
2, ;cémo interpreta el valor de C'(8) en soles en el contexto de la tarea?

4. Manipule el deslizador y halle el costo aproximado de producir la unidad niumero
10. Justifique su respuesta.
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https://www.geogebra.org/m/kfexa6qd

TAREA 2

El grafico de los costos de una empresa en funcion de la cantidad de unidades

producidas se encuentra en el siguiente enlace A2 Tarea2 — GeoGebra. Halle

aproximadamente el costo de producir 161 unidades mostrando su proceso.
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https://www.geogebra.org/m/ucy2bewz

