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RESUMEN

En este trabajo se desarrolld un modelo simplificado de un oscilador inicialmente
excitado como un sistema cuéntico interactuando con un gran nimero de osciladores
como un reservorio. Todos estos osciladores estan en su estado fundamental y sin
acoplamientos entre si, en el limite de acoplamiento débil entre el sistema y el reservorio.
Este sistema podria ser un oscilador excitado en una micro cavidad que interacta con el
vacio del campo electromagnético a temperatura cero. El principal objetivo de este trabajo

es obtener la solucidon exacta para la matriz de densidad del sistema en estas condiciones.

El planteamiento general consiste en calcular la evolucion de todos los osciladores
como una unica entidad aislada mediante el operador et donde H es el hamiltoniano
total. Partiendo de un estado inicial total factorizable entre el sistema y el reservorio, la
evolucidn es unitaria y se toma la traza parcial en los grados de libertad del entorno para
obtener la matriz de densidad del sistema en cualquier instante del tiempo; este

procedimiento requiere diagonalizar' H.

Se desarrollan técnicas generales que pueden ser extendidas a versiones mas
elaboradas del modelo, se inicia con la descomposicion del espacio de Hilbert total H =
Ho Q Hy ® - Hy , que es el producto tensorial de los subespacios de Hilbert de cada
oscilador H;, en subespacios H (Z) llamados subespacio de numero de excitacion
definido, que corresponde al conjunto de todos los estados |1) € H que tienen el mismo
namero de excitacion colectiva X; cumpliéndose: H = H(0) @ H(1) D H(2) - D
H (N + 1), donde N es el nimero de osciladores del entorno. Se introducen diagramas
compuestos de nodos y flechas para representar la accion del hamiltoniano en cada
subespacio H (Z). Se plantea una notacion para trabajar en estos subespacios y calcular

la sumatoria asociada a la traza parcial.

Los resultados son evaluados para un reservorio de N = 1000 osciladores, valores
particulares de la fuerza de acoplamiento y orden 6hmico de la densidad espectral,

contrastados con la correspondiente solucion markoviana, descrita en la seccion [2.3.1].

! La diagonalizacion del Hamiltoniano es realizada en el Anexo B.



ABSTRACT

A simplified model of an initially excited oscillator as a quantum system interacting
with a large number of oscillators acting as a reservoir has been developed in this work.
All these oscillators are in their ground state uncoupled each other and at the limit of the
weak coupling between the system and the reservoir. This system could be an oscillator
excited in a microcavity that interacts with the vacuum’s electromagnetic field at zero
temperature. This work’s primary goal is to obtain the system’s density matrix’s exact

solution in these conditions.

The general approach calculates all oscillators’ evolution as a single isolated entity
using the operator e~ At when H is the total hamiltonian. Starting from a total initial state
that can be factored between the system and the reservoir, the evolution is unitary, and
the partial trace is taken in all the degrees of freedom of the environment to obtain the
density matrix of the system at any instant of time; this procedure requires diagonalizing?
H.

General techniques are developed and would be extended to more elaborate versions
of the model, starting with the decomposition of the total Hilbert space H = Hy @ H; @
-+ Hy , which is the tensor product of the Hilbert subspaces of each oscillator j, into
subspaces H (Z) called a subspace of defined excitation number, which corresponds to
the set of all states |17) € H that have the same collective excitation number Z; being
fulfillingg. H =HO)PHA) P H2)--PH(N +1), N is the environment’s
oscillators number. Diagrams composed of nodes and arrows are introduced to represent

the Hamiltonian’s action in each subspace  (X). A notation is also proposed to work on

these subspaces and calculate the sum associated with the partial trace.

The results are evaluated for a reservoir of N = 1000 oscillators, particular values
of the coupling force, and ohmic order of the spectral density, contrasted with the

corresponding Markovian solution described in section [2.3.1].

2 The diagonalization of the hamiltonian is performed in Annex B.
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CAPITULO I

INTRODUCCION

1.1 Perspectiva critica sobre la preservacion de la unitaridad en la
irreversibilidad de los sistemas abiertos

El problema de la irreversibilidad cuéntica es tratado en la mecanica cuéntica de
sistemas abiertos partiendo que un microsistema aislado evoluciona unitariamente, pero
tras su interaccion con el entorno (como un reservorio fuera del equilibrio, un bafo termal,
o un aparato de medicion), es todo el sistema aislado microsistema-entorno el que
evoluciona unitariamente, mientras que el microsistema abierto evoluciona
irreversiblemente, por ejemplo, de acuerdo a la ecuacion maestra de Lindblad [2], [3],

[5], [6], ver seccion [2.3.1].

Sin embargo, cuando el entorno puede contener sistemas clasicos tales como aparatos
de medicion, es posible asumir una perspectiva critica sobre el paradigma establecido de
que la unitaridad es preservada también en este caso. La obtencion de la ecuacion maestra
de Lindblad no estd basada unicamente en considerar la evolucion unitaria de todo el
sistema general microsistema-entorno y luego tomar la traza parcial en los grados de
libertad del entorno para obtener una ecuacion maestra que nos describa la evolucion del
microsistema abierto; adicionalmente se hacen consideraciones o aproximaciones, en el
caso de la ecuacion maestra de Lindblad, son la aproximacion de Born, Markov y Rotating
wave [3], [5], [6], que no son derivables® de la unitaridad cuantica, y en consecuencia sus
incorporaciones vician el razonamiento de la irreversibilidad de la dindmica en el
microsistema abierto debido unicamente a la unitaridad del sistema global microsistema-
entorno; estas aproximaciones pierden informacion, contrario a la preservacion de la

unitaridad®.

Finalmente, a diferencia de la conservacion de la energia o de la cantidad de
movimiento, la conservacién de la informacion® [9], [10], el determinismo o la

preservacion de la unitaridad o reversibilidad no han sido demostrados

3 En el sentido que son introducidas para la obtencion de la dindmica markoviana.

4 Se pierde la informacion de las correlaciones entre el sistema y el reservorio, ver seccion [2.3.1].

5 Los teoremas de no-cloning y no-deleting proveen la conservacion de la informacion [9]; el teorema de
no-hidding aborda el problema de la pérdida de informacion [10].



experimentalmente para sistemas de muchas particulas o grados de libertad, debido a la
imposibilidad practica de realizar mediciones sobre las predicciones exactas para este tipo
de sistemas globales, que incluyen el entorno con muchos grados de libertad; en cambio,
se acepta o asume que la unitaridad se sigue cumpliendo en el sistema total; asi, es posible
que realmente la unitaridad no sea preservada en la realidad fisica, aunque si en la
descripcion teorica, asi por ejemplo, serian las aproximaciones markovianas las que

“corregirian” la preservacion tedrica de la unitaridad, para la consistencia experimental.

1.1.1 Controversia sobre el postulado del colapso

Las implicancias de la discusion de la seccion precedente sobre la preservacion, o no,
de la unitaridad en la escala macroscdpica, donde se encuentran los sistemas clasicos® que
emergen al aumentar los grados de libertad en el entorno, como parte de la transicion al
mundo clasico, como una sola unidad aislada, tiene implicancia sobre los fundamentos
de la mecénica cuantica: acerca de si el postulado del colapso lo es realmente o, al
contrario, si fuese un teorema, derivable del resto de postulados [11]. Si en el acto de
medicion, el sistema total aislado microsistema-aparato de medicidn-entorno evoluciona
unitariamente, cualquier estado posterior en el tiempo estaria determinado a partir de las
condiciones iniciales generales, el resultado de una medicion seria predecible si se conoce
la informacidén completa al inicio, entonces el colapso del estado cuéntico seria derivado
de la evolucién unitaria total, y dejaria de ser un postulado para ser un teorema; esta
situacion se puede expresar matematicamente como sigue: sean ) y |A) los estados de
un microsistema y el aparato de medicion al tiempo t = 0 inicialmente separables, al
tiempo t, > 0 se realiza el acto de medicion e inmediatamente después el sistema queda
en el autoestado |a,,) de un observable, a la vez que el aparato de medicion evoluciona a
|A,,); sea H el hamiltoniano del sistema global microsistema-aparato de medicion como

una sola entidad aislada, entonces debe cumplirse que:

lim e~ [1)]4) = |a,)|A,) (1.1
t-tgy

® Todos los sistemas clasicos estan compuestos de muchos microsistemas regidos por las leyes de la
mecanica cudntica; la evolucion de un sistema global que incluye sistemas clasicos es también un problema
cuantico de muchos microsistemas, y la preservacion, o no, de la unitaridad en €l es una discusion legitima.



Es importante precisar que el postulado del colapso va a asociado con el postulado
de la regla de Born, de manera que la preservacion de la unitaridad global requiere
demostrar matematicamente no solo la ecuacién (1.1), sino también que la probabilidad
Pn que el microsistema evolucione parcialmente de |Y) a |a,) para una configuracion
aleatoria del microestado de |A) para un mismo macroestado’, es p, = |{a,,|)|?. Por el
contrario, si el colapso del estado cuantico y la regla de Born no pueden ser derivados de
los postulados restantes, sino que deben ser introducidos como otros postulados, entonces

son fendmenos fisicos incompatibles con la evolucion unitaria global®.

1.2 El uso de un modelo simplificado para evaluar la unitaridad

La discusion sobre los fundamentos de la mecénica cuéantica esta relacionada con el
estudio de la mecanica cudntica misma como objeto de estudio; esto es, estudiar como
esta teoria, con sus principios, postulados, y herramientas matematicas, funciona para
explicar el mundo microscdpico y su extension o transicion al comportamiento clasico, a
decir, qué resultados predice o conduce la teoria cuando aborda un sistema con muchas
particulas; para este fin se puede emplear un modelo simplificado: un objeto tedrico
minimo y suficiente para evaluar el efecto de preservar la unitaridad en el sistema global
en la evolucion del sistema bajo estudio; para esto se requiere que el modelo sea resoluble
exactamente, sin aproximaciones para compararlo con la correspondiente solucién

markoviana para el mismo problema, y evidenciar el efecto de dichas aproximaciones.

Este modelo simplificado consiste en muchos osciladores cudnticos acoplados, uno
de ellos se toma como el sistema bajo estudio y el resto forman su entorno, iniciando con
una distribucion de energia: el sistema excitado, y el entorno en su estado fundamental.
Con el paso del tiempo los osciladores arriban a un estado de equilibrio global (deberia
ser el equilibrio térmico en consistencia con la teoria clasica), y se evalua si la evolucion

del sistema se aproxima a la dinamica markoviana para el limite de acoples débiles.

7 El macroestado del aparato de medida registra el resultado de la medicion, pero siempre se tiene una
incertidumbre de su microestado. Al momento de la observacion la incertidumbre del microestado haria de
fuente de ruido para la evolucion del microsistema, provocando el indeterminismo (desde la perspectiva
del observador) en el resultado de su medida, pero la cual es determinista si se conoce el microestado.

8 La cuestion sobre si el colapso del estado cuantico es o no un postulado no es trivial, ni un asunto filos6fico
fuera de la teoria fisica, su consistencia elemental, y su matematica; asi, por ejemplo, la discusion sobre si
el 5to postulado de Euclides era o no un postulado, conllevo al desarrollo de las geometrias no euclidianas.

3



CAPITULO 11
REVISION DEL MARCO TEORICO

2.1 Operadores y superoperadores
2.1.1 Operadores en mecanica cuantica

En la mecanica cuéntica solo se emplean operadores lineales, los cuales al actuar
sobre un ket |) € H lo transforman en otro ket del mismo espacio de Hilbert {; la

linealidad de estos operadores se muestra a continuacion (ecuacion izquierda):

(Xj,ﬁiEC

A; <Z ﬁihl’i)) = Z BiA; ;) Z aid; | ;) = Z a;A;| ;) (2.1

j j li), A;ly;) € H
Donde a; y f; son escalares complejos, la ecuacion del centro de (2.1) corresponde
a la definicion de la suma de operadores, los cuales podrian ser no lineales; dentro del

conjunto de los operadores lineales se encuentran los operadores unitarios, normales,

hermiticos, proyectores, positivos e identidad, como se muestran en la Figura 2.1:

Figura 2.1 Interseccion de conjuntos de los tipos de operadores. Fuente: J. Audretsch,

Entangled Systems: New Directions in Quantum Physics [4].

La definicion de estos operadores se muestra en la Tabla 2.1:



Tipo de operador A Definicion A= 2 Pre i
K
Nomal | A=) Wik g ec M€ C
i
Unitario ATA =1 A, = el
Hermitico A= Z P2 A €ER A ER
i
Positivo (<p|/i|(p) >0 Y|p) e H A =0
Proyector Py = I (il €051}
Identidad A= z P, A =1
i

Tabla 2.1 Comparacion de los distintos tipos de operadores, en la segunda columna
se tiene su definicidon general, en la tercera columna se tiene la definicion de sus

autovalores [4].

De acuerdo a la Figura 2.1, los operadores normales son todos aquellos que se pueden
diagonalizar; es decir, que tienen autovalores no nulos, si estos autovalores son reales
entonces se tienen los operadores hermiticos, y si estos autovalores son positivos entonces
el operador es positivo, si estos autovalores solo puede tomar los valores { 0, 1 } entonces
el operador es un proyector, y si todos sus autovalores son la unidad, entonces este
operador es la identidad, por otro lado, si el operador es normal, pero sus autovalores no

son reales, sino de la forma e'* entonces viene a ser un operador unitario [4].

Es posible construir funciones de operadores f (A) que a su vez son otros operadores

f, al expresar la funcion en una serie de potencias, cuyos autovalores son también la

funcién evaluada en los correspondientes autovalores y autovectores, como se muestra:

flx)= ) cpx® c; €EC B=f(A)= ) ¢, A" (2.2)



Ay = a;lyy) Bly) = f(a) ;)

Es posible concebir el espacio vectorial complejo de Liouville I cuyos elementos
|A),|B),|C),- € L son los operadores A , B, C que actiian en #; se define el producto

escalar como la traza de un operador con la adjunta del otro [4]:

(AIB) = Tr[ A*B | (4|4) = &;; (2.3)

A la derecha de (2.3) se tiene que los operadores A; forman una base ortonormal en L.

2.1.2 Operador de densidad

Los kets |y), elementos del espacio de Hilbert, permiten representar la superposicion
cuantica; esto es, un vector complejo normado (cuyas componentes corresponden a cada
autoestado de un observable) que contiene toda la informacion del sistema fisico, y que
por lo tanto no se desconoce o ignora alguna informacion sobre él, y no se necesita asociar
alguna distribucién de probabilidad para modelar nuestra ignorancia del sistema, esto
corresponde a un estado puro )y |; sin embargo, los kets no permiten representar una
ignorancia sobre el estado del sistema, a decir, asociar una distribucion de probabilidad
sobre qué ket o estado cudntico podria tener el sistema, a esto se le llama una mezcla
(estadistica o probabilistica) de estados; asi, se puede construir un operador probabilistico
que representa la ignorancia o incertidumbre sobre la informacion o el estado del sistema:
sea un sistema bajo estudio del cual se ignora su estado cudntico exacto, solo se sabe que
podria estar en el estado |1;) con probabilidad p; , entonces el estado mezcla viene a ser

representado por el operador probabilistico siguiente [4]:

p =D plvow Gy =Tr| pd] (2.4)

p es un estado puro solo si se puede escribir en la forma p = |@){@| que corresponde
aun operador proyeccion, lo cual conduce a la idempotencia p? = p , siendo p? < p para
el caso mixto; p es hermitico, positivo y de traza igual a la unidad [4]; el lado derecho de

(2.4) establece el valor medio de un observable A como la traza de pA, y para A = 1 se



obtiene que p tiene traza igual a la unidad, en este caso el valor medio de 1 concuerda

con la exigencia de que p tiene traza igual a la unidad.

Desde que el operador de densidad recoge la ignorancia sobre el estado del sistema,
se emplea la entropia de Von Neumann para medir dicha ignorancia, siendo nula para un
estado puro (pues, por definicion no se ignora algo sobre el sistema) y aumentando

conforme se acenttia la mezcla [6]:

S(P) = ~Tr[pInp] s(0pTU") = S() (2.5)

La entropia S(p) es invariante ante transformaciones unitarias de p, de manera que
no importa la base elegida de p; la entropia de Von Neumann es la version cuantica de la
entropia de Shannon en nats H = — ), px Inpy la cual esta definida solo para una

distribucion de probabilidad clasica { py, }, de hecho, ambas coinciden cuando los estados

puros de (2.4) son ortogonales (y;|;) = 6;; » S(p) = H(py).

2.1.3 Superoperadores en mecanica cuantica

Los superoperadores son operadores lineales en el espacio de Liouville L. que actiian
en los elementos |A) , -+ , transformandolos dentro del espacio L. , o equivalentemente,
son operadores que transforman un operador en otro que actian en el mismo espacio H';

sea un superoperador L, en general debe ser lineal [4]:

L: 4 — B, A, B €L L-<Zai/ii>=2aiL-Ai G EC  (2.6)

l

L

Es posible encontrar una forma general para la expresion del superoperador en

términos de suma y multiplicacién de operadores D; , I; y escalares complejos f3;:

L'Azzﬁ"li'A'DizB Bi€C D,,i,,A,BeL (27
i

Los operadores I; y D; son operadores que actian por la “izquierda” y “derecha” de

A respectivamente, esta es la forma mas general, pero se pueden elegir los operadores



I; =1 o D; = 1 para quedarse con términos en L - A donde solo actian sobre A por la
derecha o por la izquierda respectivamente; por ejemplo, el conmutador del hamiltoniano

con cualquier operador es un superoperador: L = [H,] - L-A=H-A-A-H.

Al igual que los operadores, la potencia de un superoperador es un nuevo

superoperador:

[*=1L-L-L (nveces) mA—X A X €L (2.8)

Por ejemplo, las primeras potencias de L = [ﬁ ,] en A viene a ser:

A=A L'-A=HA]
(2.9)

12 A = [, 4] i =|a A mA
En el caso de L° es evidente que es el superoperador identidad.

Desde que se puede definir potencias del superoperador, es posible definir una

funcion de un superoperador como un desarrollo en serie de potencias:

[00]

f(L)=ZCiLn f(L): A— P c; €C AP el (2.10)

n=0

Por ejemplo, la exponencial de L = [H ,] viene a ser la suma como se muestra:

_ . S L S 2l P D
et = e 1 = 15[, ]+ S]] + S|4 |4 7]+ (2.11)

Al igual que los operadores cumplen una ecuacion de autovalores, los
superoperadores también cumplen una ecuacion de autovalores, y, en consecuencia, una

funcion de ese superoperador también:

~

L-A=1 f(L-A=fD-A leC (2.12)

En general, las propiedades de los operadores como la adjunta, la hermiticidad,

positividad y unitaridad pueden ser extendidas también a los superoperadores [4].



2.2 Evolucion temporal mediante superoperadores
2.2.1 Superoperadores en la evolucion unitaria, grupos

Los superoperadores pueden representar la evolucion unitaria del operador de
densidad, generalizando la evolucion unitaria del ket de estado a las mezclas estadisticas;
para el ket de estado, la evolucion temporal esta dado por la ecuacion de Schrodinger, y

puede ser representado por la accién del operador de evolucion U(t):

T(t) - [(te)) = (o + 1)) ih% lp(t)) = H) (b)) (2.13)

(2.13) permite obtener la forma diferencial del operador de evolucién U(t), en
general para cualquier hamiltoniano dependiente del tiempo H (t):

i

U(t +dt) = (i - ﬁ(t)dt) -U(t) (2.14)

S

Los operadores de evolucion forman un grupo (U, -) con U = {U (t),te R} al
cumplir las propiedades generales de grupo: asociatividad U(t;) - U(t,) € U, existencia
del elemento neutro U(0) =1 e inverso U~1(t;) = U(—t,); estos operadores U(t)
pueden ser expresado en términos de su generador (cuando el Hamiltoniano no depende
del tiempo), U(t) = exp[—(i/R)Ht], donde —(i/A)H es el generador del grupo (U, -),
y el tiempo t € R es el parametro de la “rotacion” en el espacio de Hilbert, que

corresponde a la evolucion temporal.

La generalizacion de (2.13) a estados mezclas se hace mediante el uso del operador

de densidad p(t), y viene a ser la ecuacion de Von Neumann:

0®) - p(to) - UH(®) = plty + 1) Cp) = [R50 2.15)

(2.15) se puede representar con los superoperadores AY y Ly, :

AY - p(to) = U(t) - p(to) - UT(D) Ly=-=[H, ] (2.16)



N A d N
A - p(to) = p(to +1t) Ep(t) =Ly p(t)
(2.16) permite generalizar (2.14) para estados descritos por operadores de densidad’:

AY, —1

2.17
50 2.17)

A s = (1 + Lydt)-AY - L, =

Donde 1 =AY es el superoperador identidad. Es posible establecer un grupo

(AY, -) donde AY = {AV ,t € R} es el conjunto de los superoperadores de evolucion:

A¥1 ) A%]z ) A¥3 = (Altl1 ’ Agz) i Altl3 = ALt]1 ) (Agz ] A¥3) = A¥1+t2+t3 v Agi €A’

1-AY =AY -1 =AY 1=AY enY vAY € AV (2.18)

MDA =AY - (0D =1 AHt=A% en? VAL € AY

Si el hamiltoniano no depende del tiempo, en (2.16) L, tampoco depende del tiempo
y (2.17) puede resolverse como la exponencial AY = e“Ut, donde L, es el generador del

grupo (AY, +), con el tiempo t € R como pardmetro de la rotacion.

Es importante resaltar que debido a que la evolucidon unitaria es reversible, los
elementos U(t) o AY siempre tienen inversa, y es requerido el elemento neutro o

identidad, y por eso siempre forman un grupo.

La entropia de Von Neumann S(p) se preserva frente a las transformaciones unitarias
p— UpUT, lo que conduce a la conservacion de la entropia tras la acciéon del

superoperador AY:

S(AY - ) = S(p) vt € R (2.19)

Asi, la conservacion de la entropia en (2.19) significa la conservacion de la
informacién (o la ignorancia) de p bajo la accion de AY, lo cual es también equivalente a

la reversibilidad'® de AY.

% Para obtener la ecuacion de la derecha de (2.17) se hace t — 0, quedando solo un diferencial 8§t no nulo.
10 AY es reversible porque conserva la informacion, AY - p contiene la misma informacién que p (solo que
transformado), lo que permite obtener/conocer nuevamente p a partir de AY - 5 , de lo contrario (si se
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2.2.2 Superoperadores en la evolucidn irreversible, semigrupos

Cuando un microsistema interactia difusivamente con su entorno, como en la
termalizacion, su evolucion temporal es irreversible y no unitaria'! [2], [3], [6], y ya no
puede ser descrita mediante los superoperadores AY, por el contrario la dindmica del
sistema es irreversible, lo que conlleva a una descripcion de la evolucion temporal solo
“hacia adelante” en el tiempo, pero no “hacia atras”'%; es decir, se deben usar nuevos
superoperadores A; que ya no pueden formar un grupo porque su inversa temporal (hacer
negativo el pardmetro tiempo) no puede ser considerada como parte de la descripcion
fisica del sistema bajo estudio'?, asi, como los superoperadores solo se pueden componer

A¢, - Ay, - para dar el superoperador A ¢, 4... , para valores positivos del pardametro

tiempo t;, €l nuevo conjunto de superoperadores A = {A;,t > 0} forman un semigrupo

A, -)[6]

A la condicién de que los A; forman un semigrupo, se afiade la positividad (que el
nuevo operador de densidad p(t) = A; - p(0) también es positivo) y la preservacion de

latraza Tr[ p(t) | = Tr[ p(0)].

La relacion entre AY y £;; de (2.16) se puede generalizar a esta dinAmica irreversible,

expresando £ como la derivada temporal de A; , como se puede ver en la referencia [ 1]:

Ayse — D¢
Ay = lim —— vVt >0 2.20
L@ - A 5t50+ ot (220)
L viene a ser el generador del semigrupo, si se hace actuar (2.20) en el operador
probabilistico p(0) entonces se genera un ecuacion diferencial sobre la dinamica

irreversible del sistema:

perdiera informacion) no se podria recuperar el estado inicial; aqui es posible establecer las equivalencias
entre conservacion de informacion, reversibilidad y determinismo.

""" Aunque, en principio, la evolucion de todo el sistema general aislado microsistema-entorno sigue
evolucionando unitariamente, y es solo el microsistema que de forma parcial es irreversible y no-unitario;
la asuncion de que el sistema global, que incluye sistemas clasicos-macroscopicos como el aparato de
medicidn, evoluciona unitariamente viene a ser en realidad un supuesto, que es discutido en la introduccion,
seccion [1.1], de este trabajo.

12 Una teoria de procesos irreversibles solo puede describir el estado futuro a partir del estado pasado, pero
no lo contrario, por ejemplo, tras la informacion del estado de equilibrio térmico de un sistema, no se puede
describir el estado inicial fuera del equilibrio del que inicio.

13 Estos procesos difusivos pierden informacion del estado inicial del sistema, de manera que solo tiene
sentido emplear superoperadores que avanzan en el tiempo (t > 0), pero no que retroceden en el tiempo
(t<0).

11



5 = L) (O ve> 0 (221)

La solucion general de (2.21) es como se muestra, usando el time-ordering T [6]:

T {I:IL(Si)} = lj,c(gj)

{si} = {51 >8>3,}

t
AN =T expf ds L(s) vt >0 (2.22)
0

Donde T{ -} ordena los L(s;) como el producto de superoperadores de mayor a
menor argumento s; (el conjunto {s;} es transformado en otro conjunto {§; > §, > - §,}
con los mismos elementos, pero con los indices ordenados apropiadamente para el
funcionamiento del ordenamiento temporal); si £ no depende del tiempo, se puede

integrar'* L£(t) o simplificar (2.22), dando la relacién entre A, y L:

A, = et L=0 vt >0 (2.23)

De esta manera la evolucion temporal es p(t) = e - p(0) ; en general, £ puede ser

expresado como la suma de la parte puramente unitaria Ly = —%[ﬁ ) ] de (2.16) y

puramente difusiva Lp:

Lz—%[ﬁ, |+ 2o vt >0 (2.24)

La dindmica general irreversible aumenta la entropia de Von Newman (2.5), pues se

pierde la coherencia del estado puro inicial:

S(A:-p) = S(p) vt >0 (2.25)

Donde la condicion de igualdad se cumple para L, = 0 en (2.24), o cuando p arriba
a un estado mezcla de equilibrio p,,, entonces es invariante a la accion de A; y pueden

cumplir una ecuacion de autovalores (2.12) con autovalor uno:

14 Se puede verificar que el desarrollo en serie de potencias del exponencial A, = e** satisface (2.21) solo
cuando el superoperador £ no depende del tiempo.

12



A Po = Poo vt >0 (2.26)

De acuerdo a (2.24), si £ no depende del tiempo, entonces e** * po, = Poo , y se tiene:

L P =0 L£=0 (2.27)

(2.27) es la condicion para encontrar estados mezcla de equilibrios o convergencia

temporal de (2.21) cuando £ no depende del tiempo.

2.2.3 Dinamica de semigrupos completamente positivos y que preservan la

traza

El superoperador A; debe formar un semigrupo para representar la dinamica
irreversible del sistema, pero ademads debe preservar la traza y la positividad del operador
de densidad sobre el que actia; sin embargo, es necesario establecer una condicion mas
fuerte que preservar la positividad, A; debe hacer un mapeo completamente positivo; esto
es, el superoperador A; extendido al producto tensorial A; & 1,, donde 1,, actia en el
espacio de Hilbert de un entorno arbitrario con n grados de libertad, realiza a su vez un
mapeo positivo para cualquier n; esta condicion “mas fuerte” de positividad es requerido
por que es posible la existencia de mapeos positivos que no son completamente positivos
[1]; asi, si el superoperador A; es extensible a mantener pg e € Hy ® He siempre
positivo, con H y He los espacios de Hilbert del sistema y cualquier entorno, se dice que
es completamente positivo (CP), y como también debe preservar la traza de p, se dice

que A, realiza un mapeo CPTP (Completely Positive and Trace Preserving) [6], [8].

Figura 2.2. El superoperador A; hace evolucionar el estado pg del sistema abierto

preservando su traza, a la vez que garantiza la positividad del estado total pg,¢.

13



La definicion de completamente positivo se da en el contexto de los mapeos lineales;
sea el superoperador ¢, : ¢, - p = p;, entonces ¢, es positivo si tanto p como p; son
positivos; la interaccion “ruidosa” del sistema con el entorno es descrita con un mapeo
estocastico ¢: (H) - B'(H,) que transforma las matrices de p en las de p; , By B’ son
los C*—algebras, que corresponden al algebra de matrices complejas (espacio de Banach)
[11, [8]; al considerar el entorno se tiene una extension de B(H;) a B(H;) @ B(He),, ,
donde B(Hy),, indica que el espacio de Hilbert del entorno es de dimension n (o que las

matrices de pg son de orden n X n), entonces el mapeo viene a ser:

¢ ® 1£,n: 23(7'[5) ® 23(:H‘S)n - 23’(}[‘5) ® 23(g'[g)n (228)

Se tiene el mapeo identidad 1¢ ,, : B(H¢),, = B(H¢), que deja invariante cualquier
matriz de ese espacio; si para un n dado en (2.28) el superoperador ¢ & 1., hace un
mapeo positivo, entonces ¢ es n —positivo; ¢ es completamente positivo si ¢ & 1¢,, es

positivo para todos los n; esto es, para cualquier nimero de grados de libertad del entorno.

Kraus [7] demostré que existe un conjunto de operadores A, que componen al

superoperador ¢, para un t dado, completamente positivo, de acuerdo a (2.7):

¢ p = z AipAy Z AAL <1 (2.29)
k k

Este es llamado el teorema de Kraus. Estos operadores A; son conocidos como

operadores de Kraus, y tienen un uso general en cualquier operacion cuantica.

En general en cualquier operacion cuantica como la descrita en (2.29), la traza
cumple: 0 < Tr[¢;-p] < Tr[p] para cualquier p, la condicién de igualdad se
corresponde con la condicion de igualdad en (2.29); es decir, para que la dinamica de
semigrupo, caracterizado por A; , ademds de ser completamente positivo, también
conserve la traza se tiene que establecer en términos de los operadores de Kraus
dependientes del tiempo A, (t) como un pardmetro positivo (para la evoluciéon temporal

de la dinamica irreversible) como se muestra [7]:
Aerp= Y ALOPAD PR ACTHOES! ve>0  (230)
K K

14



Las ecuaciones (2.21) y (2.30) nos hablan de las propiedades matematicas que debe
tener A; para que fisicamente describa la evolucion temporal de un sistema cuantico
abierto (en interaccion) con el entorno, de manera que justifica usar A; para representar

la evolucion temporal de la traza parcial en todos los grados de libertad del entorno de

ﬁs+6 € }[s ® }[E-

2.3 Ecuaciones maestras para sistemas cuanticos abiertos
2.3.1 Aproximacion markoviana, ecuacién maestra de Lindblad

La ecuacion maestra markoviana es una herramienta para extraer la dinamica de un
subsistema de un sistema mucho mas grande, el sistema cuantico de interés, bajo estudio,
etiquetado como S, tiene el espacio de Hilbert H , mientras que el entorno es un
reservorio (si estd en equilibrio térmico es un bafio termal), etiquetado como R, es
considerado un sistema cuantico infinito, tiene el espacio de Hilbert H}, ; el sistema total
S + R es considerado como un gran sistema cuantico aislado, de manera que su operador

de densidad evoluciona unitariamente de acuerdo a (2.16):

'y
Ly =—-7 [A,]
aﬁsm =Ly " Ps+r (2.31)

ﬁS+R ,H € j{s ®}[R

H es el hamiltoniano total de S + R, asumimos de la forma dada por (2.32), ver [5]:

ﬁ=ﬁ$®iR+iS®H\R+AH\SR ﬁSE}[S ﬁSRE}[S®HR
; (2.32)
P _ 5 ~ .
HSR—ZVJ' ®V; A, € H, 1«1
J

Hs y Hp son los hamiltonianos libres del sistema y reservorio, Vjs y VjR son auto

adjuntos ( 17]-5T = 17]-5 ), A es un parametro adimensional muy pequefio, asi la interaccion
entre el sistema y el reservorio es perturbativa; a partir de (2.32) se construyen los

superoperadores:
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HS'Z[HSJ] HR'Z[ﬁR'] HSR'Z[HSR:]
(2.33)
H'=H5'®jR+:]S®HR'+AHSR'=H0'+AHSR'

Donde 75 , 78 son los mapeos identidad actuando en los espacios B(Hs) y B(Hz)

respectivamente; es conveniente introducir los mapeos [5]:

7=7Q7IR A: B(Hs) - B(Hs) @ B(Hg,) p=ATrg[] (2.34)

Donde A es el amplificador que lleva del espacio asociado al sistema, al espacio
asociado al sistema y el reservorio con un estado dado por el operador de densidad R,,,
asi por ejemplo, A - ps = ps @ R, , también para un mapeo cualquiera del sistema A €
B(Hs) se puede expresar: Trg[(A; - ps)A] = Tr5+R[(Alt] Ps ®Ry)(A® JR)] donde A,
y AY actiian en los espacios del sistema y el sistema-reservorio respectivamente; también

se puede expresar A, - ps = Trr[AY - A - pg], o también: A - (A, - ps) = pAY - A - ps.

Es evidente el rol de p sobre un estado arbitrario no factorizable p € Hs Q@ Hpy , este
es transformado como se muestra p:p — Trr[p] ® Ry; esto no solo pierde las
correlaciones entre el entorno y el sistema Xgp = p — T1r[p] ® Trs[p] , sino que
ademas fija el estado del entorno haciéndolo inmutable: T75[p] — R, ; asi, la diferencia

entre J y p viene a ser [5]:

(T—p)-p=p—Trlp] ® Ry (2.35)

El superoperador (J — p)- tiene una relevancia fisica importante, es parte
fundamental de la aproximacion markoviana, y consiste en suponer que el reservorio

permanece inalterado, en su estado inicial, y siempre separable con el sistema.

El estado del sistema viene a ser la traza parcial en los grados de libertad del entorno

de ps,r, asi la ecuacion master para el sistema se obtiene de tomar la traza parcial en

(2.31):

~ " " i ~
ps = Trrl Ps+r ] 7 Ps = —gTTR[H *Ps+r | (2.36)
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Se considera que al inicio, ty = 0, el sistema y el reservorio son independientes y

separables, de manera que el estado inicial total viene a ser [5]:

Ps+r(0) = ps(0) @ R, (2.37)

Bajo esta condicion, la segunda ecuacion de (2.36) viene a ser [5]:

t

d

P50 = Luep - ps(©) 4 22 [ dr 3@ - pie =)
0

[~ i—i :ﬁ +}{Z RV-RV'S
Lu,ef = _E[Hs,ef '] L g 7 N ( ! ) ! (2.38)

K (1) = ~Trg[Hsp- (I — p) - AV - (T — p) - Hop - A |

, i ,
A¥-=exp—£H'T H=0-p)-H-0-p)

Donde w?® (VjR) es la funcion de correlacion del reservorio que depende de los
operadores l7jR del reservorio, HS,ef es una modificaciéon del hamiltoniano libre del
sistema Hs debido al acoplamiento con el reservorio y se desvanece cuando se anulan las
correlaciones wR (I7jR) = 0, la diferencia es del orden de la perturbacion A; K (1) es el
kernel o nucleo de la integral, el cual se puede expandir en una serie de potencias en la

. !
constante de acoplamiento A, que se encuentra en AY', como se muestra [5]:

K(1) = e HTIK (1) + ) (—i)K, (1) de; K, (t|ty, - t,)
t: 0stp=-=st =7 Ko(r) = —Trp[Hsg (1) - (9 — p) - Hsg * A] (2.39)

Kp(r|ty, - ty) = —Trg

Her (1) - (T —p) - HHSR(ti) (@ —p) Hgp- A

Donde Hsg (1) = [Hsg(T), ], con Hsg(t) = et [ e~1Hot o5 Hep en la imagen de

interaccion; los nucleos K, (t|ty, - t,) dependen de las funciones de correlacion
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temporal multiple w® (V2 (t;,) -+ VX (t;,)) de los operadores del reservorio, donde V* ()

es U en la imagen de interaccion: V% (¢) = e™rt PR e~tHr ; ¢s decir, depende de los
estados anteriores en el tiempo t; < 7 < t, desde que la aproximacion de Born en (2.38)
mantiene a segundo orden en A, supone acotar a orden cero en (2.39) para mantener a

segundo orden en (2.38), asi se tiene K (1) — e HsTK,(7); asi, en (2.38) y (2.24), el

término disipativo toma la forma L, - ps(t) = A2 fot dr e st (1) - ps(t — 7).

Se considera entonces una caracteristica singular en la que para tiempos
suficientemente largos, el efecto memoria se desvanece en (2.38), esto se justifica si se
considera que las correlaciones entre el sistema y el reservorio decaen con un tiempo
caracteristico Tz que es mucho menor que el tiempo caracteristico de variacion del
sistema Tg > Ty , €s muy importante mantener bien separados estas dos escalas de

tiempo: 7g/Tp — %0, para esto se consideran dos situaciones limites [5]:

Por un lado, se tiene el limite del acople débil 2 — 0, se hace una escala de tiempo
donde T = A?t, entonces T permanece constante y T tiende a infinito, este limite permite
el paso en el kernel: K (7) — e K, (1); un efecto importante de esta aproximacion
es que como el reservorio evoluciona cuasi-libre, anula las funciones de correlacion

wR(VE(t;) -+ VR (ty,)) superiores a orden 2.

Por otro lado, se tiene el limite del reservorio singular 7z — 0, este limite requiere
de reservorios singulares, y permite obtener la dinamica markoviana puesto que en este

limite ¥, (7) tiende a K,8(7), y se anulan las correcciones de orden superior.

Los detalles de los célculos siguientes pueden ser consultados en la publicacién
respectiva, ver la referencia [5], para el limite del reservorio singular, el generador £ de

la dindmica reducida de semigrupos es dada por:

d X ~ 1 N?-1 iy
ap(t) =L-p(t) Hy = _\/_N £, Im| yn2 V5 |
(2.40)
. 1N2—1
i~ e A N
£-p=—z[A+0.p]+5 ) vy {[9:0.77] + [75,077])
ij=1
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Donde los coeficientes y;; son reales y simétricos, y construido a partir de términos

que componen los operadores del entorno ;. £ contiene la parte unitaria y difusiva, esta

tiltima es un superoperador compuesto solo de los operadores V;° del sistema, desde que
en (2.32) se definen a los operadores del sistema como auto adjuntos I7jSJr = 17]-5, la

estructura de £, en (2.40) no distingue entre V;° y V° T

En la referencia [6] se plantea la ecuacion de Lindblad en términos de los operadores

de saltos del sistema A ; en general no auto adjunto, viene dado por el superoperador L:

—~ P 1, ...
£op=—2[A.p]+ ) yi(ApAl -5 (a4, 5}) 241)

Donde {Ajfii ,ﬁ} = A:rfiiﬁ + ﬁ/ﬁfii es el anti conmutador, H' € H es el generador
de la evolucion de la parte coherente, el cual no necesariamente es igual al hamiltoniano
libre del sistema Hy, y y; son los coeficientes de relajacion asociados a los operadores 4;
del sistema; por ejemplo, para un atomo de dos niveles excitado, en el estado |+), que se
acopla con el campo electromagnético del vacio se tiene i =1, A; = 6_ = |-}+|,
mientras que y; es el coeficiente A de Einstein, H' = hw'd3/2, ademéas &, = 61 |
6,.0_=|+)X+| , y 63 =|+)+|—|-)—| es la matriz z de Pauli, asi la emision

espontanea viene descrita por la ecuacion maestra:

d Ky M e\
2P ="1516s.,p] +V(0'—P0+ — 16,6 ,p}> (2.42)
Como el sistema se encuentra al inicio en el estado excitado, entonces, la solucion de

(2.42) para p(0) = |+)(+| viene a ser p(t) = e |+){+| + (1 — e 7E)|=)}—|; este

estado converge al estado puro fundamental: 5(t — o) = |—)(—|, referencia [6].

En An Open Systems Approach to Quantum Optics, referencia [3], se muestra una
derivacion de la ecuacion maestra de Lindblad para un hamiltoniano general como (2.32),
se considera que el estado total ps,p sufre la aproximacion de Born: puede ser

aproximadamente factorizado en todo el tiempo, con el reservorio inalterado:

Ps+r = P " Ps+r = Ps @ ﬁo ps = Trr[Ps+r] (2.43)
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Se considera una segunda aproximacion, la de Markov, segin la cual la dinamica
actual de ps(t) no depende de sus estados pasados ps(t — ), sino solo del presente, esto

es equivalente a reemplazar ps(t — T) por ps(t) en la integral de (2.38).

Para un sistema consistente en un oscilador arménico con un Unico modo de
oscilacion, inmerso en una cavidad optica (entorno), se plantea para el hamiltoniano de

(2.32) los términos:

= hwgata Fr=h) wBfb; Ay =h ) (va'h + vy ab) (2.44)
j#0 j#0
Donde @y Bj son los operadores de destruccion para el sistema y los osciladores (por
donde se propagan las ondas planas de los fotones) del reservorio, cada uno con
frecuencia propia w; que sigue una distribucion de densidad de estados g(w) tal que
g(w)dw es el nimero de osciladores con frecuencias entre w y w + dw; el sistema se

acopla a los osciladores del reservorio mediante los acoples V; , los cuales toman la forma
continua V; = V(w); la ecuacion maestra markoviana toma la forma, para el operador de

densidad del sistema p, [2], [3]:

p = —iwplata,p]+ (2apat —{ata,p})
+ 2xn(apat + atpa — atap — paa’)
(2.45)
, “dw J(w) J(w,) _
w0=w0+PU0 Zwo—wl K = 20 = n(w,, T)

Donde J(w) es la densidad espectral como una funcién continua, la cual tiene

correspondencia con su definicion discreta en término de los acoples V; [2], [3]:

J@) =2 ) [*6@ =) > J@) = 2mg@)V (@)’ (2.46)

j
P es el valor principal de Cauchy de la integral, y proporciona el corrimiento Lamb
Awy=wy—w, de la frecuencia del sistema, n(wj ,T) =Trg [I?OB]TB]-] =
hwj .
Z lexp —hwj/kgT , Z=Tr [exp—k—w;] , es el nimero medio de fotones para un
B

oscilador con frecuencia w; del reservorio a temperatura T'; para temperatura cero 7 se
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anula, ya que ﬁ(wj ,0) = 0, dejando (2.45) simplemente como p=—iwjlata,p]+
x(2apat — {ata,p}); asi, para un oscilador en el estado puro inicial (de dos niveles)
lY(0)) = a|0) + B|1), donde at@|n) = n|n), se tiene la solucion de (2.45), paraun J (w)

dado a temperatura nula:

o _(1=p@®) q" ()
r0=(.50" %o o

_ J(wg) L
p(t) = |,B|Ze J(@o)t q(t) =e 20 ta*ﬁe_lwot

Donde la probabilidad del estado excitado p(t) decae exponencialmente con
parametro J(w,), mientras que el término q(t) decae la mitad de rapido que p(t), pero

con su fase oscilando en el tiempo con frecuencia wy # w,.

En general para un estado inicial mixto arbitrario, en general mezcla, (2.47) se sigue

cumpliendo, solo hay que reemplazar: |$]? - p(0) y a*f — q(0).

2.3.2 Ecuacion maestra general, dinamica no markoviana

Los fendmenos disipativos en un sistema cuantico abierto en una cavidad han sido
bien estudiados cuando el acoplamiento entre el sistema y el reservorio es lo
suficientemente débil para considerar una dindmica perturbativa. Si el tiempo de
decaimiento de las correlaciones en el entorno es mas pequefio que el tiempo
caracteristico del sistema, lo suficiente para desvanecer el efecto memoria, entonces se
realiza la aproximacion markoviana y la ecuacion maestra (2.45) es valida. Sin embargo,
cuando el acoplamiento es lo suficientemente fuerte o el efecto memoria ya no puede ser
despreciado con el paso del tiempo, la aproximacion markoviana ya no es aplicable y una
nueva ecuacion maestra mas general, que considere el acoplamiento fuerte o el efecto

memoria para tiempos largos, es requerida [2].

Considerando el hamiltoniano total H € H; ® Hy que resulta de reemplazar (2.44)
en (2.32), para los acoplamientos V; en general no perturbativos y siempre reales, en cual

el sistema y reservorio evolucionan unitariamente segiin pg, g (t) = e ~{H 1¢/7. 5. -(0),

el entorno se encuentra inicialmente en equilibrio térmico Pg(t,) = Z te Hr/k8T y
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separable con el sistema: ps,r(to) = Ps(ty) @ Pr(ty), la ecuacion master exacta para el
sistema es la traza parcial en los grados de libertad del entorno pg = — % Trg [ﬁ , Ds+R (t)],

tiene una forma similar a (2.45) pero con los coeficientes k(t), K(t) y wg(t) dependientes
del tiempo, que se obtienen de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales

dependientes de J(w) y i(w, T), que son presentados en la referencia [2]:

p =—iwp(D[ata,p]+x(®)(2apat —{ata,p}) 2.48)
+ 2k(t)(apa’ + atpa — atap — paa')

De acuerdo con los autores, H. Xiong et al, [2], se recupera la dinamica markoviana
para el limite de acople débil V(w) — 0, haciendo un desarrollo perturbativo a segundo
orden en los acoplamientos |V (w)|?, y luego se tomando el limite markoviano de tiempos
largos; con estas aproximaciones se puede ignorar el efecto memoria, y transformar (2.48)

en (2.45).

2.4 Division en suma de subespacios para las oscilaciones de Rabi

Esta seccion es una revision del modelo de James-Cummings para emplear la
division en subespacios de Hilbert en el que se plantea una ecuacion de autovalores, como

método base a extenderlo para abordar el modelo simplificado.

Sea el hamiltoniano de James-Cummings tras la aproximacion de la onda rotante

12]:
~ _hwy . _ 5 o At A A A ot H.€eH, QK 2.49
H]C=Ta3®1+ha)1®a a+hil(é,a+46_a") 1c € Hy @ H, (2.49)

Donde 65 = |[+)+]| — |-X—|, 6, = |+)X—I, 6_ = 61 y la siguiente notacion por
simplicidad: 6,4 = 6, & a; el hamiltoniano muestra la interaccion de un atomo, cuyo
espacio es H,, de dos niveles: fundamental |—) y excitado |+), con un unico oscilador
del campo electromagnético, con espacio H, con frecuencia w y |n) como autoestado de

a'a con autovalor n que corresponde al niimero de fotones o de excitacion [12].

Es importante establecer una cantidad conservada de interés, que corresponde a un

observable que conmuta con el hamiltoniano (2.49):
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N=6,6@1+1Qata [NBc]=0->—N=0 (2.50)

N es el observable que suma el niimero de excitacion que hay en el 4tomo y en el
oscilador del campo, lo que nos dice (2.50) es que si se tiene un estado inicial [ (0)) €

H = H, @ H, que es autoestado de N; esto es, N|1(0)) = N|ip(0)), entonces el estado
en cualquier tiempo posterior |P(t)) = exp — % H,ct |1 (0)) debe ser también autoestado

de N conservando el autovalor N. Asi, la evolucion temporal de |(t)) esta confinada a

un subespacio conformado por los autoestados de N:

lY(t)) e H(N) c H H(N) ={|o,n) € H ,N|o,n) = N|o,n)} (2.51)

Donde |o,n) = |o)|n) y o = %, es evidente que H (N) esta conformado por |—, N)
y |+, N — 1), es decir 7' (N) es de dos dimensiones para N > 0; el espacio general H se

puede expresar como la suma de todos los sub espacios H (N):

H=H, @ H.=Bn-o H(n) (2.52)
Es posible contar desde H' (0) = { [—)|0) } que es solo de una dimension.

El hamiltoniano en los sub espacios H(N), para N > 0, se reduce a I’-\I]’X € H(N)

usando la completitud en este sub espacio 1 € H (N):

Hye > i = 1yHc 1y Ty = = N)X= NI + [+, N = 1)(+,N - 1| (2.53)
Asi (2.49) en (2.53) viene a ser expresado en matrices 2 X 2 porque el sub espacio
es de dimension 2, ademas el hamiltoniano total viene a ser: H e = Hy, + H, , donde A,
y H, son el hamiltoniano libre y el hamiltoniano de interaccion respectivamente. Se usa
una nueva base para H (N) donde |1) = |-, N) y |2) = |+, N — 1), es conveniente notar

que |1) y |2) son autoestados de H, , mientras que H, es no diagonal, luego suméandolos:

v, [No—wy/2 N > s _ (0
He _h< MWN (N—1Dw + wy/2 |1>_( ) lZ)_( ) (2-59)
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El hamiltoniano 17]1}’ puede ser diagonalizado para encontrar sus autovectores |Ei)

(también llamados “estados vestidos”, dressed states [12]) y autovalores y w , las cuales

vienen a ser:

1 _ 2 sinf/2
w+:(N—§)wi\/ﬂzN+% |E‘>:<c059/2>
(2.55)
~ 21 __ ([ cosB/2
tanf = m |Ey) = (— sin 0/2)

De forma similar se representa el estado del sistema en esta base como |Y(t)) =
a(t)|1) + B(t)|2), con esto se escribe la ecuacion de Schrodinger en este sub espacio
ihll/)(t)) = ﬁj]gh/)(t)) , cuya solucion general se obtiene encontrando los autovalores
hw_y hw, yautoestados |E_) y |E, ), que son estacionarios en el tiempo, asi si el sistema
se encuentra en el estado inicial [((0)) = |2), en la base de los autoestados es: [(0)) =
(E_|12)|E_) + (E.|2)|E,), su evolucion temporal viene a ser: [YP(t)) =
(E_|2)e ' ~t|E_) + (E,|2)e~'*+t|E, ), y las amplitudes se hallan como:

a(t) = (1p(t)) = e " -YE_|2)(1|E_) + be'+{(E, |2)(1]|E,)
(2.56)
B(t) = (21Y (1)) = e " -H|(2|E_)|* 4 e 1 +|(2|E, ) |2

Las amplitudes de (2.56) se pueden generalizar a cualquier estado inicial, desde que

son oscilaciones se pueden colocar un desfase temporal para recrear el estado inicial:

{a, B3(t) = {a, B}(t + 6), de manera que {a, B}(6) = {(1]p(0)), (2[¥(0))}.

Usando (2.55) en (2.56) para obtener p,(t) = |B(£)|? :

_ 2
p,(t) = 1 —sin? 6 (1 — cos? Qt) Q= \/AzN n M (2.57)

(2.57) es la forma general para el estado inicial en |+, N — 1), con desafinacion de

frecuencias, () es la frecuencia generalizada de Rabi; en el caso resonante w = w, , se

tiene la frecuencia de Rabi Q = AVN , y la probabilidad es p, (t) = cos? AWNt , (N > 0).
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Esta es la dinamica cuando el estado inicial se encuentra en un sub espacio [(0)) €
H(N), el caso general en que [1p(0)) es una superposicion de estados de diferentes sub
espacios, requiere considerar que el Hamiltoniano total se puede expresar como la suma

de todos los hamiltonianos en cada sub espacio:

d _
[W()) =B Calin(t)) ih— [P (©) = Hyclp ()
e = H (2.58)

[t (£)) € H () m% [ (£)) = A2 [ (0))

En (2.58) C, no depende del tiempo, pues (N) = (Y (t)|N[yp(t)) = X, Can debe
conservarse; C, = 0 permite descomponer la ecuacién de Schrédinger en varias
ecuaciones en paralelo para cada sub espacio, lo cual puede ser resuelto con (2.54), (2.55).

Por ejemplo, para el estado inicial del sistema y campo: cg|—) + c.|+) y Xn=o cnln), el

estado total inicial [(0)) = Y1 (cgcnl— 1) + cocnoyl+,n — 1)) + c4c0l—,0) es:

DO =D Ealtpu(0)) + cocol—0)
n=t (2.59)

[ (©)) = an(t + 6,)|=n) + Brp(t + 6,)[+,n - 1)

donde los ket |, (t)) resulta de la evolucion temporal de |y,,(0)), de acuerdo a

(2.56); es evidente que: a,(6,) = c4Cn/Cn y Pn(6n) = CeCp1/Cp.
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CAPITULO I11

MODELO SIMPLIFICADO DE MUCHOS OSCILADORES
ACOPLADOS

3.1 Marco teorico

Como se sefiald en la introduccion, el propoésito de este modelo simplificado es tener
un objeto tedrico para estudiar las leyes y propiedades de la mecanica cuantica para
sistemas de muchas particulas, y en particular explorar la irreversibilidad cudntica

mediante la obtencion de soluciones exactas.

3.1.1 La base del Hamiltoniano libre

Sea un conjunto de muchos osciladores armonicos cuanticos, cada uno con un solo
modo de vibracién, distinguibles mediante el indice i como etiqueta: i =0,1,2,--- N,
entonces podemos decir que cada oscilador tiene su propio espacio de Hilbert H;, en el
cual se define su operador de aniquilacion @; y su frecuencia angular w; , en consecuencia,

su hamiltoniano libre H; es derivado y cumple una ecuacion de autovalores:

~ . H; = w;d]a; In;) € H;
Hilny) = Ep, In;) . (3.1)
Ep, = o a;|n;) € H;

Donde se hace A = 1 por simplicidad de la notacidn; en este espacio se tiene la
identidad Y., [n;){n;| = 1; que establece la completitud en H;; se define la forma del
hamiltoniano H; = a)i&;r&i sin energia del estado fundamental por simplicidad, E,"li es la
energia del oscilador i con nimero cuantico de excitacion n;; al considerar a todos los

osciladores como un conjunto se hace uso del indice vector 77 que tiene informacion de

todos los niumeros cuanticos n; de cada oscilador:

|ﬁ> = |n0 y M Jn21'"nN) . }[:®{V=0 -7-[[
. n=(ng,n;,ny, - ny) . (3.2)
|7} = [ng) ® Ing) ® ... [ny) |n) € H
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Asi, la completitud en H viene a ser Y5|7)(it| = 1; el hamiltoniano libre de todos

los osciladores aislados viene a ser:

N N . ﬁi € j{i
A= 1,01L,0- A@- 1y @1y A= ) EilIA) (33)
El estado del sistema total es en general no factorizable:
)= I (3.4)
1

Si se dejara evolucionar este sistema de osciladores, simplemente permanecerian
inalterados en el tiempo, cada oscilador conservaria su energia independiente del resto;
para t > 0 se afiade el hamiltoniano de interaccion que no depende del tiempo, y que
puede tomar la siguiente forma (por simplicidad de la notacidon, debe entenderse que en

el producto de los operadores d;, d;, , cada operador se ubica en su respectivo espacio de
Hilbert H; y 3, ordenados segun F =®N, H;, y se los completa con el producto

tensorial de la identidad ®1, para que el hamiltoniano de interaccion H' siempre
pertenezca correctamente a /', ademas los indices j; , j, , j3 , -+ denotan indices distintos,

adecir: i,j,k, - esta notacion permite generalizar cualquier conjunto de indices):

N+1 N
ﬁ'—ZﬁI Al = Z (9 il 0y, @y, + he.) (3.5)
= n n = Y1 jojin %y, ottt A . .
n=2 Jn>j2>j1=0

=5 . . . e B . . A n
Donde H) es un hamiltoniano de interaccién entre n osciladores cualesquiera: ajJr1

indica que el oscilador j; se excita n — 1 veces, mientras los n — 1 osciladores restantes
J2, " Jn se relajan una vez cada uno, el hermitico conjugado se asocia al proceso inverso,
9j,j.jn €S €l acoplamiento de esa interaccion, aplicando iterativamente estos procesos,
incluso solo con HI, en principio es posible conseguir cualquier redistribuciéon de la

energia; de hecho, es posible concebir otros términos de interaccién, como por ejemplo:

st At s A atPata oA A atatata oA oA AF3atZat s oA A s oA
q; 4,44, ,4; a;a;,a;ad,q;q;aq;aq;aq;q; a; a; a;dad;ad;a;ad;d,: - ,con

sus respectivos acoples y sumados a sus hermiticos conjugados; sin embargo, todos tienen
la caracteristica de conservar el nimero de excitaciones, esta es una caracteristica

deseable que se explotara en el desarrollo de este modelo.
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Los osciladores interactuan entre si y dejan de estar aislados, pero el sistema total
permanece aislado, con hamiltoniano total # = H° + H!, que es independiente del
tiempo, y conserva la energia total; la evolucion del colectivo viene dada por el operador
unitario U(t) = exp —iHt, entonces, considerando (3.4) como el estado inicial al tiempo

t = 0, el estado en un tiempo posterior t > 0 viene a ser:

() = >z e i)

El estado general |y (t)) es representado en la base de { |77) }, que son los autoestados
del hamiltoniano libre A; la dificultad de desarrollar (3.6) es que al no ser |7t} autoestado

de H, para muchas particulas N > 1 se hace muy complicado su célculo en esta base.

3.1.2 La base de los modos normales o vibraciones colectivas

En la mecanica clasica, un sistema de osciladores acoplados puede representar
cualquier movimiento interno ya sea en las coordenadas g; de cada oscilador, o en la base
de modos normales, de coordenadas §; que son combinaciones lineales'> de q;, que
describen vibraciones colectivas, con la misma frecuencia y diferencia de fase, en todo el
tiempo; asi, cualquier movimiento interno del sistema se puede descomponer y
representar en la base de modos normales, que son linealmente independientes; de hecho,
si el sistema se encuentra oscilando en solo uno de esos modos, en principio permanecera

asi para siempre.

Es posible desarrollar el andlogo cuantico de los modos normales de oscilacion para
un sistema de muchos osciladores acoplados; de la mecanica cuantica se tiene que todo

autoestado del hamiltoniano (independiente del tiempo) permanece estacionario en el

15 Esto se debe a que se plantean todas las ecuaciones de movimiento para cada oscilador en términos de
sus coordenadas propias q; ,p; , estas son ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden en gq; , las
cuales se pueden expresar como una ecuacién matricial MX = X (no hay derivadas de primer orden X
porque ellas introducen disipaciones y pérdidas de energia, lo que no es el caso), donde X tiene informacion
de las coordenadas q; y M de los acoples y frecuencias propias, si se busca la solucion X = —w?# entonces
se tiene dos cuestiones importantes: por un lado, todas las coordenadas g; estan oscilando simultaneamente
con la misma frecuencia angular y la misma diferencia de fase, estas son las oscilaciones colectivas; y por
otro lado, la ecuacién matricial queda como una ecuacion de autovalores M¥ = —w?2¥ ; es decir, las nuevas
coordenadas, o base que oscila colectivamente, son los autovectores de M, y por lo tanto combinaciones
lineales de nuestra base inicial, las coordenadas g; .
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tiempo, pues es también autoestado del operador de evolucion U(t) = exp —iHt,
entonces para el espacio de Hilbert H =®Y , H; de dimensién Ny se tiene que el
hamiltoniano H € H proporciona Ny autovectores |¢Tc>’ combinaciones lineales de |71),
con autovalores wsy; , con los que también se puede formar una base completa de H,
entonces los estados |¢E) pueden representar cualquier evolucion temporal, donde cada
uno de ellos permanece estacionario en el tiempo haciendo que una superposicion de kets

|71} oscilen en el tiempo con una misma frecuencia wy.

Sea la ecuacion de autovalores del Hamiltoniano total:

Alé.) = w|62) |pz) = Zﬁﬁ; |7) Z|¢z)(¢z| =1 3.7)
- 7

Las amplitudes S+ cumplen las siguientes relaciones de ortonormalidad:

(@) = Brz Z BazbBrx = S Z BazB w i = S (3.8)
k

las dos Gltimas ecuaciones de (3.8) se obtienen de (Pz|17|dzr) v <ﬁ|i¢z|ﬁ'>, con
1; = s Gl y i¢; = Yzlpa Nz asi, 7)) = Ty, ﬁ%} |#7), y de la primera ecuacién
de (3.7) se deduce: e At|7) = ¥, Bz e‘im|q,’>7{> =YkbBrz e_i“’ﬁt|q§,;), reemplazando

en el ket de estado de (3.6):

Y () = leﬁZﬁ%j{’ e R ¢y) (3.9)
= 3

(3.9) retorna a la base { |71) } mediante (3.7):

() = ) $a®) I7)

Ya(t) = Z (Z Vi /3;}> ape O (3.10)

T \Tw
Y7(0) = Y5

(3.10) provee la amplitud dependiente del tiempo Yz (t), donde ¥z (0) = Y5 en

consistencia con (3.4) como el estado inicial, esto es posible mediante las amplitudes B2

que son las componentes de los autoestados |q§7{) en la base { |71) }.
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Es importante notar que toda la informacion de los acoples e interacciones entre

osciladores estd resumida en las amplitudes 5+ de los autoestados y los autovalores ws;.

3.1.3 Operador de densidad del oscilador i

Las ecuaciones (3.10) proveen un estado entrelazado entre los osciladores del
sistema, incluso si el estado inicial era completamente factorizado, sin embargo, al
realizar una medicion de la energia en cualquier oscilador a un tiempo t > 0 se tienen las
probabilidades de encontrar al oscilador i en un estado energético |n;), estas
probabilidades vienen dadas por el operador de densidad que resulta de tomar la traza

parcial al estado puro [ (t)){y(t)| en todos los grados de libertad del entorno del

oscilador i, denotado por el indice vectorial éj i

&= (ng,ni, -+ njyy - ny) dimé&; =N |gl> EH
G.11)
&) = 1n0) ® In}) ® - Ini_1) @1 ® Inj1,) @ - [ny)
El braket (éj i| ) viene a ser:
(&l7) = Iny) 1_[ 8 (3.12)
Vj#i
Entonces, el braket entre [ (t)) de (3.10) y |EL> de (3.11), usando (3.12) es:
(Elw®) = z W, 7, ) i (n, &) (3.13)

n- (nl- ,éji) es la notacion que dice: todos los indices n; de 71, introducido en (3.2),

son expresados como el conjunto del indice n; y todos los indices n;, de g?i de (3.11).

Asi, el operador de densidad resultante de tomar la traza parcial en todos los grados

de libertad del entorno al oscilador i, que es descrito por el indice vector éj ; viene a ser:

Ai®) = Try [WOXPO] = ) EONBOIE) = D D 9,5 OV, © lo)o'|

!
$i 90" &
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Donde |o) = |n;) es el estado de (3.13) y solo se ha cambiado de letra n; - o por

simplicidad en la escritura; entonces, usando (3.10) en los términos l/)ag, de la expresion
L

anterior se obtiene p; (t):

AO = ) ph(® o)l

(3.14)
,0;‘61 © = Z Z lpﬁ’lp%” B%’,E'Bﬁ"ﬁ' Z ﬁo,&,%ﬁ;’fi.ﬁ, e_l(wz_wﬁl)t
&

== ST =0
n,n

kK’

pff o/ (t) se puede separar en dos sumas, una que es independiente del tiempo, y otra

con dependencia temporal, para esto se introduce el conjunto D de todos los pares (E, l_c)’)
que etiquetan autovalores degenerados, que conducen al término )(g »/ que no depende

del tiempo, y el cual es considerado en la parte no dependiente del tiempo x, ., y

excluido de la parte con dependencia temporal I; ,/ (£):

Poo'(®) = Xgqr + Ty (£) D={(kk)/k#k A w;=awy)}

(3.15)

% ﬁl,ﬁll

— D
Xoa = D\ D Wit BB | D Bozibine i Xoot
7

—i(wp—ww )t D
Fcr,a'(t) = z z lpﬁ'lp%" ﬁ;i’,ﬁ Al k! zﬁa,&,fc’ﬁ;’,?i}’ N l(wk wk’) X!
&

&4
H

1
S|

)(g ,' s el término independiente del tiempo debido a la degeneracion, y se anula

cuando no hay degeneracion. Los términos de la diagonal de pél o, (t) de (3.15) son:

o =2Re| D' i Bihanis ) Boziboze (3.16)
£

k'>kepn'n"!
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> S =

k n'n

2
Yoo =) D Wb BBz ) |Bozil +x8o
:

=Y

S

FO',CF(t) = 2Re Z l/)n’l/)ﬁ” :Bﬁ’ k:B”” k' Z Bafi,ﬁﬁ;é’i}’ e_l(wﬁ_w?)t - Xcl}),a
&

En resumen de esta seccion, el operador de densidad del oscilador i viene dado por
p;(t) de (3.14), cuyos elementos p(if o, (t) son descritos en la parte estacionaria y temporal

de (3.15), y en particular, los elementos de la diagonal son dados en (3.16).

3.1.4 Promedio temporal y arribo a estado de equilibrio

Si se realiza un promedio temporal para tiempos largos en (3.15), se anula el término
I'; ;v (t) mientras que sobreviven X&.o Y Xo.o DOT NO tener dependencia temporal, pues el

promedio del factor exponencial compleja se anula:

t+At
- 1, w=0
= lwt — ’
fO= Jim — j JGLE Smiag & I (3.17)
Para At > max|w§ R |_1e1 promedio temporal de I, ,+(t) se anula:
[o.00 ®=0 At > max|w% - wk'rl_l (3.18)

De manera que el promedio temporal en esta escala de tiempo del operador

probabilistico viene a ser, usando (3.14), (3.15) y (3.18):

~eq

pl = :5 t) = XUO" loXa'| At > maxlwg - (ch’ll_l (3.19)

La justificacion del promedio temporal puede ser debido a un cambio de escala de
tiempos caracteristicos de la evolucion del sistema, del orden de T~|a)7c — Wy |_1, auna
escala de tiempo de orden superior At; por ejemplo, el operador de densidad p;(t) en la
escala microscépica del tiempo 7 puede ser descrito como oscilando cuasi aleatoriamente

alrededor del valor medio f)‘ie 1 en esta escala se puede apreciar el cambio suave y continuo
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de p;(t) con el paso del tiempo, mientras que desde la escala clasica ya no se puede
observar con suficiente resolucion temporal a p;(t) y al realizar una medicion se tiene
una distribucién de probabilidad en un intervalo grande de tiempo, respecto a 7, en el que
se tiene incertidumbre sobre si se va a medir el estado p; (t;) o p;(t; + At) (y desde luego,
todos los posibles estados intermedios p;(t) ,t € [t ,t; + At] ), de manera que se debe

promediar entre ellos en el tiempo.

El operador de densidad ﬁie T = p,(t) puede ser considerado como el estado de
equilibrio al que arriba el sistema tras su evolucion temporal para tiempos suficientemente
largos, y puede ser interpretado como una evolucion irreversible hacia un estado de
equilibrio; es posible deducir el estado de equilibrio para el sistema total al realizar el

promedio temporal de |y (t)){y(t)], usando (3.9) y (3.17):

51 = THEONPO = ) przla)etal + D i x|
k kk'eD

(3.20)
iy = Pp 05 Pr = Z i By = (0x[¥(0))
n

De acuerdo a (3.20), el promedio temporal de [(t)){y(t)]| elimina los términos de
coherencia (dejando solo los asociados a autoestados degenerados E, k'€ D) del estado
inicial, dejando inalteradas las probabilidades de la diagonal; se puede entender a p°?
como el estado de equilibrio cuantico al que todo el sistema de osciladores arriba

irreversiblemente.

Estos resultados (3.19) y (3.20) deberian ser consistentes con los estados mezcla
correspondientes al equilibrio térmico, dado por p = Z ~lg=FH 7 = Tr[e‘ﬁﬁ ], si este
fuera el caso, la evolucion unitaria, por si sola, explicaria la termalizacion de un conjunto

de osciladores con una distribucion arbitraria de energia e informacion cuantica.

En (3.19) y (3.20) el operador de densidad de equilibrio, promediado en el tiempo,
tiene dependencia de las amplitudes Y5, que corresponde al estado inicial del sistema
total, de manera que f)‘f 1y p® tienen memoria del estado inicial, mientras que en la
termalizacion el estado de equilibrio térmico pierde toda la informacion del estado inicial,

excepto por la informacion de las cantidades conservadas, como la energia total.
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3.2 Modelo de osciladores de 2 niveles: sistema - entorno

En la seccion anterior [3.1.4] se evidencid que los estados de un oscilador i y de todo
el sistema al arribar al equilibrio p;? y p? contienen parte de la informacion del estado
inicial total'é, de las amplitudes @ en la base de los modos normales; abordar este efecto
memoria inherente es un problema de mucho interés para el modelo simplificado; sin
embargo, por simplicidad se formula un caso especial donde todos los osciladores estan
restringidos a ser sistemas de dos niveles (de manera que pueden encontrarse en el estado
fundamental o excitado), se hace la distincidn entre el sistema (para el osciladori = 0) y
el entorno compuesto de N osciladores (para los demas osciladores, i = 1: N); este es uno
de los modelos mas simples que puede adoptar el modelo simplificado general, y aun asi

evaluar de forma exacta las ecuaciones (3.15), (3.16) y (3.19) para el sistema.

3.2.1 Unica frecuencia y sin interaccion entre osciladores del entorno

Sean los ket |n;) € H; de (3.1) de dos niveles:

0= () n=3) n=0,1 (3.21)

Asi, los ket |71) vienen a ser una sucesion en binario: |77) = [10110101 --- 0); por
exceso de simplicidad del modelo, se puede partir de un hamiltoniano donde todos los
osciladores tienen la misma frecuencia del sistema wy = w, y el hamiltoniano de

interaccion solo permite acople entre el sistema y cada oscilador del entorno:

ﬁ=ﬁs+ﬁg+ﬁ1 ﬁSdegdo N
N —~
o _ A =z Goal + he. (3.22)
L= A + 0, A, = wzﬁjﬁi I izl(gl 04; )
i=1

Esta es una situacion muy restrictiva, y es inviable para representar un reservorio que
contiene osciladores de muchas frecuencias distintas, sin embargo, puede ser util para

entender como la energia (y la coherencia) del sistema se redistribuye al entorno.

16 Si bien se pierde la informacion cuéntica asociado a la coherencia, tanto en (3.19) como en (3.20) se
tiene dependencia de las amplitudes iniciales ¥z, puesto que los términos que sobreviven al promedio
temporal y; ; no son independientes de las amplitudes del estado inicial.
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3.2.2 Hamiltoniano sin interaccion entre osciladores del entorno

Se considera que todos los osciladores tienen frecuencias distintas, entonces el

hamiltoniano total (3.22) se plantea de forma analoga a (2.44) en (2.32):

ﬁ:ﬁs+ﬁg+ﬁ1 ﬁszwoagao
N
o o A, =) (g:0a] + he.) (3.23)
0 =HS+H£ Hg =Zwlajal i=1
i=1

H, es el hamiltoniano libre: Hy = YN, a)idzrdi , la interaccion esté reducida a que el
sistema se relaje a la vez que un oscilador del entorno se excite, y viceversa, pero sin

interaccion entre los osciladores del entorno, desde que solo pueden tener dos niveles

. . ; A2 5 A ~ .
energéticos se descarta interacciones como ajJr1 a;,a;. , en efecto H; de (3.23) viene a ser

H} de (3.5) pero parai; = i, i, = 0 ; esta descripcion es apropiada para un oscilador en
interaccion con N fotones, ya que los fotones no interactian entre si, aunque incluso si el
modelo no fuera de dos estados para cada oscilador, el hamiltoniano H, de (3.23) se

mantiene en consistencia con H; de (2.44).

3.2.3 Hamiltoniano con interaccion entre osciladores del entorno

Se modifica (3.23) para afadir términos de interaccion entre los osciladores del

entorno, de acuerdo a A} de (3.5):

H:H_g‘l‘ﬁs‘l‘ﬁl ﬁszwoagao N
o Y m = Z (9i@:af + he.) (3.24)
o =Hs+ H, H, = Z a)iag‘di j>i=0
i=1

Es posible escribir (3.24) de forma compacta, al expresar H = H, + H; en una sola

sumatoria, y generalizar los acoples g;;:

N
H= z gijA]Tai gji = gij Jii = w; (3.25)
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pues la condicién g;; = g;; permite que el hermitico conjugado de H, en (3.24)
corresponde a la sumatoria de A, parai > j = 0: N,y g;; = w; permite que H, se integre
a ambas sumatorias, donde Vi #j se tiene [&i , 4 ] = 0 porque los operadores

pertenecen a espacios distintos.

Este hamiltoniano corresponde a un modelo donde los demaés osciladores del entorno
también interactian entre si, de manera que es mas efectivo la redistribucion de la energia

e informacion del sistema al entorno.

3.2.4 Sistema fijadoai =0

En esta seccion se considera el modelo sistema — entorno, con el sistema fijado en
i = 0; esto es, que el sistema es el oscilador etiquetado con i = 0, todos los demas

osciladores etiquetados por los indices i = 1,2,3 --- N conforman el entorno; entonces

se escribe ,0 ' = Py’ Y para el indice vector del entorno fo = E asi, i = 0 en (3.15):
pa,a'(t) = Xo.o' t Fo,a’ (t) D = { (E’ E/) / wy, = Wy }
D *
Xo',o‘ Z Z lpﬁllpﬂ/ ﬁﬁl ﬁﬂ// ’ Z BU,E,%ﬁG’E}’
Kk n'n'’ Ez
(3.26)
_ d b
Koo' = Z Z W B b Z PogiPorgi T Xow'
E T_i’,r_i” ?
= i(wE—wE,)t D
Fo',o" (t) = Il/) —11 ﬁﬁ, kﬁﬁ” 7 ﬁo‘fk _ XO-,O-’
%i%’ ﬁl'ﬁll

De acuerdo a (3.19), x, . es el término que sobrevive al promediar el operador de
densidad del sistema, mientras que ['; ;7 (t) es la suma de términos oscilantes en el tiempo,

los cuales introducen desviaciones, que puede ser andlogas a un ruido estocastico, y que

hacen variar el estado del sistema p,; .+ (t) alrededor de x, ;.
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CAPITULO IV

DIAGRAMAS Y ALGORITMOS PARA RESOLVER EL MODELO

4.1 Esquema general

Las ecuaciones (3.15) contienen toda la informacion del operador de densidad del
sistema a un tiempo t > 0, como la traza parcial en todos los grados del entorno. Para

avanzar en estos calculos se necesita conocer las amplitudes B 7 de los autoestados y los

autovalores wy, . El espacio de Hilbert total H tiene dimension 2N+1 el indice k toma

2N*1 valores distintos, etiquetando los autoestados y autovalores; asi, para N

13

suficientemente grande, se requiere descomponer el problema general en “sub
problemas” mas faciles de abordar. Al extender el método empleado en la seccion [2.4]
dividiendo el espacio total en sub espacios en los que se tiene hamiltonianos reducidos
para esa dindmica, se plantean alli las ecuaciones de autovalores para obtener los
autovectores y autovalores que forman una base para esos sub espacios. Este proceso se
resuelve de forma numérica pues los sub espacios siguen teniendo una dimension grande,

al menos del orden de N (para sub espacios no triviales, los cuales solo tienen una

dimension); asi, las valores numéricos de B3 y wy son reemplazados en (3.15) para

evaluar la evolucion temporal del operador de densidad del sistema de forma numérica,
esto no supone un problema de célculo numérico relevante, ya que las ecuaciones (3.15)
ya dan la expresion analitica para cualquier instante de tiempo, y solo recae la atencién
en la precision del calculo numérico de autovectores, autovalores, y las sumas y productos

requeridos en (3.15).

También se necesita las condiciones iniciales para introducir en (3.15), en la Figura
4.1 se considera la eleccion de estas condiciones iniciales expresadas en los sub espacios
que, al evaluarlas en el modelo simplificado, reducen las ecuaciones (3.15) a nuevas
ecuaciones que reducen enormemente la complejidad del problema, y en las que se

reemplazan los valores numéricos de ;7 y wy; en estos sub espacios, al final se evalta y

grafica la evolucion temporal, asi como los valores medios que resulta de promediar

temporalmente.

37



Y

Problema Diagramas Sub espacios Célculo numérico
general » H(F;I)
H

Eleccién de los

ik Y @

sub espacios Reemplazo
Condiciones ; : .
iniciales Condiciones iniciales Calculo Ecuaciones reducidas
e — .
. 1 —
en el sub espacio ,Og‘g'(f) = Xgo' + g0 (1)
Evaluacién
Griéficas —

Figura 4.1 Diagrama sobre las etapas generales para evaluar y graficar el

comportamiento de las ecuaciones (3.15) para unas condiciones iniciales dadas.

4.2 Descomposicion del espacio de Hilbert en suma de subespacios de nimero de

excitacion definido

Esta seccion es una extension del método empleado en la seccion [2.4] para cuando

el entorno tiene muchos osciladores.

De forma analoga a (2.50), se establece el nimero de excitacion £:

Y . d
LAy = X7 [A,£]=0->—-2=0
. dt
2=Zajai . 4.1
=0 2=zﬁ=zni I=0:N+1
i=0

Donde el autovalor X solo toma valores enteros, desde 0 hasta N + 1; como &
conmuta con el hamiltoniano es una constante en la evolucioén temporal, asi la evolucion
temporal de un autoestado de H, siempre se va a encontrar en una superposiciéon de otros
autoestados de H, que tengan el mismo Z; ; es decir, solo pueden evolucionar entre los

autoestados de & que tiene el mismo autovalor degenerado 27 :
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—iHt|1=2\ _— —7 .
i) = ) ap(OIF) NE@=(i /S =) 42
a'en ()
Donde V' (2) es el conjunto de todos los 7 tal que £|77) = X|7); si se promedia ¥ en

el estado e~ H t|7) de (4.2), se obtiene (£) = X, el cual permanece constante en todo el

tiempo, de forma consistente con la conmutacion de (4.1).

Puesto que la evolucion temporal de cada ket |71) esta confinada a un subespacio
formado por todas las combinaciones lineales de los ket |[1') , 71" € N'(X) , se define ese
sub espacio de Hilbert como H(X), llamado Subespacio de numero de excitacion
definido, tal que la suma directa de todos los subespacios da el espacio total de Hilbert de

los N + 1 osciladores:

HE)={INeH /neN ()}
H =@52 H () =QL, H; (4.3)
#=4#;, =dimH ) =C¥*!

Donde # = #; es la dimension de H (2), el numero de elementos de N (X), o el
grado de degeneraciéon asociado al autovalor X, y corresponde con el niimero de
combinaciones de X unos en N + 1 osciladores; H'(0) y H(N + 1) son subespacios
triviales que contienen un solo elemento: |6> =1000---0) y |T) =|111---1)

respectivamente.

En cada H(X) se puede definir la identidad 1; € #(X), que es el proyector del
subespacio, con los que se puede reducir el hamiltoniano total, proyectando H en (%),

analogo a (2.53):

;= Y Il A =101, ex) (4.4)
neN ()

Asi, 1; Hy 15 da términos en la diagonal, mientras que 1y H; 15 da términos fuera
de la diagonal, en la base de |7); H* = 15 H 15 es el hamiltoniano total reducido al

subespacio H (2), los autovectores |¢§) de A% también pertenecen al mismo subespacio:
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H*|d) = wy|¢z) |pr) € H() (4.5)

Asi, tanto |71) como |qb§) componen la base de un mismo subespacio H (2), esto

N+1
X

significa que existen # = C autoestados o modos de oscilaciones, de vibraciones

colectivas con frecuencias wy .

(4.5) provee una informacion muy importante sobre las amplitudes B = (r_ilqb,;) ;
[¢7) € HE) g =5, B |¢z) = Z B 1) (4.6)
[n) € H (") ' oo REN(2)

Si |¢E> y |1) pertenecen a subespacios distintos, su braket se anula; es decir, el ket

|¢§) tiene amplitudes nulas 5 = 0 en las componentes |7i) ¢ H ().

4.3 Diagramas de accién del hamiltoniano reducido

En esta seccion se presentan diagramas que representan de forma esquematica la
accion del hamiltoniano, para posteriormente generalizar un algoritmo que genere las

componentes matriciales del hamiltoniano reducido H=.

Estos diagramas contienen toda la informacion del Hamiltoniano reducido.

4.3.1 Hamiltoniano de interaccion de (3.22)

El hamiltoniano de interaccion de (3.22) viene a ser:

N
= Z giaal + hc. 4.7)

i=1

Donde el término gl-aazr representa la relajacion del sistema y la excitacion del
oscilador i, cuantificado con el acople g;, su conjugada hermitiana representa el proceso

inverso, con acople g;, como se muestra:
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ﬁl---O---,% giaa;r ED---l---,k

giate;
a) b)
Figura 4.2 Diagrama esquematico del término giaazr y su adjunta.

La Figura 4.2 dice que una flecha entrante a un nodo se puede convertir a una flecha

saliente, pero con el conjugado complejo de su acople.

Ambos diagramas de a) y b) de la Figura 4.2 contienen la misma informacion, pues
una se puede construir de la otra inequivocamente, en a) se tiene mas detallado y explicito

los elementos que participan, mientras que en b) esta resumido; los nodos corresponden
a los indices vectores 7 que caracterizan los ket |71) y las amplitudes B5 % (el indice k es
el mismo para todos los nodos, y se mantiene incognito), y la flecha representa el sentido
de la accion del término giaa;r del hamiltoniano, es evidente que el proceso inverso

corresponde a una flecha en reversa con el acople conjugado g}, lo que es g;a’a; .

Es importante notar que el término de interaccion gicwtzr no provoca ninguna flecha

saliente en el nodo derecho de b) debido a que gl-aazr |0---1--+) =0 (el 1 se encuentra en
la posicion i), en efecto, las flechas salientes de los nodos representan las acciones no
destructivas del hamiltoniano, mientras que las flechas entrantes representan que esos

estados son creados por el hamiltoniano; por simplicidad, en los diagramas sdlo se

representan las flechas correspondientes a Z?’:lgiaa:r , queda implicito que los

conjugados hermiticos son todas las flechas invertidas con los acoples conjugados.
A continuacion, se presenta los diagramas completos para los primeros valores de N.

Para N = 2, se tiene en total 3 osciladores, entonces el ket es |71) = |ng,ny,n,), y
el nimero de excitacion puede tomar solo 4 valores, desde 0 hasta N + 1 = 3; es decir,
X =0,1,2,3; los subespacios triviales H (0) y H (3) tienen los estados |000) y |111)
respectivamente; para £ = 1 se tienen los tres vectores degenerados [001),]010),]100)
que pertenecen a H (1), mientras que para X = 2, se tiene la base [110),[101),]|011)

que pertenecen a H (2), como se muestra:
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Figura 4.3 Agrupacion de los ket |77) en 4 subespacios H (Z).
Asi, para N = 2 en (4.7) se tiene el hamiltoniano de interaccion siguiente:
e = T t
| = g1aa, + gpaa, + hc.

Los diagramas de la accion de H; en los subespacios H (1) y H (2) son:

a) b)

Figura 4.4 Graficas correspondiente a giaazr, que vienen a ser las transformaciones

1 — 0 del primer digito (sistema), y 0 — 1 del segundo o tercer digito (entorno).

Es importante notar que no existen flechas entre los otros dos nodos porque no hay

términos de interaccion glzalaz en el hamiltoniano (4.7) que permita acoplarlos.
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La construccion general de estos diagramas es como sigue: se colocan los nodos de
forma circular, ordenados ascendentemente!” de forma horaria, luego se representan las
flechas correspondientes a la parte YN, giaaj del hamiltoniano, la eleccion de esta parte
en vez de su hermitiana es debido a que el operador de destruccion esta en el sistema y el
operador de creacion estd en el oscilador i > 0 del entorno (lo cual se invierte con la

adjunta), esta es una eleccion arbitraria pero se lo mantiene asi para fijar un orden;
entonces las flechas simplemente representa la accion'® de Y, giaazr en cada uno de los

nodos; otra forma de representar las flechas es eligiendo los nodos de partida y llegada de

las flechas, y graficando solo si se cumple una condicion compatible con la accion de
Mo giaalT, para esto se plantea el siguiente algoritmo, aprovechando el orden

establecido:

Algoritmo 1

Paso 1.- Se elige el nodo de partida, se empieza por el primer nodo, se copia su indice
vector como 7,

Paso 2.- Se elige el nodo de llegada, se empieza por el nodo que sigue al nodo de
partida, se copia su indice vector como 71;

1

Paso 3.- Se realiza la resta: An = 11, — 71,

Paso 4.- Se evalua la condicién: si An = (—1,0,0,---0,1,0,--- 0 ), donde —1 est4 en
la posicion 0, mientras que 1 estd en la posicion i de A7 (todas las demas
componentes son ceros). Si la condicion es verdadera (si existe un i que
cumpla la condicidn), entonces se establece una flecha del nodo de partida
al nodo de llegada, y se etiqueta el acople g;; si esta condicion es falsa no
se hace nada.

Paso 5.- Se elige el nodo de llegada como el siguiente del nodo de llegada anterior,
se copia su indice vector como 71, y se regresa al paso 3; si el nodo de llegada
anterior es el ultimo nodo, se pasa al paso 6.

Paso 6.- Se elige el nodo de partida como el siguiente del nodo de partida anterior,
se copia su indice vector como 7, y se regresa al paso 2; si el nodo de partida
anterior es el pentltimo nodo, se acaba el algoritmo.

17 Como los nodos contienen secuencia de unos y ceros, se los convierte a nimero binario leido de izquierda
a derecha; asi, por ejemplo: 100 - 1,010 - 2,110 - 3,001 - 4, ---, este orden coincide con el de
la Tabla de la Figura 4.3.

18 De acuerdo a la Figura 4.2
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Con este algoritmo se pueden construir los diagramas para cualquier valorde N y X,

con # = C¥*! nodos 71 € V'(X); a continuacién algunos ejemplos en la Figura 4.5:

C) d)
Figura 4.5 Diagramas del Hamiltoniano (4.7) para distintas configuraciones de N y 2.
Ena)setiene N = 4y Y = 1, entonces # = C? = 5.
Enb) se tiene N = 3 y ¥ = 2, entonces # = C3 = 6.
Enc)setiene N = 4y ¥ = 2, entonces # = C5 = 10.

En d) se tiene N = 4 y X = 3, entonces # = C3 = 10.
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Con estos diagramas se puede construir el hamiltoniano reducido HZ, para el
diagrama a) de la Figura 4.4 se tiene el subespacio H (1), la accion del hamiltoniano H,

en cada uno de los 3 ket |71), asociados a los nodos, viene a ser:

H,1100) = g,]010) + g,|001)  H,|010) = g;|100)  H,|001) = g;3|100) 4.8)

(4.8) dice que el diagrama a) de la Figura 4.4 se lee como sigue: el hamiltoniano
actuando en el nodo 71 se expresa como H,|7), entonces las lineas que conectan este nodo
7 con otro nodo 7’ se expresa como sigue: si la linea sale del nodo 7 y entra al nodo 7’
se coloca g;|n'), si la linea sale del nodo 7' y entra al nodo 71 se coloca el acople

. EY Bed 4 . — . fd
conjugado g;|n’), si el nodo 7 se conectan con varios otros nodos 1y, se suman todos
ellos g;, |n1) + g;,|M5) + g4, I1i3) + -+, esta suma debe estar igualada a H;|1), en

consistencia con (4.8) y el diagrama a) de la Figura 4.4.

En general, la ecuacion de autovalores en el espacio £ (Z) es de la forma H |¢§) =
(170 + H1)|¢§> = wﬁlqbﬁ), de acuerdoa (4.1)y (3.22) Hy = w ¥V, a:ral- = w%, como se
tiene X fijo entonces £ = %1, el hamiltoniano es H = wX1 + H,, despejando: H; = H —
wZ1, esto es posible hacer porque todos los osciladores tienen la misma frecuencia w; asi

se puede plantear la ecuacion de autovalores para H; como se muestra:

H|¢z) = w}c|¢%) Wy, = Wy — W (4.9)

Para el diagrama a) de la Figura 4.4, se tiene ¥ = 1, en (4.6) se tiene: |¢)%) =

B1ooz1100) + B1,71010) + B, 1001), asi la accion de H;en |¢7€) es, usando (4.8):
Hi|®%) = BioozHi1100) + By 2H11010) + By, H;1001)
H1|¢E> = Bloolﬁ(gll()lo) + 92|001>) + 30101%‘9;'100) + ﬁo()l,]_ég;lloo)

Hlld)%) = (3010,%«9; + 18001,1}’95)“00) + glﬁwo]él()lo) + 923100,1‘é|001)

Expresando H, |¢%) de forma matricial e igualando a w}clqh,;) segun (4.9), se tiene la

ecuacion matricial de autovalores para el diagrama a) de la Figura 4.4:
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g1 0 0| PBorog =a)}( Botok (4.10)

(0 91 g§> Biook Biook
g2 0 0 BOOl,E ﬁ001}

Donde las componentes del vector |qb§) estan ordenados segun el orden ascendente-

horario de los nodos 71 del diagrama, y en general toma la siguiente forma en £ (Z):

vit; € N (2) A~ (M) < A7 (141) 0
17;) = | 1 | 4.11)
i=1:# A>:n->n B:n-n 0

La columna de la izquierda de (4.11): V7i; € NV (Z) significa que 7; es el i-ésimo
vector que pertenece al conjunto V'(Z), donde i va de 1 hasta # = CY*?; en la columna
del centro de (4.11) se introduce esta notacion para la siguiente operacion: A~ es una
funcion que lee el vector 71 como un numero binario de izquierda a derecha y devuelve su
valor entero n, mientras que B~ toma un entero n, lo transforma en binario y lo devuelve
escrito como vector de izquierda a derecha!®; ambos leen y escriben vectores de longitud
N + 1, de manera que completan con ceros a la derecha cuando es necesario; A~ (11;) <
A~ (1;4,) significa que los vectores 71; estan ordenados de forma ascendente; esto es, de
manera que su entero n también esté ordenado de forma ascendente; y finalmente la
columna de la derecha de (4.11) significa que en esta representacion matricial de H (Z),

|71;) es la direccion i-ésima de H (Z), representada por un vector con un (inico uno en la

fila i.

La matriz cuadrada de (4.10) es H}; el desarrollo hecho para plantear (4.10) es
generalizable para cualquier otro diagrama, y se puede resumir en trasladar los acoples g;
de cada flecha (que va del nodo 7 al nodo 71') a la matriz hamiltoniano reducida HF €
H (Z) de manera que 7t (nodo origen) corresponde a la columna y 71" (nodo de llegada)

corresponde a la fila, esto se justifica porque se cumple el braket:

viEd s (H)y = (|7 = g gi: () > () (4.12)

19 La flecha indica el sentido de la lectura o escritura del nimero binario: de izquierda a derecha.
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(4.12) significa que H,|7) va a crear las lineas salientes del nodo 7 en el diagrama,

4 . 2 Bl _ — —
lo que se corresponde en la ecuacion como la suma: H;|n) = gillni1> + 9i2|niz) + -,
entonces el braket (71’ |H;|7) localiza uno de esos acoples gi, si ') = |ﬁik), en efecto,

('|H,|7) = g; dice que g;, es el acople de la flecha que vade 7t a 7i'.

Puesto que en los diagramas las flechas solo representan la mitad del hamiltoniano,
al construir la matriz a partir de las flechas dibujadas usando (4.12), se le tiene que sumar

su propia hermitica conjugada para obtener el Hamiltoniano A completo.

Asi, para el diagrama b) de la Figura 4.4 se tiene que en ¢l subespacio H (2), la matriz

del hamiltoniano A? y el autoestado |¢§) vienen a ser, usando (4.12), (4.6) y (4.11):

0 0 g, /3110,E
H=|10 0 g; |¢§> = ﬁ1o1ﬁ (4.13)
g2 91 O :8011,%

Repitiendo el mismo procedimiento para los diagramas de la Figura 4.5 se tiene:

Diagramas
dea i 192)
Figura 4.5

BOlOOO,k

/ \ ﬁloooo,k\
a) 92 0 Boo100,k
.800010,k (4_14)

.80000 1,k

B1100,k

( ) Brnos

) | | Borson
0 g1 93 | Broo1k

kgs g1 O / Bo1o1k
Boo11k

47



* * *

0 92 93 94 B11000,k
0 g1 93 9a B1o100,k
g2 91 O Bo1100,k
0 g1 9 94 B1oo1o,k
93 g1 O Bo1o10,k

c)
93 92 0 Boo110,k
0 g1 92 93 B1ooo1k
ga g1 O Bo10o1,k
9a 92 0 Boo1o1,k

9ga 93 0 Booo11,k

0 o ga Bi1100k
0 g3 ga Bi1010k
0 g5 Ja B1o110,k

gz 92 91 0 Boi110k

* *

0 92 93 B11oo1k

0 g1 93 Bro1o1k

ga g 91 O Bo1101,k
0 g1 92 Broo11k

94 93 g1 0 Boto11,k

9a 93 92 0 Boo111,k

d)

Si se sigue el orden establecido, al usar la ecuacion (4.12) se llenan los elementos de
la triangular inferior de cada matriz HZ, su adjunta corresponde a la triangular superior

con los acoples conjugados), luego HZ es la suma de ambas matrices triangulares.
p jug g0 gu

4.3.2 Hamiltoniano libre de (3.23)

El hamiltoniano de (3.23) viene a ser:

N N
A=H,+A, A, = Z wiala; f = Z g:aa +he.  (4.15)
i=0 i=1

En las ecuaciones (4.9) se pudo establecer la ecuacion de autovalores para el
hamiltoniano de interaccion, con sus autovalor restado un valor constante, en este caso es
necesario considerar el hamiltoniano libre H, debido a que cada oscilador tiene una

frecuencia propia w;, asi que se debe construir la matriz de H; mediante el procedimiento
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descrito en la seccion anterior [4.1.2] y afiadirle la matriz correspondiente a H,, el cual

solo contribuye términos en la diagonal, debido a que |7) es autoestado de éi;réil- :

N
(o) » = ('] Ho|7i) = (@6 w(@) = 2 wm; (4.16)

i=0

En la diagonal solo se afiaden términos correspondientes a la suma de frecuencias w;
de los osciladores excitados n; = 1; la grafica de H, es una “auto interaccion” porque si
(4.12) se aplicara también para i’ = 11, le corresponderia varias flechas que salen y entran
al mismo nodo; sin embargo, como el sentido de giro es irrelevante, se dibuja un bucle en

el nodo, con etiqueta w(71) que es la suma de las frecuencias (4.16), como se muestra:

a) b)

Figura 4.6 En a) se dibuja cada “auto interaccion” con flechas para distintos valores de
i, mientras que en el diagrama b) se dibuja un bucle sin orientacion con la suma de

frecuencias; ambos diagramas tienen la misma informacion.

De acuerdo a (4.16), en a) de la Figura 4.6 entran y salen X curvas, una por cada
estado excitado |n;) = |1), equivalentemente en b) la etiqueta w(7) suma X frecuencias

w;, los cuales se colocan en la diagonal de H~. Por ejemplo, al considerar el hamiltoniano

libre Hy = YN, a)l-&zr&i en a)y b) de la Figura 4.5 se tienen los siguientes diagramas:
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a) b)
Figura 4.7 Diagramas a) y b) de la Figura 4.5 considerando el Hamiltoniano libre
Las etiquetas w(77) en los bucles, segun (4.16), se afiaden en la diagonal de la matriz

HZ en a) y b) de (4.14); en esta seccion solo se afiade esta “auto interaccion”:

Figura LL
47 %)

/wo g1 92 93 91\ ﬁloooo,k\

Bo100o,k

a) 9> W Boo100,k

g3 w3 Booo1o,k

94 Wy .300001,k (4.17)

B1100,k

3 B1o10,k

I I Bo11ok
*

wo + w3 g1 9> | .31001,k

/ Bo1o1,k

Boo11,k

93 92 W, + w3
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4.3.3 Hamiltoniano total de (3.25)

El hamiltoniano de (3.25) es:

N
H = Z 9i;4 &, gji = 9ij gii = w; (4.18)

H tiene interacciones del sistema con cada oscilador del entorno, su auto interaccion,
y la interaccion entre osciladores del entorno dado por g;; &]Tdi JL,jFO,i#], el
procedimiento para construir los diagramas y las matrices Hamiltoniano es esencialmente
el mismo al descrito en las secciones anteriores pero generalizado al hamiltoniano (4.18),

para esto se define un vector A;; segln:

A= (0,--0,-1,0,--0,1,0,--0) (85)), = Gk — Si
(4.19)
dlmAU=N+1 k:O,l,Z,'“N

A;; es un vector de N + 1 componentes, todas son ceros excepto la componentes i y

ij

J que tienen los valores —1 y 1 respectivamente; ademads, k cuentade 0 a N.
Con (4.19) se generaliza el algoritmo dado en la seccion [4.1.2]:

Algoritmo 2

Paso 1.- Se elige el nodo de partida, se empieza por el primer nodo, se copia su indice
vector como 7,

Paso 2.- Se elige el nodo de llegada, se empieza por el nodo que sigue al nodo de
partida, se copia su indice vector como 71,

Paso 3.- Se realiza la resta: Al = 11, — 7,

Paso 4.- Se evaltia la condicion: Ari = A;; ; Si la condicion es verdadera (si existen
i,j que cumpla la condicién), entonces se dibuja una flecha del nodo de
partida al nodo de llegada, y se etiqueta el acople g;; ; si esta condicion es

falsa no se hace nada.

Paso 5.- Se elige el nodo de llegada como el siguiente del nodo de llegada anterior,
se copia su indice vector como 71, y se regresa al paso 3; si el nodo de llegada
anterior es el ultimo nodo, se pasa al paso 6.
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Paso 6.- Se elige el nodo de partida como el siguiente del nodo de partida anterior,
se copia su indice vector como 71, y se regresa al paso 2; si el nodo de partida
anterior es el penaltimo nodo, se pasa al paso 7.

Paso 7.- Se afiade la auto interaccion en cada nodo 71: un bucle con etiqueta w(77);
tras esto se finaliza el algoritmo.

Para el diagrama b) de la Figura 4.7, con N =3 y ¥ = 2, su nuevo diagrama,

considerando las interacciones entre osciladores del entorno dado por (4.18), viene a ser:

Figura 4.8 Diagrama de accion del Hamiltoniano (4.18) para N =3y X = 2; se

representa la accion g; jd;rdl- conj>1i.

En general, usando (4.6) y (4.11) se representan los ket |¢E) en el subespacio H (X),
en esta misma representacion, usando (4.12) y (4.16) se puede construir la matriz del

hamiltoniano A%, y su autovector; para la Figura 4.8 viene a ser:

/wo +twr g, 952 913 953 0 \ B1100k
9qy wo + w; o1 933 0 93 ,31010,k\
9o2 o1 w1 + w; 0 923 913 ! I Bo11o,k I (4.20)
913 923 0 wo t+ w3 931 932 kﬁlOOl,k | .
9o3 0 923 901 wy + w3 91> ﬁo1o1,k/
0 o3 913 Y02 912 wy + w3 Boo11,k

Para N = 4 y X = 2 se tiene # = 10 nodos; su diagrama viene a ser:
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Figura 4.9 Diagrama paraN = 4y X = 2

Su correspondiente hamiltoniano H? y la transpuesta del ket |¢7€) son:

wo + wq 912 902 913 Jo3 0 914 Joa 0
912 Wot w2 Yo 923 0 903 924 0 9os 0
902 o1 w1 + Wy 0 923 913 0 924 914 0
913 923 0 wo + w3 Jo1 9oz 934 0 0 904
Jo3 0 923 Yo1 wy t w3 912 0 934 0 Jia
0 9o3 913 902 912 Wy + w3 0 0 934 924
914 924 0 934 0 0 Wo t Wy Jo1 902 903 4.21)
9oa 0 924 0 934 0 9o1 W1 T Wy 912 913 ’
0 Yos 914 0 0 934 Jo2 912 Wy + Wy 933
0 0 0 Joa 914 924 do3 913 923 W3 T Wy

(ﬁllOOO,k BlOlOO,k ﬁOllOO,k ﬁlOOlO,k :801010,k :800110,k :810001,1(. :801001,1(. :800101,k ﬂOOOll,k)

En general, los ceros en H* son debidos a que se tiene acople nulo para posibles

interacciones de drdenes superior, por ejemplo, g; jklaiaja,tazr 09; jklmnaiajaka;ra;rnajl
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que representan varios procesos de absorcion y emision simultdneamente de energia (sin

especificar que se intercambia de dos a dos); si los osciladores fueran de varios niveles,

. . 2 3 . .
seria posible construir procesos gijkaiaja,t , gijklaiajaka;r , ... , e incluirlos en el

Hamiltoniano previa inclusion de kets |[71) conn; = 0,1,2,3,++, lo cual afiaden mas
nodos a los graficos aumentando la dimension de los subespacios; sin embargo, por

simplicidad basta con usar g;; c7Ll-c7L;r para tener una buena redistribucion de la energia.

4.4 Algoritmos para la construccion del Hamiltoniano reducido

En la seccion [4.3] se emplean unos diagramas esquematicos que visualizan la accion
del hamiltoniano A en un subespacio (), luego se deriva los hamiltonianos H* en su
respectiva ecuacion de autovalores en H (2), reduciendo la complejidad de trabajar en el
espacio total H'; sin embargo, cuando se tiene valores grandes de N y X la elaboracion de
los diagramas también conlleva a un trabajo extenso aunque mecanico, en esta seccion se

sintetiza la elaboracion de los diagramas y se plantea directamente el hamiltoniano H~.

Para la elaboracion de los hamiltonianos H* € £ (X), se emplean dos algoritmos, el
primero partiendo sélo del nimero N, genera las N + 1 listas V'(X), que son el conjunto
de todos los indices-vectores 71 asociados al subespacio H (X), y el segundo actia para
una lista dada NV'(X), creando el hamiltoniano correspondiente; es implicito que el
segundo algoritmo se repite para los valores de 2 = 1: N, creando N — 1 matrices no
triviales H%. No se necesita conocer todos los H, sino solo aquellos para los cuales el

estado inicial [y (0)) tiene componentes no nulas en sus respectivos subespacios H (X).

Algoritmo 3: Algoritmo para la creacion de las listas NV (X)

Se parte del numero N

Paso 1.- Se inicia con el nimero N.

Paso 2.- Se separan las N + 1 tablas vacias que contendran todas las listas NV (X),
donde X vade 0 a N + 1, cada lista V'(X) va a contener # = CY*1 vectores
7, de longitud N + 1.
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Paso 3.- Seiniciaconi =0=(0,0,0,- 0).

Paso 4.- Se calcula X, que es la suma de todas las componentes del vector 71 dado:

=3
Paso 5.- Se aflade el vector 71 a la lista V' (X)

Paso 6.- Se hace 1 — 7 + 1, que expresado en las funciones de (4.11) es: 1+ 1 =
B~ (A~ (1) + 1), que significa: al nimero binario de 71 (leido de izquierda a

derecha) se le aumenta en una unidad.

Paso 7.- Seevaltasin<1=(1,1,1,--- 1); esto es, se lee 7 como un niimero

binario (de izquierda a derecha) y se evalua si no es mayor que 2V*1

Paso 8.- Si la condicional es afirmativa, se regresa al paso 4, si es negativa se finaliza

el algoritmo.

Algoritmo 4: Algoritmo para la creacion del hamiltoniano

Se parte de la lista NV'(X), y de la matriz cuadrada G de orden N + 1, cuyos
componentes son los acoples g;; (el cual incluye las frecuencias w; = g;; en su diagonal

principal).
Paso 1.- Se inicia con los parametros X' y #.

Paso 2.- Se inicia un bucle for donde el indice k va de 1 hasta #, cuando se acaba
este ciclo se acaba el algoritmo.

Paso 3.- Mientras k < #; de la lista V' (X)) se elige 11(k), que es el k —ésimo vector.

Paso 4.- Usando los elementos de la diagonal de la matriz G y del vector 7i(k), se

calcula Hy . = ¥; gi; n; (k) y se lo ingresa en la matriz Hamiltoniano HZ.

Paso 5.- Se inicia otro bucle for para el indice k' que va de k + 1 a #, cuando este

bucle se acaba se regresa al paso 2.

Paso 6.- Mientras k' < #, de la lista V'(2) se elige 71(k"), y con 7(k) se calcula
AT = Ak — (k).
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Paso 7.- Se evallia la condicion: Al = A;; ; si es verdadero, se define el término Hy,

del hamiltoniano como el acople g;; , que es el elemento i, j de la matriz G,
4 . r . * . .
asi mismo se define el término Hy x, = g;;, ambos son ingresados a la matriz

Hamiltoniano HZ.
Paso 8.- Se regresa al paso 5.

Se hace un diagrama de flujo del algoritmo 3:

Figura 4.10. Diagrama de Flujo del algoritmo 3
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Se hace un diagrama de flujo del algoritmo 4:

Figura 4.11 Diagrama de Flujo del algoritmo 4

Entonces, para la ecuacion de autovalores se tiene la matriz hamiltoniano H* y la

lista V'(Z), esta ultima tiene la informacion de los indices 7 de las amplitudes S5 que

conforman el autovector |¢§) a resolver.
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CAPITULO V

HERRAMIENTAS Y NOTACION PARA TRABAJAR EN LOS
SUBESPACIOS

5.1 Notacion de las listas M(Z) y K(X)
5.1.1 Listas V' (X) paran

Para el sistema total de N + 1 osciladores, cada uno con espacio de Hilbert H; y ket
|n;) € H;, se tiene el espacio de Hilbert total sistema — entorno H = H, @ H; ®
H, -+ ® Hy, cuyo ket viene a ser |1) € H, donde 71 = (ny,n,,n, ---ny) es el indice
vector, y pertenece al conjunto 7 € V" de todas las combinaciones posibles; H puede ser

separado en la suma directa de N + 2 subespacios de nimero de excitacion definido X:

H=HODPHA)DH2)-PHN+1) (5.1)

Cada subespacio H (Z) tiene asociado una lista V' (X) que es un subconjunto de

vectores 77, ambos son definidos como se muestra:

H(E) = {zaﬁm) e / SIR) = 2[R)
n #=ch*1 (5.2)

NE)={neN / L) =zn)}

Donde # es el namero de elementos de V' (Z); V' es una lista, un conjunto ordenado,
de manera que los vectores 7 estan ordenados de forma ascendente?’, y la lista V' (Z) es
un subconjunto también ordenado de V'; por ejemplo, para N = 3, se tiene 23*1 = 16
vectores en la lista: ' = {0000,1000,0100,1100,0010,1010, --- 1111}, los elementos
completos de esta lista son representada en la tabla 5.1 en la que se considera a su derecha

su equivalente en niimero entero n, que resulta de aplicar A7 (1) = n, de (4.11):

20 Esto es, 71 es leido como un niimero binario de izquierda a derecha.
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n n

0 = 0000 0
1000 1
0100 2
1100 3
0010 4
1010 5
0110 6
1110 7

Tabla5.1

n n
0001 8
1001 9
0101 10
1101 11
0011 12
1011 13
0111 14

1=1111 15

La lista V'(Z) se forman como un subconjunto de V', cuyos vectores también estan

ordenados de forma ascendente; por ejemplo, para N = 3, se tiene que X varia de 0 a 4,

entonces las listas V'(Z) son representados en la tabla 5.2:

) NE)={n} NE)={n}
0 {0000} (0}
1 {1000,0100,0010,0001} {1,2,4,8}

2 1{1100,1010,0110,1001,0101,0011}

{3,5,6,9,10,12}

3 {1110,1101,1011,0111}

{(7,11,13,14}

{1111}

{15}

Tabla 5.2
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Es importante sefialar que las listas V' o V' (X) se pueden expresar como conjuntos
de los vectores 71, 0 de su equivalente en nimero entero n; también es importante resaltar
que en las listas V' (2) los vectores 71 aunque estan ordenados de menor a mayor, pierden

la “continuidad” como enteros (por ejemplo, 3,4,5, 6, :+) que tenian en V.

5.1.2 Listas K (X) paraTé

Asi como el vector 71 varia en todo el espacio de Hilbert H, a través de los kets |7),
los vectores k también varian en todo el espacio H a través de los autoestados |d)7€>, la

lista K es el conjunto de todos los E, también ordenados de forma ascendente, y los

subespacios H (Z) son definidos como:

H(E) =1 ) agloe) €3 / Slg) = 2ep)

k H# = CgH_l (53)

K@) ={kex / L|¢z) ==|¢z) }

(5.3) establece que K (Z) es el conjunto de todos los k que etiquetan a los autoestados

|¢§) € H(Z), K(X) tiene # elementos; la representacion de k es en cierto sentido

arbitraria, y se elige una forma de dos componentes:

j=14#
k=5,j (5.4)
Y=0:N+1

Asi, para cada X, el indice entero j varia de 1 hasta # = CY*?, recorriendo en todos

los ket de la base { |¢§) } del subespacio H (X); también se puede hacer su representacion
como numero entero k que inicia en 0, hasta 2V*1 — 1, como se muestra en la Tabla 5.3

para N = 4, la lista X es:
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k |k=3,j k |k=3,j
0 0,1 8 2,4
1 1,1 9 2,5
2 1,2 10 2,6
3 1,3 11 3,1
4 1,4 12 3,2
5 2,1 13 3,3
6 2,2 14 3,4
7 2,3 15 4,1
Tabla 5.3

De este modo, ordenando por listas K (X)), vienen a ser:

s K ={k} K(E)={k}
0 {0} {0,1}
1 {1,2,3,4} (1,1;1,2;1,3; 1,4}
2 {5,6,7,8,9,10} (2,1;2,2;2,3; 2,4; 2,5; 2,6}
3 {11,12,13,14} (3,1;3,2;3,3; 3,4}
4 {15} {41}
Tabla5.4

A diferencia del vector 71, el vector k=73, j esta ordenado de forma ascendente y

mantiene una “continuidad” como entero, dentro de cada lista K (X).



5.1.3 Listas (X): m como vector X, i

Los vectores k = 3, j vy las listas K (Z) permiten identificar los autoestados |¢Tc)

dentro de cada H (¥), también es posible contar los kets que conforman la base { |71) }, de

H (Z), con esta representacion vectorial de dos componentes; asi, se plantea que los

vectores 71 € V'(Z) también se pueda representar en dos componentes, analogo a (5.4):

n = 3,1, asi en vez de etiquetar los kets |¢E)> etiqueta los kets |77).

Asi por ejemplo, para N = 3 se tiene:

NE)={n} NE)={n} KE)={n=1%i}
{0000} {0} {0,1}
{1000,0100,0010,0001} {1,2,4,8} {1,1;1,2;1,3; 1,4}

{1100,1010,0110,1001,0101,0011} | {3,5,6,9,10,12}

{2,1;2,2;2,3; 2,4; 2,5; 2,6}

{1110,1101,1011,0111} {7,11,13,14} {3,1;3,2;3,3; 3,4}
{1111} {15} {4,1}
Tabla 5.5

En general, para cualquier N dado, en la Tabla 5.6 se muestra los cuatro primeros

valores de X:

) n n %, 0 #=Ccyt1
0 0 00000 -+ 0 0,1 1
1 10000 -+ 0 1,1
2 01000 -0 1,2
1 N+1
4 001000 1,3
8 00010 -0 1,4
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2N 00000 - 1 1,#
3 11000 -0 2,1
5 10100 ---0 2,2
6 011000 2,3
) (N + 1N
9 10010 ---0 2,4 2
2N 4 gN-1 000011 2, #
7 11100 ---0 3,1
11 110100 3,2
; (N + 1NN - 1)
6
2N 4 gN-1 4 pN-2 000111 3, #

Tabla 5.6 Representacion general de 71 = X, i para los 4 primeros valores de X.

Es importante resaltar que 7 y k son indices que denotan dos cualidades distintas, 72

denota la configuracion de los ket |7) que son autoestados del Hamiltoniano libre ﬁo, y

k denota los autoestados |q§§) del Hamiltoniano completo H, ambos tienen su propia lista

nENYy kex , y aunque V' y K tengan el mismo nimero de elementos, para un X dado,

N (Z) y K (Z) no comparten los mismos indices n o k (aunque si el mismo cardinal #);

es decir, si bien el indice n en su forma vectorial denota un estado |7), la forma vectorial

de k no denota algun estado |E), sino |¢z).
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5.2 Representacion en la nueva notacion

Usando esta notacion de las listas y vectores, establecidas en la seccion [5.1], se

puede hacer una representacion en los subespacios, de los elementos de la teoria:

-3, k—%,j
7)) - |2, i) ¢%) = [#s,) (5.6)
H - HZ Wy = Wy j

Esta notacion, la ecuacion de autovalores viene a ser:

H|pz) = wi|op) = H*|¢s)) = wz]¢s,) H* € (%) (5.7)

Donde j = 1: # varia para denotar cada ket |¢E> € H(Z), H® es el hamiltoniano reducido
al subespacio H (%), y mientras el ket |¢;) tiene dimension 2V*+2, los ket | ¢y ;) tienen
dimension # = CY*1; esto debido a que cada autoestado |<;b§) no ocupa todas las filas |7),

sino solo # del total de 2V*1 filas, siendo ceros el resto de componentes.

Asi, de las ecuaciones (3.8) y (5.7), las amplitudes Sz vienen a ser:

=
S
=
~
I

Brg = (E'ilff’z’,j) =055 Bis,j (5.8)

(5.8) es andlogo a (4.6), puesto que los kets |¢7€) € H (X) son combinaciones lineales
de los kets |17) € H(Z), asi, las amplitudes Bs 7 se anulan si k y 11 tienen asociados X

distintos; usando (5.8), el ket |¢);, j) se expresa como sigue:

#
|¢5,7) = Z Bis,jli) € H(Z) (5.9)
i=1

Que es una representacion completamente dentro del sub espacio H (Z); en (5.9) se
ha hecho el reemplazo |Z, i) por |i) que es un vector que contiene un uno en la fila i, y

ceros en el resto de las filas.
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Se puede expresar la diagonalizacion del hamiltoniano A% mediante una

transformacion unitaria Uy en el espacio H (X):

# #
H* = Z|¢Z,j)<¢2,j| ws; - ﬁgﬁzﬁz = 2|f)<f| Ws, (5.10)
j=1 j=1

Donde Uy : |j) = |¢>:, j) , esta transformacion es representada por una matriz de
orden #, la cual es obtenida via calculo numérico, como se establece en la seccion [4.5.2];

los autovectores |¢>:, j) vienen a ser las columnas de la matriz Us:

# #
Uy = zlqbz,,-)(jl Uy = Z )il Bis,j Oy = (|¢g1) -~ |oss)) (51D
j=1

ji=1
Asi, Uy viene a ser una matriz de componentes f8; 5 j con i, j = 1: #, como se muestra:

Biz1 Bizz - Bizj 0 Pizs
| Bas1 Basz - Boxj ﬁzz#\l
Oz ={Biz)} Bis1  Biz2 - By o Bisw | (5-12)

ﬁ#Zl ﬁ#ZZ .B#Zj ,8#2#

5.3 Traza parcial en los grados de libertad del entorno
5.3.1 La traza parcial dentro de un solo subespacio

Para tomar la traza parcial, en los grados de libertad del entorno, se separa el vector
7 como: 1 = 0,¢ , con g y & denotando los niimeros cuanticos del sistema y el entorno

respectivamente; asi, para un ¢ fijo, el vector 7 = g,¢ viene a pertenecer a un sub

conjunto NV, (2) incluido en el total NV, (2) € N (2), como se muestra:

N, = {ReENE) /Ai=0E) N(E) = UNU(Z) (5.13)
o=0
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Las listas V;(2) son disjuntas; N, (X) tiene un sub conjunto asociado I, c [ =

{1,2,3,--#}parael indice i de 7 = X, i, para un X dado:

1
IZ={ieN/g,é=2,i} 12=LJE (5.14)
o=0

1% es el conjunto de todos los i de 71 = a,g = X,i que pertenecen a un subespacio
dado H(Z), y puede ser creado a partir de un algoritmo descrito en la Figura 5.1:
partiendo de la lista V' (X) se inicia un ciclo Do while que genera todos los vectores 7 €
N'(2) en orden, y a la vez los i que van de 1 a #, y solo si la primera componente del

vector 7 tiene el valor deseado ny = o se le afiade el niimero i a la lista I,; :

Figura5.1

Asi, por ejemplo, de la tabla 5.5, en la columna NV'(X) = {7 }, parala fila X = 2 se
tienen los conjuntos I = {3,5,6} y I? = {1,2,4}; con estos subconjuntos IZ, se puede

expresar la sumatoria en los grados de libertad del entorno para la amplitud Ba?k’ que

multiplica otros términos (- )O_;g% , la sumatoria en ¢ viene a ser:

ﬁgfﬁ _)BiZj
5 fijo: 08 T hL (5.15)
=1j Zﬁag,ﬁ(".)agﬁﬁiﬁlz]( )lZ]
g i€IZ
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(5.15) es valida solo dentro de un solo subespacio H (Z).

En general, una sumatoria en términos que dependen de 7, k y multiplican S 7 , para

cualquier subespacio, se lo puede expresar como:

i :Zﬁﬁﬁ('")ﬁﬁ R 2 =0:N+1
n

(5.16)
= z 055 Zﬁi,z’,j(“')iz’j i=1:#= C}I:VIH
T i

La sumatoria en 7 = X', i se divide en dos sumatorias, para ' y para i (asociado a
2'); la sumatoria en X’ viene multiplicada por 8y 5 (debido a B7#)» al ejecutar la suma en
X' en (5.16) se obtiene: @5 ; = X.; fi5,;(--*)izj donde i estd asociado a X, sin embargo es
conveniente mantener la forma general (5.16) para cuando los elementos f;5 j(-** );z; no
se expresan de forma general, sino dependen del subespacio, entonces se desarrolla:
®z,j = 0500101 + 851 2i Bi1,j (- inj + 052 Xi Bizj ¢ dizj + - Ogne1 G Dine11s

(5.16) varia en todos los subespacios.

A partir de (5.15) se puede llevar a un caso particular, para E, ny 1’ que pertenecen

a un solo subespacio H (Z):

Sfijo: k=3 Kk'=3j @ fi=oi=3i =g E=3i

(5.17)

z ﬁa,?;%ﬁ:‘"?,%’ - 66’0-’ Z ﬁl,z,jﬁ:z,j’
7 el

La delta 8, .+ se debe a que para 0 # ¢': de (5.13) se tiene que 7 y 71’ pertenecen a
Ny (2) y N, (2) que no comparten ningun vector en comun, también los subconjuntos
asociados I; y I, son disjuntos, ecuacion (5.14), de manera que la sumatoria en 5 en
(5.17), que corresponde a sumar en i € IZ yeni' €1 gf , se traduce en tener que sumar

s6lo en los elementos en comun I; N [ ;7 = @; es decir, se anula la suma.
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5.3.2 La traza parcial en subespacios distintos

Desde que se puede pasar de la representacion vectorial (binaria) 71 a entero n, se

puede hacer los mismo con la variable de los grados de libertad del entorno: 5 - &;

= g,& 00000
1000 -+ 0

001000 §- & £€=0,1,2,3,-2" -1 (5.18)

A la izquierda de (5.18) se muestra que, para la primera componente fijada ny = o,
el vector éj puede variar en sus N componentes g? =n,,n,,Nn3, Ny ;al centro de (5.18)

se realiza la trasformacion del vector ¢ al nimero asociado &, el cual puede variar de 0
hasta 2V~1; asi, la relacion entre n (que resulta de transformar 71 ) y £ viene a ser, para

dos valores g, de ny:

77L)1=O',g—>n1 Tl1=O'+28 n1=zl,i1
(5.19)
ﬁzzal,g—)nz n2=0"+23 Tl2=22,i2

(5.19) crea parejas de ny = £4,i1 Y n, = X5, 05 que tienen el mismo € o {j, que es lo
que se necesita para tomar la traza parcial en todos los grados de libertad del entorno, de

forma general sin estar restringido a un solo subespacio.

Por ejemplo, si 7i; = 10100 -+ 0, se tiene 0 = 1 y & = 0100 -+ 0, entonces: 71; —
n, =5, g—> E =2, asi cumple: 5=1+ 2-2; la obtencion de n,; = Z4,i; = 2,2 se

puede obtener de la tabla 5.6, que relaciona X4, i; con n,.

También es posible usar los enteros n para expresar la traza parcial a través de

cualquier subespacio, usando (5.19):

0, >ny o', & > n, k-k k' - k' (5.20)
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2N_q 2N_q

Zﬁofﬁ'[;;’iﬁ’ - Z 'Bnbk T*lz K = Z BO‘+2€,kﬁZ—’+25’k’
E=0 =0

¢
Para pasar (5.20) a la notacion de los sub espacios se considera ademds de n, =

.0 ,r=12de(5.19),yademask =%,j yk' =2'j':

zﬁa,?ﬁﬁg'g’jf - Z ﬁ(zl,il).(Zj)B(Zz,iz),(z’j’) (i1, i) € 1545 (Z1,Z;)
g (Z1,i1;22,02)

Donde I ;/(21,Z;) es una generalizacion de IZ, y es el conjunto de todos los pares

(i4,i,) correlacionados, tales que: X,,i; = a,g?y sl =0, g? , para todos los valores de

g?posibles que permitan X, y X, dados; asi, usando (5.8):

Z'B"f" Z 055,01 2, P3Py j (i1,12) € 15451 (31,27)
(zl,il;ZZ,iz)

Al ejecutar las deltas eliminan las sumatorias en £, y Z,:

i1,i2

Z BogiPozir = Z BiziPistj (iniz) €1, (53 (521)
¢

los (X, iy; Z', i) son parejas de (ny,7m,) que pertenecen al conjunto I, 5(Z,X"), que

es una generalizacion de IZ para distintos subespacios:

, .. 1, X1, =0+ 2E
]6,0_1(2,2)2{([1,12) €Iz x If, /E’ iz =0,+2£}

(5.22)

2N—1

I, = U{(0+ 26, 6" + 26)}

E=0

Se puede desarrollar /; ,» como se muestra: I, ,» = {(0,0'),(0 + 2,0 +2),(0 +

4,0' +4), ,(c+ 2Vt —2,0" + 2N*1 —2)}, después usando la tabla 5.6 se

69



convierten las parejas (n4,1,) a (24, i1; Z;, [3), asi a partir de I, ,+ se deriva I ; ;/(Z,Z")

seleccionando solo las parejas (iq, i) talesque 2, =Xy X, = X',

De (5.22) se puede demostrar el rol de la delta &, ,+ en (5.17) para £ = X', pues para
o #¢', los indices X,i; =c+2E y L',i, =’ + 2E tienen distintos X # X' (2€
establece una serie de unos y ceros a la derecha de o 0 ¢’ en la representacion vectorial
n,ysio+# o', entonces 0 + 2€ y ¢’ + 2€ tendran distintos unos, lo que se cuenta con
), pero eso contradice la condicion inicial £ = X', de manera que no hay solucion
posible, y el conjunto es vacio; en general, la inica manera de tener conjuntos no vacios

del, ,/(Z,X'), para o # ', es que se trabaje en distintos subespacios X # X'.
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CAPITULO VI

SOLUCIONES EXACTAS PARA CONDICIONES INICIALES
ESPECIALES

6.1 La matriz de acoples G

Como se refirio en el algoritmo 4, la matriz G estd compuesto de los elementos g;;,
que es el acople entre el oscilador i y j, tales que cumplen (3.25); esto es, gj; = g;; ¥

gii = w; , G es una matriz hermitiana.

6.1.1 Osciladores del entorno sin interacciones entre ellos

La eleccion de los elementos de la matriz G = {g;;} es compatible con J(w) de
acuerdo a (2.46); esto es, en esta seccion se obtienen los elementos g;; que al reemplazar

en (2.46) resulta la densidad espectral J(w) de (6.1).

Se considera la siguiente densidad espectral /(w), ver referencia [2]:

J(w) = 2mnw, (wﬂ)s ene/we w>0 (6.1)

Donde 7 es la fuerza de acoplamiento adimensional entre el sistema y el entorno, s
da el orden de la densidad espectral (6hmico, sub o super 6hmico), y w es la frecuencia
de corte del espectro, el cual debe ser del orden de la frecuencia del sistema w, = wy, una
eleccion razonable es hacer w, = wy; se tiene que disminuyendo el valor de 1 por debajo

de 0.3 se encamina a la aproximacidon markoviana, de acuerdo a la referencia [2].

El modelo simplificado tiene un espectro discreto de N frecuencias w;, i = 1: N, pero
para el limite N > 1 se puede aproximar al caso continuo, tomando muchos valores
préoximos entre si; de acuerdo a (2.46) se puede elegir una densidad de estados uniforme

en un intervalo de frecuencias, sobre el que se define la funcion acople k(w):
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1 we [(‘)min: (‘)max] Wmin = min{ Wi }

6.2
0 w¢ [a)min' a)max] Wmax = maX{ w; } 6.2)

g(w) = {
Asi, wmin s la frecuencia minima de los osciladores del entorno, y w4, €s la
maxima; se considera una frecuencia minima no nula w,,;, que tenga un valor pequefio
respecto a la frecuencia del sistema w,, ; mientras que w4, S€a varias veces mayor que
Wy, aunque no necesariamente mucho mas grande, pues J(w) de (6.1) se desvanece

relativamente rapido para frecuencias mucho mayores que wy.

Se puede usar (6.2) para crear las frecuencias de los osciladores del entorno mediante
una variable aleatoria, se puede crear aleatoriamente los w; con una distribucién
equiprobable en [Wnin, Wmax ], mediante el uso de una variable aleatoria uniforme en el
intervalo r € [0 ; 1], no obstante, para el calculo numérico es deseable que las frecuencias
no sean muy proximas entre si’! de modo que se las puede generar mediante la siguiente
ecuacion de recurrencia: w;,; = w; + r'h, donde h es una constante que fija la escala de

. . . , : .
separacion media entre frecuencias, y r' = (1 —€)r + €, es una variable aleatoria

uniforme en [€ ; 1] que nunca se anula (1 > € > 0).

La funcién k(w) de (2.46) es el acople V; (como una funcién de la frecuencia wj)
llevado al limite continuo, V; es el acople entre el oscilador del sistema y cada oscilador
del entorno; es decir, esta dado por los acoples g; = V; del hamiltoniano de interaccion
(3.22) o (3.23), de este modo la integral de la densidad espectral J(w) de (2.46),

k

multiplicada por una potencia de la frecuencia w™ viene a ser:

f](w)a)kdw = 2n2|gj|2fa)k6(a)—w]-)da)
J

Esta integral se puede evaluar en dos intervalos: en todo el dominio de las frecuencias

Q, o en cada celda Aw; que son sub conjuntos disjuntos de (), cada subconjunto Aw;
contiene a la frecuencia w;, pero no otra frecuencia del espectro discreto {a)j}. Los

subconjuntos componen todo el intervalo: Q = U; Aw; , la integral de la delta de Dirac en

2l En el Anexo B, Figura B.1, los autovalores son pequefias desviaciones de las frecuencias, que no exceden
de las frecuencias vecinas, mientras mas proximas son dos frecuencias w; los autovalores son mas proximos
a cada frecuencia, y por lo tanto sus célculos requieren de mayor precision numeérica.
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Aw; es: wa,f(a)) 6(0) - wj)da) = f(a)j)&-j . Las integrales ya sea en (), o en cada Aw;

con k = 0, resultan:

f J(@w*dw = 2n2|gj|2a)}‘ J(w)dw = 2m|g;|?
Q j

Awi

Se define |g|2 como igual a la sumatoria, entonces se despeja |g|z y |g;]?:

2 1 1
lgl% =Z|gj| wf =§f J(@)w* dw 92 =5-| J@do (63)
- Q T JAw;

Para este caso, de la densidad espectral (6.1), y el limite N > 1, se tienen los

intervalos Q = [Wmin 3 Omax] ¥ Aw; = (w; — % ; w; + % ), € y €; son definidos en
(6.4), su funcion es darle el ancho a su respectivo intervalo: |Aw;| = €7 + € =¢; ,
entonces cumplen |Q| = ¥V . ¢; . Para N grande o ¢€; pequefio, /(w) en el intervalo Aw;
se puede aproximar a una funcion constante J(w;) y la integral de la derecha de (6.3) se

simplifica a |g;|* = %wai](a)) dw — %ei , dando el valor de los acoples g; :

g; = ’%eiej 0, = arg(gj) € = % (6.4)

En general los acoples g; son complejos, entonces se tiene que introducir sus fases
6;, cuya informacion no se puede deducir de la funcion de densidad espectral, de este
modo hay una libertad de elegir 6; para una densidad espectral dada, y queda a sujecion

del modelo fisico que se desea describir; en muchos casos, como el de este trabajo, se

puede fijar 6; = 0 dando acoples reales, esta es una eleccion razonable desde que /(w)

depende de | gj |2 yno de g; . Las ecuaciones de (6.4) son validas para cualquier densidad
espectral /(w), pero en este modelo se usa la de (6.1); desde que las frecuencias w; son
creadas aleatoriamente, los acoples g; también tienen valores aleatorios. La formula de
€; a la derecha de (6.4) se puede derivar de la Figura 6.1, donde las frecuencias w; no

estan en general igualmente espaciadas, y se considera que €; = €;";; es decir, que la

celda Aw; va del punto medio entre w; y w;_4 al punto medio entre w;,, y w;:

73



Figura 6.1

Las frecuencias w; ,j = 0: N se ubican a lo largo de la diagonal principal de G, y los
acoples entre el sistema y cada oscilador del entorno g; = go; , gjo = go; »J > 0 se

ubican a lo largo de la primera fila y columna, como se muestra:

Wo g1 Y92 Y9z Ya 9n
/gI w; 0 0 O 0 \
Igz* 0 w, 0 O 0 I
G _{gij}:| gs 0 0 w3 O 0 | (6.5)
| i 0 0 0 w, 0 |
\g;, o 0 o0 0 - coN/

Los acoples g;; entre osciladores del entorno, i,j # 0 , i # j, son nulos g;; =0,
entonces G de (6.5) es apropiado para describir un oscilador en interaccion con un

reservorio de fotones, ya que estos no interactiian entre si.

6.1.2 Osciladores del entorno con interacciones entre ellos

La ecuacion (6.4) se puede extender a todos los acoples entre los osciladores del

. . ’ . _ lOl . . .
entorno, un primer intento podria ser: g;; = ’ ]i(a)]-)ej /2me"™, donde cada oscilador i

interactiia con todos los demas osciladores mediante una densidad espectral J;(w) =
S
21N; w; (wﬂ) e~®/®i_¢] problema con esta expresion es que en general ]i(wj) no es
l
simétrico ]i(wj) # Jj(w;) ya que, junto a @;; = —a;; , los acoples deben cumplir g;; =

gji» la solucion es simetrizarlo como sigue: J; (a)j)ej - []i(wj)ej +J; (a)l-)ei]/z, dando:

) 1 w\3
9ij = \/Li(“)j)ej + Li(w)ee i Li(w) = 5 Miw; (J) e~ @/ i#j>0 (6.6

i
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Donde ]i(w]-) =2r (Li(wj) + L; (wi)) es la densidad espectral del oscilador i del

entorno evaluado en wj, /;(w) se puede interpolar como una funcion continua entre ellas.

Asi, con (6.2), (6.4) y (6.6) se puede construir la matriz G = {gi j} como se muestra:

wo Jgio Y20 Yz YJao - Gio  INo
Jio W1 921 Y31 In gi1 In1
J20 G21 W2 g3z Yz Jiz In2
Jzo 931 Y32 W3 Yi3 9i3 IN3
G:{gij}: Jao Ga1 Gaz YGaz Wi v Gia  Gna (6.7)
Jio Y91 YGiz YGiz Giu v Wi - Gin
Ino 9n1 Ynz 9GN3 Yna 0 Gin ot Wy

Hay tres regiones a distinguir en la matriz G, la diagonal (correspondiente a las
frecuencias de cada oscilador), la primera fila excepto el primer elemento de la diagonal
(corresponde a los acoples del sistema con cada oscilador del entorno, y los demads, que
corresponde a los acoples entre osciladores del entorno, cada uno de ellos son descritos
por las ecuaciones (9.3), (9.2) y (9.4) respectivamente, y sefalados en las siguientes

imégenes, considerando gj; = g;;:

a) b) c)
Figura 6.2

Las fuerzas de acoplamientos 7;, con 1y = 1, pueden ser elegidas arbitrariamente
para i > 0; sin embargo, para i = 0 se debe elegir cuidadosamente si se desea el acople
débil o fuerte entre el sistema y el entorno: si desea una dindmica de acoplamiento débil,
entonces se fija n~0.01, si por el contrario se desea una dindmica de acoplamiento fuerte
se puede elegir n~1. La descripcion de esta seccion no es desarrollada en este trabajo,

pero queda concebida para ser empleada en trabajos posteriores.
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6.2 Las condiciones iniciales

Algunas caracteristicas generales son consideradas, como que al inicio, t = 0, el
estado del sistema y del entorno son factorizables, y que el sistema y el entorno se

encuentran en un estado puro.

6.2.1 Entorno a temperaturanula: £ = 1

La eleccion de un entorno a temperatura nula es muy conveniente, pues requiere el
menor subespacio de Hilbert no trivial (1), que tiene dimension # = N + 1, mientras
que para subespacios con X mayores se tiene un mayor nimero de dimensiones # = Cy 1
que crecen rapidamente. La eleccion de £ = 1 permite evaluar el mayor valor de N para
una disposicion de recursos computacionales dadas; en H (1) todos los ket tienen un solo
oscilador excitado, y todos los demas N osciladores estan en su estado fundamental (de

aqui la temperatura nula); asi, al inicio se plantea el estado:

[W(0)) = 11)®]000--- 0), p@=(3 ) (6.8)

El sistema se encuentra en |1), un estado puro, y es factorizable del entorno, el cual

se encuentra en el estado fundamental |000 --- 0) £ lo cual corresponde a la temperatura

nula T = 0; py(0) es la traza parcial de |1 (0)){x(0)| en todos los grados de libertad del
entorno; conforme el sistema total evoluciona en el tiempo, el sistema se relaja, ocupando
el estado |0), mientras que algin oscilador del entorno va ocupando el estado |1); (6.8)
justifica que todos los osciladores del modelo simplificado sean sistemas de dos niveles,
pues para la interaccion planteada, ningun oscilador se excitard mas de dos veces: hay un

solo quantum de energia que se disipa entre el sistema y el entorno.

Las ecuaciones de (6.8) representan un estado puro correspondiente a un ket
perteneciente al subespacio H (1); sin embargo, la matriz de densidad inicial de (6.8) no
contiene términos de coherencia, fuera de la diagonal, a evolucionar. En el subespacio
H (1) no es posible plantear un estado para todos los osciladores tal que el estado del
sistema resulte en una matriz con elementos fuera de la diagonal como en (6.10); por

ejemplo, es posible definir el siguiente estado:
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2
[$) = [0+ 1--0) + B1100 - 0) = ("0 22 (6.9)

Donde |00 -+ 1 -+ 0) indica que algin otro oscilador del entorno esta excitado, ahora
(6.9) ya no es factorizable como (6.8), y la traza parcial en el entorno da p,(0) como un

estado mezcla, lo que tampoco tiene coherencia cuantica que explorar.

6.2.2 Entorno a temperaturanula: £ =0,1

La necesidad de tener términos de coherencia en el estado inicial del sistema, y que

éste sea puro y factorizable del entorno, conduce a plantear que el sistema se encuentre
en el estado deseado |Y5) = a|0) + B|1), y el entorno en su estado fundamental | 0 )E:

[¥) = («|0) + B|1))®|000 - 0), po(0) = (L“;Z IO,;IBZ) (6.10)

El ket |y) pertenece a los dos subespacios H (0) y H (1), aunque F (0) solo es de

una dimensién y no complica demasiado la dinamica, pues el estado |0)|000 --- 0) g NO

cambia en el tiempo; (6.8) se deriva de (6.10) para a = 0.

6.2.3 Hamiltoniano reducido a temperatura nula

De las secciones precedentes [6.2.1] y [6.2.2] se ha establecido que el modelo a

temperatura nula requiere trabajar en los subespacios H (0) y H (1); el subespacio H (0)
es trivial, solo contiene el estado fundamental de todo el sistema |6), y su hamiltoniano
se anula de acuerdo a (3.1) y (3.3), pues no se considera la energia de punto cero, asi se

tiene H® = 0, y en consecuencia wgy; = 0.

En el subespacio H'(1) el hamiltoniano reducido H' puede ser derivado del

algoritmo 4 de la seccion [4.4], o usando las ecuaciones (4.12) y (4.16), y viene a ser:
H'=GT (6.11)
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(6.11) también se cumple para el hamiltoniano (4.18) con acoples no nulos g;; entre

osciladores del entorno.

6.3 Soluciones exactas para las condiciones iniciales
6.3.1 Entorno a temperaturanula: £ = 1

Para ¥ = 1 se tiene el estado inicial (6.8), el estado inicial se expresa de acuerdo a

(3.4) como sigue:

7y =100--0
lp) = Z (Y Y5 = 6riz, (6.12)
n

o - Zi=11

Como la dinidmica esta restringida al subespacio H (1), solo participan los
autoestados |<;b§) € H (1), asi los autoestados y sus amplitudes se expresa de acuerdo a

(5.8), afiadiendo la delta 5 ; que indica la restriccion de la dindmica:

|Pz) = |¢sj) = Sz1ld1)) Bax = 0s1Bia (6.13)

Las amplitudes en la base de modos normales estan dadas por ¢z = ((;bﬂl/)(O)) de

(3.20); asi, reemplazando Yz = 875, de (6.12) en @y, , y usando (6.13), y n, = 1,1:

P = Z ViBig = Bagk = %2 = 01 bBia; (19
i

Aplicando (6.13), (6.14) y (5.17) a x, ,» de (3.26) (y considerando® D = @):

* * * 2 *
Xoo' = z Z Vi By B i Zﬁa,z,zﬁa'z,z = Zlﬁoﬂ zBaz,zﬁgcs,z
g k g

% T_l),,T_l)”

= 055/ Z 52,1|31,1,j|2 Z |ﬁi,z,j|2 =044 Z|ﬁ1,1,j|2 Z |,3i,1,j|2
Z,j

eIz j ielg

22 En las evaluaciones del modelo no se encuentra degeneracion en los autoestados de H.
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Xoo' = B0t zlﬁm,jlz Zlﬁ’t,u|2 (6.15)
7

iel}

El conjunto I} se deduce seglin la ecuacion (5.14), o el algoritmo dado en la Figura

5.1:paraX = 1, V(1) y el conjunto de indices I son:

N(1) ={1000---0,0100---0,0010---0,---,000--- 01}

(6.16)
r={1,2,3,4,N+1}
Asi, las listas V(1) y los conjuntos I, vienen a ser:
Ny(1) ={0100--0,0010+-0,+,000 -+ 01} N, (1) = {10000}
(6.17)
3={2,3,4,N+1} I={1}

(6.17) muestra que I; tiene un solo elemento mientras que I3 tiene N elementos; se

definen ahora las probabilidades pfj:

N+1 N+1
oF = (il o) = Bz Z i — Z pE=1 p; = pY (6.18)
i=1 =1

pl?:j es la probabilidad de que al medir un estado |Z,i) colapse al estado |¢2, j), 0

viceversa; Asi, (6.17) y (6.18) en (6.15) da, parac =0, 1:

— 2
Xos = 0,0(1 = 211) Ao = 51,02 Pj (6.19)
J

Donde pjz = | P11, j|4, X1,0 €s el promedio de la probabilidad (p;), x, , forma una

matriz de densidad estacionaria, sin términos de coherencia, de forma matricial es:

= I ’ 1- p 0 — 4
5= Z oo lo)o'| = ( 0 p) p= Z|ﬁm| (6.20)
0,0’ J

En los términos dependientes del tiempo I, ;/(t) de (3.26), para D = @, se afiaden (6.13),
(6.14) y (5.17), de forma andloga a (6.15):
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% —1i P— )t *
Fo,a’(t) =044 Z Bl,l,jﬁl,l,j’ e l(wlj 1) ) z ﬁi,1,j:81,1,j’ (6.21)

j=j’ i€l

(6.17) en (6.21) resuelve la sumatoria en i € I} para o = 1:

2 2 —i(wij—w, )t
(0 =815 3 [Bra [y e () (6:22)
j=j'
Como T ;(t) es invariante ante la permutacion de j,j' y la compleja conjugada
juntas, entonces se puede escribir como la suma de dos sumatorias con j' > jyj' < j, en
esta ultima se permuta j,j' quedando igual a la compleja conjugada de la primera

sumatoria, asi I 1 (t) viene a ser la primera sumatoria mas su conjugada compleja:

IS (S P z p; pjr cos(wyj — wy o)t
J'> (6.23)

To,6(t) = —=00,6T11(t)

[o,s(t) de (6.23) se deduce por consistencia de (6.23) y (6.19), la traza de T ,/(t) debe
ser nula, en consecuencia Iy y(t) = —I;;(t), y los términos fuera de la diagonal son
evidentemente nulos; asi, (6.23) y (6.19) dan la solucion exacta del modelo simplificado
de dos dimensiones, ecuaciones (3.26), para las condiciones iniciales (6.8) o (6.12),

incluso con degeneracion, porque los términos )(g ., s€ cancelan al sumar y; . y Iy 5/ (t);

asi, considerando 5 de (6.20), se puede expresar la matriz de densidad del sistema como:

o A-p-Th® 0
0=(""" o) (6.24)

El cual devuelve el estado inicial para t = 0, pues de (6.22) se tiene I} 1(0) =
2 2 2 2 2 2
Zj-/:j’lﬁl,l,j| |ﬁ1,1,j’| :Zj,j’|ﬁ1,1,j| |ﬁ1,1,j’| _Zj|ﬁ1,1,j| |ﬁ1,1,j| , se observa que la
. 2 2 22 ) ,
sumatoria ¥ 1| B11j| |Brer| = (Z ilBiil ) = 1 porque las amplitudes S, ; ; estin

: . 2 2 4
normalizadas, y la otra sumatoria es ), j|[31,1, jl |ﬁ1l1, j| =) j| P11, j| = p de acuerdo a

(6.20), asi Ty 1(0) = 1= p, de este modo se obtiene H(0) = () 7):
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6.3.2 Entorno a temperaturanula: £ = 0,1

Para el estado inicial (6.10) se tienen las amplitudes del estado inicial total:

R lal>  ap
) = «|0000 - 0) + 31000 --- 0) po)y=(".
<6¥ B |ﬁ|2> (6.25)
Yo(0) =« P1(0) =P vn>1: ,(0)=0

n es la forma entera de 71, paran=0-%,i =01, yparan=1->X,i=1,1; la
dinamica del sistema total ocurre en los subespacios H (0) y H (1), al reemplazar las

amplitudes de (6.25) en (3.20), y usando (5.8) se tiene:

o = Z Vi By = aBir + BBik = ®xj = O + 851BB 4 (6.26)
7l

Donde f;) = 85,0 puesto que By, ; =1, pues el subespacio F(0) solo tiene un

elemento; el modulo al cuadrado de ¢y viene a ser:

2 2 —~y2
|(P%| R |¢EJ'| = 62,0|a|2 b 62,1|ﬁ:811j| (6.27)
De (5.22) se tiene que calcular I, ;+(%,Z") paraXZ = 0,1 :
Parao,c’ =0,0:

IO,O = { (0’1' 0,1), (1121 1;2); (1:3: 1:3) ) (2131 213) ) (114r 114') )t }

IO,O(OIO) = {(0,1, 0,1)} 10,0(0'1) = {}
(6.28)
Ioo(1,0) = {} Ioo(1,1) ={(1,2;1,2),(1,3;1,3) ,-- (1, #; 1, #)}
Parao,o' =0,1:
Iy, = {(0,1;1,1),(1,2;2,1),(1,3; 2,2),(2,3; 3,1),(1,4; 2,4),--- }
10,1(0:0) = {} 10,1(0,1) = {(0;1} 1'1)} (6.29)
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10,1(1;0) ={} 10,1(1;1) ={}

Parao,c' =1,0:

11,0 = {(1r17 0,1), (2,1; 1;2); (2,2; 1;3)' (3;1; 2;3); (2:4‘; 1;4‘); }

11,0(0;0) ={} 11,0(0'1) ={}
(6.30)
11,0(1'0) = {(1,1; 0,1)} 11,0(1;1) =1{}
Parao,c’' =1,1:
I, = {(1,1;1,1),(2,1;2,1),(2,2; 2,2),(3,1;3,1) ,(2,4; 2,4) ,--- }
11,1(0»0) ={} 11,1(0'1) ={}
(6.31)
I,,,(1,0) = {} I,(1,1) = {(1,1;1,1)}

Asi, de (6.28) a (6.31) en (5.21), se generan los siguientes términos:

Para 0,0’ = 0,0 solo hay términos no nulos para dos casos: L, 2 = 0A XX = 1:
N+1

* *
Z .BOEJE 0E R = 03,0050 + 051057 4 ﬁiljﬁilj’

z i=2

Donde se ha considerado k = %,/ y k' = ', j’, ademds que By, j = 1; se le agrega

las deltas de kronecker para cada caso de I o(Z,X").

Para g,¢’ = 0,1 solo hay un término no nulo, cuando 2 = 0 A X' = 1:

Z ﬁog’;ﬁ;g}r = 85,005/ 1 P14

=

§

Para g,¢’ = 1,0 solo hay un término no nulo, cuando X = 1 A X' = 0:

Z .31,3}3;’3,;/ = 83106570 P11
¢
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Para 0,0’ = 1,1 solo hay un término no nulo, cuando X = 1 A X' = 1:

¢

Estas expresiones se pueden resumir en:

( N+1
05,0050 + 65,105 1 Z ﬁi1jﬁ:1j' o, =0,0
i=2
Zﬁggﬁﬁ;/‘gﬁ, — 1 05,005 1 5f1j' o,0' =0,1 (6.32)
¢ 05,1057 0 P11j g,0' =10
\ 5}:,152’,1 ,311]'3;1]-' o0 =11

Las deltas en Z,X’ se mantienen porque se van a integrar a otras ecuaciones que

- - - -
suman sobre k, k'; entonces, cuando k = k' ambos pertenecen a un mismo subespacio,

se tiene £ = X', y esto anula los términos para o’ # a, y (6.32) se simplifica a:

N+1
. 2 2
Z .3,,3}501,3}, =044 <5a,o <52,0 + 631 Z |ﬁi1j| ) + 651051 |ﬂ11j| )
¢

=2

Como se vio en (6.18), p; = |[311j|2 yZﬁV=4’21|ﬁi1j|2 = 1 — pj, entonces:

Z BoziByzi = 0o’ (900 (8n0 + 032 (1= 1)) + 87182 1)) (6.33)
¢

Asi, (6.27) y (6.33) en x, , de (3.26), para D = @:

2 *
Xoo' = Z|<p75| Z Bogilorz v
k g
=04/ Z (52,o|0f|2 + 52,1|ﬁﬁik1j|2) (50,0 (52,0 +651(1— Pj))
Z,j

+ 65,1051 Pj)
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Xow' =800 | D Snolal+ ) 8uslBIPp;(1= 1)) |+ 850801 ) 8ralB12 1
Z,j Z,j Z,j

Se ejecuta las sumatorias, paraX =0 —» j = 1,peroparaZ=1—->j=1:N+1:

Yo = 8aerSoa| 1l +1812( 1= 07 | |+ 860802lB7 Y 1}
j j

4 .
De (6.20): p = ). j| P11, jl =2 p]?, entonces se puede representar matricialmente:

Xoo' = 00,0 [850(lal? + 1BI7(1 = p)) + 8,1181°p]

(6.34)
p _( 0 |ﬁ|2p) p zj | 1.1,]|

La matriz de x, , corresponde con la matriz de densidad p promediada en tiempos

muy grandes, la cual es un estado mixto, esto significa que al promediar los términos de
interferencia, se pierde la coherencia cuantica, pues al inicio se partid del estado puro

(6.25); (6.34) devuelve (6.20) para a = 0.

I, o+ (t) es el término dependiente del tiempo de (3.26), para el primer factor:

Z PP = Z (abso + .B.Bf1j52,1)(a*52’,0 + .3*.311]"5):’,1)

k=K' @ N=E"N
Z ‘PE‘P%/ = z |a|252,052’,0 + Z aﬁ*.811j’52,052’,1
k=K' @EN=E"N EN=E""
+ Z a*.B.Bf1j5>:,15z’,o + Z |.3|2.B;1j:311j’52,152’,1
@N=E"j" @N=E"j"

Entonces, en I'; ;- (t):
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l-‘O',O', (t) - z |a|262,062,’0 e_i(wz'j_wzlvj’)t

@H=E"N

% —i|wy j—wgr )t
4 RN O M CLER))
Ep=EN

% * —i i— 1.t
+ z a*BP11j05105 o€ l(wz'] = '1) (6.35)
EN=#E"jN

* =i i— 1.t
+ z Iﬁlzﬁnjﬁllj'(g}:’lé‘zr‘l e l(wzd Wyt )
@ N=ELN

. Z ﬁd,?,%ﬁdl,?,ﬁl
4

El factor 23 Bo?%'[;;’ 2 tiene 4 posibles resultados, los cuales contienen deltas en

%,X’', y se eliminaran con las correspondientes deltas del factor Y. .7/ (p,;(p%, dependiendo

como se evalte g, ¢’, asi usando (6.32) en (6.35) se tiene:

Parao,o’' =0,0:

N+1
Fo,o(t) - z |a|252'0621,0 e‘l(wz,j—wgl,jl)t <621062110 + 62’1621,1 Z ﬁiljﬁi*lj’)

(Z,j)i(Z’,j’) =2
N+1
-~ —i|ws j—war .1 )t *
+ z ap*Bi1j'05,005 1€ G (52,052’,0 + 651651 Z .Bi1j.3i1j’>
EN=E"J") i=2

N+1

% % —i| Wy i—Wr .1 )t *

+ z a”BP11j05105 0 € ( = ZI’JI) (52,052’,0 + 6510574 z Biljﬁilj’)
EN=E"J" =2

% —i|lwy j—wWer .1 )t
+ Z |ﬁ|2ﬁ11jﬁl1j’5z,15z’,1e ( I 2””) (52,052’,0
EN=E"JH

N+1
+ 651051 Z ﬁi1jﬁi*1j')
i=2

Multiplicando las deltas entre si, y el que (Z,j) # (£',j'), se eliminan todos los

términos excepto el ultimo:
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N+1

* —ilwy i—wer o)t *
To,0(t) — Z |B|2ﬁ11jﬁ11j’5>:,15>:’,1e ( 2R ) z ﬁiljﬁilj'
i=2

@EN=E"j"

N+1

To,0(t) = Z |B1?B11B11j1 € (- “rif Z '3111'8111

j#j’

Como Iy (t) es hermitiano; esto es, que es invariante ante la permutacion de j y j’

y la conjugacion compleja, entonces se puede expresar como:

N+1

To.0(t) = 2|B|*Re Z Bi1jBiaj e H{ons= “ff Z ﬁmﬁm (6.36)

J'>J

Parag,c’ = 0,1,de(6.32) se tiene 2? B = 85,005 1 ,8;1]., , solo sobrevive

0',?,% ﬁo",?,%’
el segundo término en (6.35), debido al producto de sus deltas:

F0,1(75) =af” Z 511j’5>:,05>:’,1e_l(w2'j ez, ’) 311]
@ H=E N

Al ejecutar las deltas, £ = 0 — j = 1, y considerando que* wg; = 0, se reduce a:

F t = *Z y eiwl.]"t 2
01(t) = ap - P; i = |Buay] (6.37)

Para 0,0’ = 1,0 se tiene Zg’ B = 83,105’ o P11 > €l producto de las deltas

*
o ?ﬁﬁ o &k’

solo permite la supervivencia del tercer término de (6.35):

F1,o(t) =a'p Z ﬁf1j5z,152’,oe_l(wz'j “r, ’) ,3111
EN=E"JH

Al ejecutar las deltas, £’ = 0 — j' = 1, y considerando que wq; = 0, se reduce a:

— * L p,lw jt 2
Lo(t) = a BZ:PJE " pj = |Buj] (6.38)
J

23 Esto debido al Hamiltoniano mas general (3.1) y (3.3) que establece autovalor nulo wg; = 0 para el
estado fundamental del sistema total |0).
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Evidentemente, I o(t) = I'51(t).

Para 0,0’ = 1,1 se tiene 2? 'Bofﬁ'gé’fﬁ’ = 85,105 4 511]'.3;1]" , el producto de las

deltas solo permite la supervivencia del cuarto término de (6.35):

La(0) = 112 Y [yl Buny [ o~(onrmnr)

j#j!

2 2 - f— . .. . .
Como el sumando | P11 jr| | P11 ]-| e l(w“ wld')t es hermitiano (invariante frente a

la permutacion de j y j', y la conjugada compleja) se lo puede expresar como:

_ 2
I () = 2|B] Z pypjcos(wy,jr — wy )t p; =B’ (6.39)
J'>j
Como la traza de p(t) es invariante en el tiempo, se hace: Iy, (t) = =Ty 1(t), y

considerando I}y ; (t) = I''((t), entonces considerando (6.34) la matriz de densidad total

dependiente del tiempo p,; ,(t) = x4 4 + ;o7 () de (3.26), viene a ser:

(IR =) - Tia® T o= Sa [
pw‘( LLo(0) |ﬁ|2p+r1,1<t)> Z 1640

O, se puede expresar de la siguiente forma compacta:

N+1

o _ (L IBRIFOR  ap () N gt
20=(ggre jprrop)  TO= 2l (64D

j=1

La forma de p;;(t) de (6.41) se obtiene al considerar que |B|*p + Ty 1(t) es

2 2 —i(w, - ,
Tk Zj,jr|ﬂ11jr| |ﬂ11j| e (w1, wld")t, donde la sumatoria es el producto de I'(t) por

su conjugada compleja. La matriz p(t) queda determinada al calcular I'(t), la cual es la

unidad al inicio del tiempo I'(0) = ij:11| P11, j|2 = 1 porque las amplitudes f; ; ; estdn

normalizadas, entonces (6.41) retorna el estado inicial (6.25) para t = 0. De la ecuacioén
(6.41) se deriva (6.24) para @ = 0 (lo cual implica § = 1). Al promediar I'(t) en tiempos
largos evidentemente se anula, asi los términos de coherencia p; (t) y pg 1 (t) son valores

complejos oscilantes con promedio nulo. Las probabilidades del estado excitado y
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fundamental p; ;1 (t) y po,o(t) respectivamente, son siempre reales pero se promedian en
tiempos largos a p y 1 — p respectivamente. La ecuacion (6.40) o (6.41) es la solucion
exacta y general, incluso ante la presencia de degeneracion, pues los términos )(g o' S€

cancelan al sumarse x, 5 y I; 5/ (t) en (6.40).

6.4 Caracteristicas generales de las soluciones exactas
6.4.1 La probabilidad p, de encontrarse excitado en el equilibrio

Las soluciones exactas obtenidas en la seccion [6.3] dependen de las probabilidades

establecidas en (6.18) p; = |(1,1|¢1,j)|2, donde |1,1) es el estado |1000 --- 0) usando la
notacion de la seccion [5.1.3] y la ecuacion (5.6), |Z,i) = [1,1) = |1000 --- 0), en esta
notacion ¥ = 1 indica que el ket de estado pertenece a H' (1), i = 1 indica que el ket es
el primer vector de la base de H(1). El ket |1,1) es el estado inicial (6.12); en

consecuencia, p; es la probabilidad de que el estado inicial [1(0)) se encuentre en el j-

ésimo modo de oscilacion colectiva | ;).

La probabilidad que en el equilibrio el sistema se encuentre nuevamente en el estado

excitado p = ), j| P11, j|4 de (6.34), puede ser deducido desde el enfoque de la base de

modos normales, seccion [3.1.2], partiendo del estado inicial |1,1), la probabilidad de ser

encontrado en el estado |q.’>1, j) es pj = | P11, j|2, este estado permanece inalterado en el
tiempo, asi en el equilibrio solo se suprimen los términos de coherencia entre los modos
normales no degenerados, ecuacion (3.20), y asumiendo D = @, la probabilidad de medir
al sistema nuevamente en el estado inicial se puede plantear como la suma de todas las
probabilidades de que el estado inicial |¢p(0)) se encuentre en el j-ésimo modo normal

|1, ;) ¥ que a su vez este nuevamente se encuentre en el estado inicial®*:

2
Plp©@)-p1,;) * Pler )=l Prypnsler,) = [(W(O0)]s;)| (6.42)
1

Po =

#
j=

24 Este planteamiento “clasico” de las probabilidades es posible porque los términos de coherencia son
suprimidos debido al promedio temporal, descrito en (3.20).
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Asi, para [ (0)) = |1,1) se tiene py = p, y para | (0)) = «|0,1) + B|1,1) se tiene
Do = |B|?p; (6.42) se puede generalizar a cualquier estado inicial [y,) y final |¢'):

#
poltho > Y'] = Z Plpo)-lds,j) * Plea,j)=lw) Plyy-lps ;) = [(wl) (6.43)
j=1

La probabilidad de que, iniciando con sistema excitado, el oscilador k se encuentre

excitado en el equilibrio, corresponde a elegir [1,) = |1,1) y [¢') = |1,k + 1), en (6.43):

N+1

2
poll > K1 = > pyBrsna] poll > K] =1 (6.44)
j=1

I

La probabilidad py[1 — k] corresponde a sumar el producto de las probabilidades
correspondientes a la primera y k-ésima fila de U, esta probabilidad corresponde iniciar

con un oscilador con energia w, y encontrar otro oscilador con energia wy, .

Si las probabilidades p; no tienden a una distribucion equiprobable, y por el contrario
tiene un pico pronunciado: 3a / 1 > p, > 1/N, entonces ¢l estado inicial |1p(0)) tendria
una importante componente en un modo de oscilacion |q,’>1,a), y al realizar el promedio
P =Yjza p]2 + Y ,.p2 , los términos Y., p2 son predominantes y comparables con la

unidad; esto es, un relevante efecto memoria.

6.4.2 Evolucién en tiempos cortos sin caida exponencial

Los términos de la matriz de densidad (6.41) dependen temporalmente de I'(t), que
es una sumatoria y puede aproximarse a una integral en el limite continuo cuando N > 1;

sea la funcion I''(t) una generalizacion de I'(t) donde en vez de las probabilidades p; =

2. o .
| P11, j| se tiene otra funcion discreta g, en general compleja, k = 1: N + 1, que modula

—lwgt.

e ; se puede expresar qj = q(wl,k), asi en el limite continuo N — oo, T'(t) se

convierte en una transformada inversa de Fourier de q(w):

P = ) gee™ = 300 = [ (@) do Yac=1  (6as)
k
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Si se desea que conforme N — oo la funcion I'(t) tienda a una caida exponencial en

el tiempo, con un parametro A no negativo, entonces §(t) debe ser definida como sigue:

t>0

F<0 (6.46)

G(6) = e Mu(t) 1>0 u() = {(1)

Basta con aplicar la transformada de Fourier a §(t) para obtener la funcion q(wy) =

Qi que lo pueda generar mediante la sumatoria (6.45):
1 [ R
FaW) =5 [ dee q@ = [a@)|5 | deel e |do’ = q(@)
21 21

Esto es: F{G(t)} = q(w) , al usar §(t) de (6.45) se obtiene:

> g
2t (A —iw) 21m(1% + w?)

q(w) = A+ iw] (6.47)
(6.47) establece que q; = q(wy) debe ser compleja y no solo real®® para que la

sumatoria (6.45) genere una funcidon de caida exponencial en el tiempo, de manera que

no existe ninguna distribucién de probabilidad p; que permita a I'(t) ser una funcion de

tipo caida exponencial como la dada en (6.46). Este resultado es muy importante, pues en

la solucién (2.47) se tiene una caida exponencial para la dindmica markoviana en el

tiempo tanto para la probabilidad el estado excitado como para la amplitud de la

coherencia cuantica.

Adicionalmente, I'(—t) = I'*(t), de manera que en general I'(t) no es simétrica en
el tiempo; esto es, invariante ante una inversion temporal, sin embargo |'(t)|? si lo es,
de manera que la derivada temporal de |T'(t)|? evaluado en t = 0 se anula%, en efecto de
(6.39) se tiene que I ;(0) = 0, lo que conduce a p;1(0) = 0, mientras que I'(0) =
—i{wy;), y de acuerdo a (6.48) es I'(0) = —iw,, lo cual corresponde a p;((0) =
—ia*fwy; es decir, al inicio t = 0 los elementos p; 1 y p1 de la matriz de densidad
(6.41) tienen pendientes nula y —ia*fw, respectivamente, mientras que en la solucion
markoviana (2.47) los respectivos elementos de la matriz de densidad son proporcionales

a la densidad espectral evaluada en la frecuencia del sistema J(w,); de este modo, se

25 De hecho, la parte real decae més rapido que la parte imaginaria, como funcion de la frecuencia w.
26 Porque si la pendiente en ¢ = 0 fuera no nula, entonces |I'(t)|? se comportaria distinto hacia adelante o
atras en el tiempo, dejando de ser simétrica.
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evidencia que las soluciones de este modelo simplificado no coinciden con la

correspondiente solucion markoviana.

6.4.3 Distribucion de probabilidad en el espectro de las frecuencias colectivas

Toda la informacion del operador de densidad a un tiempo t se basa en la funcién
['(t) de (6.41), que se compone de las probabilidades p; = |,31,1‘j|2 y frecuencias
colectivas w, ; , obtenidas de los autovectores y autovalores del hamiltoniano HY; es
posible expresar las probabilidades como funciones de las frecuencias p; = p(w4;) ,
entonces I'(—t) viene a ser la transformada discreta de Fourier de p(wy,j), es posible

también extraer suficiente informacion del hamiltoniano H!' para determinar los

principales parametros de la distribucion de probabilidad p(w; ;); asi por ejemplo, en la

base de los vectores |1,i) se tienen las componentes del Hamiltoniano como (ﬁ 1)ij =

(1,i|H*

1,j), asi de acuerdo a (6.5) 0 (6.7) y (6.11) se tiene:

2
(11| A1) = w, (@)= ) Byl w1 = wg (6.48)
7

El lado derecho de (6.48) resulta de considerar H' = ?=1|¢1,j)(¢1’j|w1,j de

acuerdo a (5.10), entonces (w) es el promedio de las frecuencias colectivas en esta

distribucion de probabilidad p(wl, j) = | P11, j|2; en general se tiene:

oo

(") = Z|,81,1,j|2w?,j = (ﬁln)m (™) = f p(w)w™ dw (6.49)
J

— 00

El lado izquierdo de (6.49) se obtiene al tomar el braket en el estado |1,i) de la
potencia n del hamiltoniano A 1" = Z?=1|¢1, j)<q§1, j| wy ; » €l lado derecho es la forma

continua del lado izquierdo, y se puede considerar el limite cuando N — oo; para el

hamiltoniano proveniente de (6.11) y (6.5) se tiene calculado en la ecuacion (A.9) del

~aMN . . . r
Anexo A los elementos (H 1 )1 , Y por consiguiente los valores medios (w™); asi por

ejemplo considerando (A.10), (A.11) y (A.12) se tiene: (w?) = w3 + |g|?, entonces

considerando (6.48), la variancia de la distribucion de probabilidad es:
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621

N
> = (w2 = ) = ) |gil? (6:50)

Asi, (6.48) y (6.50) muestra que p(wl,j) = |,81,1J-|2 es una distribucién de
probabilidad centrada en la frecuencia del sistema w, y con varianza igual a la suma de
los cuadrados de los modulos de los acoples; (6.49) y (A.9) permite caracterizar la

distribucion al definir el promedio de las potencias de las frecuencias colectivas.

Para la densidad espectral (6.1) se tiene en la Tabla A.2 los valores de las
componentes 1-1 de las 6 primeras potencias del hamiltoniano, de acuerdo a (6.49) son
los promedios (w™) que caracterizan la distribucion de probabilidad, y que se muestran
claramente dependientes del orden 6hmico de la distribucion espectral, asi la varianza
(6.50) viene a ser 62 = 1 w2 s!, lo cual es proporcional a la fuerza de acoplamiento, la
frecuencia del sistema y el factorial del orden 6hmico; se evalua la tabla A.2 para tres

valores correspondientes a espectro sub 6hmico, 6hmico y super 6hmico:

(@™ = (A7),

s=0.5 s=1 s=3
Wy Wo
( %) W31+ ) W31+ 67)
w3 ( 74ﬁ77> w§(1 + 4n) wg(1 + 36n)
<1 39:_ % 2) wi(1+ 137 +12) wi(1 + 1867 + 3672

233Vm Ot
w3 (1 + \/_n + §n2> w3i(1+46n+77%)  wi(1+ 10567 + 3691n2)

1511vmr 1297
w$ (1 VRAET: n*  w§(1+199n +46n%  w§(1+ 69661 + 453613
5 +13) + 216n3)
N
g

Tabla 6.1
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Es posible emplear los promedios (w™) para expresar la funcion I'(t) de (6.41), en

base a la distribucion p(a)l’ j) = | B1,1,) | y (A.13) como una aproximacién a primer orden

en la fuerza de acoplamiento:

[(t) = (e~i@t) = Z (wn>(—lt)n Z (—lt)"

T(t)~e ot 47 Z (_u:—,ot)n (Z (n— i)vs+i) +0m?)
n=2 i=1

Es evidente que paran — 0 entonces I'(t) = et o cual corresponde al sistema

(6.53)

sin interaccidon con el entorno, de manera que la modificacion de su evolucion libre es
perturbativa en la fuerza de acoplamiento débil; (6.53) puede dar una aproximacién para
tiempos breves, pero se necesitaria considerar a drdenes mayores en 77 para una correcta
descripcion de su evolucion a tiempos mas largos, lo cual sumado a la dificultad en el
calculo numérico de sumar potencias con los signos alternados (acumulan el error

considerablemente) hace un modo inestable y limitado su computo para tiempos mayores.

La opcion razonable para obtener I'(t) y p = (p;) es determinar la distribucion de

probabilidad misma p; = p(w1 J) | P11, |2, en el Anexo B se logra la obtencion de los

autovalores (frecuencias colectivas w4 ;) y las amplitudes ; ; j = B; ; mediante funciones

recursivas; no obstante, las probabilidades p; = |ﬁ1_ j|2 quedan bien definidas en la
ecuacion (B.9), donde p; = p(wl, j) toma valores maximos cuando w, ; se aproxima a
w, y decae conforme se aleja de este, cumpliendo con los valores medios de potencias
superiores {(w™) segun (A.9); la ecuacion (B.9) no solo permite el calculo de I'(t) como
una suma de ondas planas, sino también de p = (p;), la probabilidad que el sistema se

encuentre excitado en el equilibrio, lo que caracteriza su efecto memoria.
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CAPITULO VII

EVALUACION Y RESULTADOS

7.1 Caracteristicas generales

Como se refiri6 en el algoritmo 4, la matriz G estd compuesta de los elementos g;;,
tales que cumplen (3.25), asi G es una matriz hermitiana. En (6.11) se establece que el
hamiltoniano para £ = 1 es H* = G”. En esta evaluacion se trabaja por simplicidad con
acoples reales, de manera que los f;;; son reales también, y basta con diagonalizar la
matriz G para encontrar los autoestados |¢>1 j); para la evaluacion en acoplamiento débil
se elige desde n = 0.001 hasta n = 0.3, ver referencia [2]; se escoge una escala de
tiempo donde wy = 1; se elige un entorno con N = 1000 osciladores, entonces las
matrices G y H* son de 1001 filas y columnas. Sélo para el calculo de la entropia de Von

Neumann se elige @ = 8 = 1/+/2 en (6.41). Estos datos son resumidos en la tabla 7.1:

Cantidad Valor o caracteristica
Numero de osciladores del entorno N =1000
Acoples entre osciladores gij ER
Amplitudes de los autoestados Bi1j €ER
Frecuencia del sistema wo =1
Fuerza de acoplamiento débil n=0.001-> 0.3
Orden de la densidad espectral s=0.5 s=1 s=2
Frecuencias maximas y minimas Wmin = 0.05 Wmax =537
Amplitudes del estado inicial (solo a=B=1/2

para el calculo de la entropia)

Tabla7.1
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En la tabla 7.1 el orden de la densidad espectral s se evalua para los tres casos: sub

ohmico, 6hmico y super 6hmico; tras considerar las informaciones de la tabla 7.1 se

evalian p; = p(wl,j) = |.31,1,j|2 y las funciones I'(t) y |T'(t)|? dadas en (6.41).
Evaluando w = wy = 1 en J(w) de (6.1), y considerando que w, = w, [2], se tiene:

2w,

J(wy) = n ~ 2.311454n (7.1)

e

Que se emplea en la ecuacion (2.47) de la dindmica markoviana para comparar con

la evolucion del modelo simplificado.

7.2 Acople débil del sistemay el entorno: n = 0.001

Se tienen las siguientes figuras sobre la evolucion del sistema; se ha encontrado que
el calculo numérico es mas estable cuando menos aleatoriedad hay en la separacion entre
las frecuencias w; , correspondiente a los osciladores del entorno, de manera que en (6.4)
el parametro €; adquiere un valor constante para esta evaluacion; cada figura corresponde
a un conjunto de graficos sobre la distribucion de probabilidades p; y la evolucion

temporal de los elementos de la matriz de densidad del sistema.

Paran = 0.001 y s = 1 se tiene la siguiente densidad espectral:

Densidad espectral

1.8e-08 -
1.6e-06 —
1.4e-06 —
1.2e-06 —

Te-08

Jiw)

e-07
Ge-07
He-07

2e-07

LA Trrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr e rr T
o] 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 ]

Frecuencia de los osciladores del entorno

Figura 7.1 Densidad espectral paran = 0.001 ys = 1
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al)

b)

c2)

d)

Probabilidad

Prababilidad del estado excitado Logaritmo de la Probahilidad

Probabilidad del estado excitado

A continuacion, los graficos para esta evaluacion:

Distibucion de probabilidad

04& o]
0.4+

0.3 4]
0.2+
0.1

[¢]

1 o]

0 T $ T T T T T T T
1

T
15 2 28 3 35 4 45 5

Autovalorfrecuencia

Distribucidn de prababilidad

0 05 1 14 2 25 a gl 4 45 L]

Autovalorfrecuencia

Estado inicial totalmente excitade

T
1800 2000

Tiempo

Estado inicial totalmente excitado

o o O M. Simplificado
M. Markoviano

10 000

20000

Tiempo

a2)

cl)

c3)

Frobabilidad

Probabilidad del estado excitado

Frobabilidad del estado excitado

Amplitud de la coherencia

0.0014

Distribucion de prababilidad

o]

0.oD12

0.001

0.000e

0.000E

0.0004

Y
=]
o]
=]

0.o0002

%ﬂmﬁfﬁurrr o
T

T
0es 1 1.05 1.1 1.15 12 125 13

Autovalorfrecuencia

Estado inicial totalmente excitado

1
T o © O M Simplificade
B M. Markoviano
0995 4
0.99
0.985 H
0.8
1 T T T T T T T T
o] 1 2 3 4 5 [ 7 2
Tiempo
Estado inicial totalmente excitado
o © o M Simplificado
0.07 4 M. Markoviano

0.06 -

0.05 4

0.04
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I B e e e
1200 1220 1240 1280 1280 1300 1320 1340 1380 1380
Tiempo
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Ewvalucion de la coherencia cuantica

real

imaginario

Amplitud de la coherencia

’ ‘

T T T T T T T T 1
D ZDD 400 [su /] 200 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Tiempo

Figura 7.2 Evaluacion paran = 0.001 ys =1

En al) de la Figura 7.2 se tiene la distribucion de las probabilidades p; = p(wl, j) =

|B11, j|2 como funcion de los autovalores w, j, que se asemeja a la distribucion delta de
Dirac, en a2) se hace un zoom donde se aprecia mejor su comportamiento alrededor de
wy , en b) se grafica el logaritmo natural de la probabilidad donde se deduce mejor el
comportamiento general de p; ; en cl) se grafica |T'(t)|* para tiempos breves donde se
evidencia que tiene pendiente nula al inicio, distinto a la soluciéon markoviana, como se
discuti6 en la seccion [6.4.2], en c2) y d) se grafica |['(t)|? para escalas de tiempos
mayores, en este ultimo se exhiben fuertes “sobrevivencias” [12] de la probabilidad,
asociado a un fuerte efecto memoria del sistema general, en c3) se hace un zoom en la
region donde I'(t) se aleja notoriamente de la solucion markoviana (la cual cambia de
color, de azul a gris); encl), c2),c3) yd) se consideraa = 0y 8 = 1 en(6.41), de manera
que las graficas corresponden a la evolucion de p;(t), la probabilidad del estado
excitado. En e) y f) se grafican la funcion I'(t) para distintas escalas de tiempo, en esta

ultima también se evidencia una fuerte sobrevivencia de la coherencia cuantica.

En las graficas cl), ¢2) y d) la curva roja representa la funcion |I'(t)|? que es la
evolucion de la probabilidad de un sistema que al inicio se encuentra totalmente excitado,
mientras que la curva azul corresponde a la correspondiente soluciéon markoviana, dada
en la ecuacion (2.47); en las graficas e) y f) la funcion I'(t) corresponde a la evolucion

del término de coherencia I'j () /a*B de (6.40) 0 p1o(t)/a*B de (6.41).

Se obtiene el valor de p = x;,; = (p;), como se discutio6 en la seccion [6.4.1]:

= (p;) = 0.3363172 (7.2)
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La evolucién de la entropia de Von Neumann de la matriz de densidad (6.41), con

a =f = 1/V2, se realiza mediante el Anexo C, y se presenta a continuacidn, en

comparacion con la probabilidad del estado excitado:

Evelucidn de la entropia

Evolucian de la entropia 05
[s] =] © Entropia
o © O Entopia 0.45 Frobabilidad estado excitado
Probabilidad estado excitado

0.4
0.35
E 4 03
; E 0.25

E u‘% 0.2
0.15
0.1

0+ T T T T T T T T T 0054

o 200 400 G00 800 1000 1200 1400 1 @00 1800 2000 o

Tiempa ] 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 18000 48000 20000
Tiempo
a) b)
Figura 7.3 Evolucion de la entropia de Von Neumann del sistema
En la Figura 7.3 se grafica la entropia en nats en dos escalas de tiempo, mientras que
la probabilidad del estado excitado esta escalada por un factor 1/4 en a) y 1/2 en b).
A continuacion, los resultados de las evaluaciones paras = 0.5,1,2yn = 0.001:
Densidad espectral
0.002
0.0015 H
g 0.001
a) = A
0.0005 -=-

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 i} 6.5 7

Frecuencia de los osciladores del entormo
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b)

Estado inicial totalmente excitado
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c)
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1000

Tiempo

d)

Figura 7.4 Evaluacion paran = 0.001ys =0.5,1,2
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Frobabilidad

Los promedios de las probabilidades para s = 0.5 y s = 2 respectivamente son:

Ps—os = (p;) = 03250733 Ps=z = (p;) = 0.4646133 (7.3)

A la izquierda de la fila a) de la Figura 7.4 se tiene la densidad espectral para los tres
casos: subohmico, 6hmico y superohmico; para s = 2 se extiende el dominio de las
frecuencias para conseguir una mejor representacion de la densidad espectral; a la derecha
de a) se tiene el logaritmo de la probabilidad p; con respecto a los autovalores, se observa
una diferencia en el comportamiento debido al pardmetro s. A la izquierda de b) se tiene
la evolucion de la probabilidad del estado excitado, la cual muestra dependencia del
parametro s, a la derecha de b) se tiene la evolucion de la entropia del sistema para el
mismo intervalo de tiempo, el cual también muestra dependencia del parametro s. En ¢)
se tiene la evolucion de la probabilidad del estado excitado para tiempos largos donde se
observa la presencia de sobrevivencias (survivals) cuyo comportamiento cambia con el
parametro s; en d) se tiene la evolucion de la entropia del sistema para tiempos largos, en
la misma escala de tiempo que en c), se observa que la entropia se mantiene no nula, con

picos de descenso donde se acerca al valor nulo.

7.3 Acople débil del sistemay el entorno: n = 0.01 — 0.3

Se consideran los resultados para distintos valores de 17, pero s = 1.

3 Distribucion de probabilidad
Distribucion de probabilidad

0.12

0.1+
D.DS—_
D.DB—-
0.04

0.02

Logaritmo de la Probabilidad

[s]
o]
[s]
o
+]
[+]
T é‘ T T T T T T T T

05 1 1.5 2 25 3 35 4 45

o 0z 04 06 02 1 12 14 16 18 2

Autovalerfrecuencia
Autovalorfrecuencia

100



b)

d)

Entropia en nats

Frobabilidad del estado excitado

Amplitud de la coherencia

Estade inicial totalmente excitado
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Figura 7.5 Evaluacion paran = 0.01ys =1

El promedio de la probabilidad del estado excitado en tiempos largos es:

p = (p;) = 0.0631602

(7.4)
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b)

Frobabilidad

Frobabilidad del estado excitado
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d)

Entropia en nats

Probabilidad

Evolucidn de la entropia , |
Evalucién de la entrapia
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Figura 7.6 Evaluacion paran = 0.1ys =1

En los graficos de la derecha en b) y d) se ha tenido que obviar intervalos de tiempo
donde no aparecen sobrevivencias de la probabilidad; ademds, no hay suficiente
resolucion para representar correctamente las curvas correspondientes al inicio del
tiempo, dichas curvas estdn bien graficadas en las izquierdas de b) y d), pues

corresponden al mismo grafico, pero en dos escalas de tiempo distintas.

p = (p;) = 0.0075569 (7.5)

Paran = 0.3 se tiene:
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p = (p;) = 0.0031478

(7.6)
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7.4 Sintesis de los resultados
7.4.1 Intervalo de tiempos breves: mayor decaimiento de la probabilidad

El intervalo de tiempos breves es: t € [t,,t; | donde t, = 0, y t; corresponde al
tiempo donde ambas curvas (la del modelo simplificado y la soluciéon markoviana en los
graficos de la evolucion de la probabilidad del estado excitado) se separan, siempre antes
de la aparicion de las sobrevivencias [12]. El tiempo t; puede ser considerado

aproximadamente como un multiplo de 7, , €l tiempo en el que la probabilidad del

estado excitado |I'(t)|? desciende a la mitad:

b =nt, nss Ve <ty : |D(6)[2~e @0t (7.7)
e~/(@o)t de (7.7) es la solucion markoviana, y se aproxima a [[(¢)|2, Vt < t; .

En las Figuras (7.2) y (7.4), paran = 0.001 y diversos valores de s = 0.5,1,2, se
evidencia una distribucion de probabilidad que tiende a una delta de Dirac (en la escala
de autovalores-frecuencias comparable con w, = 1), con una dispersion proporcional a
7, de acuerdo a (6.50) y los valores respectivos de la Tabla 6.1. La pendiente de la curva
correspondiente al modelo simplificado inicia horizontal a diferencia de la
correspondiente a la solucion markoviana (caida exponencial), sin embargo, ambas se
aproximan mucho entre si en el intervalo de tiempos breves t € [t, ,t; | donde la mayor
parte de la probabilidad del estado excitado decae, en tal trayecto no hay diferencia
apreciable frente a la variacion del orden 6hmico s de la densidad espectral J(w), lo cual
es consistente con la solucién markoviana, cuyo parametro de decaimiento viene dado
por la ecuacion (7.1). En la Figura 7.5 se evalua para un acoplamiento mas fuerte n =
0.01 donde la distribucion de probabilidad se hace notoriamente mas ancho (y se aleja de
aproximarse a una delta de Dirac) también se evidencia la proximidad entre ambas curvas,
del modelo simplificado y la solucion markoviana; sin embargo, conforme se evalua para
1n =0.1yn = 0.3 en las Figuras 7.6 y 7.7 las curvas presentan una notoria separacion
entre si, siendo mayor conforme aumenta la fuerza de acoplamiento. Se considera el
intervalo t € [t,, t; ] como el dominio donde la aproximacion markoviana es valida para
acoplamientos débiles, pero deja de serlo para fuerzas de acoplamiento del orden n~0.1

para este problema fisico con densidad espectral dada en la ecuacion (6.1).
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7.4.2 Intervalo de tiempos largos: sobrevivencias de la probabilidad

En los graficos de la evolucion de la probabilidad del estado excitado se evidencia la
aparicion de importantes sobrevivencias de la probabilidad, con picos que pueden llegar
a superar el 80% en tiempos especificos; para fuerzas de acoplamientos muy débiles n =
0.001 se tiene una alta variabilidad de la sobrevivencia, la cual se promedia para tiempos
largos en el orden del 30%, aumentando conforme crece s (orden 6hmico de la densidad
espectral). Para fuerzas de acoplamientos mayores = 0.01 siguen habiendo picos en la
sobrevivencia de la probabilidad pero alejados entre si (manteniendo una posicion fija o
estable en el tiempo), pero sin sobrevivencias entre ellos (la probabilidad tiende a
anularse), y cada vez mas angostos conforme crece la fuerza de acoplamiento,
ensanchandose y decreciendo para tiempos mayores. El promedio de la probabilidad para

tiempos largos disminuye conforme aumenta la fuerza de acoplamiento, como se muestra:

Fuerza de acoplamiento Promedio de la probabilidad
n = 0.001
0.3250733 0.3363172 0.4646133
(s=05,1,2)
n = 0.01 0.0631602
n =01 0.0075569
n=03 0.0031478

Tabla 7.2

A diferencia de la solucidbn markoviana que solo presenta un decaimiento
exponencial de la probabilidad para este problema, la solucion exacta de este modelo
simplificado presenta una fuerte sobrevivencia de la probabilidad en la dinamica del
acoplamiento débil, que se hace menor conforme mas fuerte es el acoplamiento y mayor
el orden 6hmico de la densidad espectral; aun asi, es interesante notar que los picos de las
sobrevivencias aumentan al pasar de n = 0.1 a n = 0.3, lo que hace suponer que para
este problema fisico habria un valor de 74 segln el cual la amplitud de los maximos de la
sobrevivencia disminuye conforme 7 crece y se acerca a 1, para luego aumentar,

conforme crece 7, superando 71, , esta suposicion es consistente con la dindmica no-
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markoviana donde el acoplamiento fuerte entre el sistema y reservorio permite un mayor

efecto memoria, y con ello la presencia de sobrevivencias [2].

7.4.3 Evolucidn de la entropia de Von Neumann del sistema

En todas las graficas de la evolucion de la entropia en tiempos breves t € [ty ,t; ]:
a) de la Figura 7.3, la grafica derecha de b) de la Figura 7.4, y en las izquierdas de d) de
la Figura 7.5, Figura 7.6 y Figura 7.7 se tiene un comportamiento caracteristico, siempre
se inicia con valor nulo y crece hasta alcanzar un maximo, a partir del cual empieza a
decrecer, mientras que la probabilidad del estado excitado solo decrece en ese intervalo
de tiempo t € [ty ,t; |. La entropia de Von Neumann de la matriz de densidad es una
medida de la ignorancia del estado mezcla (ver seccion [2.1.2]), siendo nulo cuando el
estado es puro, tal como corresponde al inicio del tiempo, razén por la cual la entropia
inicia con valor nulo, y cuyo crecimiento pone de manifiesto que la matriz de densidad
del sistema “se vuelve mas mezcla” porque en la interaccion con el reservorio se pierde
informacion del estado puro inicial gy = |, )WY, |, donde |Yo) = a|0) + B|1); por otro
lado, la disminucién de la entropia corresponde a una disminucion de la ignorancia de su
estado, de su cualidad de mezcla, y la aproximacion a un estado puro, el cual no
necesariamente corresponde al estado inicial del sistema, sino al estado fundamental p =
|0)(0], pues en su interaccion con el reservorio a temperatura nula el sistema “cede” su
excitacion al entorno, tendiendo a decaer al estado fundamental, lo cual da certeza sobre

el estado actual del sistema, pero ya no del estado inicial.

En las graficas de la evolucion de la entropia para tiempos largos t > t; , como en
b) de la Figura 7.3 (y mejor comportado en las derechas de d) de la Figura 7.5, Figura 7.6
y Figura 7.7) se observa el aumento de la entropia correlacionado a la presencia de las
sobrevivencias (aumento de [T'(t)| o su cuadrado), debido a que en dichas sobrevivencias
el sistema se aleja del estado fundamental y recupera informacion del estado inicial, pues
de acuerdo a (6.41), si [I'(t)| = 0 entonces p — |0){0], pero si [T'(t)| = 1 entonces p —
|WoXWol; asi, en el intervalo a tiempos largos el sistema evoluciona entre el estado puro
fundamental (con entropia nula y sin sobrevivencias) y una mezcla con memoria del

estado puro inicial (con sobrevivencias y entropia no nula).
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CAPITULO VIII

CONCLUSIONES

8.1 Conclusiones generales

Es factible y util dividir el espacio de Hilbert total H =®¥_, H; en los subespacios
de niimero de excitacion definido H =@N*1 7 (Z) para reducir el problema general y

obtener la solucion exacta de la dinamica irreversible de un sistema cuantico abierto.

El modelo simplificado, aun siendo una reduccion de la realidad fisica, muestra un
comportamiento coherente con la mecanica cuantica de sistemas abiertos, al presentar un
decaimiento de la probabilidad del estado excitado consistente con la dindmica
markoviana, pero también la presencia de sobrevivencias, revivals [12], debido al efecto
memoria entre el sistema y su entorno con un nimero finito de osciladores N. Del Anexo
E se deduce que el tiempo en el que aparecen las primeras sobrevivencias se hace mayor
conforme crece N, de manera que para un reservorio muy grande N — oo, las
sobrevivencias se alejan hasta el infinito en el tiempo, y la aproximacion markoviana para
este modelo, como una caida exponencial de la probabilidad del estado excitado, es valida

en todo el tiempo finito.

8.2 Conclusiones especificas

La aproximacion markoviana es valida para acoplamientos débiles en intervalos de
tiempo donde ocurre la mayor parte del decaimiento, pero antes de la aparicion de

sobrevivencias en la solucion exacta de este modelo simplificado.

En la solucidn exacta de este modelo aparecen sobrevivencias de la probabilidad del
estado excitado que no aparecen en la solucion markoviana, de manera que la
aproximacion markoviana deja de ser valida en el tiempo donde se presentan tales
supervivencias para este modelo. La amplitud del término de coherencia, de la matriz de

densidad, también presenta decaimiento y sobrevivencias.
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El promedio de la probabilidad del estado excitado disminuye conforme aumenta la
fuerza del acoplamiento. Las amplitudes de las supervivencias de la probabilidad del
estado excitado y de la coherencia cuantica disminuyen con el paso del tiempo, también

tienden a ensancharse.

Se observa que para la fuerza de acoplamiento n = 0.001 la supervivencia de la

probabilidad aumenta con el orden 6hmico s de la densidad espectral.

Se observa que la aproximacion markoviana deja de ser bien comportada a tiempos

breves t < t; para fuerzas de acoplamientos del orden n = 0.1 .

Se observa el comportamiento de la entropia de Von Neumann del sistema, descrito
en la seccion [7.4.3], que inicia con valor nulo porque el estado inicial es puro y
evoluciona hasta un maximo local, del cual decrece porque se aproxima al estado puro
fundamental (debido a que el reservorio estd a temperatura nula). La presencia de
sobrevivencias devuelve informacion sobre el estado inicial al estado actual del sistema,
el cual es una mezcla, y aumenta la entropia en correlacion con las sobrevivencias. La
dindmica de la entropia con las sobrevivencias pone de manifiesto el efecto memoria entre

el sistema y el reservorio.

De la Figura E.2 del Anexo E. se evidencia que las apariciones de las sobrevivencias
se alejan en el tiempo conforme crece el nimero de osciladores del reservorio, asi para
un reservorio con infinitos osciladores la aparicion de las sobrevivencias se alejarian hasta
un tiempo infinito, eliminando las sobrevivencias de la dindmica del sistema, y con ello

el efecto memoria, durante tiempos finitos.

De la Figura E.3 del Anexo E. se evidencia que la evolucion de la probabilidad del
estado excitado en el tiempo se aproxima mejor a la soluciéon markoviana, de caida
exponencial, conforme el nimero de osciladores del reservorio aumenta, asi para un
reservorio infinito la aproximacion markoviana es bien comportada para acoplamientos

débiles con 7 ~ 0.01 en este modelo simplificado.
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Anexo A
Calculo de H7 ;: el primer elemento del hamiltoniano a la potencia n

En la ecuacién (6.11) se establece que el hamiltoniano para £ = 1 es H* = GT, y de

acuerdo a (6.5) se puede escribir el hamiltoniano como sigue:

N+1

R Hi; = wi_16ij + Gi—16j1 + 9716

Hl _ z Hijll,i)(l,jl ij i—19ij i-1Y9%,1 j-1%9i,1 (A.l)
ij=1 go=0

Este hamiltoniano es el mismo al que se tiene en (2.44), donde el sistema se acopla a
todos los osciladores del reservorio, pero sin acoples entre los osciladores del reservorio.

El hamiltoniano esta reducido a H (1), el subespacio con nimero de excitacion uno.

En lo sucesivo, las componentes i, j de la potencia n del hamiltoniano viene a ser:

(L il(AY)"[1,j) = H (A" = Z HEI1, X1, j| (A.2)

Asi, usando (A.1) y (A.2) se puede expresar las componentes i,j del producto

matricial de (ﬁ 1)n+1 =H 1(ﬁ 1)n como se muestra:
HiT]l'H = w;1Hjj + g;-1Hyj + 5i,1zg;€—1 H;j k=2:N+1 (A3
K

El indice k inicia en 2 porque la sumatoria se anula para k = 1, con esto se deducen

las dos relaciones de recurrencia con las que se puede construir de forma explicita H{'f*:

N+1
HEY = oD, + z gig HY Vi> 1 HY = i HR + gi 1 HY  (A4)
i=2
Ambas ecuaciones de (A.4) se refieren mutuamente, y es posible construir con ellas
cualquier H"+1 partiendo de Hl-Oj = 8;; (que corresponde a la matriz identidad), por
ejemplo, se puede obtener H; ; de (A.1) paran = 0 en (A.4); es posible reducir (A.4) a
una sola ecuacion de recurrencia expresando la segunda ecuacion de forma explicita,

mediante la siguiente induccién:
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n Vi> 1 Hi{' = w4 H] + gi-1H}Y

0 H111 wi—1Hj + gi-1HD

1 H}, = wi H) + gi—1(wi—1Hy + Hi,)

2 H}y = wi_1Hj + gi-1(wiHiy + w;_ Hiy + HY;)

3 Hiy = wiHjy + gioa (i HY + wfHiy + o1 Hf; + HY)

4 Hi5,1 = (‘)is—lHiOl + gi—l(w?—lel + wi3—1H111 + wi2—1H121 + wi—1H131 + Hfy)
Tabla A.1

Como i > 1 entonces H) = 8;1 = 0, se eliminan los primeros términos en cada

desarrollo de la induccion, asi se tiene un patréon que se expresa como sigue:

n
Vi> 1 B = gi_lzw?_‘lfol (A.5)

j=0

Asi, (A.5) en la primera ecuacion de (A.4) da una unica relacion de recurrencia:

n—1
HM?' = woHY + ZIgl Pl i (A.6)
- —

Donde se hizo el cambio de indice: (i —1) > ien g;y w?_j ~1. usando la siguiente

notacion, proveniente de (6.3), se puede re expresar (A.6):

gl = Y lgil? o HITE = ol + Z|g|n bl @A)

Entonces se desarrolla (A.7) de forma recursiva, como se muestra:
Hn+1 Wo 0H111+Z|g|n1 2 Zlgln] 1
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Se agrupan las dos sumatorias mas un término sobrante de una de las sumatorias:

n-—2

HPH! = w2HPT + Z(wo|g|n o2 1913 )L + g BHE
j=0

Este proceso se repite iterativamente, generando términos sobrantes de las sumatorias

que se acumulan:

n-3

- 2 2 2 J
Hn+1 ng{flz + Z(w(z)lgln—j—S + wolgln—j—z + |g|n—j—1) Hi,
j=0

+ (wolgld + lgIDHY 2 + |gl3H !

n—4

Hn+1_w0H¥13+z(w0|g|n —j— 4+w0|g|n =j= 3+w0|g|n —-j= 2+|g|n Jj—= 1)H
j=0

+ (w§lglg + wolgli + 1gI3)HTT> + (wolglf + 1gI1DHTT? + 1gl§HY

Entonces aparece un patréon que puede ser expresado como sigue, para el k-ésimo

“descenso” en la potencia del hamiltoniano:

n-1-k ,k+1 k [J-1
n+1 k+1pgn—k -1 J ] —1-i 2 n—j
j=1 \i=0

Si k = n, se tiene Hfl =611, =1 en el primer término, y la desaparicion de la

primera sumatoria (no hay un conjunto de nimeros donde sumar el indice j), quedando:

-1
HIMY = @i+t 4 Z o H a = w gl (A.8)

=0

De (A.8) es posible encontrar el desarrollo para Hi'; mediante la iteracion para

n1]

ordenes menores de H; , proveniente de (A.8) mismo, como se muestra:

n—1 n—1 n—2-—
—1—i n—2—i-
Hll—w0+2a1Hnll—w3+Zaiw{)‘1‘+Zal ajH ~J

j=1
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La generalizacion correspondiente viene a ser:

k

k=1 ;
n—1 n—2-i; n—3—i;—i, n—-k-Yi 1 i; (A.9)
Z Z z 2 n—k-y*__i;
— J=1"]
bkn - a’ll alz a’I.S a’lk 0
11—1 lz=1 i3=1 lk—l

(A.9) tiene la forma general de Hi'; en un desarrollo perturbativo de los
acoplamientos g;, de acuerdo a (A.7) y (A.8), Vj: aj; es proporcional a |g|Z el cual es
proporcional a | g;|?, el cual es proporcional a la fuerza de acoplamiento 7 de la densidad
espectral J(w); es decir, Vj: aj; es proporcional a 77, de manera que by, , s proporcional

ank, asi, se puede aproximar Hf'; a orden k en 7 tomando los k primeros términos by ,,.

Es importante notar que no todos los términos by, aparecen para un n dado: la
condicion de n para que by, sea no nulo es cuando la sumatoria en el indice i) de by ,
en (A.9) no se anula porque existe el conjunto de los indices i; en los cuales sumar, esto

implica que la cota superior de la sumatoria sea mayor o igual a 1:

>1 Nomin, = 2k (A.10)

El lado derecho de (A.10) se deduce del izquierdo para el minimo valor de n, lo cual
requiere que todos los indices tomen su minimo valor: i; = 1, eso significa que recien en
Hf, aparece by, que es proporcional a 7, a partir de Hy; se tiene by, + b, 4 cuyos
términos son proporcionales a 1 y n? respectivamente, a partir de H{, se tiene by ¢ +
b b Srmi ional 2 3 i i

2.6 T b3 cuyos términos son proporcionales a 7, n“ y n° respectivamente, y asi

sucesivamente.

Para una densidad espectral que puede expresarse como J(w) = 2nnwyA(v), donde

v = w/wq, Ay v son adimensionales, |g|Z de (A.7), y usando (6.3), viene a ser:
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J(@) = 2mooh/og) > 19l =10f* [ AGFdv=nof P, (D)
Qy
Donde Q, es el dominio correspondiente a v, y Ay = fQ A(W)vF dv, también

adimensional; (A.11) en (A.8) y este a su vez en b, , de (A.9):

Jj-1 n-1
a; = nwé“ Z A; by n = nwg Z(n —DA;_4 (A.12)
i=0 i=1

Considerando (A.10) y (A.12), una aproximacion razonable a primer orden en 1 de

Hf', , segin (A.9), viene a ser:

n—-1

HYy = w§ + by + 0 = wi (1 +7 2(” - i)Ai—1> +0(1n?) (A.13)

=1

Usando la densidad espectral (6.1) en (A.11), considerando el limite continuo donde

las frecuencias toman todos los reales positivos, se tiene:

M= [ vtke v = voppn (A.14)
0

Donde vy, es la funcion gamma de x; al considerar (A.14) en (A.9) se tiene la Tabla

A.2 para los primeros 6 valores de n, considerando todos los términos del desarrollo:

n HEd = (ﬁln)m
Wo
‘U(Z)(l + NYs41)
w3 (1 +1(2Ys41 + Vs42))
w5 (1 +1BY¥ss1 + 2Ysa2 + Yor3) + 12VE41)
W3 (1 + 1(4Ys41 + 3Ysaz + 2Ysa3 + Vsra) + 12 BVi1 + 2¥s11Ys42))
W5 (1 +n(5Vs41 + 4Yss2 + 3Vsrz + 2Vsaa + Ysus)
+ 772(6Y§+1 + V212 + 2Y5413Vs2 + 2Ys+3)) + U3Y§+1)

(o)} (€2 BN w N

Tabla A.2
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Anexo B

Célculo numérico de los autovalores y autovectores del hamiltoniano

En esta seccion se establece un método recursivo para el calculo numérico de la
ecuacion de eigenvalores del hamiltoniano dado en (A.1), aprovechando su estructura
particular (fuera de la diagonal solo la primera fila y columna son no nulos) y el limite de
acople débil, en el que los elementos g; fuera de la diagonal sean muy pequefios respecto
a los elementos w; de la diagonal, lo que en un sentido vagamente aproximado, el
hamiltoniano toma la forma de una matriz diagonal de las frecuencias
HA*~Diag(wy,wq, wy),y en ese mismo sentido sus autovalores se pueden aproximar
a las correspondientes frecuencias, y los autovectores a los ket con un uno en la fila

correspondiente, y ceros en el resto de las filas.

La ecuacién de autovalores, expresado de forma matricial, Vj = 1: N + 1, es:

*

/(Uo g1 92 v 9i gN\/ﬁl,j\ /ﬁu\
g1 w; O 0 0 ﬁzj | ,321

(e)

g 0 w; 0 O 0 I ﬁsj ! ,33] !

: ~ 0 0 | I = Wy, I | (B.1)
i 0 0 0 Wi 0 ﬁl+1] kﬁwlj |
gy 0 0 0 0 - wy ﬁN+1, BN+1,

A partir de (B.1) se obtiene para la primera fila: wof;; + YN .9 iBiv1,j = Brj w1 >

y para las demas filas: g;f; ; + w;Bi+1,j = Bit1,j W1,j ; despejando unas amplitudes:

a)llj — Wi

N
1 * giﬁl,j .
Prj = — § 9i Bi+1,j Bis1j=—"— ,i=1N (B.2)
Wy,j — Wo &

La ecuacion de la izquierda de (B.2) obtiene solo la primera componente del
autovector, mientras que la ecuacion de la derecha es valida para todas las demas
componentes, ambas ecuaciones se resuelven de manera sucesiva entre si, de modo que

las iteraciones de estas ecuaciones transforman unas amplitudes aproximadas iniciales

,Bi((;) en otras amplitudes ﬁi(';) que convergen al valor exacto tanto como se desea; para un
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eficiente uso iterativo de las ecuaciones (B.2) se requiere precisar el autovalor w; ; con
el que se esta trabajando, para esto se reemplaza la ecuacion de la derecha en la izquierda,
el resultado es una relacion implicita para los autovalores que no depende de las

amplitudes, sino de las frecuencias w; y el modulo de los acoples g; , que son conocidos:

w1 — wo = z—w 'g"_ j=1N+1 (B.3)
1

En la Figura B.1 se representan las intersecciones entre la recta azul, que corresponde
ay=2x—wy, con la curva roja, que corresponde a f(x) = XN ,|g:1?/(x — w;), la
proyeccion en el eje x de los N + 1 puntos donde ambas curvas se cortan corresponden a

las soluciones de (B.3): x = w; ; que son los autovalores.

En la Figura B.1 las frecuencias de los osciladores del entorno w; estan ordenadas de
forma ascendente con i = 1: N, sin embargo w, se encuentra entre las frecuencias w;, y
w;, +1 » de manera que se generan dos grupos a ambos lados de wy , para las frecuencias
w; < wq (1 < ip) los autovalores w; ;11 se encuentran muy cerca y por detrds de sus
correspondientes frecuencias: w, ;41 < w; , mientras que para i > i, se tiene lo contrario:
los autovalores se encuentran ligeramente por delante de sus correspondientes frecuencias
w141 > w; , conforme mas se alejen de wq los autovalores w; ;1 Mds se aproximaran a
sus correspondientes frecuencias w; , el autovalor w, ; estd asociado a la frecuencia del

sistema w, y puede encontrarse por delante o por detras del mismo.

La Figura B.1 demuestra no solo que todos los autovalores w, ;4,1 existen, sino que
se encuentran confinados a la proximidad de su frecuencia asociada w; y no pueden
extenderse mas alla de la frecuencia vecina w;_; 0 w ;41 segun sea el caso; el calculo
numérico del autovalor puede hacerse encontrando la raiz de la funcion f,(x) = f(x) +
wo — x por el método de Newton Raphson: partiendo de una ligera desviacion de la

(0) (kt1) _ () _

frecuencia X;' =wjgtey usando la férmula de recurrencia X; g

fo(xj(k)) /fo (xj(k)) hasta que el valor absoluto de la diferencia sea menor a cierta

tolerancia 1 > |xj(k+1) —

xj(k)l — 0, la derivada de f;(x) es siempre menor a —1 y por lo

tanto nunca provoca una singularidad al estar como denominador; para el caso del

autovalor w1 ; se puede partir de evaluar fy(w,), si es positivo entonces se inicia desde
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= w;, + &,y si es negativo se inicia desde la derecha x( = Wjy41 —

(0)

la izquierda x;

€ , es muy importante cuidar la eleccion de los puntos iniciales x; porque es posible que

partiendo de otros puntos del mismo intervalo (w; ; w;;,) rapidamente se salte a otros
intervalos debido a la presencia de asintotas que actuan como “catapultas™ del céalculo
numérico enviandolos lejos del intervalo inicial; asi es muy importante asegurar que el
céalculo numérico empleado para obtener las raices de f;(x) mantienen confinado a x en

el intervalo del que inicio.

Una aproximacion para las raices de fy(x) que se encuentran considerablemente
alejados del punto x = w,, consiste en tomar solo el término que mas contribuye a la

sumatoria de (B.3), sea §; = w4 j41 — w; y Aj= w; — wy , entonces:

Vj>0 Igl |gj|2
L8+ A= Z 5 + A~ 19IL B.4
Nk e A B4

Es decir, que toda la sumatoria se reduce al término i = j, esta aproximacion se puede
justificar porque, de acuerdo a la Figura B.1, la recta azul corta a la curva roja en puntos
muy proximos a las asintotas y alejados del eje x (con respecto a distancias de escala
w;y1 — W;, que es la separacion entre asintotas) lo cual hace predominante en la

2
]

sumatoria de (B.3) la contribuciéon del término
W1,j+1-Dj

(que se aproxima mucho a la

asintota en x = w;) sobre los demas términos de la sumatoria (que se alejan de sus

respectivas asintotas, y por lo tanto contribuyen menos a la sumatoria), entonces (B.4)

2 2
|9A/j| (1 + 6j/Aj) ! , Y como |gA’j| (1 - (Sj/Aj),

despejando §; y luego wq ;4 se tiene:

vj>0 _ |gj|2

W1,j+1 ~ Wj + >
(wj - wo) (1 + —lgjl 2) ©
(wj — wo)

0)] - 0)0| >> |0)1’j+1 - (UJ
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Para los autovalores que estan relativamente proximos a w, la aproximacién (B.4)
no es valida y se debe calcular numéricamente las raices de f;,(x), una buena eleccion es

emplear el método de Newton-Raphson, para el que se eligen los valores iniciales:

Vi>1: (0 _ [Wj-1—€ J—1<i, ) _ Wi, t & fo(we) >0
J N T lwi e 1> L T A 0
-1 J 0 w41 — € folwg) <
Los xj(k) son obtenidos mediante la siguiente férmula de recurrencia:
(k)
fol%;
VR CONNONS ( j ) B.7)

'\ )

De esta manera se puede calcular los N + 1 autovalores w, ; a partir de las N
frecuencias w; y acoples g; ; a partir de cada autovalor w,; , j = 1: N + 1, se puede
obtener su respectivo autovector, de componentes f; ; , mediante el uso recursivo de las
ecuaciones (B.2), se inicia creando la primera componente f3; ; con la ecuacion izquierda

de (B.2) y luego se crean todas las demas componentes usando la derecha de (B.2), como

valores iniciales de las amplitudes se fija la primera componente a la unidad:

1
31(,1') =1
)
k) giﬁLj .
S, =—"— [i=1:N
ﬁl+1,] wl,j — C‘)i
k k) —
By = By
1 N
(t1) _ -~ x o (k)
ﬁ1,j = Wy, — wozlgiﬁHl'j
L=

(B.8) establece el proceso iterativo en el orden mostrado: los valores iniciales se

. y 1 .
definen solo para las primeras componentes segun ,81( j) = 1, a partir de esto se generan

1)

todas las demas amplitudes ;7 ; ¥ se las normaliza, luego se evalia ﬁl(zj) y nuevamente

(2)

se evaltan las amplitudes S} ; ¥ se normalizan, entonces se evalua el producto escalar
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entre las amplitudes ,Bi(j) y ﬁi(j) (para un j dado) y se evalua su convergencia a la unidad,

el proceso se repite iterativamente, empleando las formulas de recurrencia, normalizando
y evaluando el producto escalar, hasta que el producto escalar se aproxima a la unidad

tanto como se desea.

De (B.8), las amplitudes ,Bi(’}) ya son una buena aproximacion (no normalizada),

conforme estén mejor calculados los autovalores®” w;, i > de acuerdo a (B.2) si se elige

f1,; = 1 como un factor de escala, las demas amplitudes son ;4 ; = 9i —yse emplean
l

W15~

para normalizar f; j, cuyos modulos al cuadrado vienen a ser:
N 2 -1

|,31,j|2= 1+Z w &

. — w.
iz b :

(B.9)

(B.9) da la distribucion de probabilidad como el médulo al cuadrado de las primeras
componentes f; ; de cada autovector (o los cuadrados de los médulos de la primera fila

de la matriz unitaria que realiza la diagonalizacion). Es evidente que el término entre

2

gi = _fo’(x = a)ljj),de manera que |,6’1,j|2 = —1/f0’(xj)’

Wq,j—Wj

paréntesis es: 1 + Y|

donde x; = w ; son las raices de f,(x); el término —1/f; (xj) es la pendiente de la recta

normal a la curva fo(x) en x; .

27 En principio, para los valores exactos de los autovalores solo bastaria una iteracion y la correspondiente
normalizacion, pero se realizan algunas iteraciones mas para precisar el valor de las amplitudes.
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Anexo C

Calculo de la entropia de Von Neumann del sistema

En esta seccion se establece el calculo de la entropia de Von Neumann S(p)
establecido en la ecuacidn (2.5), la matriz de densidad del sistema j(t) viene dado por la
ecuacion (6.41). La ecuacion (2.5) establece la invariancia de la entropia frente a
transformaciones unitarias, de manera que S(p) puede ser evaluado en otra matriz de

densidad pp (t) que resulta de diagonalizar 5(t), mediante U, como se muestra:

S =S(p®) =S(pp ) pp(0) = Up()T? (C.1)

En general, para una matriz de densidad p de orden 2x2, se tienen los autovalores:

p= (SO A= (1-2p)% + 4lqP?
P1=(1_2—m Pz=@ (C2)
_(1=2p—+/A _(1-2p++/A

wo = (7% =V w2y = (177 )

En (C.2) los kets |y;) son los autovectores ortogonales no normalizados de g, con

autovalores p; que son las probabilidades de que p se encuentre en el estado puro

[P )(Wil; Asi, se tiene la mezcla: pp = py [P (W1 | + p2[2) (2, y de acuerdo a (2.5) y

(C.1) la entropia S(p) viene a ser:
S(p) = —p1Inp; —p;Inp; (C.3)

Para la matriz de densidad de interés (6.41), al comparar con (C.2) se tiene p —

p(®) =IBPITOI* vy q-q®) =a’BT®), asi A®) = (1-2|BIPIN®OI*)* +
4|la*B T(t)|?, entonces A(t) y los autovalores p; y p, de (C.2) son:

(1 ¥ A(t))
2

At) =1+ 41B1*(ATOI* = IT@®I*) (C.4)

p12(t) =

Reemplazando (C.4) en (C.3) se obtiene S(t) = S(ﬁ(t)) la entropia de Von

Neumann del sistema, para la matriz de densidad (6.41), de forma analitica y exacta.
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Anexo D

Caso particular de N = 4

En esta seccion se evalia la solucion exacta para un caso particular de un oscilador
(sistema) de frecuencia w, acoplandose con 4 osciladores de frecuencias w; (entorno),
mediante un mismo valor de acople g, a la vez que los osciladores del entorno se acoplan
entre si mediante un mismo valor de acople g, evaluando la razén g,/gs desde valores

pequefios hasta proximos a la unidad. Asi, el hamiltoniano (4.18) viene a ser:

4 gs iVj=0 i#j
szgijaj*ai gij=3ge INj>0 i#]j (D.1)
i,7=0 w; i=j

De acuerdo a la seccion [4.3.3], el diagrama de accion del Hamiltoniano en H (1) es:

FiguraD.1

La ecuacion de autovalores en este subespacio es:

Wo Ys Is Is Is '81’1’j ’81'1’j
s W1 Ge YJe Ye 182;1,1' .32,1,}'
9s e W2 ZGe e || B3a1j |=wy;| B3 (D.2)
Is Ye e W3 (e 184‘1,]- ’34’1’]-
Is e Ye Ye Wy .85,1,j .35,1,j

La ecuacion (D.2) se resuelve para 5 autovalores y autovectores mediante calculo

numérico, no analitico, lo que demanda definir los elementos de la matriz hamiltoniano:
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(1)1 = 05 (1)2 = 075 (1.)0 = 1 (l)3 = 125 (l)4 = 15
(D.3)
0<9.<9s
Con el valor numérico de las amplitudes B, ; j y autovalores w, ; se puede evaluar la
funcién I'(t) con N = 4 de (6.41) que caracteriza la matriz de densidad del sistema p(t);
en esta seccion se grafica |[I'(t)|? en contraste con la probabilidad del estado excitado
p(t) = e/t de la solucion markoviana asociada para este caso (8 = 1), dada por la
ecuacion (2.47), la densidad espectral / (w) es definida segan (2.46) para acoples V; = g,

asi se puede asociar J(w,) = 2m|gs|?; entonces las funciones que participan son:

5
229 TP
r@ = ) [Bray et p(6) = e~2rlaslt (D.4)
j=1

A continuacién, los graficos resultantes de evaluar |I'(t)|? (curva azul) y p(t) (curva
naranja), ambas describen la evolucién temporal de la probabilidad del estado excitado
del sistema, para un conjunto de valores de los acoples 0 < g, < g, = 0.1 donde la razén

Je/gs toma los valores cero y uno, no hay autovalores degenerados:

gs=0.1

ge=0 o8 | ge=0.1
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p? = (IT (D)%)
e gs — U_l

- Je

Figura D.2

Los gréficos de la Figura D.2 estdn ordenados como sigue: la columna de la izquierda
y derecha (para las dos primeras filas) corresponden a las razones g./gs = 0y g./gs =

1 respectivamente, las graficas de la fila superior corresponden a las probabilidades

| P11, j|2 en el eje vertical, y a los autovalores w, ; en el eje horizontal; los graficos en la
segunda fila comparan las funciones |T'(t)|? y p(t) de (D.4), y el grifico de la tercera fila
es el promedio de la probabilidad en tiempos largos p? = (|T'(t)|?) en el eje vertical, y

el acople g, en el eje horizontal, observandose un crecimiento continuo.

Es importante resaltar que los acoples gg son todos iguales, a diferencia de los

acoples g; del hamiltoniano (B.1) los cuales tienden a anularse conforme i se acerca a 1

o N, lo cual conduce a que las probabilidades | P11, |2 disminuyan conforme j — 2 por la
derecha®® y j = N, que es lo que se aborda en esta tesis, y considerando ademads el
reducido nimero de particulas, donde N = 4, no se justifica el uso de la aproximacion
markoviana p(t) = e /(@) (curva naranja) para este conjunto de osciladores porque el
efecto memoria es muy fuerte debido a la constancia de los acoples g y el reducido
naumero de osciladores, de modo que la presencia de la curva naranja p(t) = e/ (@0t ¢g
meramente referencial para ambos casos g, = 0y g, = g; ; no obstante, un mejor ajuste
de ambas funciones |T'(¢)|? y p(t) para g, = 0, yendo desde valores pequefios de N~1
hasta valores proximos a N = 1000, con los acoples variados g; , en los que si se compara

con la correspondiente solucion markoviana, se realiza en el Anexo E.

: . , 2
2 Para j = 1 se tiene uno de los valores mas altos para |,81,1J-| .
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Se evidencia un cambio sutil en la distribucion de probabilidad | P11, j|2 al aumentar
el acople g, desde 0 hasta g, = 0.1 (primera fila de la Figura D.2), lo cual se expresa en
una modificacién (no dramatica) de la evoluciéon de |I'(t)|? (curva azul) al aumentar g,
de 0 hasta g, ; sin embargo, se observa un incremento significativo del promedio de la
probabilidad en tiempos largos p®? = (|T'(t)|?), tercera fila de la Figura D.2, conforme

se aumenta el acople g, , cuyos valores extremos en la correspondiente grafica son:

p¢i[g, = 0] = 0.5335 p°l[ge = gs] = 0.6185 (D.5)

Se deduce que al “activar” los acoplamientos entre osciladores del entorno, se ayuda
a redistribuir mejor la energia e informacion cudntica entre todos los osciladores a la vez
que se favorecen las sobrevivencias (survivals) de la probabilidad |T'(t)|?, esto es
asociado al efecto memoria en el entorno, precisamente contrario al sentido de la
aproximacion markoviana; se puede decir que al aumentar el valor de los acoples entre
los osciladores del entorno aumenta el efecto memoria y mengua cualquier caracter

markoviano que pueda ser asociado.
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Probahilidad del estado excitado

Anexo E

Evaluacion de |I'(t)|? para N:4 — 499

En esta seccion se evalia la funcién |['(t)|? de (6.41), que describe la probabilidad
del estado excitado del sistema, para distintos valores de N, iniciando en 4 y finalizando
en 499, para una densidad espectral (6.1) con fuerza de acoplamienton = 0.1 yde N =

5 - 99 paran = 0.01, en todos los casos son de orden 6hmico s = 1 y se contrasta con

2TTwo

la correspondiente solucién markoviana p(t) = e /@0t donde J(w,) = de

e

acuerdo a (7.1), aunque sea referencial para valores N~ 4; se elige un intervalo de
frecuencias para los osciladores del entorno entre 0 y 2 (en unidades wgy = 1). En la
Figura E.1 se muestra la densidad espectral para n = 0.1 y N = 199 (izquierda), y la
distribucion de probabilidad de los autovalores paran = 0.1 y N = 99 (derecha):

Densidad espectral Distribucién de prababilidad

4e-04
&b
0.05 oo
] o o
3e-04 4 0.04 o o
= =] o
= i o
2604 4 H 0.03 o
< °© °
o ] o
0.02 4 o o
o
1e-04 L %O
R Mo Mﬂnmnmgmm
0e0D T T T T T T T T T T o f s . . . . . . . .
0 02 04 05 08 1 12 14 16 18 2 22 0 0z 0.4 08 0s 1 12 14 16 18 2

Frecuencia de los osciladores del entorno Autovalorfracuencia

Figura E.1

A continuacion, las graficas paran = 0.1:

Estado inicial totalmente excitado Estado inicial totalmente excitado
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N =) '
M. Markeviano 2 M. Makoviano

0.8 4 £ gg

= 0

]
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=
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o

=

=
0.2 2 027

=3

o

o

[u] T T T T T T T T 1 ! ' i i i I I I I
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Figura E.2
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En la Figura E.2 cada fila corresponde a un mismo numero N, en el siguiente orden:

N=4,9,19,99,199,499; todas las graficas de la columna de la izquierda

corresponde a una evaluacion en tiempos breves, y las de la columna de la derecha

corresponde a tiempos largos; Es muy importante notar que conforme aumenta el nimero

N las sobrevivencias disminuyen y la aparicion de las mismas se alejan en el tiempo, lo

que significa que la aproximacion markoviana, de caida exponencial, se mantiene valido

en un intervalo mayor de tiempo; esto hace suponer que en el limite N — oo las

supervivencias de la probabilidad se alejaran hasta el infinito en el tiempo, dejando a la

aproximacion markoviana vélida en todo el dominio del tiempo. Los valores del promedio

de la probabilidad son presentados en la siguiente Tabla E.1:

N

19

99

199

499

p°? = (IL(O)]?)

0.5532913

0.2776405

0.1535004

0.0300308

0.0152131

0.0061340

Tabla E.1
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probabilidad se anula: p¢? = (|T'(t)|?) - 0.

De la tabla E.1 se puede intuir que en el limite N = oo, el promedio temporal de la

Para este acoplamiento la solucién exacta no coincide del todo con la curva

markoviana, esto se consigue para una fuerza de acoplamiento mas débil n = 0.01:
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En la Figura E.3 se grafica |I'(t)|? para los siguientes valores de N: superior izquierda

N p®l = (IF'(O1?)
5 0.8422344
9 0.6808924

TablaE.2

= 9, inferior izquierda N = 19 e inferior derecha N = 99; los

= (|T'(t)|?) son dados en la Tabla E.2:

N p®l = (IF(O)]%)
19 0.4090875
99 0.1994525
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Ia ?{Jica es, Jaroﬁa[femente, Ja c[z'escz(']ofina académica mds Fermo&ay
efejante de Ja ciencia, un auténtice trz'unfo def intelecto Fumano desde que
aJaarecz'moJ en Jas cavernas Y Juckamos por abrirnos paso en ef mundo

natural mediante efconocimientoy Ja técnica.

Ia ﬁ’&ica es un conjunto de teorias, que superan Ja cosmovisién
aristotélica de Ja que naciteron debido a que son sometidas a fa t[efuracz'o’n
exJoerimentaf.’ st Ja teoria no coincide con Jos emJoerimento& es rechazada, sin
importar cudn atractiva sea, Ja autoridad o Jfa z'ntefz:yente de quien Ja
Jpropuse, y por eso estd dotada C[GJJOL[E‘)‘OJ‘(IJ ferramientas matemdaticas ef
fenjuaje de Ja naturaleza ”Joara darle formafz’c[ac[ a Jas mediciones Y
observaciones. Las mediciones Y ef fenjuaje formaf otorgan Ja robustez
necesaria para soportar ef conocimiento mé&func[amentaf de/ que dispone

nuestra eJJaecz’e.
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