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Resumen

EVOLUCION DE SCHRAMM LOEWNER
Christian Jaime Maura Llauri
2020

Asesor: Johel Vitorino Beltran Ramirez

Titulo obtenido: Magister en Matematicas

La Evolucion Schramm-Loewner, o SLE por sus siglas en inglés, es una
cadena de conjuntos compactos aleatorios que permite generar cualquier curva
aleatoria que posea las propiedades de dominio de Markov y de invarianza bajo
transformaciones conformes. Su construccion pasa por la soluciéon de una version

aleatoria de la ecuacion deterministica de Loewner:

1 7 el
9:(z) — f(t)
go(2) =z

rgi(z) =

donde la funcién continua f es reemplazada por un proceso estocastico vVkB,
donde k es una constante positiva y B un movimiento Browniano. Dicha
construccion facilita la inclusiéon de herramientas del célculo estocastico en el
estudio de las curvas que genera la SLE. La presente tesis tiene como objetivo
principal brindar una descripcion accesible e introductoria de la SLE. Para ello
se enuncian y demuestran los teoremas de Loewner que nos permiten establecer

biyecciones entre familias de hulls y familias de biholomorfismos adecuadamente



normalizados en oo, asi como entre funciones continuas reales de variable real
y familias de hulls. Sobre dichas biyecciones se justifica la buena definicién
de la SLE en tanto familia aleatoria de hulls con ley inducida a través de un
movimiento Browniano por intermedio de la ecuacién aleatoria de Loewner.
Luego se presentan algunas propiedades elementales que la SLE hereda del
movimiento Browniano y se demuestra la existencia de la curva que genera la SLE.
Finalmente, como una manera de discutir el caracter no trivial de la constante k
que aparece delante del movimiento Browniano que da lugar a la SLE, se presenta
una demostracion de una transicion de fase que exhiben las curvas SLE, las cuales

pasan de curvas simples a no simples una vez que se pasa de k € (0,4] a k>4.
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Abstract

The Schramm-Loewner Evolution, or SLE, is a chain of random compact sets that
allows us to generate any random curve that satisfies conformal invariance as well
as the domain Markov property. Its construction goes through the solution of a

random version of Loewner’s deterministic equation:

. (N
9:(2) — f(t)
go(2) =z

Drgi(z) =

where the continuous function f is replaced by a stochastic process VkB,
where k is a positive constant and B a Brownian motion. This construction
enables the inclusion of stochastic calculus tools in the study of the curves
generated by the SLE. The main objective of this thesis is to provide an
accessible and introductory description of SLE. To do this, Loewner’s theorems,
which allows us to establish bijections between families of hulls and families of
biholomorphisms properly normalized in oo, as well as between real continuous
functions of real variable and families of hulls, are enunciated and demonstrated.
On these bijections, the good definition of the SLE is justified as a random family
of hulls with law induced by a Brownian motion through the Loewner random
equation. Then some elementary properties that the SLE inherits from the
Brownian movement are presented and the existence of the curve that generates
the SLE is demonstrated. Finally, as a way of discussing the non-trivial character
of the constant k that appears in front of the Brownian motion that gives rise to
the SLE, a demonstration of a phase transition exhibited by the SLE curves is
presented, which pass from curves simple to non-simple once you go from k € (0.4]
to k > 4.

Key words and phrases. Loewner equation, compact hull, Loewner flow,

Loewner chain, Brownian motion, random curve.
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Introduccion

En 1999 Oded Schramm introduce la evolucién de Schramm Loewner como una
manera rigurosa de generar y estudiar la familia de curvas aleatorias que son de
invariantes bajo transformaciones conformes y satisfacen la propiedad de dominio
de Markov (Domain Markov Property) [Sch00]. Dicha familia contiene justamente
a las curvas aleatorias que emergen como limites continuos de interfases criticas
de algunos modelos de rejillas (en dos dimensiones) de la fisica estadistica (como
el modelo de percolacion o el modelo de Ising).

En dicho articulo, Schramm utiliza la SLE en el contexto de estudio de los
paseos aleatorios sin bucles (Loop-FErased Random Walks ). Un LERW (por sus
siglas en inglés) se construye a partir de un paseo aleatorio simple (X,)nen
definido en Z? tras borrar cronolégicamente las curvas cerradas que genera, como

se puede observar en la siguiente imagen.

. . Xin
Mientras que el teorema de Donskter nos garantiza que ( \L/ﬁ” )t>0 converge

en ley a un movimiento Browniano de dimensiéon 2; Schramm muestra -bajo el
supuesto de que existe un exponente de escala (scaling exponent en inglés) con
respecto al cual el limite de la LERW existe y es invariante bajo transformaciones
conformes- que el limite de la LERW es una curva SLFEs,. Posteriormente, Lawler,
Schramm y Werner demuestran que, en efecto, el limite de las LERW existe y es
invariante bajo transformaciones conformes [LSW04].

. Pero a qué nos referimos con curvas aleatorias y con invarianza conforme de



curvas aleatorias? ;De qué propiedad de Markov estamos hablando? Fijemos un
espacio de probabilidad (€2, F, P); un conjunto simplemente conexo U C C; y dos
puntos a y 3, en 0U, distintos. Consideremos el conjunto compuesto por todas
las curvas contenidas en U, pero que conectan o con 3

U = {v:[0,00) = U : v es continua ,7(0) = a y th v(t) = B};
—00

«

y tomemos una variable aleatoria

A (QF, P) = U, B, pte),

donde B es el sigma algebra de Borel sobre U? construido a partir de alguna
métrica definida en U?; y p@9) es la ley de A. Entonces, dicho \ es una curva
aleatoria con ley pP).

Ahora, supongamos que la siguiente familia de probabilidades:

{p @B 14 c C es simplemente conexo, o, 5 € U y a # 3}

es la familia de leyes que corresponden a las curvas aleatorias a la cual
converge, en el limite de escala, un mismo proceso aleatorio discreto -digamos
una LERW- generado en distintos conjuntos simplemente conexos. Entonces,
diremos que dicha familia de curvas aleatorias continuas (asociadas a la LERW en
este caso) es invariante bajo transformaciones conformes si para todo cuadruple
(U,a, B,¢), donde U C C es simplemente conexo, o, 5 € OU y ¢ es un mapa

holomorfo inyectivo definido en U se cumple que

gb#,u(U’a’ﬂ) = M¢(U),¢(a)7¢(6) ;

donde ¢4 VP es el pushforward de (V%) por parte de ¢.

Por su parte, sea

{p @B 14 c C es simplemente conexo, o, 5 € U y a # 3}

una familia de leyes de curvas aleatorias. Diremos que nuestra familia satisface
la propiedad de dominio de Markov si para toda curva aleatoria A con ley p(U:@?)
(perteneciente a la familia en cuestion) y filtracion natural F, = A((0, ¢]) se tiene,

para todo t > 0 (deterministico o J;- tiempo de parada),

HOD Ny € BIF) =l ODNOD(5 € B),

[\]



para todo B medible.

Resulta que si se puede probar que una curva aleatoria definida en un conjunto
simplemente conexo del plano complejo satisface ambas propiedades, entonces
puede garantizarse que esta se genera a partir de una evolucion de Schramm
Loewner |[Kem17|. Esto facilita su estudio puesto que la construccion de la SLE
lleva en sus entranas una llave que permite abrirle las puertas a la amplia caja de
herramientas provista por el cilculo estocéastico, conectandola, de manera natural,
con el estudio de estas curvas.

Debido a que las curvas aleatorias que motivan la construccion de la SLE
satisfacen la propiedad de invarianza bajo transformaciones conformes, para
brindar una exposicion general de la SLFE basta con concentrar nuestro anélisis
en un conjunto simplemente conexo y dos puntos distintos de su frontera. En
particular, trabajaremos en el semiplano complejo superior H, fijando los puntos
0y oo.

Ahora bien, en aras de hacernos una idea general acerca de la SLE, fijemos una
funcion continua W € C([0, 00), R), tomemos z € H y consideremos el siguiente

problema de valor inicial:

() - 2
dt  2(t) — W(t) (1)
2(0) = z

Dicha ecuacion diferencial es conocida como ecuacion de Loewner. Ahora, se

puede demostrar que existe una tinica familia de funciones inyectivas y holomorfas

(9¢)e=0 tal que
e Para todo z € H, la aplicacion
v:[0,7(2)) = H

t— gi(2)

es diferenciable y es la solucion de (1), donde 7(z) := mf{t > 0
lim, ;- |gs(2) — W(s)| = 0}.

e Para cada t > 0, g; es un biholomorfismo de H; := {z € H: 7(z) > t} sobre
H.



e La familia de conjuntos (K;);>¢ definida como K; := {z € H:7(z) <t}
para todo t > 0 es una familia de hulls que evoluciona con cierta

reqularidad.

Este es, grosso modo, el contenido del que llamaremos teorema 2 de Loewner.
Estamos llamando hull a cualquier compacto K C H tal que K € Hy H\ K
es simplemente conexo. A su vez, la regularidad en la evolucion de la familia de
hulls obtenida a partir de la ecuacion de Loewner se desagrega en la satisfaccion
de tres propiedades fundamentales: Es estrictamente creciente, en el sentido de
que K; C Ky, para todo t > 0y todo h > 0; evoluciona continuamente, en
un sentido que definiremos en el primer capitulo bajo el nombre de propiedad de
crecimiento local; y se encuentra parametrizada de cierta manera adecuada, que
es conocida como parametrizacion por capacidad en el plano medio superior, la
cual sera precisada también en el primer capitulo.

Por otro lado, el camino inverso también es factible. Resulta que toda familia
creciente de hulls (K;);>o que esté parametrizada por capacidad y satisfaga
la propiedad de crecimiento local, puede ser asociada a una tnica familia de
biholomorfismos (g;);>0 (de H \ K; sobre H para todo ¢ > 0) y a una tunica
funcién continua W € C([0,00),R) tal que para todo z € H (g;)scfo,~(z)) resuelve

la ecuacion de Loewner:

Orge(2) =

En particular, una curva simple
v : [0, 4+00) — H,

que satisface 7(0) € Ry v((0,+00)) C H, genera una familia de hulls (v((0,]):>0
y, por ende, puede ser asociada a una familia de biholomorfismos y a una funciéon
real continua que satisfacen la ecuacion de Loewner. Este es el que llamaremos
teorema 1 de Loewner.

En suma, los teoremas de Loewner nos garantizan la existencia de una
biyeccion entre funciones reales continuas y ciertas familias de hulls por
intermedio de la ecuacion de Loewner y de una familia de biholomorfismos.Méas

aln, si se verifican ciertas condiciones sobre una funciéon continua y sobre el flujo



de biholomorfismos asociado a ella (segin la ecuacion de Loewner), entonces
puede garantizarse que la familia de hulls asociada se encuentre generada por
una curva en el sentido de que puede encontrarse una curva 7 : [0,00) — H tal

que
e 7(0) =0 para todo t > 0;

o limy o y(t) =003y

e para todo t > 0, H\ K; es la componente no acotada de H \ v([0,]).

Ahora bien, la aplicacién S que asigna a cada funcion continua, la familia de
hulls asociada a través de los teoremas de Loewner, es una aplicacién continua,
bajo cierta topologia no trivial. En consecuencia, a través de la ecuacion de
Loewner podemos inducir una medida de probabilidad en el espacio de cadenas
de Loewner! a partir de un proceso estocastico definido en el espacio de funciones
continuas. Es asi que para cada k£ > 0, la SLE) se define como la cadena
estocastica de Loewner (K;)i>o cuya ley es inducida a través de la aplicacion

S, por el proceso estocastico
(Wt>t20 = (\/EBt)tzm

donde k > 0y (Bt)i>0 es un movimiento browniano real.

Schramm demuestra que toda SLE} se encuentra inducida, casi seguramente,
por una curva aleatoria . Estas curvas generadas por las SLE) son, justamente,
aquellas a las que nos referiremos como curvas SLE) y son las que coinciden en
distribucion, con las curvas aleatorias que motivan toda esta travesia.

Cabe agregar que la intensidad con la que se altera la variacion de nuestro
movimiento Browniano en la construccion de la SLE}, es decir el k£ > 0 escogido,
no es trivial. Segtn su valor las curvas aleatorias generadas pueden tener o carecer
de ciertas propiedades importantes. En particular, las curvas SLE) vistas con
respecto al parametro k, exhiben dos transiciones de fase que tienen a k = 4
y k = 8 como puntos criticos. Si k € (0,4], entonces la curva generada por la
SLE) es una curva aleatoria simple casi seguramente. Por su parte, si k € (4, 8),

entonces la curva es casi seguramente no simple, pero no cubre el semiplano

lque son las familias crecientes de hulls, parametrizadas por capacidad y que satisfacen la

propiedad de crecimiento local



complejo superior. Sin embargo, para k > 8 las curvas generadas por la SLE}
tienen dimension 2, casi seguramente.

La presente tesis no pretende estudiar modelos de mecéanica estadistica ni las
curvas generadas por los mismos. El objetivo de la tesis es entender y presentar,
de manera accesible, la construcciéon de la SLE asi como brindar un esbozo de
como dicho objeto habilita el uso del calculo estocastico para el estudio de las
curvas que genera. Para ello se ha dividido la exposicién en tres capitulos. El
capitulo uno esta destinado a presentar el contexto deterministico sobre el cual
se define la SLE). Para ello, y con el apoyo del andlisis complejo, se presentan
con detalle los conceptos y resultados que nos permitan comprender y exponer
las demostraciones de los teoremas 1 y 2 de Loewner. En el segundo capitulo, se
brinda una breve exposicion de los resultados del calculo estocastico que nos seran
de utilidad para el estudio de la SLE. En el tercer capitulo, la atencion recae,
finalmente, sobre la evolucion de Schramm Loewner con el objetivo principal de
esbozar una imagen clara y accesible de dicho objeto. Para ello se justifica la buena
definicion de la SLE}; luego se demuestran algunas propiedades fundamentales
que satisfacen las SLE}); posteriormente, se demuestra el teorema de existencia
de la curva que induce la SLE}; y, finalmente, se demuestra la transicion de fase
que cumplen las curvas SLE) en k = 4 como una manera de eshozar como puede

emplearse el calculo estocéstico en el estudio de las curvas SLE.



Capitulo 1

Los teoremas de Loewner

En el presente capitulo desarrollamos el contexto deterministico que nos ayudara
a definir y estudiar las SLE. El objetivo central esta en demostrar los teoremas 1y
2 de Loewner anunciados en la introduccién. Para ello comenzamos demostrando
que podemos asociar a cada familia de hulls una tnica familia de biholomorfismos
normalizados en oco. Luego introducimos la transformada de Loewner, que no
es mas que la funciéon continua que aparece, posteriormente, en la ecuacion de
Loewner. Finalmente, se demuestran los teoremas 1 y 2 de Loewner. A lo largo

de este capitulo seguimos lo trabajado por [Law05], [Kem17] y [BN].

1.1 Definiciones preliminares: Familias de hulls,
familias de biholomorfismos normalizados y

propiedad de crecimiento local.

Definicién 1. Diremos que un compacto K C H es un hull siempre que H/K

sea simplemente conexo.
Fijemos un hull K y recordemos el siguiente teorema de Riemann.

Teorema 1. Para todo conjunto simplemente conexo U contenido propiamente

en C, existe un biholomorfismo f de U sobre el disco unitario D.

Demostracion. Ver [Rud87]. O



1.1. DEFINICIONES PRELIMINARES: FAMILIAS DE HULLS, FAMILIAS
DE BIHOLOMORFISMOS NORMALIZADOS Y PROPIEDAD DE
CRECIMIENTO LOCAL. 8

Gracias a la definicion de hull y a este teorema sabemos que existe un
biholomorfismo g de H \ K a H. Sin embargo, dicho mapa no es el unico
biholomorfismo que deforma analiticamente H\ K en H. Consideremos la siguiente

proposiciéon que resume algunos basicos del andlisis complejo.

Proposicién 1. Sean ¢, x v ¥ automorfismos de D, H y C , respectivamente.

Entonces,
1. existen a € D y 6 € R tales que, para todo z € D
z)=e"¥ ——.
#(2) 1—-az
2. Existen a,b,c y d en R tales que ad — bc > 0 y para todo z € H

x(z) =

az+b
cz+d

3. Existen a y b en C tales que para todo z € C

¥(z) = az+0b.

Demostracion. Ver [Lan93]. O

Fijemos un biholomorfismo f de H\ K a H y tomemos un biholomorfismo

cualquiera ¢ : H\ K — H. Luego definimos x, tal que

x(z) = go f7(2),

para todo z en H. Claramente, xy es un automorfismo de H. Entonces, por la

az+b
cz+d’

Mas aun, es claro, por construccion, que x o f(z) = g(z) para todo z € H.

proposicion 1, podemos escoger a, b, cy d en R tales que ad—bc > 0y x(z) =

Es decir, fijando un biholomorfismo de H \ K a H, podemos escribir cualquier
biholomorfismo entre ambos dominios simplemente conexos tras componerlo con
un automorfismo (adecuado) de H. En consecuencia, los grados de libertad que
tenemos en la seleccion de biholomorfismos de H\ K a H son los grados de libertad
del grupo de automorfismos en H.

Ahora bien, queremos asociar a cada hull K un dnico biholomorfismo bajo
un criterio general. Dado que hemos restringido nuestro analisis a las curvas
aleatorias que conectan 0 con oo, la normalizacién que se presenta se construye

con respecto a 0o. Consideremos la siguientes definiciones.

PUCP 8



1.1. DEFINICIONES PRELIMINARES: FAMILIAS DE HULLS, FAMILIAS
DE BIHOLOMORFISMOS NORMALIZADOS Y PROPIEDAD DE
CRECIMIENTO LOCAL. 9

Definicién 2. Sea g una funcion holomorfa. Diremos que g tiene una singularidad
aislada en oo si existe R > 0 tal que g es analitica en C\ Dg(0). Esto equivale a
sostener que existe R > 0 tal que la funcion f: Dg(0) \ {0} — C, definida como
f(w) =g (%) para todo w en Dg(0) \ {0}, esta bien definida y es holomorfa (lo
cual implica que tiene una singularidad aislada en 0).

En ese sentido, diremos que g tiene una singularidad removible (o un polo)
en oo si f tiene una singularidad removible (o un polo) en 0. En consecuencia,
podremos decir que g posee una expansion en oo siy solo si posee una singularidad
aislada en oo del tipo removible o del tipo polo.

En particular, si g posee una singularidad del tipo polo en co y

o
a_p a_q n
w)=——+4..+—
flw)=—F+..+— +ao+ Y anw
n=1
es la expansion de f en 0 con radio de convergencia R, entonces para todo z tal
que |z| > R,
= a
Gz = o b AR Z Z—Z
n=1
es llamada ezpansion de g en oc.

Estas definiciones, como veremos, podemos extenderlas a funciones definidas

en complementos de hulls en H con ayuda del siguiente teorema conocido:

Teorema 2. (principio de reflexion de Schwarz) Sea UT un abierto conexo y
acotado contenido en H. Suponemos que existe un intervalo abierto no vacio I
contenido en QUT NR. Si f : UT U I — C es una funcion continua tal que f(I)
esta contenida en Ry f|y+ es holomorfa, entonces f posee una tnica extencion

analitica a U = UTUTUU™ donde U~ es la reflexion de U™ a través del eje real:

U ={z€C:zeU"}

Demostracion. Ver [Lan93]. O
Dicho esto enunciamos la proposicion mas importante de la presente seccidn:

Proposicién 2. Para todo compacto K C H que sea un hull existe un anico

biholomorfismo g : H/K — H que cumple lim;|_,o g(2) = 00 y lim|.|00 9(2) — 2

PUCP 9



1.1. DEFINICIONES PRELIMINARES: FAMILIAS DE HULLS, FAMILIAS
DE BIHOLOMORFISMOS NORMALIZADOS Y PROPIEDAD DE
CRECIMIENTO LOCAL. 10

= 0. Es decir, existe un tnico biholomorfimos g tal que para todo |z| > R con

R = sup,,cx |w| la expansion de gx en oo es de la forma

gr(z) =2+ =, (1.1)

donde aq, as, ..., ai, ... son nimeros reales.

Antes de demostrar esta proposicion que nos brinda la normalizacion en
oo que utilizaremos para identificar biunivocamente hulls con biholomorfismos,

enunciamos algunos resultados de analisis complejo que utilizaremos en la prueba.

Definicién 3. (aproximacion a la frontera) Sean U, un conjunto abierto, y (2,)n-0
una sucesion contenida en U. Diremos que (2,)n.0 se aproxima a la frontera de
U si para todo compacto C' contenido en U, existe un N > 0 tal que para todo

n > N, z, no se encuentra en C.

Lema 1. Sean U y V dos conjuntos simplemente conexos en C. Sea f un
biholomorfismo de U sobre V. Si (z,),.0 una sucesion contenida en U que se
aproxima a la frontera de U, entonces (f(2,))n-0 €s una sucesion que se aproxima

a la frontera de V.
Demostracion. Ver [Lan93]. O

Ejemplo 1. Sea U un conjunto simplemente conexo contenido propiamente en
C. Sean f un biholomorfismo de U sobre D; y (2,),>0 una sucesion contenida en
U que converge a la frontera de U. Entonces, lim, o] f(2,)] = 1.

Ejemplo 2. Sea U un conjunto simplemente conexo contenido propiamente en
C. Sean g un biholomorfismo de U sobre H; y (z,),>0 una sucesion contenida en
U que converge a la frontera de U. Entonces, lim,,oIm(g(z,)) = 00 (9(2n))n>0

deviene arbitrariamente grande.

Definicion 4. (Punto accesible) Sea U un conjunto abierto y a un punto en
OU. Decimos que « es accesible si para toda sucesion (z,)n>0, contenida en U,
que satisface lim, .2, = «, existen una curva continua 7 : [0,1] — C tal que
7(]0,1)) C U, pero lim;—17y(t) = «; y una sucesion (¢, ),>o estrictamente creciente

contenida en [0, 1], tal que lim,_,oot, = 1y Y(t,) = 2, para todo n > 0.

Teorema 3. Sea U un conjunto acotado y simplemente conexo. Sea f: U — D
una funciéon holomorfa. Si @ € AU es un punto accesible, entonces f puede

extenderse continuamente a U U {a}.
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1.1. DEFINICIONES PRELIMINARES: FAMILIAS DE HULLS, FAMILIAS
DE BIHOLOMORFISMOS NORMALIZADOS Y PROPIEDAD DE
CRECIMIENTO LOCAL. 11

Demostracion. Ver |[Rud87|. O
Demostremos la proposicion.

Demostracion. (de la proposicion 2) Dividimos la demostracion en 3 partes.
Primero se demuestra que para todo hull K, existe un biholomorfismo ¢ : H\ K —
H tal que limy.|_,o g(2) = oo. Luego nos apoyamos en el principio de reflexion
de Schwarz y mostramos que, por intermedio de la extension analitica de cierta
restriccion de g y una composiciéon con un automorfismo adecuado, podemos
construir un biholomorfismo gk : H\ K — H cuya expansion en oo es como en
(1.1). Finalmente, argumentamos que dicho biholomorfismo es tnico.

Fijamos un hull K ¢ H. Como H \ K es simplemente conexo, el teorema 1
nos permite tomar un biholomorfismo g; de H \ K al disco unitario . Puesto
que K es compacto, podemos escoger r > 0 tal que K C D,(0), donde D,(0) es

el disco de radio r centrado en 0. Luego, definimos la siguiente funcion:

f:D.(0)NH—D
S 2

z

Notemos que 9(D,.(0)NH)NR es un conjunto de puntos accesibles con respecto
a D,.(0) NH. Entonces, por el teorema 3 podemos extender f a
J(D,(0)NH)NR continuamente. En particular, podemos extender continuamente
f a 0. Denotamos como f* a dicha extension; escogemos 6 € R tal que f*(0) = e%;

y consideramos el biholomorfismo ¢ : H — I definido como

w?— D
p(z) = e’ ——.
z=p
Entonces,
lim ¢(z) = e?,
|z]—o0

lo cual implica que

lim ¢ 'o f(w) = oo.
|w|—0

Ahora bien, sea g := ¢! o g;. Es claro que g es un biholomorfismo de H \ K
a H. A su vez, debido a (1.2), tenemos que

lzm\z|—>oogl(z) = lZm|w|_>0f(’lU) = eiH’
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lo cual implica que

Jim_g(2) = lim p~log(z) = oo.

Tras culminar la primera parte de la prueba, pasamos a mostrar que podemos
construir un biholomorfismo de H \ K a H cuya expansion en oo sea como en
(1.1).

Denotamos por H™ al semiplano complejo inferior y definimos

h:D,(0)NH™ — H"
1 (1.3)

5 (=

%

Dado que
[—r,r]=0(D,(0)NH")NR

es un conjunto de puntos accesibles con respecto a D,.(0) N H™; entonces, por el
teorema 3, h puede extenderse continuamente a (D,(0) NH™) U [—r,r]. Ademas,
gracias al lema 1 podemos afirmar que A([—r,7]) esta contenido en R. Luego, por
el principio de reflexion de Schwarz, podemos extender h a D,.(0) analiticamente.
Denotamos por h a dicha extension analitica.

De (1.3) se sigue que h(z) = ﬁ para todo z en D,(0) N H~. Entonces,

z

%(O) = 0, ya que lim,|_,o, g(2) = oo. Por ende, % tiene un polo en z = 0, el cual

debe ser simple, ya que h es inyectiva.

Sea . g
Z(Z) = §+b0+b12+b222+... (14)
la expansion de % en 0. Sea f: C\ D,(0) — C tal que
1
f(2) = =3

h(%)
Como % tiene un polo simple en z = 0, entonces f tiene un polo simple en oo.

Luego, por (1.4), obtenemos la siguiente expasion en oo para f:

donde z es cualquier complejo tal que |z| > r. Ademés, notemos que f(2) = g(z)
para todo z € H \ (D,(0) N H). Entonces, para todo |z| > r obtenemos que
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b_ bir?  byr?
g(Z)IT—;Z+b0+17+z—2+..., (15)
Ahora, definimos ¢ : H — H tal que ¢(z) = %z — % para todo z € H. De

la proposicién 1 se sigue que ¢ es un automorfismo de H. Entonces,

gk ‘= ¢og

es un biholomorfismo de H\ K a H. Sea {a1, as,...} C C tal que:

2 2 2
a; = —byr?, as = —byrt, ..., a,=—0b"
1 b_l 1 ) 2 b_1 21 9 b_l r o
Luego, de (1.5) y la definicion de ¢ se sigue que
o an
z)=z++ —
9k (2) ; -
para todo |z| > r en H. Por ende,
lim gg(z) —z= lim i S g
K — — — = U.
|z]—o0 |z| =00 A

Notemos, por el lema 1, que a,, € R para todo n € N.
Queda probar que gx es tnica. Sea g : H\ K — H un biholomorfismo que

satisface las propiedades de la proposicién en cuestion. Sea

e =R

Dado que ¢ es un automorfismo de H, podemos escoger a,b,c y d en R tales que

ad —bc >0y w(z)zjis Ahora, como

Iim gr(z) = lim g(z) = oo,
|2]— oo 2| = oo
entonces lim,_, o ¥(2) = oo. Luego, ¢ = 0, lo cual implica que ¥ (z) = §2 + g.
Sean a y b reales tal que @ = gy b= b Entonces, ¢(z) = az +b para todo z € H.
Luego,
agr(2) +b =gk (2)) = g(2),

lo cual implica que a =1y b= 0, ya que lim).|- «g(2) — 2z = 0. Es decir, ¢ es la

identidad. Por lo tanto, g = gx. O]
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En adelante, si K C H es un hull, denotaremos como ¢gx al tnico
biholomorfismo normalizado como en la proposicion 2. Mostremos ahora algunas

propiedades de dichos biholomorfismos normalizados.

Corolario 1. Sea K  H un hull. Entonces, para todo r > 0y 29 € R se cumple:
* gric(2) = r9x(3)
e gko(2) =gr(z—12)+ =z

Demostracion. Tomamos r > 0y xg € R. Es claro que K y K + x¢ son hulls.

Consideremos los mapas

¢:H\rK - C
—~ rgx(5)
Z2—=rgg(—
9K .
2/1 - H \ K+ xy— C
2 gr i (2 — To) + To-
Queremos probar que ¢ y 1 son biholomorfismos sobre H normalizados en
oo como en la proposicion 2. Es claro que ¢ y ¢ son holomorfos e inyectivos.
Ademaés, notemos que
1
-(H\rK)=H\K
.
(H\ K + ) —xg =H\ K.

Entonces, tenemos que

6B\ 7E) = o (100 750 )

r

= rgx(H\ K)
=rH
=H
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asi como

O (H\ K + 20) = gr(H\ K + z9) — 20) + 7o
=g (H\ K) + z9
=H+ 2
= H.

Por ende, ¢ y 1 son biholomorfismos sobre H.

Sea

la expansion de gx en oo. Notemos que

lim ¢(z) —z= lim rgK(;) —z

oo
) z r"
= lim r ——1—5 an— | — 2
|z| =00 r 22
n=1
00
) 7’”+1
= lim g Qn,
|z| =00 Al
n=
=0
y
lim 9(z) —z= lm (gx(z — xo) + z0) — 2
0o
; Qp,
= lim Z—iL‘o—FE ( )n+$o —Zz
— Z—X
|z]—o00 1 0
0o
; Qp,
= lim E —
zZ— X
|z]—o0 — ( 0)

Por lo tanto, por la proposiciéon 2 podemos concluir que ¢ y 1 son los
biholomorfismos asociados a los hulls rK y K + xq, respectivamente. Por ende,

z

grclz) = 6(2) = rg1c(2)

9K +ao (Z) = 1/1(2) = gK—HL‘o(z - x0> + Zo

para todo z en sus respectivos dominios. O]
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Corolario 2. Sean K; y K, dos hulls contenidos en H. Si K; C K, entonces
para todo z € H \ K5 se cumple

9K12 © 9K, (Z) = ng(Z)v
donde KLQ = 0K, (K2 \ Kl)

Demostracion. Es claro que Kjo es un hull. Como gg,, ¥y gk, son mapas
conformes, entonces gg,, © gi, también lo es. Ademés, por definicion de K

tenemos que
9Ki12 © 9K, (H \ KQ) = H.

Es decir, gk, , © gk, es un biholomorfismo de H \ K, sobre H. A su vez, como

im0 9K, (2) = 00 y limy. | « gk, (2) = 00, entonces

lim 9K 2 ogK1( ):OO‘
|z|]— oo

Sean

9xa (2 _Z+sz

gKlz _Z+sz7

las expansiones en oo de gk, vV gk, ,, respectivamente. Entonces,

hm 9K1209K1()—Z= lim Z+Z —|—b1(2+2%)*1+...]—2

e a
= lim +b1 Z+Z +b2(z+Z—:)_2
|z|— ook_ 1 Z
= 0.

En suma, gk, , © gk, es un biholomorfismo de H \ K3 a H tal que
imy| o 9K, 209K, (2)—2 = 0. Como gk, también es un biholomorfismo con dichas

propiedades, concluimos, por la proposiciéon anterior, que ggx, = gk, , © 9i,-
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Observacién. Sean T € (0,00] y v : [0,7) — H una curva simple tal que
v(0) € Ry ~((0,7)) C H. Entonces, para todo t € [0,7), v([0,t]) es un
hull. Es decir, v induce la familia de hulls (y((0, t])o<t<r. Asimismo, gracias a la
proposicién 2, podemos asociar a esta curva una tnica familia de biholomorfismos

normalizados en 0o (g¢):cjo,r) de modo que para cada t € [0,7)
g - HA\~([0,7]) — H
es el tnico biholomorfismo que cumple lim,|-, » g:(2) — 2z = 0.

En general, si (K});>o es una familia de Hulls, tendremos asociada a ella, y de
manera univoca, una familia de biholomorfismos (g, ):>0 normalizados en oo que
deforma analiticamente el complemento de cada hull en el semiplano complejo
superior. Ahora bien, cabe precisar que no estamos interesados en cualquier tipo
de familia de hulls. Queremos que sean tales que su version aleatoria nos permita

estudiar las curvas SLE.

Definicién 5. Sea (K});>o una familia de hulls. Diremos que dicha familia es

creciente si dados t; y ts en [0, 00) se cumple K;, C K,,, siempre que t; < t.

Sea (K})i>0 una familia creciente de hulls. Denotamos para todo ¢ € [0, 00) y
h >0

Kioin = gr,(Keyn \ Ky). (1.6)

Es claro que K, 1y, es un hull.

Definicién 6. Sea (K});>o una familia creciente de hulls. Diremos que dicha

familia satisface la propiedad de crecimiento local si para todo T' < oo,

lim Rad(Kut_A,_h) = O,

h—0t+

uniformemente en [0,T|, donde
Rad(K) :=inf{s > 0: K C sD + zg, 29 € R}. (1.7)

Como veremos mas adelante, el teorema 1 de Loewner versa sobre familias

crecientes de hulls que satisfacen la propiedad de crecimiento local.
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1.2 La transformada de Loewner

El objetivo de la presente seccion es mostrar que a partir del registro de la
"variacion", con respecto al tiempo, de una familia de hulls que satisface la
propiedad de crecimiento local se define, de manera natural, una funcién continua
real de variable real que deviene en uno de los ingredientes de mayor importancia
para la construccién de la SLE. Norris llama a esta funcion "Transformada
de Loewner". Como veremos, ademas de aparecer en la ecuacién de Loewner,
la transformada de Loewner: (i) Es todo lo que se necesita para generar, de
manera univoca, una familia de hulls. (ii) Si la familia de hulls asociada (a la
transformada) puede, ademés, ser generada por una curva (en un sentido que
veremos en tercera seccion del capitulo 3), entonces veremos que, en cierto sentido,
la transformada de Loewner "guia"la curva.

Comenzaremos demostrando una proposicion que nos brinda una estimativa
sobre la "distorsion"que generan los biholomorfismos (definidos a partir de
hulls segin la proposicion 2) en términos del radio"de los hulls con los cuales
se encuentran asociados. La demostracion que exponemos sigue el argumento
presentado por |Keml7|. Luego pasaremos a demostrar la existencia y buena

definicion de la transformada de Loewner para lo cual nos apoyaremos en [BN].

Lema 2. Sean D* := {z € C: |z| > 1} y f : D* — C una funcién holomorfa e

inyectiva. Si

Qg
[ =243 % >,
k=0
entonces =
> klax* <1
k=1
Demostracion. Ver [Law05] O

Proposicién 3. Sea K C H un hull. Entonces, para todo z € H\ K se cumple
|9k (2) — z] < BbRad(K).

Demostracion. Afirmamos que si la proposicién se cumple para todo hull K C
HND tal que Rad([?) = 1, entonces se cumple para K. En efecto, escojamos
r > 0 tal que r = Rad(K) y 2o € R de modo que K C D(zg,r). Supongamos,
primero, que la proposicién se cumple para todo K C D,(0). Tomemos z € H\ K.

Como
z—xg € H\ K —{z0},
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1.2. LA TRANSFORMADA DE LOEWNER 19

rad(K — {zo}) =7

K —A{zy} CrD,
entonces
|9 (2) = 2| = |9 —{a0} (2 — x0) — (2 — m0)| < 5r,
donde la igualdad se sigue del corolario 1. Es decir, si la proposicién se cumple
para todo K C D,(0), entonces se cumple para K. Esto nos permite asumir que
K C Rad(K)D. Ahora bien, supongamos que la proposicion se cumple para todo
K con Rad(K) = 1. Tomemos z € H\ K. Como Rad(1K) = 1, entonces podemos

observar que

l9c(2) = 21 = g1 (5) = 2| = rlga e (5) = =] < 5,

donde la primera igualdad se sigue del corolario 1 y la desigualdad se sigue de la
hipotesis. Esto finaliza la prueba de la afirmacion.
Suponemos que K C HND y Rad(K) = 1. Sea gx el biholomorfismo

normalizado asociado a K. Notemos que la aplicacion
1
gK(%)

es una funcién holomorfa definida en D N H~ que puede extenderse

h(z) =

continuamente a (—1,1) gracias al teorema 3. Més ain, como h((—1,1)) C R,
entonces podemos usar el principio de reflexion de Schwarz para extender h a
D. Denotando como h a dicha extensién podemos observar que, por la definicion

de h y de gk, tenemos h(z) = 0, lo cual implica que la aplicacién tiene un

M)

polo simple en 0 y esta definida en D\ {0}. Luego, la aplicacion m, ademas de
coincidir con gx en H \ D, satisface las condiciones del lema 2. Sea

= a

k

Z)=z+ —

) >
k=1

la expansion de gx en infinito. Entonces, del lema 2 se sigue que a, < 1 para
todo k € N.

Ahora bien, tomemos z € H\ K y observemos que

gx(2) — 2| = \z+z——z\<z\
k=1

i‘i (1.8)
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Suponga que |z| > 2. Entonces, de (1.8) se sigue que |gx(2) — 2| < ‘z|1_1 <1.

En particular, tenemos g (0D5(0)) C D3(0), lo cual implica

Por su parte, si |z| < 2, entonces, gracias a (1.9) tenemos que
|9 (2) = 2 < lgr (2)| + |2 < 5,
con lo cual queda demostrada la proposicion. O

Apoyandonos en la proposicién anterior, mostramos ahora que la familia
de biholomorfismos asociada a una familia creciente de hulls que satisface la

propiedad de crecimiento local varia continuamente.

Proposicion 4. Sea (K;);>o una familia creciente de hulls que satisface la
propiedad de crecimiento local. Para todo 0 < T' < oo y para todo z € H\ K7 la
aplicacion
¢:[0,T] - H
= gKt('Z)

es continua

Demostracion. Fijamos 0 < T < ooy z € H\ K. Como (K})i> es creciente,

entonces z € H \ K;, para cualquier ¢t € [0, T]. Luego, la funcion
¢:[0,7T] - H
t— gk, (2)
esta bien definida.

Tomamos € > 0 y, apoyados en definiciéon de la propiedad de crecimiento local,

escogemos 0 > 0 tal que para todo h € [0,6) se cumple que Rad(Ky4n) < §.
Tomamos ¢t € [0,7 — §) y h € [0,0). Luego, utilizando la proposicion 3 tenemos
que

|91 (95, (2)) = 91, (2)] < SRad (K pqn < €.

Ahora bien, por el corolario 2 tenemos que gr, .., (9x,(2)) = 9x,,,(2). Entonces,

|gKt+h (Z) — 9K, (Z)| <€

Es decir, ¢ es uniformemente continua por la derecha. Por lo tanto, ¢ es

continua. 0
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Dicho esto podemos mostrar como construir la funcién continua que se asocia,
de manera natural, a una familia de hulls que satisface la propiedad de crecimiento

local.

Teorema 4. Sea (K;):>o una familia creciente de hulls que satisface la propiedad
de crecimiento local. Entonces, para todo ¢t > 0 existe un tinico W, € R tal que

Wi € Ky 44h para todo h > 0. Més atn, la aplicaciéon ¢ — W, es continua.

Demostracion. Tomamos un ¢ > 0. Dado que (K}):>o es creciente, entonces
Kivin, C Kipin, siempre que 0 < hy < hy. Ademaés, como cada m es
compacto y

limy,,o Rad (K 44n) = 0 (por la definicion de crecimiento local) y Kyyp # 0 para

todo h > 0, entonces podemos afirmar que

ﬂ Kipin # @

h>0
y que dicha interseccion posee un tinico elemento. Llamamos W; a dicho elemento.
Queda probar que, para todo t € [0,00), la aplicacion ¢t — W; es continua.
Fijamos € > 0. Asimismo, tomamos 7' > 0 y, apoyandonos en la definicion de
crecimiento local, escogemos 6 > 0 tal que, para todo t € [0,7], se cumple
Rad(Ky4n) < §, siempre que h € (0,9). Fijamos ¢t € [0,T — 24, h € (0,6) y
tomamos z € Ky ip 10, Notemos que gk, (2) € Kypion ¥

gKt,t+h(gKt(Z)) = gKt+h(Z) = Kt+h,t+2h'

Luego,

(Wi = 9r.(2)] < 2Rad (K p10)

|95, 100 (95, (2)) — Wign| < 2Rad(Kyyniyon)
Ademas, por la proposicion 3, tenemos que
|95, (2) = 916, 040 (95, (2))| < DRAd(Ki ).
Por lo tanto,
(Wi = Win| < (Wi = 9, (2)| + 195, (2) = 95,10 (95 ()| 1956, 100 (95, (2)) = W]
S ZRad(Kerh) + 5Rad(Kt7t+h) + ZRad(KHh,th)

< €.
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Definicién 7. Sea (K})i>o una familia creciente de hulls que satisface la
propiedad de crecimiento local. Llamamos transformada de Loewner a la funcion

continua W : [0,00) — R definida como en el teorema anterior.

Observaciéon. La definicion que estamos usando es tomada de [BN] . Por su
parte en [Keml17| y [Law05] dicha funcion es llamada driving function por el rol
que juega en la construcciéon de la curva asociada a las cadenas de hulls generada
a partir de la ecuacion de Loewner (y que pueden ser inducidas por una curva),
asi como en la construccidén de la curva aleatoria asociada a una SLE,. Esto lo

veremos con mayor detalle en la seccion 3.3 del tercer capitulo.

1.3 El coeficiente a(K) y una estimativa de

diferenciabilidad

El objetivo principal de la presente seccidon es exponer una prueba de la siguiente

desigualdad

Proposiciéon 5. Existe una constante C' > 0 con la siguiente propiedad: Para
todor>0y§ERsecumplequesiKCWﬂesunhullyze]ﬂlestal
que |z — &| > Cr, entonces

a1(K), _ Cra(K)

z—§ " P

donde fx(z) = g;'(2), ¥ a1(K) es el coeficiente asociado a 2~

de gk.

| fr(2) — 2 +

| <

! en la expansion

Esta proposicion es utilizada por Kemppainen en [Keml17| para demostrar
el teorema 1 de Loewner. Es, justamente, dicho argumento el que pretendemos
exponer de manera minuciosa. Por su parte, podemos observar que el coeficiente
asociado al término z~! de la expansion en infinito de los biholomorfismos
asociados a hulls con los que hemos venido trabajando aparece en dicha
desigualdad. Esto motiva a analizar algunas de las propiedades de dicho
coeficiente. Comencemos enunciando algunos resultados que nos ayudarén en la

prueba de la estimativa de diferenciabilidad.
Observaciéon. Sea K un hull. Sea gg, el biholomorfismo asociado, y

aq ad ar
gK(Z):Z—I—;—i—;;,
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su expansion en oo. Notemos que

Q

[e.o]

, , a
lim 2(gx(2) —2) = lim =z (?1 + Z —k> = a.

k=2

IS

Es decir,

a; = lim z(gx(2) — 2).
|z]—o0

Lema 3. Sean K C H un Hull y gx el biholomorfismo asociado a K segiin la

proposicion 2. Sea

la expansion de gx en oo. Si fx = g, entonces

lim fr(z) —2=0y

|z|]—00

bl 00 bk
=z+—=+> —
fK( ) L) s e
es la expansion de f en co. Més aiin,
b1 = —1

Demostracion. Sea fx = g'. Por la proposicion 2, es claro que myz) oo fu(2) —
z = 0. Entonces, la expansién de f en infinito es de la siguiente forma

[ b = by
fK<z)_z+;+kZQ—.

ok
Ahora, usando la observacion anterior notamos que
by = lim z(fx(2) — 2)
|z]—o0

— Y =g (=) — 2)
|z]—o00

= lim gr(w)(w— gx(w))

|w|—o00

= lim ng—(M)(w—gK(w))

|w|—o0 w

= _al
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También nos apoyaremos en la féormula integral de Schwarz para el plano

medio superior:

Lema 4. Sea f : H — C holomorfa. Suponga que para algin a > 0, [z*f(2)| es

acotada. Entonces, para todo z € H

oy [ R,

i T —z
Dicho esto demostramos la proposicion:

Demostracion. (de la proposicion) Afirmacion: Si la proposicion se cumple para
& =0, entonces se cumple para todo £ € R.

En efecto, suponemos que la proposicién se cumple para & = 0. Escogemos,
entonces, una constante C' con la propiedad mencionada en la proposicion, aunque
restricta a nuestra hipdtesis. Tomamos r > 0 y o € R. Tomamos, a su vez, un
hull K € H tal que K C D(xo,7) NH. Sea fx : H — H tal que fx(z) = gxi(2),
donde g es el biholomorfismo asociado a K. Notamos que K —{z} C rD. Luego
tomamos z € H tal que |z — x| > Cr. Asumamos, por ahora, que se cumple la
siguiente igualdad (que sera demostrada como parte de la prueba de la siguiente
proposicion)

a1(K) = a1(K — xp).

Dicho esto, podemos observar que

i) =+ 2 i = ) a0 = 2
~fremnz = a0) = (s = 0) + 220
<hipotesis M
|z — o2
~ Cray(K)
|z — |2

lo cual demuestra la afirmacion.

Probemos ahora que la proposicion se cumple para £ = 0. Fijamos r > 0 y
tomamos un hull X C rD N H. Sea fx = gx'. Denotamos, igualmente, por fx a
la extension de g,}l a H (cuya existencia queda garantizada gracias al teorema 3).

Consideremos la aplicacion z — fx(z) — z. Puesto que dicha aplicacion cumple
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con las condicion de la formula integral de Schwarz para el semiplano complejo
superior (lema 4), podemos escribir

fr(z)—z=1 / L Im(fele))de

Ahora bien, dado que K es acotado, podemos escoger x1,z2 € R tales que

=mf{€ eR: fx(§) e HNOK}
xo =sup{{ € R: fx(§) e HNOK}.

Luego, si x & [x1, o, tendremos que fx(z) € R; lo cual implica que Im[fx(z)] =
0. En consecuencia, denotando I = [z, 23], tenemos:

@) =2+ [ =—Imfi()de

Ademas, por (1.9) en la demostracién de la proposicion 3 tenemos que I C

( 3r, 3r) Por Consiguiente si tomamos z € H tal que |z| > 6r, tendremos que
— Yt g’; . Por ende,

+oo
=z+ = /—Ime )d€ =z — ; <% /15"_11me(§%§) z”

Ahora bien, por el lema 3, tenemos que

fey=z- 2 By
para z ¢ Rad(K)D. Entonces,
1
a1 (K) = ;/llme(f)df (1.10)

Por lo tanto,

fr(z) =2+ ‘

= —Ime \de + / Im (& d&‘
z I

mJr ¢

1 o

[ [ (251 miwiang

gsup{ ! xef}l/lme(g)dg (1.11)

+ - =
:al(K)Sup{

rT—2z Z
:JJE]}

1 1
+ -
:a:EI},

xr —Zz z
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donde la pentltima igualdad se sigue de (1.10). Ahora, notemos que, si

tomamos x € I tenemos

T T 2x 67
— < — 1.12
=22 = =Tl = P = 2P (142
Entonces, de (1.11) y (1.12) tenemos
K 6ra, (K
fK(Z) — a4t al( )' < Ta1<2 )
z 2]
que es lo que buscabamos. O

Veamos ahora algunas propiedades del coeficiente a,(K).

Proposicion 6. Sea K un hull. Entonces, a;(K) > 0. Ademas, a,(K) =0siy

solo si g es la identidad.

Demostracion. Notemos que la prueba se sigue directamente de (1.10) en la

demostracion de la proposicion 5. O]

Proposicién 7. Sean Ky, K; C H hulls, zp € R y r > 0. Suponemos que
Ky C K. Entonces,

o a1(Ky+ x9) = a1(K)

o a,(rKy) = r*a;(Ky)

o a1(Ko) < a1(Ko) + ar(Ko) = a1 (K7)
donde Ky = gk, (K \ Kp).

Demostracion. Observemos que

a1 (Ko + zo) = m 2(gx+a0(2) — 2)

|z| =00

= lim 2((gx, (2 — w0) + 70) — 2)

|z]—o0

= lim z((gx,(z — z0) — (2 — x0))

|z| =00
. a(Ko) |~
= lim 2 +
|z| =00 (Z — Xy ; (Z - SC())k)
= al(KO)a
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donde la segunda igualdad se sigue del corolario 1. Asimismo, notemos que

a(rio) = lim 2(gr,(2) = 2)

|z| =00

= lim z <rgK0(§) - z)

|z| =00
i z  rap(Ky) = aprk
i ray (Ko) 2. ar
=1
1m 7’2( B +Z o )

|z|] =00

=r?a,(Ky),
donde la segunda igualdad también se sigue del corolario 1. Ahora, con respecto al
tercer item, es claro, por la proposicion anterior, que a;(Ky) < ay(Ko)+a1(Koq).
Por su parte, para comprobar que a;(Ko) + a1(Ko1) = a1(K;) notemos que

a1 (K1) = lim 2(gr, (2) — 2)

|z| =00

= lim Z(gKo,l(gKo(Z>) N Z)

|z]—o0

oo

a1(K0,1) a;
9K, (Z) —s IKo (Z)Z

)
)

= lim|z| 5002 (gKO(z) +

G1(K0,1) Qa;
gKO (Z) i=2 gKO (Z)Z

|z]—o0

= lm 2z(gx,(2) —2) + 2 (

= a1(Ko) + a1(Ko,1),
donde la segunda igualdad se sigue del corolario 2. O]

Recordemos que nuestro interés se encuentra en las familias crecientes de
Hulls que satisfacen la propiedad de crecimiento local. Veamos entonces el
comportamiento de a;(K;) al interior de ellas. Para ello demostremos primero

el siguiente lema:

Lema 5. Si K es un hull y » > 0 es tal que K C D(xg,r), para algin zy € R;
entonces a;(K) < r? En particular, a;(K) < Rad(K)?.

Demostracion. Tomemos un hull K y escojamos r > 0 y zo € R, tal que

K C D(xg,r). Como D(xg,r) = 1D+ ¢, entonces por la proposicion 7 tenemos

a1(K) < a;(rDNH + 20) = a1 (rD N H) = r?a, (D N H).
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Ahora, sea Ky = DN H. Entonces, para todo z € H\ Kj tenemos que

1
Ik, (2) = 2 + pt
Por lo tanto, a;(Ky) = 1, lo cual demuestra el lema. O

Proposiciéon 8. Sea (K;);<o una familia creciente de hulls que satisface la
propiedad de crecimiento local. Sea ¢ : [0,00) — [0,00) tal que ¢(t) = a1(K}).

Entonces, ¢ es estrictamente creciente y continua.

Demostracion. El hecho de que ¢ es creciente se sigue de la definicion de familia
creciente de hulls junto con el tercer item de la proposicion 7. Para probar la
continuidad de dicha funciéon tomemos t > 0 y € > 0. Por hipdtesis escojamos
d > 0tal que si 0 < h < 0, entonces Rad (K} 41) < /€. Luego tomemos h € (0, 0)

y notemos que
a1 (Ky) — a1 (Kpin)| = lar(Kyen)| < Rad(Kpiqn)? < e
O

Observacion. Sea (K3);>o una familia creciente de hulls que satisface la

propiedad de crecimiento local. Sean p(t) = @ y T = ¢~ 1. Entonces, definiendo
K{ = K,4), obtenemos una familia creciente de hulls (K;) que satisface la

propiedad de crecimiento local y cumple a(Kj) = 2t

Definicion 8. Sea (K;);>o una familia creciente de hulls que satisface la
propiedad de crecimiento local. Si para todo t € [0,00) tenemos a;(K;) = 2t,

entonces diremos que (K;);>¢ se encuentra parametrizada por capacidad.

1.4 Los teoremas de Loewner

En la presente seccion empleamos lo visto hasta ahora en aras de demostrar los
teoremas 1 y 2 Loewner. Para la demostracion de ambos teoremas nos apoyamos
en las ideas expuestas en las demostraciones de [Kem17|, [BN] y [Law05]. Cabe
mencionar que a partir de ahora trabajaremos con la siguiente notacién: Dada
una familia creciente de hulls (K;);>o que satisface la propiedad de crecimiento
local y esté parametrizada por capacidad, denotaremos, siempre que no haya
ambigiiedad, como (g:):>o a la familia de biholomorfismos normalizados en oo

asociada a (K;);>o, siendo, entonces, g; = gk, para todo t > 0. A su vez,
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1.4. LOS TEOREMAS DE LOEWNER 29

escribiremos gy ¢4 := gk, ,,,- En otras palabras, denotaremos como g; 11, al inico
biholomorfismo normalizado asociado a K, ;1 que satisface g; 45 © g = Gith-

Comencemos demostrando el siguiente lema

Lema 6. Dado ty > 0, sea f : [0,t5) — C una funcion continua. Suponga que

para todo t € [0, %), la aplicacion

£ = 1 LR IO

h—0t h

estd bien definida y es continua. Entonces, f es derivable y f' = f.

Demostracion. Basta mostrar que la funcion ¢(t) = f(t) — f(0) — fot fi(s)ds es
idéntica a 0 para todo t € [0,%). Para ello, basta garantizar que, para todo € y

para todo s € [0,%g) se cumple |¢(s)| < es. Tomemos, entonces, € > 0. Sea
so = sup{t € [0,%9) : |¢(s)| < es, para todos € [0,¢)}.

Como ¢(0) =0y ¢ (0) = 0, entonces s, > 0. Ahora bien, suponga que s, < to.
Entonces,
|9(s0)] < €so.

Sin embargo, como |¢/, (so)| = fi(s0) — fi(s0) = 0, entonces debe existir § > 0

tal que
6(s) = dls0)l _

1.13
P (1.13)
para todo s € (sg,s0 + 0), ya que ¢, es continua, por hipotesis. Tomemos

s € (so, S0 + 0). Entonces, por (1.13) tenemos

[9(s)| < (5 — s0)e + B(s0) < soe,

lo cual entra en contradicciéon con el modo en el que escogimos sy . Luego,
so = to. Por lo tanto, ¢(t) = 0 para todo t € [0,tp), con lo cual el lema queda

verificado. O

Teorema 5. (Teorema 1 de Loewner) Sea (K;>¢)o>o una familia creciente de
hulls, parametrizada por capacidad, que satisface la propiedad de crecimiento
local. Sean (g¢)i>0 y W : [0,00) — R la familia de biholomorfismos y la

transformada de Loewner asociados a (K});>o . Dado z € H definimos

7(z) =mf{t >0:z € K;}.
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Entonces, la funcion

¢,:10,7(2)) = H
t— gi(2),

es la solucion maximal del siguiente problema de valor inicial (conocido como

Ecuacion de Loewner):

Demostracion. Fijamos z € H, T" € (0,7(2)) y 0 € (0,7(2) — T'). Tomamos

t € (0,T). Gracias al lema, para demostrar el teorema basta con probar que

h G-t +h) —W(t) '

Sea (fs)s>0 tal que fs = g;', para todo s > 0. A su vez, sea friin = G ins

lim

h—0t

para todo h € (0,6). Luego, por el corolario 2, tenemos:

fearn(geen(2)) = frorn(Green © 9:(2))
= g;tlJrh(gt,Hh o g(2)) (1.14)

= g:(2).

Ademaés, por la definicion de la transformada de Loewner, tenemos que
W(t) € Kityn, lo cual implica que

Kt,t-I—h C W(t) + QRad(Kt7t+h)D. (115)

Asimismo, por la proposicién 5 podemos escoger una constante C' > 0 tal que

para todo h € (0,0) que cumpla
|94 (2) = W(t)| = CRad(Ky 1),

nos garantice que

a1 (Kyiin) < 2CRad (K pynya1 (K tn)

feaen(Ge4n(2)) = gean(2) + Gen(2) = W) | — |gen(2) — W(2)[?

(1.16)
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Como t + h < 7(z) para todo h € [0,0), entonces |giin(z) — W(t)] > 0
para cualquier h € [0,9). Luego, (1.16) tiene sentido. Ahora bien, gracias a la
propiedad de crecimiento local, podemos escoger hy € (0,0) de modo que, para
todo h € (0, hy),

gen(2) = W(B)] > CRad(Kyn).

Entonces, de (1.14), (1.15) y (1.16) se sigue que, para todo h € (0, hy),

ar (K 4n)

gt+h(2) (t) ’
= |fra+n(9e+n(2)) — grn(2) + al((zf)(t Hh)( )‘

Gi+h
20Rad(Kt,t+h)CL1 (Kt,t-‘rh)
|9e+n(2) — W(2)[?

Fijemos h € (0, hg). Por la proposicion 7 obtenemos

= 19:(2) — gran(2) +

ge+n(2) — 9i(z) — ar(Ke4n) ’

Gern(2) — W(t)

a1 (Kr) + a1 (Kt pvn) = a1 (Kign).

Ademas, del hecho de que (K;>¢)o>0 esta parametrizada por capacidad se sigue

que a1 (K1) = 2h. Por ende, podemos escribir:

2h ‘ AhCRad(Ky4n)
9irn(2) =W Q)| = |gern(2) = W()]*

Luego, dividiendo entre h y reemplazando, segin corresponda, por ¢, obtenemos

Gern(2) — ge(2) —

la desigualdad

¢-(t+h) —¢.(t) 2 ’ _ _ ACRad(K,in)
h ¢-(t+h) =W(Q)| ~ [oa(t +h) —W(H)*
Por lo tanto,
. |@.(t+h) = ¢.(1) 2 ’ , ACRad(Ky 1)
lim — < lim =0,
h0+ h Gt +h) —W(t)| = nsot |g.(t +h) — W ()

donde la ultima igualdad se sigue del hecho de que nuestra familia de hulls

satisface la propiedad de crecimiento local.
m
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Tomemos ahora el camino inverso. Para ello fijamos W € C([0,00),R) y

definimos la siguiente aplicacion

F:]0,00) xH—C
2
(t’Z)Hz——VV(t)'

Luego fijamos ¢ € [0,00); tomamos z € H; escogemos ¢ > 0 tal que Ds(z) C H
y escogemos C' > 0 tal que

C= sup
(21,22)€Ds(2)x Ds(z)

2
(21 = W (1)) (22 = W(1)) ‘ '

Tomemos z1 y 29 de Dgs(z) y notemos que

F(t,21) = Flt,2)| = | _QW(t) - _QW(t)‘
_ 2(z — 21) ‘
(21 = W(B)) (22 = W(2))

< Clz — 2.

Es decir, F' es localmente H-Lipschitz. Por lo tanto, gracias a los teoremas de
existencia y unicidad de soluciones de EDO asi como de dependencia continua
de las condiciones iniciales, podemos afirmar que existe una tnica familia de

aplicaciones (g:)¢>0 que satisface lo siguiente:

e Para todo t > 0, g; es una funcién continua compleja de variable compleja

que tiene como dominio al siguiente conjunto

H ={zecH:t<7(2)}, (1.17)

donde
7(z) = inf{s > 0: |gs(2) — W(s)| = 0}. (1.18)

e Para todo z € H, la aplicacion ¢(t) = ¢:(2), definida en [0, 7(2)), esta bien
definida; es diferenciable; y es la soluciéon maximal de problema de valor

inicial
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En suma, para todo W € C([0, 00),R) existe un flujo de funciones continuas
complejas, de variable compleja, (g;);>0 tal que, para todo z € H, (g:(2))iejo,7(2))
resuelve la ecuacion de Loewner:

2
Ohgi(2) = —~————~+  9o(2) =2
gi(2) — W(t)

Antes de demostrar el teorema 2 de Loewner introducimos la ecuaciéon reversa
de Loewner. Dicha ecuaciéon nos serd de utilidad tanto para la demostracion
del siguiente teorema como para el estudio de las curvas SLE. Observe que el
argumento que acabamos de exponer nos garantiza que la ecuacion reversa de

Loewner posee una tnica solucion.

Definicién 9. Llamaremos ecuacion reversa de Loewner al siguiente problema

del valor inicial:

he(z) — Wy’ (1.19)

donde z € Hy (W;);>0 es una funcion continua.

Teorema 6. (Teorema 2 de Loewner.) Sea W € C([0,00),R). Sea (g:)i>0 la
familia de funciones complejas de variable compleja que resuelve la ecuacion de
Loewner con respecto a W. Entonces, se cumple lo siguiente:

1. Para todo t > 0, g, : H; — H es un biholomorfismo normalizado en oo,
donde H; es como en (1.18).

2. Para todo t > 0, K; := H \ H; es un hull. Por ende, (g;):>0 es la familia de
biholomorfismos normalizados asociada a (K3)>o-

3. (Kt)t>0 es una familia creciente de hulls, parametrizada por capacidad y

que satisface la propiedad de crecimiento local.

4. W es la transformada de Loewner de (K¢):>o.

Demostracion. Dividimos la demostracion, siguiendo las pruebas de [Keml7] y
[BN], en 4 partes. Comenzamos demostrando que g; es una funcién inyectiva,

para cualquier ¢ > 0. Luego, en segundo lugar, apoyandonos en el argumento
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que garantiza la inyectividad de cada funcion del flujo (g;)i>0, mostramos que
dichas funciones son, ademas, holomorfas. Esto nos garantiza que cada ¢, es un
biholomorfismo sobre su imagen. A partir de ello, mostramos, en tercer lugar, que,
para todo t > 0, la imagen de g; es H, lo cual implicaria que H; es simplemente
conexo. Sobre dicha base, resulta claro que para garantizar que K; = W es un
hull basta con mostrar que K; es acotado. Esta serd nuestra cuarta tarea. Luego
mostraremos que cada ¢, satisface l1im).| o g:(2) — 2 = 0, lo cual implica, por
la proposicion 2, que nuestro flujo (g:)i>0 no es sino el flujo de biholomorfismos
normalizado en infinito asociado a nuestra cadena de hulls (K});>0. Finalmente,
mostramos que nuestra cadena de hulls satisface la propiedad de crecimiento local
y se encuentra parametrizada por capacidad.
Afirmacion 1: Para todo t > 0, g; es inyectiva.

En efecto, fijamos ¢ > 0. Luego tomamos zq, 2o € H;, escogemos 0 > 0 tal que
t+0 <min{7(21),7(22)} y definimos

oz - |0, +0) = C
Prie | ) (1.20)

S = 98(Z1) < gS(ZQ)'

Notemos que

0Pz, () = 01(9s(21) — 9s(22))
2 2

gi(z1) =W(@)  gi(z2) — W(t)
2(g1(22) — g1(21))
(9e(21) = W (1)) (ge(22) — W (1))
—202, 2 (t)
(9¢(21) = W(#))(ge(22) — W (2))

Es decir,
—2021 (t)
a(pz17z t — 1,22
o= = () — W) a1(z2) - WH)
y
Pz1,20 (0) = 21— %2
Entonces, por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de EDO
obtenemos

B 2dr
P21,(8) = (21 — 22)exp (—/0 (0.(o1) = W) (9 (22) W(r))) . (1.21)
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para todo s € [0,t + 6). Por ende, ¢, .,(t) = 0 si y solo si z; = 29, lo cual
implica que g; es inyectiva.

Afirmacion 2: Para todo t > 0, g; es holomorfa.

Fijamos t > 0. Tomamos zo € H;. Luego, de (1.21) se sigue, para todo z € Hy,

%ZZ(ZO) = exp (— /Ot (9:(2) — W(r)z)c(i;(zo) — WO’))) '

Entonces,

lim M 1 (‘ / <gr<zO>2leW<r>>2> ’

lo cual implica que g; es derivable en z; y, por ende, holomorfa en H;.
De las afirmaciones 1 y 2 se sigue que (g¢):>o es un flujo de biholomorfismos

sobre sus imagenes.
Afirmacion 3: Para todo t > 0, g,(H;) = H.
Fijamos ¢t > 0 y tomamos z € H;. Notemos que Im(go(2)) = Imz y

2 ) " —2Img;,(2)
9s(2) =W(s) ) lgs(2) = W(s)*’

para todo s € [0,7(z)). Entonces, por el teorema de existencia y unicidad de
soluciones de EDO,

T & <‘ / 9:(2) 2—d8vv<s>|2> |

Entonces, Im(g;(z)) > 0, ya que Imz > 0. Por ende, g;(H;) C H.

tn(0.g.(:)) = I (

Tomemos w € H. Sea V : [0,t] — R la funcion continua definida como
V(S) = W(t - 8)7

para todo s € [0,t]. Sea (hs(w))scpy la solucién de la ecuacién reversa de
Loewner, con respecto a V, con condicion inicial ho(w) = w. Es decir, (hs(w))sejo,q

resuelve:

hs(w) = V{(s) (1.22)

Sea z = hy(w).
Afirmacion 3.1: Para todo s € [0,t], hi—s(w) = gs(2)
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Tomemos s € [0,t]. Dado que

2Im(hg(w)

Im(0shs(w)) = 7y (w) — W(t — )2

entonces

() =tmtolear [ i)

Luego, la aplicacion s +— Imhs(w) es creciente. Entonces, como ho(w) = w y

w € H, se sigue que hs(w) € H. En particular, z € H. Ahora bien, sabemos que

(95(2))scpo,r(2)) resuelve

2
aSgS = "7 N vad N
=) 9s(2) = W(s) (1.23)
go(2) =z
No obstante, podemos observar que
-2 2
Oshi_s(w) = — A
o=s() he s(w) —V(t—s)|  hs(w) — W(s)

hi(w) = z.

Es decir, (hi—s(w))scpy también resuelve (1.23). Luego, por el teorema de
existencia y unicidad de EDO, g4(2) = hy_s(w), para todo s € [0, ¢]. En particular,
g1(2) = ho(w) = w. Entonces, g,(H;) = H, lo cual prueba la afirmacion.

Gracias a la afirmacion 3, tenemos garantizado que (g:);>0 es un flujo de
biholomorfismos sobre H. Por ende, para cada t € [0,00) podemos afirmar que
H; es simplemente conexo, ya que H lo es. En consecuencia, (K;);>¢ es una cadena
de conjuntos cerrados cuyos complementos son simplemente conexos.

Afirmacion 4: Para todo t > 0 (K;) es acotado

Fijemos t € (0,00). Sea

r=méx{ sup |W(s) — W(0)|,Vt} (1.24)

0<s<t

y fijemos

R > 4r. (1.25)
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Mostremos que todo z € H que cumpla |z — W(0)| > R, se encuentra en H,.
Es decir, por (1.17), mostremos que todo z € H que cumple |z — W(0)| > R,
también satisface 7(z) > t. Tomemos z € H tal que |z — W(0)| > R. Definimos

7" = min{inf{t € [0,7(2)) : |g:(2) — 2| =71}, t} (1.26)

y tomamos s € (0, 7%]. Dado que go(z) —z = 0y 7% < 7(2) (por definicion de %),
entonces, |gs(z) — z| < r. Asimismo, de (1.24) se sigue que |W(s) — W(0)| < r.

Entonces,

195(2) = W(s)| = lgs(2) — 2+ 2 = W(0) + W(0) — W(s)|
2 [z = W(0)| = |gs(2) — 2| = [W(0) = W(s)|

1.27
>R —2r ( )
> 2,
donde la tultima desigualdad se sigue de (1.25). Luego, notemos que
K 2dr
PSS / B
N e o
s 2
< dr
/0 g9r(2) = W(r) (1.28)

Ahora, por la definiciéon de 7* es claro que no puede ocurrir que 7* > t. Por su

parte, supongamos que 7 < t. Entonces,

T t
—<-<n
r r

donde la segunda desigualdad se sigue de (1.24). Luego, de (1.28) se sigue
’97*(z) - Z’ <

No obstante, por la definicion de 7% deberia ocurrir |g..(z) — z| = r. Por ende,
7% no puede ser menor que t. Entonces, 7% = ¢, lo cual implica que t < 7(z), que
es lo que buscdbamos. Entonces, K; es acotado y, por lo tanto, un hull.

Gracias a la afirmacion 3 y a la proposicion 2, podemos asociar a (K;);>o una

tnica familia de biholomorfismos normalizados en co. Sea (gk, )i>0 dicha familia.
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Afirmacion 5: Para todo t >0, g; = gk,
En efecto, fijamos ¢t > 0. Sean r y 7% como en (1.24) y (1.26). Tomemos z € H,

/ t
|95(2) = W(s)| — IZ— W(0)] —2r’

donde la dltima desigualdad se sigue del argumento esbozado al final de la

tal que |z — W (0)| > 4r. Entonces,

t

|g:(2) — 2| =

98(

justificacion de la afirmaciéon 4. Entonces,

t
hm . — 2| < lim =0,

lo cual implica, por la proposiciéon 2, que g; = gk,. Mas atn, observemos que si

tomamos z € H tal que |z — W (0)| > 4r tenemos

i 2
98( )

t / z Wsds
98() Z WS

z—gs<z> W(s)
/o R PR

= o+ W) = W)+ W)

S 2/ 9:(2) — W) o
2r + [W(0)]

§2/0 —R—QT ds

. (4r + 2| (0)|)t

e = W(0)] —2r’

12(91(2) — 2) = 2t| =

ds — Qt‘

—

Luego,

(4r 4 2| (0)|)t
o o) =) =2 < i o e =

lo cual implica, por la primera observacion de la seccion anterior, que a; (K;) = 2t
para todo t > 0.
Queda mostrar que (K});>¢ es creciente, satisface la propiedad de crecimiento

local y tiene a W como su transformada de Loewner.

El hecho de que (Ki)i>0 es creciente se sigue inmediatamente de las
definiciones de Hy, 7(2) v K;. Y es que, si tomamos ¢, < ty vy z € K;,, entonces

tendremos 7(z) < t; < ty, lo cual implica que z € K.
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Ahora mostremos que (K;);>o satisface la propiedad de crecimiento local.
Para ello fijamos s € [0,00) y definimos la funcion V (t) = W (s +t). Lo avanzado
hasta ahora en la prueba nos garantiza la existencia de una tnica familia de hulls
(K[)t>0 y un unico flujo de biholomorfimos (g; )¢ asociados a V a través de la

ecuacion de Loewner. Tomemos h > 0 y observemos que

—1
Gs,s+h = Js+h © G

ya que, por el corolario 2,

9s,s+h © Js = Js+h

. Luego, para todo z € H\ K ;) tenemos:

-1 . 2 = 2
Ongs+n(gs (2)) = Gorn(971(2)) = W(s+h)  gern(grt(2)) — V(h)

Por ende,
-1 _ %
gs+h o gs - gh
Entonces, por la demostracion de la afirmacién 4, podemos observar que, para
todo z € K, 445, tenemos que

2= W(s) = |z = V(0)] < 4méx{ sup V() — V(0)], VA}

0<t<h
= d4méx{ sup |[W(s+1t) — W(s)|,Vh} =0, h—0
0<t<h
Por lo tanto,
Rad(Kss4n) =0, h =0

uniformemente en compactos. Es decir, (K;);>o satisface la propiedad de
crecimiento local. Esto implica, por el teorema 5, que W es la tranformada de
Loewner de (K});>o- O

En suma, observamos que existe una biyeccion entre el conjunto de familias
de hulls crecientes que satisfacen la propiedad de crecimiento local y el conjunto
de funciones continuas reales con dominio R>(. Asimismo, gracias a la primera
proposicion, también podemos poner el acento en la existencia de una biyeccion
entre las familias de biholomorfismos que satisfacen la ecuacion de Loewner y
funciones reales continuas con dominio R>(. Con esto en mente consideremos las

siguientes definiciones:
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Definicién 10. Llamaremos cadena de Loewner a cualquier familia creciente de
Hulls que satisfaga la propiedad de crecimiento local y se encuentre parametrizada

por capacidad.

Definicién 11. Llamaremos flujo de Loewner a la familia de biholomorfismos

asociada a una cadena de Loewner.

Definiciéon 12. Llamaremos flujo reverso de Loewner a la familia de

biholomorfismos genera por la ecuacion de Loewner.

Definicién 13. Llamaremos flujo inverso de Loewner al flujo compuesto por las

funciones inversas asociadas a un flujo de Loewner.
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Capitulo 2

Preliminares de calculo estocastico

En el presente capitulo presentamos una lista de resultados elementales del
calculo estocastico que nos seran de utilidad en la exposicion de la SLE que
desarrollamos en el capitulo 3. Comenzamos con la definicién y exposicion de
algunas de las propiedades principales del movimiento Browniano. Luego nos
centramos en la construccion de la integral estocastica y enunciamos brevemente
los principales resultados que subyacen a la construccion de la integral de Ito.
Después presentamos la formula de Ito6 con respecto al movimiento Browniano
y con respecto a procesos de [t0, y enunciamos el teorema de caracterizacion de
Lévy. Finalizamos el capitulo con una proposiciéon referente al cambio de tiempo
de procesos de Ito, proposicion que nos serd de gran utilidad en la prueba de la
existencia de la curva SLE. Los resultados del presente capitulo se exponen, salvo
algunas excepciones, sin prueba. Con respecto a la seccién sobre el movimiento
Browniano, nos basamos en [MP10]. Por su parte, los resultados de las secciones 2
v 3 sobre la integral y le lema de It6 son tomados de [Gall3| y [SP12|. Finalmente,

para la seccion 4 sobre cambio de tiempo nos basamos en [RY05|, [Dur84| y [Mil].

2.1 Movimiento Browniano

Sea T € (0,00]. Sea (F, &) un espacio métrico medible donde &£ es el o-dlgebra de
Borel. Dado un espacio de probabilidad (2, F, P) llamamos proceso estocdstico a
una coleccion de variables aleatorias (X¢):cjo,r1 en (€2, F, P) con valores en (E, B).

De manera alternativa, podemos ver un proceso estocastico como un mapa
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2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO 42

X (QF,P) = (55, B%1),

donde (EZ, BY) es un espacio de funciones medibles de [0,7] a E.

Fijamos un espacio de probabilidad (€2, F,P). Llamamos filtracién a una
familia de o-algebras (F;)icjorjcontenidos en F tales que F, C Fiys C F
para cualesquiera t € [0,7],s € [0,7 — t). Decimos que un proceso estocastico
(Xt)tepo,r) se encuentra adaptado a una filtracion (F;)cjor] 0 es Fr-adaptado si
X, es Fi-medible para todo t € [0,T]. A su vez, decimos que una filtracion es
continua por la derecha si para todo t se cumple 7 = (.., Frse. Asimismo,
diremos que una filtracion satisface las condiciones usuales si es continua por
la derecha y F{ posee todos los conjuntos de medida nula de F. En adelante
trabajaremos solamente con filtraciones que satisfacen las condiciones usuales.

En el contexto de procesos estocasticos podemos debilitar la nocién de

igualdad de funciones en los siguientes 3 conceptos de similitud entre procesos:

Definicién 14. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad. Sean X e Y dos

procesos estocasticos definidos en dicho espacio.

1. Diremos que Y es una modificacion de X si, para todo ¢t > 0 se tiene que

2. En caso se cumpla P({X; = Y; : para todo ¢t € [0,00)}), entonces diremos

que X e Y son indistinguibles.

Definicién 15. Sean X e Y dos procesos estocasticos definidos en los espacios
de probabilidad (Q, F,P) y (ﬁ,j-v", ﬁ), respectivamente. Supongamos que ambos
tienen el mismo espacio de estados (i.e. conjunto de llegada) (R, B(R)). Diremos
que X e Y tienen las mismas distribuciones finito dimensionales si, dado n € N,
para seleccion finita y creciente de reales no negativos 0 <t <ty < ... <t, <

y para todo evento A € B(R*) se cumple

P({(Xtm "'7th) € A) = /P({O/tn ""Y;fn) S A)

Definamos ahora las propiedades que van a caracterizar al movimiento

Browniano:

Definicién 16. Sean (Q, F,P,(Fi)i>0) ¥V (Xt)i>0 un espacio de probabilidad

filtrado y un proceso estocastico adaptado. Entonces, diremos que
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2.1. MOVIMIENTO BROWNIANO 43

(Xi)i>0 es estacionario si sus distribuciones finito dimensionles son

invariantes en ley bajo traslaciones temporales. Es decir, si
d
(th+h, ceey th+h) - (th, ceey th),
para cualesquiera n > 1;ty,....,t, >0y h > 0.

(X¢)¢> tiene incrementos estacionarios si para cualesquieran € N, 0 < ¢ <

.. <tp vy h>0secumple que

d
(Xiy = Xty ooy Xty — Xth) = (Xigtn — Xeyns ooy Xy — X1 4n)

(X¢)i>0 tiene incrementos independientes si para cualesquiera n € Ny
0 <t <..<ty,secumple que {X;, — X;,,...X;, — X, _,} son variables

aleatorias independientes.

Definicion 17. Sea (2, F,P,(Fi)i>0) un espacio de probabilidad filtrado.

Llamamos movimiento Browniano a un proceso estocéstico adaptado (By):>o que

satisface las siguientes propiedades:

1.

3.

4.

By =0, cs.

Para cada 0 > s > t, la variable aleatoria B; — B, es normal con varianza

igual a t-s.
Tiene incrementos estacionarios e independientes.

Tiene trayectorias continuas, casi seguramente.

A continuacién brindamos algunas propiedades del movimiento Browniano.

Comenzamos con algunas propiedades de invarianza que, como veremos mas

adelante, seran, de cierta manera, heredadas por la SLE.

Teorema 7. Sea (B;);>o un movimiento browniano. Entonces, los siguientes

procesos también son movimientos Brownianos:

(Propiedad de reflexion) (Wy)i>o tal que Wy, = — By, para todo ¢t > 0.

(Wi)eso tal que, fijado un T>0 cualquiera, W; = By — Br_;, para todo
0<t<T.
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o (Invarianza de escala) (W;)i>o tal que Wy = )\%BM, para todo t > 0, donde

A > 0 es una constante cualquiera.

Teorema 8. (Propiedad de Markov) Fijado un T" > 0 cualquiera el proceso
(Wi)eso tal que Wy = W,y — By, para todo ¢ > 0, es un movimiento Browniano.

Mas aun, (W;)i>o es independiente de Fr.

Teorema 9. (Propiedad de Markov Fuerte) Sean (€2, F, P, (Fi>0)t>0) un espacio
de probabilidad filtrado y (B;);>¢ un movimiento browniano adaptado. Sea 7 un
Fi-tiempo de parada. Entonces, el proceso (W;)i>o definido como W; = B, es

un movimiento Browniano independiente del o —&lgebra F..

Por su parte, también nos seran de utilidad algunos resultados conocidos sobre

las trayectorias del movimiento Browniano.

Teorema 10. (Modulo de continuidad de Lévy) Casi seguramente se cumple:

. |Biyn — Bi|
limsup sup ——— =1
h—0t 0<t<1-h \/2hlog(1/h)
Demostracion. Ver Morters y Peres. [

El mo6dulo de continuidad de Lévy implica el siguiente resultado que

emplearemos en la demostracion de la existencia de la curva que induce la SLE.

Corolario 3. Existe una variable aleatoria no negativa y casi seguramente finita
C tal que para todo t € [0,1) y para todo s € (0,1 —¢] N (0, 3] se cumple

|Biys — Bi| < Cy/slog(1/s).

Demostracion. Gracias al teorema anterior podemos escoger un evento A € F,
de medida total, tal que, para todo w € A,
B - B
limsup sup [Bein(w) (w)l =1 (2.1)
h—0+ 0<t<1-h 2hlog(1/h)

Fijemos ¢ € (0,1) y w € A. Gracias a (1) escojamos hg € (0, 1) tal que

 |Bun) — Bw)
0<t<1-h 2hlog(1/h)

<1+60,

para todo h en (0, hy). Luego, podemos afirmar que para todo h € (0, hg) se

cumple

|Bin(w) — By(w)| < Cy/hlog(1/h), (2.2)
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para todo t en (0,1 — h], donde C' = v/2(1 + ).

Ahora, escogemos h = min{ho,%}; fijamos ¢ € (0,1) y tomamos s €
(0,1 —¢] N (0,1/4]. Si t € [I — h,1), entonces s < hyt < 1 — s. Luego, de

(2) se sigue que
Buis(w) — Buw)| < C+/5Tog(1/5).

Por su parte, sit <1 — h ys< l~z, entonces

| Biss(w) — Be(w)| < C'y/slog(1/s).

Suponemos, entonces, que t < 1 — h y s € (ﬁ, 1/4]. Sea n un entero positivo tal
que n = E—‘ Escogemos i,7 en {1,2,...,n} tales que t € =4, L]y t+s € []%1, %]

Sea [ un entero positivo tal que [ = j — 1+ 1. Consideremos {to, t1, ...t} € [0,1]
tales que tg =t, t; =t + syt = ““k , para todo k € {1,...,1 — 1}. Luego,

l

> Buw) = B, ()| < Y B) - Ba(@)l. (23

Derivando puede observarse que la aplicacion h — y/hlog(1/h) es creciente en
(0,e71). Por ende, de (2) y (3) se sigue que

|Bits(w) — By(w)| < 1C\/hlog(1/h) < nC\/hlog(1/h) < Vslog(1/s),
donde C' = nC. En suma, dado que C' < C tenemos
| Bets(w) — Bi(w)| < C/slog(1/s),

para todo t € (0,1) y para todo s € (0,1 —¢] N (0,1/4]. Dado que 0 < C' < oo y

depende tnicamente de w, el cual fue tomado arbitrariamente de un conjunto de

|Brys(w) = Bi(w)| =

medida total, el corolario queda verificado. O

La siguiente proposicion nos dice que cada punto de la recta es casi

seguramente alcanzado por el movimiento Browniano.
Proposiciéon 9. Dados € > 0y a € R se cumple

L. limsup,_, . By = +o0, c.s.

2. liminf, ., B; = —00, c.s.
Finalmente,

Teorema 11. Sea (X;);>o un proceso estocastico continuo con incrementos
independientes y estacionarios. Entonces, existe un movimiento Browniano

(Bi)i>0 y constantes reales o y f tales que X; = aB; + [t.
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2.2 Integracion estocastica

Fijamos un espacio de probabilidad filtrado (€, F,P,{Fi}i>0) con el cual

trabajaremos a lo largo de esta subseccion.

Definicion 18. Sea (X;>p un proceso estocastico continuo (es decir, con
trayectorias continuas). Decimos que X es un proceso de variacion limitada si
para todo T' > 0 y para todo w € Q la aplicacion t — X;(w) definida en [0, 7]
es de variacion limitada. Es decir, si para todo T' > 0, las trayectorias de X0

son funciones de variacion limitada.

Debido a esta definicion, si fijamos T° > 0, tomamos una funcién continua
f:10,T] = R cualquiera y tomamos un proceso de variacion limitada adaptado
(A¢)e>0, entonces para todo w € €2 la trayectoria Ay (w)icpo,r) de A nos brinda la

integral de Lebesgue — Stieltjes

/ " J)dAw).

En dicha linea, dado un proceso continuo adaptado (H ), v un t € [0,7
arbitrario podemos definir la integral estocastica de H EN el intervalo [0,t] y
con respecto al proceso A como la variable aleatoria F;—medible I; : Q2 — R que

satisface ,
It(w):/ H,(w)dAs(w),
0

para todo w € Q. Mas atin, el proceso (I;)¢cjo,r] también es un proceso de variacion
limitada.

Ahora, puesto que el movimiento Browniano no es un proceso de variacion
limitada, el procedimiento anterior no funciona para definir una integral
estocastica que tenga como integrador al movimiendo Browniano. Otra estrategia
es necesaria. Fijemos T' € (0, oo] y denotemos por M2 al conjunto de martingalas
(My)sepo,m continuas (es decir, de trayectorias continuas) adaptadas y cuadrado

integrables.

Proposicion 10. Dada una martingala continua y cuadrado integrable M € M2
existe un proceso creciente, denotado por ((M))ep,r) , tal que (M7 — (M))iepo, ]
es una martingala. Mas atn, para todo t € [0,7) tenemos que si (p,)n>1

es una sucesion de particiones anidadas de [0,¢] (es decir, para todo n > 1
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Pn = {15, ..., 15 } donde 0 = tfj <t} < ... <t} =t), entonces

Pn
1 Mo )2
(M) = N D (Mg = M)
donde la convergencia es tomada en probabilidad.

Definicién 19. Dada una martingala M € M2, llamamos variacion cuadrdtica

de M al proceso creciente ((M))icjo,r] descrito en la proposicion anterior.

Proposiciéon 11. Si B es un movimiento Browniano adaptado, entonces para
todo ¢ > 0 tenemos (B); = t.

Con ayuda de la definicién de variacion cuadréatica podemos construir, para

todo ¢ € [0,T), la siguiente aplicacion

(M, N) > (M, NY, = %((M + N, M + N, — (M, M), — (N, N},),
donde M, N € M2
Proposicion 12. Dadas M y N en M2
L. ({M,N)¢)scpom es el tnico proceso de variacion limitada tal que
(MtNt = (M, N>t)t€[0,T]
es una martingala.

2. Si M y N son martingalas acotadas en L?, entonces

(a) (M, N)r = limy_,7(M, N);, en probabilidad.

(b) (M, N)r € L%

(¢c) E[MrNr] = E[MyNo] + E[(M, N)r].
Teorema 12. Denotemos por ./\/l&T al espacio vectorial de martingalas continuas
con indice igual a [0,7], acotadas en L? y tales que My = 0. Considere la
aplicacion

('a?A@JW5A4aT$A4aT‘AIR
(M, N) = (M7N)M§7T = E[<M>N>T]

Entonces, (MG, ()2 ,) es un espacio de Hilbert.
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La integral de 1t6 se define a partir de un operador adecuado que tiene como
conjunto de llegada al espacio de Hilbert que acabamos de presentar. En aras de
definir la clase de integrandos sobre la cual dicho operador se aplica, consideremos
algunas definiciones.

Hasta ahora hemos definido la medibilidad de procesos estocasticos con
respecto al o-agebra F del universo €2 en el cual estan definidos. Sin embargo,
podemos pedir un criterio de medibilidad mas fuerte. Dado un espacio de
probabilidad (Q,F,P) y un mapa X : QzR, — FE, donde F es un espacio
métrico, diremos que X es medible si es F ® B(R)— medible.

Proposiciéon 13. Considere una aplicacion X : QzR, — FE donde E es un
espacio métrico. Suponga que existe un conjunto de medida total en €2 tal que para
todo w € Q, la aplicacion (w,t) — X;(w) es continua por la derecha. Entonces,
X es F—medible si y s6lo si X es F ® B(R;)—medible.

En el mismo sentido, podemos restringir la nocién de proceso adaptado a una

filtracion definiendo un criterio mas fuerte.

Definicién 20. Sea X un proceso adaptado a la filtracion (F,);>o. Diremos que
X es un proceso progresivo si para todo t > 0 la aplicacion (w,s) — X,(w),
definida en Qz[0,t], es F; ® B([0, t])—medible.

De la proposicion anterior y de la definicion de proceso progresivamente
medible se sigue que todo proceso adaptado que posea, casi seguramente,

trayectorias continuas por la derecha es un proceso progresivo.

Definicién 21. Definimos al o—algebra progresivo como la siguiente familia de

conjuntos
FRBRy)p:={Ac FRB(Ry):14: QxR, es progresivo}.

Resulta que no solamente el o—algebra progresivo es, en efecto, un c—4algebra,
sino que los procesos medibles con respecto a éste, son justamente los procesos

progresivos.

Proposicién 14. Dado un proceso estocastico X, se cumple que X es progresivo
siy solo si X es F ® B(Ry)p—medible.

Tras este breve recorrido, podemos definir el espacio de los integrandos de la
integral de It6. Denotemos con L% (A ® P) al conjunto de clases de equivalencias

en L?([0,T]xQ2, A ® P) que tienen algin representante progresivamente medible,
donde Az es la medida de Lebesgue en B([0,77).

PUCP 48



2.2, INTEGRACION ESTOCASTICA 49

Proposicion 15. Dado T' € (0,00, (LH(A ® P), (-, ) r2(0pep)) €5 un espacio de
Hilbert.

Ahora bien, la integral de It6 tiene como integrador al movimiento Browniano
y como integrandos a los procesos pertenecientes a (L5(A ® P). Ademés, como
veremos, se define a partir de un operador determinado que genera martingalas

cuadrado integrables y acotadas en L?

]:(L%(A@@?U,(,)L2QT®PQ‘—>(A43Ta07'lwg)

De manera andloga a la construcciéon de la integral de Lebesgue, para definir
la integral con respecto a un movimiento Browniano partimos definiéndola para
una clase de integrandos simples contenida en L%(A ® P) y luego extendemos
tomando limites acordes a la estructura de nuestros espacios de Hilbert. Es decir,
definiremos I para un subespacio denso de (L% (A @ P) y luego lo extendemos a

su clausura.

Definicién 22. Llamaremos procesos simples a aquellos procesos estocasticos

(H )tejo,r] con valores reales que puedan escribirse de la siguiente manera

Hy(w) = Z ¢j*1(w)1[8j—115j)<t>>
j=1

para todo w € Q, donde n € N, 0 = 59 < 51 < ... < 5, < T (siendo la ultima
desigualdad estricta en caso 7” = o0) y ¢; es una variable aleatoria acotada
Fs;—medible, para j = 0,2,...,n. A su vez, denotaremos como &7 a la clase de

procesos simples con respecto a (Q, F, P, {Fi }iep,1))-
Proposicién 16. £ es un subespacio denso de (L:(A ® P).

Tomamos un movimiento Browniano (B;)cjo,r) ¥ definimos la aplicacion I en

Er de modo que para todo H € &, con representacion

Hy(w) = Z ¢j—1(w)1[3j717$j)(8>7
j=1

I(H) es tal que

n

[(H)t = Z ¢(3j—1)(st/\t - st,l/\t)-

=1
para todo t € [0,7.
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Proposiciéon 17. Dados X,Y € &7 asi como a,b € R se cumple:
L (I(X)t)iefor) € (MG, (-5 ) a2)
2. I(aX +bY) =al(X)+bI(Y).
3. (10X, = Ji1X.|ds
4 1) Lag = BICON = E [ 1X.Pds] = X li2asem)

La proposicién anterior nos dice, en otras palabras, que I no sélo es un
operador lineal, sino que es una isometrfa de £7 sobre su imagen en M. Luego,
puesto que & = (L4(A ® P), entonces podemos extender I a (L3 (A ® P).
Denotando igualmente por [ a dicha extension llegamos finalmente a la definicion

de la integral de It6.

Definicion 23. Para todo X € L%(\ ® P) llamaremos integral de It6 de X al

proceso I(X). Ademés, para todo ¢ € [0, 7] usaremos la siguiente notacion

t
/ X, dB, := I(X),.
0

Lo afirmado en la proposicion 17 también se cumple para integral de Ito
definida en L4(A ® P). A su vez, tenemos

Proposicion 18. Dados un tiempo de parada 7 y un proceso X € LH(A®@ P) se

tAT t t
/ X.dB, = / X,dBgpr = / X 10.)dB.
0 0 0

Ahora bien, en el siguiente capitulo trabajaremos con un clase de procesos mas

cumple

general que la conformada por L% (A ® P). Debido a ello, necesitamos extender
la definicion de la integral de Ité. Esto lo haremos con ayuda de cierto método de

localizacion. Comencemos considerando la siguiente proposicion:

Proposiciéon 19. Dados un F;—tiempo de parada 7 y dos procesos X e Y en
(LE(A @ P) tales que X;(w) = Y;(w) para todo (w,t) tal que ¢t < 7(w), entonces

para casi todo w
t t
/ XsdBs(w) = / YidBs(w),
0 0

para todo t < 7(w).
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Luego, definimos la clase de integrandos sobre la cual definiremos la integral
de Ito extendida.

Definicién 24. Diremos que X € L. si existe una sucesion (7,),>o de
Fi;—tiempos de parada tal que 7, < 7,41, lim,,_, 7, = 400 casi seguramente, y
X1y, € (L3 (A ® P) para todo n > 0. La sucesion (7,,)n>0 es llamada sucesion

de localizacion.

Observacién. Todo proceso progresivamente medible (X;)j,r) que cumpla

t
/des<oo
0

2

ivc- Para notarlo, basta verificar que la siguiente

para todo t € [0, 7] pertenece a £

sucesion de tiempos de parada es, en realidad, una sucesiéon de localizacion

t
Tn::inf{t€R+:/Xs2d$Zn}.
0

Notemos que si tomamos X € L2, escogemos una sucesion de localizacion
{Tn}nen y denotamos X" := Xl para cada n € N, entonces para todo
t € [0,7T], f(f XIdBs es una integral de It6 bien definida. Mas ain, como
X' (w) = X["(w) para todo t < 7, A 7, (w), entonces, por la proposicion anterior

tenemos, para casi todo w,

t t
/ X" (w)dBy(w) = / X™(0)d B, (w)
0 0
para todo t < 7, A T (w).

Dicho esto podemos definir la integral de Ité extendida.

Definicion 25. Para todo X € L

respecto a X como el proceso estocastico continuo (Yt)te[o,T] tal que

2 ., definimos la integral de Ito extendida con

t
Y't:/ Xsl[O,Tn]sta
0

donde n es cualquier entero positivo tal que 7,, > t. Dicho proceso es denotado,
de manera analoga a la integral de Ito, como fot X, dB, = fot X1jo,,dBs.

2
loc

para poder definir la integral de It6 extendida, la proposiciéon 18 implica que

Asi como los procesos en L2 pueden localizarse en procesos en (L5(A @ P)

también podemos localizar dicha integral extendida en martingalas contenidas
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en ngT. En otras palabras, si X € L2y {7, }nen es una sucesion de localizacion

de X, entonces para todo n € N

t Tn
( / XSdBS>
0 t€[0,T

2
pertenece a Mg 7.

Definicién 26. Sea (M;);>0 un proceso adaptado con trayectorias continuas y
My = 0 casi seguramente. Decimos que M es una martingala local si existe una

sucesion de tiempos de parada (T),)nen tal que
o 1, <T,.1 para todo n € N.
e lim, ., 7, = 400, casi seguramente.
e Para todo n € N, el proceso M := (M), es una martingala.

Si cada M™» es una martingala continua cuadrado integrable, entonces diremos

que M es una martingala local cuadrado integrable.
Observacion. Las integrales de It6 extendidas son martingalas locales.

Observaciéon. La proposicion 10 sobre variacion cuadratica de martingalas se
aplica de manera casi idéntica al caso de martingalas locales cuadrado integrables,
con la salvedad de que el proceso (M), en caso M sea una martingala local
cuadrado integrable, es el unico proceso creciente tal que (M? — (M););>0 €s una

martingala local.

Finalizamos esta subseccién con un lema que nos sera de utilidad en la prueba

de la exitencia de la curva que induce la SLE),

Lema 7. Sean Ny una constante y (/V;);>o una martingala local tal que
t
N, = Ny +/ AsNydB;,.
0

Si para todo t > 0 existe una constante c(t) tal que |A;| < ¢(t) para todo s € [0, ],

entonces N es una martingala.

Demostracion. Ver [Kem17|. O
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2.3 El lema de It6 para procesos de Ito

Enunciamos ahora algunas féormulas que nos permitiran simplificar los calculos

con integrales de It6 (extendidas y no extendidas).

Teorema 13. (Lema de It6 para el movimiento Browniano). Sea B un
movimiento Browniano. Sea f : RyxR — R una funcién continua tal que para
todo t > 0 y para todo xr € R

0 0 82
a—{(ﬁx), f(t,x) = 8—£(t,x) yf”(t,x)a—x‘é,

existen y son continuas. Entonces, casi seguramente se cumple

ta t t
f(t, By) :f(O,BO)—i-/O 8_§(S’Bs)d8+/0 f’(S,BS)dBS—k%/O 1" (s, By)ds,

para todo t > 0.

Es decir, el lema de It6 nos permite escribir funciones de movimientos
Brownianos, siempre que estas sean suficientemente regulares, como la suma de
una integral de It6 (posibiblemente extendida) y una integral de Riemann. Es
decir, como una suma de un proceso de variaciéon limitada y una martingala
local. Entre sus aplicaciones se encuentra la demostracion de siguiente teorema

de caracterizacion de Lévy:

Teorema 14. Sea X una martingala local con Xy = 0 casi seguramente. Si

(X): =t para todo t € [0,00), entonces X es un movimiento Browniano.

Ahora bien, en el siguiente capitulo tendremos que trabajar con procesos
compuestos por funciones aplicadas en procesos mas generales que el movimiento

Browniano. Debido a eso, consideramos la siguiente definicion:

Definicién 27. Llamaremos procesos de It0 a los procesos estocasticos (X;)ieo,r]

tales que para todo t € [0, T

t t
X; = X0+/ b(s)d8+/ o(s)dBs,
0 0
donde T € [0,00], 0 € L2,y b e LY([0,T,\]) (o b€ L3, en caso T = 00).

Observacion. Notemos que la fomula de Itd nos dice que las funciones

suficientemente regulares aplicadas en un movimiento Browniano dan lugar a
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un proceso de Ito. Ademads, notemos que todo proceso de Itd6 se encuentra
compuesto por la suma de un proceso de variacion limitada y una martingala
local. Los procesos que pueden ser representados de esa manera son llamados

semimartingalas.

Introducimos ahora la notacion de diferenciales estocasticos que nos van a

permitir abreviar el modo el que expresamos los procesos de It6.

Definicién 28. Sea X; = X, + f(f b(s)ds + f(f o(s)dBs un proceso de Ito, donde

b,o € L% .. Entonces, diremos que X tiene el diferential estocastico
dX; = bdt + odB;

para todo t € [0, 00).

Enunciemos ahora la formula del producto y el lema de 1t6 para procesos de
Ito

Teorema 15. Sean dX; = bidt + 01dB; y dX5 = badt + 02dB; los diferenciales

estocasticos de dos procesos de Itd, donde b;,0; € L2 para i = 1,2. Entonces,
d(Xng) = XQXm + deX2 + wlagdt.

Teorema 16. (Lema de Itd para procesos de Itd). Sea X un proceso de Itd que

escribiremos como

t t
Xy = Xo+ / b(s)ds + / o(s)dBs,
0 0

para todo t. Sea f : R,2R — R como en el teorema anterior. Entonces, casi

seguramente

af

(1 X,) = F(0, Xo)+ /O %(s,xsw f’(s,Xs)b(s)—i—%f”(s,Xs)a2(s)] dst /0 (s, X.)o(s)dB..

2.4 Cambio de tiempo

Teorema 17. Sea (M;);>o una martingala local de la forma

t
M, = / X,dB,,
0
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donde X € L2 .. Sea (0y);>0 un conjunto de tiempos de parada tal que

oy =mf{r >0: (M), > t}.

Supongamos que, casi seguramente, (M), — oo cuando t — oo. Entonces, el
proceso B definido como
Bt == Mot,

es un movimiento Browniano con respecto a la filtracion (F,, )i>o-

Observaciéon. El teorema anterior tiene una version més general que sostiene
que toda martingala local puede escribirse como un movimiento Browniano tras

un cambio de tiempo.

Proposicién 20. Sean (M;);>o y (0¢):>0 una martingala local y una sucesion de

tiempos de parada definidos, ambos, como en el teorema anterior y satisfaciendo

2
loc*

y satisface, casi seguramente,

ot t S ot
/ Y, X, dB, = / Y,dB,,
0 0

donde B es el movimiento Browniano generado tras el cambio de tiempo de M

las mismas condiciones. Sea Y € L

2
loc

Entonces, el proceso Y; = Y,, es F,, -

adaptado, pertenece a L

como en el teorema anterior.

Ahora bien, como veremos en el proximo capitulo, en ocasiones tendremos que
trabajar en contextos donde la variaciéon cuadratica de nuestra martingala local
no tiende a infinito. Para lidiar con esa situacion en el contexto particular en el
que trabajaremos, basta con definir los procesos generados por un cambio tiempo

solamente hasta un instante aleatorio determinado por su variacién cuadratica.

Definicion 29. Un proceso estocéstico localmente definido es un par (X,7)
compuesto por un tiempo de parada 7 y un mapa X : {(w,t) € Qz[0,00) :
t<7(w)}—R

Las definiciones que hemos estado utilizando se aplican de manera coherente

a los procesos estocasticos localmente definidos (Ver [Mil]).

Definicién 30. Diremos que un proceso localmente definido (X, 7) es continuo
casi seguramente si la aplicacion ¢ — X, es casi seguramente continua en {t < 7}.

A su vez, denotando ; := {w € Q: t < 7(w)} diremos que (X, 7) es adaptado
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si Xy Q — R es F,—medible para todo t. Asimismo, diremos que (X, 7) es una
martingala local definida localmente si existe una sucesion de tiempos de parada
(Tn)nen convergiendo casi seguramente a 7y tal que X™ es una martingala para
cada n.

Llegamos entonces a la siguiente proposicion, tomada de [Kem17|, que nos

serd de gran utilidad en la tercera seccion del siguiente capitulo

Proposicion 21. Sea A un proceso en L2 . Sean
t
S, = / XZ2ds, o(r)=mf{t>0:8, >r}.
0
Sea 7* := lim;_,o S; ¥ defina el proceso Ete[O,T*) tal que
- a(t) p
B, ::/ AsdBds.
0

Entonces, Bicjo,+) es un movimiento Browniano con respecto a (Fu)ic(o,r)-

Ademas, para todo X € L2 se cumple

loc

o _ o(t)
/ X, (0ydB, = / X,A,dB,.
0 0

A su vez, si (Y;)i>0 es un proceso de Ito tal que dY; = Hidt + X;dBs, donde
H € L2, entonces (i)te[o,r*)a tal que Y; = Y, ), es un proceso de It6 con respecto

a (Fo@))epo,~) ¥ B que satisface

~adi] P
4V, = g+ 2qpB,.
Pttt g o
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Capitulo 3

Evolucion de Schramm Loewner

En el capitulo uno mostramos que existe una biyeccion entre el conjunto de
funciones continuas reales C'([0,00),R) y el conjunto de cadenas de Loewner,
que denotaremos por L. Vimos que dicha biyeccidon se encuentra mediada por
el flujo de biholomorfismos, normalizados en infinito, que resuelve la ecuacion de
Loewner. En particular, demostramos que para toda W en C'([0, 00), R) existe una
Gnica cadena (K;);>¢ en L definida como K, := {z € H : 7(z) < t}, donde 7(z)
es el supremo del intervalo maximal de la soluciéon de la ecuacion de Loewner con
respecto a W y con go(z) = z como condicién inicial. Ahora bien, si denotamos

como

S:C([0,00),R) = £ (3.1)

a la aplicacion que asigna a cada transformada de Loewner su respectiva

cadena de Loewner llegamos a la siguiente definicion:

Definicion 31. Sean (Q, F,P,(Fi)i>0) ¥ (X¢)i>0 un espacio de probabilidad
filtrado y un proceso estocastico continuo y adaptado, respectivamente.

Llamamos cadena estocdstica de Loewner al proceso estocastico S((Xt)i>0)-

A su vez, dado que estamos interesados en aquellas curvas aleatorias que
satisfacen cierta invarianza de escala y propiedad de Markov, resulta natural que
la definicion de la SLE contemple procesos estocasticos que posean propiedades

acordes. Llegamos entonces a la definicién de la SLE.
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Definicién 32. Sean (2, F,P), un espacio de probabilidad; (B;);>0, un
movimiento Browniano; y k > 0. Consideremos el proceso (W;);>0 = (\/EBt)tZO.
Llamaremos evolucion de Schramm-Loewner con parametro k o SLE), a la cadena
estocastica de Loewner inducida por (W;);>o a través de S. En otras palabras,
la SLE) es la familia aleatoria de cadenas de Loewner (K):>o definida de modo
que, para cada t > 0, K; := {z € H: 7(z) < t}, donde, para todo z en H, 7(z)
es el supremo del intervalo maximal de la solucion de la ecuacién estocéstica de

Loewner

Ahora, garantizar que la SLE) estd bien definida demanda demostrar que
la aplicacion S que lleva funciones reales continuas a sus respectivas cadenas
de Loewner es medible. Ese es el objetivo de la primera seccién del capitulo.
En la segunda seccion, por su parte, se demuestra que la SLE satisface la
propiedad de invarianza de escala, asi como las propiedades de dominio de Markov
débil y fuerte. Luego, en la tercera seccion, se demuestra que toda SLE, se
encuentra casi seguramente inducida por una curva. Finalmente, cerramos el
capitulo demostrando que una curva SLE}) es casi seguramente simple si y s6lo
si k€ (0,4]. A lo largo del capitulo nos basamos en [Law05], [Kem17] y [BN].

3.1 La SLE, estd bien definida

Demostrar que la SLE}) esta bien definida se reduce a garantizar que la funciéon
S es medible. A su vez, podremos afirmar que S es medible si demostramos que
es continua. Naturalmente, demostrar la continuidad de & demanda definir una
topologia en C'([0,00),R) y una en L. En la presente seccion definimos topologias
adecuadas en C'([0,00),R) y en £ que garanticen la continuidad de la aplicacion
S y, con ello, la buena definicion de la SLE.
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3.1.1 La topologia de convergencia uniforme en compactos

en L.

Sea KC el conjunto de todos los huls en H. Para definir una topologia en
L comenzaremos definiendo una métrica dx en K de modo que L pueda
ser entendido como un subespacio del espacio de aplicaciones continuas
(C([0,0), (K, d)), ) cuya topologia T viene dada por la convergencia uniforme

en compactos. Los siguientes resultados los tomamos de [Mun14].

Definiciéon 33. Sean (Y, d) un espacio métrico y X un espacio topologico. Dados
feYX C c X compacto, y € > 0 considere:

Bo(f) = {g € Y : sup{d(f(2), g(a)) : x € C} < c}.

Entonces, los conjuntos Be(f) definen una base de una topologia 7 sobre Y.

Esta topologia es llamada topologia de convergencia uniforme en compactos.

A su vez, sobre el mismo contexto de la definicion anterior tenemos el siguiente

resultado:

Teorema 18. Una sucesion f, : X — Y converge a f en la topologia de
convergencia en compactos si y soélo si para cada subespacio compacto C de X,

la sucesion f,|c converge uniformemente a f|c.
Demostracion. Ver [Munl4]. O

Cabe agregar que cuando nos restringimos a conjuntos de funciones continuas,
la topologia de convergencia en compactos no depende de la métrica del espacio

de llegada. En otras palabras:

Teorema 19. Sea Y un espacio topologico metrizable y sea X un espacio
topologico. Entonces, la topologia de convergencia uniforme en compactos en
C(X,Y) no depende de la métrica de Y.

Demostracion. Ver [Munl4]. O

Denotemos como O(H) al espacio de funciones holomorfas definidas en H
con imagen en H. Puesto que H es un espacio métrico, podemos dotar a O(H)
de la topologia de convergencia uniforme en compactos. Ahora bien, si este

espacio fuera metrizable, podriamos escoger una métrica cualquiera que genere la
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topologia de convergencia uniforme en compactos en O(H), digamos d, y definir

una métrica en I, digamos di de modo que

dlC(KluKQ) - d(gj_(}mgl_(;)v (32)

para cualesquiera K7 y Ky en K. Con ello podriamos definir una topologia de

convergencia uniforme en compactos sobre C([0, 00), (K, dx)).

Proposicion 22. El espacio O(H) dotado de la topologia de convergencia

uniforme en compactos es metrizable.

Demostracion. Comenzamos definiendo una métrica en O(H). Dicha métrica

la construiremos como el supremo de un conjunto de métricas adecuadas.

Denotemos, C,, := D, (0) N {z € C: Im(z) > L}, para todo n en N mayor que

1, mientras que para n = 1 definimos €} := DN{z € C: Im(z) > 1}. Luego
definimos

pn(fy9) i= sup |f(z) — g()],

2€Cr

para cualesquiera f y g en O(H). Fijamos n en N. Como O(H) esta compuesto
de funciones holomorfas definidas en H y H es abierto y conexo, el principio de
identidad nos garantiza que p,(f,g) = 0 si y sblo si f = g. Asimismo, es claro
que p, es simétrica y satisface la desigualdad triangular. A su vez, como toda
funcién contenida en O(H) es continua, entonces sup,.. |f(z)| < oo, para todo
f en O(H), ya que C,, es compacto. En consecuencia, para todo f y g en O(H),
pn(f,g) < co. Es suma, para todo n en N, p,, es una métrica en O(H).

Ahora, normalizamos (p,)nen de la siguiente manera: Para todo n en N

consideramos
- pn(f,9)
pulfi9) = ———7—,
(£:9) L+ pu(f, 9)
y definimos la métrica buscada como
a(f,g) = sup { 22D L (3.3)
neN 2

para cualesquiera f y g en O(H).
Queda mostrar que d induce la topologia de convergencia uniforme en

compactos en O(H).
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Fijemos f € O(H). Tomemos un compacto C' C H. Sean € N tal que C C C,,.
Luego, dado € € (0,1) notemos que

{g € O(H) : Sup 1f(2) —g(2)| < e} D{g € OMH) : pu(f,9) < €}

3{geo<H>:”p“n(f,g>< 1+}

S {g c OH) : d(f, g) < 2—"1%6}.

Por ende, la topologia de convergencia uniforme en compactos se encuentra
contenida en la topologia inducida por d.

Tomamos ahora € € (0,1). Sea B.(f) :={g € OH) : d(f,g) < €}. Escogemos
n € N tal que 27" < e. Luego tomamos h € {g € O(H) : sup..¢, |f(2) —g(2)| <
27"}, Tomemos m > n. Entonces,

27" (f h) <27 < 27T < e
Asimismo, tomemos m < n y notemos que

Pl ) < Pu( f1 1)
< pa(f,h)
= sup |f(2) — h(z)| < 27"

ZECTL

< €.

Por lo tanto, d(f,h) < €, lo cual implica que la topologia inducida por la
métrica d se encuentra contenida en la topologia de la convergencia uniforme en
compactos. En suma, la métrica d induce la topologia de convergencia uniforme

en compactos. O

Gracias a la proposicion podemos definir el espacio C([0,00), (K, dx)), con
la topologia de convergencia en compactos, donde di es la métrica definida en
(3.2) y d es una métrica cualquiera que induce la topologia de convergencia en

compactos en O(H).
Proposicion 23. £ esta contenido en (C([0,00), (K, dx)).

Demostracion. Fijamos una cadena de Loewner (K;):>o. Sea (fi)i>o el flujo de
Loewner inverso asociado a (K});>o. Fijamos un compacto C C H y un € > 0.

Tomamos ¢t > 0. Como f; es continua, entonces es uniformemente continua en
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C'. Por ende, podemos escoger § > 0 tal que |fi(z) — fi(w)| < €, siempre que
|z—w| < §. A su vez, como (K});>0 es una cadena Loewner, satisface la propiedad
de crecimiento local. Por ende, podemos escoger hy > 0 tal que, para todo h en
(0, ho), se cumple Rad([N(tyh) < g, donde IN(t’h = ¢;(Kn \ Ky). Ahora, fijamos h en
(0, ho) y denotamos por g al inico biholomorfismo, normalizado en infinito, de
H\[?th sobre H. Por el corolario 2 del capitulo 1, sabemos que §; ,06:(2) = gr41(2)
para todo z en Hy . Luego, fiin = fi 0 ﬁ,m donde ﬁ}h = gt’hl Luego, tomamos
z € C arbitrario, escogemos w = f;h(z), y notamos, gracias a la proposicion 3
del capitulo 1, que
|Gen(w) — w| < 5Rad(K, ) < 6.

Por lo tanto,

frrn(2) = Fil2)] = 1l Fon(2) = (2] = i) = ful@un(w))] < e
[l

En suma, la topologia que definimos en L es la topologia de convergencia
uniforme heredada de C([0, 00), (K, dx)). Ademaés, si para cada € > 0, (K)o € £
y compacto C' C [0, 00) definimos

Bc’g((Kt)tzo) S {(Mt)tZO S igg d}c(Kt, Mt) < 6}, (34)

entonces la familia

{Be,((Kt)i>0) C L: (K)o € L6 >0y C C [0,00) compacto} (3.5)

constituye una base para la topologia de L. Por su parte, la topologia que
definimos sobre C([0,00),R) también es la topologia de convergencia uniforme

en compactos.

3.1.2 Continuidad de la aplicacion S : C([0,00),R) — L.

Para demostrar que la SLE esté bien definida recurrimos nuevamente a la ecuaciéon
reversa de Loewner. Veremos que podemos usar la solucion de dicha ecuacion para

poder observar y manipular la variacion del flujo inverso de Loewner. La ventaja
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de emplear el flujo reverso radica en que contamos con una expresion clara de su
variacion en el tiempo, la cual, ademés, incorpora a la transformada de Loewner
permitiéndonos controlar la variacion de la primera a partir de la segunda. Esta
estrategia la encontramos en [Keml7| y es, en particular, de dicha fuente que

tomamos los siguientes dos lemas y la idea de sus demostraciones.

Lema 8. Sea W una funciéon continua real con dominio [0,00). Sea (f;)i>o
el flujo inverso de Loewner asociado a W. Dado T' > 0 definimos la funciéon
V(t) = W(T —t) para todo ¢ en [0,T]. Sea (ht)tepo,m el flujo reverso de Loewner

asociado a V. Entonces, fr = hp.

Demostracion. Tomemos z € H. Sea w = hy(z). En la demostracion del teorema

2 de Loewner mostramos que, para todo ¢ en [0,T],

hT—t(Z) = gt(w)u

donde (g¢)i>0 es el flujo de Loewner asociado a W. Luego, gr(w) = z; lo cual

implica que fr(z) = w = hr(2). O

Lema 9. Dados T' > 0 y 0 > 0 existe una constante C' > 0 que satisface
lo siguiente: Si (Wy(t))cjor] ¥ (Wa(t))icpor) son dos funciones continuas y
(h1(t))eco, (ha(t))icp,m son sus respectivos flujos de Loewner, entonces, para
todo t en [0, 77,

hi(t, 21) = ha(t, z2)| < C([[W1 — Wallso o) + [21 — 22), (3.6)
para cualesquiera z; y 2, tales que Im(z;), Im(z2) > 6.

Demostracion. Tomamos T > 0y 0 > 0. Sean (Wi(t))icpr) ¥ (Walt))icp,m
funciones continuas y (hq(t))cjo,17, (h2(t))eo,r) sus respectivos flujos reversos de
Loewner. Fijamos z; y 22 en H de modo que Im(z1), Im(zz)) > d. Definimos la
aplicacion

o(t) = hy(t, z1) — ha(t, 22) (3.7)

para todo t € [0,7T]. Luego, como h; y hs son flujos reversos de Loewner:
-2 2

atgp(t) = hl(t, Zl) — Wl(t> + hz(t, 22) - W2<t)

(ha(t,21) — ha(t, 20)) + (Wa(t) — Wl(t)).

=2 (s 21) — Wh () (ol 22) — Wald)
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Sean H : [0,7] - Cy A:[0,T] — R tales que para todo ¢t € [0,T7,
H(t) = (h1(t,zl)—Wl(t))2(h2(t,zz)—W2(t)) v A(t) = Wy(t) — Wi(t). Entonces, podemos

escribir

Oup(t) = H(t)p(t) — H(t)A(t). (3.8)
Luego, usando un factor integrante obtenemos
t / t
(e‘ Jo H(S)dscp(t)> = —e~Jo s [T () A(t). Entonces,

t ‘
e~ T (1) — p(0) = — / el O H () A(s)ds (3.9)
0

v
o(t) = elo HEds 5(0) — / els T [ () A(s)ds. (3.10)
0

Luego,

t
0(t)] < eSO o0)] + | Allseo / e O B (5)ds
0 (3.11)

< efot|H(S)\d8|<p(0)| + ||A||007[0,T} (efot|H(S)\ds y 1) '

Ahora, por la definiciéon de H y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos:

t 2 2
[ s = | (s, 1) — Wi (o)l 22) — Wa(a)]

= </ ) / ComE W2<s>r2d5)

Sea k € {1,2}. Notemos que

. (3.12)

2

o 2Im(hi(t, 2)) 2
Im@hi(t,2)) = = S50 58 < Ttz 1)

Entonces, para todo ¢ en [0, T,

Im(hy(t, zx)) < y? + 4,

donde y = maz{Im(z1), Im(z;)}. Luego,
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Im(hk(t, Zk))

Vyr+ 4t
SlogL
Y

log

Ahora bien, como dlogIm(hy(t, z)) 7, entonces

_ 2
T e (tzk) —Wi(t)

ds = log ——— """/
/o (s, 22) — Wi(s) 2 & Tm(z)
2
< log VY- T (3.14)

V02 + 4t

< log ;

En suma, de (3.11), (3.12) y (3.14) se sigue:

0% 4 4t 0% 4 4t
(0 < Y20 0)] + (S = 1) Al e o

Finalmente, la conclusion de sigue de la definiciéon de ¢ y A. ]
Demostremos la continuidad de la aplicacion S.
Teorema 20. La aplicacion S : C([0,00),R) — L es continua.

Demostracion. Tomemos una sucesion (W"™),cy en C([0,00),R) y una funcion
continua real W con dominio [0,00). Suponemos que (W"),cy converge
uniformemente en compactos a W. Sean (K;);>0 = S(W) y (K}")>0 = S(W™M),
para cada n en N. Fijemos T' > 0. Queremos mostrar que (K)o 71)nen converge

uniformemente a (K;)cjo,r). En otras palabras, queremos probar que

lim sup di(K}, K;) =0. (3.15)

=00 (0,7
Para cada n en N, sea (f]")i>0 el flujo inverso de Loewner asociado a (K7}");>.
Asimismo, denotemos por (f;):>o al flujo inverso de Loewner asociado a (K})>o.
Por el modo en el que construimos di, es claro que para mostrar (3.15), basta

con garantizar que para todo compacto C' en H se cumple que

Iim - sup sup [fi'(z) — fi(2)] = 0.
N0 t(0,T] zeC

Fijamos, entonces, un compacto C' en H y escogemos § = inf,cc Im(z).

Fijamos, a su vez, t € [0, 7] y definimos
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Vvri0,t] - R
s— W"(t—s),

para todo natural n. Dado n en N, sea (h}).cp, el flujo reverso de Loewner
asociado a V™. Asimismo, definimos V(s) = W(t — s) para todo s en [0,];
y denotamos como (hg)scpo al flujo reverso de Loewner asociado a V. Luego,

gracias a los lemas 8 y 9 podemos afirmar que

sup | f;'(2) — fi(2)| = sup [h{(2) — he(2)]
zeC zeC

< csr sup |[W"(t) — W(t)],
s€[0,7T
donde c5r es una constante que depende tinicamente de 6 y de T'. Por ende, para

todo n,

sup sup |fi'(z) — fi(2)| < csr sup [W"(t) = W(t)].

te[0,T] zeC s€[0,T
Ahora bien, dado que hemos asumido que (WW"),en converge uniformemente en

compactos a W, entonces obtenemos que

lim sup sup|f7’(z) — fu(z)| = 0.
=00 ¢c[0,T] 2€C

Por lo tanto, S es continua. O

La proposicion anterior garantiza la buena definicién de las SLE). Por su
parte, los mapas que llevan funciones continuas a los respectivos flujos de Loewner
y flujos reversos de Loewner también son continuos, bajo las topologias inducidas
por la convergencia de Carathédory y la convergencia uniforme en compactos

[Law05], [Kem17]. Debido a ello, llegamos a las siguientes definiciones:

Definicién 34. Sean k£ > 0 y (K);>0 una SLE). Luego, llamaremos flujo
estocastico de Loewner a la familia aleatoria de biholomorfismos normalizados
asociada a (K3)i>o. De manera andloga definimos el flujo inverso estocdstico
de Loewner y el flujo reverso estocdstico de Loewner. A su vez, en general
denotaremos a estas familias aleatorias de biholomorfismos como (g:)i>0, (fi)i>0

y (ht)i>0, respectivamente.
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Observacion. Sabemos que si (B;)i>¢ es un movimiento Browniano, entonces
By = 0. Esto implica que para todo k > 0, si (K;);>0 es una SLE}, entonces
KO == 0

3.2 Invarianza de escala, propiedad de Markov y
propiedad fuerte de Markov de las SLE}

En la presente seccion demostramos 3 propiedades fundamentales de las
SLE). Como veremos, la SLE) hereda dichas propiedades de su transformada

estocéstica: el movimiento Browniano.

Teorema 21. Sea (Q, F, P, (F:):>) un espacio de probabilidad filtrado y (B;):>o
un movimiento Browniano adaptado a (F;)i>o. Sea (Ki)i>o una SLE) con
respecto a (W;)>o = (\/EBt)tZO. Entonces, (K3)i>o satisface las siguientes

propiedades:

1. (Invarianza de escala). Para todo A > 0, ()\K%z)tzo v (Ki)i>o tienen la

misma distribucién.

2. (Propiedad de dominio de Markov). Dado T > 0, sea (Kr.)sso =

(97 (K745 \ K1) — Wr), 5o Entonces, (IN(Tﬁ)SZO es independiente de Fr; y

(K1.s)sz0 = (Ky)ss0-

3. (Propiedad de dominio de Markov fuerte). Sea T cuaquier tiempo de

parada con respecto a (F;)i>o0, pero finito, casi seguramente. Consideremos

(K7s)s30 := (g7 (K745 \ KT) — WT) o

Entonces, ([?’7’75)52() es independiente de Fr; y ([?775)520 4 (Ks)s>0-

Demostracion. Fijemos A > 0. Gracias a la propiedad de invarianza de escala
del movimiento Browniano podemos afirmar que A(sz)tzo y (Wy)i>o tienen la
misma distribucion. Por ende, 3((W5)t20) v S((Wi)i>0) también se encuentran
igualmente distribuidas. Ahora bien, recordemos que S((W;):>0) es la SLE) cuyo

flujo estocastico resuelve, para todo z € H y para todo t < 7(z2),

2
gt(z) - Wt7
go(2) = 2.

Drgi(2) =
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Fijemos z en H. Gracias al corolario 1 del capitulo 1 tenemos que

9, (2) :)\QK%Z (;) :)\g%2 (%

22

para todo t < 7(z). Luego, fijando una trayectoria continua cualquiera de (W;):>o

tenemos, por el teorema 1 de Loewner,

3159,\1(%2(2) = at>\9%2 (;)

I 2
/\QA%(Z)_Wﬁ

N 2
gAKﬁ(Z)—-AMCé

Por ende, S((/\Wﬁ)tzo) = (AKA%)QO' Por lo tanto, (K3)i>o0 . (AK)\%)LLZO'

Fijemos ahora T" > 0. Por la propiedad de Markov del movimiento Browniano

sabemos que (Wrys — Wr)s>o es un movimiento Browniano independiente de
(Fr). Por ende, S((Wrys — Wr)s>o) también es independiente de (Fr), y

S(Wrs = Wr)az0) = S((Wi)izo)- Sea (§r.4)s>0 tal que

97,5(2) = gr4s © 951(2 + Wr) — Wr

. Gracias a los corolarios 1 y 2 del capitulo 1 podemos afirmar que (grs)s>0 €s

el flujo estocastico asociado a ([?T,s)szo- Ahora bien, fijamos z y una trayectoria

continua cualquiera de (W;)i>o. Entonces, empleando el teorema 1 de Loewner

obtenemos:

0s91,5(2) = 059745 0 g7 (2 + Wr) — Wy
B 2
g1+5 © 951<Z +Wr) — Wrys
2

 griso g7 (z + Wr) = Wr — (Wrys — Wr)

2
N gT,S(Z) — (Wrys — WT)'

Por ende, S(Wris — Wr)s>0) = ([?T,s>320- Por lo tanto, ([?T,s)szg es

independiente de FT, y (kT,s)szo g (Ks)520~

El tercer item se demuestra de manera analoga al segundo, con la salvedad de

que en él se emplea la propiedad de Markov fuerte del movimiento Browniano.

[]
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3.3 Existencia de la curva que induce la SLE}

El objetivo de la presente seccion es demostrar el siguiente teorema:

Teorema 22. Si k # 8, entonces la SLE}, es, casi seguramente, inducida por una

curva aleatoria.

Para ello la hemos dividido en tres partes. En la primera demostramos un
resultado para el caso deterministico que nos sera de gran utilidad para simplificar
el problema. Luego, con ayuda del resultado presentado en la primera seccion,
mostramos que el problema puede reducirse a verificar que la derivada del proceso
estocastico reverso de Loewner puede acotarse de cierta manera adecuada.
Finalmente, en la tercera secciéon construimos procesos de [td6 adecuados que
nos permitan, mediante el uso del célculo estocéstico, garantizar la estimativa
deseada sobre el primer momento del flujo reverso de Loewner. A lo largo de
esta seccion desarrollamos, fundamentalemente, las ideas y pruebas de [Law05] y
[Kem17|. La prueba para el caso de la SLEg puede encontrarse en [LSWO04|.

3.3.1 Condiciones para la existencia de una curva de

Loewner

Definicion 35. Sea (K});>o una cadena de Loewner. Sea (g:);>0 el flujo de
Loewner asociado a (K;);>o. Diremos que (K;);>o es generada por una curva
v : [0,00) — H si para todo t € [0,00) el dominio de g, es la componente no
acotada de H \ ~v((0,¢]).

Si bien no es cierto que toda cadena de Loewner esté inducida por una
curva (Ver [Law05], p104), cuando pasamos al contexto de las SLE si podemos
afirmar, al menos casi seguramente, que toda SLE}) es inducida por una curva
aleatoria. A diferencia del caso deterministico, las propiedades que la SLFE}
hereda del movimiento Browniano permiten relajar las condiciones suficientes
que garantizan que una cadena de Loewner se encuentre inducida por una curva.
Como veremos en la siguiente seccién, la estrategia de la demostracion de la
existencia de una curva SLFE) para toda SLFE} se plantea a partir de un resultado
que se muestra en la presente seccion para el caso deterministico.

Comenzamos enunciando el siguiente teorema que brinda una condicion

suficiente para que una cadena de Loewner esté inducida por una curva.
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Teorema 23. Sea (K});>0 una cadena de Loewner. Sean (g;)i>0 y (W3)i>0 un flujo
y la transformada de (K});>o. Sean (fi)i>0 ¥ (fi)i>0 tales que para todot > 0y
para todo z € H, f;(2) = g; '(2) v fi(2) = fi(z + W;). Consideremos la siguiente

funciéon continua

F:(0,00) x (0,00) = C
(t.y) = filiy).

Si F puede extenderse continuamente a [0,00) x [0,00), entonces (K;);>o es
inducido por la curva 7, que se define como 7(t) = lim, o+ fi(7y), para todo
t > 0.

En aras de entender este teorema delineamos brevemente un contexto que nos
permita vincular con precision la condicion pedida sobre la funcion F y la curva
v que induce a la cadena de Loewner. Fijamos un flujo de Loewner (g;);>0 y sus
respectivas transformada y cadena de hulls (W});>0, (K¢>0)t>0. Suponemos, sin

pérdida de generalidad, que Ky = 0. Para todo ¢t > 0 denotemos:

¥, = PO,
s<t
Definicién 36. Dado z € H, diremos que z es un punto t-accesible si z € J; y
existe una curva (3 : [0,1] — C tal que 5(0) = z y 8((0,1]) C H,.

Notemos que si las condiciones del teorema se cumplen, entonces para todo
t > 0 se cumple que 7(t) es un punto t-accesible. En consecuencia, el teorema se

sigue de la siguiente proposicion:

Proposicion 24. Para todo t > 0 existe a lo méas un punto t-accesible. Ademas,
OH; N H esta contenido en Us;Ts, donde T := {z € H : 2 es s-accesible}.

La prueba de la proposicion puede encontrarse en [Law05] y pasa por encontrar
algunas estimativas adecuadas con ayuda de la medida armdnica.

Finalizamos el capitulo demostrando una condiciéon que nos permite garantizar
una extension continua de la funcionF al conjunto [0,1]2. Como veremos en la
siguiente seccion, la propiedad de invarianza de escala de la SLE) permite que
baste con garantizar la continuidad de F' en dicho conjunto para demostrar la
existencia de la curva SLFE). Para esto nos apoyamos en los siguientes dos lemas
tomados de [Kem17].
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Lema 10. (Teorema de distorsion de Koebe en H) Existe una constante C' > 0

tal que si f : H — C es un biholomorfismo sobre su imagen, entonces
Cf' ()| < | flisy)| < C|f (i) (3.16)

CTHL+2%) 7 f (iy)| < |f'(zy +iy)] < C(L+ 27| f(iy)], (3.17)
para cualquiera s € [%, 2l ey >0.
Demostracion. Ver [Kem17] O

Lema 11. Existe una constante C' > 0 tal que para cualquier flujo de Loewner
(g:)r>0 ¥ para cualesquiera x + 1y € H,t € [0,00] y s € [0,y?] se cumplen las
siguientes desigualdades:

Co i+ i)l < |fiss(z +iy)| < Clfi( + i) (3.18)
| frrs(z +iy) — filz +iy)| < Cy?|fi(z +iy)|, (3.19)

donde f, = g; *.
Demostracion. Ver [Kem17] O

Enunciamos y demostramos el teorema anunciado.

Teorema 24. Sean (W;)i>0 ¥ (g¢)r>0 una funcion continua y el flujo de Loewner
asociado a ella, respectivamente. Sea (f;):>o el flujo inverso de Loewner asociado

a (g¢)t>0. Suponemos que se cumple lo siguiente:

e Existe una constante C' > 0 tal que para todo t € [0,1] y para todo

s€(0,1—1tn(0,13
Wiss — Wil < €y [slog(5). (3.20)

» 4
e Existen 6, C > 0 tales que, para todo t € {ZJ—H cj=1,..,2"},
£(2% + W) < 020079), (3.21)

para todo n € N.
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Entonces, la aplicacién

feliy + W) (t,y) €[0,1] x (0,1]
Vi(t,y) =
lim, o fi(iy + W,)  (t,y) € [0,1] x {0}

estd bien definida y es continua.

Demostracion. Puesto que la aplicacion V' es claramente continua en [0, 1] x (0, 1],
la tarea consiste en mostrar que el limite lim, o f;(iy + W;) existe para todo
t € [0,1] y que la aplicacion ¢t — lim,_,f:(iy + W;) es continua en [0,1]. En

consecuencia, basta con mostrar que

limy, y,—0 sup |V (t,y1) — V(t,y2)| = 0.
te(0,1]

Fijamos y € (0,3) y ¢ € [0,1]. Sean n = [logz(iﬂ y to = |#2%"|272". Luego,
27" <y < 27" (3.22)
to <t <ty+27%" (3.23)

Como t —ty < 272" <y, entonces, gracias al lema 11, podemos escoger C; > 0

de modo que

| fi iy + W)| = |ft/0+(t—t0)(iy + Wh)|

(3.24)
< Chlff, iy + Wyl

Definamos ahora fi,(z) := f,(z + W,,) para todo z € H. Puesto que f,
es claramente un biholomorfismo sobre su imagen, empleamos el lema 10 y

obtenemos

’ftlo(iy + Wt)’ = |ft/0<ly + (Wt - Wto) + Wt0>|
= | f1, Wy = Wy + i)

2 3
<0 <1+ (W) ) 7L (i)

donde C5 es como en el lema.

(3.25)
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1

Ahora escogemos y, = 27". Como %0 € [5,2], entonces podemos emplear

nuevamente el lema 10 para obtener

C5 M fu (i) < | foo (i) < Cslf7, (i),

donde Cj es la constante positiva del lema. Entonces, de (3.25) y de la definicion

de ﬁo se sigue que

3
£ (g + W) < CyCs 1+(Wt W“J) 7 (i)
3
| f7, (o) (3.26)

3

- W, )
20302 1+( to) |ft0(ly0+Wto)|

< O30, 1+(

Puesto que ty es diadico y yo = 27", utilizamos las hipotesis y obtenemos

eft — to)log (25 )

3
Wi — Wiy \ 2
C2C; <1+ (%) ) | fi (iyo+We, )| < CCoC5 | 1+ 2 gn(1-0).
0 0

Donde C es tomada segin (3.21) y ¢ es tomada segin (3.20). Para simplificar
la notacion escribimos C' := C'CyCs5. Ahora bien, de la definicion de n, de (3.22),
(3.23) v de la definicion de yo obtenemos

c(t — to) log (t to) ’

3
cy?lo <1)

i 9n1-0) < v [ 1 & Y0108 \ 32 on(1-0)

Yo y(Q)

cCl1+

IN

< O(1+ clogy(yy )27
= C(1+ 2n)32"01-9
S 61n32n(1—9)

<Gy log) (l> o(logs (37)+1)(1-6)
)

~ 1
S Cye_llogg (_> )
Yy

PUCP 73

(3.27)




3.3. EXISTENCIA DE LA CURVA QUE INDUCE LA SLE¥ 74

donde 51, 6’2 y C' son constantes positivas que no dependen de y. En suma, de
(3.24), (3.25), (3.26) y (3.27) se sigue:

~ 1
[y + W) < Ty log? (5) . (3.28)

para cualesquicra ¢ € [0,1],y € (0,1). Tomamos ahora 0 < y; < y» < y. Dado
que |fuliys + W) — filiys + W)l = | [ fiGGu + Wo)dul < [ |fi(iu + Wy)ldu,
entonces de (3.28) se sigue que

v~ 1 2 (1
live 4 W5) = i+ W)l < [ € agg (1) du < o (1) + 1),
0

para cierta constante C > 0 que no depende de y. Es decir,

sup |fu(iy2 + W2) — filiys + Wi)| < Cy’ (log® G) +1).

t€[0,1]

Dado que limgﬁo(,’ye(log3 (i) +1) = 0, entonces concluimos que V' es continua
en [0, 1]°. O

3.3.2 Simplificacién del problema.

Fijamos un k > 0 distinto de 8. Sea (K;);>0 una SLEy. Sea (fi)i>o0 el flujo
estocastico inverso asociado a (K;);>o. Gracias al teorema 23 sabemos que para
demostrar que (K;);>o se encuentra casi seguramente inducida por una curva,

basta con garantizar que existe un evento A € F de medida total, tal que

F(w) :[0,00] — H

y—0t

(3.29)

estd bien definido y es continuo para todo w € A.
Sin embargo, la propiedad de invarianza de escala de la SLFE), y el corolario

1 del capitulo 1 implican que, dado A > 0,

My oo = fi

donde ¢»(z) = %, para todo z en H. A su vez, por la propiedad de invarianza

. . d .
de escala del movimiento Browniano tenemos que % = W%. Por ende, si
A

garantizamos que
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F:0,1] - H

y—0t

(3.30)

es un proceso bien definido y continuo casi seguramente, entonces obtenemos

que

F:0,1] - H
5 .Y
bR UM AL, (ﬁ*”%)

también estd bien definido y es casi seguramente continuo. Consecuentemente,
(3.30) implica (3.29). Por lo tanto, para demostrar el teorema, basta con verificar
que (3.30) se cumple casi seguramente.

Ahora bien, gracias al teorema 24 sabemos que para obtener (3.30) basta

demostrar que se cumple lo siguiente:
e Lxiste una constante aleatoria, casi seguramente finita y F; —medible C' > 0

tal que para todo ¢ € [0,1] y para todo s € (0,1 —¢] N (0, 1] se cumple

[Wara() — Wilw)] < C(w)y/ slog (1) (3.31)

para todo w € A donde A es un conjunto de medida total contenido en Fj.

e Existen una constante deterministica § > 0 y una constante aleatoria, casi
seguramente finita y F;—medible C' > 0 tales que, para todo n € N y para
todo t € {QJ—n cj=1,...,2"},

| £1(2% 4 Wy, w)| < C(w)2r=9) (3.32)
para todo w € A donde A es un conjunto de medida total contenido en Fj.

Gracias al corolario 3 que demostramos en el capitulo 2 sabemos que la
transformada de toda S LE), satisface (3.31). Por su parte, podemos obtener (3.32)

si verificamos, para algin 6 > 0, que

Yo > PEIAG2] = 27070 < o, (3.33)

neN teDayy,
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donde D,,, = {Qj—n :j=1,...,2"} para todo n € N. Y es que si definimos
A= |J A2 = 2079t € Dy},
teDQn
entonces (3.33) implicaria que
> " P(A,) < oo,
neN

lo cual, por el lema de Borel-Cantelli, nos garantizaria
P({limsup A,) = 0.

Es decir, si (3.33) se cumple, entonces tendremos garantizada la existencia de un
N € N tal que para todon > N

|fi(i2)] < 22079,
para todo t € D,,. Luego, escogiendo

C= sup sup |f/(i27™)|
ne{l,...,N—1} t€Day,
obtendriamos (3.32). Por ende, demostrar (3.32) se reduce a encontrar un € > 0,
asi como un ¢ > 0 y una constante positiva ¢ > 0 tales que para todon € Ny

para todo t € Dy, se cumpla:

P({Ifi(27")] > 20-0}) < ca~@+om, (3.34)

Ahora bien, teniendo en cuenta la relacion entre el flujo inverso de Loewner y
la solucion de la ecuacion reversa de Loewner, podemos aproximarnos a demostrar
(3.34) (y, por ende, el teorema) estudiando el flujo reverso de Loewner. En ese

sentido, consideremos el siguiente lema:

Lema 12. Sea £ > 0 y (B;)i>0 un movimiento Browniano. Sea (h:);>o una
solucion de la ecuacion reversa de Loewner con transformada (W;);>o tal que
W, = VEB; para todo t > 0. Sean (f;)i>0 tal que f, = g; ! para todo t > 0, donde
(gt)1>0 es una SLEg, y (F})i>o tal que F; = ﬁ — W,, para todo t > 0. Entonces,
para todo T" > 0 tenemos que hyp 2 Fr. En particular, fv} 4 h'j..
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Demostracion. Fijemos T > 0. Definimos (Et)te[oj] tal que

hi(2) = gr—i(fr(2)) — Wr,

para cualesquiera t € [0,7] y z € H. Tomemos ¢ € [0,T], z € H y notemos que

atﬁt(z) = at!]T—t(ft:F(z) — Wr

_ 2
gr-i(fr(z) — Wr_y)
=\ _ 2
gT7t<fT(Z> - Wr — (WTft F WT)
2

o — (Wr—s — WT).

Ahora, de tercera propiedad de invarianza del movimiento Browniano del
teorema 14 se sigue que (5)56[0 71 es un flujo estocastico inverso de Loewner
con transformada (\/_B )SG[OT donde B, = Wy_, — Wr. Luego, hT = hr.
Finalmente, como hT( ) = fT( )— Wy para todo z € H, concluimos que hT = Fr.
En particular, A/ = fT.

m

Por lo tanto, basta encontrar un € > 0 asi como un 6 > 0 y una constante

¢ > 0 tales que para todo n € N y para todo t € D,,, se cumple:

P({|R,(i27")| > 2079}) < 2= CFor, (3.35)

3.3.3 Demostracion del teorema

Fijamos un espacio de probabilidad filtrado (2, F, P, (F;)i>0), un movimiento
Browniano adaptado (B;)i>o y un k > 0 distinto de 8. Sea

(Wi)izo = (—VEB)iz0.
Como (By)i>0 4 (—Bt)i>0, entonces S(W) = (K})i>o es una SLE}.
Sea (h¢)i>o el flujo reverso estocastico asociado a (W;)¢>o. Definimos, a su vez,

(ilt)tzo tal que

hy(z) = ————. (3.36)
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Es claro que (hy)eso satisface (3.35) si y solo si (hy)so satisface (3.35).
Por lo tanto, por lo discutido en la subseccion anterior, si (iLt)tZO satisface
(3.35), entonces tendremos garantizado que la SLE) se encuentra inducida, casi
seguramente, por una curva. En ese sentido, en la presente subsecciéon se muestra,
mediante la construccion de procesos de It6 y martingalas reales adecuadas, que
(hy)iso satisface (3.35).

Fijamos un z € H y consideramos el proceso (Z7)¢>o definido como

Notemos que

el ht(\/EZ)
Z = —\/E + B,

& ~7 /t 2
y VEk Jo hs(Vkz) — (—VkBy)

dS + Bt
(3.37)

=z d3+Bt

1 /t 1 2
\/E 0 \/E}Als<z)+B8
“2/k
:Z—/ /
0o Zs

Como vimos en la prueba del segundo teorema de Loewner, la aplicacion

d8+Bt.

t— Im(h(t) (Z))

es estrictamente creciente. Luego, |Z7| > 0 para todo t. Por ende, (Z;);>0 esta
bien definida.

Para simplificar la notacion escogemos un real positivo a, tal que a = %
Luego,
- a
ht(Z) + Bt
y
"a
ZFP=z— / —ds + By, (3.39)
0 Zs

para todo t > 0.

Por su parte, dado que
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entonces

|h;(z)| — ltellog(hy(2))) — exp </0 C(L((g()ié;g +_(}(/}s;;;))2)d8) ; (3.40)

donde x +iy = z; y X = Re(Z7) e Y)Y = Im(Z}), para todo t > 0.
A su vez, de (3.37) se sigue que

t aX:Jc
XFP =g — s ds + B 3.41
P / R e B (3:41)
¢ aYy
YY = +/ & ds. 3.42
CEvT | s e (3.42)

Como

(= (] % d)) = (Re(hu(z))izo

y las trayectorias de (Re(hy(z))i=0 son C', entonces <Re( Ot%ds>> es un
r ; >0

proceso real de variacion limitada. Analogamente, (I m ( fg Ziﬁds>>t>0 también
es un proceso real de variacion limitada. Por lo tanto, de (3.41) y (3.42) se sigue
que (X7)i>0 ¥ (YY)i>0 son, respectivamente, un proceso de It6 y un proceso de
variacion limitada reales. En suma, hemos escrito |hj(z)| como una aplicacion
diferenciable compuesta con un proceso de It6 y un proceso de variacion limitada
reales.

Ahora simplificamos las férmulas presentadas con ayuda de un cambio de

[

S 1

tiempo. Sean

S(t) (3.43)
o(t)

ds
(X¥)? + (Y)?
(1), (3.44)
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t 1
T = dB,
</o V(X2 + (YY) >OO

y definimos (Zf)te[o,T*], (X )teior ¥ (57,5y)te[0,7*} tales que, para todo t € [0, 7%),

Denotamos

Zf = Z;(t)7
X7 = X3, (3.45)
Y =

a(t)

Luego, como o’ (t) = (XZ)? 4+ (Y%)? observamos que

ayy = dy? Yot '(t)dt = aY?, dt = aY
y =dY = p o (t)dt =aY,,dt = aY,”,
® — <Xa(t)) + (yay(t)y (t)

lo cual implica que, para todo t € [0, 7%),

7

Es decir, (ﬁy)te[w*) es creciente y deterministica.
Analogamente, con respecto a la parte real obtenemos, tras aplicar la

proposicion 21 del capitulo 2:
dX7 = dX2y
— —aXZydt + \/ (X2,)? + (YY,))2dB,,

donde (Bt)tzo es un movimiento Browniano localmente definido tal que

B o(t) 1 '
p— - 4r > .
Bt 0 (Xg)2+(ygy)2d887 para todo t > T )

En suma, tenemos

X, =z —/ aX?ds —I—/ \/ + (Y¥)2dB,, (3.46)
VY = ye™. (3.47)

Ahora bien, definimos (Et(z))te[077*) tal que

u(2) = ho(2). (3.48)

Entonces, por (3.40) tenemos la siguiente igualdad
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o EP TN e (o [ (R
i) p( / <)?;c>2+<ffsy>2d> p<2 / <)?§>2+<fey>2d>'
(3/49)

Lema 13. Sea (Q,F,P,{F:}:+>0) un espacio de probabilidad filtrado y B un
movimiento Browniano adaptado. Sea k£ > 0 diferente de 8 y a = % Sean r y
b costantes no negativas tales r* — (2a + 1)r + ab = 0. Dado 2z = x + iy en H
sean (Zf)te[o,T*) y <i>ty>t€[0,T*) como en (3.46); y (%t(z))te[oﬁ), como en (3.49).
Entonces, el proceso (Mt)te[o,r*) definido como

~ 2r
oy (17 -
Me= 70 (2 Fep
Y;

es una martingala acotada.

Demostracion. Fijamos z = x+iy en H. Sean (Z7)cjo,-+), ()?f)te[oﬁ*) y (}Zy)te[oj*)
como en (3.45). Sea (hi(2))ico,~+) como en (3.48). Consideremos (f(t)te[o,r*) y
(Nt>t€[0,7'*)7 tal que

e £ i
t i‘/;y yeat
i (X7)? K¢

(X + (W2 K+l
Por (3.49), notemos que
~ o
|h(2)| = e ™ exp <2a/0 Ntds) (3.50)
Entonces, podemos reescribir M, de la siguiente manera:
M, = (yeat>b—§ (@) bt p2ab [§ Neds

— i XtQj |5 p2ab [y Neds (3.51)
Y?

roo_ ~ . _ t A7
_ ybfge r‘t(l _ Nt) r€2abf0 Nsds'

Demostremos, entonces, que
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(Mo)ico.r) = (ybﬁe*”ﬂ — N, e o Ns“) (3.52)

te[0,7*)
es una martingala acotada.
Para ello emplearemos el lema de Itd para calcular d]\th. Luego, con ayuda
de dicho resultado, aplicamos la regla del producto para simplificar (3.52) y
demostrar el teorema.

Consideremos

¢:[0,00)2R — R

(t,z) —

yeat

Yv:R—R

- 72

R\
2 +1

Notemos que ¢(t,)~(t) = K;; X es una semimartingala y ¢ es de clase C2.

Entonces, por el lema de It y (3.46) tenemos:

dEK; = do(t, X7)
= 00 (t, X )t + 61, KON + 5671, XD+ (V)
(3.53)

- _ayeat yeat

A su vez, w([?t) = Nt; K es una semimartingala y v es de clase C2. Luego,

Xz 1 - — —
Lt — (—adet /(X (ny)2d3t)

aplicando nuevamente el lema de It6 y usando (3.53) obtenemos:
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AN, = di(K7)
=/ (K,)dK; + %z/z”(f(t)(f(f +1)dt

2K 1 —6K2+2\ ~
—t —aK,dt +\/ K? + 1dBt oAl (K2 +1)dt
<K2 2 3

(K7 +1)
N, 1 1~
20— N dt + 2\/ Ny————dB,
KE K2+1 (K% +1)? K2+1
= ( 2aN,(1 — N) — 3Ny(1 — N) + (1 — KW) dt + 21/ N,(1 — N,)dB,

= (1= N))(=4(a + 1)N, + 1)dt + 24/ N,(1 — N,)dB,.
(3.54)

Ahora, definimos:

QOQZR—)R

T e2aba:'

Para todo ¢ € [0,7%), Y2 > 0, ya que I'm(hy(z)) > 0. Entonces N, < 1. Luego,
©1(t, N;) esté bien definido. Entonces, podemos escribir

M, = o1(t, N))a(Ay). (3.55)

Usando el lema de It6 y (3.54) obtenemos:
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doy (£, N,) = —ryPae " (1 — N,)"dt + ry®~ae (1 — N,) 7" [=4(a + 1)N, + 1]dt
+ryPwe (1 — Ny~ UtD24/ Ny(1 = N,)dB,

+ %(7’ + D)ryPwe (1 = N)~U+24N, (1 — N,)?dt

= —2(r(2a+1) — r?)[y’ s (1 — N,) " Nydt

+ 2Tyg_£6_rt<]. - j\vft)_T Ntdét
= —2aby*"ae (1 — N,) " Nydt

+ 27ﬂyb—£6_n<1 —= j\vft)_r Ntdét,

(3.56)
donde la tltima igualdad se sigue del hecho de que r y b satisfacen
72 — (2ab+ 1)r + ab = 0. (3.57)
Asimismo, por el lema de Ité6 notemos que
dps(Ay) = 2abe Jo Neds N, gt (3.58)

Entonces, empleando la formula del producto de It6 en (3.55), obtenemos,
gracias a (3.56) (3.57) v (3.58):

th = 27”Mt Ntdét,

lo cual implica que (My)scjo,r+) es una martingala local. Finalmente, del lema 7

del capitulo 2 se sigue que (M) ) es una martingala acotada. ]

Lema 14. Sean (2, F,P,{F:}+>0) un espacio de probabilidad filtrado y B un
movimiento Browniano adaptado. Sean k£ > 0 distinto de 8 y a = % Seanry b
costantes no negativas tales r> — (2a + 1)r + ab = 0. Dado z = z + iy en H, sea
(Et(z))te[oﬁ*) como en (3.48). Entonces, para todo A > 0 se cumple

||

P = A < A (?) otr-a),

para todo t € [0, 7%).
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Demostracion. Empleando el lema anterior obtenemos, por definiciéon de

martingala:

EM,] = E[My] = o> (Ey’)z

A su vez, notando que ?ty > 0, gracias a (3.47), y, por ende, que |}Z~,—t| >1

t
obtenemos

E[[7(2)]]
NAb T o~
CEY R

P{lhi(z)| = A} <

ib—(g))\b
E[M]
o Zb*(g))\b
E[Mo]
}N/tb—(%))\b

2n
- )\—b (M) et(r—ab)
Yy

donde la primera desigualdad se sigue de la desigualdad de Chebyshev.

O

Lema 15. Sea f : H — H una funcién holomorfa. Entonces, para todo z € H,
g
Imf(z) — Im(2)

Proposicion 25. Sean (2, F, P, {F; }+>0) un espacio de probabilidad filtrado y B
un movimiento Browniano adaptado. Sean k > 0 distinto de 8 y a = % Entonces,

para todo r € [0, 2a + 1], existe una constante ¢,, que depende de r y a tal que
para cualesquiera ¢t € [0,1], 7o € R, yo € (0,1] y A € [e™},55"] se cumple

PMM%NZWSQM*G%)é%AL (3.59)

donde b = w >0, 29 = 20 + o, (he)i=0 s como en () y

A(i)*b r < ab
5(yo, \) = {1 —=1log(Ayo) r=ab
ygi(g) r > ab.
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Demostracion. Fijamos r € [0,2a + 1], 2o € R, yo € (0,1] y A € [e7L, 5.
Sean (he)is0 ¥ (7i(20))icior+) como en (3.36) y (3.48), respectivamente (donde

Z0 = Xo + Zyo)

Afirmacion 1: Sea T = 108v2at1-logy m;rl_logy. Entonces, para todo t € [0, 1] se cumple

P (z0) > Al}) < P{ up 1L (20)] > A}),

s€[0,T

donde h.(z,w) = 0 en caso 7*(w) < r.
En efecto, consideremos (Yi)i>0 ¥ (}Z)te[oﬁ*) asociados a (ﬁt<ZO))t20 y

(%t(ZO))tE[[),T*), respectivamente. Tomamos ¢ € [0, 1]. Notemos ahora que

t t
aY, a
W, — K= g < —d

lo cual implica que Y; < y/2at + y2 < v/2a + 1. Por su parte, de (3.47) se sigue
que

}7T = 90T = V2a + 1.

Por ende, si w € {|h}(z)| > A}, entonces podemos escoger s € [0,7] tal que
w € {|h.(20)| > A}. En suma,

{17y(20)] = A} C { sup [Bi(z0)| = A},

s€[0,T7]
lo cual demuestra la afirmacion 1.
Afirmacion 2:

P({ sup [Bi(z0)l 2 A < Y P{IR)(20)] = A}).

0<t<T A
- j=[+logA]

En efecto, de (3.50) se sigue

’%t—‘rs(ZO)‘ — emalt+s)g2a [§7° Nedr

— s (e—at€2a fot ]vrdr—i-ftH'S ]Vrdr>
o (3.60)
_ 6—a562aft 5 N,.dr ’ht(ZO) ’

< e**[ha(z0),
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para todo s > 0. Luego,

sup  [1(z0)] < ™ [hi(z0)],
t<r<t+s

lo cual implica que
P({supicr<is|l(0)] > e*A}) < P({Bi(20)| > A}),

para todo s € [0,1].
Entonces,

7]
P sup 1} (20)] = e"A}) < ZP({OSggj [W(z0)] = ¢A}) + P({_sup [h}(z0)] = €"A})

j=1 [T]<t<T
LT’]

<D P(R0)l = A}),
. (3.61)

(he(20)

Ahora bien, gracias al lema 15 tenemos |h)(z)| < ™ =% _ et Lyego,

) Yo

P({|h(20)] > A}) = 0 para todo ¢ € [0, 2log A). Por ende,

|T] |T]
Y PUIH ) =A< D PUIR(z0)l = A}, (3.62)
j=0 j=[%1log A]

con lo cual la afirmacién 2 queda verificada.

En suma, de las afirmaciones 1 y 2 obtenemos:

L)

P({Ihi(z0) 2 AN < > PR (0)l = AD).

J=[11og A]
Ahora, tomando b = M obtenemos, tras usar el lema 14,
[T N |Z | . 7 |
S P 0) = A < A (—) S e,
=T log A v j=I11log Al

Supongamos que r > ab. Entonces,
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o |T]—[1 log AT

2r [T
\b (@) $ )y (@) elr=abltlond] 3 it
Y/ o Tiegn 0 =0
/\—b |ZU| zr (r—ab)]'llog Al 1— e(r—ab)(l_TJ—(élog A
= _— [ a
Yo 1_67"—(117
o Lo\ oo
— Yo erfab_l

(20 +1)"=" b=
T —1 | Yo

Ahora, supongamos que r < ab. Luego,

Yo j=[3 log Al

or T 2r  Lllog A(r—a
b @ Z i W |2_0| el 4 log A(r—ab)
= i — er—ab

lzo’)gr = 6 (r — ab)

0 1 — erfab

1 b |ZO| g r_yp
3 (g Ar

2r
A AN (@) Aab,
a,r yo

Finalmente, si r = ab, entonces

A0 (@)w % eJ(r—ab) _ \—b (@) " (|T] - % log A7)

Yo j=[%log A] Yo

<\ <@)2T <1og V2a+1+a— logy)\>

Yo a

2r
< Ca,r)\_b (%) (1 - log y0>‘)
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Recordemos que estamos buscando un € > 0y 8 > 0 tales que para todo

n € Ny para todo t € Dy, se cumpla:

P({IRy(i27m)] > 2070}) < ca=Fam, (3.63)

donde c es una constante finita.
Para ello, fijamos a > 0y definimos ¢,(r) = 2b(r)—~, para todo r € [0, 1+2al,

donde b(r) = M Maximizamos ¢, con ro = a + ; y obtenemos:

@Am):2<a+%)i (3.64)

a

lo cual implica que si a > 0, entonces ¢, < 2 si y sblo si a = }l. A su vez, como
5l

b(ro) — 2 = =15 entonces b(rg) — = > 0si a > 1, mientras que b(ro) — 2 < 0 en
caso a < ;. Dicho esto, tomamos a > %1
6y € (0,1 — 2 > y €= m (1 — LTO) —9). Entonces, fijando n € N, t € Dsa

©(ro) o
y aplicando la proposicion anterior con A = 2"(1=%) gbtenemos:

a

1 .
(el caso a < ; es parecido) y escogemos

P({lRy(i2™)] 2 2/0%)}) < g (=) 537, 90~
— 9—n(1=80)b(ro) 9n(1—00) (5 b(ro))
_ 9—n(1-60)(2b(r0) L) (3.65)
_ 9—n(1—b0)¢a(ro)
< 2fn(2+6).

Con lo cual hemos probado el teorema de existencia de la curva de la SLE)
para todo k # 8.

Definicion 37. Sean (Q,F,P,(Fi)i>0) v (Bt)i>0 un espacio de probabilidad
filtrado y un movimiento Browniano adaptado, respectivamente. Dado k > 0,
sea (K)o una SLE). Entonces, llamaremos curva SLE) a la curva aleatoria

que induce (K¢)i>o-

Observacion. Notemos que no solo se ha demostrado que toda SLE) posee una
curva SLE}, sino que se ha explicitado una manera de escribirla: Si (K3);>o es
una SLEg, y Wy (fi)i>0 son la transformada y el flujo inverso estocésticos de

(Kt)i>0, entonces la curva aleatoria v, definida como

V() = fe(Wh), (3.66)

es una curva SLE}.
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3.4 Transicion de fase en k = 4

En la presente seccién demostramos que una curva SLFE) es simple si y so6lo si k
es menor o igual a 4. Como veremos, demostrar que una curva SLE} es simple
casi seguramente equivale a demostrar que, casi seguramente, dicha curva -salvo
en el instante 0- no toca la recta real. EEn consecuencia, nos aproximaremos a
la resolucién del problema principal de la secciéon demostrando inicialmente que
una curva SLE) alcanza la recta real si y solo si k& > 4. Para ello introducimos
en la exposicion a los procesos de Bessel de dimension D y demostramos que
estos exhiben una transicion de fase que tiene a D = 2 como punto critico. Y es
que, como veremos, para todo k£ > 0 podemos construir un proceso de Bessel de
dimensién 1 + % a partir del comportamiento -en la recta real- del flujo de una
SLE}; de manera tal que la probabilidad de que una curva SLF), alcance la recta
real es igual a la probabilidad de que un proceso de Bessel de dimensién 1 + %
alcance el valor 0. En la demostracion de la transicion de fase del proceso de Bessel
seguimos el argumento presente en [Law05|. Por su parte, para la demostracion
de la transicion de fase en k = 4 seguimos la prueba de [Kem17].

Sea (Ki)i>o una cadena de Loewner. Sean (g;)>0 y W el flujo y la
transformada asociados a (K;):>.Recordemos que para todo ¢ > 0 el hull asociado

a g, satisface

Ki={zeH:7(z) <t}
donde 7(2) = inf{t > 0 : iminfo<.<; |gs(2) — Ws| = 0}. Es decir, 2z € U5 K

siy solo si 7(z) < o0.

Asimismo, notemos que podemos definir la ecuacion de Loewner con
condiciones iniciales reales distintas de 0. En efecto, tomemos z > 0. Puesto
que Ko = 0y (K)o es una familia de compactos que satisface la propiedad
de crecimiento local, es claro que podemos escoger ¢ > 0y ty > 0 tales que
B.(xz) N Ky, = 0. Por ende, como (K;);>o es creciente, podemos extender g a
(x — €,z + €) -para todo s € [0,1y)- de modo que para todo zo € (x — €,z + €),

(9¢(%0))tefo,r(zo)) €sta bien definida y satisface:

2
g(wo) =Wy’
donde 7(xo) = inf{t > 0 : liminfo<s<; |gs(x0) — Ws| = 0}.

Orgi(wo) = go(wo) = o, (3.67)
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Por ende, para todo z € R podemos afirmar que z € J,5, K; si y sélo si
T(z) < oo. Es decir, el registro de las singularidades de la ecuacion de Loewner
con condiciones iniciales reales nos dice si la cadena de Loewner alcanza o no
puntos de la recta distintos de 0.

Ahora, regresemos al contexto aleatorio. Fijemos un espacio de probabilidad
filtrado (2, F, P, (Fi)t>0) y un movimiento Browniano (B;);>o. Fijemos k > 0.
Sea W tal que W; = —VkB;. Sea (g1)1>0 el flujo estocastico de Loewner generado
por W. Fijamos zy > 0 y definimos (X;"°)tco,r(z0)) de modo que, para todo
0<t<7(zo)

gt(\/Exo) - W
\/E .

50
X' =

(3.68)

Luego,

x —i—/tL 2 ds—%
° 0 \/Egs(\/ExO)_Ws \/%

bo2/k
= X —+ /0v —gs(\/El’o)-‘rBs dS + Bt
NG

Y 2/k
:a:0+/ —ds + B,.
o X" '

zo _
X0 =

Definicién 38. Sean x > 0y D > 0. Llamamos proceso de Bessel de dimension

D=0 con inicio en z a la solucion de la ecuacion diferencial estocastica:

D—1dt
dX, =2+ ——— +dB,. .
y=o+ —5—% +dB, (3.69)

Denotamos a dicho proceso por (X{)icp,5(z)), donde

Tp(z) = inf{t > 0: X} = 0}. (3.70)

Notemos que para cada k > 0 el proceso real definido en (3.68) es un proceso
de Bessel de dimension 1 + %. Maés atn, notemos que 7(x) < oo siy solo si
Tp(x) < 0. Por ende, podemos estudiar si una curva SLE} alcanza o no la recta

real a partir del estudio del proceso de Bessel real de dimensién 1 + %1.

! Dicha aproximacion queda justificada gracias a que los coeficientes de la ecuacion que define
el proceso de Bessel son Lipschitz en compactos. Entonces, las soluciones de dicha ecuaciéon
satisfacen unicidad en ley y -fijado un espacio de probabilidad filtrado- unicidad de trayectorias
(Ver [Mil]p33).

PUCP 91



3.4. TRANSICION DE FASE EN K — 4 92

Lema 16. Sean 2y > 0 y D > 0 arbitrarios. Suponemos que (X;°);>0 es un
proceso de Bessel de dimension D que inicia en zg. Entonces, 75(xg) = oo siy
s6lo si D > 2.

Demostracion. Para todo z > 0, denotamos por (X7 );>¢ al proceso de Bessel de
dimension D que inicia en x. Luego consideramos el conjunto A = {(z,y,2) €
R3:0<y<z<z<oo}y definimos la siguiente aplicacion:

o:A—R
(,y,2) = inf{t > 0: X7 € {y, 2}}.

Asimismo, trabajamos con la notacién o(x,y,2) = 0,.(x), consideramos la

aplicacion

f:A—10,1]
(ZL‘,y, Z) = ,P({ng,z(z) N Z})

y fijamos a y b positivos, tales que a < xyg < b. Queremos hallar una
expresion para la funcion f,,(x) = f(x,a,b) (definida en el intervalo (a,b)) de
manera que resulte transparente qué ocurre cuando enviamos a y b hacia 0 y oo,
respectivamente.

En aras de encontrar a nuestro candidato, suponemos que f,; es una funciéon

C?. Tomamos z € (a,b), empleamos el lema de Ito y obtenemos:

X X X 1 x X
dfa,b(Xamb/\t) = fé,b(Xaa,b/\t)ana,b/\t + Efé/,b(Xaaﬂb/\t)d<X >aa,b/\t

D -1 fé,b(Xga a) 1 - -
( 2 Xz > + 5 (;/,b(Xaa,b/\t) dt + ft;,b(Xaa,b/\t)dBt
Tq, b\

Notemos que, para todo ¢ > 0, fou(X7 ) = Elfap(X7,,)|[F]. Es decir,
(fap(X3, ,a¢))e=0 €s una martingala acotada. Esto implica que

D -1 fé,b(chaﬁb/\t) 1 1"

2 Xga,b/\t + §fa’b(X§a,b/\t) =0.

Por lo tanto, si f,, es C?, entonces satisface la siguiente ecuacion diferencial:
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1 D—-1

5 ap(@) + Tfé,b(x) =0
fa,b(a) =0
fa,b(b) =1
Ahora, para D # 2 y D = 2 obtenemos, respectivamente, las siguientes

soluciones tnicas de la ecuacién anterior:

,fa,b :la,b] = R
42D _ 2D

T
b2—D _ CL2_D 2

fap :[a,b] = R

log(x) — log(a)
l0g(5) — log(a)

Suponemos que D es distinto de 2 (el caso D=2 se desarrolla de manera

anéaloga). Notemos que (fmb(Xga t))ez0 s una martingala acotada. Y es que,

tras emplear el lema de Ito podemos observar que:

dfa,b(Xga,,,/\t ft;,b ;3 b/\t)de;c AL f ( O, b/\t) <XI>Uu b/t
aa b/\t)l b'p_1 (1-— )( D) (Xga,bAt)iD &
b2 D _ 42-D 2Xo‘ At p2—D _ g2-D

(2 - D)(Xffa o) 7

+ p2-D _ aé—D dB,

2 _ D)X~ 1-D
oD,

bZ—D _ CL2 D

lo cual implica que (favb(Xffaw))tZO es una martingala local. Pero como
(fap (X5 ,at))i>0 estda acotada por 1, entonces (fas(X7 ,A¢))i>0 debe ser una
martingala acotada.

Ahora bien, notemos que
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Efas(XZ,  no)] = Elfas(XZ )]
_ / Fun(XZ )dP + / Fan(XZ )dP
Xz, =0} (X3, ,=b}

,b

=P{X5,, = b}

A su vez, gracias al stopping theorem sabemos que E[fa,b(Xga o) =
E[fas( X2 g sn0)] = fas(z). Luego, para todo z € [a, b] tenemos:

P{X;,, =b}) = fup(@).

2-D__ _2-D

En particular, si D # 2 tenemos que P({X’”O =ah W= W%, mientras
que para D = 2 ocurre P({X7° =b}) = %
Caso 1. Suponemos que 0 < D < 2. Luego,

.732_D

P({Xz, = b}) = lim, fusl(z0) = o

Es decir, la probabilidad de que el proceso de Bessel que inicia en z( llegue a b

2—D
xX
antes que a 0 es ;-5 . Entonces,

2—D
T

P({75(20) = 00}) = liny o070 = 0.

Caso 2. Suponemos que D > 2. Luego, procediendo como en el caso 1

obtenemos
P({r(xg) = 00}) = 1.
Caso 3. Suponemos que D = 2. Luego, procediendo de manera analoga al caso

1 obtenemos

P({1B(xo) = 00}) = 0.

Es claro que si tomamos x1 y o positivos y tales que z; < x5, entonces

W < gi(x1) < gilx2),

lo cual implica que 7(z1) < 7(x2). Luego, del lema anterior se sigue el siguiente

resultado.

Lema 17. Sea (K;);>o una SLE}). Entonces:
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o P({(Ugzo Ke) N 1[0,00) = 0}) = 1siy solosi ke (0,4].
o P ({[0,00) C (Ujzo K+)}) = 1siysolosik > 4.

Ahora bien, el siguiente lema nos garantiza que la SLEj es invariante bajo

reflexion con respecto al eje imaginario:

Lema 18. Dado k > 0, sea (K;);>o una SLEy. Sea R : C — C tal que R(z) = —Z.
Entonces, R((K})i>0) también es una SLE.

Demostracion. Gracias a la propiedad de invarianza -bajo reflexion con respecto
al origen- del movimiento Browniano, basta mostrar que si (K;);>¢ es una cadena
deterministica de Loewner con transformada W, entonces R((/K;)) es una cadena
de Loewner con transformada —WW.

Sea W una funcion continua. Sean (Ki);>0 v (9¢)i>0 la cadena y flujo de
Loewner generados por W. Tomemos ¢ > 0. Sea H, := {z € H™ : Z € H,;}.
Gracias al principio de reflexion de Schwarz, podemos definir una extension
analitica g de g, a H; , donde g(z) = ¢,(%) para todo z en H; . Ademas, es
claro que

lim g/ (2) —2=0

|z| =00
y que R(K}) es un hull. Entonces, podemos definir el siguiente biholomorfismo

normalizado asociado a R(K;):

g H\R(K;) — H

z = —gi(=2).

En suma, (g:)¢>0 es la familia de biholmorfismos normalizados en oo asociada
a (R(K})i>0). Ahora, para hallar la transformada de Loewner asociada, fijamos

z € H y, utilizando el teorema 1 de Loewner, notamos que:

0:gi(2) = —0,g; (—2)
-z
9i(=z) =W,
B 2
alz) = (W)

Por lo tanto, —W es la transformada de Loewner de R((K})i>0)- O
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Llegamos entonces a la siguiente proposicion:

Proposicion 26. Sea (K;);>9 una SLEy. Si k € (0,4], entonces
P({(UtzoKt)ﬂR:(Z)}) = 1. Por su parte, si k > 4, entonces

P ({R C (Uiso Kt)}) =1
Demostracion. Gracias al lema 17 basta probar que
P <{(U Ky) N (—00,0) = @}> =1
t>0

para todo k € (0,4]; y que

siempre que k > 4.

Ahora, notemos que

Ademas, por el lema 18 sabemos que R(K});>o es una SLE). Por lo tanto,

por el lema 17 obtenemos que
P <{(tL>JOKt> N (=00,0) = ®}) = <{(tL>JOR(Kt)) N (0, +00) = @}> =1,
para todo ; € (0,4]; y que 7
P <{(—0070) - (9{)&)}) =P <{(0> +o0) € (| R(Kt))}) =1,

siempre que k > 4.

Dicho esto, demostramos el teorema anunciado al inicio de la seccién.

Teorema 25. Si k € (0,4], entonces la curva SLE} es casi seguramente simple;

mientras que si k > 4, entonces la curva SLFE no es simple casi seguramente.
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Demostracion. Tomemos k € (0,4]. Sean v la curva SLEy; (g¢)i>0, la SLE, y W
la transformada estocéstica de (g;);>0. Tomemos un racional r € Q. Consideremos
la curva 7, definida como 7,(s) = g,(y(r + s)) — W, para todo s > 0. Por la
propiedad de dominio de Markov, podemos afirmar que 7, 4 ~. Es decir, 7, es

una curva SLF). Luego, por la proposicion 26, sabemos que
P({F AR £ 0}) = 0, (3.71)

ya que P ({(Uys Ki) "R # 0}) = 0. Luego, P({f,(3:([0, +00) + W,) N4(0,7] =
[3(")}}) = L. Bs decir, P({(10,7]) N1([r, 00)) = {3()}}) = L.

Ahora bien, sea A = J,o{7([0,7]) N y([r,00)) = {7(r)}}. Luego, P(A4) = 1.
Trabajemos en A. Si hubiera 0 < ¢; < ty tales que 7(t1) = y(t2), entonces para
cada r € (t1,ts) tendriamos (g,(7(0,00)) + W, ) NR # () lo cual no puede ocurrir.
Lo por lo tanto, v es simple casi seguramente.

Ahora, tomemos k > 4 y consideremos v la curva SLEy; (g:)i>0, la SLE
y W la transformada estocastica de (g:)i>o. Fijemos t > 0. Como k > 4, de la
proposicion se sigue que 7(1) < co. Note que para cada realizacién en un conjunto
de medida total en el cual se cumple 7(1) < oo podemos escoger = > 0 de modo

que z7(1) < t. A su vez, por invarianza de escala tenemos
z|gs(1) — Wil = |gk_, (7) — Waz,l.

Por ende, para todo t > 0 y para todo xy € (0, 1).
P | f=<e}h)=1, (3.72)
reQN(0,z0]

lo cual implica que

P{~([0,2]) N (0, 2] # 0}) =1, (3.73)

para todo t > 0 y x > 0. Fiijamos s; < g < so y escogemos x; y xo tales que
1 <0< x9y [r1,x0] es la imagen de y([s1,%0)) bajo g1, — Wi,. Luego, por (3.73)
podemos escoger t; € (tg, $2) de modo que gy, (y(t1)) — Wy, € [21,0)U(0, z5]. Esto
implica que podemos escoger to € [s1,u) de modo que y(t;) = y(t2). O
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