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Resumen

En las ultimas décadas se ha desarrollado la construccién de una teoria matematica, de
base probabilistica, sobre las medidas de riesgo, debido a la necesidad de administrar el riesgo
de una posicién financiera. En la presente tesis se hace una presentacion exhaustiva de las
medidas de riesgo de valor conjunto, conjuntos de aceptacién y la conexién biunivoca entre
ellas. Luego, se expone de manera rigurosa una representacion dual de las medidas de riesgo
de valor conjunto. Con esa finalidad, se despliegan las herramientas necesarias como el anélsis

convexo de las aplicaciones de valor conjunto.
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Introduccion

En el mercado financiero se comercializan activos cuyos resultados futuros son inciertos e
incluyen riesgo para los inversionistas, por lo que gestionar tales riesgos es de mucha impor-
tancia. Desde hace 60 afios aproximadamente se ha estado desarrollando la teoria del riesgo
financiero al observarse la gran importancia de no sélo estudiar el rendimento de una posicién
financiera sino también el riesgo que conlleva. Una posicién financiera se ve como una variable
aleatoria que asigna a cada estado de la naturaleza w un ntimero real, este nimero es el valor
de la posicién financiera cuando ocurre el estado w. Las medidas de riesgo estan diseniadas
para tener en cuenta la compensacion entre las magnitudes de los valores que puede tomar
una posicién, y el riesgo o la variabilidad de estos valores. Matematicamente, son asignaciones
de un espacio de variables aleatorias a los reales. La eleccion de la medida de riesgo determina
un perfil de riesgo de inversién.

En el anio 1999 Artzner, Delbaen, Eber y Heath [1] presentaron las medidas de riesgo cohe-
rentes al enunciar cuatro axiomas que deberia cumplir cualquier medida de riesgo razonable,
esto implicé que no es posible establecer una funcién arbitraria como medida de riesgo.

Jouini, Meddeb y Touzi [11] extendieron la nocién de medida de riesgo coherente para permi-
tir portafolios aleatorios con valores en R?, cada componente de este portafolio corresponde
a un mercado de valores diferente. Se considera portafolios valoradas en R?, pues en general
los inversores no pueden agregar su portafolio debido a problemas de liquidez y/o costos de
transaccién entre los diferentes mercados. Jouini, Meddeb y Touzi introdujeron el concepto
de medidas coherentes de riesgo de valor conjunto. La pregunta bésica a responder para el
estudio de medidas de riesgo de valor conjunto es como evaluar el riesgo financiero de un
portafolio multivariado en términos de méas de un instrumento de referencia, por ejemplo, si
el regulador acepta depdsitos en més de una moneda. Esto es de particular importancia si se

deben pagar los costos de transaccion por cada transaccion entre activos.

Por otro lado, en [1] Artzner, Delbaen, Eber y Heath muestran que cualquier medida de ries-
go coherente surge como el supremo del valor negativo esperado del portafolio, para alguna
coleccién de “escenarios ”. En términos matematicos, ellos demuestran que una medida de
riesgo coherente p puede representarse como:

p(X) = sup (E?[-X])
Qe



para alguna coleccién & de medidas de probabilidad en un espacio medible (2,.%), donde
X es un portafolio definida sobre (2, .#). Esta representacién puede extenderse a medidas de
riesgo convexa, de hecho, Follmer y Schied [3] muestran que cada medida de riesgo convexa
y semicontinua inferior puede expresarse como la conjugada de alguna funciéon de “pena-
lizacién”, definida en un espacio de medidas de probabilidad absolutamente continuas con
respecto a alguna probabilidad de referencia. De forma precisa, este resultado es

p(X) = sup (E?[-X] - a(Q))

Qe

para alguna coleccion & de medidas de probabilidad absolutamente continuas con respecto
a alguna probabilidad P.
Las representaciones que acabamos de mencionar se denominan representacién dual o robusta
de la medida de riesgo y entre otras cosas son usadas para calcular portafolios 6ptimos y
evaluar su valor de flexibilidad (Liithi y Doege, 2005). Por ejemplo, la composicién de un
portafolio éptimo con respecto a su CVaR puede calcularse utilizando la representacién dual
de esta medida de riesgo (Rockafellar y Uryasev, 2000; Shapiro et al., 2009). Ademas, las
representaciones son empleadas para definir medidas de riesgo a partir de otras funciones que
son de interés y caracteristica particular, por ejemplo ver el capitulo 4.4 de [3].
Teniendo en cuenta la relevancia de las medidas de riesgo de valor conjunto y la importancia

de las representaciones duales, los objetivos de esta tesis son:

= Desarrollar la extensién, al caso de valor conjunto, de algunos conceptos clasicos del

andlisis convexo de funciones reales.

» Hacer una presentacion exhaustiva de las medidas de riesgo de valor conjunto, conjuntos

de aceptacién y la conexién entre ellas.

= Exponer de manera detallada una representaciéon dual de las medidas de riesgo de valor

conjunto.

En ese sentido, en el capitulo 1 de esta tesis presentamos la construcciéon de los reticulos
completos y los espacios colineales que emplearemos para discutir conceptos de solucién de
un problema de minimizacién bajo el enfoque de reticulo completo, para extender y desplegar
resultados clasicos del andlisis convexo a aplicaciones de valor conjunto y para representar el

espacio imagen de las medidas de riesgo de valor conjunto.

En el capitulo 2 desarrollamos definiciones y resultados preliminares de las aplicaciones de



valor conjunto; dentro de estos se encuentran una caracterizacién de las aplicaciones semicon-
tinuas inferiores, y una “extensién” del teorema clasico de Weierstrass. Luego, presentamos
las escalarizaciones de aplicaciones de valor conjunto y demostramos de manera exaustiva
las caracterizaciones de las aplicaciones de valor conjunto mediante estas funciones escalares.
Seguidamente, definimos las conjugadas de Fenchel, demostramos las principales propiedades
de estas y probamos el teorema de Fenchel-Moreau para aplicaciones de valor conjunto. Des-
pués, desarrollamos la extensién al caso de valor conjunto de las derivadas direccionales y las
subdiferenciales. Finalizamos este capitulo caracterizando los “infimizadores” de aplicaciones

de valor conjunto.

En el capitulo 3 presentamos como prefacio las medidas de riesgo de valor escalar, segui-
damente estudiamos las medidas de riesgo de valor conjunto, los conjuntos de aceptacién y

demostramos la relacion biunivoca de estos tltimos.

En el capitulo 4 como preambulo hacemos un resumen de las representaciones duales para me-
didas de riesgo de valor escalar. Luego, presentamos las aplicaciones “lineales” que sustituiran
a las esperanzas en la representacién dual del caso escalar y se demuestran algunas propieda-
des de estas aplicaciones dentro de las cuales se encuentran la aditividad y la homogeneidad
positiva. Seguidamente, definimos las conjugadas de una aplicacién en el sentido Legendre
- Fenchel, y demostramos de manera detallada las caracterizaciones de estas mediante su
escalarizacién. Finalmente, calculamos la conjugada en el sentido Legendre - Fenchel de las
medidas de riesgo convexa y desarrollamos una representacién dual de las medidas de riesgo
de valor conjunto.

Esta tesis estd basado principalmente en los trabajos de Hamel, Heyde [6] y Hamel, Heyde,

Lohne [9].



Notaciones

En este trabajo se usaran las siguientes notaciones:
= X, Z: Espacios vectoriales topoldgicos.

= X*: Espacio dual topolégico de X.

s C C Z: Cono convexo.

» CT C Z*: Cono dual positivo de C.

» A<cB< BCA+C.

» P(Z) : Conjunto potencia de Z.

» P(Z,C):={AeP(Z): A=A+ C}.

» o/ CP(Z,0)

» inf.of = U A.
Aco

" sup & = ﬂ A.
Aeol

» A=B:=inf{D € P(Z,C): AD B+ D}.

» F(Z,C0)={AecP2):A=c(A+(C)}.

" Y(Z,C):={Ae P(Z): A= clco(A+C)}.

» R : Los reales extendidos.

= MinA : Conjunto de elementos minimales de A.
n 04 (2") = gggz*(z).

() = zei?(fm) 2" (2).

 Sierana) = {2 € Z1a7(2) < 21 (2)).

» HY(2*):={2€ Z:2*(z) > 0}.

» E[X]: Esperanza de X.
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Capitulo 1

Reticulos y definiciones

preliminares

En este capitulo presentamos la construccion de dos estructuras algebraicas y de orden
que son una opcién ideal como espacio imagen de aplicaciones de valor conjunto, estos son lo
denominados reticulos completos denotados por % (Z,C) y 9(Z, C'). Estos conjuntos destacan
entre muchos conceptos en las teorias de problemas de optimizacién de valor conjunto y la
teoria de dualidad en el esquema de aplicaciones de valor conjunto. Ademas, las medidas de
riesgo de valor conjunto a tratar seran tales que tomaran valores en 4(Z, C).

Por otro lado, siguiendo [9], hacemos una breve introduccién a un concepto de solucién del

problema de optimizacién aplicaciones de valor conjunto, caso minimizacién.

1.1. Relaciones y reticulos

En esta seccién presentamos el estudio de relaciones de orden, en ciertas colecciones de
conjuntos, generados por un cono convexo. Estas relaciones permiten la construccién de los
reticulos.

Sea Z un espacio vectorial real ( Apéndice A.1) y C' C Z cono convexo con 0 € C. Este cono

permite definir una relacién <¢ en Z que es reflexiva y transitiva, mediante:
Definicion 1.1.1. Dados z1,2z9 en Z, z1 <¢ 29 <> 20 — 21 € C
Esta relacién es compatible con la estructura vectorial de Z debido a:

» Dado z € Z v z1 =¢ 22, entonces z1 + z =S¢ 22 + 2.

10



= Dadot > 0y z1 <¢ 22, entonces tz; =S¢ tz2
Definicién 1.1.2. Dados A, B y D subconjuntos de Z

1. La suma de Minkowski de A con B, denotado por A+ B, es definida como
A+B={a+b:ac A be B}
y por convencion A+0=0+A=0yA—B=A+ (-B), donde —B ={-b:bc B}.

2. Para t € R definimos el conjunto t- D ={t-d:d € D}, con las convenciones t-() =0,
cuando t #0 y 0-0 = {0}.

La relacién presentada en la Definicién 1.1.1 tiene dos extensiones candnicas en el conjunto

potencia Z(Z).

Definicién 1.1.3. Dados A, B en P(Z), definimos las relaciones <¢ y <% mediante
= A¢c B BCA+C.
= AX°B+ ACB-C.
Estas relaciones cumplen las siguientes propiedades.

Proposicién 1.1.1.

1. Las relaciones <¢ y =< son reflexivas y transitivas.

2. A=c B+ —-B=% -4

3. AR¢ B A+C2OB+C; A= B A-CCB-C.
Prueba. Como ilustracion solamente probamos 1y 3

1. La relacién =¢ es reflexiva, pues siempre se cumple A C A+ C.
Ademss, si A <¢c By B <¢ D, entonces D C B+ C C A+ C de aqui A <¢ D. La

prueba para < es similar.
3. Esclaroque AR¢c B+ BCA+C <+ B+CCA+C.

O]

Observaciones 1.1.1. Las relaciones <¢ y <€ no son antisimétricas en general, por ejemplo

siZ=R, A={1},B={1,2} yC =Ry se tiecne A<¢c B y B =<¢c A, pero A #+ B.

11



La relacion =<¢ define una relacién de equivalencia en &?(Z) y por ende conjuntos de

clases de equivalencia.

Definicién 1.1.4. Para <¢ consideramos la relacion ~¢ en P(Z), definida por:

A~c B+ (A=Xc BAB=¢c A)

Es claro que ~¢ es una relaciéon de equivalencia.

Dado A € H(Z) si [A] denota la clase de equivalencia de A, se verifica que [A] = {B €

P(Z): B+ C = A+ C}. Ademds, denotamos por ¢ al conjunto de clases de equivalencia,
es decir € = {[A] : Ae Z(2)}.

Observaciones 1.1.2.

1. Si P(Z,C) ={A e PZ): A= A+ C} la funcion ¢ : € — P(Z,C) definida por
#([A]) = A+ C es una biyeccion entre € y P(Z,C), pues:

» Si [A] = [A'] entonces A+ C = A’ + C. Esto implica ¢([A]) = ¢([A']). Luego ¢

estd correctamente definida.

» Dado ¢([A]) = ¢(|B]) se tiene A+ C = B+ C, esto implica [A] = [B]. Luego ¢ es

myectiva.

» Dado A € P(Z,C) se tiene A = A+ C, tomando la clase de equivalencia de A
tenemos ¢([A]) = A+ C = A. En consecuencia ¢ es sobreyectiva.

debido a esta biyeccion se dice que P(Z,C) es el conjunto de clases de equivalencia

generado por la relacion ~¢.

2. Sean A,B en P(Z,C) es claro que A <¢ B+ BC A+ C <+ B C A. En consecuencia
A=cB< A2B (1.1)
Debido a esto la relacion <¢ puede ser reemplazado con 2 cuando se trabaja en P(Z,C).

Dado un conjunto no vacio W, una relacién < en W se denomina relacién de orden parcial

si es reflexiva, transitiva y antisimétrica. En esta situacion se dice que W es parcialmente

ordenado por <y en tal caso se hace referencia a la dupla (W, <).

Definicién 1.1.5. Dado (W, =X) parcialmente ordenado. El infimo de V. C W, V no vacio,

es un elemento w € W que cumple:

12



= w =X, para todo v € V.
s Siw = v para todo v € V, entonces w = w.

El supremo de un conjunto también se define de forma usual (como la “menor de las cotas
superiores”), no serd necesario escribir su definicién. Por otro lado, resaltamos que el infimo

de V' C W si existe es tinico y serda denotado con inf V.
Definicién 1.1.6. Un conjunto (W, =) parcialmente ordenado, se denomina:
1. reticulo si inf{wy,wa} pertenece a W, para todo wy,wy € W.
2. reticulo completo si cada subconjunto no vacio de W tiene un infimo en W.

El conjunto R con la relacién de orden usual es un reticulo, mientras que R = RU {+o0},
con la convencién —oo < a < 400 para todo a € R, es un reticulo completo.

Un reticulo de nuestro interés es presentado en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.2.

1. El congunto (P(Z,C), D) es un reticulo completo.

2. Dado of C P(Z,C) no vacio, el infimo y el supremo de o/ con respecto a la relacion

D, wvienen dados por inf o/ = U Aysup o = ﬂ A, respectivamente.
Aecgs Aecgd

Prueba.
Es claro que el conjunto P(Z,(C') es parcialmente ordenado por O. Ademsds, el infimo de

o C P(Z,C)esinfof = U A debido a:
Acd

( U A)+C = U (A+C) = U A. De aqui U AeP(ZC).
Aed Acd Aed Acd

] U A DV paratodo V € .
Acd/

Sea B € P(Z,C) tal que VA€ o/ : B 2 A entonces B D (Jyc, A

El supremo de & es sup &7 = ﬂ A, pues:

Aed
= [JAC (1 A+CC [ (A+C)= () A Deesto (] Ae P(Z,C).
Aed Aed Aed Aed Aed

- ﬂ A CV paratodo V € «.
Ace

13



= Sea B € P(Z,C) tal que VA€ &/ : B C A entonces B C (., A.
O

Por convencién asumiremos que si &/ = () entonces inf .« = () y sup &/ = Z. Este supuesto
es compatible con lo siguiente: si @] C .@% entonces inf &} C inf @% y sup & O sup o, donde
g, o5 son subconjuntos de P(Z,C) .

Podemos decir que el “mayor” elemento de P(Z,C) con respecto a 2O es () y el “menor”

elemento es Z.

1.2. Espacios colineales ordenados

Siguiendo [9] presentamos el concepto que proporciona el marco algebraico para el andlisis

del espacio imagen de las aplicaciones de valor conjunto, los denominados espacios colineales.

Definicion 1.2.1. Sea W un conjunto no vacio y dos operaciones, la aditiva + : WxW — W
y la multiplicativa - : Ry x W — W. El conjunto W junto con estas operaciones se denomina

espacto colineal si:
1. La operacion aditiva es asociativa y conmutativa.
2. Existe 0 € W tal que 0 + w = w para todo w € W, 0 se denomina elemento neutro.
3. La operacion multiplicativa verifica:

a) r-(wy +we) =r-wy+r-wy; Vr e Ry Vw,wy €W
b) r-(s-w)=(r-s) w;¥r,se Ry Yw e W
c) l-w=w;YweW

d) 0-w=0;YweWw
En adelante (W, 4+, -) denota un espacio colineal.

Definicién 1.2.2. Dado (W,+,-) un espacio colineal y =< una relacién de orden parcial

definido en W. El sistema (W, +,-, <) es llamado espacio colineal ordenado si satisface:
1. Para todo wy,wa,w € W:wy 2wy = w1 +w <X wy +w

2. Para todo wi,wo € W yr e Ry wy Swy — r-wy X r-ws.

14



Ejemplo 1.2.1. El conjunto P(Z,C) con las operaciones de Miwkowski segin Definicion
1.1.2 y con las convenciones 0- A = C, t-0 =0 para A € P(Z,C), t > 0 es un espacio

colineal cuyo elemento neutro es C.

La siguiente proposicién muestra que el espacio colineal (P(Z,C),+,+) con la relacién de
orden parcial dada por (1.1) es un espacio colineal ordenado. Esta espacio serda donotado por

(P(Z,C),+,+2)

Proposicién 1.2.1. Dados A,B,C,D € P(Z,C) y o/ C P(Z,C) se verifican:
1. SiADByDDE entonces A+ D D B+ E.
2. 85t AD B entonces s- A D s - B; para todo s > 0.
3. inf{e/ + B} =inf{a/'} + B ; sup{« + B} Dsup{</} + B

donde o/ + B={A+B:Ac d}

Prueba. Las demostraciones de las afirmaciones 1 y 2 son directas. Probamos la tercera
afirmacién.
» Dado A € & se tiene A+ B C inf{%/} + B esto implica inf{«/ + B} C inf{«/} + B.
Mientras que para A € &7 se tiene A + B C inf{</ + B}, esto implica inf{e/'} + B C
inf{< + B}. Por lo tanto inf{< + B} = inf{</} + B.

» Por otro lado, si z € sup{</} + B, entonces z € A+ B = (A + B) para todo A € &7,
esto implica que z € sup{«/ + B}. Por lo tanto sup{< + B} D sup{«} + B.

No siempre se cumple sup{« + B} = sup{«/} + B.

Ejemplo 1.2.2. En P(R? R?) sean & = {(a,b) + R% : @ > 0,b > 0} y B = R?, entonces
R? = sup{«/ + B} D sup{«/} + B = 0.

Definicién 1.2.3. Sean (P(Z,C),+,-,2) y &/ C P(Z,C). El minimo elemento de </ (si
existe) es un B € o tal que B O A para todo A € o/ y el mdzimo elemento (si existe) es un
B € o tal que A D B para todo A € o .

FEn este contexto presentamos la siguiente proposicion.

15



Proposicién 1.2.2. Sean A y B dos subconjuntos no vacios de P(Z,C). El conjunto
Rap:={DeP(ZC): AD B+ D}
tiene un minimo con respecto a O .

Prueba. Sea D = inf{Rap} = U D, tenemos
DERAB

D+ B=iif{Rap}+B=mf{Rap+B}= | (D+B)CA
DERAB

de esto D € Rap. Ademés, es claro que D O D,V D € Ryp. Por lo tanto D es el minimo

elemento de R4p. ]

Una operacién entre conjuntos que servira como sustituto de la “diferencia vectorial usual”

se define de la siguiente manera.

Definicién 1.2.4. Sean A, B € P(Z,C) el inf-residual de A con respecto a B es definido por
A—=B=mf{D e P(Z,C): A2 B+ D}

Ejemplo 1.2.3. Sean Z =R y C =Ry. Dado D C R tenemos D + R} = U (d+Ry). De

deD
esto

P(Z,R;)={[a,+o0[: a € R} U{]a,+oo[: a € R}

Ademds, dados a,be Ry A=a+ R, , B=b+ R, se tiene

A=B=|J{p+r+Ry Ca+Ry}=J{b-a+r+Ry CR } =a-b+Ry
reR reR

La siguiente proposicién establece propiedades elementales de la operacién que se acaba

de definir. De aqui en adelante Z es un espacio vectorial topoldgico.

Proposicién 1.2.3. Sea A, B € P(Z,C) se cumple
A—-B={z€Z:AD>B+z}

Ademds, si A es cerrado (convexo) entonces A—DB es cerrado (convexo).

Prueba. Observamos que A— B se puede reescribir asi

A—=B = U D
DeP(Z,C); ADB+D

La prueba de A=B ={z€ Z: AD B+ z} es consecuencia de lo siguiente :

16



= Siz € A—B, entonces z € Dg para algin Dy con Dg = Dg+C v A O B+ Dy. De aqui
ADB+Dy2B+z Luegoz€{2€Z:ADB+z}.

» Siz € Z verifica A D B+ z, entonces z € D con D = z+ C. Ademas A O B+ z =
(B+C)4+2=B+(2+C)=B+DyD+C=(z24C)+C =2+C = D, luego
z€ A—=B.

Para demostrar la segunda afirmacién, notamos que

{reZ2:B+2C A =(|{z€Z:2+beA}=(|{z€Z:2€ A+ {-b}}
beB beB

De aqui si A es convexo entonces A+ {—b} es convexo (consecuentemente A— B es convexo),

si A es cerrado entonces A + {—b} es cerrado (consecuentemente A— B es cerrado). O

Haciendo un paréntesis presentamos la definicién de inf-diferencia en los reales extendidos

dada en [15]. Esta operacién se empleara en el capitulo 2.
Definicién 1.2.5. Dados x,y € R. Definimos la operacién inf-diferencia de x con y por
rz—y:=if{zeR:z<y+z2}
Esta operacién cumple, entre otras, las siguientes propiedades.

Proposicién 1.2.4. Dado (R, +,<). Sean0 <t € R ya,b,z,y € R. Si (+00)+(—00) = 400,

entonces:
1. a—=(400) = —0 y (—o0)—a = —o0.
2. t(a—b) = ta—tb.
3. Sia<b, entonces a—xr <b—x yx—b < zr—a.
4. (a+z)—=(b+x) <a—b.
Prueba. Como ilustracién demostraremos 3. Sea a < b, entonces
{zeR:b<z+z2}C{zeR:a<a+z}y{zeR:2<a+2} C{zeR: 2 <b+2z}

De aqui a—z < b—x y x—b < x—a, respectivamente ]
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Terminamos esta seccién presentando dos subespacios colineales de P(Z, C') con los cuales
trabajaremos mas adelante. La clausura y la envoltura convexa de A C Z serd denotada con
cl(A) y co(A), respectivamente. Ademas, clco(A) denotara la envoltura convexa cerrada de
A
Sea .7 (Z,C) :={AC Z:A=cl(A+C)}. Con respecto a este conjunto tenemos las siguientes

observaciones.

Observaciones 1.2.1.

» F(Z,C) es subconjunto de P(Z,C), pues A=cl(A+C) D A+C D A.

» La suma de Minkowski no es cerrada en este conjunto, pues si Z = R?, C = {(z,y) €
R2:2>0,y=0}, A={(z,y) eER?:2-y>1,2>0,y>0} y B={(z,y) eR?: y =
0} se tiene A,B € F(Z,C), pero A+ B = {(z,y) ER?:y >0} ¢ F(Z,0O).

De la observacién, .#(Z,C') no es colineal con las operaciones suma de Minkowski y la
multiplicacién usual. El siguiente lema muestra que estas operaciones se pueden extender

para conseguir la cerradura en .#(Z,C).

Lema 1.2.1. Las operaciones, ® : F(Z,C) x F(Z,C) — F#(Z,C), A® B = cl(A+ B)
y©: Ry x F(Z,0C) - F(Z,C), t ©B = t-B (como en la Definicion 1.1.2 ) con las
convenciones 0 © A = clC, t © 0 = 0 para todo A € F(Z,C) yt > 0,000 = clC, son
cerradas en F(Z,C).

Prueba. » Sean A, B € #(Z,C), demostremos A® B = cl(A® B+ C).
Como A® B C cl(A & B+ C) basta verificar A® B D cl(A® B+ C).
Afirmacién Se cumple cl(A+ B) D cl(A+ B) + C, en efecto.
Sean w = u+c € cl(A+B)+C conu € cl(A+B) , ¢ € C'y consideremos W una vecindad
arbitraria de w, entonces existen dos vecindades V; y V5 de u y ¢ respectivamente, tal
que V1 4+ V5 C W. Sabemos ¢ € CNV;, y por definicién de clausura existe z € (A4+B)NV;.

De esto
r+ce(A+B+CO)N(Vi+ W) =(A+B)Nn(Vi+Va) C(A+B)nW

Luego en cada vecindad de w existen elementos de A + B, de aqui w € cl(A + B). Por
lo tanto cl(A+ B) 2 cl(A+ B) + C.
Tomando clausura en cl(A + B) 2 cl(A+ B) 4 C tenemos A® B 2 cl(A® B+ C).
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» Sea A € F(Z,C) debemos demostrar tA = cl(tA+ C). De A = A+ C tenemos
tA =tA+ C. Tomando clausura cl(tA) = cl(tA+ C), de aqui tcl(A) = cl(tA+C) y asi
tA=cl(tA+C).

0

El siguiente lema muestra que .7 (Z, C') junto con las operaciones que se acaban de ex-

tender, es un espacio colineal ordenado.

Lema 1.2.2. El espacio (#(Z,C),®,®,2) es un espacio colineal ordenado cuyo elemento

neutro es cl(C).

Prueba. La verificacién de las propiedades es directa, como ilustracién veamos que cl(C) es

el elemento neutro. Debemos probar A @ cl(C) = A, para todo A € .#(Z,C). De
A+c(C)=cl(A)+c(C)Cc(A+C)=A

obtenemos cl(A+cl(C)) C A, luego A@ cl(C) C A. Ademas, se cumple A C A cl(C) y por
lo tanto A & cl(C) = A. O

Ademss, (.#(Z,C), D) es un reticulo completo si definimos para cualquier &7 C .%(Z,C)
el infimo y el supremo como

inf o =cl A; sup o = A
F(2,0),2 ALeJ@/ F(2,0),2 ADM

con la convencién: Si &/ = () entonces inf & =0y sup =7
F(Z,C),D

F(2,C),2
Otro espacio colineal ordenado completo de mucha importancia es presentado en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos 4(Z,C) = {A C Z : A = clco(A + C)} subconjunto de
F(Z,C). Con las operaciones establecidas en el Lema 1.2.1, (4(Z,C),®,®) es un espacio

colineal. Ademds (9(Z,C),2D) es un reticulo completo si hacemos

inf o =clco A; sup o = A
9(2,0),2 ALngz 9(2,C),2 AQ?{

1.3. Un concepto de solucién de un problema de minimizacién

En este seccién presentamos el concepto de solucién de los problemas de minimizacién de

aplicaciones de valor conjunto basado en el “enfoque de reticulo completo”. Este enfoque se
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desarrollé en las tesis [13] , [4]. Antes hacemos una breve presentacién de este enfoque para
el caso de aplicaciones de valor vectorial, esto servird como preambulo para fijar las ideas que

se estableceran en el caso de valor conjunto.

1.3.1. Concepto de solucién de un problema de minimizacion de funciones

de valor vectorial bajo el enfoque de reticulo completo

En la teoria de la optimizacién de valores vectoriales, hay varios conceptos de solucio-
nes, como soluciones eficientes, soluciones débilmente eficientes y soluciones adecuadamente
eficientes. En contraste con este enfoque cldsico en esta parte presentamos el concepto de
solucién basado en el enfoque de reticulo completo y el “alcance del infimo”, desarrollados

n [14] y [10]
Sean X un conjunto no vacio , S C X no vacioy f: X — Z una funcién con valores en

el espacio vectorial Z, donde (Z, <) es un reticulo completo. El problema de optimizacién es:

min  f(x)

sa. z€&€S

Q)

Un concepto estandar de solucion es el siguiente.
Definicién 1.3.1. Un elemento T € S se llama una solucion eficiente de (Q) si
z€ SN (@) < f@) = f(z) = £(7)
El conjunto de soluciones eficientes de Q) serd denotado por Ef f(Q).
Dado A C Z el conjunto minimal de A se define por
MinA:={zcA: (yec ANy=2z2) > y=z}

Un elemento de MinA serd denominado elemento minimal de A.

Dado B C X con lanotacién f[B] := {f(z) : # € B} es directo ver que Minf[S] = f[Eff(Q)]

Ejemplo 1.3.1. Sean X = Z = R? y Z parcialmente ordenado con el orden natural generado

por el cono R% y
S ={(z1,22) € R%: 21 > 0,29 > 0,221 + 29 > 2,21 + 229 > 3}
Para la funcion objetivo f(x1,x2) = (0,x2) el conjunto de elementos eficientes es
Eff(Q) = {(z1,29) € R? : 21 > 3,29 = 0}
Ademds, que f(Eff(Q))={(0,0)}.
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El concepto de solucion basado en el enfoque de reticulo completo y el “alcance del infimo”

es el siguiente.

Definicién 1.3.2. Un subconjunto X C S es una solucion de (Q) si se verifican las condi-

ciones:

i. f(X)= Minf(S)

it. inf f(x) = inf f(x)
zeX zes
Ejemplo 1.3.2. Consideremos los conjuntos dados en el ejemplo 1.3.1 y el orden usual de

R2.
» Si la funcion objetivo es f(x1,x2) = (0,22), entonces
Eff(Q) = {(z1,22) € R?: 2y > 3,2, =0}

y cualquier subconjunto no vacio X C Eff(Q) verifica f(X) = (0,0) = Minf[S] y

inf f(x) =(0,0) = inf f(z). En consecuencia la solucion de (Q) no es unica.
z€X z€S

» Sila funcidn objetivo es f(x1,x2) = (x1,x2), entonces se puede comprobar que Ef f(Q)

es la dnica solucion.

A continuacion extendemos este concepto de solucion a la minimizaciéon de aplicaciones

de valor conjunto.

1.3.2. Concepto de solucién de un problema de minimizacién de aplicacio-

nes de valor conjunto bajo el enfoque de reticulo completo

Recordemos que (% (Z,C),®,®,2) o (4(Z,C),®,®, D) son reticulos completos y orde-
nados. Los conceptos de infimo y minimal en estos espacios son

Dado & C .#(Z,C) o &/ C¥9(Z,C)

» info/ = cl U A, infod = ¢l co U A cuando &7 estd en F(Z,C) o en ¥(Z,C)

) Aed Acd
respectivamente.

= Kl elemento minimal de & con respecto a O es un conjunto B € & tal que si A €

<, A D B, implica A = B.
El conjunto de elementos minimales de &7 serd denotado por Min.g/
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Definicién 1.3.3. Dado o7 C F(Z,C) o &/ C 9(Z,C). Un subconjunto A de o/ se llama
generador del infimo de < si inf B = inf o

En el siguiente ejemplo vemos subconjuntos generadores del infimo.

Ejemplo 1.3.3. Sea Z =R% C = {0} xRy y & = {A;: t €[0,1]}, donde Ay = [-1+1t,t] x
Ry. En esta caso dado Ay € o7, si A, O Ay — A, = Ay, cada Ay es minimal con respecto
a 2; ademds inf o = AgU A; = [—1,1] x R;. Se observa que el infimo estd generado solo

por dos elementos minimales (no todos los elementos minimales se requieren para generar el

infimo).

La nocién de minimalidad en el enfoque de reticulo completo consiste en encontrar un
conjunto de minimales que generan el infimo de 7, es decir dado &7 C Z#(Z,C) (o & C
4(Z,C)) hallar un subconjunto de & C o tal que inf Z =inf o7 y B C Mind .

Este enfoque se emplea en [9] para dar el siguiente concepto de solucién de un problema de
minimizacién.
Definicién 1.3.4. Dado X conjunto no vacio y f : X — #(Z,C) (o f : X - 9(Z,C) )
una aplicacion.

a) Un conjunto M C X se llama un infimizador de f si inf f[M] = inf f[X]

b) El elemento T € X se denomina minimizador de f si f(Z) es minimal de f[X].

¢) Un conjunto M C X es solucion del problema:

Min  f(x)

(P)
SA xzeX

st M es infimizador de f y cada elemento T € M es un minimizador de f, éste conjunto
se llama solucién completa si el conjunto f[M] contiene todos los elementos minimales

de f[X]
Para establecer un resultado inicial mencionamos la siguiente definicion.

Definicién 1.3.5. Un conjunto o C F(Z,C) (o o C 9(Z,C)) satisface la propiedad de
dominacion si para todo A € o7, existe A € Ming/ tal que A D A
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Proposicién 1.3.1. Sea [ : X — F(Z,C) (o X — 9(Z,C) ) donde f[X] satisface la

propiedad de dominacion, entonces
M={xe X: f(x) e Minf[X]}
es una solucion completa del problema de optimizacion.

Prueba. De la propiedad de dominacién se tiene (J,c s f(y) 2 Uex f(2), ademds de M C
X se tiene U, cx f(2) 2 Uzenr f(2), luego

inf f[M] = inf f[X]

Desde que M es el conjunto minimizadores de f[X], M es solucién completa del problema

(P). O
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Capitulo 2

Analisis convexo de aplicaciones de

valor conjunto

En este capitulo daremos resultados importantes del andlisis convexo de aplicaciones de
valor conjunto, estudiaremos la escalarizaciéon de estas aplicaciones y probaremos una carac-
terizacién de los infimizadores de f utilizando la subdiferencial. Este capitulo estd principal-

mente basado en [9], [7] ¥ [15].

2.1. Aplicaciones de valor conjunto

Sean X y Z espacios vectoriales topoldgicos, en adelante Nx, Nz denotaran una base de
vecindades de 0 en X y Z respectivamente y una vecindad de € X sera denotado por x +U
con U € Nx o simplemente como U(Z) (abierto que contiene a z). Siguiendo [9], el objetivo
de esta seccion es presentar conceptos iniciales de la aplicaciones de valor conjunto y algunos
resultados importantes de convexidad para estas aplicaciones, en particular probaremos un

teorema similar al cldsico teorema de Weierstrass.

Definicién 2.1.1. Dado f : X — P(2).
1. La grifico de f se define como el conjunto Graf(f) = {(z,y) € X x Z:y € f(z)}
2. El dominio de f es el conjunto Dom(f) ={x € X : f(z) # 0}

Definicién 2.1.2. La aplicacion f: X — P(Z,C) se denomina:

1. Conveza si Graf(f) es un conjunto convero en X x Z.
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2. Positivamente homogéneo si Graf(f) es un cono en X x Z.
3. Sublineal si Graf(f) es un cono convero en X x Z.
4. Propia si Dom(f) # 0 y para todo x € X, f(x) # Z

En la siguiente proposicién presentamos algunas caracterizaciones de las definiciones pre-

vias.

Proposicién 2.1.1. La aplicacion f: X — P(Z,C)
a) es convera siy solo siVr1,xe € X, t € (0,1) : f(tx1+(1—t)z2) D tf(x1)+(1—1)f(x2).
b) es positivamente homogénea si y solo si Yx € X y t > 0: f(tx) D tf(z).
c¢) es sublineal si y solo siVry,x9 € X, s,t > 0: f(sxy1 +txa) D sf(x1) + tf(z2).

Prueba. La demostracién de estas afirmaciones no son complicadas, como ilustracién redac-

tamos la prueba de la parte a).

» (—) Debemos probar que f(tz1 + (1 —t)x2) D tf(z1) + (1 — 1) f(x2), V1,20 € X, t €
(0,1).
Sea z = tu; + (1 — t)ug € tf(x1) + (1 — t)f(x2), donde u; € f(z1) , ua € f(x2), por
definicién (z1, u1); (z2, u2) € Graf(f). De la convexidad de f

(txy + (1 — t)xg, tus + (1 — t)ug) € Graf(f)

esto implica z = tu; + (1 — t)ug € f(txy + (1 — t)x2). Por lo tanto f(tx; + (1 —t)z2) 2
tf(wr) + (1 — 1) f(22).

» () Debemos demostrar que f es convexa.

Sean (z1, u1), (2, ug) € Graf(f) y 0 <t < 1, tenemos
tur + (1 = tug € tf(21) + (1 — ) f(z2) C ftzr + (1 —t)z2)

De esto t(x1, u1) + (1 —t)(z2, uz) € Graf(f). En consecuencia f es convexa.

Las aplicaciones convexas tienen las siguientes propiedades

Proposicién 2.1.2. Sea f: X — P(Z,C) una aplicacion convexa, entonces
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a) Para todo x € X, f(x) es convexo (f es de valores convexos)
b) Para todo z € Z, L§(z) ={x € X : z € f(x)} es convezo.
¢) Dom(f) es convezo.

Prueba. Como ilustracién solamente redactamos la prueba de la parte c).
Sean x1,x2 € Dom(f) y t €]0, 1], de la definicién de dominio existen u; € f(x1) y uz € f(z2).

De la proposicion anterior
tup + (1 = t)ug € tf(z1) + (1 = ¢) f(z2) C f(tw1 + (1 — t)x2)
de aqui f(tx1 + (1 — t)za) # 0. Luego tzq + (1 — t)x2 € Dom(f). O

El conjunto L¢(z) se denominard conjunto de nivel z de f, la parte b) de la proposicién

anterior dice que este conjunto es convexo cuando f es convexa.

Definicién 2.1.3. La aplicacion f : X — P(Z,C) se denomina:

1. de valores cerrados si para todo x € X el conjunto f(x) es cerrado.
2. de nivel cerrado si para todo z € Z, L¢(z) es cerrado.

3. cerrada st Graf(f) es un conjunto cerrado de X x Z.

Observaciones 2.1.1.
» La funcion f: X — F(Z,C) es de nivel cerrado si y solo si para todo A € F(Z,C) el
conjunto L§(A) :={x € X : f(z) D A} es cerrado. Este resultado se deprende de
{reX: f(x) DA} = m{xeX:aEf(x)}
acA

Recordemos que la interseccion de un familia de conjuntos cerrados es cerrado.

Toda aplicacién cerrada tiene niveles cerrados (como se demostrard mas adelante) pero

lo reciproco no siempre es cierto en general, el siguiente ejemplo justifica esto.
Ejemplo 2.1.1. Sea X =R ,Z =R, C ={(0,t):teRy} y

(r,z+1)+C si0<z<1
flz) = 1, 4)+C siz=1 (2.1)

0 en otro caso

26



Sixp=1—1/k con k € N tenemos f(zx) = {(1 —1/k, 2—1/k+1t) € R? : t > 0}, de aqui
zp =(1—-1/k, 2—-1/k) € f(zr) y asi (xk, 21) € Graf(f). Ademds z, — (1,1/2) y x, — 1
pero (1,1/2) ¢ f(1). Por lo tanto el grdfico no es cerrado.

Por otro lado el conjunto de nivel z = (z1,22) de f

{z1} si0<z1<lyzg>2z1+1
Li(z1,20) =< {1} sizi=1,20>4 (2.2)

0 en otro caso

es cerrado. Luego, la aplicacion no es cerrada pero es de nivel cerrado.

Proposicién 2.1.3. Si f : X — P(Z,C) es cerrada, entonces es de valores cerrados y de

nivel cerrado.
Prueba. Consideremos el conjunto Graf(f) cerrado en X x Z.

» Sea z € Dom(f)y z € (f(x))¢ entonces (z,z) ¢ Graf(f). Existen U(z) ( vecindad de
x )y V(z) (vecindad de z) tales que

{z} xV(2) cU(x) x V(z) C (Graf(f))°

De donde V(z) C (f(x))¢. Por lo tanto (f(z))¢ es abierto y en consecuencia f(x) es

cerrado.

= Sea x € (Lg(z))¢ entonces (x,2) ¢ Graf(f), de aqui existen U(x) (vecindad de z) y
V(z) (vecindad de z) tales que

U(z) x {z} cU(z) x V(z) C (Graf(f))°

De aqui U(x) C (Ly¢(2))¢. De esta manera (Ls(z))¢ es abierto y en consecuencia L¢(z)

es cerrado.
O

Esta proposiciéon muestra que una funcién cerrada con valores en P(Z,C) en realidad
cae en .Z(Z,C). Por lo tanto, podemos restringir la discusiéon de aplicaciones cerradas a
aplicaciones de valores en .#(Z,C).

El limite inferior de f : X — .#(Z,C) en 7 € X se define como

liminf f(z) = inf
fminf f(z) Sup . C)

27



De la definicién de infimo y supremo en .# (Z, C') tenemos

liminf f(z) = ﬂ cl( U f(x))

r—x
UeNx zex+U

Definicién 2.1.4. La funcion f : X — F(Z,C) se denomina reticulo-semincontinua inferior

(reticulo s.c.i) en T € X si

f(z) 2 liminf f(x)

T—T
Diremos que f es reticulo-semicontinua inferior si es reticulo semicontinua inferior en cual-

quier punto de X.

Una definicién similar se tiene para aplicaciones con valores en ¢4(Z, C). Ademds de las

definiciones de infimo y supremo

f(z) D liminf f(z) <> f(z) = liminf f(z) (2.3)

T—T T

Definicién 2.1.5. Una funcion f : X — F(Z,C) se denomina reticulo -semincontinua

superior ( reticulo- s.c.s.) en T € X si

limsup f(z) = inf sup f(z)=cd U ﬂ f(z) 2 f(z)

T UENX zez+U UeNx z€5+U

La aplicacion se denomina reticulo- semicontinua superior ( reticulo-s.c.s.) si es reticulo-s.c.s

para todo x € X.

El siguiente resultado muestra la equivalencia entre aplicaciones reticulo-semincontinua

inferior y aplicaciones cerradas con valores en .#(Z, C)
Proposicién 2.1.4. La funcion f: X — F(Z,C) es un reticulo s.c.i si y solo si es cerrada.

Prueba. La equivalencia resulta al reescribir la cerradura de Graf(f) y la semicontinuidad
inferior de f en Z en términos de vecindades.

Notamos que Graf(f) es cerrado si y solo si cl(Graf(f)) C Graf(f). De aqui
c(Graf(f)) € Graf(f) < [(z,2) € cl(Graf(f)) = z € f(T)]
Luego

cd(Graf(f)) C Graf(f) & [(V U(z), VV(z) Iz e U(
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Por otro lado, la semicontinuidad inferior en z es: z € liminf f(z) — zZ € f(Z), esto es
Tr—T

equivalente a

VU@ :zed | fl2)—>zef@)
)

zeU(z

en consecuencia s.c.i. equivale a
VU(@),VV(z)IzeU(), Iz V(2):z€ f(x)) = z € f(T)
Luego por (2.4), s.c.i. es equivalente a la cerradura de f O

La siguiente proposicién permite demostrar un resultado similar al teorema de Weierstrass

para aplicaciones escalares.

Proposicién 2.1.5. Sea f : X — F(Z,C) una aplicacion de nivel cerrado con dominio

compacto, entonces f[X] satisface la propiedad de dominacion.

Prueba. Dado z € X debemos encontrar un A € Minf[X]: A D f(x).

Dado z € X fijo y arbitrario. Sea A = f(x) y consideremos el conjunto

F(Ls(A) ={y € f(X):y 2 A}
Basta probar que f(L¢(A)) tiene un mimimal, en efecto

= Sea B minimal de f(Lf(A)), se tiene B O A.
Si f(x) O B entonces

f®) 2 A= f(z) e f(Li(A)y f(x) 2 B= f(z)=B
Esto quiere decir que B € Minf[X] con B D A.

Para probar que f(L¢(A)) tiene minimal, por el Lema de Zorn hay que verificar que toda
cadena de f(Ls(A)) tiene una cota inferior.

Por otro lado, toda cota inferior en f(X), de alguna cadena de f(Lf(A)), pertenece a
f(L¢(A)); luego basta probar que toda cadena de f(X) tiene una cota inferior.
Demostremos esto.

Sea W una cadena de f[X], note que W tiene una cota inferior si y solo si el conjunto

{z € Domf(X) :YweW: f(x) Dw} = ﬂ L¢(w)
weW
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es no vacio. La intersecciéon de una familia finita de conjuntos del tipo Ls(w) es

ﬂ Li(w) ={x € Domf :Vw € {w1,ws, .. w,} : f(x) D w}

we{wi,wa,...wn }

este conjunto es no vacio pues toda cadena finita tiene al menos una cota inferior. Luego
como el dominio es compacto y cualquier interseccién finita es no vacio, ey Ly(w) no es

vacio. Por lo tanto W tiene una cota inferior. O

Teorema 2.1.1. Sea f : X — Z(Z,C) una aplicacion de nivel cerrado tal que Dom(f) es
compacto, entonces el problema de optimizacion (P)( definido en el capitulo anterior) tiene

una solucion completa.

Prueba. De la proposicién anterior f[X] tiene la propiedad de dominacién, luego de la
proposicién 1.3.1 el conjunto M = {z € X : f(x) € Minf[X]} es una solucién completa del

problema de optimizacién (P) O

2.2. Escalarizacion de aplicaciones de valor conjunto

El propdsito de esta seccidn es estudiar ciertas funciones escalares asociadas a las aplica-
ciones de valor conjunto. Estas funciones, en cierto sentido, heredan algunas propiedades de
las aplicaciones de valor conjunto y pueden caracterizar a las aplicaciones.

En adelante X, Z representaran a espacios topolégicos lineales localmente convexos cuyos
duales topoldgicos se denotaran con X* y Z* respectivamente. Ademads, para un cono con-
vexo C de Z consideraremos el conjunto C* = {z* € Z* : Vz € C, 2*(z) > 0} denominado
dual topoldgico positivo de C. La nociéon geométrica de este conjunto es representado en la

figura 2.1.

Figura 2.1: C*
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Para cualquier conjunto A C Z presentamos la siguiente funcién.

Definicién 2.2.1. Dado A C Z, definimos 05 : Z* = R, 04 (2%) = 1'n£1 2" (z)
ze
La funcién Jﬁ verifica las propiedades demostradas en los siguientes dos lemas.

Lema 2.2.1. Sea A,B C 9(Z,C) , se verifican:

ohep(2") = 04 (") + 05 (2") (2.5)
Ae9(Z,C) A= (] {2€Z:053(") <2 (2)} (2.6)
z*eC+\{0}

Prueba.

» Esclaro que inf z%(z) = inf 2"(2). Luego, la ecuacién (2.5) resulta de
z€cocl(A) 2€A

inf * — inf * nf *
852 = 526+ 526

» Sea A €9 (Z,C). Dado z € A es claro que 1'njf4 2*(z) < 2*(2) para todo z* € C* \ {0},
ze

esto implica z € ﬂ {z € Z:05(z") < 2*(2)}.
z*eCt\{0}

Supongamos que existe zp € ﬂ {z € Z:05(z") < 2*(2)} tal que 2y ¢ A. De
2*eC+\{0}
estos supuestos en primer lugar tenemos

;Ielfl 2*(2) < 2*(20), ¥ 2* € CT \ {0} (2.7)

y en segundo lugar, por el teorema de separacién existen zi € Z*\ {0} y r € R tales

que
z{(z0) <r < 2{(2) Vz€ A (2.8)
Ademds, si zf ¢ CT\ {0} entonces existe z1 € C tal que 2 (z1) < 0. De aqui 25 (tz1) < 0
yz+try € A+ C = A paratodot >0y algin z € A. Asiin{%z’f(z) = —00, esto es una
ze
contradiccién con (2.8). En consecuencia 2 € C*\ {0}.

Luego, de las ecuaciones (2.7) y (2.8) tenemos

inf 27 (z) < 27 <r < inf 2]
ZlgAzl(Z)_Zl(ZO) T_ZuelAzl(Z)

lo anterior es una contradiccion.
Si A= ﬂ {z € Z:05(2") < 2*(2)}, es claro que A es cerrado y convexo. Por lo

z*eCt\{0}
tanto A € 4(Z,C).
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Lema 2.2.2. Si o/ C 9(Z,C) entonces
a) Para todo z* € C*\ {0}; o2 ,(2*) = inf{o5(z*): A€ &}

b) Para todo z* € Ct\ {0}; O'SAup%(Z*) > sup{oq(2*): A€ o}

Ademds
1 — .2 Ay _* *
inf o/ = m {z€ Z: X&fy(m(z ) < z2"(2)} (2.9)
zxeCt\{0}
sup & = ﬂ {z€ Z: sup 04(z") < 2*(2)} (2.10)
2eC+\{0} T
Prueba.

a) Para todo A € o, 02, (2*) = inf,cmt o 2°(2) < inf,en 2*(2) = 04 (2*). Tomando
infimo o5 (%) < inf{o3(z*) : A € &/}
Sea A € < arbitrario, si z € A entonces z*(z) > 04 (%) > inf{65(2*) : A € «/}. Luego

para todo z € (J s A se tiene
2*(2) > inf{o43 (") : A € &}

Tomando fnfimo en la desigualdad se tiene o2, ,(2*) > inf{o4(z*) : A € &/}, recorde-
mos que  inf  z%(z) = inf 2%(z).

d z€cleo(|J A) ( ) zeJA ( )
Por otro lado, si hacemos A = inf . en la ecuacién (2.6) tenemos

inf o/ = ﬂ {2E€2Z: o5 4(2") < 2*(2)}
z*eCt\{0}

reemplazando o5 (%) = inf{05(z*) : A € o/}, obtenemos la ecuacién (2.9).

b) Sabemos que para todo A € &/, inf 2%(z) > 1’n1f4 z*(z). Se completa la prueba de b)
zE

zEesup
tomando supremo con respecto a A en esta desigualdad.

Por otro lado, si hacemos A = sup &/ en la ecuacién (2.6) tenemos

sup &/ = ﬂ {reZ: UsAupW(z*) < 2%(2)}
z*eCt\{0}

usando la relacién que acabamos de probar obtenemos (2.10).

32



El siguiente ejemplo muestra que la igualdad en la parte b) del lema anterior no siempre

se verifica.

Ejemplo 2.2.1. Sean Z = R%2,C = Ri, o = {(a1,a2) +R3L ca1 +ay = 1,a1,a2 > 0} C

g(RZ’Ri) y z* = (1,1). En la figura 2.2 vemos que o4 (2*) = ( fnf) Az*(ggl +a9) =1y
T1,T2
O-sAupM(Z*) = inf Z*(:L'l + 11,‘2) =92

(z1,x2)€ESup &

Figura 2.2:

La escalarizacién de las aplicaciones de valor conjunto es definido de la siguiente manera.

Definicién 2.2.2. Dado f : X — P(Z,C) y z* € CT\{0}, la funcidn ¢y .+ : X — R definida
por

o) = 7

se denomina escalarizacion de f.

Notamos que ¢ .« () = o]%(x)(z*), ademds cuando f: X — ¥(Z,C), de la ecuacién (2.6),
tenemos

VeeX;f(x)= () {2€Z:¢r-(x)<2"(2)} (2.11)
z*eCt\{0}

Muchas propiedades de las aplicaciones con valores en ¢ (Z, C') admiten su equivalente en

su escalarizacién, se menciona algunas en el siguiente lema.
Lema 2.2.3. Dado f: X - 9(Z,C).

1. f es conveza si y solo si para todo z* € CT \ {0}, ¢y« es conveza.
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2. [ es positivamente homogénea si y solo si para todo z* € CT\{0}, ¢y .+ es positivamente

homogénea.
3. [ es (sub) aditiva si y solo si para todo z* € CT\ {0}, ¢y .+ es (sub) aditiva.
4. f propia si y solo si existe z* € C*\ {0} tal que g .+ es propia.
5. Para todo z* € CT \ {0}, Dom(f) = Dom(py,+).
Prueba. Como ilustracién redactamos la prueba de 1, 2y 5.

1. Supongamos que f es convexa y sean t € (0,1) y z,y € X, luego ¢« (tx + (1 —t)y) =
inf 2"(z) < inf Pl 4 B P inf  2%(z) =
zEf(ta+(1-t)y) z€tf()+(1-t) f(y) zetf(z) z€(1-1)f(y)
toge () + (1= t)ope (y)-

Sea ¢y .+ convexa para todo z* € CT\{0}. Si f no es convexa existen ¢ € (0,1), z,y € X
yz€Ztalesquezetf(x)+(1—t)f(y)y z¢ f(tz+ (1 —1t)y). Como f(tz+ (1 —1t)y)

es convexo y cerrado, por el teorema de separacién existe z* € CT \ {0} tal que
2(2) < ppor(te + (1= t)y) < tprpa (@) + (1= )@y (y) (2.12)
Por otro lado, como z € tf(xz)+(1—t)f(y) se tiene z = tu+ (1 —t)v para algin u € f(x)

y v € f(y), luego z*(z) = tz*(u) + (1 — t)z*(v). De esto

2"(2) = tpge () + (1= 1) pr+ ()
Esta relacién contradice (2.12). Por lo tanto f es convexa.

2. Supongamos que f es positivamente homogénea, entonces

1
~(tr) = Inf 2%(z) = inf 2%(2) =t iInf 2"(=z2)=tpr.«(x
oretn) = @ ()= B 6=t il S (G2 = o)

Esto demuestra que ¢y .+ es positivamente homogénea.
Sea @y .«(x) positivamente homogénea y supongamos que f no es positivamente ho-
mogénea, entonces existen ¢ € (0,1), z € X y z € Z tales que z € tf(z) y z ¢ f(tx).

Por el teorema de separacién existe z* € CT \ {0} tal que

Z*(z) < Inf 2%(u) = pr«(tx 2.13
()< il 2" = pre(t0) (213)
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y z = tu para algin u € f(x). Luego

(3 =t (W) 2t inf 2 (a) = tope (@) = o (1)

Esto contradice (2.13).

5. Siz € Dom(f) entonces f(x) # 0 — ¢y .+ (x) < 400y en consecuencia z € Dom(py ).
Sea € Dom(py.+) y supongamos que f(z) = @) esto implica ¢¢ .- (z) = +o00, que es
un absurdo pues & € Dom(ypy, .«). Por lo tanto Dom(f) = Dom(py =)

El siguiente resultado es consecuencia de los lemas anteriores.

Corolario 2.2.1. Sea f : X — 9(Z,C) y x € Dom(f) tal que f es reticulo semicontinua

inferior en T, entonces

liminf f(z) = {z € Z:V z* € CT\ {0};liminf ¢ .- (z) < 2*(2)}
T—T

T
Prueba. Aplicando la ecuacién (2.10) a la familia & = {zeﬁflJfrUf(x)}UeNX’ con A =
inf t
xel:ngUf(x)’ enemos
sup o = ﬂ {zeZ: sup [04(2")] < #*(2)}
UeNx Z*€C+\{0} UeNx
A *\ __ A x\ , A *
De 03(2") =0 inf f(:E)(z I= xelgf_UUf(x)(z )
rez+U
sup [ Inf f(z)] = z€Z: sup | inf O’Ax 29 < 2% (2
UENX[x€£+U ( )] Z*GQ\{O}{ UGNX[in‘-‘rU I )( )] ( )}
reemplazando JfA(w)(z*) = @s.+ ()
sup [ inf f(x)] = ﬂ {z€Z: sup [ Inf ops.(z)] <2%(2)}

UeNyx z€z+U UeNy z€z+U

z#eCt\{0}

De la definicién de limite inferior para aplicaciones de valor conjunto y de valor escalar.

liminf f(z) ={z € Z:V2z* € CT\ {O};h’m_)ipfcpﬁz* (x) < 2%}

T—=T
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Antes de presentar una caracterizacién de las aplicaciones de valor conjunto cerradas, con-
vexas y propias con valores en .# (Z, C') mediante su escalarizacién, mencionamos la definicién

de envoltura convexa semicontinua inferior.

Definicién 2.2.3. Dada f : X — R definimos la funcion clcof : X — R, denominada

envoltura convexa semicontinua inferior de f, por

Epi(clcof) = clco(Epi(f))
donde Epi(f) = {(z,y) € X xR: f(x) <y}

Teorema 2.2.1. Sea f: X — F(Z,C) con Domf # 0. La funcion f es cerrada, conveza, y

o bien propia o bien la funcion constante igual a Z, si y solo si

Ve XEIG = ﬂ {2 € Z: cleops»(z) < 2*(2)} (2.14)
z*ek

donde E = {z* € CT \ {0} : cleopy .« : X :— R es propia}

Prueba.

(<) Si el conjunto E es vacio, entonces

NP — ﬂ {z € Z:clcops»(x) <2*(2)} = Z
z*€E=0

Si E no es vacio, para z* € F definimos la aplicacién 5.« : X — F(Z,C) por
B (.CC) ¥ {Z €Z: Clca@f,z* (l’) < Z*(Z)}
Afimacion (.« es convexa y cerrada. En efecto:

1. Dado z1,792 € X y t €]0,1] fijos, sea u = tu; + (1 — t)uz con u; € B(z1) y

ug € B.+(x2), entonces

clcopy+(x1) < 2%(u1) y cleopy = (v2 < 2% (u2)
de estas dos desigualdades tenemos

cleopys .« (txy + (1 — t)xa) < 2" (tur + (1 — t)ug)

Por lo tanto u = tuj + (1 — t)ug € B+ (tx1 + (1 — t)z2), .+ es convexa.
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2. Sea (z9,20) € [Graf(B.+)]¢ entonces existe t € R tal que
2*(20) < t < clcopy (o)

Como z* es una funcional continua y clcops .« es semicontinua inferior existe
vecindades U de g y V de z tales que U x V € [Graf(B.-)]¢ y en consecuencia

Graf(B.+) es cerrado. De aqui (3, es cerrada.

Como Graf(f) = ﬂ Graf(B,), entonces f es convexa y cerrada.
z*ek
Por otro lado, si f no es propia existe x € X tal que f(z) = Z. De la ecuacién (2.14)

Z={z€ Z :clecopf«(x) < 2*(2)}, V2" € E

De aqui
cleopy «(x) = —o0, V2* € E

Esto es una contradiccién pues clcopy .« es propia.

Si f es convexa, cerrada y propia, entonces @y .« es convexay f(z) = liminf f(y), Va €
y—x

Dom(f). Ademas, del corolario 2.2.1

Vo € Dom(f), f(z) =liminf f(y) ={z€ Z: h’;n_jgrglfgofvz*(y) < 2%(z), ¥V 2* € CT\{0}}

Yy—x

Como ¢y .« es convexa y clcopy .« es s.c, h’m_)inf @f2+(y) = clcopy .« (x). De esto
y—T

Vo € Dom(f), f(x) = ﬂ {z € Z:clcopy .- (z) < 2*(2)} (2.15)
z*eCt\{0}

Como Dom(py,.+) C Dom(clcopy .+), si clcops .« no es propia existe x € X tal que

clecopy .+ (x) = —o0, de la proposicién (2.2.5) de [16] se tiene
clcops .« (x) = —o0, Vo € Dom(py )

de esto {z € Z : clecopy.«(z) < 2*(2)} = Z para todo @ € Dom(f) = Dom(py,.+).
Luego (2.15) queda

Vz € Dom(f), f(z) = ﬂ {z € Z:clecops .« (x) < 2*(2)}
z*ek
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Por otro lado, si « ¢ Dom(f) entonces f(x) = 0y pf.«(x) = 400 = coclgy .« (x).
Luego {z € Z : clcopy .« (x) < 2*(2)} =0 y por lo tanto

f(z) = ﬂ {z € Z:clecops .- (x) < 2*(2)}

z*ekE

La ecuacién (2.14) queda probada para todo x € X.

2.3. Conjugada de Fenchel para aplicaciones de valor conjunto

En esta parte introducimos las conjugadas duales de las aplicaciones de valor conjunto,

dada en [9], y probaremos la versién del teorema de Fenchel-Moreau para estas aplicaciones.
Definicién 2.3.1. Sean z* € X* y 2* € Z*, definimos la aplicacion S(« .- : X — P(Z)
S(m*’z*)(:v) ={zeZ:2"(x) <2"(2)}

Esta aplicacion tiene las siguientes propiedades
Proposicién 2.3.1. Dado (z*,z*) € X* x Z*\ {0}, entonces

1. Para todo t >0, S(ze =) (tx) = tS(g .+ (7).

2. Para todo 1,72 € X, S(g+ ) (71 + T2) = S(gx o) (T1) + Szx 2+)(T2).

8. Vr € X, Sge . (x) €9(Z,C) siy solo siz* € CF

4. S(pr () es un semiespacio cerrado con normal z* si y solo z* # 0. Ademds
(z*,2%)

S(x*’o)(l‘) S {Z, Q)}
5. Si eviste z € Z tal que 2*(Z) = 1 entonces S(y« +)(x) = 2" (2)Z + S+ .+ (0), Vo € X

Prueba.

1. La prueba es consecuencia de

1
2 € S(gr o) (tx) > 2% (tr) < 2%(2) > 2" (7) < z*(gz) < 2 € LS(gx oy ()
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2. La prueba de Sz« ) (1) + S(z= 2+)(22) C S(g= o+)(z1 + 72) es directa.
Mientras que, dado z € Sz« .+ (21 + 72), tenemos z*(z1) < 2*(2) — 2*(z2). Como 2* es

no nulo existe z3 € Z con z*(z2) = z*(z2). De aqui
¥ (x1) < 2%(2) — 2% (22) = 2" (2 — 22)
esto implica z — 2o € S+ .+)(71) y ademds es claro que 2z € S(p- .+ (2). Asi

Z = (Z — 22) + 29 € S(x*7z*)($1) + S(x*7z*)(.’£2)

3. («) Sea z* € C, para x € X basta verificar S(y« ,«)(z) + C C Spr o) ().
Dado 2 = 21 + 22 € S(g= ;=) (¥) + C con 21 € S+ ) (x), 22 € C se tiene

z*(z) < 2"(21) y 2°(z1) < 2"(21) + 2% (22)

De esto x*(x) < 2*(2) y asi 2z € S+ .+ ().
(=) Por contradiccién, si 2* ¢ CT existe 29 € C tal que 2*(z9) < 0.

Como Sy o) (z) + C C Sy .+) (), para algin u € S« .+)(7) tenemos
u+t(z0) € S(w*7z*)(l‘), Vit>0

esto implica z*(z) < 2*(u) + t2*(20), Vt > 0, de aqui z*(x) = —oo. Esto es una

contradiccién.

4. Es claro que, para = € fijo, S(m*,z*)(x) es un semiespacio cerrado con normal z* si y solo
2" # 0. Ademds, S(,- g)(r) = {z € Z : 2*(x) < 0} es ) o Z dependiendo del signo de

5. Sea Z tal que 2*(Z) = 1, entonces
2 € S(gr o) (7) <0< 2%(2) = 1-2%(z) < 0 < 2% (2 — 20%(2)) & 2 — Z2™(2) € S+ 2+)(0)
Por lo tanto S« .«)(z) = 2*(2)Z + Sz .+)(0).
O

Proposicién 2.3.2. Sea f : X — 9(Z,C) una aplicacion, los siguientes enunciados son

equivalentes:
a) Eziste (x*,2%) € X* x CT\ {0} tal que f(x) = Sige .+ ()
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b) La grdfica de f es un semiespacio cerrado y cono de X x Z y f(0) # Z.

Prueba.

a) = b) es directa.

b) = a)El conjunto Graf(f) es un semiespacio cerrado y cono si y solo si existe

(z%,2%) € X* x Z*\ {(0,0)} tal que
Graf(f) = {(z,2) € X x Z : a*(x) — 2*(2) < 0}
De esto f(z) = Sig+ .+ (). Ademds, de C C f(0) 4+ C C f(0) tenemos z* € C*\ {0}.
m

Definimos la conjungada y la biconjugada de Fenchel de las aplicaciones de valor conjunto,

donde las aplicaciones S(x*’z*)(ac) desempenan el papel de “lineales”.
Definicién 2.3.2. Dada la aplicacion f: X — P(Z,C).

1. La conjugada de Fenchel f es f*: X* x CT\ {0} — P(Z,C), definida por

f*($*7 Z*) = Sup{S(x*,z*)(l');f(l‘)}
zeX

FEsto es

FH(@*2%) = [ {8 o) (@)= f ()} (2.16)

zeX

2. La biconjugada de f es f** : X — P(Z,C), definida por

7 (@) = sup {S(r, o (@)= (=", 2%)}
z*eX* z*eCt\{0}

También

[ () = N (S(ax =) (@) = f*(27, 27)) (2.17)

z*eX*,z*eCT\{0}

Lema 2.3.1. Dada la aplicacion f: X — P(Z,C), se verifica

Vot e X*,V2" e CT\{0}; f(a*,2") ={2 € Z: ¢} (z") < 2"(2)} (2.18)

40



Prueba. Siz € f*(z*,2%), de (2.16) y la proposicién (1.2.3) tenemos f(z) + 2z C Sy« .+)(z),
Vz € X. Sifijamos € X u+ 2 € Sz« .+)(x) para todo u € f(x). De aqui

(@) — ppa (1) < 2°(2), Vo€ X

(2)}-

Tomando conjugada ¢} .. (z*) < 2*(2). En consecuencia z € {z € Z : ¢} .(z") < 2
Reciprocamente, si z € {z € Z : ¢} .(2") < 27(2)} entonces z*(x) — ¢y (z) < 27(2), V

x € X. Para z fijo tenemos
¥ (x) < 2%(2) + pa+(x) < 2°(2) + 2" (u) = 2" (2 +u), Yu € f(x)

De aqui z + f(x) C S(y+ .+)(z), y entonces z € Sy« .+)(x)—f(z) para todo x € X. Por lo
tanto z € f*(z*, 2%). O

La conjugada y la biconjugada satisfacen las propiedades agrupadas en la siguiente pro-
posicién.
Proposicién 2.3.3. Dadas f,g: X — P(Z,C) se cumplen las afirmaciones:

1. Para cada x € X, x* € X*, 2* € CT \ {0} se tiene
fr(@*,2%) € S(a%, 2")(z) = fz) & [*(z%, 2") + f(z) € S(z7, 2")(z)
2. SiV ze X, f(x) Dg(x), entonces V (x*,2*) € X* x CT\ {0}, g*(z*, z*) D f*(z*, z*).

3. f* tiene valores en 9(Z,C), ademds f*(x*,z*) es un semiespacio cerrado con normal

z* o0 bien es vacio o es Z.

4. Para todo © € X; f*(x) D f(z) y f** es propia, convexa y cerrada con valores en

9(2,0).

Prueba.
1. (=) Dado z € f*(x*,2*) se tiene f(z)+ 2z C S(z*,2%)(x), de esto f(x) + f*(z*,2z*) C
S(z*, z*)(z)
(<) Sif*(z*,2z%) + f(x) C S(x*, 2*)(x) por definicién del operador —

fra®,2%) € S(z", %) (x) = f(z)

2. Supongamos que ¥V x € X, f(z) D g(x). Sea z € f*(z*,z*), de (2.16) y la proposicién
(1.2.3) f(x) + 2z C Sp=2+(x), Vo € X. De aqui g(z) + z C Sp= .+ (z), Vo € X. Por lo
tanto z € g*(z*, 2%).
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3. De la proposicién (1.2.3), S(z= .+)(z)—f(z) es convexo y cerrado, de aqui f*(z*, z*) es
convexo y cerrado. Ademads, del lema 2.3.1 f*(z*,2*) es un semiespacio cerrado con

normal 2* o bien () o Z, dependiendo de los valores de ¢} _.(z").

4. Dado z € X, por el item 1, f*(x*,2*) + f(z) C S(z*, z*)(x), Va* € X*,2* € CT\ {0}
de aqui

f(z) € S(z*, 2%) ()= f*(2*, 2*), Va* € X* 2* € O\ {0}
Luego f(z) € f* ().
Probemos que f** es convexa y cerrada. Para cada z* € X* y z* € CT \ {0}, definimos
la aplicacién F(z*’z*)(as) = S(m*,z*)(x)—'f*(x*, z")

Afirmacién 1: I'(,- .+ es convexa. En efecto, dados (71, 21), (72, 22) € Graf (T (z« .+)) ¥
t €]0,1], tenemos 21 € Sgx oy (w1) = f* (2%, 2") ¥ 22 € S(gx o+)(x2) = f* (2", 7). De aqui
(&, 2%) + 21 € Sar oy (21) ¥ [H(27,27) + 22 € S(gx o) (22)

Multiplicando por ¢ y sumando

(@5, 2%) +ter + (1 — t) 22 € S(gr o) (tx1 + (1 — t)z2)

Luego, tz1 + (1 —t)22 € S(gr o+)(tw1 + (1 — t)z2) = f* (2%, 2%) = T(gx =y (tz1 + (1 — t)22)
y en consecuencia t(z1,21) + (1 — t)(22, 22) € Graf (T (g« .+))
Afirmacion 2: I'(,« .« es cerrada. En efecto

Sea (xo,20) € [Graf(l“(m*vz*))]c se tiene
f*(a"*v z*) + 20 g S(m*,z*)(l‘o)

De aqui, existe 21 € f*(x*,2%) con 21 + 20 ¢ S(z= .+)(w0). De esto x*(zo) > 2*(21 + 20),
asi existe t € R tal que x*(xg) — 2*(20) >t > 2*(21).

Como z* y z* son continuas, existen vecindades U(zg) y V (20) tales que
z¥(z) — 2%(2) > t > 2%(z1), Yoz € U(zo),z € V(20)
Esto implica 21 + 2 ¢ S(y« .+)(x), Vo € U(xo),2 € V(20), de aqui
[ (@, 2") + 2 & S(pe ) (x), Vo e U(xo),z € V(20)
Luego, U(zo) x V(z9) C [Graf(l“(x*vz*))]c y en consecuencia Graf (I« .«)) es cerrado.
Como Graf(f*™) = ﬂ Graf(L g 2«)) y Graf(L g« .«)) es cerrado y con-

z*eX* z*eCt\{0}
vexo, entonces f** es convexa y cerrada.
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La biconjugada se puede caracterizar mediante la biconjugada de su escalarizacién.

Lema 2.3.2. Dada f: X — P(Z,C) se tiene:
Ve e X; f*(x) = m (€ Z: 97 (v) <2°(2)} (2.19)
z*eCt\{0}

Prueba. De la proposicién (2.3.3) la funcién f** es cerrada, convexa y propia. Aplicando la

ecuacién (2.15) f**(z) = ﬂ {z € Z : clcop = +(x) < 2*(2)}.
2+eCH\{0}
Del teorema (2.3.4) de [16]

May= () {2€Z:¢f (@) < 2*(2)}

2*€C+\{0}
Ademds como cp}’fz* = go}t*’ L+, tenemos
Ve e X; [ (x) = ﬂ {z€Z: gp}j‘z*(x) < 2*(z)}

2*€C+\{0}

O]

El siguiente resultado es la versién, para aplicaciones con valor conjunto, del teorema de

Fenchel- Moreau.

Teorema 2.3.1. Sea f : X — P(Z,C) una aplicacion. Entonces f = f** si y solo si f es

propia, cerrada Yy CONVELE.

Prueba.

(=) Si f = f** de la proposicién (2.3.3) f es convexa, cerrada y propia.

(<) Sea f convexa, cerrada y propia. De ( 2.14 ) y el teorema (2.3.4) de [16], tenemos

f(z) = ﬂ {z € Z : clcopy .« (x) < 2%(2)} = ﬂ {2z € Z: pf(x) < 27(2)}
eCH\{0} 2eCH\{0}

De esta ecuacién y ( 2.19 ) tenemos f(z) = f**(x).
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2.4. Derivadas direccionales y subdiferenciales

En esta seccion estudiamos las derivadas direccionales, las subdiferenciales, y probaremos
una caracterizacién de los infimizadores de una aplicaciéon de valor conjunto. Las derivadas
direccionales juegan un papel importante en el analisis convexo de valores reales, una versién

( presentada en [9]) para aplicaciones de valor conjunto es el siguiente.

Definicién 2.4.1. La derivada direccional inferior de f : X — 94(Z,C) con respecto a
2* € Ot \ {0} enz € X en la direccion de v € X es definida por

£ (Z, 2)e= Hfkinf %[( F(@ +tz) @ H (2")—=f(2)]

t—0t

FEsto es

@) =N | 3@ +t)0 H ()= f@)

s>0 0<i<s
Donde HT(2*) := {2z € Z : 2*(2) > 0}. La nocién geométrica de este conjunto es repre-

sentado en la figura 2.3.

H* (z")

o

/

Figura 2.3: H*(2*)

Mencionamos también la adecuacién de la derivada direccional de aplicaciones escalares cuan-
do se sustituye la diferencia usual en los reales con la operacion inf-diferencia definido en el

primer capitulo.

Definicién 2.4.2. Dada la funcién ¢ : X — R, la derivada direccional en T en la direccion
de x es definida por
1
#(,7) = limin - (7 + 1) (7))

t—0t
Antes de mostrar algunas caracteristicas de las derivadas direccionales presentamos las

siguientes propiedades de las operaciones @ y —.
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Proposiciéon 2.4.1. Sean A,B,D C4(Z,C) y z* € C* \ {0}, se tiene
Ao H () ={z¢€ Z:2"(2) > inf * .
a) (z*) = {z Sz 2w}

b)) ADB = [A® H(2*)—=D] D [B® H"(z*)—=D]

HY(z*) , Ao H'(2*) ¢ {Z,0}

c) AEBH+(2*)—'A:
Z , A H(2*) € {Z,0}
d) Sis1+ sy =1 con s1,s2 >0, entonces

(51A @ s9B) ® HY(2*)=D D 51(A® H'(2*)=D) @ so(B® H" (2*)—=D)

e) AGHT(2*) DBO HY(2*) & HY(2*) =B D HY(2*)—=A

f) (Ae B)® HY(2*)—=B 2 A® H'(z"). La inclusion estricta aplica si y solo si [ A =
B=0]lo|[AeH'(z*)¢{Z,0} yBa H'(z*) € {Z,0}]

g) A H(2*) D [(A® HY(2*))—=B] ® B. La inclusion estricta aplica si y solo si [ A #
B=0]o[A®H*(z") ¢{Z,0} yBOH" (") = Z]

h) (Ao HY(2*))—=D]® B C (A® B)® H'(2*)—=D. La inclusion estricta aplica si y solo
si|[B=D=0]o|[B®H (2>*)=DoH"(2*)=ZyA® H(2*)#{Z,0}]

Prueba. Como ilustraciéon probamos a) y d)

a) Si A = 0, la igualdad es clara. Supongamos A # () y consideremos w = a + z €

A+ HT(z*), entonces z*(w) = z*(a) + 2"(2) > 2*(a) > inf 2*(u) = inf 2*(u

(=), (W) = @) +5(2) 2 2@ 2 ) = _ w2
Luego, w € {z€ Z :2"(2) > inf 2 (u) .
80, { (2) 2 uEAGH* (2*) (w)}

Reciprocamente, supongamos que existe zg tal que z*(z9) > inf z*(u) con zy ¢

u€AGHT (z*%)
A @ H*(z*), entonces existe w* € C* \ {0} y ¢t € R tal que

* <t < inf * 2.20
w*(20) weadtfy (@) (2.20)

Luego a + HY(2*) C {2z € Z : w*(z) > inf  w*(u)}, para algin a € HT(z*);
u€EAGHT (2*)

es decir el semiespacio a + H1(2*) con normal z* estd incluido en un semiespacio con

normal w*. De aqui w* = rz* para algin r > 0. Reemplazando en (2.20) obtenemos

2" (20) < inf z*(u), esto es una contradiccidn.
u€AGH (z*)
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d) Seaw =s1a+sbcon D+aC (A®HT(2*)y D+bC (B® H"(z*)). Se tiene

D+sia+ssb C s1(A®H'(2%)) +s2(B® HT(2%))
= (514) @ HY(2*) + (s2B) @ H' (2"
C (s1A@s2B)® HT(2%)

De aqui s1a + s2b € (514 @ 52B) @ H'(2*)—D. Esto implica d).

El siguiente lema expone algunas propiedades de las derivadas direcccionales.

Lema 2.4.1. Sea f : X — 9(Z,C) una aplicacidn convera, T € X y z* € C*\ {0}. Se
satisfacen las siguientes afirmaciones:

HY(2") , f@)® H'(z") ¢ {Z,0}
Z , f(@) @ HY () € {Z,0}

&I

1. Se wverifica f'(z,0) =

1
2. Para todo x € X, fL.(Z,2) = %ggg[f(a’: + tz) @ H (2*)—= f(Z)]
3. La funcion x — fL.(Z,x) es sublineal con valores en 4(Z,C).

4. Si & € Dom(f), entonces Dom(fL.(Z, *)) = cone(Dom(f) — T)

Prueba.

1. La prueba es aplicacién inmediata de la afirmacion ¢), de la proposicién 2.4.1, en f/(z,0).

2. Sean z € X y consideremos g.«(t,z) = L[f(z + tz) ® H(2*)~f(2)], t > 0.
Afirmacién Si 0 < ¢ < s entonces g.+(t,z) 2 g,+(s,x). En efecto:

Como f es convexa , de 0 < £ <1y Z+te =L(z+ sz) + =T se tiene
N t . s—t .
fa 1) 2 Lpa +sm) + 2 p(a)
Por la afirmacién ¢) de la proposicién 2.4.1
t -1
f(@+to) @ H ()= f(2) 2 [Lf(& + s2) + ——f(@)] @ H' (") = ()

Por la propiedad d) de la proposicién 2.4.1

s—1t

f@+te)oH (27)=f(7) 2 —[f(@+sz) @ H (") = f(2)]® [f(@)@HT ()= f(2)]

®w |

S
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Como [f(z) ® HT (2*)—=f(z)] 2 H"(2*), proposicién 2.4.1) item c).

f(@+tz)eH T (2*)—=f(z) 2

W |

[f(@+sz)eH (") = f(@)]S[HT(27)] 2
En consecuencia f(zZ + tz) & H (2*)— f(z) 2 é[f(:i +sx) @ HY(2*) = f(2)]

Multiplicando por %, tenemos g« (t, ) 2 g+ (s, x).

De aqui, para un s > 0 fijo

U i@+ e B )= f@)

0<t<s t>0

Il
I
~
P
Kl
+
~
=
©®
Sy
Jr
~
*
|
&h
~—
Kl
N~—

de esto fl.(Z,z) = gﬁ%[f(i +tx) @ HY(2*) = f(z)].

. La homogeneidad positiva de f'(Z, ) se justifica con
1 1
A U Z[f(j +tz)® HY(2*)—=f(z)] = U g[f(:i +tAr) @ HT ()= f(2)], VA >0
>0 >0
y ademads del hecho cl(AA) = Acl(A),VA C Z,t >0
Probemos la subaditividad, sean z1,29 € X y t > 0. De Z + t(x1 + 22) = %[f + 2tzq] +

3[Z + 2tws), tenemos

F(7+H@1 + 32)) %f(i 2tz + %f@ + 2tay)

Por la proposicién 2.4.1 item d).

f(@+2te))OH (%)= f(j)Jr% f(@+2tas)®H ™" ()= f(T)

2|~

(@t rm) R (%)= (@) 2
De esto fl.(z,z1 + x2) O fl.(Z,21) + fl. (T, x2).

. Sea & € Dom(f). Si x ¢ Domf'(z, %) entonces f'(Z,z) = (), luego
YVt >0, f(Z+tx)® HM(2*)=f(2) =0

Como f(z) # 0 se tiene f(z +tx) =0, Vt > 0. De aqui « ¢ cono(Dom(f) — ).
Si x ¢ cono(Dom(f) — Z) entonces f(Z + txz) = () para todo t > 0. Como f(z) # 0
tenemos

f(z+tr)e HM ()= f(z) =0, Vt > 0

De esto ¢ Domf'(Z, *).
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Definicion 2.4.3. Dado M C X el interior algebraico del conjunto M es el conjunto
coreM := {a eX:Vxe X,35>0tal quea+ Ax € A,VA € [0,6]}

Teorema 2.4.1. Sea f : X — 9(Z,C) convexa y T € core(domf). Si f es propia, existe
z* e CT\ {0} tal que fl.(z,x) ¢ {Z,0} para todo x € X.

Prueba. Como f(Z) # Z por el teorema de separacién existe z* € CT \ {0} tal que

f@eHT (") # Z(#0)

Por la proposicién anterior f'(z,0) = H*(z*).
Sea x € X arbitrario, como Z € core(Domf) existe ty > 0 tal que = &+ tx € Dom(f) para
todo t € [0,to]. De aqui +x € Domf'(z,*) y f'(z,z) # 0, f' (&, —z) # 0.
Por otro lado
H* (") = f'(2,0) 2 f'(z,2) @ f'(T, —x)
De esto f'(z,x) # Z, f'(z,—x) # Z. Por lo tanto fL.(Z,z) ¢ {Z,0} para todo x € X. O

Dado una aplicacion convexa definimos la subdiferencial usando las aplicaciones colineales

y las derivadas direccionales.

Definicién 2.4.4. Sea f: X — 9(Z,C) conveza, T € X y z* € C* \ {0}. El conjunto
0f.-(@) = (3" € X* 1Y 3 € X; Spe oy (@) 2 f1- (7, 2)}

es llamado el z*-subdiferencial de f en Z.

En una proposicién posterior probaremos algunas conexiones entre las derivadas direc-
cionales de aplicaciones de valor conjunto y las derivadas direccionales de su escalarizacién,
ademads se presenta una relacién entre sus subdiferenciales, antes de esto veamos los siguientes

lemas.

Lema 2.4.2. Sean A,B € P(Z,C) y z* € CT \ {0}, entonces

A HY(z¥)—=B = 7 : 2*(z) > [inf 2*(a)— Inf 2*(b 2.21
© H™(2") {zeZ:2%(2) > [;gAZ (a) jnf 2 (b)]} (2.21)
Ademds

vty wn” W T F O O (222)
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Prueba. Como A® H"(2*)={2€ Z:2*(2) > 1’nlf4 2*(u)}, tenemos
ue

A H"(2*)—=B = {2€Z:B+zCA®H" (%)}
— . . * * >’ *
{zeZz VbEB,z(z)—i—z(b)_;ggz (v)}
= 72" inf z*(b) > inf 2*
{r€Z:2 (z)+;é13z (b) > inf 2 (u)}

= {z€Z:2*(2) > [;ggz*(a)—gggz*(b)]}

Por otro lado, sea r = inf z*(a)— inf 2*(b)
acA beB

» Sir € R existe ug € Z tal que z*(ug) = r. De aqui ug € A& H(2*)—=B y se cumple
(2.22).

» Sir = +4o0, tenemos A ® Ht(z*)~B = () y también se verifica (2.22).
» Sir = —o0, entonces A@® Ht(z*)—~B = Z y en consecuancia se satisface (2.22).
O

Lema 2.4.3. Dada la aplicacion f : X — 9(Z,C) conveza y T,x € X, 2* € C* \ {0} se

tiene
%[f(a’c +tz) @ H ()= f(@)={z€Z: %[cp(:i‘ +tx)—=p(@)] < 2°(2)} VE>0

Prueba.
(=) Sea z € L[f(z+tx)® H(2*)— f(Z)], entonces f(Z)+tz C f(Z+tz)® H'(z*). De aqui
inf z(u) < Inf  2*(u)
u€ f(z+tz)PH (2*) u€ f(Z)+tz

de donde @y «(T 4 tx) < @7 .+(Z) + 2*(tz). De esto
1 r . ~ .
1100 (T 4 t2) =054 (2)] < 27(2)

1
;[SDf,Z* (T +tz)—=ps.«(T)] < 2%(2), entonces

(<) Sea z tal que
Op (T4 tx) < @pax(T) + 275 (t2) < 2% (u +tz), Yu € f(Z)

De aqui, para u € f(Z) se tiene

f  2%(v) < 2"(u+tz) (2.23)
ve f(z+tx)



Como

f@+tr)d H (2x)={2€Z: if ") <2*(2)}
veE f(Z+tx)

la ecuacién (2.23) implica u +tz € f(T + tz) ® HT(2*), luego f(Z) +tz € f(T + tx) ®
H(2%). Por lo tanto z € +[f(Z + tz) & H' (%)~ f(z)].

O]

Proposicién 2.4.2. Dada la aplicacion f: X — 4(Z,C) conveza y T,z € X, z* € CT\ {0}

se tiene
L @) =€ 21 g (5,0) < #(2)
2. Para todo x € X, ¢y .(T,7) = Pf, (@4),2" (x)
3. 0f(T) = Opy.+(T), donde Opy.+(T) = {z* € X* : Va € X 2*(2z) < ¢} (7, 2)}

Prueba.

1. La prueba es directa de lema 2.4.3.

2. Para z € X, del item 1 se tiene 2*(u) > ¢ .(%,2), V u € fl.(Z,z). Tomando infimo

Por otro lado,

1 1
/ _ 1z . - AT . (7 Sl ’ * _of ’, *
1+ (@) = Mminf Sl (@+tr)—=pp~(@)] < 3 fl(gg e (u) ué;l(fj)z (W], vt >0
De la ecuacién 2.22, para t > 0.
@) < - inf “(u)
(z,x) < = in 2z (u
Ptz t wef(@+tz)H* (%)~ £(7)
= inf 2*(u)
uel[f(z+tz)H (%) — f(3)]
< inf  2"(u)
u€EfL. (T,2)
= @f;*(f,*),z*(x)

3. Sea x € 0y, .+(T), entonces xf(x) < ¢y .(T,2),Vz € X.
Ademds, si z € fL.(2,2) del item 1 tenemos zf(x) < ¢ .(Z,2) < 27(2). De esto

z € S(gs .+ (z) y consecuentemente fl.(Z,2) C S ) (2),V © € X. Por lo tanto
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‘TS € 8fz* (57)

Reciprocamente, sea zj € 0f.+(Z) entonces f.(Z,z) C S(zx .+ (2),V @ € X. De aqui

xh(x) < inf )< inf  Z*(v) =) (T,
)< i SO)S 0 =)

Esto implica 2(z) < ¢} .(Z,2),V x € X, por lo tanto x5 € Oy .«(T).

O]

En el caso de aplicaciones escalares se puede reconstruir la derivada direccional desde la
subdiferencial. Este resultado se conoce como la férmula-maxima. Presentamos esta férmula
para aplicaciones escalares y en seguida demostramos la versién para aplicaciones con valor

conjunto

Teorema 2.4.2. Sea p : X — R conveza, propia y continua en & € Dom(yp), entonces 0p(T)
es no vacio, ¢'(T,*) es continua y

Ve e X;¢(z,z) = sup z*(x)

z*€0p(T)

Teorema 2.4.3. Sea f: X = 9(Z,C) una funcidon conveza , T € domf y z* € C*\ {0}
tal que la funcion x — f(x) ® HT(2*) es propia y la funcién ¢f .« : X — RU {£oo} es
semicontinua superior en T. Luego Of () # 0 y

ST e S ST @)

¥ €S, * (:E)

Prueba. Se tiene
z € Dom[f(-) ® HT(2%)] ¢ f(z) # 0 ¢ .+ (z) < +00 <> & € Domepy .+

De aqui Dom|f(x) @ H"(z*)] = Domepy ,». Asi, la escalarizacién ¢y .+ es propia, convexa y
continua en Z (toda funcién escalar convexa y semicontinua superior es continua).
Aplicando el teorema 2.4.2 a la escalarizacion ¢y .+, el conjunto dyy¢ .«(Z) es no vacio y

¢ «(Z,x) = sup "(x). Del lema (2.4.2) df.«(Z) = Opy .-(T) es no vacio y

Z‘*eagOfyz*
fir(@,2) ={2 € Z: ¢} . (2,2) < 2" (2)}
Luego
fi(@z)={2€Z: sup a"(z)<z"(2)}= m {z€ Z:2"(x) <2*(2)}
T*EDPy v €+ (2)
Esto es fl.(Z,x) = ﬂ Sz 20y () O
CE*Gafz* (i’)
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A continuacién demostramos algunas caracterizaciones de la subdiferencial.

Proposicién 2.4.3. Sea [ : X — 9(Z,C) un aplicacion convera y & € X. Dados x* € X*

y 2* € CT\ {0} las siguientes afirmaciones son equivalentes.
a) Para todo x € X, S(z*,2*)(x) D fl.(z,x).
b) Para todo x € X, S(z*,2*)(x — %) 2 f(z) & HT (2*)—~ f(Z).

Prueba.
a)=b) De S(z*,z*)(x) D fL.(Z,z) tenemos S(a*,2*)(tx) D f(z + tx) & Ht(z*)— f(Z) para
todoz € X y ¢t > 0. De esto S(z*,2*)(x — ) D f(z) ® H'(z*)— f(z) para todo = € X.

b)=a) De S(z*,2*)(z — z) 2 f(z) & H"(2*)—=f(Z) tenemos S(z*,2*)(tx) 2 f(z + tz) &
H*(z*)—f(z) para todo z € X y t > 0. De aqui S(z*,2*)(z) 2 fL.(Z,x) para to-
do z € X.

O]

Proposicién 2.4.4. Sea f : X — 4(Z,C) conveza ,z € X , Dom(f) # 0y f(z)®HT(2*) #

Z. Entonces la siguientes afirmaciones son equivalentes para z* € X*,2* € C* \ {0}
a) x* € 0f ()
b) Ve e X : S(x*’z*)(l‘)ff(ﬂj) D) S(x*,z*)(f)ff(i‘)

Prueba. Si ¢ Dom(f), entonces 0f,«(Z) = 0 y Siz+ .+)(x)—=f(Z) = Z. De aqui, es directo
ver que a) < b).
Supongamos que T ¢ Dom(f), de aqui f(z) # 0y f(z)® H'(2*) # {Z,0}.

a) = b) Sea z* € Jf,«(Z), de la proposicién 2.4.3

S(x*yz*)<l' - .i')

v 1y
~ %
~— ~—
SR
& D
v
+ +
S
_ 2
l.
~ %
~— —
I Kl
S~— N~—

S(w*,z*)(x) + S(:c*,z*)(_j)

Aplicando la proposicién 2.4.1 item h) dos veces

S(a*,z) (@) 2 [S(ar,2) (@)= f(2)] @ f(2)

Por definicién de la operacién —, tenemos S, .+)(z) = f(z) 2 S+ .+ (%)= f(T).
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b) = a) Supongamos Sy« .«)(z)—=f(x) 2 S(ze .+)(Z)—f(Z). De
S(x*,z*)(x)if(x) = H+(Z*)7[f($) @ S(z*,z*)(_x)]

tenemos H T (2*)=[f(x) ® S(y+ o) (—x)] 2 HT (2*)=[f(Z) ® S(z= -+ (—T)]. De la propo-
sicién 2.4.1, item e) [f(Z) ® Sy .y (=Z)] ® HT(2*) 2 [f(x) ® S(pe o) (—x)] & HT(2%).
Luego

[f(Z) ® Sge oy (—2)] @ H (") = f(7) 2 [f(2) ® S oy (—2)] & HT (27) = f(7) (2.24)
Aplicando la afirmaciones f) y h) de la proposicién 2.4.1, tenemos
S(z*,z*)(_‘%) 2 [(f(x) D HJF(Z*))*f(j) + S(x*,z*)(_x)

Sumando S« .+)(z) se tiene Si« «y(x — ) 2 f(z) @ H*(2*)—f(Z). Por lo tanto, de
la proposicién 2.4.3 z* € Of,«(Z).

O

La siguiente proposicién describe los puntos que verifican 0 € 9f,«(Z) y serd requerida

para caracterizar los infimizadores de una aplicacién.

Proposicion 2.4.5. Sea f: X — 9(Z,C) conveza , z* € CT\ {0} y € Dom(f) tal que

f(z)® HY(2*) # Z. Entonces la siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) H"(2*) 2 fl.(z,z) para todo x € X
b) 0 € 0f.(2)
c) f(x)® H* (") = [infoex f(z)] © HF(2%)
d) ¢5.+(T) < g +(x) para todo x € X

Prueba.
= Como 0 € If+(Z) <> Vo € X;8(.+)(x) 2 fr«(T,2) < Vz € X;HY(2*) D fl(z,2),

entonces a) < b).
» b) < ¢). De la proposicién anterior
0 € Ofer () > Vo € X3 S(0,2)(2) - f(x) 2 8(0,2%)(2) - f()
Ademsds se tiene
Vo€ Xy H'(2%)~f(z) 2 H" (2")~f(z) < Vo € X; f(z) @ H (%) 2 f(a) © H' (")

La prueba se completa usando de definicién de infimo.
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» ¢) = d) Dado z € X se tiene f(z) ® H'(2*) D f(z) ® HT(z*). Luego

inf 2*(z) < inf 2" (z)
2Ef(@)BHT (27) zEf (@) BH T (2%)

esto implica .« (T) < @ .«(x), V € X

» d) = ¢) Como inf z*(z) < inf 2*(z), de la proposién 2.4.1

cef@DH* (=) sef(@)DH* (%)
f@OHT D fla) o H (2*),Vze X
De aqui f(z) ® Ht(2*) = [infrex f(z)] & HT(2*%).
O

En esta parte presentaremos una caracterizacion de los infimizadores de una aplicacién

con la subdiferencial, antes definimos la siguiente aplicacién.
Definiciéon 2.4.5.
Sea f: X —%(Z,C) y M C X no vacio. La aplicacién f(x, M) : X — 4(Z,C) dada por

~

fle M) = f o+ )
se denomina la inf-traslacion de f en M.
La funcién inf-traslacion satiface las siguientes propiedades
Lema 2.4.4. Sea f: X - 9(Z,C) y M C X no vacio.
1. 8i M C N C X, entonces f(x, M) C f(z,N) para todo z € X.
% fof 1) = fnf fle )

3. Si f y M son convezas entonces f(x, M) : X — 9(Z,C) también en conveza y
fz, M) =cl U flz+u)
ucM
Prueba.

1. Dado M C N C X tenemos f(z, M) = clco U flz 4+ u) C cleo U f(z + u), luego
ueM ueN

~

f(a, M) C f(z,N).
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2. Tenemos las siguientes igualdades que son evidentes

B Fe ) = Lo, o+ )

gL el

L)

=

3. Como M =tM + (1 —t)M, dado t €]0,1[ y 21,72 € X tenemos

~

ftz1+(1-t)az, M) = fnf f(ter+(1-t)zotu) 2 inf f(t(z14+m)+(1-t)(z2+ms))

my,mo€M

Ademas

inf f(t(zx1+mi)+ (1 —t)(@2+me)) 2 Inf if(xy+mi)+(1—1t)f(x2 +ma),

m1,mo€M mi,mo€
de esto concluimos que f es convexa.

O

La siguiente proposicién dice que mediante la funcién inf-traslacién un infimizador puede

ser reducido a un solo punto.

Proposicién 2.4.6. Sea f: X — 9(Z,C) y M C dom(f) no vacio. Las siguientes proposi-

ciones son equivalentes.
a) M es infimizador de f.
b) {0} C X es un infimizador de f(x, M)
¢) {0} es un infimizador de f(x,coM) y f(0, M) = f(0,coM)

Prueba.

» a) & b) Esto se sigue de

A S S

ufegg}f<u,M> = inf f(z, M)
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» a) = ¢) Asumiendo que M es infimizador de f, de lema anterior

B =@
inf = inf f M
ueliloM f(u) :tng f(x’ o )

A

f(0,coM) = fnf f(z,coM)
De aqui, {0} es infimizador de f(x,coM). Ademés es claro que f(0, M) = f(0,coM)

» ¢) = a) Esto se cumple de:

N

f(0,coM) = inf f(x,coM)

A zeX
fo.M) = inf f(@)
B0 = Be

O]

El siguiente teorema caracteriza los infimizadores de una funcién convexa mediante la

subdiferencial de su aplicacion inf-traslacién, es el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.4.4.
Sea f: X = G(Z,C) un aplicacion convexa que verifica I(f) = mlg)f( f(x) ¢ {Z,0} entonces
[ es propia y el conjunto TH(f) = {z* € CT\ {0} : I(f) ® H" (2*) # Z} es no vacio.
Ademds, M C X es un infimizador de f si y solo si f((),M) = f((),coM) Yy
0 () 0f(xcoM)(0)
zrel*t(f)
Prueba.

Es claro que si inf,ex f(x) ¢ {Z,0} entonces f es propia y I'T(f) es no vacio. Veamos la

equivalencia:

= Asumiendo que M es infimizador de f, de la proposicion 2.4.6 y del lema 2.4.6 tenemos
que {0} es infimizador de f(*, coM), ésta aplicacién es convexa y f(0, M) = f(0, coM).
Tomando 2* € T (f) yz =0

f(0,coM)® HF (%) = iél)f(f(:v,coM) S HY () #Z

de esto y la proposicién 2.4.6, 0 € 8f.« (%, coM)(0), Vz* € I'(f). Por lo tanto

0 () 0f(xcoM)(0)

zr el (f)
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= Supongamos que 0 € ﬂ O fox(x,coM)(0) y f(0,M) = f(0,coM), entonces 0 €
z*el*(f)
O f.(x,coM)(0), Vz* € TF(f), luego de la proposicién 2.4.6

f(0,coM) @ HY(2*) = inf f(z,coM)@® H*(z"), Vz* € IH(f)

zeX

de esto f(0,coM) = fn)f( f(x, coM). Por lo tanto M es infimizador de f.
re
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Capitulo 3

Medida de riesgo de valor conjunto

En este capitulo, nos centramos en la situacién en que los porfolios de riesgo son variables
aleatorias con valores en R?, cada componente de este portafolio corresponde a un mercado
de valor diferente, siendo d el nimero de mercados. En la primera secciéon recordamos los con-
ceptos de medidas de riesgo de valor escalar y en la segunda parte, siguiendo [6], presentamos
la definicién de medida de riesgo de valor conjunto, conjuntos de aceptancia, relaciones entre

estos conceptos y algunos ejemplos.

3.1. Medida de riesgo de valor escalar

La incertidumbre en el valor de un portafolio generalmente se describe mediante una va-
riable aleatoria X : Q@ — R, donde (£2,.%#) es un espacio medible. El objetivo de determinar
un numero p(X) que cuantifique el riesgo, es que esta cantidad pueda servir como un re-
querimiento de capital, es decir, como la cantidad minima de capital que, si se agrega a la
posicién X y se invierte de una manera libre de riesgo, hace que la posicién sea aceptable por
algun supervisor o regulador . El enfoque axiomatico para tales medidas de riesgo se inicié
en el caso coherente con Artzner, et al [1]. En toda esta seccién recordaremos las medidas de
riesgo escalar y la relacién con los conjuntos de aceptacion, estos resultados se basan en [3].
Aqui L denotard el conjunto de variables aleatorias de 2 en R y el orden en L se define de la

siguiente manera: dados X,Y € L
X<Y&eXw <Yw),YVwe

Definicién 3.1.1. Una aplicacion p : L — R U {400} es denominada medida de riesgo si

p(0) es finito y p satisface las siguientes condiciones para todo X,Y € L.
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1. Monotonicidad: Si X <Y, entonces p(X) > p(Y)
2. Invarianza por traslacion: Si m € R, entonces p(X +m) = p(X) —m
El significado financiero de estas propiedades es:

= La monotonicidad dice que el riesgo a la baja de una posicién se reduce si se aumenta
el perfil de pago. Esta propiedad también nos indica que aquellas posiciones financieras

que son mejores que otras en cualquier escenario, deben tener menor riesgo.

» La invarianza dice que si la cantidad libre de riesgo m se agrega apropiadamente a
la posicién o al capital econémico, entonces el requerimiento de capital para hacer

aceptable la posicién se reduce en la misma cantidad.

Definicion 3.1.2. Una medida de riesgo p se denomina convexa si es convexa como aplica-

cion, es decir para todo X, Y € L yt € (0,1) se satisface:
p(t(X) + (1 =1)Y) <tp(X) + (1 —1)p(Y)

Para comprender la convexidad consideremos la recopilacién de posibles resultados futuros
que pueden generarse con los recursos disponibles para un inversionista, una estrategia de
inversién conduce a X, mientras que una segunda estrategia conduce a Y. Si uno se diversifica,
gastando solo la fraccion t de los recursos en la primera posibilidad y usando la parte restante
para la segunda alternativa, uno obtiene tX + (1 —1¢)Y . Por lo tanto, el axioma de convexidad

da un significado preciso a la idea de que la diversificacién no debe aumentar el riesgo.
Definicion 3.1.3. Una medida de riesgo convezra p se demomina coherente si satisface
» Positivamente homogénea: Si A > 0, entonces p(AX) = Ap(X).

Definicién 3.1.4. Una medida de riesgo induce el conjunto A, = {X € L : p(X) < 0},
denominado conjunto de aceptacion. Las posiciones en A, no requieren capital adicional para

ser admitido por el regulador.

En la siguiente proposicién presentamos algunas propiedades de la relacién entre la medida

de riesgo y su conjuntos de aceptacion inducido.
Proposicién 3.1.1. Sea p una medida de riesgo con su conjunto de aceptacion A,.

1. Si p es convexo, entonces A, es convezo.
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2. Si p es positivamente homogénea, entonces A, es un cono. En particular, si p es cohe-

rente, entonces es un cono CoOnvVexo.
3. A, verifica:

i) ApNR#0.
i) inf{m e R:m+ X € A,} > —oo para todo X € L.

i) X € Ay, Y € L, Y > X entonces Y € A,,.
Prueba. Como ilustracién demostramos la tercera afirmacion.
i) Como p(p(0)) =0y p(0) es finito, el portafolio X = p(0) € A,. De esto X € A,NR.
ii) Dado X € L, se tiene
{meR: X+meA,} ={meR:p(X)<m} (3.1)
de aqui mf{fm e R:m+ X € A,} > —oc.

ili) De la monotonicidad de p, tenemos p(Y) < p(X) <0y asiY € A,.

El conjunto de aceptacién A, determina completamente p, pues de (3.1) es claro
p(X)=imf{fmeR:m+X € A,}

Se puede tomar un conjunto A C L de posiciones aceptables como el objeto primario para

generar una medida de riesgo, en este sentido presentamos la siguiente definicién:
Definicion 3.1.5. Un conjunto A C L se denomina conjunto de aceptacion si verifica:
i) ANR # 0.
ii) inf{m e R: m+ X € A} > —o0 para todo X € L
i) X €A, Y €L, Y > X entoncesY € A

Este conjunto define una medida de riesgo dada por p4(X) =inf{m e R: m+ X € A},

como se demuestra en la siguiente proposicién.
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Proposiciéon 3.1.2. Sea A un conjunto aceptacion. Entonces la pa verifica las siguientes

propiedades.

1. pa es una medida de riesgo.

2. Si A es convexa, entonces ps es convera.

3. Si A es un cono, entonces pa es positivamente homogénea. En particular pa es coherente,

st A es cono convexo.

Prueba.
1. De pa(0) =inf{m e R:m € A} y ANR # (), tenemos que p4(0) es finito. Ademds, la

propiedad de invarianza por traslaciones y la monotonicidad son directas, en efecto:
» pa(X+u)=inf{meR: m+u+X e A} =inf{z—uecR:2+X € A} =inf{z €
R:z4+4XeA}—u=pa(X)—u

s Sea Y > X, como Y +m > X + m tenemos
{MmeR:m+XecAtC{meR:m+Y € A}
De esto pa(Y) < pa(X).

2. Sean X1,Xy € Ay mi,me € R tales que m; + X3 € Ay ma+ Xo € A. Sit €]0,1],
por la convexidad de A tenemos t(m1 + X1) + (1 — t)(m1 + X3) € A. La propiedad

X € A= pa(X) <0y la invarianza por traslaciones, implican
0> pA(t(m1 + Xl) + (1 — t)(m1 -+ XQ)) = pA(tXl + (1 — t)XQ) — [tm1 + (1 — t)mQ]

de aqui pa(tX1+ (1 —1)X2) < tmg+ (1 —¢)me. Tomando infimo, pa(tX; + (1 —1)Xs) <
tpa(X1) + (1 —t)pa(Xa).

3.Sea X € Aym e Rtal que m+ X € A. Si A > 0, entonces Am + AX € A. Luego
0> pa(Am + AX) = pa(AX) — Am. De aqui se sigue pag(AX) < Apa(X).
Supongamos que pa(AgX) < Agpa(X) para algin \g > 0. Luego existe z tal que
pa(MoX) < z < Agpa(X). De aqui £ < pa(X), entonces & + X ¢ Ay en conse-
cuencia z + M\ X ¢ A. Asi z < p(A\pX), esto es una contradiccién. Por lo tanto, pa es

positivamente homogénea.
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Con las definiciones anteriores dado p una medida de riesgo, tenemos
pa,(X)=mmf{meR:m+ X € A,} =imf{meR:p(X) <m} = p(X).
Antes de terminar la seccién presentamos dos ejemplos.

Ejemplo 3.1.1. (Medida de riesgo en el peor de los casos) La aplicacion

pmix(X) = = inf X (w)

es una medida riesqgo, pues
= 51 X <Y implica pmax(X) > pmax(Y).
* pmax(X +m) = — Inf[X(w) + m] = pmax(X) —m.

Ademds su correspondiente conjunto de aceptacion es A ={X € L: X > 0}, este

Pméx

conjunto es un como CONVETO, en CONSECUENCLt Pmix €S una medida de riesqgo coherente.

Ejemplo 3.1.2. Denotemos con .# al conjunto de todas las medidas de probabilidad defini-
das en (0, F) y sea P C M1 no vacio, ademds consideramos la aplicacion v : & — R con

supge» V(Q) < o0. El conjunto
A={X e L:E?X]>~(Q) para todo Q € P}
es de aceptancia, pues

i) Tomando X = m > sup v(Q) se tiene EQ[X] = m > v(Q) para todo Q € P, luego
Qe
ANR#0Q.

i) Sea X € L ym+ X € A entonces E®m + X] > v(Q) V Q € £, en consecuencia
m > v(Q) — EQ[X] para algin Q. De esto inf{m :m + X € A} > —oo.

i) Si X € AyY € L conY > X, entonces EQ[Y] > EQ[X] > v(Q) para todo Q € 2.
Luego Y € A.

Ademds, el conjunto A es convexo y por tanto la medida de riesgo asociada ps es convexa y

verifica:

pa(X) = sup (4(Q) — E?(X)) (3-2)
Qe

En efecto,
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« Bs claro pa(X) > sup (1(Q) — EQ(X))
Qe

» Supongamos que pa(X) > sup (7(Q) — EQ(X)), entonces existe m tal que
Qe

pa(X) >m > sup (4(Q) — E?(X)) (3.3)
Qe

Luego, EQ[m+X] > v(Q), YQ € P y en consecuencia m+X € A. De aquim > pa(X),

esto contradice la primera desigualdad de (3.3) .

Por otro lado, tomando o(Q) = —v(Q) cuando Q € & y a(Q) = +0o caso contrario, podemos
reescribir la ecuacion (3.2) de la siguiente manera

pa(X) = sup (B?(=X) - a(Q)) (3.4)
Qe

La representacién (3.4) se denomina representacion dual de p4 y la funcién o : 4 —
R U {+00} se denomina funcién de penalizacién, detallaremos estas cuestiones en el siguiente

capitulo.

3.2. Medida de riesgo de valor conjunto

En esta seccién extendemos la nocién de medida de riesgo introducida anteriormente para
medir el riesgo de posiciones aleatorias con valores en R%, el motivo para considerar portafo-
lios valoradas en R? es que los inversores en general no pueden agregar su portafolio debido a
problemas de liquidez y/o costos de transaccién entre los d mercados. Para que un portafolio
X sea aceptable en términos de riesgo, el regulador o supervisor recomienda que se agregue
cierto portafolio u determinista a la posicion. Luego diremos que u cancela el riesgo inducido
por X si X 4+ u es aceptable por el regulador o supervisor. La medida de riesgo de la posicién

X consistird en la reunién de todas las posiciones deterministas u que cancelan el riesgo.

En adelante trabajaremos en el espacio de probabilidad (2,.%#, P) y consideramos los siguien-

tes espacios vectoriales, donde se encuentran los portafolios.
» LD={X:Q0—>R%val
= IH={X:Q—R%va.tal que/Q | X (w)[PdP < +o0}, 1 < p < 400

s L ={X:Q— R% v.a. tal quesup | X (w)| < 400}
wed
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| denota la norma usal en RY, ademds denotaremos con E[X] a la esperanza por componentes
de la variable aleatoria X.

Aunque el regulador o supervisor puede recomendar cualquier portafolio determinista v € R?
que cancele el riesgo de X, restringiremos u a un subespacio vectorial en R? de dimensién
m > 1 denotado con M. La introduccién de M (como subespacio) estd motivada por la
idea de que un inversor o regulador acepta compensaciones de riesgo solo en un determinado
subconjunto de los d mercados o divisas, vea [11]. Suponemos que M NRZ £ {0} lo cual
significa que hay al menos una posiciéon en M con componentes no negativos que se aceptan
como compensacién de riesgo o deposito.

Las fricciones entre los mercados estdn modelizadas por un cono convexo cerrado K C R? con
]Rfl|r C K denominado cono de solvencia. El cono K incluye todas las posiciones que pueden
intercambiarse, pagando los costos de transaccién, en posiciones con entradas no negativas.
La parte del cono K que es relevante es Ky = KNM, que también es un cono convexo cerrado.
Por int(Kjr) denotamos el interior de K en el subespacio M. En adelante asumiremos que
int(Kyr) # 0, lo cual es equivalente a que existe una base de M cuyos elementos estdn en K.

Para 1 < p < +o0 el conjunto
LEK)={X eL}: X ¢ Kctp.} (3.5)

es un cono convexo cerrado en LZ.
Por otro lado, en adelante los espacios colineales .# (M, Kur) y 4(M, Kjr) seran denotados
por Fyy v G respectivamente. Presentamos la medida de riesgo de valor conjunto en la

siguiente definicién.

Definicion 3.2.1. La aplicacion R : LZ — Fy de valores conjuntos es una medida de riesgo
si verifica las tres siguientes condiciones:

» (R0O) Normalizada, es decir Ky C R(0) y R(0) N —int(Ky) =0
» (R1) M-traslacion, es decir si VX € LY, Yue M : R(X +ul) = R(X) —u .

» (R2) LE(K)-mondtona, es decir si VX1 ,Xo € LE - X? — X! € LA(K) — R(X?) D
R(X1Y).

donde 1 denota la variable aleatoria cuyo valor es uno en cast todo punto con respecto a la

medida de probabilidad P
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Si R satisface R0, R1, R2 y es convexa (respectivamente sublineal), diremos que R es una
medida de riesgo convexa (respectivamente coherente) de valor conjunto.
El valor R(X) consta de todos los posibles vectores que compensan el riesgo de la posicién
X. Este conjunto es cerrado, si u € M compensa el riesgo de X, entonces, por supuesto, cada

elemento de u 4+ Kj; la compensa aiin mas.

» (RO0) Significa que “no hacer nada” es una posicién aceptable en el sentido de que cada
posicién determinista en M que puede intercambiarse en una posicién con entradas no

negativas solo compensa su riesgo.

» (R1) Dice que si la posicién de referencia u € M se agrega a la posicién aleatoria, su

riesgo disminuye en u.

» (R2) Significa que para una posicién menos riesgosa no puede haber menos posibilidad

de compensar su riesgo.

Observaciones 3.2.1. La converidad de una medida de riesgo evita el extrano efecto de

cancelacion de riesgo al dividir una posicion.

Ahora pasamos a estudiar los conjuntos de aceptacién para las medidas de riesgo de valor

conjunto.

Definiciéon 3.2.2. El conjunto A C LZ es denominado direccionalmente cerrado en M si
dados X € LZ, una sucesion (ug)xeny en M con up, — 0 y X + ugl € A para todo k, implica
que X € A.

Definicion 3.2.3. Un conjunto A C LZ se denomina conjunto de aceptacion si satisface las

tres siguientes afirmaciones:
w (A0) u € Ky implica ull € A yv € —int(Kys) entonces vl ¢ A.
» (A1) A es direccionalmente cerrado en M y A+ ul C A, cuando u € Kyy.
» (A2) A+ IH(K)C A

Una condicién mas fuerte que (A0) es la siguiente: (A0S) ul € A siy solo si u € Kjy.
Si A satisface A0, A1, A2 y es convexo (respectivamente cono convexo), entonces A es llamado
conjunto de aceptacién convexo (respectivamente coherente).

Podemos ver que A2 y las definiciones de LZ(K ) v K ya implican la segunda parte de
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Al. Esta propiedad juega un papel particular para la correspondencia uno a uno entre las
medidas de riesgo y los conjuntos de aceptacién. Ademads, de A0 tenemos 0 € A; esto y A2
implican L1 (K) C A.

Ahora estableceremos una relaciéon uno a uno entre las medidas de riesgo y los conjuntos de

aceptancién, para esto

a) Sea A C LY, definimos Rs(X) :={ue M : X +ul € A}

b) Dado R : LY — Fy, definimos Ap :={X € L : 0 € R(X)} ={X € L' : K)y C R(X)}
Interpretacion

» R4(X) contiene todas las posiciones de referencia deterministicas que hace que X sea

aceptable cuando se le agrega a X.

= Es claro que una posicion X es aceptable si “no depositar nada” ya compensa su riesgo.

3

Si este es el caso, cada posicién de referencia aceptada “no negativa”(un elemento de

Kjr) lo compensa atin més.

Las siguientes proposiciones muestran que las definiciones a) y b) generan una biyeccién
entre conjuntos de aceptacién y medidas de riesgo de valor conjunto.

Proposicién 3.2.1.
1. SiR: LZ — Fyr es M — traslacion, entonces Agr satisface A1 y R = Ra,,.

2. 8i A C LY verifica A1, entonces Ra toma valores en Fi, es M—traslacién y A = Ag,
Prueba.

1. Dada una sucesion up, € M con uyp — 0y X + ugl € AR, tenemos 0 € R(X + uil) =
R(X) — ug, de aqui u € R(X). Como R(X) es cerrado, 0 € R(X) y asi X € Ap. Por
lo tanto AR es direccionalmente cerrada.

Por otro lado, sean X € Ar y u € Kjp;. Como Ky es un cono convexo tenemos
Ky € Ky —u, de aqui Ky € Ky —u € R(X) —u = R(X + ul). Esto implica
X +ule Ag y asi Ag +ull C Ap.

Finalmente

RAR (X)

{ue M : X +ul € Ag}
= {ueM:0eR(X +ul)}
= {ueM:ueRX)}

= R(X)
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Esto completa la prueba del item 1.

2. Debemos demostrar tres afirmaciones: R(X) € Fyr, Ra(X +ull) = Ry(X) —uy A=
Ar

At

» Para la primera, basta demostrar R4(X)+ Ky C Ra(X) y que R4(X) es cerrado.
Seanu € Ra(X)yv € Ky entonces X+ul € Ayv € Ky, de aqui X+(u+v)l € A
y en consecuencia u +v € Ra(X). Por lo tanto Ra(X) + Ky C Ra(X).
Por otro lado, sea una sucesién uy € R4(X) con up — u. Por definicién de Ry,
X+url € Ay deesto (X +ul)+ (up —u)l € A, con (u —u) — 0. En consecuencia
X +ule Ay asiue Ra(X). Por lo tanto R4(X) es cerrado.

= Probamos la segunda, sean X € Lg yue M.
Ra(X+4ul) = {veM:(X+ul)+ole A}
= {u+tveM: X+ (ut+v)le A} —u
= Ra(X)—u
= Probamos la tercera, por definicion

Ap, ={Xelf:0eRy(X)}={Xecll:0e{ueM: X +ulec A}}=A

Esto completa la prueba del item 2.

Algunas propiedades sobre R son heredadas por Apr y viceversa.

Proposiciéon 3.2.2.

1. SiR: LZ — F)yy es una medida de riesgo, entonces Ar es un conjunto de aceptacion. Si
R es conveza, entonces Ar es convero. Si R es coherente, entonces Ar es un conjunto

de aceptacion coherente.

2. 51 A C Ls es un conjunto de aceptacion, entonces Ra es una medida de riesgo. Si
A es convexo, entonces Ra es convexa. Si A es un conjunto de aceptacion coherente,

entonces R4 es una medida de riesgo coherente.

Prueba. Como ilustracién demostremos que si R es medida de riesgo, entonces Ar es un
conjunto de aceptacién y reciprocamente si A es de aceptacién, entonces R4 es medida de

riesgo.
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1. Sea R es medida de riesgo.

» (A0): Dado u € Ky se tiene u € R(0), de aqui 0 € R(0) — u = R(ul). Luego

ull € Ag. Ademéds, si u € —int(K)s) entonces
u¢ R0)=0¢ R(ul) =ul ¢ Ag

» (A1) : Esto se prob6 en la primera parte de la proposicién 3.2.1.

» (A2) : Sea X1 € Apy Xo € LY(K). De R2 y (X2 + X1) — X1 € LY(K) tenemos
R(X2+X1) D R(X1),yademds 0 € R(X7). Luego 0 € R(Xo+X1) y asi X1+ X5 €
Apg. Hemos probado Ap + LE(K) C Ag.

Luego AR es un conjunto de aceptacion.
2. Sea A conjunto de aceptacién.

» (RO) : Sea u € Kjs. De A0 tenemos ul € A, esto implica u € R4(0) y en conse-
cuencia Ky € R4(0).
Si existe u € R4(0) N —int(K ) entonces por un lado ul € A y por otro ull ¢ A.
Esto es un absurdo, luego R4(0) N —int(Kp) =0

» (R1) : Esto se probé en la segunda parte de la proposicién 3.2.1.
= (R2): Sea Xy — X, € L})(K). Dado u € Ra(X,) se tiene X; + ul € A, de A2

Xot+ul=(Xo—X1)+ X1 +ule L5(K)+ ACA

esto implica X9 + ul € A y en consecuencia u € R4(X3). Por lo tanto R(X;) C
R(X3).

Observaciones 3.2.2.
1. La M—traslacién de R es equivalente a Graf(R) = {(X,u) € L}, x M : X +ul € Ag}

Justificacion:
= Supongamos que R es M —traslacion, entonces
(X,u) e Graf(R) ueRX)=0eRX)—us0e R(X+ul) & X+ul € Ag
Por lo tanto Graf(R) = {(X,u) € L, x M : X +ul € Ag}.
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= Supongamos que Graf(R) = {(X,u) € L}, x M : X +ul € Ag}, entonces
w € R(X +ul) < (X +ul,w) € Graf(R) < X+ (u+w)l € Ap < (X,u+w) €
Graf(R) <> u+w € R(X) <> w € R(X)—u. Por lo tanto R(X +ull) = R(X) —u

2. R es una medida de riesgo cerrada si y solo si Ar es cerrado, en efecto

» Sea Graf(R) cerrado y consideremos (Xp)nen € Ar con X, — X, entonces 0 €
R(X,) y asi (X,,0) € Graf(R) con (Xp,0) = (X,0). Luego (X,0) € Graf(R) y
consecuentemente X € Ar. Por lo tanto AR es cerrado.

» Sea Ag cerrado y consideremos (Xp, un)nen € Graf(R) con (Xp,u,) — (X, u),
entonces X,, + upl € Ag con X, + upl — X + ull. Luego X +ul € A y as?
(X,u) € Graf(R). Por lo tanto R es un medida de riesgo cerrada.

Cuanto menor sea el conjunto de aceptacién, mayor sera el grado de aversién al riesgo.
Luego, la medida de riesgo con la mayor aversién al riesgo es la que tiene el menor conjunto

de aceptacion.

Ejemplo 3.2.1. (worst case) El conjunto mds pequeno que satisface las propiedades (A0) —

(A2) es el cono A = LE(K). La medida de riesgo correspondiente R4 es
WeMS(X) = {ue M : X +ul € I5(K)}
Cuando d=1,M =R, K = Kj; = Ry la medida de riesgo anterior queda
WCMS(X) ={ueR: X +ul >0}

De aqui inf WCM-S(X) = inf{u € R : X 4+ ul > 0} = puax(X), en esta situacion decimos

que en el caso escalar WCMS(X) se identifica con pmax(X).

Ejemplo 3.2.2. (negative componentwise expectation) Sea el conjunto A = {X € L.}l :
E[X] € K}. Este es un conjunto de aceptacion coherente que verifica (A0S) en lugar de

(A0). En efecto, es claro que A es un cono convezo y verifica:

» (A0S): Siu € Ky entonces Eul] =u € K, de aqui ull € A. Siu € M\ Ky entonces
ué¢ K, de aqui ull ¢ A.

w (A1): St X +uil € A con up — 0 uy, € M, entonces E[X +uil] = E[X] +u, € K y
como K es cerrado tenemos E[X] € K, en consecuencia X € A. Por otro lado, dado

X € Ayue Ky tenemos E[X + ulll = E[X] 4+ u € K, por lo tanto X + ul € A.
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» (A2): Dados X € A yY € Kec.t.p., tenemos E[X +Y] = E[X]| + E[Y] € K. Esto
implica X +Y € A.

La correspondiente medida de riesgo coherente Ry es
NCE(X)={ue M:E[X+ulle K} = (E[-X]+K)NM (3.6)
La sequnda igualdad de (3.6) es debido a
uefue M :EX+ulle K} « EX+ull=EX|+ue K+ ue (E[-X|+K)NM
Ejemplo 3.2.3. (set-valued value at risk) Dado 0 < X\ < 1, definimos las aplicaciones
VARY"W VAR . 1) — Fy
VARY"W(X) = {u € M : P(X +ul € —intK) < A} (3.7)
VAR (X)={ue M:P(X +ul ¢ K) <2} (3.8)

Se puede mostrar que estas aplicaciones son medidas de riesgo, como ilustracion desarrolla-

M
mos las cuentas para VAR W,

» (RO): Dado u € K)r entonces u € K, como —intKNK = () tenemos P(ul € —intK) =
0 < \. De estou € VARf\W’W(O).
» (R1): Dado uw € M fijo
v € VARY"W (X + ul) P((X + ul) + vl € —intK) < A
P(X 4+ (u+v)l € —intK) < X
u+ve VAR (X)

T Eagt BB

ve VAR (X) —u
Luego VARY"W (X +ul) = VAR (X) —u

» (R2): Sean Xo — X1 € LE(K) y consideremos los conjuntos de Q Ay = {—X1 —ul €
intK} , Ag = {—Xo —ul € intK}.
Se verifica Ay C A1, pues si —Xo —ull € intK como

—XQ—U]I XQ—Xl
2 * 2 }

— X1 —ul=—-X; —ul+ Xy — X5 =2

se tiene que — X1 —ull € intK y asi Ay C Aj.
De esto ]P)(AQ) S P(Al) Yy por lo tanto VAR])\W7W(X2) 2 VARiW’W(Xl)
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Los conjuntos de aceptacion de estas medidas de riesgo son

Ay gpuw = {X € Lf: P(X € —intK) < A}
Ay agins = {Xel?:P(X¢K)<)\}
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Capitulo 4

Representacion dual de una medida

de riesgo

4.1. Representaciéon dual de una medida de riesgo escalar

El estudio de la representacién dual en el caso de medidas de riesgo de valor escalar servira
como preambulo para el estudio de la representacién dual en el caso de valor conjunto.
Follmer y Schied (2002) [2] hacen una presentacién detallado de las medidas de riesgo mo-
netario y en particular se centran en las medidas de riesgo convexas cuando X pertenece al
espacio L™>(Q,.%, P). En este estudio se presenta el desarrollo de la representacién robusta

o dual de una medida de riesgo convexa y uno de los resultado iniciales es el siguiente:

Teorema 4.1.1. Cualquier medida de riesgo convezxa p se puede presentar en la forma

p(X)= sup (E°[-X]—a™"(Q))
Qe 5

donde a™™(Q) := sup E9[-X], 41 es el conjunto de todas las funciones finitamente
XeA,

aditivas Q : F — [0,1] con Q(0) =0 y Q(Q) =1 y A, es el conjunto de aceptacion de p.
Prueba. La prueba se desarrolla en [2], capitulo 4. O

Sea . el conjunto de todas las medidas de probabilidad en (£2,.%), presentamos la

siguiente definicién.

Definicion 4.1.1. Diremos que una medida de riesgo convexa p tiene una representacion
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dual si

p(X) = sup (E9[-X] - a(Q)) = sup (E?[-X] — a(Q)) (4.1)
Qe QeZ

con alguna funcién de penalizacion o : My — R U {400}, donde
P ={Q € M :a(Q) < +oo}

El requerimiento de capital p(X) se calcula como el peor caso de la pérdida esperada
E®[—X] penalizada, asumida en todos los modelos Q € 2.
Si consideramos & = .#,(P) como el conjunto de medidas de probabilidad en (£2,.#) que son
absolutamente continuas con respecto a la probabilidad fija P, tenemos el siguiente resultado

desarrollado en [2]:

Teorema 4.1.2. Sea p: L™ — R una medida de riesgo conveza, las siguientes afirmaciones

son equivalentes

1. p puede ser representada por alguna funcion de penalidad o en M1 (P); es decir

p(X)= sup (E°[-X]-a(Q), VX € L™
Qe (P)

2. p puede ser representada por la funcién de penalidad ™™ (Q) = supXeAp(EQ[—X]) en
A1 (P); es decir

p(X)= sup (E®[-X]-a™™(Q)), VX € L
Qe (P)

3. p es continuo por arriba; esto es X, \( X, P c.t.p. entonces p(X,,) / p(X)

4. p tiene la siguiente propiedad de Fatou: Para cada sucesion (X,) que converga en P
c.t.p a X, se cumple
< lmi
p(X) < liminf p(Xy)
Prueba. La prueba se puede encontrar en el teorema 4.33 en [2]. O

Desarrollamos dos ejemplos antes de finalizar la seccion.

Ejemplo 4.1.1. Sea & un conjunto de medidas de probabilidad en (Q0,.7) y consideramos

la aplicacion vy : & — R con sup ¥(Q) < co. En el ejemplo 3.1.2 probamos que el conjunto
Qe

A={X e L:E®X]>~(Q) para todo Q € P}
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es de aceptacion y que la medida de riesgo correspondiente tiene una representacion de la

forma

pa(X) = sup (E?[-X] - a(Q))
Qe

Esta es una representacion dual de pa, ver ejemplo 3.1.2.

Ejemplo 4.1.2. En el ejemplo 3.1.1 vimos que la aplicacion ppaq.(X) = — ingX(w) es una
we

medida de riesgo convexa. Es claro que
Pmaz(X) =inf{m e R: X +m >0P c.tp.} (4.2)
Esta medida verifica la propiedad de Fatou. En efecto

= Sea X,, = X en P c.t.p. Por contradiccon, si fuese el caso h’mJirnf Pmaz(Xn) < Pmaz(X),
n—-—+0o0o

entonces existe t € R tal que

lim inf pra.(Xp) < t < prmaz(X)

n—-+00

Luego, existe un subsucesion X,, tal que

(T P, e —ul’}rengnk (- 81;1{)2 —Xn, (w) > —Xp, (W), Vw e N
w

De aqui ppaz(X) >t > =X ctp. yasit+ X >0 c.t.p. Y pmax(X) > t, esto es una

contradiccion con (4.2).

Por el teorema anterior ppma.(X) admite una representacion dual del tipo

Pmaz(X) = sup (EQ[—X] — amm(Q)), VX € L™
Qe (P)

Como A = LY tenemos o™"™(Q) = sup E9[—X] =0 . Por lo tanto

XeLy

Pmax

pmax(X) = sup (EQ[_X])
Qe (P)

4.2. Representaciéon dual de una medida de riesgo de valor

conjunto

En este seccién estudiaremos ciertas funciones de valor de conjunto que reemplazaran, en

el contexto de medidas de valor conjunto, a las esperanzas que aparecen en la representacién
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dual de la medida de riesgo valor escalar; luego demostraremos un teorema de representacién
dual. Esta parte estd basada en [6] y en toda la seccién los portafolios estaran en el espacio
vectorial Lf, con 1 < p < 4o00.

Para el cono K O ]Ri consideremos los siguientes conjuntos
Kt ={veR?: vTu>0,vuec K} (4.3)
Ki={veM:vTu>0,Yuec Ky} (4.4)

los cuales son denominados el dual positivo de K en R? y de Kj; en M respectivamente.
Ademés, para v € R? sea el conjunto G(v) = {z € R?: 0 < v - 2} y denotamos por ///fd,
al conjunto de todos los vectores de probabilidad que son absolutamente continuas con la
probabilidad P, esto es si Q = (Q1, Q2,...Qq)" € ///fd entoces (J; es una probabilidad tal
que % € L', para todo i € {1,2,...,d}

Observaciones 4.2.1.
1. Se puede justificar que el cono dual positivo de LZ(K) es Lg(K*) con % + % =1y
p,q > 1.

2. Se cumple Ki; = (KT + M+)NM , donde M+ = {v e R : vT - u = 0,Yu € M}
Con estas observaciones y convenciones presentamos la siguiente definicion.
Definicién 4.2.1. Sean'Y € LY yv € M, definimos la funcion F(A{,{v) : LY — P(M) mediante
Fyo(X)={ue M: B(X"Y) <v"u}
Ejemplo 4.2.1. SiY = (I,L,....1), v = (1,1,...,1) y M = R?, entonces
FYo(X)=EX)+{ueR:v"-u>0}
En particular sid =1, Y =1, entonces F(]\{/{U) (X)=E(X)+Ry4.

Este ejemplo “insinua” que F(]\gv) es, en cierto sentido, una extension del concepto de
b
esperanza matemadtica a aplicaciones de valores conjuntos. Propiedades elementales de la

funcién F(A{,[v) son agrupados en la siguiente proposicion.
b
Proposicién 4.2.1. Se verifican las siguientes afirmaciones

0 ; B(XTY)>0
1. F(ﬂgo)(X) = ( )
M ; B(XTy)<o0
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2. VX € LZ,F(A{,{U)(X) CGumy F(Aév)(-) es propia si y solo siv € Kj, \ {0}
3. Siue M es tal que vI'u =1, entonces

FY o (X) = B(XTY)u+ FY,,(0) = EXTY)a+ G(v)n M

4. Sean'Y € LY y v € M\ {0}. Dado X1,X2 € LY y s > 0 se tiene F(]‘}{’v)(Xl + X5) =
F¥)(X1) + Fiy ) (X2) 4 By, (sX) = sFy,,) (X).

Prueba.

1. La demostracién es directa de la definicién de Fiy,)(X).
2. (=)Por contradiccién, si v ¢ K}, \ {0} podemos analizar dos casos:

» Si v =0 entonces F(]\{,{v)(X) =0o F(]\év)(X) = M. Por lo tanto F(A{,{v) no es propia.
s Siw £ 0 existe ug € Ky tal que v7ug < 0. Tomando v € F(A{/[v) (X) y t >0 vemos
que u + tug € F(J‘{,{v) (X)+Kn C F(];{’U) (X)), consecuentemente u + tug € F(];{’v) (X)

y por lo tanto

E(XTY) < vTu 4+ tvTug
esto es absurdo, pues si t — oo implica E(XTY) = —oc.

(<) Por definicién, F (J\{/I’v)

es propia y es claro F(A{,{U)(X) C F(JVIKU)(X) + K.

(X) es un semiespacio convexo y cerrado, luego la aplicacién

Probemos F(J‘{,IU)(X) + Ky C F(];{@)(X), para esto sea z =u +n € F(J‘{,IU)(X) + K, se
tiene E(XTY) < vTu < vT(u+n), de aqui 2 € F(J\év)(X). Por lo tanto, F(J‘{,[v)(X) =

F(J\)//{v)(X) + Ky y asi F(]‘{,{U)(X) GCl.

3. Para @ € M con v74 =1 tenemos
FY (X)={ue M:E(X"Y) <v'u} ={ue M:0<o"(u—-uB(X"Y))}
Luego, u € F}Y \(X) & u—uB(X"Y) € FY, (0) & u € FY, (0) +uB(X"Y).

De aqui F(A{,Iv) (X)=EB(XTY)u+ F(A{,[U) (0). Ademés, es claro que F(J‘év)(O) =G(v)N M.

4. Como ilustracién probamos F(f‘;v) (X1 + Xo) = F(ﬂgv) (X1) + F(f‘gv) (Xs).

La prueba de D es inmediata, vamos a probar C.
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Sea u € F(A{,[U)(Xl + Xo). Para X existe v’ € M tal que E(X{Y) = —vlu' (observe
que —u’ € F(A}?U)(Xl)), luego

EXIY)+ EXTY) <vlu= —oTd + B(XTY) <vlu= E(XTY) <ol (u+)

De esto u+u' € F(]\{,{U)(Xg) =u€ F(J\{,{v)(Xg) + F(]\év)(Xl). Esto muestra C
Por lo tanto F{Y/, (X1 + X2) = F 1 (X1) + FY , (Xa).

O

Mediante la aplicacion F(]\é ) podemos definir una medida de riesgo coherente bajo ciertas

condiciones para Y y v.

Proposicién 4.2.2. Sean Y € LY(K1) yv € (E(Y)+M*)NK;;\{0}. Entonces la funcién
R : LY — P(M) definida por R(X) = F(]\{/{U)(—X) es una medida de riesgo coherente cuyo
conjunto de aceptacion es Agp = {X € L} : 0 < E(XTY)}

Prueba.

(RO) Como R(0) = {u € M : 0 < vTu} y v € K}, entonces Ky C R(0). Si existe u €
int(Ky) y —u € R(0) entonces v'u = 0.
Como u € int(K)s) existe una vecindad del cero V- C M (V es una bola abierta) tal

que u +V € Kj. Ademés existe w # 0 tal que w, —w € V, de donde v™ (u 4+ w) >0 ,

vT(u —w) > 0y en consecuencia v"w > 0 y vTw < 0. Esto es una contradiccién, por

lo tanto —int(Kp;) N R(0) =0
(R1) La prueba resulta de las siguientes igualdades

R(X +ul) = {zeM:E[(-X —ul)TY] <vT2}
= {zeM:EXTY]+ (E[Y] —v)Tu+vT(z +u) >0}
= {w—ueM:EXTY]+vTw >0}
= {weM:EXTY]+0Tw>0} —u
= R(X)-u

la tercera igualdad es debido a (E[Y] —v) € M*.
(R2) Sean X, X en LY con Xy — X1 € L(K) y u € R(X1) entonces
E[(-X2)TY]+ E[(X, — X1)TY] = E[(-X1)TY] < v"u (4.5)
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Por otro lado, Y € LY(K™) y Xo — X1 € LE(K) se cumple E[(X, — X1)TY] > 0y en
consecuencia de la ecuacién (4.5) se tiene E[(—X2)TY] < vTu. De aqui u € R(X2) y

por lo tanto R(X32) 2 R(X;).

La sublinealidad es consecuencia del item 4 de la proposicién 4.2.1.
Hemos justificado que R(X) = Fiy,,)(—X) es una medida de riesgo coherente, es claro que

Ap={XeLj:0€ FY  (-X)} ={X € L: 0 < B(XTY)} O

A continuacion a través de un cambio de variable daremos otra presentacién de las fun-

]Rdxd

ciones I/ (J\gv). Dado w € RY, denotaremos por diag(w) a la matriz diagonal en con las

componentes de w en su diagonal principal y ceros en las demas.

Lema 4.2.1.
1. Sean 'Y € LYK™) yv € (E(Y)+ M+)n K}, \ {0}. Entonces existen Q € M#{, ,
we KT\ Mt tal que diag(w)% e LY(KT)yF (Yv) = (Q w) €O

F (X) ={ueM:w"EX) <w'u} = (BYX)+ Gw))NM  (4.6)

2. Sean Q € ///fd yw € KT\ M+ con diag(w )% € LYKT), entonces existen Y €
LI(KT) yve (B(Y)+ MY nK;\{0} tal que F, (Q e F(I‘}{’v).

Prueba.
1. Sean Y € LYK™) y v € (E(Y) + Mt) N K, \ {0}. Definimos w = E[Y] € KT y

observamos v — w € M=+,

T

Siw € M+ entonces vTw =0y vI'(v—w) = 0, de aqui v = 0. Esto es una contradiccién,

por lo tanto w € K+ \ M*.

wﬁi, cuando w; > 0y z; € L (Ry)

Sea el vector aleatorio Z = (z1, 22, ..., zq)” tal que z; =
cualquiera con E[z;] = 1, cuando w; = 0 y consideremos Q = (Q1, Qa, ..., Qq)* el vector

de probabilidad tal que 5 in = z;, es decir Q;(A) = / zidP parai € {1,2,..,d}. Se tiene
A

. Siwi>0:>Y—wl‘il%

» Siw; =0=E[Y;]=0=Y; =0 c.t.p, deestamaneraY—w,in c.t.p.

Luego, Y = diag(w)% y ademads

d
d i) dQ; . d
wl EQ[X g w; E9 [z g wi B mz Q = E TiWi Qi —E[Xszag(w)d—g]:E[XTY]
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Asi
EXTy] = wT EY[X] (4.7)

T

Por otro lado, como v —w € M=, se cumple que vTu = wu para todo u € M. De esto

y la ecuacién (4.7)
FL (X)) ={ue M:EXTY] <v"u} = {ue M : w"E?[X] <v"u} = F§ , (X)
Ademds, es directo verificar que {u € M : wTEQ[X] < vTu} = (EQ[X] + G(w)) N M.

2. Para Q € M)y we KT\ M+ con diag(w) %2 € LYK ™) definimos Y = diag(w) 32 €
LY(K*) y vemos E[Y;] = Elw; %] = w; B[%%] = w; para todo i € {1,2,..,d}; luego
E[Y] =w € K+ y como antes, se verifica w! EQ[X] = E[XTY].

Por otro lado, afirmamos que w € K]J\} + M+, En efecto
Para w existen wy € M y we € ML tal que w = wi + wy, asi w; = w — wy €

(KT + M™*)n M. De esto y la observacion 4.2.1
w=w+ws € (KT +MHNM+ M=K+ M
De la afirmacién, existe v € K;;\ {0} tal que w € v+ M*. Luego, w = E[Y] € v+ M+

en consecuencia v € (E[Y]+ MY)NM y vTu = wlu,Yu € M. Finalmente

Fiuy(X) ={u € M : w"EQ[X] < v"u} = {u € M : w"E®[X] < v"u} = Fj ,\(X)

O

En esta parte introducimos la conjugada en el sentido de Legendre-Fenchel para aplica-

ciones de valor conjunto

Definicion 4.2.2. Sea R : LZ — Fy una aplicacion de valor conjunto. La conjugada y la

biconjugada de R se definen como

VY €Ll veRY; —R (Y,0) =d | (R(X)+ F}, (-X)) (4.8)
XelLl
VXelh R*(X)= N (—R*(Y,v) + F¥ ) (X)) (4.9)

YeLh, ve K\ {0}

La siguiente proposicion muestra algunos aspectos de estas definiciones.
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Proposiciéon 4.2.3. Sea R : LZ — F una aplicacion de valor conjunto.

1. Las imdgenes de —R* toman wvalores en Gy, cuando (Y,v) € L?l X K]'\Z Ademds,

—R*(Y,v) es de la forma u + F%)(O) para algin w € M o es un elemento de {M,(}.
2. Las imdgenes de R*™ toma valores en Gy, es decir es una aplicacion de la forma

R**:LZ%GM

Prueba.

1. Como R(X) + F(-X) = |J [u+ F¥(—X)] vemos que R(X) + F¥(-X) es
u€R(X)
unién de semiespacios cerrados con normal v, es el vacio o todo M y en consecuencia

—R*(Y,v) = ¢ U (R(X) + F%)(—X)) es un semiespacio cerrado con normal v, es
XelLh
vacio o es todo el conjunto M y en particular también convexo. Como

d |J [RX)+FL(-X)] + Ky Cd( | [RX)+ FL(-X)] + Ku)
Xelf Xelf

d( |J [RX)+F(-X)] + Ku) =d[ |J RX)+Fp(-X)]
XelLh XeLb

tenemos —R*(Y,v) + Ky € —R*(Y,v). De esto —R*(Y,v) € G .
2. Dado I =Y x (Kj; \ {0}) se tiene
N (R0 +RLX)+Eu S [ (- R (Yv)+ FL(X) + Ku)
(Yw)el (Yw)el
ademas
(N (-R Vo) +RLX)+Ku)= () (-R v+ (X))
(Yw)el (Yv)el
En consecuencia R**(X) + Kj; € R*™(X). Como R**(X) es interseccién de conjuntos

cerrados y convexos, R**(X) es cerrado y convexo. Asi R**(X) € Gy.
O
Como en el capitulo 2 la conjugadas de Legendre-Fenchel que definimos aqui también
se pueden caracterizar a través de la escalarizacion de R. Para desarrollar estos resultados,

reescribimos la definicion de escalarizacién cuando el espacio colineal F; es ordenado con el

cono convexo Ky C R%.
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Definiciéon 4.2.3. Dado R : LZ — Fyyv € K]’\L/[ la escalarizacion de R es la funcion
¢v : L = R definida por

o(X) = inf o7
oK)= ol

con la convencion ¢,(X) = +o00, cuando R(X) = 0.

También reescribimos la definicién de envoltura semicontinua inferior de la aplicacion

¢v : LI — R de la siguiente manera

Definicién 4.2.4. La envoltura semicontinua inferior de ¢, es la funcidn clo, : LY — R
definida por

chioy (Lol in I, )

donde liminf ¢, (X) = inf X)yN, base d indades del Lr.
onde lim in| (X)) USEIJIVF;D e wu(X) y L es una base de vecindades del cero en L
d

Seguidamente desarrollamos algunas caracterizaciones de R, —R* y R** mediante la es-

calarizacion ,.

Lema 4.2.2. Sea R : Ls — G, st R es convexa y cerrada entonces

VX eIb:R(X)= (| {ueM:(cdp,)(X)<vTu} (4.10)
veKH\{0}

Prueba. Por la proposicién 2.1.4 la aplicacion R es semicontinua inferior. Luego, por el

corolario 2.2.1 tenemos la ecuacién (4.10)

O
Lema 4.2.3. Sea R : Ls — Fyy, se tiene
1. Para cada Y € L, v € K\ {0}; —R*(Y,v) = {u € M : —(p,)*(Y) < vTu}
2. R* es cerrada, convera y para todo X € LS

RE(X)= [ fueM: ()" (X) <o u)
UGKL\{O}

Prueba.
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1. Por la definiciéon de —R*(Y,v), lema 2.2.2; lema2.2.1 y la definicon de conjugada de

Fenchel de ¢, tenemos

inf vy = inf inf vy

u€—R*(Y,v) XeLyueR(X)+FM (-X)

= inf( inf ovlug + inf ’UTUQ)
XELZ u1€R(X) ’U,QEF}],\JU(*X)

= if (po(X)+ E[-XTY])

P
XeL?,

= —(p)*(Y)

Luego,

inf Ty = —(0,) (Y 4.11
ue_erg(Yjv)vu (u)*(Y) (4.11)

De aqui, dado u € —R*(Y,v) entonces v'u > —(¢,)*(Y) y en consecuencia
—R*(Y,v) C{ue M: —(p,)"(Y) <vlu}
Probemos —R*(Y,v) D {u € M : —(¢,)*(Y) < vTu}.

= Si —R*(Y,v) = 0 entonces R(X) = (). De aqui ¢, = +00 y —(py)* = 400, de esta
forma {u € M : —(p,)*(Y) < vTu} = 0.

» Para —R*(Y,v) # () consideremos dos casos:

e Si —R*(Y,v) = M, se tiene —oo = in{/l vTu = —(py)*(Y), de aqui
ue
{fue M: —(p,)*(Y) <vTu} = M.
e Si —R*(Y,v) =u+ F(J‘év) [0], para algin u € M. Dado uy € M \ —R*(Y,v) se

tiene

T 3 T *
<< f = Y
Yy ueflél* (Yyv) - ((Pv) ( )

esto implica ug ¢ {u € M : —(¢,)*(Y) < vTu}
Por lo tanto {u € M : —(¢,)*(Y) < vTu} € —R*(Y,v)
2. Por el item 1 tenemos —R*(Y,v) + Fiy,,)(X) = {u € M : vTu > E[XTY] — ¢}(Y)},
entonces
R™(X) = N () {veM:v"u>EXTY]- ¢ (Y)}
veK{\{0} YeL]

= ﬂ {ueM: vl > sup (E[XTY] — ¢, (Y))}

veKH\{0} YelLg
= m {fue M:vlu> (X))
UEK;(/I\{O}
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Corolario 4.2.1. Sean R : L}, — Gy y v € K, \ {0}, para todo Y € L% se cumple

(po)* (V)= sup —o-u
ue—R*(Yyv))
Prueba. La prueba es directa de la ecuacién (4.11). O

La conjugada de Legendre-Fenchel de una medida de riesgo R convexa se puede expresar,
bajo ciertas condiciones, como la clausura de la unién de semiespacios de la forma F{y,, (—X),

cuando X € Ag.

Proposiciéon 4.2.4. Sea R : L — G); una medida de riesgo convexa con su conjunto de
aceptancion Ar y v € K;; \ {0}, entonces

—84,(Y,v) ;Y e-LYKY),ve E[-Y]+ Mt
CR(Yov) = 4r(Y,v) A(KT) [-Y] (4.12)

M ; caso contrario.

donde —Sa,(Y,v) =cl U F(]\év)(—X)
XeAgr
St R fuera también positivamente homogénea, entonces

Gw)NM ;Y e—-A}veE[-Y]+M*
—R*(Y,v) = (4.13)

M ; caso contrario.

Prueba. Dados Y € LY, v € R? se tiene
—R*(Y,v) 2 | (R(X)+ Fyw)(-X)) 2 | Fryw(-X)
X€eAR X€AR

de aqui

—R*(Y,v) D —84,(Y,v), VY € LI, v € R? (4.14)
En particular —R*(Y,v) 2 —Sa,(Y,v) se verifica cuando Y € —LY(K*) y v € E[-Y]+ M=,
Veamos —R*(Y,v) 2 M, cuando Y ¢ —LY(K+) ov ¢ E[-Y]+ M=,

» SiY ¢ —LYKT) =—[LY(K)]T, existe Xo € LE(K) con E[XIY] >0
Luego, de LY(K) C Ag, tXo € LE(K) Vt > 0 y la definicién de F(]\{,[U)[—tXO] tenemos

—Sap(Y,v) 2 ) F¥, =X 2dl|JFY,)[-tX) =M
XeLl(K) t>0

De esto y la ecuacién (4.14), —R*(Y,v) D —=Sa,(Y,v) = M.
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= Sea v+ E[Y] ¢ M+ y consideremos X € L!) y w € M, entonces

Fy =X —wl] = {ueM:E-X"Y]<o"u+E[Y] w}
= {u—weM:E-XTY]<vT(u—w)+ (E[Y] +v) w}+w
= {ue M:E-XTY] <vlu+ (BE[Y]+v)Tw} +w

de esto
FY =X —wll —w={ue M: E[-X"Y] <v'u+ (E[Y] +v) w} (4.15)
Por otro lado, como v + E[Y] ¢ M+ entonces dado u € M existe w € M tal que
E[-XTY] < vlu+ (E[Y] +0v)Tw

En consecuencia, por (4.15), siu € M = u € F(]‘év)[—X — wl] — w para algin w € M.
De aqui U (F(]\év)[—X —uwl] —w)=M
weM
Finalmente —R*(Y,v) = ¢l U (R(X + wl) + F(J‘{/[v)[—X —wl)) = M.
XeLhweM
Veamos la prueba de —R*(Y,v) C —S4,(Y,v), cuando Y € —LY(K ™), v + E[Y] € M*.
Sea u € R(X) y en consecuencia X + ul € Ar). Como F(]‘év)[—X] es medida de riesgo,

tenemos

—Sa,(Y,0) D Fy ) [-X —ul] = F§Y ) [-X] +u

De esto R(X) + F(f;ﬁv)[—X] C —S4,(Y,v) V X € LB. De aqui, —R*(Y,v) C —Sa,(Y,v).
Esto completa la prueba de (4.12)

Supongamos que R es positivamente homogénea, verifiquemos (4.13)

" SiY ¢ —AE existe Xo € Ag tal que E[YTXy] > 0, de aqui
—R*(Y,0) 2 |J F¥,)-X12J F¥,l—tXd =M
X€eAR t>0

y en consecuencia —R*(Y,v) = M.

» Si Y € —AfL, entonces E[YTX] < 0 para todo X € Ag. De aqui, si u € (Yv)[ X]

entonces 0 < —F[XTY] <vluy asf 0 < vTu. Luego F(]‘){ )[ X] C F(J\{/[ )[0], VX € Ag.

Finalmente, como 0 € A, tenemos

GwynM=F{ ¢ | FY, =X C FY, 0l =Gw)nM
XeAgr
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Ahora enunciaremos y probaremos un teorema de representacion dual de una medida de

riesgo convexa de valor conjunto. La prueba se dara con la ayuda de los siguientes lemas.

Lema 4.2.4. Sea R : L — Gy propia, convexa y cerrada, entonces para cada (Xo,ug) ¢
Graf(R), existe v € K, \ {0} tal que ¢, : L — R U {+o0} tiene una funcién afin menor y

ademds (clyy,)(Xo) > vTug

Prueba. Como (Xo,up) ¢ Graf(R) por el teorema de separacién existe (Y,v) € Lf x M y
r € R tales que

ElYTX, T g <r< inf ElYTx]+ T 4.16
[ O} Ry . " (X,u)Gnclv'raf(R) ( [ ] v u) ( )

Afirmacién: v € KJT/I, en efecto

Dado X; € Dom(R) fijo, de R(X1) = R(X;) + K/ tenemos

inf (BY'X]+o"-u) < if (BEYTX))+0" w)+ ff (BYTX))+0" )
(X u)€Graf(R) uER(X1) ueK s

Si existe ug € Ky con v'ug < 0 entonces fr}l(f (E[YTXl] + o7 . u) = —o0, asi
uE K

(X’u)efré£af(R) (E[YTX] +v" - u) = —o0, esto es absurdo por (4.16). Luego v € Kj;.
» Siv #0. Para cada X € Dom(R) tenemos
X) = inf v'u= if (EY'X]+v"u)-EYTX
pX) = @t Tu= Gt (EYTX] 4T - BYTX]

> (EYTX' + o) - E[YTX]

inf
(X' w')EGraf(R)
> r—E[YTX] > E[YT(X° - X)] 4+ vy

Tomando lim inf en la desigualdad ¢,(X) > —E[YTX] +r > E[YT (X% — X)] + vy

X‘)Xo

tenemos (clp,)(Xo) > —E[YT Xo] +r > vTug, y ast (clg,)(Xo) > vTup.
Ademss, la funcién X — E[YT(X? — X)] +vTug es tal que p,(X) > E[YT (X — X)]+
vTug VX € Dom(R) y si X ¢ Dom(R) = Dom(yp,), entonces

400 = o (X) > E[YT(X° — X)] + vTug

Por lo tanto ¢,(X) > E[YT (X% — X)] + vTu para todo X € L.
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= Si v =0, por la relacién (4.16)

EYTXxy <r< if E[YTX] (4.17)
XeDom(R)

Como R es propia existen X; € Dom(R) , uy € M \ R(X;) y por el teorema de
separacion existe (Z,w) € Lg x M y s € R tales que

EZTX ) +wl -uy <s< inf (BIZTX] +w" ) (4.18)
(X,u)eGraf(R)

Como en la afirmacién anterior w € K};. Si w = 0 por la relacién (4.18)

EZ"X1)<s< inf (E[ZTX]) < E[Z"X]
XeDom(R)

esto es una contradiccion. Luego w # 0.
Dado t €]0,1], sean vy = tw € K;;\ {0} y ¥; = tZ + (1 —¢)Y. Tomando oy = E[YT X(]
y az = E[ZT Xq] + wlug, por (4.17) tenemos a1 < r. Ademds, existe ¢ €]0, 1] tal que
a; +t(lag —ag) <r+t(s—r). De esto
tao — 1) = B[Y{ Xo] + vfup < ts + (1 —t)r < nf EY{X] +v]
a1 + t(az — a1) [Yy Xo] + vy uo <ts+(1—1f)r (X,u)EHCIT'raf(R)( (Y7 X]+v7 u)

en consecuencia

T T . T T
E[Y; Xo| +viup <m1 < (Xm)elgfnaf(R)(E[Y{ X]+ vy w), con vy # 0

De aqui, como en el caso v # 0, podemos verificar que la funcién afin
X = EYF (X% - X)) +vfuo

es menor que ¢y, y ademds (clpy,;)(Xo) > vl u.

O
Lema 4.2.5. Si R: L — Gy es propia conveza y cerrada, entonces R = R**
Prueba. Por los lemas 4.2.2 y 4.2.3 debemos probar
(| {weM:(de)(X) <o ul= (| {uveM:(p)"(X)<vTu}  (4.19)
veK\{0} veKH\{0}
Afirmacién: Para X € L, tenemos
(| {ueM:(cp)(X)<vu} = N {ue M : (cey)(X) <vlu}
’UGK]J\}\{O} UGK]J\CI {0}; cly, propia
(4.20)
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En efecto, la prueba de C es inmediata, para justificar O supongamos que

upg ¢ RX)= [ {ueM:(cde,)(X)< v u}
UEK]\JZI\{O}
Como (X,up) ¢ Graf(R), por el lema 4.2.4 existe v € K}, \ {0} tal que clp, tiene un afin
menor y clp,(X) > vlug, ademds se tiene Domyp, = DomR # (). Luego, cly, es propia con
cloy,(X) > vTug y en consecuencia no pertenece al conjunto del lado derecho de (4.20)

Por otro lado, es claro que

N {ueM: ()" (X)<o"u} = N {ue M: (p,)™"(X) <v"u)
veK ;i \{0} veK T \{0}; (o) **#—00
(4.21)

Por el teorema 3.3.4 de [16] se tiene

clo, propia < (py)™ # —00 y ()™ = clpy

De esto

N {ue M : (clp,)(X) < vTu} = N {ue M : (0,)*(X) <vTu}
UEKIJ\CI\{O}; clyp, propia vEK]tI\{O}; (¢v)**#—00
Asi queda demostrada (4.19 ). O

Un teorema de representacion dual de una medida de riesgo convexa de valor conjunto es

el siguiente:

Teorema 4.2.1. La funcién R : L — Gy propia convexa y cerrada es una medida de riesgo

st y solo si existe una funcion —ap : ///fd x K\ M+ — Gy que verifica:
(a) Para todo (Q,w) € Ay x K*\ M*; —ap(Q,w) = (—ar(Q,w) ® G(w)) N M
(b) Para todo (Q,w) € #; Ky C ar(Q,w)

) [ (] —ar@Quw)]n—int(Ky) =0

(Qu)ew

donde W = {(Q,w) € .///fd x Kt \ Mt : dmg(w)% e LY(K™T)} , tal que para todo X € LY
se cumple

RX)= (] [~er(@w)+ (EY[-X]+G(w)) N M] (4.22)
(Qu)ew

87



Prueba. (=) Por el lema 4.2.5 para X € L} se tiene R(X) = R™(X), de aqui

R(X) = N (—R*(Y,v) + F¥, (X)) (4.23)
YeLs, veK i\ {0}

Por la ecuacién (4.12)
R(X) = N (—San(Y,0) + FYL (X))
Ye—LY(KT), ve K \{0IN(E[-Y]+ML)
Cambiando Y por =Y

R(X) = N (= Sap(~Y,v) + F} (-X))
YEeLY(K ), veK{,\{0}N(E[Y]+ML)

Como —Sa,(Y,v) =cl U F(Alg,v)(_X)
XeAr

R(X) = N (cd |J F¥,X)+FL(-X)) (4.24)
YeLY(K), veKf,\{O}N(E[Y]+ML)  X'€Ar

Debido al lema 4.2.1 podemos reemplazar (Y,v) con (Q,w), donde Q € 4],y w € K+\ M+
con diag(w)% e LK)y F(]\{/[U) (X) = (B9[X] +G(w)) N M. Luego, la ecuacién 4.24 queda

RX)= (1 [a |J EXT+Gw)nM+ (E°[-X]+ G(w)) N M]
(Qw)eW X'eAR

Definiendo —ag(Q,w) = cl U (E9[X'] + G(w)) N M obtenemos
X'eAR

RX)= (] [-er@uw)+ (E?-X]+Gw)nM]
(Qu)er

Demostremos que —ag(Q,w) que satisface (a), (b) y (¢)

(a): Es directo verificar —ar(Q,w) = (—ar(Q,w) ® G(v)) N M

(b): Primero veamos que

RO)= () [-er@uw)+Gw)nM]= () [(—ar(@ w)+G(w))NM]

(Quw)e? (Qu)ew
Por (—ar(Q,w) + G(w)) N M = —a(Q,w), tenemos R(0) = ﬂ [ — ar(Q,w)].

(Qu)er
Luego, de K C R(0) obtenemos Ky C —ar(Q,w).
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(c): Setiene () [—a(Qw)] N—int(Ky) = R(0) N —int(Ky) = 0.
(Qu)ew

(<) Supongamos que R(X) = ﬂ [—ar(Q, w)+(EY[—X]+G(w))NM], donde —ar(Q, w)
(Quw)es
satisface (a), (b) y (c).

Probemos que R es una medida de riesgo:
(RO): Esta propiedad es imediata de (b) y (c).
(R1): Sea u € M, entonces
RX+ul)= (] [~ar(@w)+ E-(X +ul)]+ Gw)) N M] =R(X) - u
(Qu)en
pues recordemos que X + (E¢[—X] 4+ G(w)) N M es una medida de riesgo
(R2): Dado Xo—X; € LE(K) entonces (E9[—Xs]+G(w))NM 2 (E9[—X1]+G(w))NM, pues

)
X = (EQ[-X] 4+ G(w)) N M medida de riesgo. Agregando —ar(Q,w) e intersectando
se tiene R(X2) DO R(X7).

Observaciones 4.2.2.

1. En el teorema anterior si ademds R es coherente entonces la reprentacion 4.22 queda
RX)= ()| EU-X]+Gw)nM (4.25)
(Quw)e?
donde #1 = {(Q,w) € .///fd x Kt\ Mt diag(w)% € AL}
En efecto, por (4.13) la ecuacion (4.23) es
R(X) = N (G(v) N M + FYL, (X))
Ye—A}, ve K \{0IN(E[-Y]+M~L)
Cambiando Y por =Y
R(X) = N (G(v) N M + B}, (~X))
YeA}, veK i \{0IN(E[Y]+M7L)
Por ellema 4.2.1 podemos reemplazar (Y, v) con (Q,w), donde Q € //lfd yw e KT\M+
con diag(w)% €Al y F(A}{U)(X) = (EQ[X] + G(w)) N M. De aqui

RX)= () I[Gw)nM+ (E[-X]+G(w))N M|
(Qw)ets
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Como [G(w) N M + (EQ[-X] + G(w)) N M] = (EC[-X] + G(w)) N M se tiene
RX)= () [E°-X]+G(w))nM]
(Qu)en

2. Bajo los supuestos del teorema la medida de riesgo R(X) puede ser expresado en térmi-
mos de medidas de riesgo “elementales”de la forma r(X) = (EQ[-X] + G(w)) N M.
Ademds, la interseccion es un supremo con respecto a la relacion de orden O en Gyy.

Luego, la ecuacion (4.22) puede reescribirse como

R(X)= sup [-ar(Qw)+ (E?[-X]+ G(w)) N M]
(Quw)ew

3. Del item anterior, la ecuacion (4.22) puede verse como una representacion del caso mds

desfavorable de R, esto es: Un elemento u € R(X) debe estar en
—ag(Q,w) + (E°[-X] + G(w)) N M
para todos los escenarios alternativos Q@ y todos los pesos correspondientes w.

Ejemplo 4.2.2. (medida de riesgo en el peor de los casos)

La medida de riesgo del ejemplo 3.2.1 tiene conjunto de aceptacion A = LH(K) y es
WCOMS(X)={ue M: X +ul € L§(K)},

esta es una medida coherente, propia y cerrada. Por el teorema anterior se puede representar

como

weMS(X)= [ (Bl-X]+Gw)nM
(Qu)EWR
donde #r = {(Q,w) € ///1],3(:1 x Kt \ M*: diag(w)% € AT}

Ejemplo 4.2.3.

En el ejemplo 3.2.2 probamos que la medida de riesgo convezra
NCE(X)={ue M :E[X +ul] € K}

es coherente, tambien es cerrada (el conjunto de aceptacion es cerrado) y propia. Luego por

el teorema anterior tenemos

NCE(X)= (| (B9-X]+Gw)nM
(Qw)EWNCcE

donde Wnce = {(Q,w) € ///fd x KT\ M+ diag(w)% € AN}
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Capitulo 5

Conclusiones

= En el capitulo 1 se desarrolla la construccién de los espacios colineales ordenados que
a la vez son reticulos completos, apropiados para el espacio imagen de las medidas de
riesgo de valor conjunto. Particularmente, en esta tesis se exponen los detalles para

demostrar que el espacio % (Z, ('), dada en [9], es un espacio colineal ordenado.

» En [9] Hamel, Heyde y Lohne presentaron muchos resultados del analisis convexo de
valor conjunto. Entre las mas importantes estan la equivalencia entre las aplicacio-
nes semicontinuas inferiores y las aplicaciones cerradas, la “extensién” del teorema de
Weierstrass, el teorema de Fenchel-Moreau, el teorema de la férmula maxima y el re-
sultado de las caracterizaciones de los infimizadores de una aplicacién convexa de valor
conjunto. En esta tesis se completd y detallé la prueba de dichos resultados. En ese
sentido, este documento pretende ser autocontenido para el lector que precise de los

resultados mencionados.

» En el capitulo 3 y 4, siguiendo [6], completamos la demostracién de la relacién uno a uno
entre las medidas de riesgo de valor conjunto con los conjuntos de aceptacion. Luego,
mostramos una representacién para medidas de riesgo convexas cerradas, a travez de
aplicaciones “elementales”de valor conjunto que satisfacen los axiomas de medida de
riesgo. Este resultado tiene mucha semejanza con la representacién de medidas de riesgo

valor escalar.
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Apéndice A
Espacio vectorial topolégico real

A.1. Espacio vectorial real

Un Espacio Vectorial Real es un conjunto X provisto de dos aplicaciones
+: XxX — X v .: RxX — X llamados operacién adicién y multiplica-

cién escalar respectivamente, donde la adicion verifica

(i) 2+ (y+2) = (x +y)+ z para todo z,y,z € X.

(i) x+y =y + x para todo z,y € X

(iii) Existe un elemento 0 € X tal que x + 0 = x para todo = € X.

(iv) Para cada z € X existe un elemento —z € X tal que z + (—x) = 0.
Similarmente la operaciéon multiplicacién escalar verifica:

(v) AMax) = (Aa)z para todo A, € R y todo = € X.

(vi) 1.z = x para todo = € X.
Estas operaciones estan relacionadas mediante las siguientes leyes distributivas:
(vii) Az +y) = A + Ay para todo A € Ry todo z,y € X.
(viii) (A4 a)z = Az + ax para todo A\, € R y todo = € X.

Una aplicacion 7: X —» Y , donde X Y son espacios vectoriales, se denomina apli-

cacion lineal o transformacion lineal si satisface
T(az + By) = oT'(x) + BT (y)
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para todo z,y € X y para todo «, € R. Cuando T es biyectiva se dice que T es un
isomorfismo de X a Y.
Un subconjunto M de un espacio vectorial X se llama subespacio vectorial si ella misma es

un espacio vectorial cuando se restringe las operaciones de X a M.

A.2. Espacios topolégicos

Un espacio topolégico es un par (X, 7) donde X es un conjunto y 7 es una coleccién de

subconjuntos de X satisfaciendo las siguientes condiciones:
1) X y 0 pertenecen a la coleccién 7

2) Si Ay € 7 para todo A € I, donde I es un conjunto arbitrario, entonces U AyeT
rel

3) Si Ay,.., A, € T entonces ﬂ A;

i=1
Los elementos de 7 se llaman abiertos de X. Un conjunto F' en X se llama cerrado si su
complemento es un conjunto abierto.
Sea x € X, una vecindad de z es un abierto V que contiene a z, usualmente esta vecindad

se denotard con V (z).

Dado K conjunto de X. Un cubrimiento abierto de K es una coleccién {4y} e de conjuntos
abiertos de X tales que K C [Jyc;Ax. Si I es finito se dice que K C (Jyc; Ax es un
cubrimiento finito. Un subcubrimiento de K C [Jyc; Ax es un subconjunto de la coleccién
{Ax}rer que cubre K. Diremos que K es compacto si todo cubrimiento abierto admite un

subcubrimiento finito.

Definicién A.2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una subfamilia { C T es denominado

base de T si cada abierto (esto es, un elemento de T) es union de elementos de (.

Proposicion A.2.1. Todo subconjunto cerrado F' C K de un compacto K, en un espacio

topoldgico X, es compacto.

Un subconjunto 8 C 7 se llama base del espacio topoldgico (X, 7) si todo abierto es unién

de elementos de 5.
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Sea f: X —— Y una aplicacién de espacios topolégicos, diremos que f es continua si
la imagen inversa f~!(B) de todo abierto B C Y es abierto en X.

Si f es continua y biyectiva tal que f~! es continua entonces f se denomina homeomorfismo.

Proposicién A.2.2. Sean X , Y dos espacios topoldgicos y f: X — Y wuna aplica-

cion continua. Si K es compacto en X entonces la imagen f(K) es compacto en Y.

Un espacio topoldgico X se llama espacio de Hausdor f f si dados dos puntos arbitrarios

x # y en X existen vecindades U y V de x e y respectivamente tales que U NV = {).
Proposicién A.2.3. Todo conjunto compacto en un espacio de Hausdorf f es cerrado.

Un conjunto X puede tener dos o mas topologias asociadas. Sean 7 y 7 dos topologias

. . . ’ b !
del mismo conjunto X, diremos que 7 es mas fina que 7 si 7 C 7.

Definicion A.2.2. Dados X1, ..., X;, espacios topoldgicos y el conjunto X = X7 X ... X X,.

La topologia producto en X es la topologia que tiene por base la coleccion
B={A/ A=A x..x Ay, A;abiertoen X;}

Un abierto en la topologia producto es entonces una reunién de abiertos elementales A =

A x ... x A,.

A.3. Espacio vectorial topolégico

Definicién A.3.1. Sea X un espacio vectorial y T una topologia en X. El par (X,7T) es

llamado un espacio vectorial topoldgico si se cumple:
1. La operacion adicion es continua como aplicacion, +: X x X — X
2. La operacion multiplicacion por un escalar es continua como aplicacion, - : Rx X — X

En un espacio vectorial topoldgico se cumple que si V' es una vecindad de a € X entonces
V' — a es una vecinda de 0, reciprocamente si V' es una vecindad de 0 entonces V + a es
vecindad de a. En consecuencia una topologia en en un espacio vectorial estd completamente
determinado por una base de vecindades del origen, el cual es denotado con Nx. En este

sentido una vecindad de a suele ser presentado con a + V', donde V € Nx.

Definicién A.3.2. Sea (X, 7) un espacio vectorial topolégico y A C X.
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» Un elemento a € A es denominado punto interior de A, si existe una vecindad V (a) tal

que V(a) C A.

» Un elemento a € X es denominado punto adherente de A, si para toda vecindad V (a)

se cumple V(a) N A # (.

El conjunto de los puntos interiores de A se denomina interior de A y el conjunto de puntos

adhrentes se llama clausura de A.

Dado A C X, el interior y su clausura de A serdan denotados con int(A) y cl(A) respecti-

vamente.
Proposicion A.3.1. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Se verifica:
1. Si G C X es abierto, entonces G + A es abierto para todo A C X.
2. SiA,BC X yteR, entonces cl(A) + cl(B) C cl(A+ B) y cl(tA) = tcl(A).
3. Si C es convezo, entonces int(C) y cl(C) son convezxos.
4. SiY C X es subespacio, entonces también lo es cl(Y').

Definicién A.3.3. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico. Decimos que X es localmente

convexo si existe una base de vecindades del 0 cuyos elementos son convezos.

Proposicion A.3.2. Sean X , Y dos espacios vectoriales topoldgicos y f : X — Y lineal.

Si f es continua en 0, entonces es continua en cualquier punto de X.
La aplicacién f : X — R lineal se denominard funcional lineal.

Definicién A.3.4. Dado(X, 1) el espacio vectorial topoldgico. El dual topolégico X* es el

espacio de todas las funcionales lineales continuas.

Los elementos de X* son denotados por z*. Por otro lado, dado z* € X* no nulo y
a € R los conjuntos H (z*) = {y € X : 2*(y) > a} y Ho(z*) = {y € X : 2*(y) = a} son

denominados semiespacio e hiperplano de X, respectivamente.

Lema A.3.1. Dados zx, w* € X* no nulos y o, § € R tal que

HY (%) € H (w”)

entonces x* es maltiplo de w*.
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Prueba.
Afirmacioén: se verifica Hg(z*) C Hy(w*), en efecto dado z € Hg(z*) fijo

» Siw*(z) <0, entonces z*(tz) = 0y tw*(z) < 0, para todo ¢t > 0. Ademas, existe a € X

con z*(a) = B. De aqui tz +a € Hg(z*) y en consecuencia
w*(tz +a) = tw*(z) + w*(a) > a,Vt > 0
Esto es una contradiccién pues a € R.

» Siw*(z) >0, entonces z*(tz) = 0 y tw*(z) < 0, para todo ¢ < 0. Ademads, existe a € X

con z*(a) = B. De aqui tz +a € Hg (z*) y en consecuencia
w*(tz + a) = tw*(2) + w*(a) > a,Vt <0
Esto es una contradiccién pues o € R.

De los dos items w*(z) = 0 y por lo tanto Hg(z*) C H,(w*).
Si para todo t # 0 existe z; € Hp(z*) tal que 2*(z;) # tw*(2;), entonces 0 # 0. Por lo tanto
existe ¢ # 0 tal que 2*(z) = tw*(z), para todo z € Hg(z*). De esto concluimos que z* es

multiplo de w*. O

Lema A.3.2. (Lema de Zorn’s)
Sea X un conjunto preordenado. Si cada cadena en X tiene una cota superior, entonces X

tiene al menos un elemento mazximal.

A.4. Conjugada de Fenchel y subdiferenciales en R”

Definicién A.4.1. Dada f : R” — R una funcidn conveza y propia.

1. La deriada direccional de f en x € Dom(f) en la direccion d € R™ es

Flond) — 1 FEHT) = 1)

T—0t T

2. La subdiferencial de f en x € Dom(f) es el conjunto
Of(x) ={s€R": f(y) > f(z) + (s,y —z) Vy € R"}

Teorema A.4.1. Dada f : R" — R conveza, si x € intDom(f) entonces 0f(z) # 0, ademds

el conjunto Of () es convexo, cerrado, acotado y f'(z,d) = m?x (s,d)
se x
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Definicién A.4.2. Sea f:R" — R convexa y propia

1. La funcion conjugada de f es f*: R" =R, f*(s) = sup {(s,z) — f(x)}.
rER™

2. La biconjugada es definida por f** : R" = R, f**(z) = sup {(s,z) — f*(s)}
sER”

Teorema A.4.2. (Fenchel- Moreau) Dado f : R® — R convera, propia y semicontinua

inferior, entonces Vo € R™, f**(z) = f(z)
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