PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU
ESCUELA DE POSGRADO

LA TASA DE VARIACION DE UNA FUNCION REAL DE
VARIABLE REAL: TRABAJO MATEMATICO DE ESTUDIANTES
DE EDUCACION SECUNDARIA

TESIS PARA OPTAR EL GRADO ACADEMICO DE MAGISTER
EN ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

AUTOR

Marco Antonio Ticse Aucahuasi

ASESORA

Dra. Jesus Victoria Flores Salazar

Noviembre, 2020



RESUMEN

En la ensefanza del Calculo, diferentes investigaciones sefialan que conceptos como
pendiente, velocidad y tasa variacion son significativos y utiles per se, ya que
constituyen la estructura axial de las funciones y el Analisis. A partir de ello, surge
nuestro interés alrededor del aprendizaje de la tasa de variacion, pues es necesario
comprender los procesos a través de los cuales los estudiantes dotan de significado
tal concepto. En ese sentido, la presente investigacion cualitativa plantea estudiar el
trabajo matematico de estudiantes de ultimo afio de Educacion Secundaria al resolver
tareas relacionadas con la tasa de variacién de una funcion real de variable real, en la
que se considera a la tasa de variacion (media e instantanea) como velocidad (media
e instantanea). Para ello, se disefia y aplica una situacion de aprendizaje a cuatro
estudiantes (16-17 afos), agrupados en dos binomios, de ultimo afio de Educacién
Secundaria de una institucion educativa en la ciudad de Valparaiso, Chile. Para los
andlisis, utilizamos, como marco tedrico, el Espacio de Trabajo Matematico (ETM)
formulado por Kuzniak, el cual permite caracterizar el conocimiento y la produccion
matematica del estudiante, asi como el valor epistémico y cognitivo de las tareas. A
partir de los resultados, se evidencia la activacién de las distintas génesis del ETM y
los planos verticales asociados a ellas, asi como la identificacion de los paradigmas
del Analisis que fueron privilegiados. Se concluye que las acciones y producciones de
los estudiantes giran en torno a la activacion y coordinacién de las génesis semidtica,
instrumental y discursiva y con ello los planos verticales [Sem-Ins] y [Ins-Dis], asi como

los paradigmas del analisis AG y AC.
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ABSTRACT

In teaching Calculus, some researches highlight that concepts such as slope, velocity,
and rate of change are significant and useful per se, since they constitute the axial
structure of the functions and the Analysis. Base on that, appear our interest on rate
of change learning, because it is necessary to understand the processes that the
students made to give a meaning to that concept. In regard, this qualitative research
sets out to study the mathematical work of last year students of High School when they
are resolving tasks related to rate of change of a real function of real variable in which
it is consider rate of change (average and instantaneous) as velocity (average and
instantaneous). To that end, it was designed and applied a learning situation to four
students (16 - 17 years old) grouped on two binomials, of last year of High School of
an educative institution on Valparaiso, Chile. For the analyses, we will use, as
theoretical framework Mathematical Working Space (MWS) formulated by Kuzniak,
which allows us to characterize the student's mathematical knowledge and production,
as well as the epistemic and cognitive value of the tasks. Based on the results, it is
evinced the activation of the different genesis of MWS and vertical planes associated
to them, as well as, the analysis paradigms identification that were identified. In
conclusion, students’ actions and productions concentrate on the activation and
coordination of the semiotic, instrumental and discursive genesis and with it the vertical

planes [Sem-Ins] and [Ins-Dis], as well as the analysis paradigms GA and CA.

Keywords: Mathematical working space; Rate of change; Velocity.
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INTRODUCCION

Uno de los objetos matematicos del Calculo, que ha cobrado protagonismo a lo largo
de las ultimas décadas, es la tasa de variacion. Este objeto, el cual se instaura tanto
en la Educacién Secundaria como Superior, es considerado una herramienta que
permite la construccion de diferentes conceptos matematicos, como por ejemplo, la
razon entre magnitudes, ecuacién de la recta y la construccion de la nocion de

derivada como velocidad.

No obstante, existen dificultades relacionadas al aprendizaje de la tasa de variacién.
Dolores (2000) sefala que existe preconcepciones y obstaculos epistemoldgicos por
parte de los estudiantes, asi como una relacion escasa entre los programas de estudio

y fendmenos de variacion fisica.

Por su parte, Sanchez-Matamoros et al. (2008) afiaden que trabajar con la tasa de
variacion depende en gran medida al tipo de funciéon que se considera, sea lineal o

cuadratica.

Centrandonos en la Educacion Secundaria, diversas investigaciones (Silva, 2012;
Ruiz, Cérdoba y Renddn, 2014; Roorda, Vos, Drijvers y Goedhart, 2016; Viseu, 2017;
Hitt, 2018) consideran a la tasa de variacibn como objeto de aprendizaje en los
estudiantes a partir del fenébmeno de la variacion, cambio de cantidades y velocidad.
Con ello, se desprende la importancia de considerar a la tasa de variacion como

velocidad media e instantanea para nuestra tesis.

Puntualmente, nos direccionaremos en estudiar los conocimientos matematicos
puestos en juego y dar cuenta del trabajo matematico de estudiantes de ultimo afio de
Educacion Secundaria (16-17 afos) cuando resuelven tareas relacionadas a la tasa
de variacion (media e instantanea), mediados con recursos tecnolégicos. Para ello,
utilizaremos, como marco tedrico, el Espacio de Trabajo Matematico (Kuzniak, 2011),
ya que nos permite caracterizar el conocimiento y la produccion matematica del
estudiante. Ademas, nos proporciona herramientas tedricas capaces de identificar,
describir y clasificar aquellos conocimientos que emergen y son privilegiados por parte

de los estudiantes al resolver dichas tareas.

Es importante sefialar que la presente tesis se situa entre un convenio especifico por

la Pontificia Universidad Catédlica de Valparaiso (PUCV) y la Pontificia Universidad



Catodlica del Peru (PUCP), el cual fomenta la movilidad de estudiantes de esta ultima
casa de estudios pertenecientes a la maestria en Ensefianza de las Matematicas, con

el fin de realizar estancias de formacion académica e investigacion en la PUCV.

De esta forma, junto a tal convenio y al Programa de Intercambio Universitario, CINDA
—mediado por la Direccion Académica de Relaciones Institucionales (DARI-PUCP)-
se lleva a cabo parte de la tesis en la ciudad de Valparaiso, especificamente la parte
experimental, donde se consideraron para el estudio estudiantes de secundaria de

una institucion educativa de dicha ciudad.

En base a lo anterior, la tesis a presentar se organiza en cuatro capitulos. En el primer
capitulo, abordaremos algunas investigaciones de referencia relacionados al objeto:
tasa de variacion. A partir de ello, considerando la importancia que tiene este objeto,
presentaremos la justificacion de nuestra investigacién. Luego, describiremos
aspectos teoricos, los cuales se referencian en el marco de Espacio de Trabajo
Matematico (Kuzniak, 2011). Posteriormente, plantearemos la pregunta y objetivos
que orientaran nuestro estudio y sefalaremos la metodologia de investigacion que se
empleara, la cual es de corte cualitativo basado estructuralmente en las obras de
Sierra (2011) y Hernandez-Sampieri (2014).

En el segundo capitulo, describiremos breves aspectos histéricos de la tasa de
variacion, desde la perspectiva de la variacion y el cambio. Seguidamente,
desarrollaremos algunos aspectos matematicos y didacticos sobre la construccion de

la tasa de variacion media e instantanea a partir del problema relativo a la velocidad.

En el tercer capitulo, mostraremos el disefio e implementacion de una situacién de
aprendizaje a estudiantes de ultimo afo de Educacion Secundaria pertenecientes a

una institucién educativa de Valparaiso.

Finalmente, como cuarto capitulo, se presentaremos las discusiones, conclusiones y

perspectivas para futuras investigaciones.



CAPITULO I: PROBLEMATICA DE LA INVESTIGACION

En el siguiente capitulo, presentaremos algunas investigaciones de referencia que
muestran el desarrollo del aprendizaje de la tasa de variacion de una funcion real de
variable real en estudiantes de Educacion Secundaria. Del mismo modo,
presentaremos el marco tedrico, los objetivos principales y la metodologia a usar a lo

largo de este trabajo.
1.1 Investigaciones de referencia

En esta seccion, revisaremos diferentes investigaciones (Silva, 2012; Ruiz, Cérdoba
y Renddn, 2014; Roorda, Vos, Drijvers y Goedhart, 2016; Villa-Ochoa, Gonzales-
Gbémez y Carmona-Mesa, 2017; Viseu, 2017; Hitt, 2018), las cuales proponen, disefian
y aplican situaciones de aprendizaje alrededor de la tasa de variacion, tasa de

variacion media y tasa de variacion instantanea de una funcion real de variable real.

Para hacer accesible la lectura, consideraremos algunos criterios que nos permitan
clasificar y organizar las investigaciones, como por ejemplo, las dificultades de los
estudiantes en el aprendizaje de la tasa de variacién o los aportes de herramientas

tecnoldgicas para la ensefianza de la misma.

En ese sentido, tomaremos los siguientes criterios para dicha organizacion:
investigaciones que declaran las dificultades que tienen los estudiantes sobre la tasa
de variacion de una funcién real; investigaciones que declaran los aportes de la
tecnologia como medio en la ensefianza de la tasa de variaciéon de una funcién real;
y, por ultimo, investigaciones que proponen una situacion de aprendizaje para la
derivada de una funcién real por medio de la tasa de variacion, que, en este caso,

toma a la derivada como la tasa de variacion instantanea de una funcién en un punto.

Con respecto al uso de la tecnologia, el criterio Recurso tecnoldgico (por ejemplo, la
calculadora grafica y los Softwares CarMetal, GeoGebra, Modellus 'y Tracker) no sera
tomado en cuenta como indicador, ya que todas las investigaciones mencionadas
coinciden en su utilizacién. Es importante aclarar que, de las referencias bibliograficas
revisadas, todas concuerdan en realizar sus investigaciones a estudiantes de
Educacion Secundaria, a excepcion del trabajo de Villa-Ochoa et al. (2017), quienes
consideraron estudiantes pertenecientes a un curso de precalculo en una universidad

de la ciudad de Medellin, Colombia.



Investigaciones que declaran las dificultades que tienen los estudiantes sobre

la tasa de variacion de una funcion real.

Como primer trabajo revisado, tenemos a Silva (2012), que realiza una investigacion
basadas en la teoria de Situaciones Didacticas (TSD) y teoria de Registros de
Representacion Semidtica (TRRS) para el proceso de construccion del significado de
la idea de tasa de variacion instantanea a través de una secuencia didactica mediado
con el GeoGebra y que usa como metodologia de investigacién supuestos de la

Ingenieria Didactica.

En el contexto de la educacion brasilera, el autor dirige su investigacion a responder
la siguiente pregunta: “;Estudiantes de tercer afio de ensefianza media pueden
comprender la nocion de tasa de variacion instantanea por medio de un abordaje

intuitivo de la nocién de tasa de variacion?” (p.23).

Es importante sefialar que, al indicar estudiantes de tercer afio en Brasil, nos referimos
equivalentemente a estudiantes de quinto afio de Educaciéon Secundaria en el Peru,
asi como estudiantes de cuarto afio de Educacion Secundaria en Chile; ambos paises

con estudiantes con edades entre 16 y 17 anos.

El autor realiza una introduccién acerca de la importancia y dificultades en el estudio
de la tasa de variacion, donde comenta que la idea de derivada trata cuestiones
relacionadas a la nocion de variacion, afirmando la postura de Machado (1988, p. 24
citado en Silva, 2012), “la idea fundamental de tal nocién es de que una curva puede
aproximarse muy de cerca por una recta cerca de un punto”. Es por ello por lo que el
autor justifica la pertinencia de dedicar exclusiva atencion en las nociones que estan
involucradas en la idea de derivada, entendiendo que dicha idea pueda surgir
intuitivamente en estudiantes de ultimo afio de secundaria a partir de la tasa de

variacion.

En ese sentido, el autor aborda el desarrollo de la nocion derivada en la Educacion
Secundaria con estudiantes entre 16 y 17 afos a partir de tres resultados: 1)
desarrollar ideas de limite y derivada a través de experiencias practicas; 2) viabilizar
la inclusion de la tasa de variacion media e instantanea en estudiantes; y 3) apropiarse

de conceptos del calculo diferencial en estudiantes.

Por su parte, Frota (2007) (citado en Silva, 2012) sefiala la discusién entre la relacion

y practica en el proceso de resolucién y aprendizaje del calculo diferencial desde la
4



perspectiva de la resolucion de problemas. De esta forma, Silva (2012, p. 21) destaca
que “es importante repensar las estrategias en el proceso de ensefianza y aprendizaje

del calculo diferencial por medio de resolucion de problemas”.

Silva (2012) describe el objeto matematico: tasa de variacion, a partir de definiciones
formales, ejemplos y soluciones a ejercicios. Bajo las fases de la Ingeniera Didactica,
puntualiza los procedimientos metodoldgicos: analisis preliminares (estudio del objeto
matematico tasa de variacion, la ensefianza del célculo diferencial en la Educacién
Basica en Brasil, entre otros), analisis a priori (determinacion de las variables
pertinentes), experimentacion (ejecucion del experimento) y analisis a posteriori.
Posteriormente, propone y aplica una secuencia didactica a través de un abordaje
intuitivo a dicho objeto matematico a un grupo de ocho estudiantes (16 y 17 afios) de
ultimo afo de Educacion Secundaria en una escuela publica en el estado de Sao

Paulo.

La secuencia didactica en mencién esta compuesta por cuatro situaciones de
aprendizaje, las cuales contienen seis actividades (la ultima situacion contiene una
actividad) clasificadas por: variaciones proporcionales—tasa de variacion, variaciones
no proporcionales de la tasa de variacion media a la tasa de variacion instantanea,

tasa de variacion en un punto y, por ultimo, tasa de variacidén de la tasa variacion.

Después de analizar la produccion de los estudiantes, el autor concluye que la
construccion del significado a la idea de tasa de variacion instantanea es por medio
de la movilizacion simultanea de registros de representacion algébrica, grafica y
tabular; sin embargo, sefala que algunas nociones matematicas no fueron
movilizadas, como la idea de conversion de medidas y la idea de velocidad media, ya
gue la secuencia didactica utilizada los condujo a la compresién de la idea de tasa de

variacion instantanea de una funcién f en un punto cualquiera de su dominio.

Por otro lado, afirma que los estudiantes de ultimo afo de Educacion Secundaria
pueden construir el significado de la nocion de tasa de variacién instantanea desde la
idea de tasa de variacion siempre que se utilice una terminologia acorde al nivel
educativo. Es decir, sin el uso de terminologias del nivel superior. Ahade que la nocién
de tasa de variacion instantanea debe ser presentada en la Educacion Basica bajo

sus ideas fundamentales y no por conceptos relacionados al calculo diferencial.



Finalmente, el autor subraya que, en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la
idea de la tasa de cambio instantanea, debe ser abordado por medio de situaciones
de aprendizaje que permitan la coordinacion entre los diversos registros de
representacion, de modo que los estudiantes tengan la independencia y las

condiciones para construir un significado para esta idea.

Siguiendo con las investigaciones revisadas, tenemos a Viseu (2017), que pone en
evidencia la importancia del uso de representaciones en la ensefianza y aprendizaje
de la derivada o tasa de variacion instantanea una funcion real en un punto en
estudiantes de onceavo afo, con edades comprendidas entre 16 y 18 afos de

Portugal.

El autor subraya la coordinacion de diferentes representaciones a dicho objeto, como
la representacion grafica, algébrica y numérica. Del mismo modo, sefiala la
importancia de la conexion entre los recursos tecnoldgicos y la exploracion de diversas
representaciones de un objeto matematico, en particular, con el uso de la calculadora

grafica.

Es importante sefialar que, al indicar estudiantes de onceavo afio en Portugal, nos
referimos equivalentemente a estudiantes de ultimo afio de Educacion Secundaria en
el Peru, asi como estudiantes de cuarto afio de Educacién Secundaria en Chile;

ambos paises con estudiantes con edades entre 16 y 17 afos.

Luego de una breve introduccion del proceso histérico en la ensefianza y aprendizaje
de la derivada en las escuelas de Lisboa, el autor comenta que uno de los objetivos
de la malla escolar, con respecto al tema de funciones, es introducir tépicos del calculo
diferencial. Tales topicos estan divididos en dos fases: la primera se refiere a la
definicion de la derivada de una funcion en un punto de su dominio, limites e
inclinacién de la recta tangente; y, la segunda fase se refiere a aplicaciones a la nocion

de derivada al estudio de funciones y resolucién de problemas de optimizacion.

Con respecto a la ensefianza de la derivada, sefiala las representaciones asociadas
a la comprensiéon de dicho objeto: representacion grafica (que se refiere a la recta
tangente a una curva en un punto), representacién verbal (que se refiere a tasa de
variacion instantanea), representacion fisica (que se refiere a la velocidad) y la
representacion simbdlica (que se refiere al limite de una razén de crecimiento). A partir

de ello, declara que el aprendizaje de la derivada de una funcion es gracias al transito
6



entre tales representaciones; sin embargo, afiade que dicha movilizacion depende de

como el estudiante domine elementos en cada representacion.

Sobre el uso de la tecnologia, Viseu (2017) afirma que puede ser negativa para
calcular la derivada, ya que desvaloriza las reglas de derivacion; sin embargo,
comenta que el estudiante trabaja mejor cuando conoce lo que la calculadora esta
haciendo, manipulandola como herramienta en la practica de actividades rapidas y

seguras.

Como ya se menciona, el autor pretende averiguar las contribuciones de las
representaciones en el aprendizaje de la derivada de una funcion en un punto en
estudiantes de ultimo ano de Educacion Secundaria mediados con la calculadora
grafica y que para ello utilizan aspectos de la teoria de Registros de Representacion

Semidtica.

Dicha investigacion fue dirigida a 21 estudiantes de un curso de Ciencia y Tecnologia
en Portugal, quienes realizan cinco actividades relacionadas a la tasa de variacion de
una funcién real de variable real: variaciéon y tasa media de variacion de una funcion

en un intervalo, tasa de variacion, variacién y extremos relativos a una funcion.

Cabe sefialar que el autor enfatiza, segun Azcarate (1998) (citado por Viseu, 2017, p.
272), que no es eficaz iniciar un aprendizaje del concepto de la derivada a través del
concepto de limite sin primero consolidar los conocimientos al nivel de los conceptos

y del calculo de los requisitos previos.

Luego de realizar las actividades, el autor evidencia la falta de rigor y dificultad en la
manipulacion de expresiones algebraicas de los estudiantes, privilegiando
representaciones graficas, los cuales fueron auxiliados por herramientas de la
calculadora grafica. Puntualmente, ‘“la mayoria de los estudiantes trataron de
responder primero con la representacion algebraica, pero como no pudieron, utilizaron
la representacion grafica de la funcion y su derivada con la ayuda de la calculadora
grafica”. (Viseu, 2017, p. 285)

En ese sentido, el autor sefiala que los estudiantes dificilmente utilizan en paralelo
diferentes registros de representacion para resolver un problema. La representacion
algebraica se dio independientemente para determinar la derivada de una funcion en
un punto; la representacion tabular se dio para el estudio de la funcion en su domino;

y, la representacién grafica, se usd erradamente para resolver problemas que
7



pudieron ser resueltas por otro camino (comparacion de funciones con su derivada o

en el estudio de la monotonia de funciones y extremos relativos).

Pese a lo anterior, afiade que la mayoria de los estudiantes, al finalizar sus
actividades, coordinan diferentes representaciones al no conseguir resolver una
pregunta; sin embargo, subraya que la conversidn entre los registros es una de las
dificultadas mas representativas por los estudiantes. A ello, “las conversiones no son
realizadas por opcion, si no por una necesidad, sean conversiones congruentes o no

congruentes” (Viseu, 2017, p. 286).

Es importante subrayar que las investigaciones de Silva (2012) y Viseu (2017) sefialan
la pertinencia de la coordinacion entre diferentes registros, ya que permite explicar
diferentes propiedades o aspectos de un mismo objeto, en este caso, en el significado
de la derivada y su construccién como tasa de variacion instantanea; sin embargo, tal
coordinacion depende del tipo de tareas planteadas, por lo que esta debe efectuarse
a través de una situacidon de aprendizaje disefiada y mediada por recursos

tecnoldgicos, sea con el GeoGebra o la calculadora grafica.

Investigaciones que declaran los aportes de la tecnologia como medio en la

enseinanza de la tasa de variacion de una funcion real.

Bajo este criterio, revisamos la investigacion de Roorda, Vos, Drijvers y Goedhart
(2016), el cual informa sobre el desarrollo a largo plazo del pensamiento matematico
de un estudiante preuniversitario holandés cuando aprende Matematicas con el uso
de la tecnologia. Particularmente, describen e informan sobre el rol que juega la
calculadora grafica en el aprendizaje de las derivadas como la tasa de variacion

instantanea.

Para llevar a cabo tal estudio, consideran como método de exploracion un estudio de
caso longitudinal y como marco teérico la Génesis Instrumental, los cuales dan luz de
como el pensamiento matematico de tal estudiante se ve afectado por el uso de la

calculadora grafica.

Los autores comienzan su investigacion sefalando que los meta-estudios
relacionados al uso de la tecnologia de mano (calculadora, laptop, tablet y teléfono
inteligente) en la ensefianza de las Matematicas muestran un efecto positivo y
significativo en el rendimiento de los estudiantes. Es por ello que, centrando su interés

sobre el uso de la calculadora grafica, subrayan los beneficios de esta herramienta,
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como la capacidad de vincular representaciones simbdlicas, graficas y numéricas en
la comprension de funciones y expresiones algebraicas y hacer conexiones

significativas entre las funciones y sus gréficos.

A pesar de esto, afiaden que algunos estudios, por ejemplo, Trouche y Drijvers (2010)
(citado por Roorda et al., 2016) muestran que el desarrollo de los conocimientos
matematicos de los estudiantes se ve afectado por las oportunidades y limitaciones

de la tecnologia.

De esta manera, Roorda et al. (2016) perfilan su investigacion en indagar como el uso
de la calculadora grafica por parte de un estudiante y su forma de pensamiento
matematico pueden desarrollarse con el tiempo. Este interés pretende contribuir hacia
una mejor comprension de lo que pueden ser algunos efectos del acceso a la

tecnologia en los posibles desarrollos del pensamiento matematico de los estudiantes.

Para estudiar la interaccion entre el uso de la calculadora grafica y el pensamiento
matematico del estudiante, los autores utilizan el marco tedérico conocido como
Genesis Instrumental. De esta manera, a partir de tal marco, proponen responder:
¢Cuales son los esquemas de instrumentacion que se pueden desarrollar al usar la

calculadora gréfica en el aprendizaje de la derivada?

Para ello, consideran un estudio de caso longitudinal (durante dos afios) a un
estudiante holandés entre el décimo al duodécimo de la carrera de Ciencia y
Tecnologia preuniversitaria, el cual era un usuario frecuente de la calculadora grafica
TI-83 Plus. Es importante sefialar que, al indicar estudiante de décimo al duodécimo
en Holanda, nos referimos equivalentemente a un estudiante de quinto afio de
Educacion Secundaria en el Peru, asi como estudiantes de cuarto afio de Educacion

Secundaria en Chile.

Con respecto a la ejecucion de la investigacion, los autores realizaron cuatro
entrevistas semestrales basadas en tareas con problemas contextualizados sobre la
tasa de variacion instantanea. Tales tareas fueron disefiadas para proporcionar
informacion en profundidad sobre el pensamiento matematico del estudiante mientras
utilizan al mismo tiempo el concepto de derivada en sus diferentes representaciones
(graficos, simbolos, tablas), donde a cada tarea las denominaron: tarea del barril, tarea

del monopolio y tarea de costos.



En cada tarea, las variables toman significados concretos (tiempo, volumen, distancia
0 precio), mientras que la derivada toma significados distintos (velocidad y costos
marginales). De esta forma, esperan observar diversas técnicas para resolver cada
tarea: utilizar la derivada simbolica; determinar la pendiente del grafico; dibujar una
recta tangente para encontrar la tasa de variacion instantanea; utilizar intervalos
pequeinos (con o sin calculadora grafica) o utilizar varias opciones de la calculadora

grafica, como la opcion dy/dx, la opcion Tangente o la opcidn Nderiv.

Como el objetivo de la investigacién se centra en los esquemas de instrumentacion
del estudiante, Roorda et al. (2016) describen tales esquemas a partir de identificar
las técnicas que utiliza para resolver cada tarea junto a la manipulacion de la

calculadora gréfica y sus opciones.

Asimismo, analizan qué representacion y nivel (de los diferentes aspectos del
concepto de derivada) son centrales en cada esquema de instrumentacion, en donde

tales esquemas dan una mirada a su génesis instrumental.

Como resultados finales de la investigacion, los autores describen seis diferentes
esquemas de instrumentacion relacionados con el concepto de derivada en diferentes
etapas en el tiempo. Los principales son: el esquema de la tangente, el esquema del

valor de la traza y el esquema calc-dy/dx .

De este modo, aclaran que la derivada es considerada como una variaciéon promedio
en intervalos pequefos que pueden considerarse de forma grafica, numérica o
mediante la opcion calc-dy/dx (de la calculadora grafica). Es por ello, que esta opcion
de la calculadora (calc-dy/dx) se ha convertido en parte de sus esquemas de
instrumentacién del estudiante para desarrollar tareas relacionadas a la tasa de

variacion instantanea.

Los autores concluyen su investigacion sefialando que la tecnologia utilizada,
mientras un estudiante esta aprendiendo un concepto, puede convertirse en parte
integral del conocimiento conceptual de éste, ya que puede influir fuertemente o
incluso sustituir el conocimiento matematico. Adicional a ello, ainaden que tal uso en
la educacién puede tener efectos complejos y sutiles, ya que en lugar de generar
vinculos entre las representaciones, estas pueden dar lugar a procesos

independientes en cada representacion.
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Ademas del trabajo de Roorda et al. (2016), tenemos el trabajo de Villa-Ochoa,
Gonzales y Carmona-Mesa (2017), quienes presentan un estudio de las
contribuciones que los contextos y las tecnologias digitales ofrecen a la comprension
de la tasa de variacion instantanea como forma de aproximarse a la derivada de una

funcién en un punto.

Los autores sefalan a la tecnologia digital como actor principal para la obtencion y
analisis de datos, asi como una produccién de modelos o la validacién de los mismos.
También enfatizan la importancia de los aspectos dinamicos de la Matematica y el rol

que juega el Software en la reproduccidn de efectos visuales del Calculo.

Por otro lado, Villa-Ochoa, Gonzales y Carmona-Mesa (2017) relacionan diversas
investigaciones en la problematica de llegar a la comprension de la tasa de variacion,
describiendo la importancia que tiene este objeto matematico para el desarrollo del
Calculo. A partir de ello, y ya que toda actividad matematica contiene contextos y
representaciones, afiaden que dichas actividades no siempre tienen los mismos usos

ni cumplen los mismos roles en el analisis del estudiante.

Basados en un estudio cualitativo y una metodologia de estudio de casos, los autores
dirigen su investigacion a cuatro estudiantes voluntarios de un curso de Precalculo en

Ingenieria de una universidad nacional de Medellin, Colombia.

El estudio se basa en ocho sesiones de clases compuestas por cuatro tareas. Cabe
senalar que los autores definen a las tareas como actividades mediadas con el
Software GeoGebra y Modellus; este ultimo Software permite visualizar experimentos
de la Fisica, asi como las ecuaciones matematicas mas abstractas, ya que asigna
variables que se necesitan para simular estos fendmenos. De esta manera, las tareas
aplicadas estan direccionadas a “analizar el comportamiento de variables, reconocer
patrones y establecer mecanismos para construir modelos que representan la

covariacion”. (Villa-Ochoa et al., 2017, p.27).

La primera tarea se denomina rectangulo inscrito, que tiene por objetivo visualizar la
tasa de variacion en distintos puntos de una funcion cuadratica mediada por el
GeoGebra; la segunda tarea se denomina velocidad y aceleracion, que tiene por
objetivo analizar las relaciones entre recorrido, velocidad y aceleracion de un movil de
una funcién cuadratica mediado por el Modellus. La tercera y cuarta tarea tienen como
objetivos estudiar la tasa de variacion de cualquier funcion mediado por las
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herramientas del GeoGebra y analizar la variacion de la velocidad en la descarga de

un archivo de Internet, respectivamente.

De esta forma, luego de realizar las sesiones con sus respectivas tareas, los autores
concluyen que la comprension de la tasa de variacion media e instantanea son piezas
claves en el razonamiento covariacional y la comprensién de la derivada; sin embargo,
comentan que para comprender la tasa de variacion instantanea no basta con trabajar
con refinamientos mas pequefios (con intervalos cada vez mas pequefios) a la tasa

de variaciéon media.

Sefalan que para un estudiante acepte la existencia de la tasa de variacion
instantanea es significativo la conexion entre un contexto propio de su experiencia y
la posibilidad de examinar, representar y confrontar tales contextos a través de
recursos tecnoldgicos. En otras palabras, “en la conjuncion entre modelacion y
tecnologias, se constituyo un sistema de experiencias, significados y representaciones
a través de los cuales la tasa de variacion instantanea cobré sentido para las
estudiantes” (Villa-Ochoa et al., 2017, p.33).

Con respecto a los recursos tecnoldgicos usados por los estudiantes, sobre el

Software Modellus, los autores enfatizan:

Que mediante su manipulacién, los estudiantes observaron relaciones entre
cantidades como el recorrido y el tiempo, pero también aporté a que las
estudiantes pudieran matematizar la velocidad como una tercera cantidad que,
a su vez, ofrecié significados del contexto para ampliar la comprension de la
tasa de variacion instantanea (Villa-Ochoa et al., 2017, p. 32).

Por otro parte, Villa-Ochoa et al. (2017) sefalan que el Software GeoGebra permite,
por un lado, la posibilidad de calcular la tasa de variacion media localmente (en un
intervalo) y, por otro lado, permite el reconocimiento del célculo de la tasa de variacion
en numerosos intervalos (globalmente), es decir, una aproximacién a la tasa de

variacion instantanea.

En palabras de los autores, “se implementdé una tarea que recre6 un fenémeno
dinamico y el estudio aritmético de la tasa de variacion media en intervalos cada vez
mas pequenos”. (Villa-Ochoa et al., 2017, p. 33); sin embargo, puntualizan que la
ausencia de un contexto real produjo que los estudiantes focalizaran su trabajo en el

calculo aritmético, dejando de lado la interpretacién del resultado.
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De esta forma, anaden que las tecnologias usadas promueven la posibilidad de
explorar y coordinar diferentes representaciones y visualizaciones, siendo este un
recurso para la construccion de representaciones graficas y algebraicas del modelo
matematico en las tareas. Tal uso permite recrear fendmenos dinamicos que
promueven una comprension de algun objeto matematico, en este caso, de la tasa de

variacion.

En relacién a lo anterior, los autores finalizan anadiendo que: “se destaca que las
tecnologias digitales, los contextos y los fendmenos que se modelaron no fueron
neutros en la transicion hacia la tasa de variacion instantanea” (Villa-Ochoa et al.,
2017, p. 33). Es por ello que el aprendizaje de la tasa de variacion instantanea
constituye la vinculacion entre la tecnologia y la modelacion, ya que componen un

sistema de experiencias, significados y representaciones.

Investigaciones que proponen una situacioén de aprendizaje para la derivada de

una funcién real por medio de la tasa de variacion.

Bajo este criterio de seleccion, la investigacion de Ruiz, Cérdoba y Renddén (2014)
pretende formular una propuesta didactica para la comprension del concepto de
derivada mediados por el GeoGebra dirigido a estudiantes de ultimo afio de nivel

secundario en una institucién educativa de Colombia.

Tal propuesta busca la integracion entre los conceptos tasa de variacion media y
derivada para poder introducir la interpretacion geométrica de este ultimo, es decir,
presentar a la derivada como pendiente de la recta tangente a la curva de una funcién

en un punto.

Para justificar su investigacion, los autores afirman que la ensefanza de la derivada
no se reduce solo desde la definicion de limite, sino que se pueden tomar otras
nociones a partir de la solucion de problemas mediante ideas basicas del infinito,
aproximaciones y variaciones. De esta forma, se proponen describir los fundamentos
del desarrollo de la derivada sin la nocién de limite mediado por el GeoGebra a través

de actividades que produzcan aprendizajes significativos del concepto.

En relacion a lo anterior, el interés de los autores gira entorno a identificar y describir
la relacién e integracién entre el conocimiento del contenido matematico y el
conocimiento didactico del contenido con relacion al concepto derivada. Es por ello

que, basados en una adaptacién de las categorias tedricas proporcionados por el
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marco conceptual de la Ensefanza para la Comprension (EpC), llegan a la
construccion de la descomposicion del concepto derivada y la definicidn de los niveles
de compresion del esquema de la derivada en las dimensiones gréfica y analitica, las

cuales son analizadas a partir de la produccion de los estudiantes.

Asi, el uso del GeoGebra lo consideran pertinente, ya que, en términos de los autores,
“esta herramienta potencia la percepcion visual y geométrica de los conceptos,

facilitando con ellos su comprension”. (Ruiz, Cérdoba y Rendon, 2014, p. 3).

Segun los autores, en el marco conceptual Ensefianza para la Comprensién (EpC), el
aprendizaje de los estudiantes debe ser interiorizado y realizable en contextos internos
y externos al salon de clases, ya que relaciona el curso o disciplina con la vida

cotidiana del estudiante.

De esta manera, sefialan cuatro niveles de comprensidn: ingenua (experiencias en
situaciones reales), participante (imagen mental), aprendiz (conoce y relaciona
propiedades) y maestra (explica mediante un sistema axiomatico). También describen
los descriptores como una guia de procedimientos utilizados en la investigacion:
aplicar la tasa de variacion media en funciones; calcular la pendiente de la recta
secante representada en un intervalo; relacionar la pendiente de la recta secante y la
tasa de variacion media; introducir la interpretacion geométrica de la derivada; deducir
queé ocurre con la pendiente de la recta secante en un intervalo dado y establecer una

relacion entre la interpretacion geométrica de la tasa de variacion y la recta secante.

En virtud de ello, a través de una metodologia de estudio de caso a cuatro estudiantes
de ultimo afio de secundaria en una institucion educativa de Colombia, Ruiz et al.
(2014) realizan una observacién participante y una entrevista semiestructurada (30
preguntas). Dicha entrevista consta de tres bloques organizados para conocer el
dominio de los estudiantes con respecto a programas matematicos, saberes previos

al concepto de derivada y los conocimientos que se tiene acerca de la derivada.

Posterior a la entrevista, disefian una secuencia de ocho problemas divididos en dos
bloques: concepto de tasa de variacion media (6 problemas) y concepto de derivada
(2 problemas). Tales problemas estan categorizados por las compresiones

principiante, aprendiz y maestra.

Para el primer bloque, consideran la comprension principiante (problema 1y 2) cuando

se realizan calculos sobre la tasa de variacion media a través de la observacion de la
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grafica; comprensién aprendiz (problema 3 y 4) cuando interpretan la tasa de variacion
media al observar la pendiente de la recta secante; y, comprensién maestra (problema
5y 6) cuando establecen relaciones y observan propiedades de la tasa de variacion

media conforme varia la amplitud del intervalo asociado.

Para el segundo bloque, consideran la comprension principiante (problema 7, item 1
y 2) cuando se crea la idea del concepto de derivada a través de su interpretacion
geométrica y formula; comprension aprendiz (problema 7, item 3 y 5) cuando
establecen la relacion entre la imagen de la tasa de variacion y la imagen de la
derivada; y, comprension maestra (problema 8) cuando establecen propiedades de la
tasa de variacion media a partir de la relacion entre la tasa de variacion media y la

derivada.

Desde la perspectiva de Ruiz et al. (2014), los estudiantes comprenderan el concepto
de derivada a través de la relacion existente entre la derivada y la tasa de variacion
media desde su interpretacion geométrica. Ademas, el uso de dichos recursos
tecnolégicos permitira la representacion de imagenes dinamicas, facilitando Ila

visualizacion de conceptos.

Por otro lado, consideramos la investigacion de Hitt (2018), quien toma como objeto
de estudio a la derivada de una funcion real de variable real y pretende proponer una
secuencia de actividades mediado con recursos tecnoldgicos. Para ello, primero
analiza como es presentado la derivada en los libros de textos y luego contrasta tal

analisis con resultados de diversas investigaciones.

El autor comienza su investigacion sefalando que existen diversos articulos
relacionados a la ensefianza del Calculo mediado por el uso con tecnologias; sin
embargo, sefala la importancia de conocer las dificultades que tienen los estudiantes
en un medio con o sin tecnologia, tales como obstaculos cognitivos en conceptos
como pendiente, tangente, tasa de variacion, tasa de variacion instantanea, velocidad
media, velocidad instantanea, limites, infinito y derivada, siendo este ultimo objeto de

interés para su investigacion.

Con respecto a la ensefanza del Calculo, en particular de la derivada, el autor realiza
una revision sobre las nuevas tendencias de su ensefianza, considerando como
ejemplo al proyecto Harvard. Este proyecto propone iniciar el estudio de la derivada a

partir de un problema relativo a la Fisica (lanzamiento hacia arriba de un objeto), con
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el proposito de introducir la velocidad media y la velocidad instantanea, en el que
afiade que el problema en contexto cae hacia la ensefianza tradicional, ya que pierde
la discusion sobre el fendmeno fisico. De esta forma, Hitt (2018) comenta que algunas
nuevas tendencias de la ensefianza del Calculo conectan problemas de la Fisica en

contexto y la construccion de la nocion de la derivada.

En esa linea, sefiala que hace mas de una década diferentes investigadores
consideran que la ensefianza del Calculo debe estar apoyado y/o ligado a procesos
de modelacion matematica. Puntualmente, subraya que tal ensehanza se debe
realizar a través de nuevas actividades (problemas fisicos de contexto), las cuales

serviran de apoyo para la reforma de la ensefianza del calculo en la escuela.

De acuerdo a los intereses de Hitt (2018), la investigacion se divide en tres etapas de

acuerdo a su metodologia.

Como primera etapa, analiza algunos libros de textos que son utilizados por escuelas
de la ciudad de Quebec, Canada, que contengan el objeto derivada. Posteriormente,
realiza un barrido de diferentes investigaciones, teniendo como interés analizar los
obstaculos cognitivos que presentan los estudiantes de ensefanza preuniversitaria o
de primer ano de nivel superior con el objeto derivada. Por ultimo, propone una
secuencia de ensefanza a partir de los datos obtenidos en la etapa uno y dos, la cual
puede aplicarse dentro de un marco de aprendizaje sociocultural con una metodologia
basado en el Aprendizaje en Colaboracion, Debate Cientifico y Autorreflexion
(ACODESA). Segun Hitt y Cortés (2009), este ultimo término es una adaptacion a un
acercamiento sociocultural del aprendizaje de las Matematicas integrando varias
situaciones problema interrelacionadas entre ellas el trabajo individual y en equipo,

debate en el aula y autorreflexion.

Para el analisis de libros de texto, el autor considera el libro de Cruse y Leman
“Lecciones de Calculo I’, el cual aborda el tema de la derivada a partir de dos
problemas de optimizacion relacionados a la tangente de una curva y los métodos de
Descartes y Fermat. Tales problemas consisten en maximizar el volumen de una caja
construida por una hoja de papel y minimizar el material para la construccion de un

recipiente cilindrico.

Para la resolucion de ambos problemas, son caracteristicos el uso de multiples

representaciones (geométrica y algébrica), lo cual lleva al estudiante a la necesidad
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de un proceso de refinamiento para determinar el maximo (o minimo) de una funcion

a partir de la idea de tangencialidad (recta tangente horizontal a curva).

En el contexto escolar quebequense, como segundo texto, el autor analiza el libro de
Hamel y Amyotte “Calculo Diferencial’, el cual plantea la introduccion a la derivada a
partir de dos ejemplos: el primero acerca del llenado de un recipiente en un tiempo
dado (calculo de volumen) y el segundo sobre el lanzamiento de un objeto hacia arriba
(fendmeno fisico). Para el segundo ejemplo, son caracteristicos el uso de magnitudes
fisicas (altura y tiempo). Ademas, son utilizadas las nociones de velocidad media,
recta secante, tasa de variacion media y velocidad instantanea como el limite de

velocidad media en un determinado instante.

Igualmente, es analizado un tercer libro de texto titulado “Calculo Diferencial’, de
Brunelle y Désaultels. Para la formalizacion del concepto de derivada, empieza con
un ejemplo relacionado con la trayectoria de un automovil desde un punto a otro. Este
ejemplo, al igual que el anterior, realza el uso de las nociones de velocidad media,

velocidad instantanea y limite.

Para analizar los obstaculos cognitivos de los estudiantes en la introduccion al
concepto de derivada, el autor se basa en los resultados de Dufour (2011) (citado por
Hitt, 2018), quien diferencia dos tipos de obstaculos ligados a la dificultad en los temas
de Calculo y en la manera como se ensena. Tales resultados son observaciones a

unas clases de dos profesoras en el nivel superior del curso de Calculo.

En el primer tipo, se identifican obstaculos como dificultades para entender el
enunciado (problemas para representar graficamente la situacion), problemas de
equivalencia de notaciones entre la velocidad media y tasa de variacién, asi como
velocidad instantanea y tasa de variaciéon instantanea y problemas para entender la
representacion de la funcion derivada mediante limite. En el segundo tipo, se subraya
la poca importancia de contextos fisicos y la conversién entre representaciones

graficas y algebraicas, en donde se priorizan estas ultimas.

Adicional a lo anterior, Hitt (2018) sefiala que el contexto fisico es poco analizado en
los ejemplos vistos en los libros de textos revisados, perdiendo la motivacién del
profesor y estudiante. A partir de ello, declara que: “es necesaria una mayor
investigacion de la ensefianza y aprendizaje del Calculo en situaciones en contextos

reales” (Hitt 2018, p.8).
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A partir de los resultados preliminares, para el disefio de la secuencia de ensefianza,
el autor plantea una actividad matematica que introduzca a los estudiantes a procesos
de modelacion matematica mediados con recursos tecnolégicos, el cual pueda
manipular el concepto de derivada en un aprendizaje sociocultural. Es importante
aclarar que, como recurso tecnologico, el autor utiliza los Softwares GeoGebra vy
Tracker, siento este ultimo es una herramienta de distribucion libre construida en
lenguaje Java, usado para el analisis y modelado de video, disefiado para ser usado
en la educacion de la Fisica, ya que es una poderosa forma de combinar videos con

el modelado computacional.

De esta manera, el autor presenta dos actividades: El problema de la caja de volumen
maximo y el problema de Aquiles y la tortuga. El segundo problema consiste en
determinar la velocidad maxima de Aquiles en una carrera en los primeros 15 metros.
Este problema es presentado a los estudiantes a través de un video, el cual es

analizado con Tracker y para el tratamiento de datos se utiliza el GeoGebra.

Si bien esta actividad plantea una situacion de maximos y minimos, se utilizan como
ideas principales conceptos como velocidad media e instantanea (en

representaciones algebraicas).

De esta forma, Hitt (2018) concluye su investigacion declarando que las reformas de
la ensefianza del Calculo, es decir, donde se hacen presentes situaciones con

modelacion matematica, no han podido resolver su problematica per se.

Puntualmente, hace énfasis en realizar manipulaciones con objetos fisicos mediados
por el uso de recursos tecnoldgicos. En ese sentido, sefiala que este ultimo no juega
el papel que deberia, promoviéndose exclusivamente para graficar funciones y
dejando de lado toda riqueza que esta podria proporcionar en los procesos de
modelacion matematica; sin embargo, a ello afiade que los Softwares Tracker y
GeoGebra permiten la toma de datos y el tratamiento para la busqueda de modelos
matematicos respectivamente, donde se promueve la articulacion entre
representaciones (geométrico y algebraico) en la construcciéon de conceptos del

calculo.

Las referencias bibliograficas revisadas ofrecen significativos aportes para nuestra
investigacién, ya que presentan las principales dificultades que tienen los estudiantes

cuando se enfrentan a tareas relacionados a la tasa de variacion, particularmente,
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cuando construyen el concepto de tasa de variacion media e instantanea. De igual
forma, indican los beneficios de trabajar con recursos tecnolégicos como herramientas

mediadoras del conocimiento.

Especialmente coinciden y subrayan que el camino hacia la construccion de la tasa

de variacion instantanea es mediado por algun recurso tecnolégico.
A continuacion, presentaremos la justificacion de nuestra investigacion.
1.2 Justificacion

A partir de las investigaciones de Silva (2012), Roorda et al. (2016), Villa-Ochoa et al.
(2017) y Viseu (2017), se subraya la importancia de trabajar con el objeto tasa de
variacion (media e instantanea), ya que es considerada como una herramienta
mediadora de conocimientos, la cual propicia la comprension de ciertos aspectos del
calculo diferencial, como por ejemplo, la construccién de la nocion de derivada como

tasa de variacion instantanea.

Vrancken y Engler (2013; 2014) afaden a esta afirmacién que, desde la antigliedad,
el estudio de aspectos variacionales en fendmenos dinamicos condujo a lo que

actualmente conocemos como derivada.
Particularmente, en términos de Azcarate (1998):

No hay que olvidar que los conceptos de pendiente, velocidad y tasa media de
variacion tienen gran importancia y utilidad en si mismos y constituyen una
parte esencial de la estructura profunda de las funciones y el Andlisis, frente a
las habilidades en el manejo de expresiones algebraicas y simbolos en general
[...] (Azcarate, 1998, p. 259)

Otro aspecto importante que justifica este trabajo, es respecto a la ensefianza de la
tasa de variacion. A ello, algunas investigaciones realizadas en Europa y Ameérica
latina sefalan a la tasa de variacion como objeto de estudio por parte de estudiantes

de Educacién Secundaria.

Segun los trabajos de Roorda et al. (2016) y Viseu (2017), realizados en Holanda y
Portugal respectivamente, declaran que, a partir de sus programas curriculares, la
tasa de variacion instantanea (o derivada) de una funcién real es objeto de estudio por

parte de estudiantes (entre 15-17 afios) de ultimo afio en la Educacion Secundaria.
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Del mismo modo, la investigacion de Silva (2012), en Brasil, informa que conceptos
como variaciéon y tasa de variacién de funciones reales forman parte del programa

curricular de educacion dirigido a estudiantes de ultimo afio de Educacién Secundaria.

En el Peru, segun lo establecido por el Programa Curricular de Educacion Secundaria
(Peru, 2016), se interpreta a la tasa de variacion como objeto de estudio en los
estudiantes de ultimo afio de Educaciéon Secundaria con edades entre 16 y 17 anos.
Sintetizamos lo sefialado por tal programa en la Tabla 1, en la cual se interpretan dos

desempenos (o rendimientos) relacionados a la tasa de variacion.

Tabla 1.

Competencias capacidades y desemperios en el area de Matematica

Area: matematica - Ciclo VII - Quinto aifio de Educacion Secundaria

Competencias Capacidades Desempeiios
Resuelve Traduce cantidades a Selecciona y usa unidades vy
problemas de  €xpresiones numericas.  subunidades e  instrumentos
cantidad. Comunica su comprension  nertinentes para estimar o expresar
2;2:20ilgﬁegumeros ylas el valc?r de una magfwitud derivac’ia
Usa estrategias y (velocidad, aceleracion, etc.) segun
procedimientos de el nivel de exactitud exigido en el
estimacion y calculo problema.
Resuelve Traduce datos y Plantea afirmaciones sobre
problemas de  condiciones a expresiones relaciones de cambio que observa
regularidad, algebraicas y graficas. entre las variables de una funcion
equivalencia y grsoace dimiZ?\ttroa;eglaS parg exponencial o] funciones
cambio. cuadraticas. Justifica y comprueba

encontrar equivalencias y
reglas generales.
Argumenta  afirmaciones

sobre relaciones de cambio
y equivalencia.

la validez de wuna afirmacién
opuesta a otra o de un caso
especial mediante ejemplos,
contraejemplos, conocimientos
geomeétricos, o) razonamiento
inductivo y deductivo.

Fuente: Adaptado del Programa Curricular de Educacion Secundaria (2016, p.155-162)

Al revisar el programa curricular de Chile, MINEDUC (2019), se observa que la
asignatura de Matematica, dirigida a estudiantes de 3° y 4° afio medio (ultimos dos
anos de Educacion Secundaria), contiene temas como limites, derivadas e integrales
(ver Figura 1); sin embargo, no se especifica como son introducidos y/o presentados

tales aspectos a los estudiantes, ya que este programa forma parte de una
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actualizacion al marco curricular MINEDUC (2009), donde tales conceptos estaban

presentados parcialmente.

Con ello, se desprende el interés de introducir aspectos del calculo diferencial en el

curriculo nacional chileno para la formacion de sus estudiantes.

Figura 1. Organizacion de Asignaturas de 3° y 4° afio medio en Chile
Fuente: MINEDUC (2019, p. 7)

Como fue sefalado en la introduccién, nuestra investigacion se situa en el marco de
un intercambio académico realizado por el autor, entre la Pontificia Universidad
Catdlica del Peru (PUCP) y la Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso (PUCV),

razon por la cual tomaremos de referencia los programas curriculares de Peru y Chile.

Con respecto al recurso tecnolégico, las investigaciones mostradas coinciden en uso
de una tecnologia como facilitadora de conocimiento en el proceso de aprendizaje; sin
embargo, es fundamental el disefio de una situacion de aprendizaje que contribuya a
este proceso. Segun Hitt (2018), es importante enfatizar elementos tedrico-practicos
en los disefos de situaciones de aprendizaje que incluyan recursos tecnologicos, ya
que comunmente la ensefianza tradicional ha utilizado tales recursos de forma basica,

perdiendo las contribuciones que esta podria proporcionar.

Para nuestra investigacion, nos centraremos en el recurso tecnolégico del GeoGebra,
un Software libre (gratuito) de uso intuitivo, el cual auxilia la articulacion de
representaciones para la construccion de conceptos a través de herramientas
dinamicas. En términos de Ruiz et al. (2014), “este programa facilita la representacion
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de funciones que resultan costosas de visualizar a través del lapiz y papel o tablero”
(Ruiz et al. 2014, p. 2).

Por su parte, Villa-Ochoa et al. (2017) sefalan la relevancia del GeoGebra, ya que
facilita el calculo de la tasa de variacion media en un intervalo determinado y asiste a
su visualizacion a través de un conjunto de segmentos que la representan en distintos
puntos de la curva asociada. Desde luego, la construccion de la tasa de variacidn
(media e instantanea) debe estar organizada bajo una situacion de aprendizaje

mediada por alguna herramienta tecnolégica como el GeoGebra.

Es importante sefialar que entendemos a una situacion de aprendizaje como un
espacio de encuentro entre el profesor y estudiante, donde coordinan acciones a
través de un proceso de interpretacion y/o comprension en el cual consiguen construir
significados que son compartidos. En términos de Garcia y Dolores-Flores (2016), “as
situaciones de aprendizaje se construyen de acuerdo a los conocimientos que el
alumno debe aprender y a las caracteristicas que estos saberes presentan y se

realizan con un método 6ptimo” (Garcia y Dolores-Flores, 2016, p. 51)

A partir de lo sefalado, se establece la pertinencia de trabajar con el objeto tasa de
variacion, ya que investigaciones realizadas en diferentes paises (Brasil, Holanda y
Portugal) coinciden en el aprendizaje de tal concepto, como tasa de variacion media
e instantanea, en estudiantes de ultimo ano de Educaciéon Secundaria. Adicional a
ello, los programas curriculares mencionados en esta seccion coinciden en la

ensefianza de la tasa de variacién (media o instantdnea) de una funcion real.

Luego, es pertinente y relevante conocer como el estudiante se enfrenta y resuelve
tareas relacionadas con la tasa de variacion. Asi, considerando estudiantes (entre los
15y 17 afos) de ultimo afo de Educacién Secundaria en una institucion educativa de
Valparaiso-Chile, nos enfocaremos en estudiar los conocimientos matematicos
puestos en juego y dar cuenta del trabajo matematico cuando resuelven tareas

relacionadas a la tasa de variacion (media e instantanea) mediados con GeoGebra.

Como lo mencionamos, es importante el disefio de una situacién de aprendizaje. En
virtud de ello, es apropiado apoyarnos a través de un referencial tedrico que se adecue
a tales intereses y necesidades a investigar. De esta forma, utilizaremos como marco
teorico el Espacio de Trabajo Matematico de Kuzniak (2011), ya que nos permite
caracterizar el conocimiento y la produccién matematica del estudiante, asi como el
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valor epistémico y cognitivo de las tareas, en este caso, relacionadas a la tasa de

variacion.
1.3 Espacio de Trabajo Matematico: aspectos tedricos

Como ya habiamos mencionado en la seccion anterior, los analisis de la presente
investigacién se sustentan bajo la teoria de Espacios de Trabajo Matematico (ETM de
aqui en adelante) formulada por Kuzniak en 2011, la cual fue desarrollada a partir de
la generalizacion del Espacio de Trabajo Geométrico (ETG), propuesta por
Houdement y Kuzniak en 1996 y 2006, respectivamente.

La pertinencia de este marco tedrico se subraya como una estructura organizada que
permite observar y detallar las actividades de los individuos cuando se enfrentan a
problemas matematicos. En términos de Kuzniak y Richard (2014), “esta nocion es
precisada con el objeto de comprender lo que se relaciona alrededor del trabajo

matematico en un marco escolar” (Kuzniak y Richard, 2014, p. 6).

Segun, Gémez-Chacdén, Kuzniak y Vivier (2016), “el Espacio de Trabajo Matematico y
su estudio deben permitir dar cuenta de como un determinado conjunto de tareas y
actividades terminan por estructurar (o no) un trabajo matematico complejo y rico por

parte de profesores y estudiantes” (Gémez-Chacon et al, 2016, p. 5).

De esta manera, este marco permite hacer un estudio (analisis) a detalle a las tareas
realizadas (de los participantes), describiendo el conocimiento matematico y sus

componentes.

En Gémez-Chacon et al. (2016), se describen términos basicos que enmarcan esta
teoria del ETM,

e Trabajo matematico: consiste en la actividad de los sujetos frente a una tarea
que tiene lugar en la ensefianza y aprendizaje de la Matematica.

e Dominio: aquellos objetos y resultados producidos por el trabajo matematico
que se dividen en areas de conocimiento o dominios que estructuran la

investigacion matematica.

Segun Kuzniak (2011, p.12), ademas de la Geometria, aparece un cierto numero de
dominios como la Aritmética, Algebra, Analisis, Probabilidades y Estadisticas, donde
cada una de estas areas estara relacionada con temas no matematicas, tales como
conteo, simbolizacion, generalizacién, variacion, azar, decisién, entre otros.
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e Paradigma: representa una combinacion de creencias, convicciones, técnicas,
métodos y valores que son compartidos por un grupo cientificos. (Kuzniak,
Tanguay y Elia, 2016).

Un punto a tomar en consideracion, especificamente al generalizar el ETG al ETM, es
dado por Kuzniak, Montoya y Vivier (2014, p. 249), el cual permite al plano
epistemologico estructurar la organizacion matematica del ETM dandole un sentido
que los paradigmas ayudan a definir.

e Tarea: este término proviene de la distincion realizada por Vandebrouck (2013)
(citado por Kuzniak et al., 2016), siendo las labores que el profesor ordena a

realizar a los estudiantes.

Adicional a lo anterior, Sierpinska (2004) (citado por Kuzniak et al., 2016) senala que
la nocion de tarea se refiere a cualquier tipo de problema matematico con suposiciones
y preguntas claramente formuladas que los estudiantes pueden resolver en un tiempo

predecible.

Con respecto a la actividad matematica, la cual contiene aspectos epistemoldgicos y
cognitivos, el ETM permite hacer un analisis detallado a las tareas realizadas (de los
participantes), describiendo sus componentes y el conocimiento matematico. Tal
descripcion se ve reflejada al articular el plano epistemoldgico y el plano cognitivo

mediante las génesis semidtica, instrumental y discursiva.
Plano epistemolégico, plano cognitivo y las génesis

Como es sabido, toda actividad matematica tiene presente los aspectos
epistemoldgicos (pensando en los objetos, su naturaleza y el modelo matematico en
el que se encuentran inmersos) y cognitivos (pensando en el sujeto y la utilizacién que
da a los objetos). En ese sentido, el trabajo matematico se ejecuta al articular los

planos epistemoldgicos y cognitivos.
En Kuzniak et al. (2016), se describen los planos utilizados en el ETM:

e EIl plano epistemoldgico: permite estructurar la organizacion matematica del
ETM al situar los objetos y/o herramientas que posibilita desenvolver el trabajo
matematico. Esta conformado por tres polos:

- Representamen (representante): refiriéndose a los signos vy

representaciones semioticas.
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- Los artefactos: refiriéndose a las herramientas materiales o simbdlicas
que seran o no utilizadas por un individuo.

- Referencial: conjunto de propiedades, teoremas, definiciones y axiomas.

e El plano cognitivo: permite estructurar y dar cuenta del espacio de trabajo del
individuo a traveés de sus tres polos también llamados procesos, los cuales son:

- La visualizacion: relacionada con la interpretacion de signos y la
construccion de la representacion de los objetos y sus relaciones.

- La construccion: relacionada con la utilizacion de artefactos junto con
esquemas de uso para producir algo tangible, como escritos o dibujos.
También para la observacion, exploracion y experimentacion mediada
por un artefacto.

- La prueba: relacionada al proceso de justificacion mediante
herramientas tedricas, la cual no consta solamente de una validacion
empirica (esta se podria entender mas como el proceso de

construccion).

Sobre la articulacion de dichos planos, Kuzniak (2011) sefala que: “el transito entre
ambos planos garantiza la comprension de un saber” (Kuzniak 2011, p. 8). Es por ello
que, tanto el plano epistemoldgico y cognitivo, estan articulados por un conjunto de

génesis (conjunto generador) que no son independientes una de otras.

e La Génesis Semidtica: en esta articulacion, el representamen esta relacionado
con la nocion signo de Peirce y el enfoque semidtico de Duval. Un signo remite
a su objeto bajo un proceso semiadtico llamado visualizacion.

e La Génesis Instrumental: Esta articulacion esta inspirada en la concepcién de
Rabardel, donde en el polo de los artefactos se distingue entre un sistema
material o simbdlico empleado como un medio en el proceso de construccion.
En otras palabras, permite operacionalizar los artefactos en el proceso
constructivo a partir de la instrumentalizacion e instrumentacion

e La Génesis Discursiva: esta articulacion esta relacionada con la concepcion de
prueba de Balacheff y razonamiento de Duval, la cual enlaza el proceso de
prueba con el polo de las herramientas teoricas, dandole sentido a las

propiedades para dejarlo al servicio del razonamiento matematico.
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Construccion

Plano Cognitive

Genesis semidtica
Genesis discursiva

Genesis instrumental

Representacion Referencial
Artefactos

Plano Epistemoldgico

Figura 2. Disefio del ETM
Fuente: Traducido de Kuzniak, Delgadillo y Vivier (2016, p. 248)

Por otro lado, estas articulaciones no deben ser entendidas como biyecciones entre
los procesos y los polos contenidos en el plano cognitivo y epistemoldgico
respectivamente, sino mas bien como una coordinacién entre dos 0 mas génesis que

componen los llamados planos verticales.
Planos verticales en el espacio de trabajo

Se asume una interdependencia entre las génesis que configuran el ETM. Es por ello

que se definen los planos verticales que varian segun las génesis involucradas.

Estas composiciones planares permiten analizar una situacion de ensefanza y
aprendizaje. En diferentes trabajos (Richard y Kuzniak, 2014; Gémez-Chacén et al.,

2016; Kuzniak et al., 2016), se describen los siguientes planos verticales:

e Plano semidtico-instrumental ([Sem-Ins]): asocia la génesis semidtica e
instrumental, privilegiando la identificacion y exploracion de los objetos,
desarrollando una competencia ligada al descubrimiento. En este plano,
observamos dos formas de trabajar, la que estd mas orientada hacia la
construccion de los resultados (figuras, graficos) que cumplen algunas
condiciones y otra hacia la interpretacion de los datos aportados por los
artefactos. Por ejemplo, las herramientas digitales (Software digital) aumentan

la capacidad de explorar configuraciones y descubrir nuevas propiedades.
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Figura 3. Plano semiotico-instrumental ([Sem-Ins])
Fuente: Traducido de Gaona (2018, p. 74)

Plano instrumental-discursivo ([Ins-Dis]): asocia a la génesis instrumental y
discursiva desarrollando el razonamiento matematico fundado en la
justificacion experimental o deductiva. Se toma como punto crucial la cuestidon
de la prueba que se basa en experimentos o en la argumentacién deductiva
pura. Por ejemplo, si se sacan conclusiones a partir de datos dados por
instrumentos, vamos a hablar de una prueba experimental. De otra forma, si la
prueba o demostracion se basara en un referencial tedrico, los instrumentos se

utilizan para ilustrar o para la construccién de configuraciones geométricas.

Figura 4. Plano instrumental-discursivo ([Ins-Dis])
Fuente: Traducido de Gaona (2018, p. 74)

Plano semidtico-discursivo ([Sem-Dis]): asocia las génesis semidtica y
discursiva orientandose hacia la comunicacion matematica de los resultados.
En este plano, son posibles dos tipos de enfoques: 1) Cuando la atencion se
centra en el lado semidtico, las transformaciones visuales estructuran la
descripcion de los signos y organizan un razonamiento perceptivo; y 2) si la

atencion se centra en una prueba o demostracion, el razonamiento hipotético y
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deductivo se basa en propiedades, signos y la visualizacidon desempefia un

papel heuristico.

Figura 5. Plano semiético-discursivo ([Sem-Dis])
Fuente: Traducido de Gaona (2018, p. 74)

Segun Richard y Kuzniak (2014), “la ejecucion efectiva de estas fases definira un cierto
numero de competencias matematicas cognitivas fundamentadas en la coordinacion
de las génesis en sus relaciones con el plano epistemoldgico” (Richard y Kuzniak,
2014, p. 11).

Con respecto a la nocion de paradigma en el dominio del Analisis, Montoya y Vivier
(2015) senalan que los paradigmas son la caracterizaciéon del ETM en un dominio

especifico, es decir, orienta, caracteriza y participa en la estructuracion del ETM.

Como hemos mencionado, para esta investigacion nos situaremos en el dominio del
Analisis. Asi, en el trabajo de Montoya-Delgadillo y Vivier (2016), se describe el trabajo

matematico en el dominio del Analisis a través de tres paradigmas:

e Analisis-Geométrico/Aritmético (AG): permite interpretaciones nacidas en la
Geometria, los calculos aritméticos o el mundo real.

e Analisis-Calculatorio (AC): donde las reglas de calculo son definidas, mas o
menos explicitamente y se aplican independientemente de la reflexion de la
existencia y naturaleza de los objetos introducidos.

e Anadlisis-Real (AR): caracterizado por un trabajo de aproximacién: supremos e
infimos, cotas; una entrada a trabajos de proximidad (o una entrada mas

topoldgica): "cerca de €", “lo despreciable”.

Estos paradigmas se complementan con puntos de vista diferentes que intervienen en

todas los componentes (polos y/o procesos) del ETM e influyen en los objetos
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matematicos. Por otro lado, esta teoria caracteriza tres niveles de espacios de trabajo

matematico:

e ETM de referencia: se refiere al espacio de trabajo definido de manera ideal en
funcién de criterios matematicos y esta definido por una comunidad. Por
ejemplo, el espacio de trabajo establecido por un centro educativo.

e ETM idbneo: se define como una transformacion del ETM de referencia y se
refiere a un espacio de trabajo definido en una institucion especifica. Este nivel
se inscribe en términos didacticos, es decir, sobre la reorganizacién didactica
de las componentes del espacio de trabajo. Por ejemplo, un usuario natural de
este ETM es el profesor, para quien el espacio de trabajo organizado resulta
idoneo.

e ETM personal: se refiere al espacio de trabajo definido por un utilizador
particular por el fruto de la reflexion entre los conocimientos aprendidos y los
puestos en practica por el individuo que resuelve un problema matematico. Este
ETM depende del usuario. Por ejemplo, un usuario natural es el estudiante,

aunque es posible considerar el ETM personal del profesor.

A partir de lo descrito, el Espacio de Trabajo Matematico (ETM) fue desarrollado para
describir la naturaleza del trabajo matematico del sujeto cuando afronta tareas
matematicas, ya que permite realizar un anadlisis a detalle describiendo sus
componentes y el conocimiento matematico; sin embargo, tanto las génesis como los
componentes de los planos, deben ser reinterpretadas dependiendo del dominio

matematico especifico en cuestion.

Para nuestra investigacion, nos situaremos en el dominio del Analisis y en el tipo de
ETM personal del estudiante asociado al objeto matematico tasa de variacion de una

funcion real de variable real.

Luego de presentar las referencias bibliograficas asociadas al tema de investigacion
y la justificacion que muestra la pertinencia del estudio, se subraya la importancia y
nuestro interés de conocer y comprender los conocimientos matematicos puestos en
juego cuando el estudiante resuelve tareas relacionadas con la tasa de variacion. Para
ello, el marco referencial desarrollado en esta seccidn, nos proporciona herramientas
tedricas capaces de identificar describir y clasificar aquellos conocimientos que

emergen y son privilegiados por parte de los estudiantes al resolver dichas tareas.
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A partir de lo sefialado anteriormente, formularemos la pregunta que guia nuestra

investigacion en términos del marco teérico Espacios de Trabajo Matematico (ETM).
1.4 Preguntay objetivos de la investigaciéon

¢Cual es el trabajo matematico personal de estudiantes de ultimo arfio de Educacion
Secundaria al resolver tareas relacionadas con la tasa de variacién de una funcién

real de variable real?
Objetivo General

Analizar el trabajo matematico personal de estudiantes de ultimo afio de Educacion
Secundaria al resolver tareas relacionadas con la tasa de variaciéon de una funcién

real de variable real.
Objetivos Especificos

e Analizar las acciones que permiten la activacion de cada génesis del ETM en
el trabajo matematico de estudiantes de ultimo afio de Educacion Secundaria
al resolver tareas que involucran tasa de variacion.

e Identificar los planos verticales asociados a las génesis activadas del ETM, el
trabajo matematico de estudiantes de ultimo afio de Educacion Secundaria al
resolver tareas que involucran tasa de variacion

e Identificar los paradigmas del Analisis que se privilegian en el trabajo
matematico de estudiantes de ultimo afio de Educacion Secundaria al resolver

tareas que involucran tasa de variacion.

A continuacion, presentaremos la metodologia y los aspectos metodolégicos para el

desarrollo de la investigacion.
1.5 Metodologia y procedimientos metodolégicos

En camino a responder la pregunta que orienta esta tesis, realizaremos una
investigacién bajo el enfoque metodoldgico cualitativo, ya que permite analizar y
describir situaciones, sucesos, interacciones y conductas vistas de los hechos y

fenédmenos.

Segun D’ Ambrosio (Citado por Borba y Araujo, 2004), “la investigacion cualitativa
también llamada naturalista, tiene como foco entender e interpretar datos y discursos,

aun cuando involucra grupos de participantes” (Borba y Araujo, 2004, p. 12).
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Por su parte, Borba y Araujo (2004) sefalan que “una investigacion cualitativa debe
tener por detras una vision de conocimientos que estén en sintonia con
procedimientos como entrevistas, analisis de videos, etc., e interpretaciones”. (Borba
y Araujo, 2004, p. 18)

De esta forma, nuestra investigacion se asocia perfectamente, ya que se direcciona
analizar el trabajo matematico de estudiantes cuando resuelven tareas,
particularmente asociadas a la tasa de variacién. Subrayamos que tales analisis se
basan bajo los supuestos de la teoria de los Espacios de Trabajo Matematico de
Kuzniak (2011).

Para llevar a cabo los procedimientos metodolégicos, nos basamos estructuralmente
en las obras de Sierra (2011) y Hernandez-Sampieri, Fernandez y Batista (2014).
Principalmente, consideraremos algunas fases y/o etapas donde los autores

coinciden, ya que estas aportan una guia y técnicas especificas para su ejecucion.

En el trabajo de Sierra (2011), se presentan un conjunto de 17 etapas agrupadas en
tres partes: disefo del plan de investigacion, ejecucion de plan de investigacion y

aplicacion de los resultados (ver Figura 6)

Segun el autor, a pesar de que las etapas comienzan en distintos momentos, estas

pueden agruparse y ejecutarse simultaneamente.

Figura 6. Etapas del plan de investigacion
Fuente: Sierra (2011, p. 181)
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Por su parte, Hernandez-Sampieri et al. (2014) presenta un esquema estructurado por
nueve fases: idea, planteamiento del problema, inmersion inicial en el campo,
concepcion del disefio del estudio, definicion de la muestra inicial del estudio y acceso
a ésta, recoleccion de datos, analisis de los datos, interpretacion de los resultados y
elaboracion del reporte de resultados.

Adicional a ello, los autores enfatizan que la revision de la literatura puede
complementarse en cualquier etapa del estudio y ser considerada desde el
planteamiento del problema hasta la elaboracién del reporte de resultados (ver Figura
7).

Figura 7. Proceso de investigacion cualitativa
Fuente: Hernandez-Sampieri et al. (2014, p.7)

De esta forma, a partir de los trabajos de Sierra (2011) y Hernandez-Sampieri et al.
(2014), presentaremos las fases de la investigacion adaptadas a nuestro trabajo (ver

Figura 8).

Problematica de la investigacion s
Estudio de la tasa de variacion

e L4

Revision de la ———2 Parte experimental

literatura
Analisis de datos
Conclusiones ’

Figura 8. Proceso de investigacion cualitativa adaptado
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A continuacion, detallaremos cada fase los cuales corresponden a los capitulos

presentados en el desarrollo de esta tesis.
Fase 1: Problematica de la investigacién

En esta fase, identificaremos la problematica en el dominio del Analisis y se plantea
el problema a tratar. Para ello, revisaremos la bibliografia de referencia y
justificaremos la pertinencia del estudio, los cuales orientan y definen la pregunta y

objetivos de la investigacion.

Luego, presentaremos los principales aspectos de la teoria de Espacio de Trabajo
Matematico, las cuales se encaminan en estudiar el trabajo matematico de los
estudiantes. Tales aspectos permitiran formular la pregunta y objetivos de la
investigacién en términos del ETM. Posterior a ello, presentaremos los aspectos

metodoldgicos y procedimientos, los cuales son sefialados en esta seccion.
Fase 2: Estudio de la tasa de variacién

Para esta fase, revisaremos breves aspectos histéricos y epistemoldgicos de la tasa
de variacidén, principalmente aquellos acontecimientos relacionados con el
movimiento, la variacion y velocidad. Ademas, describiremos algunos aspectos
didacticos sobre la construccion de la tasa de variacién (media e instantanea) a partir
del problema relativo a la velocidad basado del libro de texto Apdstol (2001). Esto

ultimo permitira estructurar la situacion de aprendizaje a disefiar.
Fase 3: Parte experimental

En esta fase, disenaremos los instrumentos para la recoleccién de informacion, es
decir, la situacion de aprendizaje y applets del GeoGebra. Ademas, para registrar tal
informacion, contaremos con camaras de audio y video (camara GoPro), asi como el
Software aTube Catcher, el cual registra el trabajo matematico de los estudiantes en

las laptops.

Luego, presentaremos el contexto de la parte experimental, en la cual se describe a
los sujetos y el lugar de la aplicacion de la situacion de aprendizaje. Luego, llevaremos
a cabo la experimentacién y/o implementacion de la situacion de aprendizaje;
realizaremos la recoleccion de informacion correspondiente a la produccién
matematica de los estudiantes de ultimo afio de Educacion Secundaria en una

institucién educativa de la ciudad de Valparaiso-Chile.
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Fase 4: Analisis de datos

En esta cuarta fase, considerando la produccion matematica de los estudiantes,
describiremos detalladamente los resultados obtenidos de los estudiantes a la luz del
marco tedrico Espacio de Trabajo Matematico (ETM). Principalmente, mostraremos la
potencialidad que sugiere el ETM para explicar y/o argumentar los resultados en
relacion al problema planteado en la fase 1. Para ello, realizaremos la transcripcion
de la informacién obtenida a partir de las grabaciones de video y audio, asi como los

applets de GeoGebra.

Para describir los resultados, inicialmente realizaremos un analisis que describe las
acciones que esperamos obtener por parte de los estudiantes. Luego, efectuaremos
el analisis a las acciones obtenidas en la produccion matematica por tales estudiantes.
Anadimos que, para la presentacion de tales resultados, tomaremos de referencia la
literatura de los trabajos de Menares (2016), Almonacid (2018) y Gaona (2018).

Fase 5: Conclusiones

Esta quinta fase, presentaremos las conclusiones generales y discusiones principales
de la investigacion. Puntualmente, realizaremos una interpretacion amplia del
problema planteado en la fase 1, a la luz de las referencias bibliograficas y en la que

también sefalaremos las consideraciones para futuras investigaciones.

34



CAPITULO II: TASA DE VARIACION

En este capitulo, presentaremos un breve analisis de los principales aspectos
historicos de la variacion en el calculo, puntualizando en elementos como el
movimiento, velocidad y tasa de variacion. Posteriormente, sefialaremos como estas
concepciones influenciaron en la construccién de la tasa de variacion media e

instantanea a partir del problema de la velocidad.
2.1 Aspecto histérico sobre la tasa de variaciéon

A partir de nuestro interés en estudiar los conocimientos matematicos puestos en
juego cuando el estudiante resuelve tareas relacionadas con la tasa de variacion, es
pertinente describir el desarrollo histérico, con aspectos epistemoldgicos, que tuvo el

concepto de variacion en el calculo.

Para ello, tomaremos de referencia las investigaciones de Vrancken y Engler (2013),
quienes realizan un breve estudio a la evolucion de la variacién y el cambio a lo largo
del desarrollo en el calculo, en particular con la derivada. Del mismo modo, tomaremos
a Ponce (2014), quien estudia y realza la importancia del desarrollo histérico de la
derivada a partir de diferentes problemas, como el de maximos y minimos, tangente,

area o razon de cambio.

Para el desarrollo de esta seccion, es importante subrayar que consideramos estudiar
el concepto de tasa de variacion media e instantanea, ya que su construccion se da a
partir de aspectos variacionales, es decir, a partir de la tasa de variacion. De esta

forma, mencionaremos algunos hechos relevantes que guiaron esta construccion.

Centraremos nuestro foco a partir del siglo XVII, ya que, segun Vrancken y Engler
(2013), es en tal periodo que se trataron grandes problemas cientificos que

influenciaron en el desarrollo, constitucién y formalizacién del célculo infinitesimal.

De esta manera organizaremos esta seccidn: el mundo antiguo, la Edad Media, siglo

XV-XVI, siglo XVII: el problema de la tangente y, por ultimo, siglo XVIII-XIX.
El mundo antiguo

Segun Vrancken y Engler (2013), desde la antigiiedad, el hombre observé fenémenos
naturales relacionados con magnitudes fisicas variables, como el cambio de posicidon

de los astros. Estas observaciones llevaron al hombre a desarrollar las primeras
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herramientas (lenguaje iconico) que dieron pie para sentar los inicios del surgimiento

de sistemas de representaciones escritos.

Entre el 2000 a.c. al 600 d.c., se destacé la civilizacién babildnica, que tuvo como
interés el estudio de fendbmenos astronémicos que se repetian periédicamente, es
decir, observaron sistematicamente fendmenos los cuales estaban asociados al
cambio. En concreto, los babildnicos intentaron aritmetizar tales observaciones con la

tarea de intentar predecir sucesos.

Las autoras sefialan que si bien estos hechos no permitieron intuir la existencia de
conceptos matematicos como tal (variables y funcién), son significativos los aportes

de esta civilizacion al intentar establecer regularidades a los fendmenos mencionados.

Por otra parte, Vrancken y Engler (2013) comentan que en el siglo VI, la civilizacion
griega (o los pitagéricos) destaco por transformar a la Matematica como una ciencia
deductiva, ya que para ellos fue mas importante explicar no solo el como, sino la razén
o el porqué de las cosas. Ademas, anaden que en esta época se resalta el
pensamiento griego, con representantes como Heraclito, Zenon y Aristoteles, que
desarrollaron nociones de cambio y relacion entre magnitudes variables para llegar a
una idea inicial de funcién. Tales nociones provienen de problemas vinculados con el

movimiento, la continuidad y el infinito.

Puntualmente, las autoras sefalan que para dar origen al fenédmeno de variacion fue
Aristoteles quien cuestiond sobre las causas reales del movimiento, es decir, dio
énfasis a la naturaleza del objeto que sufre tal variacion; sin embargo, las mismas
autoras sefalan que: “el caracter geométrico de la matematica griega, el papel
preponderante de las proporciones, la disociacion entre numero y magnitud son los
principales obstaculos que hicieron que en la época antigua el estudio de fendmenos

de cambio sea muy reducido” (Vrancken y Engler 2013, p. 57).
La Edad Media

Posterior a la época de auge de los griegos, los arabes desarrollaron estudios en

ciencias, los cuales fueron extendidos al occidente entre los siglos V y XV.

Segun Vrancken y Engler (2013), esta época se caracterizd por la preocupacion en
descubrir lo real y comprensible mas alla de la experiencia. La civilizacién arabe traté

de hallar un modelo que respondiese cuestiones relativas a fendmenos astronémicos
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y naturales, lo que condujo un especial interés por fendmenos sujetos al cambio y

movimiento.

Por otro lado, a partir de las ideas de Aristételes, en las ciudades Oxford y Paris se
desarrollaron estudios sobre el movimiento local no uniforme en fenbmenos asociados
al cambio, como el calor, la luz y la velocidad. Por ejemplo, la velocidad era estudiada
a partir de su intensidad, es decir, un estudio al valor numérico que se le asignaba en
relacion al tiempo. Puntualmente, en Inglaterra y Francia se direccionaron tales

estudios hacia la Cinematica-Aritmética y la Geometria, respectivamente.

A mediados del siglo XIV, algunos cientificos ingleses abordaron el problema de la
cuantificacion del cambio para intervalos de tiempo, lo cual produjo que se definieran
conceptos como el de velocidad y movimiento uniformes acelerado, asi como de
intentar definir la velocidad instantanea. A ello, Vrancken y Engler (2013) resaltan la
investigacién realizada por Oresme (1323-1382), quien propuso un camino para los

estudios cinematicos-aritméticos a partir de aproximaciones geometricas.

Segun D’hombres (1987) (citado por Vrancken y Engler, 2013), Oresme utilizd
herramientas geométricas para representar la variacion del movimiento con el fin de
comprender facilmente la naturaleza de los cambios. Para ello, clasificé la
representacion del movimiento como: (a) uniformemente uniformes (asociado a la
velocidad constante); (b) uniformemente diformes (asociado con movimiento
uniformemente acelerado); y (c) uniformemente acelerado (asociado con la

aceleracion constante).

Figura 9. Representacion de variaciones de Oresme
Fuente: Vrancken y Engler (2013, p. 59)

Si bien esta clasificacion corresponde al movimiento de un objeto con respecto al
tiempo, Vrancken y Engler (2013) senalan que en tales representaciones graficas los

fendmenos son descritos por toda la figura, es decir, por la forma y superficie de
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debajo de la curva. Este hecho senala la idea de que una funcién puede ser

representada por una curva.

De esta manera, las autoras subrayan el aporte de Oresme, ya que gracias a tales
estudios se realizaron adelantos hacia la Geometria Analitica y la idea del movimiento

asociada a ella.
Siglo XV-XVI

Segun Vrancken y Engler (2013), en esta época se destaca el inicio del simbolismo
algebraico, sobresaliendo investigadores como Francgois Viéte (1540-1603) y Galileo
Galilei (1564-1642) en ltalia, y Johannes Kepler (1571-1630) en Alemania.

Por un lado, Viéte abordd problemas relacionados a la navegacion maritima, el
comercio y la industria, lo cual propicié el desarrollo a leyes generales de la naturaleza
y su modelacion a través de formulas matematicas. Por otro lado, Kepler abordd
cuestiones relacionadas a la Astronomia, lo cual lo llevé a formular leyes matematicas

sobre el movimiento de los planetas.

Por su parte, Galileo realizé un estudio al movimiento y rapidez en su libro Dos nuevas
ciencias en 1638 (retomando ideas de Oresme), enfrentandose al problema de caida
de cuerpos relacionado conceptos de velocidad y aceleracion. Galileo utilizé una
representacion bidimensional velocidad/tiempo para dar solucion al problema de caida
de cuerpos, en la que represento el tiempo sobre una linea vertical y las velocidades

en cada instante por segmentos perpendiculares a la recta.

De esta forma, entre los siglos XVI y XVII, en términos de las autoras, “se fueron
desarrollando las ideas de variacion y cambio como abstracciones obtenidas de la
realidad” (Vrancken y Engler, 2013, p. 61),

Siglo XVII: El problema de la tangente

Segun Vrancken y Engler (2013), a partir del simbolismo algebraico y procedimientos
analiticos entre ecuaciones y curvas, autores como René Descartes (1596-1650) y
Pierre de Fermat (1601-1665) dieron origen (cada uno independientemente) a lo que
actualmente conocemos como Geometria Analitica, lo que sirvio posteriormente como

fundamento para el calculo infinitesimal.
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En esta época, tres problemas cobraron interés entre la comunidad cientifica:
determinar la velocidad de los cuerpos en movimiento; determinar la trayectoria de un

cuerpo en un intervalo de tiempo; y el problema de maximos y minimos.

En el camino a resolver esta ultima interrogante, Fermat realiz6 observaciones al
comportamiento de la curva y sefialé que esta tiene en cada punto una direccion, es
decir, una recta tangente, donde la funcién tiene maximo o minimo cuando tal tangente
es horizontal. Por otro lado, existia también el interés por resolver el problema de las

tangentes, que consistia en hallar la recta tangente a una curva en un punto.

Fermat propuso un método para resolver el problema de las tangentes usando ideas
infinitesimales. Tal propuesta, que fue escrita en la obra Methodus ad disquerendam
maximan et miniman en 1637, utiliza elementos graficos y visuales, asi como ideas
basadas en la intuicidon del cambio, donde se analiza la variacion de magnitudes

(distancia h) cuando se hacen muy pequenos.

Puntualmente, la idea de Fermat se basd en que se considera una curva intersecada
por una recta secante en dos puntos si uno de los puntos de interseccion se acerca
hacia el otro punto, entonces la recta secante se aproxima hacia la direccidn

tangencial en ese punto, es decir, a una direccion definida como la recta tangente.

Cabe senalar que, segun Ponce (2014), el método basado en aproximaciones
consistia en calcular la pendiente de la recta secante a una curva en un punto, es
decir,

_ G+ —f0) _ flet+h) - fx)

msecante - (x A h) —x h

Luego, el método sugiere que la cantidad h se haga cada vez mas pequefia o se
desvanezca, o que tienda a cero, consecuencia de ello, la recta secante se convierte
en una recta tangente. De esta manera, resulta que la pendiente de la recta secante
coincide y/o se aproxima a la pendiente de la recta tangente en un punto, por lo que

hallar la ecuacion de la recta tangente en tal punto se pudo determinar.

Fermat, Descartes y John Wallis utilizaron tales métodos basados en aproximaciones
para resolver el problema de la tangente, por lo que a partir de ello surgié un patrén

para resolver problemas similares.
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Por su parte, el matematico Isaac Barrow (1630-1677) utilizé tales métodos en un
contexto geométrico con infinitesimales, los cuales fueron publicados en su obra

Lecciones de Geometria en 1670.

Afines del siglo XVII, resaltan dos cientificos, Isaac Newton (1643-1727) y Wilhelm
Leibniz (1646-1716) en Inglaterra y Alemania, respectivamente. De forma
independiente, los cientificos sistematizaron y generalizaron ideas y procedimientos

asociados a la variacion y el cambio, lo cual origind el descubrimiento del Calculo.

Vrancken y Engler (2013) comentan que Newton, siguiendo la linea de los avances
de Barrow, desataco por considerar al tiempo como argumento y analizar las variables
dependientes como cantidades continuas que tienen cierta velocidad de cambio.
Newton estudid las magnitudes variables que representan diferentes formas de
movimiento mecanico continuo, a las magnitudes que varian las llamé fluentes
(funciones), las cuales dependian del tiempo y a las velocidades de la fluentes las

llamo fluxiones.

Para determinar las fluxiones, se imponia la condicion de cambio de una variacion
infinitesimal con respecto al tiempo a las fluentes, es decir, Newton calculaba las
derivadas de funciones. Puntualmente, las autoras sefialan que las fluxiones o
velocidades “son razones de cambio instantaneas y expresan la rapidez con que
cambia una variable respecto a otra en un instante. Esta es la idea fisica fundamental

que subyace en el concepto actual de derivada” (Vrancken y Engler, 2013, p. 64).

En ese sentido, Ponce (2014) declara que Leibniz considerd a la derivada de una
funcion como una razén de diferencias infinitesimales, al cual le llamd cociente

infinitesimal.

De esta manera, ambos matematicos, tanto Newton y Leibnitz, llegaron a desarrollar
la idea de derivada dentro de un contexto mas amplio y general en el Calculo; sin
embargo, es importante sefalar que la idea principal de la derivada, asi como de sus

aplicaciones, se originaron para resolver interrogantes en contextos geométricos.

Con respecto al problema de las tangentes, Newton asocio el concepto de fluxién con
tal problema. Para determinar la tangente a la curva en un punto, consider6 al
movimiento como la resultante de la composicién del movimiento horizontal (modulo

del vector x) y vertical (modulo del vector y), ambas dependientes del tiempo. De esta
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forma, por la ley del paralelogramo, se obtiene el vector resultante donde su direccion

es la recta tangente a la curva con pendiente % (ver Figura 10).

Figura 10. Vector velocidad como composicion del movimiento horizontal y vertical
Fuente: Vrancken y Engler (2013, p. 64)

Por su parte, Leibniz presentd sus resultados al problema de las tangentes desde una
perspectiva geométrica. En términos de Vrancken y Engler, “se dio cuenta de que la
determinacion de la tangente a una curva depende de la razon entre las diferencias
de las ordenadas y de las abscisas cuando las mismas tienden a cero” (Vrancken y
Engler, 2013, p. 66).

Siglo XVIII-XIX

De acuerdo con Vrancken y Engler, a lo largo del siglo XVIII, el estudio de curvas
geométricas en el andlisis infinitesimal fue realizado por procesos aritméticos y en su
mayor parte por el uso del Algebra. Destacan matematicos como Jean Bernoulli (1667-
1748), Leonard Euler (1707-1783) y Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), quienes
consolidaron la nocion de funcion como la representacion de procesos de variacion y

cambio.

Las autoras comentan que en este periodo de tiempo los avances en el calculo
variacional fueron una consecuencia de la exploracién hacia las aplicaciones del
analisis infinitesimal. A ello, subrayan que el Analisis fue perdiendo su caracter
geométrico, colocando al Algebra en su lugar, por lo que los matematicos de la época
empezaron a trabajar sobre una base sélida y fundamentacion rigurosa con respecto

al Calculo.

En ese sentido, el francés Agustin Louis Cauchy (1789-1857), realizé un aporte
significativo, a partir de las ideas de limites de Newton, al definir a la derivada de una

funcion como un limite del cociente de diferencias, cuando h tiende a cero, es decir;

fx+h)—f(x)

- siempre que este exista.

Posterior a la formalizacion de conceptos como teoria de conjuntos, numeros reales,

limites y el desarrollo de la teoria de funciones, el Analisis Matematico se estructurd
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bajo una légica coherente. Con respecto a la derivada, esta fue definida mediante la
existencia de un limite para funciones continuas, lo cual recayé en términos de €y 6,

dejando de lado las nociones de variacion.

A partir de lo descrito con respecto al origen y evolucion de la variacion, es importante
sefalar que el estudio del movimiento, variaciéon, cambio y velocidad fue fundamental
para formular leyes que describen fendmenos. A ello, tales formulaciones se
abordaron desde diferentes enfoques, principalmente los numéricos y geométricos,

los cuales produjeron un gran avance cientifico.

En términos de Vrancken y Engler (2013), “el paso mas importante fue relacionar los
problemas de la mecanica conectados con el estudio del movimiento y los antiguos
problemas de la Geometria, consistentes en la determinacion de tangentes a una

curva dada” (Vrancken y Engler, 2013, p. 69).

Ya visto cdmo se ha evolucionado la variacién en el Calculo y como ésta influencié
hacia la construccién y conceptualizacion de la tasa de variacién media e instantanea,
a continuacion, describiremos aspectos didacticos sobre dicha construccion. Para ello,
consideraremos el problema relativo a la velocidad, el cual fue desarrollado por el

método de Newton para determinar la recta tangente a la curva en punto.
2.2 Aspectos didacticos sobre la tasa de variacion

En esta seccion de nuestra investigacion, describiremos algunos aspectos didacticos
sobre la construccién de la tasa de variacion media e instantanea a partir del problema
relativo a la velocidad. Para ello, consideraremos el libro de texto de Apdstol (2001),
el cual contiene el problema de “determinar la velocidad del proyectil en cada instante

de su movimiento” (Apostol, 2001, p. 193).

Es importante sefalar que la eleccion de este libro se justifica bajo el hecho que el
problema de la velocidad se desarrolla desde los conceptos de variacion, tasa de
variacién media, asi como tasa de variacion instantanea, por lo tanto, resulta 6ptima

para nuestra investigacion.
A continuacion, el problema relativo a la velocidad.
Un problema relativo a la velocidad

Sea un proyectil lanzado verticalmente desde el suelo a una velocidad de 45 m/s.

Prescindiendo del rozamiento y suponiendo que solo actua la gravedad, consideremos
42



f(t) la altura en metros que alcanza el proyectil, t segundos después del lanzamiento.
Producto de la gravedad, el proyectil va retardandose hasta que su velocidad llega a
valer cero, por lo que en ese momento cae al suelo. Bajo estas condiciones,
consideramos que la altura f(t) del proyectil esta determinado aproximadamente por
la formula f(t) = 45t — 5t2.

Graficamos f(t) con el uso del GeoGebra (ver Figura 11)

Figura 11. Grafica de la funcion altura f(t)
De esta forma, el problema es determinar la velocidad del proyectil en cada instante

de su movimiento. (Apostol, 2001)

Para resolver este problema, Apdstol (2001) senala que es importante puntualizar lo
que se entiende por velocidad en cada instante. Para ello, introduce la nocién de
velocidad media durante un intervalo de tiempo, es decir, desde el instante ¢ hasta el

instante t + h.

De esta manera, define la velocidad media como el cociente:

Diferencia de distancias en el intervalo de tiempo f+h)—f1()

Vmedia =
media Intervalo de tiempo h

Luego, refiere que este cociente es llamado cociente incremental, el cual es un numero
que se puede calcular siempre que t y t + h pertenezcan al intervalo en juego, en este
caso [0;9]. Es claro que el numero del denominador tomara valores positivos o
negativos, pero no sera cero. Si quisiéramos determinar la velocidad media del

proyectil en el intervalo de tiempo [2; 5], esta sera de 10 m/s, ya que
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_fEHm =@ _f) —F2) _ (45(5) = 5(5)%) — (45(2) — 52)%) _

= 1
Vimedia h 3 3 0

Andlogamente, la velocidad media del proyectil en el intervalo de tiempo [2; 4] y [2; 3]
sera de 15 m/s y 20 m/s, respectivamente. En los tres casos, el valor del intervalo de

tiempo fue disminuyendo (h = {3,2,1}).

Esta iterativa sucesién de disminuir el valor del intervalo de tiempo es el procedimiento
para calcular el valor de la velocidad en un instante de tiempo. En otras palabras, se
fija t y se estudia lo que ocurre al cociente incremental cuando se dan valores a h

cada vez mas pequenos.

Por ejemplo, para determinar la velocidad del proyectil en el instante cuando t = 2, el
autor calcula el cociente incremental o velocidad media en intervalo de tiempo
[2;2 + h]. Asi,

fQ+h)—f(2)

Vmedia = h

_ (45(2 + h) = 5(2 + h)?) = (45(2) = 5(2)*)
- h

= 25—-15h

De esta forma, Apdstol (2001) considera valores de h cada vez mas pequefos
(positivos y negativos), con la finalidad de aproximarse hacia un punto, es decir, hacia

un instante de tiempo especifico.

A continuacién, mostraremos la iteracion sucesiva de h cuando es cada vez mas
pequefio (ver Tablas 2 y 3). Aclararnos que tales tablas no se encuentran enunciadas
en Apostol (2001); sin embargo, se realiza esta presentacion con el fin de dar una

mejor visualizacién al comportamiento de h.

Analicemos para valores positivos de h.

Tabla 2.
Velocidad media cuando h es positivo
Intervalo de h Férmula de la velocidad media velocidad
tiempo 25 —-5h media (m/s)
[2; 3] h=1 25—-5(1) 20 m/s
[2;2.5] h=0.5 25 —5(0.5) 22.5m/s
[2;2.1] h=0.1 25 —5(0.1) 24.5m/s
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[2;2.01] h =0.01 25 —5(0.01) 24.95 m/s
[2;2.001] h =0.001 25 —5(0.001) 24995 m/s
[2;2.0001] h =0.0001 25 —5(0.0001) 24.9995 m/s

Del mismo modo, para valores negativos de h.

Tabla 3.
Velocidad media cuando h es negativo
Intervalo de h Férmula de la velocidad media velocidad
tiempo 25— 5h media (m/s)
[1;2] h=-1 25 —5(1) 30 m/s
[1.5; 2] h =—-0.5 25 —5(-0.5) 27.5m/s
[1.9; 2] h=-0.1 25 —5(-0.1) 25.5m/s
[1.99; 2] h =-0.01 25 —5(—0.01) 25.05 m/s
[1.999; 2] h =-0.001 25 —5(—0.001) 25.005 m/s
[1.999; 2] h = —0.0001 25 — 5(—0.0001) 25.0005 m/s

Es claro que la velocidad media en el intervalo de tiempo [2; 2 + h] se acerca al valor
de 25m/s cuando h es cada vez mas pequeio, ya sea para valores positivos y
negativos. De esta forma, el autor describe este hecho sefialando que la velocidad
media tiende al limite 25 cuando h tiende a cero. De esta manera, llama a tal valor

encontrado como la velocidad instantanea en el instante t = 2.

A partir del ejemplo anterior, Apostol (2001) plantea encontrar la velocidad instantanea
para cualquier otro instante. Es asi como considera el intervalo de tiempo [t;t + h] y

halla el cociente incremental o velocidad media,

CfE+h) — £

Umedia = h
_ (45(t +h) = 5(t + h)*) — (45(t) — 5(t)%)
B h
=45 — 10t — 5h

Posteriormente, el autor sigue el procedimiento iterativo de disminuir h, es decir,
cuando h tiende a cero, donde la expresion anterior tiende al limite 45 — 10t. Este valor

define la velocidad instantanea en el instante t y es denotado por v(t),

v(t) = 45 — 10¢t.
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Es importante senalar que procedimiento para calcular v(t) a partir del cociente
incremental se denomina “determinar el limite cuando h tiende a cero” y se expresa
simbdlicamente como,

=f(t+h)—f(t)

v(t) A

Asi, a partir de tal resultado, el autor comenta que este problema sefala el camino

para introducir el concepto de la derivada (ver Anexo 1).

De esta manera, a partir de como ha evolucionado la variacién en el Calculo y como
ésta influencié hacia la construcciéon y conceptualizacion de la tasa de variacion media
e instantanea, nos permite entender como aspectos variacionales influenciaron, como
mediador, al desarrollo de distintos objetos matematicos, como por ejemplo, en la

construccion nocion de derivada desde el problema de la velocidad.

En ese sentido, procederemos a estructurar una situaciéon de aprendizaje que guie al

estudiante a construir la tasa de variacion media e instantanea.
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CAPITULO lil: PARTE EXPERIMENTAL

En este capitulo, presentaremos el contexto de la parte experimental de nuestra
investigacion, en la cual se describe a los sujetos de estudio y el lugar de la aplicacidn
de la situacion de aprendizaje. Del mismo modo, describiremos como fue disefiada e
implementada tal situacion de aprendizaje, asi como su analisis a las acciones

esperadas y obtenidas por parte de los estudiantes.

Es importante sefalar que la parte experimental es implementada en la ciudad de
Valparaiso-Chile, ya que la investigacion presentada se situa entre un convenio
especifico por la Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso (PUCV) y la Pontificia
Universidad Catolica del Peru (PUCP) y por ello son considerados estudiantes tal

ciudad.
3.1 Escenario y sujetos de investigacion

En nuestra investigacion, la parte experimental se llevo a cabo en dos sesiones de
clase los dias 30 de setiembre y 2 de octubre del 2019, en la que cada sesién el

profesor y el investigador estuvieron a cargo.

Para el estudio participaron cinco estudiantes (entre 15-17 afios) del cuarto y ultimo
ano de Educacién Secundaria, pertenecientes a una institucion educativa en la ciudad

de Valparaiso, Chile.

La institucion educativa mencionada corresponde a la modalidad de formacién
diferenciada Humanista-Cientifico. Segun la distribucidn de temas correspondiente a
la asignatura de Matematica, se distinguen temas como limites, derivadas e integrales,
asi como probabilidades y estadistica descriptiva inferencial, pensamiento

computacional y programacién y, por ultimo, Geometria 3D (MINEDUC, 2019).

Como se sefala en la seccion 1.2 del Capitulo 1, el programa curricular chileno
(MINEDUC, 2009) fue actualizado y en ella se incluyeron los temas mencionados; sin
embargo, la institucion educativa ya contaba con tales temas cuando fue aplicado la

parte experimental de esta investigacion.

El lugar donde se llevaron a cabo ambas sesiones de la parte experimental fue el
salon de clase (en horario de clase) de la institucion educativa, la cual contaba con
una pizarra acrilica y material de escritorio. El aula no estaba equipada con

computadoras, por lo que fue necesario proporcionar laptops a los estudiantes, las
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cuales contaban con el Software GeoGebra version 5.0.573.0 de libre distribucion.

Cabe sefialar que solo se contaba con cuatro laptops, por lo que se decidié agrupar a
los estudiantes en dos binomios y uno individual. Tal agrupacién fue establecida por

el profesor, ya que tenia conocimiento del trabajo individual de cada estudiante.

Con respecto a la recoleccion de informacion, se disefié una situacion de aprendizaje,
asi como applets del GeoGebra, los cuales fueron proporcionados a los estudiantes

para su resolucién y manipulacion, respectivamente.

Sobre el manejo del GeoGebra, no fue necesario una previa introduccion, puesto que
los estudiantes conocian el Software y ya habian trabajado con él; sin embargo, se
dispuso que los estudiantes puedan consultar al profesor y/o investigador sobre el

manejo de las herramientas correspondiente a este Software.

Por otro lado, para registrar la informacién sobre la produccion de los estudiantes, se
opto por grabar en audio y video ambas sesiones con una camara GoPro, la cual fue
proporcionado por el profesor de aula. Tal registro fue de gran utilidad para capturar

informacion no detallada en las fichas de trabajo.

En este punto, es importante sehalar que, para la presentaciéon de analisis de
resultados, se decidid elegir objeto de analisis la produccién de los binomios de
estudiantes. Para salvaguardar la identidad de los estudiantes elegidos, en adelante

llamaremos a cada binomio de Binomio 1 (B1) y Binomio 2 (B2).

De esta forma, bajo estas consideraciones para la parte experimental, a continuacion,

describiremos el disefio de la situacion de aprendizaje.
3.2 Diseio de la situacién de aprendizaje

Debido al objetivo de nuestra investigacion, la situacién de aprendizaje ha sido
disefiada principalmente con el propédsito de evidenciar las acciones de los estudiantes
cuando resuelven tareas con la tasa de variacion. Tal propésito sera estudiado a partir
de la activacion de las génesis semidtica, instrumental y discursiva, identificacion de
los planos verticales asociados a tales génesis, asi como de los paradigmas del
Analisis (Montoya-Delgadillo y Vivier, 2016) que se privilegian cuando resuelven tales

tareas.

En lineas generales, la situacion de aprendizaje a disefar se traduce en determinar la

velocidad instantanea de un objeto. Para ello, nos referenciamos en articular la
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construccion de la tasa de variacion media e instantanea y el estudio de la pendiente
de la recta secante y tangente a la curva. Particularmente, partimos con el estudio de
la variacion de la velocidad respecto al tiempo, para luego estudiar la variacién de la
pendiente de una recta secante a la curva cuando uno de los puntos de interseccion
se acerca al otro punto, es decir, cuando el punto Q se acerca al punto P y h es cada

vez mas pequefio (ver Figura 12)

|
|
|
]
I
l
x

x4+ h

Figura 12. Interpretacion geométrica de la situacion de aprendizaje
Fuente: Apostol (2001, p. 207)

La situacion de aprendizaje que presentamos, se basa a partir del problema de la
velocidad presentado en el capitulo 2 y en diferentes investigaciones (Silva, 2012;
Ruiz, Cérdoba y Rendon, 2014; Villa-Ochoa, Gonzéles-Gémez y Carmona-Mesa,
2017; Viseu, 2017), las cuales toman a la tasa de variacion como la variacion o cambio

de la velocidad en relacion al tiempo.

De esta manera, para el disefio, consideraremos el problema de hallar velocidad en

un punto, es decir, la velocidad instantanea.

Presentamos, a continuacioén, el problema asociado a nuestra situacién de aprendizaje

(ver Figura 13)

Figura 13. El problema presentado a los estudiantes
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Como ya habiamos mencionado en la seccion anterior, la parte experimental se llevé
a cabo en dos sesiones de clase, razéon por la cual que nuestra situacion de

aprendizaje también se dividié en dos, Parte 1 y Parte 2.

A partir del problema La carrera de sacos, elaboramos un conjunto de 18 tareas para
su desarrollo secuencial, divididas entre tales partes (ver Anexo 2 y 3), las cuales
direccionan al estudiante hacia la construccion de la tasa de variacion media e
instantdnea como velocidad media e instantanea, respectivamente, por medios de

tareas (ver Tabla 4).

Tabla 4.
Objetivos de la situacion de aprendizaje
NO
Parte Objetivo Duracion de
tareas
1 Desarrollar intuitivamente el transito entre Ila 60 min 8
variacion y la tasa de variacion media, visto como
velocidad media.
2 Desarrollar intuitivamente el transito entre la tasa de 80 min 10

variacion media y la tasa de variacion instantanea,
visto como velocidad instantanea.

Es importante senalar que, para el analisis de la produccion de los estudiantes,
algunas tareas se unificaron en pares, ya que ciertas tareas necesitan emparejarse

para alcanzar su propdsito.

De esta forma, con la finalidad de garantizar que las tareas propuestas en la situacion
de aprendizaje hayan sido bien disefiadas y, en consecuencia, pueden ser efectivas
en el salén de clase, se presenta el analisis (didactico) de la situacion de aprendizaje,
es decir, se realizaremos un analisis que describe las acciones que esperamos
obtener por parte de los estudiantes (analisis-esperado). Del mismo modo, se
presentaremos el analisis de las acciones obtenidas en la producciéon matematica de

los estudiantes (analisis-obtenido).
3.3 Analisis de la situacion de aprendizaje

El analisis que presentaremos a continuacion, lo consideramos de suma importancia,
ya que nos da un alcance de como los estudiantes podrian afrontar las tareas

propuestas. De esta manera, contemplaremos lo que puede suceder en la
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implementacion de la situacion de aprendizaje y prever posibles estrategias que

puedan escoger los estudiantes.

En ese sentido, presentaremos una descripcion mas detallada de las tareas de la parte
1y 2 de la situacion de aprendizaje. Para ello, primero realizaremos un analisis de las
acciones esperadas por el investigador, luego se mostraremos el analisis de lo
ocurrido durante la aplicacion de la situacion de aprendizaje, en este caso de la
produccion matematica de los binomios B1 y B2. Posteriormente, contrastaremos la
informacion obtenida bajo las consideraciones del referencial tedrico a usar, es decir,
con el ETM.

Analisis de la parte 1

Como se sefala en la Tabla 6, la parte 1 de la situacion de aprendizaje consta de ocho
tareas disehadas para un desarrollo secuencial. El propdsito para este disefio es
evidenciar las acciones de los estudiantes cuando resuelven tareas con la tasa de

variacion o velocidad media.

De esta forma, tal propdsito es estudiado a partir de la activacién de las génesis
semidtica, instrumental y discursiva, identificacion de los planos verticales asociados
a tales génesis, e identificacion de los paradigmas del Analisis que son privilegiados

al resolver cada tarea dada (ver Figura 14)

Parte 1 - Tarea 1

1. A partir de la tabla:

a. ;Cual es la variacion de la distancia cuando Jorge transcurre entre los segundos 7 y
10? Escriba detalladamente como hall6 tal variacion.

b. (Cudl es la variacion del tiempo cuando la distancia varia entre los 9,8 m. y 20 m.?
Escriba detalladamente como hallo tal variacion.

c. ¢;Qué expresion matematica (formula) relaciona las magnitudes utilizadas en la tabla
anterior? ;De qué forma influye la variacion de la distancia y la variacion del tiempo a
dicha formula? Explique detalladamente.

Figura 14. Parte 1 - Tarea 1

Analisis de las acciones esperadas (Parte 1 - Tarea 1)
La tarea 1 (items a), b) y c¢)) tiene por finalidad que los estudiantes determinen la
férmula de velocidad en un intervalo de tiempo, es decir, la velocidad media, a partir

del reconocimiento de la variacion entre las magnitudes distancia y tiempo. En

términos del marco tedrico de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), se espera que
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se activen las génesis semibtica, instrumental y discursiva y con ello los planos

verticales [Sem-Ins] y [Sem-Dis].

La génesis instrumental se activa cuando el artefacto tabla de valores sufre una
instrumentalizacion, ya que mediante ella el estudiante observa y produce escritos que
lo guian a establecer la variacion de las magnitudes distancia y tiempo. Por su parte,
la génesis semidtica se activa cuando los estudiantes visualizan y/o interpretan que la
variacion de una magnitud corresponde a la diferencia entre el valor final e inicial de

las magnitudes en juego y asi el plano vertical [Sem-Ins] es activado.

Se espera que los estudiantes realicen las operaciones a partir de los valores de la
tabla,

Ad =20m —9,8m = 10,2 m.
At = 10s — 7s = 3 s.

Por otro lado, la génesis discursiva se activa cuando el estudiante relaciona vy justifica
que la férmula de velocidad media proviene a través de conceptos de la Cinematica o
del Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU). Con ello, el plano vertical [Sem-Dis] es

activado.

Se espera que los estudiantes realicen operaciones relacionando las variaciones de

las magnitudes y determinen la formula de la velocidad media,

_ dfinal - dinicial _ Ad

Umedia =

tfinal — Linicial At
A partir de las acciones antes descritas, se considera que al utilizar procesos
algoritmicos y signos correspondientes a la nocion de variacibn se estaria

privilegiando los paradigmas Anadlisis Calculatorio (AC) y  Andlisis

Geométrico/Aritmético (AG), respectivamente.

Analisis de las acciones obtenidas (Parte 1 - Tarea 1)

A continuacion, presentamos el analisis correspondiente al:
Binomio B1

Con respecto a las tareas a) y b), se observa que B1 utiliza la tabla de valores para
determinar la variacion de las magnitudes distancia y tiempo. Para ello, B1 observa la

tabla y produce operaciones algebraicas (resta) a los valores de las magnitudes. Asi,
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obtienen los resultados 10,2 y 3, correspondiente a las variaciones de distancia y

tiempo, respectivamente.

Luego, B1 sefala que “para calcular la variacion de distancia, debemos restarle al
mayor dato el menor” analogo para la variacion del tiempo. Ademas, denota a las
cantidades pedidas como “variacién(d)” y “variacion(t)”, lo que les permite llegar a la

solucion de la tarea.
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Figura 15. Produccion de B1, Parte 1 - Tarea 1a, 1b
Para la tarea c), B1 establece la formula que involucra las magnitudes distancia y
tiempo la cual corresponde a la velocidad. Si bien este resultado relaciona
correctamente las magnitudes, no es la respuesta que esperabamos. En su
producciéon escrita, explican que tal resultado se relaciona directa e inversamente

proporcional a la distancia y tiempo, respectivamente.
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Figura 16. Produccién de B1, Parte 1 - Tarea 1c

De esta forma, las producciones realizadas por B1 para la tarea a) y b) evidencian la
manipulacién del artefacto tabla de valores, lo cual les permite realizar observaciones
y producir escritos en el registro algebraico que conducen a establecer la variacién de

las magnitudes distancia y tiempo.

Esta manipulacion hecha por B1, los lleva a descifrar que la variacién de una magnitud
corresponde a la diferencia entre su valor final e inicial. Ademas, cuando B1 denota
las variaciones obtenidas, interpretamos que los signos usados son implicitamente las
expresiones Ad y At (ver Figura 15) y es asi que estas acciones evidencian la

activacion de la génesis semidtica e instrumental y con ello el plano vertical [Sem-Ins].
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Por su parte, en la produccién para la tarea c), se evidencia un razonamiento empirico
sobre la obtencion de la formula de velocidad; sin embargo, no se aprecia ninguna
justificacion tedrica basada en conceptos del Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU),

pero si una descripcidn a sus acciones basada en magnitudes proporcionales.

El hecho de que no se valide a partir del referencial tedrico, en este caso MRU, se
debe posiblemente a que B1 no considera as variaciones de las magnitudes. Estas

acciones evidencian que la génesis discursiva no es activada.

Por otro lado, a partir de los procedimientos algoritmicos realizados en la tarea a) y b)

por B1, se afirma que se privilegié el paradigma Analisis Calculatorio (AC)
Binomio B2

En relacion a las tareas a) y b), se observa que B2 utiliza la tabla de valores para
determinar la variacion de las magnitudes distancia y tiempo, respectivamente. Para
ello, B1 observa la tabla y produce operaciones algebraicas (resta) a los valores de
las magnitudes. Asi, obtiene los resultados 10,2 y 3, correspondiente a las variaciones
de distancia y tiempo, respectivamente. Luego, segun la produccién escrita:
“entendemos por variacion como la diferencia entre el cambio de datos. (Ad — df —
d;)’, analogo para la variacién del tiempo (ver Figura 17). Ademas, para denotar a

tales variaciones halladas, B2 utiliza Ad y At, lo que le permite llegar a la solucion de
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Figura 17. Produccién de B2, Parte 1 - Tarea 1a

la tarea.

En relacion a la tarea c), B2 establece que la férmula que relaciona las magnitudes

distancia y tiempo correspondiente a la velocidad y la denota como v = %. A diferencia

de B1, B2 denota a la variacion de la distancia y tiempo como v = %. También senala

que: “el objeto en movimiento disminuye o aumenta de rapidez en cada tramo de

trayecto”, lo cual es una descripcion empirica de la velocidad media; sin embargo, se
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observa que existe una confusion entre rapidez y velocidad, siendo estas una

magnitud escalar y vectorial, respectivamente.

py@ Lo e ,okma [(_\glk
Do L}W

S Yo
Lo o

- &OL%VMLU—L Gk Jn}ucbcvcvw la wjuofwfcf 2 il/ i}%‘{:*

B

N )

C{Mﬂ Ay u:LrJ

Jvnw'\ © O A,cd@

PPN
A

% g P (V) A«B 2

) K
AN
£ d\f&n'(_‘.v, :L; —

A
v

X

{S\QJDOJ\(\ W@&wmw@ QAAMM\/“' @

- Ccé@\ '\TMW\@ O&.& ‘JJT.O_/\_} (e z—_;

)

e ¥

WM

T SN N
M‘@,‘J—W

. 3wm&cf\m e

02

’.‘/‘- L/:_/
N

Figura 18. Producciéon de B2, Parte 1 - Tarea 1c

La produccion realizada por B2 para la tarea a) y b) evidencian la manipulacion del
artefacto tabla de valores, lo cual les permite realizar exploraciones y producir escritos,
este ultimo en el registro algebraico, para establecer la variacion de las magnitudes
distancia y tiempo. Ademas, tal exploracion los lleva a descifrar que la variacion de

una magnitud corresponde a la diferencia entre su valor final e inicial.

Un punto a considerar para esta producciéon fue el uso de la expresion “cambio de
datos”, asi como los signos: “Ad” y “At”, los cuales representan explicitamente la
nocién de variacion. Por tanto, estas acciones evidencian la activacién de la génesis

semiodtica e instrumental y con ello el plano vertical [Sem-Ins].

Con respecto a la tarea c), B2 evidencia un razonamiento perceptivo sobre la
obtencion de la formula de velocidad media a partir de la variacion de las magnitudes
distancia y tiempo. Ademas, es importante subrayar que, si bien no se aprecia una
d;y

At - t; — t; para las tareas a) y b), nos permite afirmar que se usaron conceptos de

validacion estructurada tedrica, la identificacion y uso de las formulas Ad — df —

MRU. Asi, la génesis discursiva es activada y con ello el plano vertical [Sem-Dis].

Por otro lado, a partir de los procedimientos algoritmicos realizados en la tarea a) y b)
y la representacion de signos referentes a la nocion de variacion, se evidencia que se

privilegiaron los paradigmas Andlisis Calculatorio (AC) 'y  Andlisis

Geométrico/Aritmético (AG).
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Parte 1 - Tarea 2

2. Sabiendo que la distancia depende del tiempo, calcule €l valor de la formula hallada en el
item “1.c.” cuando el tiempo transcurre entre los segundos 7 y 10. Con sus palabras escriba
detalladamente la interpretacion matematica de dicho valor encontrado.

Figura 19. Parte 1 - Tarea 2

Analisis de las acciones esperadas (Parte 1 - Tarea 2)

La tarea 2 tiene por finalidad que los estudiantes calculen e interpreten la velocidad
media. En términos del marco tedrico de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), se
espera que se activen las génesis semiottica e instrumental y el plano vertical [Sem-

Ins].

La génesis semidtica se activa cuando los estudiantes visualizan la férmula de
velocidad media (obtenida en la tarea 1c) como una razén o cociente entre la variacion
de la distancia y la variacion del tiempo. A partir de este proceso de visualizacion,

consideramos tal férmula como artefacto simbdlico.

De esta manera, la génesis instrumental se activa cuando los artefactos fabla de
valores y formula de velocidad media sufren una instrumentalizacion que guia al
estudiante a observar y explorar procedimientos hacia la respuesta de la tarea. Con

ello, el plano vertical [Sem-Ins] es activado.

Se espera que los estudiantes realicen las operaciones a partir de la férmula de

velocidad media,

o = Ad _ dfinat — diniciar _ 20m —9,8m _ 10,2m _ 3,4m/s
media At tfinal — tinicial 10s —7s 3s ’

Se considera que al utilizar procesos algoritmicos correspondientes a nociones de
variacion, se estaria privilegiando el paradigma del Analisis Calculatorio (AC). De esta

manera, se espera que los estudiantes empleen este paradigma.
Analisis de las acciones obtenidas (Parte 1 — Tarea 2)

A continuacion, se presenta el analisis correspondiente al:
Binomio B1

Se observa que B1 realiza operaciones algoritmicas (resta y divisién) para determinar
la variacion de la velocidad en el intervalo de tiempo pedido. Para ello, B1 utiliza la
formula obtenida en la tarea 1c. Asi, obtiene como resultado 3,4 correspondiente a la
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variacion de la velocidad, la cual denota de V. Luego, bajo esa denotacion, describe

detalladamente coémo se obtuvo tal valor.
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Figura 20. Produccién de B1, Parte 1 - Tarea 2

Framente

De esta forma, la produccidon realizada por B1 evidencia la visualizacion y
manipulacion del artefacto formula de variacion de velocidad (o velocidad media). A
partir de ello, el artefacto sufre una instrumentalizaciéon por parte de B1, lo cual le
permite al binomio realizar observaciones y producir escritos en el registro algebraico
qgue conducen a establecer la variacion de la velocidad. Asi, estas acciones evidencian
la activacion de la génesis semio6tica e instrumental y con ello el plano vertical [Sem-
Dis].

Binomio B2

Se observa que B2 realiza el mismo procedimiento de solucién que B1, es decir, utiliza
la formula obtenida en la tarea 1c y luego realizan operaciones algoritmicas (resta y
division) para determinar la variacion de la velocidad en el intervalo de tiempo pedido.

De este modo, obtienen de resultado VV = 3,4 correspondiente a la variacion de la

velocidad. En ese sentido, si bien en la tarea 1c B2 indica a la variacion y velocidad
, . - . . d P
en términos de Ad y At, en esta tarea utiliza la denotacién V = | Para detallar como

obtuvieron su respuesta. Adicional a ello, la confusién entre rapidez y velocidad aun

esta presente.

d
'_{',m J@AO\T& & 0%,
g J-m’l? )\:ﬁ 10,2 J@\ A&j@w@xﬂ

Figura 21. Produccién de B2, Parte 1 - Tarea 2
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Como lo mencionamos antes, el proceso de solucion de B2 es similar al de B1, ya que
la produccion realizada por B2 evidencia una visualizacion y manipulacion del
artefacto féormula de variacion de velocidad (o velocidad media) para que
posteriormente esta sufra una instrumentalizacién y asi realizar observaciones y
producir escritos en el registro algebraico que lo dirijan a establecer la variacion de la
velocidad. De esta forma, se evidencia la activacion de la génesis semidtica e

instrumental y con ello el plano vertical [Sem-Ins].

Por otro lado, en las producciones de B1 y B2 se evidencia el uso de procesos
algoritmicos con las variacionales de las magnitudes para la tarea 2. En consecuencia,

podemos decir que se privilegio el paradigma Analisis Calculatorio (AC).

Parte 1 -Tarea3y 4

3. Calcule la velocidad en el intervalo (velocidad media “v™) el los intervalos de tiempo
[5;7] y[7;10].

4. A partir de los resultados a las preguntas anteriores, diga con sus propias palabras ;Como
podemos calcular la velocidad media?

Figura 22. Parte 1 - Tarea3y 4
Analisis de las acciones esperadas (Parte 1 - Tarea 3 y 4)

Las tareas 3 y 4 tienen por finalidad que los estudiantes calculen y describan el
procedimiento de calculo de la velocidad media en un intervalo de tiempo especifico.
En términos del marco tedrico de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), se espera
que se activen las génesis semidtica, instrumental y discursiva y con ello los planos

verticales [Sem-Ins] y [Ins-Dis].

La génesis semidtica se activa cuando los estudiantes reconocen el artefacto formula
de velocidad media, para posteriormente realizar su tratamiento en el registro
algebraico. Ademas, consideramos que, a partir de la manipulacion de tal férmula, se
da el proceso de instrumentalizacion, lo cual permite activar la dinamica en la génesis

instrumental. Con ello, el plano vertical [Sem-Ins] es activado.

De esta manera, se espera que los estudiantes realicen las siguientes operaciones

calculando la velocidad media en los intervalos de tiempo [5; 7] y [7;10]:

_Ad dfinat — dinicial ~98m—-5m 4,8m
At trina — tinicial 7s — 5s 2s

Vmedia 19; 7] =2,4m/s
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Ad . dfinal — dinicial _ 20m —9,8m _ 10,2m
At tfinal - tinicial 10s — 7s 3s

Vimedia | 7; 10] = =3,4m/s

Por su parte, la génesis discursiva se manifiesta cuando los estudiantes basan sus
argumentaciones a través de conceptos de la Cinematica o del Movimiento Rectilineo
Uniforme (MRU). Esta génesis es mediada por los procesos de exploracion y
experimentacion a la formula de velocidad media en la tarea 3, lo cual determina la

activacion del plano [Ins-Dis].

De esta manera, se espera que los estudiantes declaren que, para determinar la
velocidad media, se necesita la razon entre una porcién de la distancia (ubicacion
inicial y final) y un intervalo de tiempo (tiempo inicial y final), esta ultima asociada a

dicha distancia.

Asi, se considera que, al utilizar procesos algoritmicos correspondientes a nociones
de variacion, se estaria privilegiando el paradigma del Analisis Calculatorio (AC). De

tal modo, se espera que los estudiantes empleen tal paradigma.
Analisis de las acciones obtenidas (Parte 1 - Tarea 3 y 4)

A continuacion, se presenta el analisis correspondiente al:
Binomio B1

Con respecto a la tarea 3, se observa que, para calcular las velocidades medias en
cada caso, B1 utiliza la formula de velocidad media. Para ello, primero observa la tabla
de valores de la tarea 1 y luego produce operaciones algebraicas (resta y division) a
partir de la formula. De este modo, B1 llega a que las velocidades medias en los
intervalos de tiempo [5;7] y [7;10] son 2,4 m/s y 3,4 m/s, respectivamente. Esta

tarea la resolvieron sin ninguna dificultad.

En la tarea siguiente, se observa que B1 la relacionan con el resultado de la tarea 2,
al considerar un proceso de desarrollo similar. De acuerdo con la grabacion de audio
y video, que los miembros de B1 mantuvieron una discusion sobre como determinar
la velocidad media, lo cual les hizo reflexionar sobre tal velocidad en un intervalo de
tiempo. Asi, segun B1, “para calcular la velocidad media debemos calcular la velocidad
en un intervalo de tiempo” (ver Figura 23). Este resultado describe correctamente lo

analizado previamente.
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Figura 23. Produccién de B1, Parte 1 - Tarea 4
La produccion realizada por B1 en la tarea 3 evidencia el reconocimiento y
manipulacion del artefacto formula de velocidad media. Esta accion de construccion
interna hecha por B1 conlleva a una instrumentalizacion del artefacto, la cual les
permitid realizar observaciones y producir escritos en el registro algebraico para
calcular el valor de las velocidades medias en cada caso. Estas acciones evidencian
la activacion de la génesis semiodtica e instrumental y con ello el plano vertical [Sem-

Ins].

Por su parte, la produccion de B1, en la tarea 4, evidencian un razonamiento que
explica cémo obtener la féormula de velocidad media a partir de la tarea 2. Si bien esta
validacion empirica no se justifica especificamente en referenciales tedricos, como el
MRU, la relacién que se establecen entre la tarea 2 y 4 para llegar a la respuesta, nos
permite determinar que se construye una definicion a partir de un razonamiento
inductivo. De esta forma, la génesis discursiva es activada y con ello el plano vertical
[Ins-Dis].

Binomio B2

Se observa que B2 realiza similares procedimientos que B1 para resolver la tarea 3.
Primero considera las cantidades de la tabla de valores. Luego, utiliza la formula de

velocidad media, para posteriormente producir operaciones algebraicas (resta y

division) a partir de ella.

De esta forma, B2 calcula que las velocidades medias en los intervalos de tiempo

[5;7] y[7;10] son 2,4 m/sy 3,4 m/s, respectivamente; sin embargo, notamos que B1

indica a la distancia recorrida como “x” y establece que, A—’: * % (ver Figura 24). Asi,

esta tarea la resolvieron sin alguna dificultad, al igual que B1.
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Figura 24. Produccién de B2, Parte 1 - Tarea 3

. . . . A . .
En la tarea 4, B2 indica a la velocidad media como A—’;, a diferencia de B1.
Particularmente, B2 senala: “la velocidad media sera la variacion de velocidad de un
. . Ax,, . . ., .y « . »
intervalo a otro, es decir, A—’z . Posterior a esta afirmacion, usa la expresion “partido

para describir el cociente entre la variacion de distancia y tiempo (ver Figura 25)

e e il Lo e o 2 J@CG
it @fm)\”ﬁwa o o e .

W s PG o 8 ora A3 kI —

Figura 25. Produccién de B2, Parte 1 - Tarea 4
La produccion realizada por B2 en la tarea 3, evidencia el reconocimiento y
manipulacion del artefacto formula de velocidad media. Esta accion de construccion
interna conlleva a una instrumentalizacion del artefacto, la cual le permite a B2 realizar
exploraciones y producir escritos en el registro algebraico, para luego calcular el valor

de las velocidades medias pedidas, tal y como ocurrié con B1.

. o Ax x . .
Ademas, el hecho de que B2 escribiera o * phos lleva a considerar que las acciones

para resolver la tarea 2 condujeron a este binomio a establecer una relacién de
inigualdad entre la velocidad y velocidad media, la cual no estaba dentro de nuestro
analisis de las acciones esperadas. De este modo, estas acciones evidencian la

activacion de la génesis semiética e instrumental y con ello el plano vertical [Sem-Ins].

“Ax”

Por otra parte, a partir de los signos o “partido” usados en tarea 4, existe un

razonamiento inductivo que conlleva a una empirica definicion de la velocidad media;
sin embargo, esta no esta basada en algun referencial tedrico especifico, en este caso
el Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU). De esta manera, luego de la
experimentacion dada en la tarea 3 y la descripcion realizada en el registro de lengua
natural en la tarea 4, permite evidenciar que la génesis discursiva fue activada y con

ello el plano vertical [Ins-Dis].

61



De las producciones de B1 y B2, consideramos que se privilegio el paradigma Analisis
Calculatorio (AC), ya que en las tareas 3 y 4, ambos binomios realizaron procesos

algoritmicos correspondientes a la variacion, particularmente a la velocidad media.

Parte 1 - Tarea5y 6

5. Admita que la expresion que define la tabla de valores es dada pord(t) = %tz. Con la
ayuda del GeoGebra sigue las siguientes instrucciones.
a. Represente graficamente la funcion d(t) = %tz.
b. Ubique el punto P de abscisa 7 en la grafica, es decir P = (7,d(7)). Analogamente,
ubique los puntos A de abscisa 5 y B de abscisa 10 en la grafica
c. Con la herramienta recta , trace la recta AP y BP.
d. Con la herramienta pendiente . determine la pendiente a la recta AP y BP.

6. ;Cual es nombre geométrico de las rectas trazadas en el item “5.c.”? (esta pregunta esta
contenida en 5.c)

Figura 26. Parte 1 - Tarea5y 6

Analisis de las acciones esperadas (Parte 1 - Tarea 5y 6)

Las tareas 5y 6 tienen por finalidad que los estudiantes identifiquen vy justifiquen las
rectas secantes a partir de la construccion de graficas (curvas y rectas) en el Applet
de GeoGebra Parte1_GrupoN.ggb. En términos del marco tedrico de Espacio de
Trabajo Matematico, se espera que se activen las génesis semidtica, instrumental y

discursiva y los planos verticales [Sem-Ins] y [Sem-Dis].

En la tarea 5, se espera que los estudiantes sigan la secuencia de pasos y con ello

utilicen las herramientas recta y pendiente del GeoGebra para construir y visualizar la
i 1 . . ‘o,
grafica y sus componentes de la curva d(t) = Etz, es decir, establecer la articulacion

entre los procesos de construccion y visualizacion. Este ultimo proceso conduce a los
estudiantes a explorar y descifrar las caracteristicas de las rectas que interceptan (en
dos puntos) a la grafica de dicha curva, con lo cual la génesis instrumental y semiética

son activadas y con ello el plano vertical [Sem-Ins].

Por otro lado, para la tarea 6, consideramos que el proceso de razonamiento
perceptivo permite que los estudiantes activen la génesis discursiva. Esto sera
evidenciado cuando, a partir de definiciones y propiedades de la Geometria
euclidiana, los estudiantes conjeturen, enuncien y/o validen que las rectas que
interceptan en dos puntos a la curva son rectas secantes a la grafica de la curva d(t)

en los puntos pedidos. Asi, el plano vertical [Sem-Dis] es activado.
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Se considera que, al utilizar la grafica de la curva para realizar interpretaciones a las
caracteristicas de la recta secante, se estaria privilegiando el paradigma Analisis

Geomeétrico/Aritmético (AG).

Analisis de las acciones obtenidas (Parte 1 - Tarea 5 y 6)
A continuacion, se presenta el analisis correspondiente al:
Binomio B1

En la tarea 5, se observa que los componentes de B1 abren el archivo
Parte1_GrupoN.ggb y siguen la secuencia de pasos dados, es decir, consiguen

construir la grafica de la curva d(t) con sus respectivas rectas y sus pendientes.

Para ello, utilizaron las herramientas del GeoGebra, recta y pendiente. Es importante
sefalar que B1 experimentaron dificultades en la manipulacion del GeoGebra, por lo

que el investigador tuvo que auxiliar al binomio.

Figura 27. Produccién en el GeoGebra de B1, Parte 1 - Tarea 5

Luego de graficar la curva en el GeoGebra, B1 también presenté dificultades para
identificar (reconocer) las rectas APy BP. Segun la grabacion de audio y video,
inicialmente respondieron que estas correspondian a rectas tangentes, lineales o
afines; sin embargo, luego de una interaccion verbal con el investigador y una
observacion a la grafica, especificamente a los puntos de interseccion, B1 consigue
determinar que tales rectas corresponden a las rectas secantes a la curva d(t), ya

que identifica que existen dos puntos que interceptan a dicha curva.
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La produccion realizada por B1 evidencia la articulacion entre los procesos de
construccion y visualizacion, ya que la grafica de la curva d(t) en el GeoGebra auxilia
y permite la exploracion hacia la identificacion de las rectas secantes AP y BP a dicha
curva. Es asi que la génesis semidtica e instrumental son activados y con ello el plano

vertical [Sem-Ins].

Ademas, afirmamos que el proceso de visualizacion desarrolla un razonamiento
perceptivo por parte de B1, el cual permite justificar su respuesta a partir de la

propiedad de la recta secante.

El siguiente dialogo entre el investigador y un integrante de B1, el cual fue extraido de

la grabacion de audio y video, es evidencia de esta afirmacion:

- Investigador: ;Qué tipo de rectas conocen? Miren los puntos
- Integrante de B1: Tangente

- Investigador: ¢ La recta tangente pasa por dos puntos?

- Integrante de B1: No

- Investigador: ;entonces?

- Integrante de B1: La tangente es la que pasa por un punto

- Investigador: ;Qué méas? ¢;la que pasa por dos puntos?
El estudiante observa la grafica en el GeoGebra
- Integrante de B1: jSecante!
De esta forma, la génesis discursiva es activada y con ello el plano [Sem-Dis].

Por otro lado, luego de escuchar la produccion oral de B1, consideramos que se
privilegié el paradigma del Analisis Geométrico/Aritmético (AG), ya que de la grafica
construida en el GeoGebra surgieron interpretaciones, aunque algunas incorrectas,

que dieron lugar a la respuesta que se esperaba.
Binomio B2

En la tarea 5, se observa que los componentes de B2 realizan similares
procedimientos que B1, es decir, abre el archivo Parte1_GrupoN.ggb y siguen la
secuencia de pasos donde consiguen graficar la curva d(t) con sus respectivas rectas
y pendientes, todo esto a partir de las herramientas recta y pendiente del GeoGebra.
Es importante sefalar que B2 también presentaron dificultades en la manipulacion del

GeoGebra; sin embargo, fueron auxiliados por el profesor.
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Figura 28. Produccién en el GeoGebra de B2, Parte 1 - Tarea 5

Posterior a graficar la curva y sus componentes en el GeoGebra, B2 realiza |la tarea 6

en donde se observaron dificultades para identificar las rectas APy BP.

De acuerdo a la grabacién de audio y video, respondieron que, debido a su forma,
tales rectas eran lineales, afin y continuas. A pesar de la seguridad de las respuestas,

se notd una duda por parte del B2.

En la grabacion, se escucha una discusion entre los integrantes, en la cual justifican
su respuesta porque eran conceptos que pertenecian a la materia que ya habian
estudiado. A pesar de ello y sin una justificacién clara, decidieron continuar a la tarea
7.

De esta forma, a partir de la produccion realizada por B2, se evidencia la articulacion
entre los procesos de construccion y visualizacion a la grafica de la curva d(t) en el
GeoGebra, ya que se evidencia la exploracion hacia la identificacion de las rectas
secantes a dicha curva. Es asi que la génesis instrumental y semidtica son activadas

y con ello el plano vertical [Sem-Ins].

Por otro lado, si bien el proceso de visualizacion le permite al binomio desarrollar un
razonamiento perceptivo, donde conjetura caracteristicas de las rectas APy BP, no
consigue el resultado que se espera, a pesar que sus respuestas, las cuales no

estaban en nuestro analisis de las acciones esperadas, fueron parcialmente correctas.

De acuerdo con nuestro analisis de las acciones esperadas, el proceso de
visualizacion conlleva a un reconocimiento perceptivo de la curva y sus componentes.

Asi se evidencia que B2 realiza un leve acercamiento a un razonamiento perceptivo,
65



puesto que solo describe y no justifica lo que ve del grafico de GeoGebra.
Especificamente, de acuerdo con la grabacioén de audio y video, el binomio expresa:
“es una recta lineal”, “la recta afin pasa por el origen” y “jes continua!”. Esto evidencia

que la génesis discursiva no fue activada.

Por otro lado, a partir de la grafica en el GeoGebra, se evidencia que surgieron
suposiciones nacidas en la Geometria, como la idea de recta afin o lineal. De este
modo, consideramos que se privilegio el paradigma del Analisis Geométrico/Aritmético
(AG).

Parte 1 - Tarea 7

7. ;Qué relacion existe entre: los valores hallados en 3., las medidas de las pendientes
halladas en “5.d.”? Explique detalladamente.

Figura 29. Parte 1 - Tarea 7

Analisis de las acciones esperadas (Parte 1 - Tarea 7)

Esta tarea tiene por finalidad que los estudiantes interpreten y determinen a la
velocidad media como la pendiente de la recta secante a la grafica de la curva. En
términos del marco tedrico de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), se espera que

se activen las génesis semiottica e instrumental y el plano vertical [Sem-Ins].

Es importante subrayar que el desarrollo secuencial de las tareas 1, 2 y 3 permiten la
construccion e instrumentalizacion de la féormula de velocidad media como la razén
entre la variacion de la distancia y la variacién del tiempo. En ese sentido, la relacion
de igualdad que se establece con el uso del GeoGebra en la tarea 5 ofrece otra
representacion a la velocidad media, es decir, como pendiente de la recta secante a

la curva.

De esta manera, la génesis semidtica se activa cuando el proceso de visualizacidn es
orientado por la percepcion del estudiante. Tal percepcion nace a partir de
observaciones y exploraciones, tanto al resultado de los calculos hechos en la tarea 3

como a las pendientes de las rectas secantes graficadas en la tarea 5.

Consecuencia de ello, el proceso de visualizacion posibilita el transito intencionado
entre las representaciones algebraica y figural para representar la velocidad media.

Asi que esperamos que este transito entre las representaciones mencionadas permita
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al estudiante interpretar y conceptualizar la representacion de la velocidad media

como pendiente de una recta secante.

Se espera que los estudiantes afirmen que la velocidad media es determinada por la

pendiente de la recta secante a la curva. Asi, se activa el plano vertical [Sem-Ins].

Figura 30. Pendiente de la recta secante a la gréafica de la curva

Se considera que, al utilizar la grafica de la curva para realizar interpretaciones
nacidas en la Geometria, se estaria privilegiando el paradigma del Analisis

Geométrico/Aritmético (AG).

Analisis de las acciones obtenidas (Parte 1 - Tarea 7)
A continuacion, se presenta el analisis correspondiente al:
Binomio B1

Se observa que B1 considera las velocidades medias 4 m/s y 3,4 m/s en los intervalos
de tiempo [5; 7] y [7; 10] respectivamente de la tarea 3. Luego, realiza observaciones
al valor de las pendientes de las rectas APy BP. Producto de ello, determina que
ambas cantidades son las mismas. Particularmente, el equipo sefala: “las pendientes
halladas en 5d son iguales a las velocidades medias de los intervalos de tiempo

propuestos en el gjercicio 3”.

Figura 31. Produccién de B1, Parte 1 - Tarea 7

De esta forma, la produccion realizada por B1 evidencia que la observaciéon y

reconocimiento icénico de los objetos velocidad media (como razén de magnitudes) y
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pendiente de la recta secante guian el proceso de visualizacion, lo cual origina que el

binomio percibiera la igualdad de cantidades en ambas tareas.

Si bien la visualizacion y el reconocimiento perceptivo les permite al binomio
establecer la relacion de igualdad, la cual se evidencia en su produccion escrita, esta
corresponde a la representacion de la pendiente como velocidad, la cual no estaba en
nuestro analisis de las acciones esperadas; sin embargo, de acuerdo a la grabacion
de audio y video, B2 sefiala que: “la pendiente indica la velocidad media en un
intervalo” y “Esta representado por eso (refiriéndose a la pendiente)’. En
consecuencia, se evidencia un razonamiento perceptivo, aunque este no permita al
binomio establecer la representacion de la velocidad media como pendiente de la

recta secante.

Por lo anterior, la génesis semidtica e instrumental se activaron y con ello el plano

vertical [Sem-Ins].
Binomio B2

Se observa que B2 considera los resultados de los calculos hechos en tarea 3, es
decir, las velocidades medias 4 m/s y 3,4 m/s en los intervalos de tiempo [5;7] vy
[7;10] respectivamente. Luego, realiza observaciones a la grafica de la curva en el

GeoGebra, en concreto al valor de las pendientes de las rectas APy BP, 4y 3,4.

En consecuencia, B2 determina que ambas cantidades son iguales, ya que sefala
que “la velocidad media en un tramo (intervalo de tiempo) equivale a la pendiente de
recta’ (ver Figura 32). Ademas, segun la grabacion de audio y video, uno de los
integrantes del binomio comenta: “imira las pendientes! jesto es magia!l’, haciendo

referencia que ambas cantidades coincidian.
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Figura 32. Produccién de B2, Parte 1 - Tarea 7
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La produccion realizada por B2 evidencia que el proceso de visualizacion fue guiado
a partir de exploraciones y observaciones a los resultados de la tarea 3 y 5, lo cual

origina que se percibiera la igualdad de cantidades en ambas tareas.

De esta forma, se evidencia un razonamiento perceptivo que establece la
representacion de la velocidad media como pendiente de la recta secante. Es asi que

la génesis semidtica e instrumental es activada y con ello el plano vertical [Sem-Ins].

Por otro lado, consideramos que se privilegié, tanto B1 como B2, el paradigma del
Analisis Geométrico/Aritmético (AG), ya que a partir del proceso de visualizacion se
realizaron interpretaciones sobre la representacion de la velocidad media como

pendiente de la recta secante y como una razén entre variaciones.

Parte 1 - Tarea 8

8. Con la informacion obtenida, ;se podria calcular la velocidad en un instante especifico,
digamos cuando se tiene t = 7 segundos? Justifique su respuesta.

Figura 33. Parte 1 - Tarea 8

Analisis de las acciones esperadas (Parte 1 - Tarea 8)

Esta tarea tiene por finalidad que los estudiantes conjeturen la posibilidad de obtener
la velocidad instantanea. En términos del marco tedrico de Espacio de Trabajo
Matematico (ETM), se espera que se activen las génesis semidtica, instrumental y

discursiva y con ello los planos verticales [Sem-Dis] y [Ins-Dis]

Particularmente, se espera que los estudiantes conjeturen sobre la posibilidad de
calcular la velocidad en un instante determinado a partir de procesos semidticos y/o
exploraciones mediados por un artefacto. De esta forma, consideramos que la génesis

discursiva es activada a través de dos procesos: la visualizacion y construccion.

El proceso de visualizacion se da mediante la interpretacion de la representacion
grafica de la curva y sus componentes asociadas (punto, rectas secantes, pendientes)
(ver Figura 30), con lo cual activan la génesis semidtica. Este hecho, es guiado por el
razonamiento perceptivo del estudiante, con lo cual el plano vertical [Sem-Dis] es

activado.

Por otro lado, el proceso de construccion se da mediante la instrumentalizacion a la

férmula de velocidad media, con lo cual activan la génesis instrumental. Este hecho
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es guiado por el razonamiento inductivo del estudiante, con lo cual el plano vertical

[Ins-Dis] es activado.

Ambos procesos, junto a sus respectivos razonamientos, conducen a los estudiantes
a conjeturar sobre la velocidad en un instante especifico desde que argumenten

nociones de limite y/o aproximaciones.

Ademas, se considera que, al utilizar la férmula de velocidad media y la grafica de la
curva para realizar interpretaciones y/o exploraciones que implican nociones de
aproximacién de variables, se estaria privilegiando los paradigmas del Analisis
Geométrico/Aritmético (AG) y Analisis Real (AR).

Analisis de las acciones obtenidas (Parte 1 - Tarea 8)
A continuacion, se presenta el analisis correspondiente al:
Binomio B1

Para esta tarea, observamos que B1 no realiza producciones escritas; sin embargo,
segun la grabacion de audio y video, se da una discusion entre los integrantes del

binomio sobre cémo determinar la velocidad en un instante especifico.

Inicialmente, B1 senala que “un instante especifico es lo contrario a la velocidad en
un intervalo”, aunque, minutos mas tarde, afiaden que esta podria ser hallada de igual
forma con la férmula de velocidad media, lo cual no concuerda con lo sefalado

anteriormente.

En ese sentido, el investigador intervino para auxiliar al binomio. Después de ello, B1
asume que la velocidad en un instante especifico se refiere a la velocidad en un punto

especifico.

Es importante resaltar que, segun la grabacion de audio y video, se escucha la
expresion “con limites”, la cual proviene de una respuesta al investigador sobre cémo
hallar la velocidad en un punto especifico; sin embargo, no existe una justificacion

para ello, con lo que no se obtuvieron respuestas concretas para esta tarea.

Como se menciond lineas arriba, B2 no tuvieron produccion escrita para esta
pregunta; sin embargo, a partir de la grabacion de audio y video, se evidencia la
observacion y exploracion a la formula de velocidad media hallada en la tarea 3y 7.

Como estos hechos son guiados por la dinamica en la génesis instrumental, se
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esperaria que exista un razonamiento inductivo que justifique tales exploraciones,
pero, a pesar de esto, no se evidencia una validacion por parte de B1, por lo que la

génesis discursiva no es activada.

Por otro lado, se considera que, al utilizar la féormula de velocidad para realizar
exploraciones e interpretaciones, consideramos que se privilegia el paradigma del

Analisis Geométrico/Aritmético (AG).
Binomio B2

Para esta tarea, observamos que, segun B2, la velocidad en un instante especifico es
determinada mediante la razén de las magnitudes distancia y tiempo. En la produccién
escrita del binomio, se sefala que tal velocidad tiene valor 1.4 m/s a partir de la

férmula de velocidad.

Segun la grabacién de audio y video, observamos que inicialmente consideran la tabla
de valores de las magnitudes; toman la distancia 9.8 m y el tiempo 7 seg, para luego,
por medio de la calculadora (de la laptop), dividir tales valores y obtener el resultado.
De esta forma, afirman que es posible determinar la velocidad en un instante

especifico, utilizando la formula de la velocidad, por lo que su respuesta es incompleta.

Figura 34. Produccién de B2, Parte 1 - Tarea 8

En la produccién de B2, se considera como artefacto a la férmula de la velocidad, la
cual sufrio una instrumentalizacion. Este hecho, lleva al binomio a explorar y conjeturar
sobre la posibilidad, aunque erroneamente, de determinar la velocidad en un instante
especifico. En consecuencia, se evidencia un razonamiento inductivo a partir de la

dinamica de la génesis instrumental, por lo que la génesis discursiva no es activada.

Por otro lado, a partir de que B2 realiza procedimientos algoritmicos para determinar
la velocidad instantanea, decimos que privilegia el paradigma del Analisis Calculatorio

(AC). Ademas, consideramos que, al utilizar la férmula de velocidad para realizar
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exploraciones e interpretaciones, ambos binomios privilegian el paradigma del Analisis

Geométrico/Aritmético (AG).

Luego de describir los resultados de la parte 1, a continuacién, presentamos los

resultados obtenidos en la parte 2 de la situacion de aprendizaje.

Es importante sefalar que la implementacién de la parte 2 se realiz6 dos dias después

a la parte 1.
Analisis de la parte 2

Como se sefiala en la Tabla 6, la parte 2 de la situacion de aprendizaje consta de 10
tareas disefiadas para su desarrollo secuencial, que incluyen la construccion y

manipulacion de herramientas en el applet de GeoGebra.

El proposito para este disefio es evidenciar las acciones de los estudiantes cuando
resuelven tareas con la tasa de variacion media e instantanea o velocidad media e

instantanea, respectivamente.

De esta forma, tal propodsito es estudiado a partir de la activacién de las génesis
semidtica, instrumental y discursiva, identificacion de los planos verticales asociados
a tales génesis e identificacion de los paradigmas del Analisis que son privilegiados al

resolver cada tarea.

Parte 2 - Tarea1y 2

1. Ejecute el archivo “Parte2 GrupoN”. En dicho archivo encontrara la gréfica de d(t) = %tz

w_»

y el punto A asociado al deslizador “a”. Siga los siguientes pasos:
a. En la barra de entrada grafique el punto P de abscisa igual a 7, es decir P = (7, d(7)).
b. Trace la recta AP y halle su respectiva pendiente.

c. Luego con la herramienta perpendicular frace una recta perpendicular al eje Y que
pase por el punto A y ofra recta perpendicular al eje X que pase por el punto P.
Indique el punto de interseccion entre las rectas anteriores y renombre a este punto con
la letra B. Trace el segmento AB y renombre tal segmento AB = h.

d. En la vista grafica del GeoGebra, oculte la recta perpendicular a eje Y que pasa
por A.

2. Responda y verifique los resultados con el GeoGebra. ;Calcule cuanto es el valor de la
velocidad media en el intervalo de tiempo [5;7]? ;Calcule cuanto es el valor de la

velocidad media en el intervalo de tiempo [7; 10]?

Figura 35. Parte 2 - Tarea 1y 2

Analisis de las acciones esperadas (Parte 2 - Tarea 1y 2)

La tarea 1 cumple la funcion de guiay tiene por finalidad que los estudiantes grafiquen
en el Applet del GeoGebra Parte2 GrupoN.ggb la recta secante y su pendiente en un
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par de puntos de la curva d(t) asociada a la herramienta deslizador a. Estas acciones

permitiran que el estudiante pueda realizar las tareas posteriores econdmicamente.

En ese sentido, la tarea 2 tiene por finalidad que los estudiantes calculen la velocidad
media a partir de la manipulacién de herramientas del GeoGebra o bajo el uso de la
férmula de la velocidad media. En términos del marco tedrico de Espacio de Trabajo
Matematico (ETM), se espera que se activen la génesis semidtica e instrumental y con
ello el plano vertical [Sem-Ins]. Es importante sefalar que esta tarea es similar a la
tarea 3 de la Parte 1, con diferencia que esta vez es posible utilizar el GeoGebra para

determinar la velocidad media.

La génesis semidtica se activa cuando los estudiantes visualizan e interpretan a la
pendiente de la recta secante a la curva, la cual esta graficada en la tarea 1 (ver Figura
36) como una representacion de la velocidad media. Luego, a partir del proceso de
visualizacion, se considera a la pendiente de la recta secante AP como artefacto

simbadlico.

Figura 36. Construccion de herramientas en el GeoGebra de la tarea 1

Por su parte, la génesis instrumental se activa cuando el artefacto: formula de la
velocidad media, sufre una instrumentalizacién que guia a los estudiantes a observar
y explorar procedimientos (experimentacion) hacia la solucion de la tarea. De esta

manera, se espera que los estudiantes realicen operaciones en el registro algebraico,

_ final inicial _ — =24m/s
trinal — tinicial 7=5 2

%1
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_ dfinal - dinicial . 20 — 9,8 _ 10,2
trinal — tinicial 10-7 3

() =3,4m/s

a partir de tal artefacto. Asi, el plano vertical [Sem-Ins] es activado.

Se considera que al interpretar la velocidad media como la pendiente de la recta
secante y/o la razon de dos magnitudes variacionales, se estaria privilegiando el
paradigma del Analisis Geométrico/Aritmético (AG). Ademas, si quedan definidas
explicitamente las reglas del calculo para hallar tal velocidad, en consecuencia, el

paradigma Analisis Calculatorio (AC) es privilegiado.
Analisis de las acciones obtenidas (Parte 2 - Tarea 1y 2)

Es importante sefalar que, en la descripcion de este apartado, ambos binomios
realizaron procedimientos similares con pequefas diferencias, como por ejemplo en

el uso del GeoGebra.
A continuacion, se presenta el analisis correspondiente a:
Binomios B1y B2

Para el desarrollo de la tarea 1, tanto B1 como B2 no evidencian dificultades
significativas, ya que el orden secuencial es similar a la tarea 5 de la parte 1; sin
embargo, ambos binomios consultaron al investigador sobre la funcionalidad de la
nueva herramienta deslizador a, del cual no tenian conocimiento. A ello, se explicé a
cada par brevemente las caracteristicas de tal herramienta y de esta forma, los
binomios graficaron la recta secante AP, la tangente m y el segmento h, asociados tal

deslizador a.

Luego, se observa que, tanto B1 como B2, realizan los mismos procedimientos para
resolver la tarea 2. Inicialmente, consideran la formula de velocidad media. Después,
observan los valores en la tabla de la Figura 22. Luego, producen operaciones
algebraicas (resta y division), en donde ambos binomios concluyen que las
velocidades medias en los intervalos de tiempo [5; 7] y [7; 10] son 2,4 m/s y 3,4 m/s,

respectivamente.

Con respecto al uso del GeoGebra, no se observd que los binomios utilicen el
deslizador para determinar la pendiente de la recta secante en los intervalos dados

para hallar la velocidad media.
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Figura 37. Produccién de B1, Parte 2 - Tarea 1

A partir de la produccion de B1 y B2, se evidencia el proceso de visualizacion y
representacion a la fdrmula de velocidad media como la razén entre la variacion de la
distancia sobre el tiempo. Este proceso permite a los pares la manipulacion e
instrumentalizacidon del artefacto: formula de velocidad media, para posteriormente

realizar operaciones en el registro algebraico que conducen a la respuesta.

Si bien esperabamos que los binomios manipularan el artefacto deslizador a, la cual
permite que se interprete la representacion de la velocidad media como la pendiente
a la recta secante de la curva d(t), esta no se evidencia; sin embargo, las acciones
anteriores sefialan que el proceso de visualizacion, propicia la dinamica en la génesis
instrumental, consiguiendo realizar la instrumentalizacion a la formula de velocidad
media. Luego, en ambos binomios, se activa la génesis semidtica e instrumental, y

con ello el plano [Sem-Ins].

Por otro lado, las producciones de B1 y B2 evidencian la interpretacién de la velocidad
media como la razén entre la variacién de distancia y tiempo, por lo que se privilegia
el paradigma del Analisis Geométrico/Aritmético (AG). Ademas, el trabajo para
calcular algebraicamente la velocidad media evidencia que se privilegia el paradigma

Analisis Calculatorio (AC).

Parte 2 - Tarea 3

3. A partir de la pregunta anterior. ;Cual es el valor de h para cada velocidad media
encontrada (Explique como halld h)? Luego, mueva el deslizador y responda ;Cual es la
interpretacion de h con respecto al tiempo?

Figura 38. Parte 2 - Tarea 3

Analisis de las acciones esperadas (Parte 2 - Tarea 3)

La tarea 3 tiene por finalidad que los estudiantes reconozcan e interpreten el valor de
h como la amplitud o tamafo de tiempo recorrido de la velocidad media mediante la

herramienta deslizador a, es decir, como la variacion del tiempo.
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En términos del marco tedrico de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), se espera
que se activen las génesis semidtica, instrumental y discursiva y con ello los planos

verticales [Sem-Ins] y [Ins-Dis].

La génesis instrumental se activa cuando los estudiantes manipulan el artefacto:
deslizador a, como medio para observar y explorar la variacion de los valores de h.
Producto de ello, el artefacto guia el proceso semidtico, es decir, permite la
visualizacion e interpretacion de la representacion de h como la amplitud del intervalo
de tiempo. Luego, la génesis semidtica es activada y con ello el plano vertical [Sem-

Ins].

Por otro lado, la génesis discursiva se activa cuando los estudiantes justifican el valor
de h como la variacion del tiempo en un intervalo determinado a partir de
argumentaciones relacionadas a definiciones variacionales del Calculo, como At =

tr — t;.

De esta forma, mediante la génesis discursiva y el proceso de construccion, lo cual
evidencia un razonamiento inductivo, los estudiantes realizan exploraciones a la
variacion del tiempo mediados por el deslizador a. Con ello, se activa el plano vertical
[Ins-Dis]. Luego, en nuestra tarea h, toma los valores de 2 y 3 en los intervalos de

tiempo [5; 7] y [7; 10], respectivamente.

Se considera que, al interpretar el valor de h como la variacion del tiempo a partir del
grafico y deslizador a en el GeoGebra, se estaria privilegiando el paradigma del
Andlisis Geométrico/Aritmético (AG). Es asi que se espera que los estudiantes

empleen tal paradigma.

Analisis de las acciones obtenidas (Parte 2 — Tarea 3)
A continuacion, se presenta el analisis correspondiente al:
Binomio B1

Se observa que B1 manipula el deslizador a en el GeoGebra para determinar los
valores de h, en este caso 2y 3 en los intervalos [5; 7] y [7; 10], respectivamente. Este

hecho es corroborado con la solucién de la tarea 2.
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Es asi que el binomio sefala que “el valor de h corresponde a la variacion de tiempo
en cada caso’, concluyendo lo esperado en nuestro anadlisis de las acciones

esperadas.

—® Pora hollar }L),H;.QMOJ (o) velnres de/ Eiempo

h= varia aon ()

Figura 39. Produccién de B1, Parte 2 - Tarea 3
La produccion de B1 evidencia que se considera como artefacto al deslizador a, ya
que a partir de él se realizan observaciones y exploraciones a la variacién de valores
de h. Luego, el proceso de construccion y exploracion al artefacto, permiten interpretar
la representaciéon de h como el tamano o amplitud del intervalo de tiempo. De esta
forma, la génesis semidtica e instrumental son activados y con ello el plano vertical

[Sem-Ins].

Con respecto a la génesis discursiva, el binomio valida la afirmacion de que h es la
variacion del tiempo, considerando que su valor se puede determinar como una
diferencia entre el valor final e inicial del tiempo. Tal validacion se entiende en su
produccién textual: “para hallar h, restamos los valores del tiempo”. Esta declaracion
surge a partir de la experimentacion al artefacto deslizador a, por lo que la dinamica
de la génesis instrumental evidencia un razonamiento inductivo. Asi, el plano vertical

[Ins-Dis] es activado.
Binomio B2

Se observa que B2 realiza similares procedimientos que B1 para el desarrollo de esta
tarea. Inicialmente, manipula el deslizador a para determinar los valores de h en los
intervalos [5; 7]y [7;10], obteniendo 2 y 3, respectivamente. Luego, en un escrito,
sefalan que “h seria la variacion del tiempo en un intervalo seleccionado”. Este hecho,

confirma nuestro analisis de las acciones esperadas.
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Figura 40. Produccién de B2, Parte 2 - Tarea 3

La produccion de B2 evidencia que la manipulacion del artefacto deslizador a permite
realizar observaciones y exploraciones a la variacion de valores de h, tal y como ocurre
con B1. Como consecuencia, el proceso de construcciéon y exploracion de tal artefacto
propicia la interpretacion de la representacion de h como la amplitud del intervalo de

tiempo y con ello la afirmacion de que h es la variacion del tiempo.

Si bien el binomio no valida formalmente tal afirmacion, de acuerdo a la produccién en
la tarea 2 y la grabacién de audio y video, se evidencia que se usa implicitamente la
férmula de variacién del tiempo como la diferencia entre el valor final e inicial. Tales
acciones propician, a partir de la experimentaciéon y el razonamiento inductivo, la

validacion de h como variacion del tiempo.

De esta forma, la dinamica en la génesis instrumental permite la exploracion hacia la
compresion de h como la amplitud del tiempo y con ello el razonamiento inductivo en
direccion a la validacion de que tal valor corresponde a la variacion del tiempo. Luego,

los planos verticales [Sem-Ins] y [Ins-Dis] son activados.

Por otro lado, ambos binomios interpretan el valor de h como la variacién del tiempo
a partir del proceso de visualizacion y exploracion al grafico y deslizador a en el
GeoGebra, respectivamente. Asi, se evidencia que se privilegia el paradigma del

Analisis Geométrico/Aritmético (AG).
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Parte 2 - Taread4y 5

Figura 41. Parte 2 - Tarea4y 5

Analisis de las acciones esperadas (Parte 2 - Tarea 4 y 5)

A partir de lo graficado en la tarea 1, las tareas 4 y 5 tienen por finalidad que los
estudiantes establezcan nociones de aproximacién (limites) mediante la manipulacién
del artefacto deslizador a del GeoGebra, cuando la amplitud de cada intervalo es mas

pequena (casi 0).

En términos del marco teérico de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), se espera
que se activen la génesis semiodtica, instrumental y discursiva y con ello los planos

verticales [Sem-Ins] y [Ins-Dis].

Inicialmente, la génesis semidtica se activa cuando el estudiante representa, mediante
el proceso de visualizacion y codificacion, la velocidad media como pendiente de la
recta secante AP a la curva d(t). A partir de ello, este proceso permite la
instrumentalizacion al artefacto deslizador a, con el fin de hallar el valor de h y la
velocidad media. Luego, la génesis instrumental es activada y con ello el plano vertical

[Sem-Ins].

Adicionalmente, al completar la tarea 4, la tabla de valores obtenida se convierte en
un artefacto simbdlico, ya que sirve también como medio para observar y explorar la
variacién (crecimiento o descrecimiento) que ocurre entre las cantidades h, velocidad

media e intervalo de tiempo, determinando la dinamica de la génesis instrumental.

De este modo, se espera que los estudiantes conjeturen que, cuando el punto A se
acerca al punto P, la recta secante se aproxima a una recta tangente. Ademas, cuando
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el valor de h se aproxima o acerca a 0 el valor de la velocidad media, se aproxima o

acerca a 2,8 m/s.

Puntualmente, se espera que los estudiantes conjeturen sobre la nocion de
aproximaciéon de cantidades a partir del proceso de construccion mediado por el (0
los) artefacto(s), cuyo proceso se da mediante la instrumentalizacién a la herramienta

deslizador a y/o tabla de valores. Luego, el plano vertical [Ins-Dis] es activado.

Después, al utilizar la grafica de la curva d(t) para realizar interpretaciones y realizar
trabajos que implican aproximacion de variables, asi como la manipulacion de los
artefactos ya mencionados, se considera que se esta privilegiando los paradigmas

Andlisis Real (AR) y Analisis Geométrico/Aritmético (AG) respectivamente.
Analisis de las acciones obtenidas (Parte 2 - Tarea 4 y 5)

A continuacion, se presenta el analisis correspondiente al:

Binomio B1

Para completar la tabla en la tarea 4, se observa que B1 utiliza el deslizador a de
manera progresiva para sefalar el intervalo de tiempo en los puntos A y P. Esto le
permite determinar el valor de h en cada intervalo y la velocidad media como pendiente
de la recta secante AP. Asi, determinan que h y la velocidad media se acercan a 0 y

2,8 respectivamente.

A pesar de que tales acciones no representaron dificultad para el binomio, en la sexta
fila de la tabla, correspondiente a la velocidad media, escriben 2,8 en lugar de 2,8002.
Segun el applet usado por el par, este hecho se explica por qué la configuracion de
redondeo en el GeoGebra no estaba calibrada para usar mas decimales; sin embargo,

este hecho no dio lugar a confusiones.
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Figura 42. Produccién de B1, Parte 2 - Tarea 4

A partir de completar la tarea 4 y junto al deslizador a, B1 utiliza ambas herramientas
para responder la tarea 5. Inicialmente, al acercar el punto A hacia P, concuerda que
el valor de h disminuye, pero no se evidencia que se tome al intervalo [7; 7] como el
punto 7; sin embargo, textualmente B1 sefala que: “la pendiente de la recta secante
AP tiende a 2,8".

Figura 43. Produccién de B1, Parte 2 - Tarea 5

La producciéon de B1 evidencia que en la tarea 4, mediante el proceso de visualizaciéon
y codificacion, se considera la representacion de la velocidad media como la pendiente
de la recta secante AP. Luego, este proceso guia la dinamica en la génesis
instrumental a partir de la instrumentalizacion al artefacto deslizador a, con el fin de

determinar el valor de h y la velocidad media.

Adicional a ello, al completar la tarea 4, se considera como segundo artefacto a la
tabla en dicha tarea. Luego, la génesis semidtica e instrumental es activada y con ello

el plano vertical [Sem-Ins].

Como consecuencia de lo anterior, la produccion del binomio B1 en la tarea 5
evidencia que partir de la experimentacién y exploracion con el artefacto (deslizador a
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y/o tabla de la tarea 4) para determinar como varia h y la pendiente de la recta secante,
surgen validaciones sobre aproximacion, lo cual se puede ver cuando usan el término
‘tiende”, que se entiende como un acercamiento a la nocion de limites. Luego, el plano

vertical [Ins-Dis] es activado (ver Figura 42).

Por otro lado, al realizar manipulaciones a los artefactos ya mencionados, surgen
interpretaciones salidas de Geometria, como la idea de aproximacion cuando un
numero se hace pequeno. De este modo, se evidencia que B1 privilegia el paradigma

del Analisis Geométrico/Aritmético (AG).

El hecho de que el binomio utilice el término “tiende”, no es suficiente para decir que
se privilegio el paradigma del Analisis Real (AR). Para ello, se tendria que sefalar que

la recta secante se aproxima a una recta tangente cuando h tiende a 0.
Binomio B2

Para el desarrollo de la tarea 4, B2 realiza similares procedimientos que B1 al utilizar
el deslizador a de manera progresiva para sefalar los intervalos de tiempo en los
puntos A y P. Esta accion permite a B2 determinar que los valores de h y la velocidad
media se acerquen a 0 y 2,8 respectivamente. De esta manera, consiguen completar

la tabla sin dificultades significativas.

Es importante sefialar que nuevamente se observa que la configuracién del GeoGebra
para el redondeo no estaba calibrada para usar mas decimales, sin embargo, al igual

que B1, este hecho no dio lugar a confusiones.

Figura 44. Produccién de B2, Parte 2 - Tarea 4
Para el desarrollo de la tarea 5, B2 solo utiliza el deslizador a. Primero, en el
GeoGebra, B2 acerca el punto A hacia P con el objetivo de saber si crece o decrece
el valor de h. Ante esto, determinan que: “a medida que A se acerca a P, h disminuye

progresivamente hasta ser 0”.

Por otro lado, estas acciones no permiten que el binomio concluya correctamente

sobre la aproximacién de la velocidad media e intervalo. Segun la grabacién de audio
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y video, B2 comenta que el intervalo de tiempo y la recta secante tienden a 0 cuando

el valor de h = 7, por lo que su respuesta para esta tarea es incorrecta.

Figura 45. Produccién de B2, Parte 2 - Tarea 5

La producciéon de B2 en la tarea 4 evidencia que, mediante el proceso de visualizacion
y codificacién, la velocidad media es representada como la pendiente de la recta

secante AP. A partir de ello, se considera como artefacto al deslizador a.

Este hecho permite la dinamica en la génesis instrumental al instrumentalizar dicho
artefacto con el fin de determinar el valor de h y la velocidad media. Asi, la génesis

semidtica e instrumental es activada y con ello el plano vertical [Sem-Ins].

Para la tarea 5, la produccion de B2 muestra que la experimentacion y exploracion
con el artefacto deslizador a, permite declarar argumentaciones sobre nociones de
aproximacion. A diferencia de B1, B2 no realiza experimentaciones con el artefacto:
tabla de la tarea 4(parte 2) . En consecuencia, sus respuestas no provienen de un
razonamiento inductivo, las cuales no estan correctamente organizadas. Luego, la

geénesis discursiva no es activada.

A pesar de que B2, no manipula el artefacto tabla de valores y no concluye
correctamente lo pedido en la tarea 5, ya que el hecho que use el deslizador a como
medio para realizar interpretaciones salidas de la Geometria, como la idea de
aproximacion cuando un numero se hace pequefio, evidencia que B2 privilegia el

paradigma del Analisis Geométrico/Aritmético (AG).
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Parte 2 -Tareaby 7

6. Considere huna cantidad muy pequefia. A partir de la formula d(t) = %tz, calcule la

velocidad media en el intervalo de tiempo [7; 7 + h].
7. Si h se acerca al 0. ;Cuanto valdria el valor de la velocidad media en el intervalo de la
pregunta 6.? Relacione este resultado con la pregunta 4 v 5.

Figura 46. Parte 2 - Tarea6y 7

Anadlisis de las acciones esperadas (Parte 2 - Tarea6y 7)

La tarea 6 tiene por finalidad que los estudiantes establezcan algebraicamente la
férmula de la velocidad media en un determinado intervalo de tiempo, en este caso
[7,7 + h]. Por su parte, la tarea 7 direcciona a los estudiantes a establecer la nocion

de aproximacion mediante la manipulacion de la formula encontrada en la tarea 6.

En términos del marco tedrico de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), se espera
que se activen la génesis semio6tica, instrumental y discursiva y con ello los planos

verticales [Sem-Ins] y [Ins-Dis].

En la tarea 6, la génesis semidtica se activa cuando los estudiantes visualizan la
férmula de velocidad media como la razén entre dos cantidades y realizan el
tratamiento en el registro algebraico. Consecuencia de ello, consideramos que, a partir
de la manipulacion de tal féormula, se da el proceso de construccién e
instrumentalizacion que activa la génesis instrumental y con ello el plano vertical [Sem-
Ins]. De esta manera, se espera que los estudiantes realicen las siguientes

operaciones calculando la velocidad media en el intervalo de tiempo [7,7 + h].
Como la velocidad media, esta dado por la formula

dfinal - dinicial

Umedia = vm(t) =
trinal = tinicial

Entonces tenemos,

1
_d(7+h)—d@7) 57+ -98
m =T h—7 h

=2,8+0,2h

Con respecto a la génesis discursiva, esta se activa a partir del proceso de
construccion y la dinamica en la génesis instrumental, lo cual propicia un razonamiento
inductivo a partir de la férmula de velocidad media. Luego, el plano vertical [Ins-Dis]

es activado.
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En la tarea 7, se espera que los estudiantes argumenten sobre la nocion de
aproximacion (o limite) desde que el valor de h se acerca a 0 y se establezca
explicaciones y/o validaciones sobre la igualdad del resultado v(t) = 2,8 m/s, en

comparacion a las tareas 4 y 5.

Puntualmente, se espera que los estudiantes establezcan si h se aproxima a 0, el

valor de la velocidad media en el intervalo [7,7 + h] es 2,8. En otras palabras,

T(7+h)2-98
lim

lim A = }11_1;% 2,84+ 0,2h=28m/s

A partir de las acciones antes descritas en la tarea 7, se considera que al utilizar la
nocién de aproximacion se estaria privilegiando el paradigma del Analisis Real (AR).
Adicional a ello, a partir del tratamiento en el registro algebraico para la tarea 6, se

considera que el paradigma Analisis Calculatorio (AC) es privilegiado.
Analisis de las acciones obtenidas (Parte 2 - Tarea 6y 7)

Para el desarrollo de la tarea 6, observamos que tanto B1 como B2 tuvieron
dificultades para obtener la formula de la velocidad media en el intervalo [7; 7 + h], sin
llegar a una respuesta concreta. Tampoco los binomios consiguieron reemplazar los
valores del intervalo para determinar la variaciéon del tiempo y la variacion de la
distancia, confundiendo este ultimo valor con la ecuacion que determina la distancia
en cada valor de tiempo, lo que hace que el investigador intervenga para auxiliar a los

binomios.

Inicialmente se explica coémo determinar la formula de la velocidad media
desarrollando el razonamiento inductivo en los estudiantes. A ello, se establece la

variacion de tiempo como la diferencia entre el tiempo final e inicial, es decir, t; — t; =
(7 + h) — 7 = h. Posteriormente, se calcula la distancia en cada valor del intervalo de
tiempo a partir de la ecuacion d(t) = %tz. De tal manera, los binomios obtienen la
formula pedida.

Como la parte 2 de la situacion de aprendizaje es disefiada para un desarrollo
secuencial, es importante que cada binomio obtuviera la respuesta a la tarea 6, es

decir, la formula de la velocidad media en el intervalo [7; 7 + h]; sin embargo, se aclara

que los analisis correspondientes a dicha tarea no fueron tomados en cuenta, ya que
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el investigador propicia las respuestas en su totalidad. Con ello, no se evidencia un

trabajo significativo por parte de los binomios.
De esta forma, a continuacién, se presenta el analisis correspondiente al:
Binomio B1

Luego de la intervencion del investigador en la tarea 6, B1 replica lo explicado en el

. h+14 . .y
aula y obtiene que V,,,04iq = — Consecuencia de tal accion, en la tarea 7 se observa

que el binomio utiliza tal férmula para determinar la aproximacion de la velocidad
media en un intervalo pequefio, es decir, consideran a h como 0, y reemplazan este
valor en la formula, obteniendo 2,8. Luego, B1 relaciona la respuesta obtenida con los
resultados de tabla de la tarea 4, deduciendo que ambos casos corresponden a

aproximaciones (o acercamientos) de cantidades.

Umedio = 2.8 + 02 h

2__:’3 + 0, Z@
@)

Los Valoresr de n y la veloadad Media  corre ponaes
A los que. ce acércaban en lo /O/E'j’ad)‘d{ 4

Figura 47. Produccién de B1, Parte 2 - Tarea 7

A partir de la produccion escrita de B1, se evidencia que el artefacto simbdélico formula
de la velocidad media en el intervalo [7;7 + h] sufre una instrumentalizacién que
permite, por un lado, realizar procedimientos en el registro algebraico para determinar
la aproximacion de la velocidad media y por el otro realizar exploraciones y

validaciones con el fin de dar forma a la compresion de la nocion aproximacion.

De esta forma, el proceso de construccion y la instrumentalizacion del artefacto guian
la activacion de la génesis semio6tica y discursiva y con ello los planos verticales [Sem-

Ins] y [Ins-Dis].

A partir de los procesos algoritmicos en el registro algebraico para obtener la velocidad
media, consideramos que el binomio evidencia que se privilegia el paradigma del

Analisis Calculatorio (AC).
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Binomio B2

Como se menciona anteriormente, la tarea 6 no forma parte de los analisis
presentados en este texto; sin embargo, es importante seialar que, a pesar de las
dificultades que presenta B2, en la grabacion de audio y video, se observa un
preanalisis inicial, el cual no fue escrito en su ficha de trabajo, por parte de un

integrante del binomio.

El integrante considera a h como una cantidad pequefia, haciendo uso del término
“épsilon”. Luego, mediante el uso del deslizador, da valores a tal cantidad, h =
{0,1; 0,01; 0,001} y observa que los valores de la pendiente a la recta secante se
acercan a 2,8. Con lo que concluye que la velocidad media es 2.8 en ese intervalo,

cuando h es pequeio.

El hecho anterior, no es considerado por B2 para la solucién de la tarea 6, ya que da
prioridad a resolverla mediante calculos algoritmicos a la formula d(t), lo cual produjo

dificultades, por lo que fueron auxiliados por el investigador.

Posterior a la intervencion del investigador, B1 obtiene que V = 2,8 + 0,2h para el
intervalo [7,7 + h]. Consecuencia de tal accién, en la tarea 7, se observa que el
binomio utiliza tal férmula y rapidamente concluye que, a medida que h tiende a 0, la
velocidad media va a tender a 2,8 m/s, resultado que es corroborado con lo realizado

en las tareas 4 y 5.
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Figura 48. Produccion de B2, Parte 2 - Tarea 7

A partir de lo sefalado inicialmente en la produccion de B2 para la tarea 6, se
evidencia que la manipulacion del artefacto deslizador a permite explorar y
experimentar como es el comportamiento de h y la pendiente, la cual esta ultima se
entiende como la representacién de la velocidad media. Luego, el proceso de
construccion y la instrumentalizacién del artefacto permiten realizar validaciones
referentes a la nocion de aproximacion. Esto se evidencia a partir de la grabacion de

audio y video, en la que un integrante del binomio sefala: “h es chico, h es épsilon
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ahora, digamos 0,1, 0,01. jpasa lo mismo que antes! La pendiente que es la velocidad,

va a tener a 2,8". Asi, los planos verticales [Sem-Ins] y [Ins-Dis] son activados.

Es importante sefalar nuevamente que lo mencionado en el parrafo anterior es el
analisis producto de una conversacion entre los integrantes de B2, el cual no tiene
evidencia textual; sin embargo, a partir de la produccién escrita de B2, se evidencia
que el artefacto formula de la velocidad media en el intervalo [7;7 +h] es
instrumentalizada y permite realizar exploraciones y validaciones con el fin de dar
forma a la compresion de la nocién aproximacion. Del mismo modo, el plano vertical

[Ins-Dis] es activado.

Por otro lado, se considera que al utilizar la nocion de aproximacion basado en el
término “épsilon”, se estaria privilegiando el paradigma del Anadlisis Real (AR).
Ademas, el uso de procesos algoritmicos en el registro algebraico para obtener la
aproximacion de la velocidad media, se privilegia el paradigma del Analisis
Calculatorio (AC).

Parte 2 - Tarea 8

8. En el GeoGebra, con la herramienta tangente halle la ecuacion de la recta tangente de
la grafica d(t) = %tz en el punto P. Posteriormente calcule la pendiente de tal recta
tangente.

a. ;Que se puede decir sobre lo construido y la pregunta 7.?

b. ;Cuanto es exactamente la velocidad en un instante especifico, es decir
la velocidad instantanea cuando ¢t = 7 segundos?

Figura 49. Parte 2 - Tarea 8

Analisis de las acciones esperadas (Parte 2 - Tarea 8)

La tarea 8 tiene por finalidad que los estudiantes interpreten la relacién entre la
velocidad en un instante especifico y la pendiente de la recta tangente a partir de la

construccion y manipulacion de la herramienta tangente en el GeoGebra.

En términos del marco tedrico de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), se espera
gue se activen la génesis semiodtica e instrumental y con ello el plano vertical [Sem-

Ins].

La génesis instrumental se activa a partir de la exploracion al artefacto pendiente de
la recta tangente, ya que permite realizar observaciones e interpretaciones con el fin

de dar forma a la representacion de la nocion de velocidad instantanea. En
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consecuencia, la génesis semidtica se activa a partir de la representacién de la
velocidad en un instante especifico como dicha pendiente de la recta tangente en el
punto P de la curva d(t). De esta forma, la exploracion y la dinamica en la génesis

instrumental guian la activacion del plano vertical [Sem-Ins].

Asi, de los items a. y b., se espera que los estudiantes establezcan que la velocidad
en un instante especifico corresponde y es representada con la pendiente de la recta

tangente de una curva.

Figura 50. Pendiente de la recta tangente a la grafica de la curva en el punto P

Luego, al utilizar la grafica de la curva d(t) para realizar interpretaciones y
exploraciones, se considera que se esta privilegiando el paradigma del Analisis

Geométrico/Aritmético (AG).

Analisis de las acciones obtenidas (Parte 2 — Tarea 8)
A continuacion, se presenta el analisis correspondiente al:
Binomio B1

Para el desarrollo de la tarea 8, observamos que B1 sigue la secuencia de pasos para
graficar en el GeoGebra la recta tangente y su pendiente en el punto P de la curva
d(t). A partir de tal grafico, el binomio observa el valor del pendiente y lo relaciona con

el resultado de la tarea 7, concluyendo que estos son los mismos valores.
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Figura 51. Produccién de B1, Parte 2 - Tarea 8a

Si bien este proceso de observacién no determina un razonamiento inductivo por parte
del binomio, es importante sefialar que, segun su declaracién textual: “/la pendiente es
el valor al que se acercan las velocidades medias”, hace referencia a que este ultimo
valor es una aproximacion. Consecuencia de lo anterior, B1 determina que el valor de

la velocidad instantanea es 2.8.

Z"B A) !ﬂ, velocidad mgm”hy{yiga

Figura 52. Produccién de B1, Parte 2 - Tarea 8b

A partir de la produccion de B1, se evidencia que el artefacto pendiente de la recta
tangente, permite realizar exploraciones y con ello interpretar y/o representar la
velocidad en un instante especifico. De este modo, el proceso de construccion y
exploracidn promueven la dinamica en la génesis semiotica y con ello el plano vertical

[Sem-Ins].
Binomio B2

Observamos que B2 grafica correctamente la recta tangente y su pendiente en el
punto P al seguir la secuencia de pasos dados en la tarea 8. Luego, B2 observa el
valor de la pendiente y lo relaciona con el resultado de la tarea 7. De esta forma, el
binomio determina que ambas cantidades se aproximan y coinciden cuando h se hace

pequeno.

QMM (LL; P%Mig % J?uka—;\m%»@g
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Figura 53. Produccién de B2, Parte 2 - Tarea 8a
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Como se menciona para B1, este proceso de observacion no establece un
razonamiento inductivo por parte del par; sin embargo, segun la respuesta textual de
B2: “el valor obtenido coincide hacia donde tiende la pendiente cuando h se acerca a
0”, se entiende como la aproximacion del valor de la pendiente de la recta tangente.
Con ello, concluye que el valor 2,8, que es el aproximado de tal pendiente,

corresponde al valor de la velocidad instantanea.

o andecidod smdoditu s 2)8.

Figura 54. Produccién de B2, Parte 2 - Tarea 8b

A partir de la produccion de B2, se evidencia que el artefacto pendiente de la recta
tangente permite realizar exploraciones y con ello interpretar y/o representar la
velocidad en un instante especifico como la pendiente de la recta tangente a la curva.
De esta forma, la dinamica en la génesis semiética es inducida por el proceso de

construccion y exploracion. Luego, el plano vertical [Sem-Ins] es activado.

Por otro lado, la produccién de ambos binomios se evidencia que se utiliza la grafica
de la curva d(t) para interpretar la representacion de la velocidad instantanea como
pendiente de la recta tangente. Con ello, se privilegia el paradigma del Analisis

Geométrico/Aritmético (AG).

Parte 2 - Tarea9y 10

9. Justifique (Es posible hallar la velocidad en cualquier instante de tiempo?. Con el
GeoGebra, calcule la velocidad instantanea cuando ¢ = 3,5 segundos.

10. Diga con sus palabras la diferencia entre la velocidad media y la velocidad instantanea
especificando como se determinan ambas velocidades.

Figura 55. Parte 2 - Tarea9y 10

Analisis de las acciones esperadas (Parte 2 - Tarea 9 y 10)

La tarea 9 tiene por finalidad que los estudiantes calculen la velocidad en cualquier
instante de tiempo mediante la manipulacién de herramientas del GeoGebra. Mientras
que la tarea 10 direcciona al estudiante a establecer diferencias al modo de cémo
determinar la velocidad media e instantanea, es decir, establecer que los valores de
velocidad media e instantanea corresponden a los valores de la pendiente de la recta

secante y tangente de una curva, respectivamente.
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En términos del marco tedrico de Espacio de Trabajo Matematico (ETM), se espera

gue se activen la génesis semidtica y discursiva y con ello el plano vertical [Sem-Dis].

Para activar la génesis instrumental, los estudiantes deben realizar el proceso de
instrumentalizacion del artefacto tangente del GeoGebra. De esta forma, en la tarea 9
se espera que, a partir de la manipulacion de tal artefacto, se determine la velocidad
instantdnea cuando t = 3,5 segundos es 1,4 m/s. Es importante sefalar que esta
tarea no fue considerada como parte del analisis de las acciones obtenidas, ya que
los binomios B1 y B2 no tuvieron tiempo para desarrollarla, por lo que se les ordené

que continuaran a la tarea 10.

En correspondencia a lo anterior, en la tarea 10, se espera que los estudiantes
establezcan cémo determinaron la velocidad media e instantanea a partir de la
visualizacion e interpretacion de la grafica de la curva d(t) y las pendientes como una

representacion a tales velocidades. Luego, la génesis semidtica es activada.

A partir del proceso de visualizacién en la dinamica de la génesis semidtica, se
desarrolla un razonamiento perceptivo que permite identificar y construir
organizadamente la definicion de la velocidad media e instantdnea como una
pendiente de recta secante y tangente respectivamente. De esta forma, la génesis

discursiva es activada y con ello el plano vertical [Sem-Dis].

Por otro lado, se considera que, al utilizar la grafica de la curva para realizar
interpretaciones y validaciones justificadas en el significado de las velocidades medias

e instantaneas, se estaria privilegiando el paradigma del Analisis Real (AR).
Analisis de las acciones obtenidas (Parte 2 - Tarea 9 y 10)

A continuacion, se presenta el analisis correspondiente al:

Binomio B1

Observamos que B1 reconoce la diferencia entre la velocidad media e instantanea a
partir de como fueron obtenidas. Inicialmente, luego de una discusién entre los
integrantes del binomio, establecen la definicion de tales velocidades, reconociendo
que la velocidad media corresponde a la variacion de la velocidad en un intervalo y la

velocidad instantanea es la velocidad en un punto especifico.
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A partir de lo anterior, el par establece que tales velocidades, tanto la media como la
instantanea, se pueden determinar a partir del calculo a la pendiente de la recta

secante y tangente respectivamente (ver Figura 56).
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Figura 56. Produccién de B1, Parte 2 - Tarea 10

De la produccion de B1, se evidencia el proceso de visualizacion e interpretacion a la
pendiente de la recta secante y tangente como la representacion de las velocidades
pedidas. Con ello, la dinamica en la génesis semidtica le permite a B1 estructurar y
organizar la definicién de tales velocidades, con lo cual es activado el plano vertical
[Sem-Dis].

Por otro lado, el binomio utiliza la grafica de la curva d(t) para realizar interpretaciones
y validaciones para justificar el significado de las velocidades medias e instantaneas.

Luego, el paradigma del Analisis Real (AR) es privilegiado por el par.
Binomio B2

Para el desarrollo de la tarea 10, observamos que B2 establece una diferencia entre
la velocidad media e instantanea a partir de sus respectivas definiciones. Segun el

par, “la velocidad media es el valor entre la variacion de la distancia en un intervalo de

. d . . . L, s
tiempo (V = ';—t), en cambio, la velocidad instantanea es un punto especifico, con un
. . Xy

tiempo especifico e

Este hecho sefala que el par representa a las velocidades pedidas como la razon
entre las magnitudes de distancia y tiempo, sin utilizar la representacién que ofrece la
grafica de la curva d(t), es decir, bajo el uso de la pendiente de la recta secante y

tangente.
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Figura 57. Produccién de B2, Parte 2 - Tarea 10

A partir de la produccion de B2, se evidencia el proceso de visualizacion e
interpretacion de las velocidades media e instantanea, representadas como la razon

entre la variacion de distancia y tiempo y con ello la génesis semiética es activada.

Es importante sefialar que, si bien el binomio no responde en base a nuestro analisis
de las acciones esperadas, el cual involucra un trabajo con pendientes, la dinamica
en la génesis semidtica le permite al par organizar la definicién de tales velocidades,

con lo cual es activado el plano vertical [Sem-Dis].

Luego de realizar la descripcion de los resultados, presentamos una sintesis a los

resultados obtenidos en la implementacion a la parte 1 y parte 2.
Sintesis de los resultados

En la Tabla 5, se observa una sintesis a las tareas de los binomios B1 y B2 que

participaron de la implementacién de la situacion de aprendizaje para la parte 1.

Como se sabe, esta primera parte sugiere desarrollar intuitivamente el transito entre
la variacion y la tasa de variacion media, visto como velocidad media. Para ello, cada

binomio resolvidé ocho tareas estructuradas para un desarrollo secuencial.

A continuacion, se presentan los resultados a las acciones obtenidas por cada

binomio.

Tabla 5.

Sintesis de resultados - Parte 1

Tarea Binomio Genesis Paradigmas Planos verticales
Sem Ins Dis AG AC AR [Sem-Ins] [Ins-Dis] [Sem-Dis]
B1 X X X X
1

B2 X X X X X X X
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B1 X X X X

2
B2 X X X X
B1 X X X X X X
3y4
B2 X X X X X X
B1 X X X X X X
5y6
B2 X X X X
B1 X X X X
7
B2 X X X X
B1 X X
8
B2 X X X

Asimismo, en la Tabla 6, se observa una sintesis a las tareas de los binomios B1y B2
que participaron de la implementacién de la situacion de aprendizaje para la parte 2,
la cual sugiere desarrollar intuitivamente el transito entre la tasa de variacion media y
la tasa de variacion instantanea, visto como velocidad instantanea. De esta forma,

cada binomio resolvié 10 tareas estructuradas para un desarrollo secuencial.

A continuacién, se presentan los resultados a las acciones obtenidas por cada

binomio.
Tabla 6.
Sintesis de resultados - Parte 2
Tarea Binomio Genesis Paradigmas Planos verticales
Sem Ins Dis AG AC AR [Sem-Ins] [Ins-Dis] [Sem-Dis]
B1 X X X X X
1y2
B2 X X X X X
B1 X X X X X X
3
B2 X X X X X X
B1 X X X X X X
4y5
B2 X X X X
B1 X X X X X X
6y7
B2 X X X X X X X
B1 X X X X
8
B2 X X X X
B1 X X X X
9y 10
B2 X X X
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De esta forma, luego de llevar a cabo la parte experimental y describir detalladamente
los resultados de los estudiantes, tanto en la parte 1 y 2 de la situacion de aprendizaje,
nos disponemos a presentar las conclusiones y perspectivas para futuras

investigaciones.
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CONCLUSIONES

Para el desarrollo de esta investigacion, nos propusimos responder: ;Cual es el
trabajo matematico personal de estudiantes de ultimo afio de Educaciéon Secundaria
al resolver tareas relacionadas con la tasa de variacion de una funcion real de variable

real?

En direccidn a responder tal pregunta, consideramos a la tasa de variacion como una
magnitud: la velocidad, y con ello sus representaciones. Es decir, como cociente de
magnitudes fisicas (distancia-tiempo) o como una pendiente de recta secante y
tangente. A partir de ello, se observé que el aprendizaje de la tasa de variacién como
velocidad, tanto media como instantanea, no se dio de forma inmediata, ya que los
estudiantes presentaron dificultades en el desarrollo de sus producciones.
Evidenciamos que algunas nociones matematicas, que se creia que formaban parte
de los conocimientos matematicos previos de los estudiantes, no fueron movilizados.
Tal es el caso de los conocimientos relativos a nociones de funciones, planteo y

soluciéon de ecuaciones.

A tales dificultades, se resalta la importancia de las herramientas del GeoGebra (como
deslizador, recta, tangente y pendiente), asi como la vista grafica para el disefio de
graficas en cada tarea. Gracias a sus caracteristicas, los estudiantes pudieron
visualizar las rectas secantes con sus respectivas pendientes en intervalos cada vez
mas pequenos. Tales herramientas propiciaron que los estudiantes conjeturen sobre
ideas de aproximaciones, cuando el tamano del intervalo de tiempo se acerca a 0

—nociones de limite—, tal como lo menciona Villa-Ochoa et al. (2017).

En lineas generales, en la parte 1 de la situacion de aprendizaje, los estudiantes
consiguieron representar la velocidad media, inicialmente como el cociente entre la
variacion de distancia y la variacion del tiempo, y luego como la pendiente de la recta
secante asociada a la curva d(t). Esta primera representacion se dio principalmente
mientras los sujetos de estudio visualizaron y realizaron manipulaciones a artefactos
como: férmula de la variacién y tabla de valores, asi como procesos algoritmicos en

el registro algebraico.

La segunda representacion surge a partir de la visualizacion a la grafica y sus
elementos en la vista grafica del GeoGebra, comparando los valores de la velocidad

media en ambos casos. Estas acciones permitieron que se realicen exploraciones e
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interpretaciones a tales artefactos, asi como discursos basados en la

experimentacion.

En la parte 2 de la situacion de aprendizaje, los estudiantes consiguieron representar
la velocidad instantanea, en primer término, como una aproximacién de la velocidad
media en un intervalo de tiempo muy pequefo, y, en segundo término, como la

pendiente de la recta tangente a la curva d(t).

Para la primera representacion, los estudiantes visualizaron y manipularon las
herramientas del GeoGebra (deslizador, pendiente, y vista grafica). En el caso de la
segunda representacion, es producto, principalmente, de la visualizacion y el
razonamiento perceptivo, el cual llevé a obtener argumentaciones y validaciones para
esta representacion. Del mismo modo, tales acciones permitieron el acercamiento a

nociones de aproximacion.

Es importante sefalar que no se evidenciaron procesos algoritmicos para la obtencion
de la segunda representacion, ya que los estudiantes presentaron dificultades para

realizar tales procesos.

Retomando la pregunta que guia nuestra investigacion y considerando nuestro
objetivo de: estudiar el trabajo matematico personal de estudiantes de ultimo arfio de
Educacion Secundaria al resolver tareas relacionadas con la tasa de variacion de una
funcion real de variable real, afirmamos que el trabajo matematico del estudiante esta
delimitado por las acciones y producciones que se desarrollaron sobre las
representaciones, artefactos y los referenciales tedricos, asi como los procesos de

visualizacion, construccion y prueba, respectivamente.

En términos del Espacio de Trabajo Matematico (ETM), alcanzamos nuestro objetivo
a partir de: describir las producciones que permiten la activacion de las génesis
semiotica, instrumental y discursiva y los planos verticales asociados a tales génesis;
asi como de identificar los paradigmas del dominio del Analisis que se privilegian al

resolver tareas con la tasa de variacion.

De esta forma, a lo largo del desarrollo de la parte 1, los estudiantes realizaron
exploraciones e interpretaciones mediante los artefactos formula de la variacion y
tabla de valores, para realizar tratamientos en el registro algebraico y asi determinar
la velocidad media. Luego, a partir de los procesos de visualizacion y construccion

mediante tales artefactos, se activa la génesis semidtica e instrumental.
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Adicional a ello, a partir de la experimentacion y un razonamiento deductivo —luego de
realizar tratamientos en el registro algebraico—, pone en evidencia el proceso de
prueba y con ello la activacion de la génesis discursiva al justificar y validar la
velocidad media como la variacién de la velocidad en un intervalo de tiempo

determinado.

Si bien las producciones de los estudiantes permiten evidenciar claramente la
activacion de algunas génesis, como la génesis instrumental, es posible que algunas

de ellas se confunda con otra. Tal es el caso entre la génesis semiotica y discursiva.

Por ejemplo, en la tarea 7 de la parte 1, los estudiantes dan su respuesta a partir de
exploraciones y observaciones a los resultados de las tareas previas, considerando
estos ultimos como artefactos (tabla de valores y formula de velocidad media). Este
hecho permite que se realice la dinamica, tanto en la génesis semidtica como en la
génesis instrumental; sin embargo, las respuestas obtenidas son explicaciones de lo
sucedido en el registro de representacién de lengua natural y no se justifican bajo
algun conocimiento tedricamente organizado. Luego no se activa la geénesis

discursiva.

En la parte 2, los estudiantes realizan exploraciones y observaciones mediante la
manipulacion a los artefactos deslizador, pendiente, y vista grafica del GeoGebra, asi
como a la férmula de velocidad media (en su representacion como cociente de
magnitudes o pendiente de recta). Tales artefactos, junto al razonamiento inductivo,
permiten que se evidencien nociones de aproximacion y con ello la construccién de la
definicion de la velocidad instantanea. Luego, los procesos de visualizacion y

construccion guian la activacion de las génesis semiadtica e instrumental.

Adicionalmente, en esta parte, no se realizan tratamientos en el registro algebraico.
Por ejemplo, para calcular la formula de la velocidad media en el intervalo [7; 7 + h],
los estudiantes no comprendieron que los valores de la distancia en cada extremo del
intervalo corresponden a los valores de la funcién d(t) evaluado en los extremos dicho
intervalo. Este hecho se debe a que los estudiantes no movilizan los conocimientos
de planteo y solucién de ecuaciones y por ello, en consecuencia, no se activa la

génesis semidtica.

Con respecto al proceso de prueba y argumentaciones, notamos que la activacion de
la génesis discursiva proviene a partir de los procesos de visualizacion y construccion,
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siendo este ultimo mas frecuente en la produccion de los estudiantes. El proceso de
prueba esta guiado, por un lado, a partir de la exploracion y experimentacion mediante
los artefactos, mientras que, por el otro lado, sugiere un razonamiento perceptivo, el
cual permite la construccion de la velocidad instantanea, como la pendiente de la recta

tangente a la curva d(t).

El proceso de prueba y las argumentaciones son mas frecuentes a comparacion que
la parte 1, hecho que se da cuando se trabaja a partir de la dinamica en la génesis
instrumental. ARadimos que cada artefacto considerado, sea la tabla de valores, la
férmula de la velocidad media, o herramientas del GeoGebra, juegan un rol importante

para la activacion de las diferentes génesis y sus planos asociados a ellas.

Para describir el trabajo matematico de los estudiantes, no basta con identificar la
activacion de las génesis semidtica, instrumental y discursiva. Adicional a ello, se
identifican y establecen las articulaciones entre tales génesis. En ese sentido, en
nuestra investigacién, se activaron los planos verticales [Sem-Dis], [Ins-Dis] y [Sem-

Ins], siendo este ultimo el mas frecuente.

La recurrencia en la activacion del plano vertical [Sem-Ins] corresponde a una
reiterada coordinacién y articulacion entre los procesos de visualizacion y construccion
para el desarrollo de cada tarea, tanto en la parte 1 y 2. Tal coordinacion es guiada
por las exploraciones mediante la manipulacién de los artefactos y la visualizacion a

las representaciones (signos).

En relacion al plano [Ins-Dis], creemos que el disefio de las tareas (particularmente en
la parte 2) propicia su activacion a partir del proceso de construccion y la
experimentacion con los artefactos mediante un razonamiento inductivo. Tal diseio
permite reconocer el comportamiento de la tasa de variacion media cuando su
intervalo de tiempo es muy pequefio, por lo que se realizan argumentaciones y

validaciones.

Con respecto a los paradigmas del Analisis que fueron privilegiados en la produccion
de los estudiantes, se destacan los paradigmas del Analisis Geométrico/Aritmético
(AG) y del Analisis Calculatorio (AC). Los estudiantes priorizan el paradigma AG al
realizar interpretaciones basados en la Geometria y nociones de variacion,

especialmente al explorar y caracterizar las graficas desarrolladas en el GeoGebra.
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Mientas que el paradigma AC es priorizado principalmente cuando realizan calculos

algoritmicos a partir de nociones de variacion y la férmula de velocidad media

Como nuestra investigacion estuvo dirigida a estudiantes de ultimo afo de Educacion
Secundaria, era de esperarse que se privilegiara, en su mayoria, el paradigma AG;
sin embargo, realizar procedimientos y un trabajo algoritmico basados en nociones
nacidas en la Fisica, como lo es la velocidad, permitieron que fueran movilizados y

privilegiado el paradigma AC.

Del mismo modo, enfatizamos la importancia de identificar los paradigmas, en este
caso en el dominio del Analisis, ya que caracterizan el trabajo matematico de los
estudiantes y permiten dar cuenta de qué nociones propician el surgimiento de
conceptos relacionados a la variacion y tasa de variacién como velocidad. Con ello,
afirmamos que el trabajo matematico del usurario es, por lo general, una combinacién

de dos o mas paradigmas, tal como lo sefiala Montoya-Delgadillo y Vivier (2016).

De esta forma, podemos concluir que las acciones y producciones de los estudiantes
de ultimo afno de Educacion Secundaria cuando resuelven tareas con la tasa de
variacion giran en torno a la activacion de las génesis semidtica, instrumental y
discursiva y con ello los planos verticales [Sem-Ins] y [Ins-Dis], asi como los

paradigmas del analisis AG y AC.

Por otro lado, es importante seialar que a lo largo de la investigacidn se presentaron
diferentes limitaciones, las cuales fueron controlados por el investigador. Una de ellas,
es con respecto al numero de estudiantes que fueron tomados en cuenta para el
estudio. Dentro de la planificacion para llevar a cabo la parte experimental, se
considero inicialmente a ocho estudiantes; sin embargo, solo cinco de ellos asistieron

a las dos sesiones, lo cual redujo el campo de resultados.

Con respecto al uso del GeoGebra, si bien los estudiantes son usurarios frecuentes
con el uso de laptops y aplicativos, estos presentaron dificultades para la manipulacion
de las herramientas del programa (tarea 5 de la parte 1); sin embargo, en las tareas
posteriores que involucraban manipular herramientas del Software (tarea 1, 4 y 8 de
la parte 2) fueron desarrolladas sin problema. Esto se debe al dinamismo en si y al

uso intuitivo que ofrece el programa al usuario.
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Perspectivas para futuras investigaciones

A partir del marco teérico del Espacio de Trabajo Matematico (ETM), pudimos estudiar
el trabajo matematico de los estudiantes de ultimo afio de Educacidon Secundaria
cuando resuelven tareas con la tasa de variacion, desde perspectivas epistemologicas
y cognitivas. En ese sentido, recomendamos que tal estudio sea ampliado a un

numero mayor de estudiantes para poder potenciar el ETM referencial del estudiante.

En relacién al disefio de las tareas presentadas en nuestra situacion de aprendizaje,
evidenciamos que estas guian tal trabajo matematico de los estudiantes para dotar de
significado o dar sentido a la tasa de variacion como velocidad. De acuerdo a lo
planteado por Kuzniak, Tanguay y Elia (2016), sefialan la importancia y el papel que

juega el disefio de la tarea a implementar.

A ello, recomendamos que, para que el estudiante tenga éxito, se debe disefiar tareas
bajo una terminologia de acorde al nivel de estudio, es decir, sin los conceptos
formales que propone el calculo diferencial, pero introduciendo nociones que hagan
referencia a estas. Adicional a ello, recomendamos refinar las tareas y reducir el
numero de ellas, privilegiando el rol del artefacto, en este caso de las herramientas
del GeoGebra.

Es importante sefalar que el proceso de prueba y las argumentaciones son guiadas,
principalmente, a partir de procesos semioticos e instrumentales. En otras palabras, a

partir de la génesis semidtica e instrumental.

En ese sentido, nos preguntamos ¢;De qué manera los recursos tecnologicos
favorecen y guian el proceso de prueba en la génesis discursiva? Por ello,
recomendamos considerar esta pregunta como guia en futuras investigaciones. Del
mismo modo, recomendamos realizar esta investigacion, teniendo como foco de
estudio los cambios de dominio, es decir, estudiar el cambio entre los dominios del

Algebra, Geometria y Analisis.

Por otro lado, afirmamos que la tasa de variacién cumple un papel protagénico para
el acceso hacia otros objetos matematicos, como el de pendiente de una recta y la
construccion de la derivada. A ello, recomendamos asociar estas concepciones a

otros objetos, como es el caso de la exponencial y logaritmos.
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Asimismo, comprobamos que los estudiantes de ultimo afio de Educacién Secundaria
(en Chile) pueden dar sentido a la nocion de tasa de variacion instantanea desde un
enfoque intuitivo a la idea de variacién y tasa de variacion media. En esa linea,
creemos que esta situacion de aprendizaje, luego de una refinacion a las tareas,
podria ser aplicada a estudiantes de ultimo afo de Educacion Secundaria en el Peru,
asi como estudiantes de primer afio de universidad sin dificultad, como una
introduccidn a la definicion de la derivada.
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ANEXOS

Anexo 1
Construccion de la tasa de variacion instantanea o nocion de derivada.

A partir de Apéstol (2001), se sefala que este problema de la velocidad sugiere el

camino para introducir el concepto de la derivada, el cual se define a continuacién,

Figura 58. Definicion de derivada
Fuente: Apdstol (2001, p. 196)

Puntualmente, el concepto de velocidad instantanea o tasa de variacion instantanea
es un ejemplo del concepto de derivada; la velocidad v(t) es igual a la derivada f'(t),
siempre que f sea una funcion de posicion, en este caso funcién de altura. Por otra
parte, trabajar con el cociente incremental o velocidad media se traduce en trabajar
con la razén de cambio o tasa de variacion media de una funcién. Luego, se considera
al cociente incremental como la tasa de variacion media de una funcién, donde la

variacion se da principalmente en la reduccién del valor del intervalo de tiempo, h.
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Anexo 2
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INTEGRANTES: GRUPON.

c. (Qué expresion matematica (formula) relaciona las magnitudes utilizadas en la tabla
anterior? ;De qué forma influye la variacion de la distancia yla variacion del tiempo a
dicha formula? Explique detalladamente.

2. Sabiendo que la distancia depende del tiempo, calcule el valor de la férmula hallada en el
item “1.c.” cuando el tiempo transcurre entre los segundos 7 y 10. Con sus palabras escriba
detalladamente la interpretacion matematica de dicho valor encontrado.
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Anexo 3
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INTEGRANTES:

GRUPON.

3. A partir de la pregunta anterior. ;Cual es el valor de h para cada velocidad media encontrada
(Explique como hallé h)? Luego, mueva el deslizador y responda ;Cual es la interpretacion
de h conrespecto al tiempo?

4. Con laayuda del GeoGebra utilice el deslizador
P, complete las tablas. En la tltima fila responda lo pedido en la flecha.

“

a

paraacercar el punto A hacia el punto

de tiempo

Intervalo B

Velocidad
media

[7; 10]

[7;8]

[7;7,5]

[7:7,1]

[7:7,01]

[7; 7,001]

media se acercan hacia qué ntimeros?

Los valores delintervalo, de h y la velocidad

<

Intervalo
de tiempo

Velocidad
media

[5: 7]

[6;7]

[6,5; 7]

[6,9;7]

[6,99;7]

[6,999;7]
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INTEGRANTES: GRUPO N.

“, o n

5. Utilizando el deslizador “a” para acercar el punto A hacia el punto P, responda ;Cémo vario
“h”, la pendiente de la recta secante AP y el intervalo de tiempo? y ;Como va cambiando la
recta secante AP?

6. Considere huna cantidad muy pequefa. A partir de la formula d(t) =§tz, calcule la

velocidad media en el intervalo de tiempo [7; 7 + h].
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