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Resumen

En el presente trabajo de tesis estudiaremos algunos aspectos geométricos de la
envoltura convexa de una trayectoria del movimiento browniano planar en un deter-
minado intervalo de tiempo. De manera mas precisa, estudiaremos el perimetro, el
area y el diametro de dicha envoltura convexa. En el primer capitulo, revisaremos el
movimiento browniano planar y algunas de sus propiedades tales como el principio
de reflexion, la ley de la terna de Lévy y la ley del arcoseno que nos servird como
base tedrica para justificar las cotas establecidas por James McRedmond y Chang
Xu para estimar el diametro promedio de dicha envoltura convexa. En el segundo
capitulo se estudiaran las principales propiedades de cuerpos convexos y la envol-
tura convexa de una curva donde se desarrollara las propiedades que nos permitan
justificar de manera mas clara la formula de Cauchy para el perimetro y el area
de un cuerpo convexo. En el tercer capitulo se utilizard como teorema principal la
formula de Cauchy para justificar lo que se encontrdé de manera explicita tanto para
el perimetro promedio y el drea promedio de la envoltura convexa del recorrido de
un movimiento browniano planar hasta el instante ¢ = 1. Por tltimo, en el cuarto
capitulo se utilizara la terna de Lévy como teorema principal para el desarrollo de
la estimacién del diAmetro promedio de dicha envoltura convexa.
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Abstract

In this thesis work we will study some geometric aspects of the convex envelope of
a trajectory of planar Brownian motion in a certain time interval. More precisely,
we will study the perimeter, area, and diameter of said convex envelope. In the
first chapter, we will review the planar Brownian motion and some of its properties
such as the reflection principle, Lévy’s triple law and the arcsine law that will serve
as a theoretical basis to justify the bounds established by James McRedmond and
Chang. Xu to estimate the expected diameter of said convex envelope. In the second
chapter, the main properties of convex bodies and the convex envelope of a curve will
be studied, where the properties that will allow us to justify more clearly Cauchy’s
formula for the perimeter and area of a convex body will be developed. In the
third chapter, the Cauchy formula will be used as the main theorem to justify what
was found explicitly for both the expected perimeter and the expected area of the
convex envelope of the path of a planar Brownian motion up to the instant ¢t = 1.
By Finally, in the fourth chapter, the Lévy triple will be used as the main theorem
for the development of the estimation of the diameter of said convex envelope.
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Introduccion

El calculo del perimetro promedio de la envoltura convexa de un tramo del mo-
vimiento browniano planar fue propuesto por Gerard Letac en el ano 1978 y fue
solucionado por Lajos Takacs en el ano 1980 [I1], quien uso la formula de Cauchy
para el perimetro, desarrollada en el ano 1832 [6]. Dicha formula consiste en expre-
sar el perimetro de la envoltura convexa en términos de la funcién soporte asociada
a la trayectoria del movimiento browniano planar. Es por ello que se obtuvo una
expresion explicita para el perimetro promedio. Luego, Bachir en el ano 1983 calculo
explicitamente el drea promedio de la envoltura convexa de un tramo del movimiento
browniano planar a partir de la formula de Cauchy para el area [6], dicha formula
consiste en expresar el area de la envoltura convexa en términos de la funcién so-
porte asociada a la trayectoria del movimiento browniano planar. Posteriormente,
J. McRedmond y C. Xu en el afio 2017 [I3], estimaron el didmetro promedio de
dicha envoltura convexa, el cual hasta el momento no ha sido calculado de forma
explicita, solo se ha podido acotar sugiriendo un valor aproximado. En esta misma
linea otros autores como J. Randon-Furling, S.N. Majumdar, y A. Comtet, también
han investigado este problema encontrando resultados interesantes que ayudan a
los ecologistas a estimar el rango de la trayectoria que realizan los animales para
alimentarse, basado en el seguimiento de las posiciones de los animales en un cierto
periodo de tiempo [12].

En el presente trabajo de estudiaremos algunos aspectos geométricos de la envoltura
convexa de una trayectoria del movimiento browniano planar en un determinado
intervalo de tiempo. De manera mas precisa, estudiaremos el perimetro, el area y el
diametro de dicha envoltura convexa. En la primera parte, revisaremos el movimiento
browniano y algunas de sus propiedades tales como el principio de reflexion, la
ley de la terna de Lévy y la ley arcoseno. En la segunda parte se aplicardn estas
propiedades para obtener de manera explicita el valor promedio del perimetro y del
area de la envoltura convexa antes mencionada. Asimismo, estimaremos el promedio
del didmetro de dicha envoltura convexa. La principal contribucién del trabajo es
que, si bien estos aspectos geométricos han sido estudiados en distintos articulos, la
teorfa utilizada no siempre ha sido desarrollada de manera clara o precisa, y entonces
gran parte del trabajo consistird en presentar y demostrar en forma detallada los
resultados antes mencionados junto con la teoria necesaria para ello. Asi, esto podra
servir como base para cualquier investigacion relacionada por parte de alumnos de
la maestria o para aquellas personas que tengan interés en el tema.



Capitulo 1

Movimiento browniano

En la presente seccion, veremos el movimiento browniamo y algunas de sus princi-
pales propiedades.

Definicién 1.1. Un movimiento browniano estandar en R es un proceso estocéstico
B :[0,00) xQ — R en un espacio de probabilidad (€2, F,P) que cumple las siguientes
condiciones:

1. Bg=0c.s.

2. (Incrementos independientes) Si 0 < ¢; < ty < t3... < t,, entonces las variables

aleatorias
Bt17 Bt2 - Bt17 seey Btn - Btn—l

son independientes.
3. (Incrementos estacionarios) Si 0 < s < ¢ entonces
B; — B, tiene distribucion normal con media 0 y varianza t — s.

Es decir,
B, — By ~ N(0,t — s).

4. B posee trayectorias continuas c.s.
Proposicién 1.2. Sea B un movimiento browniano estandar en R. Entonces

a) Para cada ty > 0, el proceso Biiyy — Bi,,t > 0 es un movimiento browniano
estandar independiente de FE = o({B,,r < to}).

b) El proceso —By,t > 0 es un movimiento browniano estdndar en R.

¢) Para cada ¢ > 0, el proceso CB%,t > 0 es un movimiento browniano estandar en
C
R.

d) (Principio de reflexion) Sib >0 y 7, = inf{t > 0: B, = b}, entonces

Plm, < t,B; < b] = P[B; > b, ¥t > 0.
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e) (Ley del arcoseno) La variable aleatoria t* = inf{t € [0,1] : B; = sup B} tiene
0<s<t

distribucion arcoseno. Es decir,
2
P(t* <t) = = arcsenv/t, Vt € [0, 1].
s

Demostracion. Ver [5]. O

Sea B un movimiento browniano estandar en R, ¢t > 0, m; = Olnf Bsy M; = sup B;.
0<s<t

Observacion 1.3. Para cadat > 0, P(M; >0) =1y P(m; <0) = 1.

En efecto, por el principio de reflexion, si b > 0 entonces
Pln < t] =P, <t, By <b]+P[n, <t, B, >b] =2P[B; > ).
Luego,

n—o0 n—oo

P(M; > 0) [U{m < t}] lfim Plr: <] = lim 2P {Bt 1} = 1.

De manera analoga, se concluye que P(m; < 0) = 1.

Teorema 1.4. Sean a < 0 < b e I un subconjunto de Borel del intervalo (a,b).

Entonces
(z42n(b—a))” Qn(b a) (172a72n(b7a))2
Z /[ . —e’ 2t ]dx
(1.1)

P(mt>a Mt<b Btel
27rn

para todo t > 0.
Demostracion. Ver [2], p. 76-78. O

Corolario 1.5.

4 > (_1)k 2 2 2
P( sup |Bs|<x ) =— S L e CRHDT/(ET) gy .
<0<sl<)1 = ) T § 2k +1

Demostracion. Usando el teorema, paraa= —z,b=ux y t =1, se sigue que

]P’(sup |BS|<:1:):IP>(1nf B, > —x, sup Bs<x,Ble(—x,x))7

0<s<1 0<s< 0<s<1
/ Z ~20%/2 gy
\/271' Pt
1 (2j+1)= )
== >y / ey
2 jzzoo (2j-1)z
1 = . .2
B \/—2_7r/]R Z (1) Laaj-1a (210 (y) € 2 dy.
j=—o00
1)



Luego, f es determinada por la siguiente serie de Fourier de cosenos

4 K (—1)F (2k:+1 >
W=1y ).
wk202k+1 2

Asi,

4 & —1)k [ 2k +1 2
P B, -y — Y2y,
(OS<1;I<)1 Bsl < x) T 2 \/_ /— - ( 2r Wy) ‘ ’

Notemos que

/ooczos(Qk—i_1 )ey2/2dy—\/_e *(2k+1)%/(82%)

o 2z

Por lo tanto,

SERS

i ( 2(2k+1)2/(8 2)
2k

P ( sup |Bs| < :U) =
0<s<1 —
m
Definicién 1.6. Un movimiento browniano estandar en R™ es un proceso estocéstico
B = (By,By,....,B,) : [0,00) x Q@ — R"
en un espacio de probabilidad (€2, F,P) tal que los procesos
By, Bs, ..., B,
son movimientos brownianos estandar en R independientes.

Proposicion 1.7. Si A € R™"™ es una matriz ortogonal y B es un movimiento
browniano estdndar en R", entonces el proceso AB es un movimiento browniano
estandar en R™.

Demostracion. Ver [5]. O

Corolario 1.8. Si By, By : [0,00) X  — R son movimientos brownianos estindar
en R independientes y 0 € R, entonces los procesos

X = Bjcos(f) + Bysen(f) y Y = —Bysen(f) + By cos(d)
son movimientos brownianos estaindar en R independientes.

Demostracion. Basta aplicar el resultado anterior a la matriz ortogonal

B cos(f)  sen(0)
A= ( —sen(f) cos(f)
tandar en R?). O

B - .
) y al proceso B = ( Bl ) (movimiento browniano es-
2



Capitulo 2

Cuerpos convexos

En este capitulo el objetivo es mostrar el desarrollo del teorema de Cauchy para
el perimetro y el area de un cuerpo convexo (teorema . Para alcanzar dicho
objetivo tomaremos como base tedrica [6], pero en gran parte de su desarrollo toma-
remos como referencia [7] y para complementar el desarrollo de algunos resultados
tomaremos como referencia [§], [9], [10].

Definicion 2.1. (Suma de Minkowski).
Sean A, B € R". Entonces denotaremos por A + B la suma vectorial de ambos

conjuntos. Es decir,
A+B:={a+b:ac A, be B}.

Si r € R denotaremos por rA al conjunto
rA:={ra:a€ A}.
Definicién 2.2. Sean x € R" y A C R". El conjunto = + A es la traslacion de A
definida como: x + A ={z+y:y € A}
2.1. Conjuntos convexos
Definicién 2.3. Un subconjunto K C R" es llamado convexo si:
ar+ (1—a)y € K, Vz,y € K, Va € [0,1].

Observacién 2.4. Notemos que R"” es un convexo de R y un intervalo I es un
convexo de R.

Definicién 2.5. Sean x € R" y K C R". Decimos que x es combinacién convexa
de elementos de K, si existen k € N, {t;}*_, € [0,1] y {z;}_, C K tales que

k k
xzztiﬁci y Ztizl-
i=1 i=1



Proposiciéon 2.6. Sea K C R". El conjunto de todas las combinaciones convexas
de elementos de K es convezo.

Demostracion. Denotemos a D como el conjunto de todas las combinaciones conve-
xas de elementos de K. Es decir,

k k
D = {th.fl ckeN, ty,tg, ..., t >0, th =1, x1,29,....,7 € K} .

=1 =1

Sean z,y € Dy X € [0, 1]. Debemos demostrar que Az + (1 — \)y € D.

Como z € D, entonces existen k € N, {t;}*_, € [0,1] y {z;}*, C K tales que

k k
r=Y tiw y Y ti=L
=1 =1

Como y € D, entonces existen p € N, {t;}Y_, C [0,1] y {v:}}_; C K tales que

p p
y=> ty y > ti=1
=1 =1

k k
A+ (1= Ny = )\Ztixi +(1=X) iﬁyi = Z)\til’i + i(l — Mt yi-
i=1 i=1 i—1

i=1

Denotemos como «; = At;, para i = 1,2, ...k, ajrp = (1 = N)tf, parai = 1,2, ....py
Tivk = Y; para 1= 1,2, ....p.

Luego se cumple que oy, g, ..., i, > 0 (yaque A >0, 1 =X >0, {t;}F, C[0,1] y
{t:}7_, C[0,1]) y que X1, ..., Tk, T14ks -, Tpik € K (PU€S 1, .0y Tpey Y1, -, Yp € K).
Ademés, tenemos

k+p

k P
ZO% = Z%’ +Zai+k
i=1 z:l z:;
=D M+ Y (1=t
z:lk =1 ,
=AY L+ (1-N) =1
i=1 i=1

k P k P
AT + (1 - /\)y = Z o,T; + Z A kY = Z o;T; + Z itk Litk
i=1 i=1 =1 =1

= E ;5.

i=1

Por lo tanto, Az + (1 — Ay € D. O



Proposicion 2.7. Sea K C R™. Entonces K es convexo si y solo si contiene todas
las combinaciones convezas de elementos de K.

Demostracion.

i=1 =1

k k
Sea D = {thxz ke N, t1,09, ..., tg > O,ZtZ = 1, L1,To, ..., T € K} .
Debemos demostrar que
K es convexo <— D C K.

En efecto:

(<) Sean x1,29 € K y A € [0,1]. Veamos que Az; + (1 — N)xp € K. Tomemos
t1 =\, to =1—\. Es claro que t1,t3 > 0, t; +t5 = 1, entonces Az + (1 —N)zy € D
y como D C K, tenemos Az; + (1 — \)zp € K.

(=) Sea z € D. Entonces
k k
xr = thl‘L con ke N, ty,....tp > O’th =1,2q,...,7 € K.
i=1 i=1

Basta probar que x € K.

Procederemos por induccién sobre k. Es claro que esto se cumple para k =1, k = 2.
Supongamos que esto es valido para un cierto k£ > 2. Entonces debemos probar que
vale para k + 1.

k41 k+1
Sea x = E tix; con ty, ...ty >0, E ti=1,21,....,7041 € K.
i=1 i=1

k
Si Zti = 0, entonces x = 1 € K.
i=1

k
Si Z t; # 0, haciendo
i=1

k k ‘
t:Ztie yzz?zxi,
i=1 i=1

k

L
2?21 Yt =1—t.
i=1

se tiene que

Luego, x =ty + (1 — t)xx+1. Notemos que y € K (por hipotesis inductiva) y como
K es convexo, entonces r € K. O



Observacion 2.8. Si {K;},., es una familia arbitraria de conjuntos convexos de
n
R™, entonces (),c; K; es convexo.

Sixz,ye€ ﬂKi vy A € [0,1], debemos demostrar que
el

Ar+ (1= Ny €K
el

Veamos:

Como x,y € ﬂKi, entonces z,y € K;, Vi € I.
icl

Sabemos que
A+ (1 =Ny € K;, Vi € I, pues {K;},.; es una familia de conjuntos convexos.

Por lo tanto,
Ar+ (1= Ny €K

i€l

Definicién 2.9. Dado un conjunto arbitrario X, se define la envoltura convexa de X,
y se representa por conv(X), como la interseccion de todos los subconjuntos convexos
de R™ que contienen a X. Es decir,

conv(X) = ﬂ{A C R": A es convexo, X C A}.

Observacién 2.10.

1. La envoltura convexa de X es convexo. Esto es consecuencia de la observacion
2. A C conv(A). Esto resulta de la definicion 2.9

3. La envoltura convexa de un conjunto X es el menor conjunto convexo que contiene
a X. Es decir, si A es un conjunto convexo que contiene a X, entonces

conv(X) C A.
4. Si A C B, entonces conv(A) C conv(B).
En efecto, se tiene que B C conv(B). Como A C B, entonces A C conv(B).

Sabemos que conv(A) es el menor conjunto convexo que contiene a A y como
conv(B) es un conjunto convexo que contiene a A, entonces conv(A) C conv(B).



Proposicion 2.11. La envoltura convera de un conjunto no vacio X C R"™ es el
conjunto de todas las conbinaciones convexras de elementos de X. Es decir,

k k
conv(X) = {thml ckeN, ty,tg, ...t >0, Zti =1, x1,29,...,x € X} )
i=1 i=1

Demostracion.

k k
Sea D = {thxz ke N, tl,tg,...,tk 2 O, Ztl = 1, T1,T2, ..., Tk € X} .

i=1 i=1
Debemos demostrar que
D = conv(X).

(D) Sea x € X. Como =z = lx, entonces © € D. Es decir, X C D. Por la
proposicion 2.6] D es convexo y como conv(X) es el menor conjunto convexo que
contine a X, entonces conv(X) C D.

(C) Sea x € D. Esto implica que
k k
T = Ztﬂi con k € N, ty,....tp > O,Zti =1,2q9,....,05 € X
i=1 =1

y como X C conv(X), entonces z1, ...,y € conv(X).

Denotemos a D* como el conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos
de conv(X). Es decir,

k k
D* = {th% ckeN, ty,..,tp, >0, Zti =1, 2,...,x1 € conv(X)} )
i=1 i=1
Como conv(X) es convexo, entonces, por la proposicion tenemos

D* C conv(X).

Notemos que z € D*, en consecuencia x € conv(X).

Luego,
D C conv(X).

Por lo tanto,
D = conv(X).



Observacién 2.12. Sea A C R™. Entonces A es convexo, si y solo si conv(A) = A.

En efecto: (<) Supongamos que conv(A) = A. Como conv(A) es convexo, en con-
secuencia A es convexo.

(=) Supongamos que A es convexo, entonces, por la proposicion y por la pro-
posicion [2.11], se sigue que conv(A) C A.

Ademas, se cumple A C conv(A). Por lo tanto, conv(A) = A.

Definicién 2.13. Decimos que los puntos xg, ..., 2 € R" son afinmente indepen-
dientes si los vectores 1 — xg, ..., T — o son linealmente independientes. En caso
contrario se diran afinmente dependientes.

Teorema 2.14. (Caratheodory) Sean A C R" y x € conv(A). Entonces © es com-
binacion convera de una coleccion de puntos afinmente independientes de A. De
manera mds precisa, T se puede expresar como una combinacion convexra de no mds
de n + 1 puntos afinmente independientes de A.

Demostracion. Ver [, p. 3. O

Teorema 2.15. Si A C R" es compacto, entonces conv(A) es compacta.

Demostracion.
n+1

Sea A = {()\1, ~-'>)\n+l) . )\1 Z O, Z)\Z = 1} C Rn+1.
i=1

Sea f: A x A" — R” la funciéon dada por

n+1
f()\l, caey /\n+1; L1y eeny $n+1) = Z )\zxz
i=1

Afirmacion: f(A x A" = conv(A).

En efecto, sea x € conv(A). Entonces, por el teorema de Caratheodory, existen
A, c0,1] y {x}r, C K tales que

k k
IE:Z&%‘ y Z)\izlv
i=1 i=1
donde x1, ..., son puntos afinmente independientes de A con k& < n + 1.

Si k =n + 1. Entonces existen (A1, ..., A\yi1, T1, . Tnp1) € A x A" tales que

n+1

f()\l, ceey >\n+1; L1y eeny $n+1) = Z )\le
i=1

10



)\k )\k >\k

M e = — A = — 2k
n+l—k " 11—k T 1 —k
Y Tpyl = Thy ooy Tyl = Tg, entonces existen (Ap, ..., A1, T1, .o Tnp1) € A x A
tales que

Sik <n-+1 Tomemos Ay =

n+1

f()\l, -~->/\n+17$17 ...,xn+1) = Z)\Zl'l

Como A es compacto y A es compacto, entonces A x A" es compacto. Ademas,
la aplicacién f es continua. Por lo tanto, conv(A) es compacto. a

Proposicion 2.16. Si A C R" es un conjunto acotado no vacio, entonces
diam(A) = diam(conv(A)).
Demostracion. Como A C conv(A), entonces
diam(A) < diam(conv(A)). (2.1)
Veamos la otra desigualdad. Sean z,y € conv(A), entonces
T = A\ai + Xaas + ... + A\l
para algunos aq, as,...,a, € Acon A, Ag, ..., Ay >0, A1+ Ao+ ..+ A, =1y
Y = paby + piaby + ...+ b,
para algunos by, by, ..., by, € A con g, o, .oy ptp > 0, pig + pro + ... + 1, = 1.

Notemos que
m p

m p
=30 Npiai y=Y_> Nipb;

i=1 j=1 i=1 j=1

Aplicando la desigualdad triangular, se cumple que
2 Z Nt (a

i=1 j=

Z Z it || ai — byl

|z —yll =

m

Z i Nipejdiam(A

=1 j5=1

(ii ><;w>

m(A).

IN
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En consecuencia, tenemos
|z —yl|| < diam(A), VY x,y € conv(A),

Luego,
diam(conv(A)) < diam(A). (2.2)

De (2.1)) y (2.2)), se concluye que
diam(conv(A)) = diam(A).
[

Definicién 2.17. Un conjunto convexo K C R"™ que es compacto y no vacio es de-
nominado un cuerpo convexo. Denotaremos por K" a la familia de cuerpos convexos
en R" y K a la familia de cuerpos convexos con interior no vacio. Es decir,

K" ={K C R": K es un cuerpo convexo}, K{ ={K € K" :int(K) # 0}.
Observacion 2.18. Si K, L € K" y A € R, entonces K + L, A\K € K™.

Definicién 2.19. Un politopo en R™ se define como la envoltura convexa de un
subconjunto finito de R".

Proposicion 2.20. Todo politopo en R™ es un conjunto compacto.

Demostracion. Sea P un politopo en R".
Si P = () se cumple lo afirmado.

Si P # (), entonces existen puntos zg, Ty, ..., Tr en R” tales que
P = conv{xg, xy, .., 21}
Como {xg, x1, ..., T} es compacto, aplicando el teorema se obtiene que
conv{xg, T1, ..., } €s compacto.

Por lo tanto, P es un conjunto compacto. 0

Definicién 2.21. Denotaremos por P™ a la familia de politopos no vacios en R" y
por Pj a la familia de politopos en R"™ con interior no vacio. Es decir,

P" ={P C R": P es politopo no vacio en R"}, P} =P"NKy.
Teorema 2.22. Si K € K", entonces, para cada € > 0, existe P € P" tal que

PCKC F,

donde P, = U B. ().

zeP
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Demostracion. Sea ¢ > 0. Como K es compacto, entonces existen zy,...,x, € K
tales que

KcOée(xi).

i=1
Tomemos P = conv ({z1, 02,23, ..., 2,}) ¥y Pe = U,ep B. (x).
Como K es convexo y J;_, B. (z;) C P., entonces

PCKCPF.

]

Definiciéon 2.23. Si A CR", A+# () y x € R, se define la distancia del punto z al
conjunto A de la siguiente manera:

d(xz,A) := if{||lx —a|| : a € A}.

Proposicion 2.24. Sea A C R™ un conjunto convexo cerrado y no vacio. Para cada
r €R"— A, existenu € S ' y S €R tales que

(z,u) < B, Yz€ A y (z,u) > L.

Demostracion. Sea x € R™ — A. Como A es un conjunto cerrado, existe a € A tal
que
o — all = d(z, 4) 0.

Sean u = —— 2 ¢ g y = sup(z, u). Entonces
| —all zeA
(z,u) < 3, Vz € A.
Ademés,

(x,u) — (a,u) = (x — a,u) = ||x —a| > 0.

Por lo tanto,
(x,u) > (a,u). (2.3)

Sea z € A. Consideremos la funciéon dada por
fO) =llz = [(1 = ta+tz]||* = |lz — a + t(a — 2)|*

Como A es convexo, (1 —t)a +tz € A para cada t € [0,1]. Entonces f alcanza su
valor minimo en ¢t = 0 (ya que f(0) = ||z — a||*). En particular,

0< f(0) = [2t]la — 2||* + 2(z — a,a — 2)] |i=0 = 2{x — a,a — z).

Entonces

(z,x —a) _{a,x—a)

(z,u) < (a,u).

o e—al T flr—all
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Como z € A fue tomado de manera arbitraria, entonces

B =sup(z,u) < {(a,u).
zEA

De esto y de ({2.3)), concluimos que

B < {(x,u).

2.2. Funclones convexas

Definicién 2.25. Sea D C R"™ un conjunto convexo. Decimos que una funcion
f D — R es convexa si

F(T=XNz+ X y) < (1=XN)f(x)+ \f(y), Vx,y € D, Y\ € [0, 1].

Teorema 2.26. Toda funcion convexa f : Domf C R™ — R es continua en
int(Domf).

Demostracion. Ver [7], p. 21-22. O

Definiciéon 2.27. Sea A C R™. Decimos que una funciéon f : A — R™ es localmente
Lipschitz continua si para cada conjunto compacto K C A, existe una constante C'x
tal que

1 () = W < Crllz —yll, V o,y € K.

Teorema 2.28. Si f : R — R es convero, entonces f es una funcion localmente
Lipschitz continua en R™.

Demostracion. Ver[§], p. 267. O

Teorema 2.29. Si f : R® — R™ es una funcion localmente Lipschitz continua,
entonces [ es diferenciable L™ — c.s., donde L™ es la medida de lebesque en R™.

Demostracion. Ver[§|, p. 103-106. O
Corolario 2.30. Si f : R" — R es convexo, entonces f es diferenciable L — c.s.

Demostracion. Como f : R® — R es convexo, entonces, por el teorema f
es una funcién localmente Lipschitz continua. Luego, aplicando el teorema se
concluye que f es diferenciable L™ — c.s. [

14



2.3. Funcién soporte

Definicién 2.31. Sea K € R™ un conjunto convexo cerrado y no vacio. La funcion
soporte hx de K se define como:

hi : R" =] — 00, o0]
u — sup(x, u).
reK
Denotaremos por Dom(hg) = {u € R" : hx(u) < oo},
Para cada u € Dom(hg) — {0}, definamos los conjuntos
H(K,u):={z e R": (z,u) = hg(u)}
H (K,u) :={z € R": (z,u) < hg(u)}
F(K,u):= HK,u)NK,

denominados respectivamente, el hiperplano soporte, el semiespacio soporte y el
conjunto soporte K con vector normal exterior u.

Proposicion 2.32. Sea K € K™. Para cada u € R™ — {0}, existe xy € OK tal que
hi(u) = (xo, u),

donde hy es la funcion soporte de K.

Demostracion. Sea u € R™ — {0}. Como hg es la funcion soporte de K, entonces

hi(u) = iglg(x,u) (2.4)

Sea f: K — R dado por f(z) = (x,u), Vx € K.
Notemos que f asi definida es continua en K y como K es compacto, entonces existe
zo € K tal que ma[%(f(x) = (xo, u).
TEe
Reemplazando en (2,4, tenemos que hx(u) = (xq, u).

Afirmacién: xy € K.

En efecto, supongamos que xy € int(K). Entonces existe r > 0 tal que B, (z¢) C K.

Tomando xy + LS B, (xy) C K, se sigue que g + LY
2 [Jul] 2 [Jul]
Ademas, tenemos que (x,u) < hg(u) = (rg,u), Vo € K y como xy + gﬁ € K,
u
rou r o
entonces <x0 + §H,u> < (zp,u). Luego, 3 < 0 (contradiccion). O
u
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Proposicién 2.33. Sea K € K". Siyy € 0K, entonces existe ug € S™ 1 tal que

hi (uo) = (Yo, vo),
donde hy es la funcion soporte de K.

Demostracion. Como yo € 0K, existe una sucesion {x,,} en R” — K tal que

lim z, = yo.
m—00

Por lo visto en la demostracion de la proposicion [2.24] para cada m € Z*, existe
an, € K tal que

w2 — || = d(Tm, K),

Lm — Am c Sn—ll

v (2, Upm) < (Am,un,) para todo z € K, donde u,, = ———
[

Como S™! es compacto, pasando a una subsucesion si es necesario podemos suponer
que
lim u, =uy € S" L.

m—500
Sea z € K. Entonces
(z,Um) < (X, Up,) para todo m € N
Tomando el limite cuando m — oo, obtenemos
(z,u0) < (Yo, uo)-
Como z € K fue tomado arbitrariamente, concluimos que

hic (o) < (Yo, uo)-

De la definicion de hg(ug), es evidente que hx(ug) > hi(uo) < (Yo, uo)-

Finalmente, concluimos que hg (ug) = (yo, uo)- O
Proposicion 2.34. Sea K C R™ conjunto convexo cerrado y no vacio.

a) hx(Au) = Mg (u), YA >0, Yu € R™.

b) hi(u+v) < hg(u) + hg(v), Vu,veR™

¢) v € K< (v,u) < hg(u), Vu € R".

d) Si K es acotado, entonces hi es finita.

e) Si L también es un conjunto convexo cerrado y no vacio, entonces

haK-l—BL = OéhK _I_BhLa vaa B 2 0.
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Demostracion.
a) Sean A\ > 0,u € R", tenemos

hx(Au) = sup(x, Au) = Asup(x,u) = Mg (u).

zeK rzeK

b) Sean u,v € R", tenemos

hi(u+v) = sup(z,u +v) < sup{x,u) + sup(z,v) = hg(u) + hx(v).
zeK zeK zeK

¢) (=) Se cumple de la definicion de la funciéon soporte de K.
(<) Debemos demostrar que si (x,u) < hg(u), Vu € R", entonces = € K.

Esto equivale a demostrar
r €R" — K = hg(u) < (z,u), para algin u € R".

Como x € R™ — K, entonces, por la proposicion [2.24] existen ug € S" 'y S € R
tales que
<Z,U0> < 67 Vze K y <LU,U0> > /8

Lo cual implica que
hK(U()) < /6 < <$,U0>

Por lo tanto,
hi(u) < (x,u), para algin u € R".

d) Como K es acotado, entonces 3 ¢ > 0 tal que ||z|| < ¢, Vx € K.
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que

(u, ) <||ull-||z|| < ¢||lul], Yz € K, Yu € R".
Luego se cumple que

hic (u) = sup(a,u) < cl[u]], Yu € R”
zeK

Por lo tanto, la funcion soporte de K es finita.
e) Sean u € R", o, > 0, tenemos
haxipn(u) = sup (z,u) = sup (ay + Bz,u) = suplay, u) + sup(5z, u)

reaK+LL yeK,zeL yeK z€L

= ahg(u) + fhr(u) = (ahgx + Bhr)(u).
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Observacion 2.35. La funcion soporte hy de K es convexa. Esto es consecuencia

de la proposicion partes a) y b).

Proposicion 2.36. Sean K, L C R" conjuntos convexros cerrados y no vacios y hy,
hr, sus respectivas funciones soporte. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) K CL.
b) hK(u) ShL (U),VUGR“

Demostracion.
a) =b):Si K C L, entonces

hik (u) =sup{{a,u) :a € K} <sup{{a,u):a € L} =hy(u).

Por lo tanto,
hg (u) < hg (u), Yu € R™.

a) < b) : Supongamos que

hi (u) < hgp (u),Vu € R™.
Sea x € K, entonces, de la definicion de hg, tenemos que
(r,u) < hg(u) < hg(u), Yu € R™.
Luego, por la proposicion parte c), se cumple que x € L.

Por lo tanto, K C L.

Observaciéon 2.37. Sean K, L € K". Si K C int(L), entonces
hi (u) < hy (u),Yu € R" — {0}.

En efecto, supongamos por contradiccion que

hr (u) < hg (u), para alginu € R™ — {0}.

(2.5)

(2.6)

Como u € R™ — {0} y hg es la funcion soporte de K, entonces, por la proposicion

2.32] existe zg € OK tal que
hi(u) = (xo, u).

(2.7)

Como zy € K C int(L), se sigue que xy € int(L). Entonces existe r > 0 tal que

Er(l’o) C L.
De (2.6) v (2.7), tenemos que
(x,u) < hp(u) < (xg,u), Vo € L.

u u

Como zg + r—- € B,(xy) C L, entonces <x0 +r—: u> < (xg,u).

] lull’

Luego, r < 0 (contradiccion).
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Proposicién 2.38. Sea A C R"™ un conjunto cerrado y no wvacio. Entonces para
todo u € R,
hconv(A)(“) = Sup{(a, U> ac A}

Demostracion. Si u = 0, se cumple lo afirmado.
Si u € R" — {0}, demostraremos que
I) sup{(a,u) : a € A} < heonvay(w) ¥y 1I) heonoiay(u) < sup{(a,u) : a € A}.
I) Como A C conv(A), entonces
sup{(a,u) : a € A} <sup{(a,u) : a € conv(A)} = heonuia)(u). (2.8)
IT) Sisup{{a,u):a € A} = oo, se cumple la afirmacion.
Supongamos ahora que
A =sup{(a,u) :a € A} € R.
Sea H™ = {a € R": (a,u) < \}.
Como A C H™ y H™ es convexo, entonces conv(A) C H™.

Es decir,
(a,u) < X, Va € conv(A).

En particular, sup{(a, u) : a € conv(A)} < . Entonces
heonv(ay(w) < sup{{a,u) : a € A}. (2.9)
De y (2.9), se concluye que
Peonv(ay(u) = sup{(a,u) : a € A}.
[

Observacion 2.39. Sea K € K" tal que 0 € int(K). Para cada u € R* — {0}, se
cumple que
hK(u) > 0.

En efecto, sea v € R* — {0}. Como 0 € int(K), entonces existe r > 0 tal que
B,(0) C K.

Ademas, tenemos que hg(u) > (z,u), Vo € K. Como g(Hu—H) € B.(0) C K,
u

entonces hy(u) > <g (HU—H) ,u> = g||u|| > (. Por lo tanto, hx(u) > 0.
u
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Definicién 2.40. Sean f : R* — R, x € R". Definimos la derivada direccional
unilateral de f en x con respecto a y como el siguiente limite.

f’(m,y) — l{m f(ZL' + ty) B f(ZL’)

t—0t t ’

si este limite existe.

Definicién 2.41. Sea f : R™ — R. Decimos que f es sublineal si cumple que
fOw) = Af(u), flu+v) < f(u)+ f(v), Vu,o € R", X > 0.

Observacién 2.42.

1. Sea f:R™ — R. Si f es una funciéon convexa entonces, para cada x € R", existen
los siguientes limites

f’(x,y) — lim f(ﬂ? + ty) B f(l')

t—0+ t

, VyeR"
2. Toda funcién soporte de un cuerpo convexo es una funcion sublineal.

En efecto, sea hx la funcion soporte de K € K. Por la proposicion partes
a) y b), se cumple que hx es una funcion sublineal.

3. Sea K € K™ con funcion soporte h v u € R™. Entonces
R (u,v) < hg(v), Yo € R™
En efecto, sea v € R" y sea t > 0. Como hg es una funcién sublineal, entonces

hK(U —|—tU) < hK(U) + thK(’U)7
hK(u—va) — hK(u)

ShK(U)v Vt>07

¢
i (A 0) = hic(w) < hi(v),
t—0+ t

by (u,v) < hg(v).
4. Sea K € K™ con funciéon soporte h v u € R"™. Entonces

R (u, —u) = —hy(u, u).

En efecto,
h/K(u, _u) — _ Y¥m hK(U + (—t)u) - hK(u)
t—0+ —t
—  m hi(u+ Au) — hg(u)
A—0t A



5. Sea K € K" con funcién soporte hx y u € R™. Entonces
En efecto, como hk es sublineal (item 2), entonces

hK(u + tu) - hK(U)

by (u,u) = lim

t—0+ t

o hael( o 0u) — (W)
t—0+ t
t—0+ t

= hx(u)

Lema 2.43. Sea f : R™ — R. Entonces la funcion derivada direccional
f'(z,.) :R" = R es sublineal.
Demostracion. Ver [7], p. 24-25. O

Lema 2.44. Sea f : R" — R wuna funcion sublineal. Entonces existe un unico
K € K" tal que

f es la funcion soporte de K. Es decir, f = hy.

Demostracion. Ver [7], p. 45-46. O

Teorema 2.45. Si K € K™ con funcidn soporte hie y u € R — {0}, entonces
by (u, ) = h(F(K,u),z), V2 eR"

Demostracion. Como hg es convexa, entonces, por la observacion 2.42] existe el
siguiente limite

t—0+ t

, VreR"
Aplicando el lema [2.43] tenemos que I (u, . ) es sublineal.

Luego, por el lema [2.44] se cumple que existe un tnico K’ € K" tal que
by (u, . ) es la funcion soporte de K.
Ademas, por la observacion (item 3), tenemos que
by (u,v) < hg(v), Yo € R™
Esto, por la proposicion [2.36] implica que

K' C K. (2.10)
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Afirmacion 1: Wy (u, x) < h(F(K,u),z), ¥V € R™.

En efecto, sea y € K'. Por (2.10), tenemos que y € K. Luego, de la definicion
de la funcién soporte de K, se tiene que

(9,0) < hic(w) (2.11)
Por otro lado, de la definicion de la funcion soporte de K’, tenemos
(y, —u) < Wy (u, —u). (2.12)
De la observacion [2.42] (item 4 y 5) en (2.12)), se tiene que

(Y, —u) < —hg(u),

_ 2.13
(o) > () 21
De (2.11) y (2.13)), tenemos
(y,u) = hx(u), (2.14)
asi,
y € F(K,u).
Luego,
K' C F(K,u).

De la propocion [2.36] se concluye que
b (u, ) < h(F(K,u),z), Vo eR"

Afirmacion 2: h(F(K,u),x) < by (u,z), Vo € R".

En efecto, sea y € F(K,u). Entonces
(y, u) = hi(u). (2.15)
De la definiciéon de la funciéon soporte de K, tenemos que
(y,v) < hg(v), Vv eR" (2.16)
Sean r € R" y A > 0, en . Tomemos v = u + Az, esto implica que

0y < A0

En consecuencia, tenemos
(y,2) < h(u,x), Yy € F(K,u).

Por lo tanto,
h(F(K,u),x) < hiy(u,z), VoeR"

De la afirmaciéon 1 y la afirmacion 2, se concluye el teorema. O]
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Observacion 2.46. Sea © € R" y Sea f : R" — R una funcién convexa y diferen-
ciable en x, entonces

fl(x,v) >(Vf(z),v), VveR"

Demostracion. Sea v € R™. Como f es una funcién convexa y diferenciable en x,
entonces

fy) =z flx) +(V[f(z),y —x), Yy eR" (2.17)
Sea A > 0, en (2.17) tomemos y = z 4+ \v. Esto implica que

[z + o) — f(x)

) > (Vf(x),v), VA>0. (2.18)
Luego,
) —
s EEAZI@ 4 )
Por lo tanto,
f(z,v) > (Vf(zx),v), VveR" (2.19)

]

Proposicién 2.47. Sea K € K" y u € R* — {0}. Si la funcion soporte hy, es
diferenciable en u, entonces el conjunto soporte F'(K,u) contiene un tinico punto x.
Ademds, se cumple que

x = Vhg(u).

Demostracion. Supongamos que la funciéon soporte hx es diferenciable en u, enton-
ces existen las derivadas direccionales y se cumple que

by (u,v) = —hl (u, —v), Vv € R™. (2.20)

Como hg es convexo y diferenciable en u, entonces, por la observacion se tiene
que
by (u,v) > (Vhg(u),v), Vv eR" (2.21)

Sea v € R™. De(2.20) y (2.21), tenemos que
b (u,v) = —hh (u, —v) < —(Vhg(u), —v).

Asi

Pl (u, v) < (Vhg(u), ). (2.22)
Ademas, en(2.21)), tenemos que

Pl (u,v) > (Vhg(u),v). (2.23)
De v (2.23)), se sigue que

(Vhi(u),v) = Wy (u,v). (2.24)
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En (2.24), aplicando el teorema [2.45] tenemos que
(Vhg(u),v) = h(F(K,u),v), Vv e R" (2.25)

Denotemos x = Vhg(u), como x € R™ podemos expresarlo en coordenadas. Es decir,
r = (21,9, ...,x,). Ahora, en , tomemos v = e; vector de la base canodnica.
Esto implica que

x; = (x,e;) = h(F(K,u),e). (2.26)

De y de la definicion de funcion soporte de F'(K, u), se sigue que
(z,e;) <y, Vz € F(K,u). (2.27)
Por otro lado, en tomemos v = —e; Esto implica que
—x; = (x,—e;) = h(F(K,u), —e;). (2.28)
De y de la definicion de funcion soporte de F'(K,u) se sigue que
(z,—€;) < —x, VYV z € F(K,u),

(z,€;) > xy, V 2z € F(K,u). (2.29)
De y (2:29), tenemos que
(z,e;) =x;, ¥V z € F(K,u). (2.30)
Haciendo esto para cada : = 1,2,...,n, se cumple que
F(K,u) = {z}.
Por lo tanto, queda demostrada la proposicién.
O

2.4. La métrica de Hausdorff

Definicién 2.48. Sean K, L € K". La distancia de Hausdorff entre K y L se define
por
dy(K,L) =min{a >0: K C L+aB, L C K+ aB},

donde B = B;(0) denota la bola cerrada en R" centrado en el origen y de radio uno.
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Observacién 2.49. K + aB = U B, (7).

zeK

Observacion 2.50. La distancia de Hausdorff es una métrica. Ver[7], p. 61.
Teorema 2.51. Para K,L € K", dy (K, L) = sup,egn—1 |hr(uw) — hr(u)|.
Demostracion. Ver [7], p. 66. O

Lema 2.52. Sean Ky, Ky € K" y Ky Cint(Ky). Entonces existe n > 0 tal que para
cada K € K" con dy(K1, K) <n se cumple que Ky C K.

Demostracion. Como Ky C int(K7), por la observacion 2.37] se tiene que
hK1 (U) — hK2 (u) > O,VU e R" — {0}

Esto define una funcion hg, — hg, : R® — R positiva en R" — {0}. Como hg, y hg,
son funciones convexas, entonces, hy, v hg, son funciones continuas. En particular,
hi, — hx, es continua en el compacto S*!, y por tanto existe

up € S"! tal que

= min (hKl - hKQ)(“) = (hK1 - th)(UO) > 0.

ueSn—1

Sea K € K" tal que dy (K7, K) <. Por el teorema [2.51] tenemos que
|(hg, — ki) (v)| < n,Vu e S™ 1.
Lo cual implica que
hi,(u) = hye, (u) — (hg, — hi,)(u) < hg, (u) —n < hg(u), Yu e S"

Esto es,
hK2 (U) < hK<u>7 Vu € Sn_l-

Luego, por la proposicion parte a), se sigue que
hi,(u) < hg(u), Yu € R".
Por lo tanto, por la proposicién se cumple que
K, C K.
O]

Teorema 2.53. Sea K un cuerpo convero en R™, tal que 0 € int(K). Entonces,
para cada \ > 1, existe P € P" tal que

P C K CAMP.
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Demostracion. Sea A > 1. Como 0 € int(K), entonces existe ¢ > 0 tal que
B.(0) C int(K). (2.31)
Aplicando el lema [2.52] se sigue que
3n > 0 tal que YL € K" con dy(L, K) < n se cumple que B.(0) C L.  (2.32)

Tomemos § = min {g, (A _2 Le

} . Por el teorema [2.22] existe P € P™ tal que

PC K C P, (2.33)

donde Ps = U Bs (z) .
zeP
Notemos que

|J Bs(z) = P+ 4B,

zeP

y de la definicion de dy (distancia de Hausdorff), tenemos que
dy(P,K) <éd <. (2.34)
Entonces, por , se tiene que
B.(0) C P.

Luego, por la proposicion tenemos que

€ = hg,o)(u) < hp(u), Yu € R™. (2.35)
Afirmaciéon: K C AP.
En efecto, sea u € R", como K C P; = P + Bs(0), entonces, por la proposicién
y la proposicion parte €) y (2.35), tenemos que

hK(u) < hp(lb) + hge(o)(u) = hp(U) + 5,
< hp(U) + ()\ — 1)6,
S )\hp(u) = h)\P<U).

Luego, por la proposicion se cumple lo afirmado. En consecuencia, el teorema
queda demostrado. O

Lema 2.54. Sea A CR™ conjunto compacto y no vacio. Entonces

diam(A) = sup 74 (0), (2.36)

0<6<m

donde 14 (0) = sup(z, ug) — irel£<$’ ug) con ug = (cos(d),sen(h)).
z€A z
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Demostracion. Si A es un conjunto unitario entonces diam(A) =0y r4(0) = 0 para
todo 6 € [0, 7]. Entonces

diam(A) =0 = sup r4 ().

0<0<r

Supongamos ahora que A tiene al menos dos elementos. Ya que A es compacto, para
cada 0 existen x,y € A tal que

ra(0) = (x,up) — (Y, ua).

Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que

ra(0) = (@, up) — (y,up) = (x — y, up) < [l — y||.[Jug|| < ||z —yl|.
En consecuencia, tenemos

sup 74 (0) < sup ||z — y|| = diam(A). (2.37)

0<6<m T,YyeA

Veamos la otra desigualdad. Como A es un conjunto compacto con al menos dos
elementos, entonces existen xg,yo € A tales que

diam(A) = [lzo — yol| % 0

Sea z = xg — Yo ¥ tomemos 6y € [0, 7] tal que ug, = —, luego se tiene

diam(A) = [|z|| = z.7— B || = (@0 = y0) (s, ) = To-gy = Yo-tigy <74 (0) < sup 14 (6).
0<6<r
Es decir,
diam(A) < sup 74 (0). (2.38)
0<6<r
De (2.37) y (2.38)), se concluye que

diam(A) = sup r4 ().

0<0<7

2.5. Perimetro y area

Observacion 2.55. Si P € P2, decimos que P es un poligono convexo.

Definicién 2.56. Sean vy, vy, ..., vy los vértices del poligono convexo P.

Sea l; = ||va — vil|,la = ||vs — vall, ..., I = ||v1 — vi|| las longitudes de cada uno de
sus lados de P. El perimetro del poligono convexo P se define como la suma de la
longitud de cada uno de sus lados. Es decir,

(P)=) 1L (2.39)



= A partir de este momento los vértices de un poligono seran puntos consecutivos
distribuidos en sentido antihorario.

Proposicion 2.57. El perimetro del poligono convexo P tiene las siguientes pro-
piedades:

a) 1 es invariante por traslacion.
b) l(aP) = al(P), Ya > 0.
Demostracidn. a) sea x € R?. Debemos demostrar que su traslacion
x4+ P={zr+y:ye€ P}
tienen el mismo perimetro. Es decir,
l(x + P)=1(P).
Sean vy, vs, ..., g los vértices del poligono convexo P, entonces, se cumple que
T+ v, T+ Vg, ..., T + v son los vértices de x + P.
Luego, de la definicion del perimetro, tenemos que

lz+P)=lz+vo— (z+v)|[+ |z +vs = (z+v)|| +.. + [z +v1 — (. + vg)]
= [|va — vr]| + [Jvs — va|| + ... + [[v1 — vi]]
= I(P).

Por lo tanto, [ es invariante por traslacion.

b) sea a > 0y Sean vy, va, ..., vy los vértices del poligono convexo P, entonces, se
cumple que
Qu1, QUs, ..., QU son vértices de aP.

Luego, de la definicion del perimetro, tenemos
[(aP) = ||avy — avy]| + [|avs — avs|| + ... + ||avy — av]|
= [la(vy = v)[| + [Je(vs = v2)|[ + .. + [Jex(vr = wp) ]

= allvy — vi|| + al|lvs — vo|| + ... + v — vi]|
= al(P).

]

Observacion 2.58. Sea P un poligono convexo con vértices vy, v, ..., vy, .
Sea F' = {||vy — v1]l,||vs — vall, ..., |[v1 — vn]||} €l conjunto de longitudes de todos los
lados de P. Para cada [; € F' se cumple que

l; <le7’b7£j
j=1
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Lema 2.59. 5@ un poligono convexo P se corta por una recta, los dos poligonos
convexo obtenidos tienen menor perimetro que P.

Demostracion. Sean P un poligono convexo con vy, vy, ..., v, vértices. Sin pérdida de
generalidad supongamos que L es una recta que corte a P en wy, ws.

De la gréfica tenemos los poligonos convexos P, y P, con sus respectivos vértices.
Para P, de la observacién anterior, se cumple que

[Jws — wi|] < [|vn—1 — wal| + [[vn — vna|| + |[vr = val| + |[v2 — v1]] + [|w1 — |-

En la desigualdad tenemos la longitud de un lado del poligono convexo Ps, suman-
do las longitudes de cada unos de sus lados restantes y luego de la definiciéon de
perimetro tenemos

[(Py) <I(P)
Ahora para P,, por la observacion anterior, tenemos

n—3
llwr = wal| < [Jos — wil] + > [[vig1 = vil| + |[wa = vna]]
=3

En la desigualdad tenemos la longitud de un lado del poligono convexo P, suman-
do las longitudes de cada unos de sus lados restantes y luego de la definicién de
perimetro tenemos

I(P) <I(P)
]

Proposicion 2.60. Sean Q y P dos poligonos convezos tales que () C P, entonces

(Q) < U(P).

Demostracion. Como @) es un poligono convexo, entonces



donde H; , H, , ..., H . son las semirrectas soportes de (). Sin pérdida de generalidad
supongamos:

De la gréfica tenemos que H; corta a P, entonces, por el lema anterior, se cumple

I(P) <I(P), donde P, = H N P.

P

Hy
De la gréfica tenemos que Hj corta a Py, entonces, por el lema anterior, se cumple

I(Py) < 1(Py), donde P, = Hy N Hy N P.
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Hj corta a P,, entonces

[(P3) <I(P»), donde Ps = Hy NHy NH NP.

Realizando el procedimiento m veces se cumple:

[(Py) <1(P), donde P, =()H; NP.
=1

Como Q = ﬂ H, y Q C P, entonces

=1
Q:Pm

Por lo tanto,

Definicion 2.61. Sea K € K2. Definimos

[ (K):= inf [(P), [_(K):= sup l(P)
PePg Pep?
POK PCK

Observacion 2.62. Si K € K2, entonces [, (K),l_(K) € [0,00).

Teorema 2.63. Sea K € K2. Entonces

(2.40)

Demostracion. Sea A > 1. Como K € K2 y el area es invariante por traslaciones
podemos suponer que 0 € int(K), entonces, por el teorema existe P € P? tal

que
P C K CAMP.
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De la definicion de |_(K) y 4 (K), y ya que P es un poligono convexo, tenemos
I(P) < I_(K) < ,(K) < I(\P).
Esto implica que

LK) — ()] < (A= DI(P) < (A~ DI_(K).

Como A > 1 fue tomado de manera arbitraria, podemos concluir que

Definicion 2.64. Sea K € K2. Definimos el perimetro de K como:

(K) = 1 (K) = _(K).

Proposicion 2.65. El perimetro | definido en K} tiene las siguientes propiedades:

1. | es wnvariante por traslacion,

2. l(aK) = al(K), Va >0, VK € K2,

8. Si K,L € K2 son tales que K C L, entonces I(K) < I(L).

Demostracion. 1. Sea x € R?. Debemos demostrar que
l(z+ K) =Il(K).

Probaremos primero que

I(K) < I(z + K).
En efecto, sea P € PZ tal que P C K.

Como x+ P € Py x+ P C x+ K entonces

l(z+ P) <l(z+K). (2.41)

Por la proposicion 2.57 tenemos que
l(x+ P)=1(P).
Reemplazando en (2.41), se tiene que
I(P)<l(z+K),VPeP: PCK.

En consecuencia, tenemos

(K) < l(z + K).
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Veamos ahora la otra desigualdad. Si cambiamos K por x + K y x por —z en la
desigualdad anterior, obtenemos

l(z+ K) <Il((—z)+ (z+ K)) = (K).
Por lo tanto, de la primera y segunda desigualdad, tenemos
(K)=I(z+K).
O

Observacién 2.66. Sea K € K2. Como K es compacto, entonces K es medible en

el sentido de Lebesgue en R?. Asi, tiene sentido definir su area como la medida de
lebesgue de K.

Definicion 2.67. Sea K € K3. Decimos. El drea de K es definida como:
AK) = \NK) = / ldzdy € [0, 00), (2.42)
K

donde \ es la medida de Lebesgue en R2.

Observacion 2.68. Como K tiene interior no vacio (ya que K € K2), entonces
A(K) > 0.

Proposicion 2.69. FEl drea A definida en K3 tiene las siguientes propiedades:

1. A es invariante por traslacion.

2. AlaK) = a*A(K), Va >0, VK € K3.

8. Si K,L € K2 son tales que K C L, entonces A(K) < A(L).

Demostracion. Ver [§]. O
Teorema 2.70. Las aplicaciones | y A son continuas en K3.

Demostracion. Sea K € K3. Para probar la continuidad del rea en K demostrare-
mos que

Ve > 0,30 > 0 tal que |A(K) — A(L)| < € para todo L € K3 con dy (K, L) < 6.

Fijemos € > 0. Como K € K2y el area es invariante por traslaciones (proposicion [2.69)
podemos suponer que 0 € int(K). Asi podemos encontrar p > 0 tal que

pB C int(K) C K. (2.43)
Aplicando el lema [2.52] se sigue que

31 > 0 tal que YL € K2 con dy(L, K) < 1 se cumple que pB C L. (2.44)
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Ademés, se tiene que

I > 1 tal que (A2 — 1)A(K) <e.

A—1
Tomemos § = min {n%} Sea L € K2 tal que dg(K, L) <.

De la definicién de la métrica de Hausdorff, tenemos que
KCcL+6B, LCK+6B.

Como K C L+ 6By & < (\—1)p, entonces
KcL+(\—1)pB,

De y va que 6 < 7, se sigue que

KCcL+(\-1pBCcL+(\-1)L.

Ademés, como L es convexo y A > 1 entonces
L+(\N—=1)L=\L.

Entonces K C AL. Aplicando la proposicion [2.69] se tiene

A(K) < NA(L).

De ((2.46), tenemos
A(K) — A(L) < (A2 = 1A(L).

Como L C K + 6B, obtenemos
LC K+ (\—1)pB.
Luego, por (2.43)), tenemos que
LCK+(A-1pBC K+ (\—1K,

Ademas, como K es convexo y A > 1 entonces

K+(AN-1)K=)MK y LCMK.
Luego, aplicando la proposicion se tiene que

A(L) < A\K) = NA(K).

De (2.47) y (2.48)), tenemos

A(K) — A(L) < (A\* — 1)\ A(K).
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De y va que A > 1, obtenemos
A(L) — A(K) < (A = DA(K)(A\? — DNA(K).
De y , tenemos
|A(L) — A(K)| < e.

Para probar la continuidad del perimetro empleamos un razonamiento analogo a la
continuidad del area.

Fijemos ¢ > 0,. Como K € K2 y el perimetro es invariante por traslaciones (propo-
sicion , podemos suponer que 0 € int(K). Asi, podemos encontrar p > 0 tal
que

pB C int(K) C K. (2.50)

Aplicando el lema 2.52] se sigue que
3n > 0 tal que VL € K] con dy (L, K) < 1 se cumple que pB C L. (2.51)
Ademaés, se tiene que
JA > 1 tal que A(A — 1)I(K) <e. (2.52)

A—1
% . Sea L € K2 tal que dy (K, L) < 4. De la defini-

cion de la métrica de Hausdorff, tenemos que

Tomemos § = min ¢ 7,

KCcL+6B, LCK+6B.
Como K C L+6By &< (\—1)p, se tiene
KCL+(\—1)pB.
De y ya que 0 <7, se sigue que
KcL+(MA-1pBCL+(\-1)L.
Entonces K C AL, aplicando la proposicion [2.65] se tiene
I(K) < A(L). (2.53)

De (22.53)), tenemos
I(K)—1I(L) < (A=1)I(L). (2.54)

Como L C K + 6B, obtenemos L C K + (A — 1)pB. Por (2.50)), tenemos

LCK+(MA-1pBCK+(\-1)K = \K.
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Luego, aplicando la proposicion se tiene que

I(L) <IAK) = M(K). (2.55)
De v (2.55)), tenemos
I(K) — (L) < (A — DA(K). (2.56)

De (2.55)) y ya que A > 1, obtenemos
(L) —I(K) < (A—DUK) < (A=1DAN(K).

De [56) v (252), tenemos
(L) — I(K)| < e.

[]

Teorema 2.71. Sea K € K2 con funcion soporte hy de Clase C* en R* — {0}.
Entonces el perimetro y el drea de K son respectivamente:

(K = / " (00 (2.57)
AK) =5 [ o - @), (2.59)

donde p(0) = hx (ug), con ug = (cos(f),sen(f)).

Demostracion. Supongamos que 0 € int(K).
Afirmacién 1: Para cada 6 € R, existe un unico (z(),y(#)) € 0K tal que
p(0) = x(8) cos(f) + y(0) sen(d). (2.59)
Ademas, se cumple que (x(0),y(0)) = Vhg(uy).
En efecto, veamos primero la existencia. Por la proposicion [2.32] se cumple:
Para cada 6 € R, existe (z(0),y(0)) € 0K tal que

hic(ug) = ((2(6), y(0)), ug)-
Luego,
p(0) = hic(ug) = w(6) cos(0) + y(6) sen ().
Veamos ahora la unicidad. Para cada 6 € R, consideremos la recta
H={zcR?: (z,up) = p(d)}.
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Si (z,y) € 0K y cumple que p(0) = x cos(f) + ysen(f), entonces
(:U,y) EHNK = F(K,U@)

Como hy es de clase C° en R™ — {0}, entonces hx es diferenciable en uy. Luego,
por la proposicion [2.47] tenemos que F'(K, uy) contiene un tnico punto (x(8),y(0)).
Esto prueba la unicidad de (z(0),y(9)).

Ademas, por la proposicion se cumple que (z(0),y(0)) = Vhx(ug).

\

(z,y)

Pl

De la afirmacion 1, tenemos
p(0) = z(0) cos(0) + y(6) sen(), VO € R. (2.60)
Derivando p con respecto a 6 se tiene
, d
p'(0) = —Zhic(ug) = (Vhi(ug), (—sen(0), cos(0)))

de "
= ((z(0),y(0)), (—sen(d),cos())) (2.61)
= —x(0) sen(f) 4 y(0) cos(0).

De (2.60)) y (2.61)), resolviendo el sistema de ecuaciones se sigue que

z(0) = p(0) cos(0) — p'(0) sen()
y(0) = p(0) sen(0) + p'(¢) cos(0).

)
Sea a : [0,27] — K C R? definida por a(6) = (z(6),y(0)).
Afirmacién 2: «([0, 27]) = 0K.
En efecto, sea (zg,yo) € OK. Por la proposicion , existe ug € S! tal que
hi (uo) = (%o, Yo), to)-
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Como ug € S, entonces existe 0y € [0, 2m) tal que uy = (cos(6y),sen(fy)).
Luego,
p(0o) = hi(ug) = 2o cos(y) + yo sen(by)

Entonces 2o = x(6y), yo = y(y). Por lo tanto, para cada (zg,y0) € OK existe
0o € [0,2m) tal que
(w0, %0) = (x(6h), y(6o)) = c(bo).

Afirmacion 3: « : [0,27] — 0K C R? es un camino cerrado.

En efecto, por la afirmacion 1, tenemos

(x(0),y(0)) = Vhg(cos(d),sen(d)), V6 € R. (2.62)
Tomando en particular 6y = 0y 6; = 27 se cumple que

(2(0),5(0)) = Vhg(1,0) = (z(27), y(2m)).
Por lo tanto,

a(0) = a(2m).

Este camino « : [0,27] — 0K C R? tal que «(f) = (z(),y(6)) es una parametriza-
cion de la frontera de K donde se cumple que

2(0) = p(0) cos(0) — p'(0) sen(6)
y(0) = p(0) sen(6) + p'(6) cos(0).

Esto implica que

du
a(6) = p(B)ug +1'(0)
Derivando « con respecto a # se obtiene
dwg dU9 d2U9
/ 7 “te 11 “ouve /
dQ’LL@
Notemos que w7 —Ug.
En consecuencia, tenemos
du
o/(0) = (0(0) +1"(0)) (2.63)

Afirmacion 4: p(0) + p”(6) > 0.
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2

En efecto, p"(0) = d—hK ug) = ujp Aug — (2(6) cos(0) + y(6) sen()), donde A es
6> o

la matriz hessiana de hg en el punto wuyg.

Luego,
p(6) + 1"(8) = p(8) + uf Aug — (x(8) cos(6) + y(6) sen(9))

T Auy, (2.64)
Como hx es una funcion convexa y de clase C? en R? — {0}, entonces
ueTAug > 0.
Reemplazando en , tenemos
p(6) + 1'(6) > 0.

d
De la afirmacion 4 y de (2.63)), se cumple que o/ () y % = (—sen(#), cos(d)) tienen

la misma direccion. Esto muestra que « en [0, 27| recorre K en sentido antihorario
y nho recorre un mismo tramo dos veces.

Como a es un camino de clase C'°, entonces la longitud del arco recorrido por
a en [0,27) es

L(a) = /0% 1o/(0)]]d6. (2.65)
Reemplazando en (2.65)), obtenemos
re) - | " 10(0) + 4 (0)\ o (2.66)
Por la afirmacion 4 en (2.66), tenemos

L(a) - / p(0)+ 9000

p d9+/ p"(0)do

p 0)do + p' (27) — p'(0)

27

p(0)dl + y(2m) — y(0).

I
th\

Como «(0) = «(27), entonces y(0) = y(27).

Luego, \
L(«) :/0 p(0)do. (2.67)



Afirmacion 5: [(K) = L(«).

En efecto, como el camino « : [0,27] — OK es de clase C', entonces es rectifi-
cable y entonces

L) = sup{s(Q) : @ € Q},

donde Q = {Q : Q particion de[0, 27} y s(Q) es la longitud de la poligonal deter-
minado por Q). Es decir, si Q : 0 =1y < t; < ... < t,, = 2w entonces

Q) = Y latt) ~ atti-)|

Probaremos primero que

L(a) < I(K).

Sea Q : 0 =ty < t; < ... < t,,, = 27 una particion de [0,27]. Consideremos la
poligonal E: a(ty) = a(0), a(ty), ..., a(tm_1), a(t,) = a(27).

Como a(0) = a(27), entonces E es una poligonal convexa cerrada. Luego, tenemos
que P = conv{a(0), a(ty), ..., a(tm_1), a(2m)} es un poligono convexo cuyos vértices
en sentido antihorario son «(0), a(ty), ..., a(tm-1), @(27) con a(0) = a(27).

De la definicion de perimetro del poligono convexo P, tenemos que

s(Q) = Z!I@(ti) —aftia)| = UP) < If;lEQl(P) = I(K).

Como @ es una particion cualquiera de [0, 27], entonces
L(a) < I(K).

Veamos ahora que
L(a) > I(K).

Sea P € P2 tal que P C K. Como int(P) # (), entonces existe g € int(P).
Ademads, como P es un poligono convexo, entonces, posee una cantidad finita de
vértices. Sean vy, vg, U3, ..., U, los distintos vértices de P distribuidos en sentido an-
tihorario. Para cada vértice v; tomando d; = v; — x¢g # 0 se contruye la semirrecta
R; = {xo+ A\d; : A > 0}. Notemos que cada R; corta a K en un unico punto, pues
K es convexo y ¢ es un punto interior de K. Sea v} dicho punto.

Como 0K estd parametrizado por el camino «, entonces existen tj,t3,...,t; tales
que
* * .
v = at]) para i=1,2,..,n.

Podemos asumir que 0 <t} <t5 < ... <t < 2m.
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Caso 1: Si ¢} = 0, entonces tomemos )y : 0 = ¢] < t3,...,t; < tr ; = 2m. Co-
mo () es una particion de [0, 27|, entonces

s(Qo) = ZHO‘(ﬁ+1) —a)]-

Ahora, tomemos P* = conv{v},v},v;,...,v5}. Se cumple que
I(P*) = 5(Q).
Como P C P*, entonces [(P) < [(P*). Se sigue que
I(P) < s(Qo) < sup{s(Q) : Q € Q} = L(a)

Como
I(P)< L(a),VP C K.

Entonces
I(K) < L(a).

Caso 2: Si t] > 0, entonces tomemos @ : 0 = t5 < t7,...,1;, < tr , = 27. Como Q)
es una particion de [0, 27], entonces

n+1
s(Qo) =D _llat;) — a(ti_)]-
i=1
Ahora, tomemos P* = conv{a(0),v],v;,v5,...,vi}. Se cumple que
L(P") = s(Qo).
Como P C P*, entonces [(P) < [(P*).

Se sigue que
I(P) < s(Qo) < sup{s(Q): @ € Q} = L()

Como
I(P)< L(a),VP C K.

Entonces
I(K) < L(a).

Por lo tanto, se cumple la afirmaciéon 5.

De la afirmacion 5, se concluye que

LK) = /0 " (0)db.

Veamos ahora para el area.
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Por coordenadas polares el area es
AK) == /27r ridt, (2.68)
0
donde (7, t) son las coordenadas polares de los puntos (x,y) del borde de K.
Para cada 0 € [0, 2], sean (r,t) las coordenadas polares del punto (zg, yp).

Entonces x(6) = r cos(t), y(0) = rsen(t).

Afirmacion:
sen(6 — t)p(0) + cos(f — t)p'(0) = 0.
En efecto,
r(sen(0 — t)p(6) + cos(6 — )p'(0)) = (x(0) sen() — y(0) cos(9))p(¥)
+ (z(0) cos(8) + y(0) sen(6))p'(9)
= —p'(0)p(0) + p(0)p'(9)
=0.

Como r > 0 , entonces
sen(f — t)p(0) + cos(6 — t)p'(0) = 0.

Derivando con respecto € en la ecuacion anterior, obtenemos

dt . sen(0 —t)p'(0) —cos(0 —t)p"(0) _ . p(0)p"(0) — (V'(9))
B~ o0 p0) —sen@—0p0) T o+ wey O
Como r? = (z(6))* + (y())?, entonces
r? = (p(0))* + (¢'(9))? (2.70)



Reemplazando (2.69)) y (2.70) en (2.68]), obtenemos
AR =5 [ w07 + piow )00
[ woras [“worom),

En la segunda integral, aplicamos integral por partes, asi tenemos

AK) = 1 / C(p0)) — ((6))d6 (2.71)

Veamos ahora el caso general. Sea K € K2,

Entonces existe zy € int(K). Sean
Ko =K =z y po(0) = hi,(ug).
Entonces Ky € K2, 0 € int(Ky) y

po(0) = hig,(up) = 53}3% up) = Sup (z — 20,ug) = p(0) — (20, ug)
po(0) = p'(0) — (20, (sen(8), cos(0))).

Por lo visto anteriormente y teneniendo encuenta que el perimetro y el area son
invariantes por traslaciones en K2,

/0Fp(e)dgz/oWpo(e)"‘(Zo,UeW@:/UWpo(g)dg

= L(Ko) = L(K)
o 2 / 2 1 [ [T 2
| w02 = w@ra =5 | [ oo+ o)

—(P0(6) + (20, (sen(6), cos(6))))*do]

/0 (o)) — ((0))2d6

1
2

DN | —

- 2/0 7T<zo,po((9)u9 — pp(0)(—sen(h), cos(h)))do
+ /0 7T(zg,u@>2 — (20, (—sen(6), cos(@)))QdH]

_ % A(Ky) - /02“ <20, d(po(0) Sen(Q)C,w—po(é’) 005(9))>

2
+ %/ (a® — b%) cos(20) + 2absen(26)d0
0
1 1
= 5AKo) = SA(K),
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donde zy = (a, b).
Lema 2.72. Sea m € N, entonces existe

Om : R" — [0,00) funcidn de clase C™
tal que

= sop(¢n) = B1(0),

3=

" gf)m(Z)dZ =1,
R™

» On(2) = Om(—2), VzeR™

Demostracion. Consideremos la funcion v : R — [0, 1] tal que

0, sit >0,
v(t) = { e/t sit <.

Sean k >0y ¢ : R" — [0,00) dado por
d(x) = ky(||=]]* - 1), Vo € R™.

Como 7 es una funcién de clase C°°, entonces ¢ también es de clase C'™.

Ademas, como () = 0 si y solo si t > 0, entonces sop(¢)) = B1(0).

Notemos que oo > /
B1(0)

(]2 = 1)de > / Al = 1)dz > 0.

n

o= ([ Atteli - 1>dx)l.

En consecuencia, tenemos

Tomemos

Y(z)dr = 1.
Rn
Para cada m € N, sea ¢,, : R" — [0,00) dado por
1 T
oule) = 250 (7).

Como ¢ € C*°, entonces ¢,, € C°, Vm € N.

Como sop(y) = B,1(0), entonces sop(¢,) = B

(0).

3=

Ademaés,

1 T
[ om(r)de = /R —y <E> do= [ Y(@)de=1¥meN,
oue) = (2) = v () =gnl-2), v e R
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Lema 2.73. Sea K € K™ con funcion soporte hx en R™, entonces existe R > 0 tal
que

|hk(u+ z) — hg(u)] < R|z||, Vu,z€R"

Demostracion. Sean u,z € R™. Si z = 0 se cumple lo afirmado.

Supongamos ahora que z € R” — {0}. Como hg es sublineal (observacion [2.42)),
si z € R" — {0} entonces

Como K € K™y z € R" — {0}, entonces, por la proposicion existe g € 0K
tal que

hi(2) = (20, 2) (2.73)

De (2.73) en (2.72), tenemos

hac(u+ 2) = hae(w) < (a0, 2) -
< [lzol[ll =]l
Como K es acotado, entonces existe R > 0 tal que
|z|| < R,Vr € K. (2.75)

De (2.75) en (2.74), se cumple que

hg(u+z) — hg(u) < R z].
Ademas, cambiando u por u+ z y z por —z en esta tltima desigualdad, obtenemos:
hic(u) = hic(u+ 2) < Rl|=z| = R|/].
Por lo tanto, el lema queda demostrado. [

Teorema 2.74. Para cualquier K € Kf, eziste una sucesion de cuerpos convezos
{Kn}tmen C K" con funcidn soporte hy,, de Clase C* en R" — {0} tal que

lim K, =K.

m—00

Demostracion. Sea K € K. Sim € N, entonces, por el lema|2.72} existe una funcion
de clase C*°

Om : R" — [0, 00)
tal que

« s0p(0) = B1(0),
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" On(2) = Om(—2), V2 € R™

Sea hy la funcion soporte de K. Para cada m € N, sea

fm(2) = / hi(z + ||z]|2)pm(2)dz, ¥ x € R™.
Afirmacioén: f,, es sublineal.

En efecto, sean x € R y A > 0.
fu(Az) = / hac Ot + ]| 2) 6o (2)d2
= [ N + el 2)on()d:

_ )\/Rn hic( + 2] 2)bm (2)d2
= Afm(z).

Se sigue que
fm(Ax) = Afm(x), Vo € R", A > 0. (2.76)

Ahora, debemos demostrar que

Siz=0o0y=0secumple (ya que f,,(0) =0).

Si z,y € R" —{0}. Para cada z € R" y cada v € R", sea
g:(x) = hxc(v + [[v]|2) + (v = [|v]|2).
Recordemos que hg es sublineal. Para cada a € [0, 1] tenemos

g:(x +y) = hi(z +y+ |z +yll2) + he(w +y — [z +yl]2)
< h(z + ol +yllz) + hi(y + (1= a)llz + yl2) (2.77)
+hi(r —allz +yllz) + by — (1 = a)llz +yll2).

Sea,
N I RN 27
]| + [yl ]l [yl
Entonces
1—-aB>0 y1—(1—a)y>0. (2.78)
Notemos que
(1+apB) (1—ap)
v +allz +yllz = ——— (2 + [l]z) + ———(z — |lz]l2), 2.79)
(1—ap) (1+ap) '
v —alle +ylls = S22 (o + o)) + =S @ — ).
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De (2.78)), (2.79) y como hk es convexo, entonces

oz +912) € SE Dot o) + B nte - o),
it — ol +912) < S na +aln) + T b o o),

Luego,

hi(vtalletyllz)+hr (e—allztyl2) < hi(e+|zl]2)+hi (2=[|2]]2) = g:(z). (2.80)

Anéalogamente,
v+ (=l +ylls = EEZ D ) 202y,
v (= e+ ylls = EEEZ Iy EEEZ D .

De ([2.78) y como hk es convexo, entonces

ity + (1— @)l + i) < S -+ Il
T T 1 )
iy — (1= o)+ yll2) < S0 )
M)
Luego,
hi(y+ (1 —a)llz +yll2) + he(y — (1 — )|z +yll2) < g:(y). (2.81)
De (2.80) v ([£.81) en (2.77), tenemos
9:(z +y) < g:(2) + 9:(y)- (2.82)

Notemos que

o) = 3 | [ o+ ellon@htz + [ e+ Lelldon(—21a]
— 5 |t el + [ bt = felom(edaz]| 2
_ %/R 0.(2)bm(2)dz, ¥ @ € R
Entonces

fulat9) =5 [ oo+ 9)om(2)z
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De ([2.82), se cumple que

Por lo tanto,

De (2.76)) y (2.84), se concluye que f,, es sublineal.

Afirmacion: f,, es de Clase C* en R" — {0}.

En efecto, para cada u € S"! tenemos

) = [ Bactut 20m(:)dz = [ hacy)mly — iy

Sea x € R" — {0}. Tomando u = ﬁ, en (2.85), tenemos
T

f (”j—“) ~ [ hw)on (y - ”j—n) dy.

De (2.86]), y como f,, es sublineal, entonces

() = he () (4 — i) dy.
o) = el | ctn (3= 57 ) o
De (2.87), y como ¢,,,(2) = ¢m(—2), entonces
ful) = |1 hK@wm(il—y)@
. B

— hi—>md
ol | e (755 =) dmlay

:h*mi).
el s o 5

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

Como hg es continua, pues es convexa (teorema ) ¥ ¢m es una funcion de clase

C*, entonces, de (12.88]), podemos concluir que

fm es una funcién de Clase C* en R" — {0}.

Como f,, es sublineal, entonces, por el lema [2.44] existe K,, € K" tal que f,, es la

funcion soporte de K,,. Es decir, hg,, = f.
Sea u € S"7L.

i () = bicC)] = | [ e+ 2)6m(2)dz — hiclw)
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Como [ ¢m(z)dz =1, entonces
]R’ﬂ

|he,, (1) = D (u)] =

/ hK(u—l—z)gbm(z)dz—/ hi(w)om(2)dz
8 ! (2.89)

/n(hm +2) = hie(u)) b ()2

Como K € K™y hk es la funcién soporte de K, entonces, por el lema [2.73] existe
R > 0 tal que
|hi(u+ z) — hg(u)| < R|z]|, Yu, z €€ R". (2.90)

De (2.90) en (2.89), tenemos

o (0) = W) < [ R0, ()05

(2.91)
[ Rlsllon()z+ [ Rlellonz)d:
B4 (0) R"—B 1 (0)
Como s0p(¢r,) = B (0), entonces
[ Rlsln(z)z =0 (2.92)
R"—B ; (0)
De (2.92) en (2.91), se tiene que
e, () = )] < [ Rzlon(2)ds
B4 (0)
< B Om(2)dz
M JB 4 (0)
< L Om(2)dz
Rn
R
T m
En consecuencia, tenemos
R
sup |hg,, (u) = hi(u)] < —.
uesSn—1 m
Luego, por el teorema tenemos que
R
dy (K, K,,) < —, YmeN.
m
Por lo tanto,
lm K,, = K.
m—0o0
O
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Observacion 2.75. Sean K € K" y {K,, }men C K™

oo
Si lim K, = K, entonces U K, es acotado.

m—00
m=1

En efecto, Como lim K,, = K, entonces existe N € Z" tal que
m—00

dy(K,K,,) <1, Vm > N.
Luego,

KnCK+B Ym>N

00 N
U Knc|JKnUK+B
m=1 m=1

Como K es compacto entonces K + B es compacto.

Ademés, como Ky, Ko, ..., K,, son compactos, entonces

N
U KmUK + B es compacto.

m=1

Esto implica que U K, es acotado.

m=1
Proposicién 2.76. Sean K € K? y {K,,}men C K% Supongamos que

" (mm,ym) € 0K,,,

= lim (xm7ym> = (x(J?yO)’

m— 00

» lim K, = K.

m— 00

Entonces (z9,y0) € 0K.

Demostracion. Sea € > 0. Como lim K,, = K, entonces existe mg € Z* tal que
m—00

dy(K, K,,) <€, Ym>m;.

Luego, o
K, C K+eB, Ym > my. (2.93)

Como (X, Ym) € 0K, entonces, en (2.93), tenemos que

(Tms Ym) € K + €B.
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Es decir, existen (a,,,b,) € K y (a.,,b.,) € B tales que

(xrm ym) = (CLm, bm) + e(a;n, b:n)

Esto implica que
||<xm7ym> - (ama bm)” < €, Vm > myg.

En consecuencia, tenemos

029 = ()| = 0. (2:99)

Como lim (2., ym) = (%0, %), entonces, de (2.94)), tenemos que
m—00

lim (am, bm) = (.To,yo).
m—o00

Entonces existe {(an,,bn)} C K tal que

lim (am, bm) = (.To,y()).

m— 00

Se sigue que o
(z0,90) € K.

Supongamos que (zg,yo) € int(K), entonces existe 6 > 0 tal que
Bs((z0,50)) C K. (2.95)

Como lim (., ym) = (x0, Yo), entonces existe N € Z* tal que
m—0oQ

(xmaym) S B%(x07y0)7 Vm Z N. (296)

Como K € K?y (2, ym) € OK,,, entonces, por la proposicion existe u,, € S*
tal que

b, (Um) = (T, Y )s Um),

donde hp,, es la funcion soporte de K,. Luego, de la definiciéon de la funcién soporte
de K,,, tenemos que

(X, Um) < ((Tmy Ym)s Um), VT € K. (2.97)
Tomemos p,, = (0, %o) + 0um € Bs((xo,10)). Por 1) tenemos que p,, € K.

Afirmacion: Bs (pm) N Ky =0, Vm > N

)
4

En efecto, supongamos lo contrario. Es decir, existen M < N y q € K, tales
que

4]
Ipm —all < §. (299)

o1



En (2.97), tomemos = = ¢q. Asi tenemos que

(@, um) < ((Tms Ym), Um),
(q = P> Um) + (P> Um) < (T Ym ), Um)-

Como p,, = (o, Yo) + du,, se sigue que

<$m7 ym 7um>7

{ )
(T Ym), tm),
( )

)

<q — Pm, um> + <(3307 yO) + (5um7 um>

(¢ = Pmy tm) + {(T0, Yo0), Um) + 0 (2.99)

VAN VAN VAR VAN

<q_pmaum> +0 (xmvym - (x07y0)au0>7
<q_pmaum> +9 ||(xmaym - (Jfg,yo)“.
De ([2.96) en (2.99), tenemos que
4]
<q _pmaum> +0 < 57
4]
< llpw —
5 = Pm — 4
. ) o .
De ([2.98)) en (2.100)), se sigue que 3 < Z(contradmcmn). Esto prueba la afirmacion.

De la afirmcién tenemos que

Como p,, € K, entonces
)
(K, Kpn) 2 d(pm, Kn) > 7, Vm > N. (2.101)

Como hemos supuesto que (7o, yo) € int(K) y hemos llegado a una contradiccion,
entonces (g, o) ¢ int(K) y como (xg,yo) € K, se concluye que

(70, 90) € OK.

Por lo tanto, la proposicion queda demostrada. O]

Proposicién 2.77. Sea f : U — R™ de clase C' en el abierto U CR™. Si X C U
tiene medida nula en R™, entonces f(X) tambien tiene medida nula.

Demostracion. Ver [9], p. 359. O
Lema 2.78. Si f : R? — {(0,0)} — R es diferenciable en xy y cumple que

fOAx) = Af(z), VA >0, Vo eR*—{(0,0)}.

Entonces f es diferenciable en \xg, VA > 0.
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Demostracion. Sea X\ > 0. Se cumple que

F(z) = Mf(g(z)) con g(z) = ; Ve R?— {(0,0)}. (2.102)

Notemos que g es diferenciable en R?, en particular g es diferenciable en Az y como
f es diferenciable en xy, entonces

fog esdiferenciable en Azx. (2.103)

De (2.102) y (2.103), tenemos que

f es diferenciable en A\xg.

Por lo tanto,
f es diferenciable en Az, VA > 0.

O

Teorema 2.79. Para cualquier cuerpo convero K € K32, el perimetro y el drea de
K son respectivamente:

I(K) = / " p(6)d6, (2.104)
AK) =5 [ o - @), (2.105)

donde p(0) = hi(ug) con ug = (cos(d),sen(0)).

Demostracidn. Sea K € K2 con funcion soporte hy. Supongamos que 0 € int(K).
Como K € K2, entonces, por el teorema [2.74] existe una sucesion de cuerpos conve-
x08 { Ky }men C K2 con funcién soporte hy, de Clase O en R? — {0} tal que

lim K, = K. (2.106)
m—00
Es decir,
lim dy(K,,, K) = 0. (2.107)
m—00

Por el teorema [2.51] tenemos que

lim sup|hg,, (u) — hg(u)| = 0.

m—o0 weSL
Luego,
lim sup |hg,, (ug) — hx(ug)| =0, (2.108)

M= gecl0,27]
donde uy = (cos(6),sen(6)).
Sea pp(0) = hi,, (ug). Como p(0) = hi(ug), entonces, en (2.108)), tenemos que
lim  sup [pm(0) — p(0)| = 0. (2.109)

mM—09 90,27
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De (2.109)), se cumple que

{Pm }m converge uniformemente a p en [0,27]. (2.110)

Como p,, es una sucesion de funciones continuas que converge uniformemente, en-

tonces
27

27
lfm P (0) df = / p(0) db.
0

m—r0o0 0

2m
Por el teorema [2.71} I(K,,) = / pm (0) df. Se sigue que
0

lim 1(K,,) = /%p(e) o). (2.111)

m—0o0

Como lim K,, = K y la aplicacion [ es continua, entonces, en (2.111)), se cumple
m—00

I(K) = /O%p(e) do. (2.112)

Como hk es una funcién convexa, entonces, por el corolario [2.30, hx es diferenciable
c.s. en R% En particular, el conjunto C' = {(z,y) € R*—{(0,0)} : hxr no es diferenciable}
tiene medida nula.

Afirmacién 1: Si z € C, A > 0, entonces \x € C.

En efecto, supongamos que existen g € C'y \g > 0 tales que \gzg ¢ C, enton-
ces
hk es diferenciable en \gzo. (2.113)

Como
hg(Ax) = Ahg(z), VA >0, Ve R2,

pues hx es sublineal, entonces, por el lema tenemos que

hi es diferenciable en x.

Esto implica que zy ¢ C' (contradiccion).
Afirmacion 2: E = {0 € (0,27) : (cos(f),sen(d)) € C} tiene medida nula.

En efecto, sean L = {(z,0): x <0}y
f:(0,27) x (0,00) = R* — L
(0,\) — (Acos(f), Asen(h))

Notemos que f es de clase C'° y ademés biyectiva.

Como f es de clase C* y

—Asen(f) cos(f)

det(Jf(0, X)) = Acos(f)  sen(6)

=—-XN#£0,V(0,)\) €(0,2m) x (0,00).
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Entonces f es un difeomorfismo local, pero como f es biyectiva, entonces
f es un difeomorfismo global.

Sea g : R* — L — (0,27) x (0,00) la funcién inversa de f.

g es de clase C' y como C — L C R? — L tiene medida nula en R2, entonces,
por la proposicion tenemos que

g(C — L) C R? tiene medida nula . (2.114)
Afirmacion 2.1: f(E x (0,00)) =C — L
En efecto, (C) sea y € f(E x (0,00)), entonces existe § € E'y A > 0 tal que

y=[f(0,N).

Como 6 € E, entonces (cos(f),sen(f)) € C' — L, por la afirmacion 1 se sigue que

A(cos(f),sen(f) € C — L,
(Acos(), Asen(f) € C' — L,
fo,N)eC—1L,
yeC—L.
Por lo tanto, f(E x (0,00)) C C' — L.
(D) Sea x € C — L, entonces existe \g = > 0 tal que

llzll H
)\ngSlﬂC—L.

Luego, existe 6, € (0,27) tal que

Aoz = (cos(by), sen(bp)).

f (90,%) =x

Esto implica que para cada z € C' — L, existe (6o,

f (90,%) =x

Por lo tanto, C' — L C f(E x (0,00)) . En consecuencia se cumple la afirmacion 2.1.
De la afirmacién 2.1, tenemos

Asi
1
—) € E x (0,00) tal que

Ao

g(C —L)=FE x(0,00).
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De (2.114)), se cumple que E x (0, 00) tiene medida nula en R2. En consecuencia F
tiene medida nula en R. Por lo tanto, se cumple la afirmacion 2.

Por la afirmacion 2 y ya que p(0) = hg(ug), se sigue que
p'(9) existe c.s. en|0, 27].

Como hp, es de Clase C™ en R? — {0}, entonces, por el teorema (afirmacion
1), se deduce que

Para cada 6 € R, existe un anico (z,,(0), y.(6)) € 0K, tal que

Pm(0) = x,,(0) cos(6) + v, (0) sen(d),

P (0) = —2,,(6) sen(8) + yum (6) cos(6). (2.115)

Como hg es diferenciable c.s en R?, analogamente aplicando el teorema ﬂ (afir-
macion 1), se deduce que

Para cada 6 € [0,27] c.s. existe un tnico (z(6),y(#)) € OK tal que

p(0) = z(0) cos(8) + y(6) sen(d), (2.116)
p'(0) = —x(0) sen(6) + y(0) cos(d
Afirmacién 3: Se cumple que
W{l_rgop;l(@) =7'(0),0 € [0,27] c.s. (2.117)
En efecto, para ello basta demostrar que
nll_r}r(lx) rm(0) =2(0) y WlLl_rgo ym(0) =y(0), V8 e (0,2m) — E. (2.118)

Supongamos que no es verdad. Es decir, existe 6y € [0,27] — F tal que

no se cumple lim x,,(6y) = x(6p) o no se cumple lim y,,(0o) = y(6p).
m—00 m—00

Si no se cumple que lim x,,(0y) = x(6p), entonces (pasando a una subsucesion si es
m— o0

necesario) existe ¢y > 0 tal que

|2 (00) — x(00)] > €0, ¥V m > 1. (2.119)

Como lim K,, = K, entonces, por la observacion [2.75, existe C' > 0 tal que
m—00

[(@m(00), Ym(0o))|| < C, ¥ m > 1.

Esto implica que {x,,(00) }m ¥ {¥m(6o) }m son acotados.
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Como {z,,,(0p)}.m es acotado y de (2.119)), entonces (pasando a una subsucesion
si es necesario) podemos asumir que

lim z,,(0y) = (2.120)

m— 00

De (2.119)), se sigue xo # x(6p)

Como {ym () }m es acotado, entonces (pasando a una subsucesion si es necesario)
podemos asumir que

im0 (60) = wo (2.121)

Notemos que
(€m(00), ym (o)) € aKm”?lLl;T%O(fm(eo);ym(@o)) = (z0,%0) ¥ ?glgéo Ky =K
Entonces, por la proposicion [2.76] se cumple que

(x0,Y0) € OK. (2.122)

De (2.110f), tenemos que

p(bh) = n}f_fgcl)opm(@o)
= lim z,,(6p) cos(y) + ym(0o) sen(by) (2.123)

= o cos(6p) + yo sen(6y).
De (2.122)), (2.123)) y por unicidad, se tiene que

(20, y0) = (2(0o),y(6h)).

En particular, xy = () (contradiccion).

Si no se cumple que lim y,,(6y) = y(6y), aplicando un procedimiento analogo al
m—0o0

anterior se llega a una contradiccion.

Por lo tanto,

lim 2,(60) = 2(0) ¥ lim y(6) = y(0), ¥ 0 € (0,27) - E. (2.124)

m—00

Esto demuestra la afirmacion.
Como |J°_; K, es acotado (observacion [2.75)), entonces existe Cp > 0 tal que
Ip,,(0)] < Cy, ¥ O €10,2n], Vm > 1. (2.125)

De la afirmacion 3 y de (2.125)), se deduce que
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= lim (p),(0))* = (p'(0))?, para 6 € [0,27] c.s.

m—r0o0
= (IPL.(0)))? < C§, Vo elo0,2n], Vm > 1.

Ahora, aplicando el teorema de la convergencia acotada, se cumple que
2w

in [ eh@ra - [ wo) (2.126)

m—0o0 0
Ademas de (2.110) y como |J°_, K,, es acotado, entonces , existe C; > 0 tal que
= 1im (pn(0))* = (p())?, V0 € [0, 27],
H

= (|pm(0)))2 < C2, YO €[0,2n], Vm > 1.

Nuevamente, aplicando el teorema de la convergencia acotada, se cumple que
2m

lim (pm(0))*d0 = /0 " (p(9))>. (2.127)

m— 00 0

Por el teorema [2.71] tenemos que

A = [ T om0 = (5, (6))2a0 (2128)

De (2.126)) y (2.127) en (2.128)), se sigue que

ltm A(K) = 1im [ (pu(8)) — (9 (0))d0 = / “(p(0)) — ((0))d0

m—r0o0 m—ro0 0

Como lim K,, = K y la aplicaciéon A es continua, entonces
m—00

A(F) = / "(p(0)) — ((0))%ds. (2.129)
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Capitulo 3

Perimetro y area de la envoltura
convexa de un movimiento
browniano planar

En esta seccién el objetivo es mostrar los pasos para encontrar explicitamente el
perimetro promedio y el drea promedio de la envoltura convexa del recorrido de
un movimiento browniano planar hasta el instante ¢ = 1. Para ello utilizaremos la
formula de Cauchy desarrollada en el capitulo 2. Como base teérica para el desarrollo
del perimetro promedio tenemos como referencia [11] y para el desarrollo del area
promedio tenemos como referencia [12].

3.1. Perimetro promedio

Sea B : [0,1] x Q — R? un movimiento browniano estandar en R
Definamos la envoltura convexa del browniano como el conjunto aleatorio

K := conv(BJ0,1]),
donde B[0,1] = {B(t) : 0 <t <1}, con B(t) = (z(t),y(t)).

Proposicién 3.1. Sean hg la funcion soporte de K y p(0) = hg (ug), con
up = (cos(f),sen(0)). Entonces

p(0) = max(y(t),

donde (o(t) = x(t) cos(0) + y(t) sen(8).

Demostracion. Como p(0) = hg (ug) y K = conv(B[0,1]), por la proposicion [2.38]
tenemos que

p(0) = max{(B(t),uq) : t € [0,1]}
= max{x(t) cos(d) + y(t)sen(d) : 0 < ¢t < 1}
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Por lo tanto,
p(0) = mdx Gp(t).

0<t<1

Proposicion 3.2. Sea [y el perimetro de K. Entonces
E(ll) =V 8

Demostracion. Como K = conv(BJ0,1]), B[0,1] es compacto y 0 € int(K) c.s. el
teorema [2.15] implica que

K € K¢ c.s.

Luego, por el teorema tenemos que

ll = /27729(6)(10, (31)
donde p(0) = hg(ug) con ug = (cos(f),sen(h)).

Asi, por la proposicion [3.1] se tiene que
2

L= max Cy(t)do. (3.2)

g 0<t<1

Como
Co(t) = &(t)cos(0) + n(t) sen(8),

)
donde {&(t) : 0 <t <1}y {n(t) : 0 <t <1} son movimientos brownianos estandar
independientes en R. Entonces

{G(t),0<t <1}

es un movimiento browniano estandar en R para cada 6.

Como 0 € int(K) c.s. y por la observacion [2.39) tenemos que Orilta;xlgg(t) > 0 c.s.

Luego, por el teorema de Tonelli, se cumple que

=2 { [ pasotw}.
Z/EngQU}W,
0
2T
- {&1%4@()} |

— 2 { i)}
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Asi
E(l(t)) =27FE { méxgg(t)} : (3.3)

0<t<1

Ahora calculemos E { MAx Cg(t)}. Para ello, hallaremos la densidad del &1té<><1§9(t).

0<t<1

Para cada x > 0 se cumple que

P{méxgg(t) > :1:} = P{méxg‘g(t) >z, ((l) < x} + P{(1) > z}. (3.4)

0<t<1 0<t<1

Por el principio de reflexién, tenemos

P {méxgg(t) >x,((1) < x} = P{((1) > x}. (3.5)

0<t<1

Reemplazando (3.5)) en (3.4)), se tiene que
P { max (g(t) > x} = 2P{(y(1) > z},

0<t<1

luego se cumple que

- p{mm@) < x} = 2(1 - P{¢(1) < ),

0<t<1

P {ggtég(l@(t) < x} =2P{¢(1) <z} — 1. (3.6)

Como {(p(t),t > 0} es un movimiento browniano estandar en R, se cumple que la
variable aleatoria (p(1) tiene una distribucion N (0;1). Es decir,

P{¢(1) <z} = \/%_W/x e dv.

Reemplazando en (3.6, tenemos que, para todo x > 0,

2 v v?

) < _ 2 1

P{Orgtegi@(t) _aj} \/%/_Ooe 7dv —1
F 2 [ e Fav—1

T) = — e 2av—1,
(@) s /_oo

2 [V _» 2 [T 2

R e_2dv—i——/ e 2dv—1,
V2T /oo V2 Jo

2 V2 2 T2
= T + / e 2dv—1.
Vor 2 V2 Jo

F(z) = \/_2_7T/0 e 2dv, Y >0.
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Esto implica que la funcién densidad de max y(t) es

0<t<1
0 , stox <0,
f(z) ez, st x>0
\ 2T
Entonces
E{ggtaég“g(t)} = /_Ooxf(x)dx
2 e o2
= — ze  zdx
vV 27 0
2 oo
— e “du
vV 2T 0
2
V2T
/2
=/
Asi

E { maxgg(t)} _ /2

0<t<1 m

Por lo tanto, reemplazando (3.7 en (3.3]), tenemos que

E(I(1)) = V8.

3.2. Area promedio

Proposicion 3.3. Sea A; el drea de K. Entonces

o

Demostracidn. Como K € K2, entonces, por el teorema [2.79} tenemos que

1

a=3 [ 007 - ey

donde p(0) = hg(uy) con ug = (cos(f),sen(h)).
Ademas, por la proposicion [3.1] tenemos que

p(0) = méx (p(t),

0<t<1
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donde

Co(t) = x(t) cos(#) + y(t) sen(0)
con {z(t) : 0 <t <1}y {y(t):0 <t <1} movimientos brownianos estandar en R
independientes.

De la proposicion anterior, sabemos que la funcion densidad de max(y(t) es
0<t<1

0 , stox <0,

fla) = 2 e‘é , st x>0. (3.9)

Ahora, aplicando esperanza matemética en (3.8)), tenemos

E(A) = / E[((00) — (7(0)))] o

(3.10)

De (3.9)), se sigue que

B(pO)) = <= [ o s
2 [x (3.11)
- Vs
=1.

Para cada 6 € [0, 27],

Co(t) y Cp(t) = —x(t)sen(d) + y(t) cos(h), 0 <t <1,

son movimientos brownianos independientes. Ademaés, por lo visto en la demostra-
cion del teorema [2.79

p'(0) = —x(tg) sen(0) + y(t5) cos() = C4(t5), (3.12)
donde tj; = inf{t € [0,1] : (4(¢t) = p(0)}.

Por lo tanto, la distribucion de p'(0) es la misma para cada 6 € [0, 27].
Para 6 = 0 tenemos

P(0) = y(t"),
donde t* = inf{t € [0,1] : z(t) = sup z(s)}.

0<s<1

Luego, por la proposicion item e), la variable aleatoria t* tiene distribucion
arcoseno.
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Es decir,

2
P(t* < t) = = arcsinv/t, Vt € [0, 1].
T
Asi la funcién densidad de t* es

1

g(x) =< m/x(l — )
0 , si ve€R—(0,1).

, si rexe(0,1),

Ahora, calculemos la esperanza matematica de t*. Es decir,

=0)-3 |
(3)

Elp(0)] = B [(w(t))?] = E() = 5. (313)
Como, para cada 6 € [0, 27],
p'(0) ~ p'(0), (3.14)
entonces
E((7'(0))*) = E((p'(0))*)
o1 (3.15)
~ Bt - &
Reemplazando y en (3.8)), se concluye que
E(A,) = g
]

64



Capitulo 4

Didmetro de la envoltura convexa de
un movimiento browniano planar

El objetivo de esta seccidn es encontrar cotas tanto superior como inferior que per-
mitan estimar el promedio del diametro de la envoltura convexa del recorrido de
un movimiento browniano planar hasta el instante ¢ = 1. En el desarrollo de esta
seccién mostraremos cémo encontrar las cotas establecidas por James McRedmond
y Chang Xu [13], dicho promedio E(d;) esta acotado de la siguiente manera:

1,6014 < E(d;) < 2,3548. (4.1)
Primero probaremos que E(d;) < 2,3548. Antes de indicar el procedimiento de dicha

prueba, enunciaremos algunas notaciones, definiciones, y lemas.

Sea B : [0,1] x Q — R? un movimiento browniano estandar en R2.Se ha defini-
do la envoltura convexa del browniano como el conjunto aleatorio

K := conv(BJ0,1]),
donde B[0,1] = {B(t) : 0 <t <1}, con B(t) = (x(t),y(t)).
Definicién 4.1. El diametro de la envoltura convexa se define como:
dy := diamK.
Por la proposicion [2.16] se cumple que
diam(conv(B[0,1])) = diamB [0, 1] .

Entonces, de la definicion de didmetro, tenemos que

di = diamB|0,1] = sup |z —yl]. (4.2)
z,y€B[0,1]
Proposicion 4.2.
dy = sup r(0),
0<0<m

donde 1 (0) = sup (By, up) — Oigrgl(Bt,ue)

0<t<1
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Demostracion. B[0,1] # 0 es compacto. Entonces, por el lema tenemos que

dy = diam(B[0,1]) = sup (r(6)).

0<6<m

Recordemos que para cada 6 € [0, 2], el proceso
Co(t) = (By, ug) = x(t) cos(t) + y(t) sen(t), t >0

es un movimiento estandar en R.
Ademas, si 0 < 6, < 0y < 27, los procesos (p, (t) v Cp,(t) son independientes.

En consecuencia, las variables aleatorias

r(0) = sup (p(t) — inf (p(t), 0<O<m7

0<t<1 0<t<1

tienen la misma distribucion.
Ademas, si 0 < 6 < 0y < m, las variables aleatorias r(6;) y 7(6>) son independientes.

En [14], Feller establecié que

= E[r(6)*] = 4n2.

Proposicion 4.3.

Demostracion. Para cada 6 € [0, 7], sean

b(0) = sup (B, ug) y

02is1
a(6) = inf (Bi,up). Entonces
B[0:1] € R = [a(0), b(0)] x [a (g) b (g)} .
Se sigue que
diam(B [0;1]) < diamR. (4.3)

Como el diametro del rectangulo R se logra en la diagonal, se cumple que

diamR = \/ 2 r(n)2)% (4.4)
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De (4.3)) y de (4.4), se tiene que
a2 < r(0)* +r(n/2)%
Ahora, aplicando esperanza matematica, tenemos que
E(d?) <E[r(0)*] +E [r(x/2)%] .

Como
E [r(0)*] = 4In2, ¥ 0 € [0, 7],

se sigue que
E(d?) < 8In2. (4.5)

Ademas, por la desigualdad de Jensen se tiene
(Edy)* < E(d}),
reemplazando en , se concluye que
E(d;) < V8In2.

]

Ahora vamos a analizar la cota inferior. Para ello, primero demostremos los
siguientes lemas:

Lema 4.4. 1

donde X =r(0), Xy =7 <g> :

Demostracion. Observemos que

T
r(0)= supx;, — inf z; v r (—) = su — inf v, son independientes.
( ) OStIS)I ! 0<t<1 ¢y 2 Ogtglyt Ogtglyt p

Como d; = sup 7 () (proposicion , entonces

0<6<m

d; > max {T’(O) T (g)} =max{X, Xp}.

Ahora, aplicando esperanza matemaética, tenemos
E(dy) > E(max {X, X5}). (4.6)
Como

1
max{x,y} = §($+y—|— |x—y\),Vx,y € Ra
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entonces

1 1
E [max {X, Xo}] = ZE(X + Xo) + SE|X — X

1 1
= 5(I[-«:X +EX5) + 5IE‘,|X — Xs).

Como
E(r(8)) = \/g, Vo € [0, 7],
entonces
EX =EX, = §
s

Reemplazando (4.8)) en (4.7)), tenemos
1
E [max {X, X}] = EX + JE[X — X|.
De )y (4.9), se concluye que

1
E(d) > EX + JE[X — Xy,

Lema 4.5. Para cada a >0 y cada h > 0,

E|X — Xy > 2hP(X < a).P(X > a + h),

donde X =r(0), Xy =7 (g) .

Demostracion. Sean a, h > 0. Se cumple:
E|X — X5| > E [|X — Xo|l{jx—xs/>h}] -

Como

{X<a,Xo>a+htU{Xy<a,X>a+h}C{|X—Xy|>h},

ademés notemos que los conjuntos

{X<a,Xs>a+h},{Xs<a,X >a+h} son disjuntos.

Entonces

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

E[|X — Xo|lyx—xozny] = E[|X — Xa|lix<axozarn}] T E[|X — Xo|l{xp<a x5a4h}] -

Luego, en (4.10)), tenemos que

E[|X — X|] > E [|X — Xo|lix<axozatny] +E [|[X = Xo|lixgcaxzarny] -
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Como
| X — Xo|lgx—xo>hy > Plyx—x,>h)

entonces
X — Xo|l{x<a,xs3a+h} = Ml{x<a,Xo>ath}

| X — Xo|lixy<a, x>0k} = Pl{xs<a,x>a+h)-

Luego,
E[[X — Xollix<axozatn] 2 hE[l{x<a xo2a4m)] = MP(X < a, X5 > a+ h)

E[IX — Xo[lixocaxzatny] 2 BE[lix,<axzatmy] = WP(X2 < 0, X > a+ h).
Con las desigualdades obtenidas anteriormente, en (4.11)), tenemos

E|X — Xo| >hP(X <a,Xo >a+h)+hP(Xs <a,X >a+h).
Como X, X, son variables aleatorias independientes, entonces
E|X — Xo| > hP(X < a).P(Xy >a+h)+ hP(Xy < a)P(X >a+h).
Como X, X5 tienen la misma distribucion, se concluye que

E|X — Xo| > 20P(X < a)P(X > a+ h).

O
Teorema 4.6. Si {a,} es una sucesion decreciente con lim a, = 0, entonces la
n—oo
serie
o
E (—=1)"'a, es convergente.
n=1

Ademds, se cumple que

0<(=1)"(S —sn) < apt1, Vn>1,

donde S = Z(—l)”’lan Y Sp = Z(—l)k’lak.
n=1

k=1

Demostracion. Ver [10], p. 404. O

Proposicioén 4.7. Para cada a > 0 y cada h > 0, sea

son=a (-2 o 52]) (- o))

8
Entonces E(dy) > \/j + g(a, h) para todo a > 0 y todo h > 0.
T
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Demostracion. Sea Z = sup |(By,ug)| = sup |z(t)].
0<t<1 0<t<1

Por el Corolaridl.5| para cada x > 0, se tiene

(—1)* o2k 1)/ (822)

Pz <z)= 2k + 1
(

e
I
o

_1)k716—7r2(2k—1)2/(8a:2)

SEENEERES
[ T[]¢
[\
o
L

b
Il
—

4 1
e —72(2k—1)2 /(82

Y ). Entonces tenemos la siguiente serie alternada

Sea a; =

Z P(Z < ).

k=1

Notemos que a; es decreciente y lim a, = 0. Entonces, por el teorema se tiene
k—00
la siguiente desigualdad
a; —ay <P(Z <z)<a.

Es decir,
4 72 4 972 4 s
= - L= - P(Z — — ¥ 0. (4.12
7Texp{ } exp{ 7 }< ( <:c)<7TeXp{ 8x2}’ r>0. (4.12)

Sabemos que sup (B;.ug) >0 y mf <Bt,u0) > ( c.s. Entonces
0<t<1

sup |(By, ug)| < sup (B, ug) — mf (Bt,u0> < 2sup [(By,ug)| c.s.
0<t<1 0<t<1 0= 0<t<1

Como
X =7r(0) = sup (B, ug) — Omf (By, ug),

0<t<1 <1

tenemos que
Z <X <27

De la desigualdad anterior, se sigue que

P(X <a) >P(Z <a/2) (4.13)
De (4.12) y (4.13)), tenemos
4 72 4 972
P(X <a)>P(Z<a/2) > —exp {_2_&2} ~ 5, CXD {—2—a2} . (4.14)
Ademés, como
Z < X,



se sigue que
P(X>a+h)>P(Z>a+h).
P(X >a+h)>1—P(Z<a+h). (4.15)
De (4.12), se cumple

IP’(Z<a+h)<4e m
—eXpy————— (-
TP 8(a + h)?

Luego, en (4.15)), tenemos que

4 2
P(X>a+h)>1— —expd -0\ (4.16)
T

8(a+ h)?
De (4.13) y (4.16]), obtenemos

hP(X > a+h)P(X <a) > h (%exp {_”_2} _ iexp {—9—22})

(=rrftr))
|l——expy ——

@ 8(a+h)
y de la definicion de g(a, h), tenemos

hP(X > a+ h)P(X <a) > g(a,h).
Del Lema [4.5] tenemos

E|X — X5| > 2¢g(a, h). (4.17)
Del Lema [4.4 y por (4.17), tenemos
E(d;) > EX + g(a, h). (4.18)
Sabemos que se cumple
8

EX = E(r(0), E(r(0)) = /-

™

Usando Maple se sugiere que el 6ptimo esta cerca de
(a,h) = (1,492,0,337).
Reemplazando estos resultados en (4.18)), se concluye que

8
E(d;) > \/; + (1,492, 0,337).

Por lo tanto, de la proposicion y la proposicion [4.7], resulta que
1,6014 < E(dy) < 2,3548.
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Conclusiones

1. Dado un cuerpo convexo K € K2, es posible calcular su area y su perimetro en
términos de la funcion soporte. De manera més precisa,

) = [ 7 0y,

donde p(0) = hg(ug) con ug = (cos(6),sen(0)).

2. Sea K la envoltura convexa del recorrido de un movimiento browniano estandar
en R? desde el instante 0 hasta el instante 1. El perfmetro promedio y el area
promedio de K son dados por

E(ll) =V 87T7

T

=3

donde [; y A; son el perimetro y el area respectivamente del cuerpo convexo
aleatorio K.

E(A;)

3. El diametro promedio de K no se conoce con exactitud hasta el momento, pero
si se se conocen las siguientes estimaciones

1,6014 < E(dy) < 2,3548,

donde d; es el diAmetro del cuerpo convexo aleatorio K.
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