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RESUMEN

Las ecuaciones de Boussinesq son un tipo de ecuaciones derivadas de las ecuaciones
de Euler y que modelan la propagacién sensiblemente bidimensional de ondas largas de
gravedad y de pequenia amplitud sobre la superficie de un canal. Un modelo de este tipo en

un canal de fondo plano estd dado por el sistema

Oyw + Opn +ndpm + 30 =10
w 1+ n0zn n (P1)

On + 0w + 0, (wn) + 03w =0
donde las variables adimensionales 7 y w representan respectivamente, la defleccién de la
superficie libre del liquido respecto a su posicién de reposo y la velocidad horizontal del
fluido a una profundidad de \/mm donde h es la profundidad del fluido en reposo. Dicho
modelo es desde luego un sistema de ecuaciones diferenciales de Korteweg-de Vries acopladas
a través de los efectos dispersivos y los términos no lineales. Por otro lado, el sistema (P1)
al estar referido a un fluido incompresible no viscoso no recoge los efectos de la viscosidad
1, sin embargo al ser desacoplado podemos introducir tales efectos, resultando un sistema

del tipo Korteweg-de Vries - Burger dado por

Ou + O2u + 0,G (u,v) — pd?u =0
0w — 03v + 0,G (v, u) — pd?v =0

(P2)

En este trabajo se estudia el PVI asociado a (2) en los espacios H® estableciendo su
buena formulacién local para s > 3/2 y buena formulacion global para s > 2, en este tltimo
caso se muestra adicionalmente que la solucién global decae asintoticamente en el tiempo.
Finalmente, se muestra que el PVI asociado a (P1) estd bien formulado localmente como

consecuencia de la buena formulacién local de (2).
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INTRODUCCION

As ondas constituyen un fenémeno observable fascinante que han dado lugar a numerosas
L investigaciones teoéricas y experimentales, en particular las ondas superficiales en el agua
han promovido diversas formulaciones de modelos, tal vez uno de los més relevantes es el

modelo unidimensional descrito en 1895 por D. J. Korteweg y G. de Vries mediante la ecuacion
ow + 8311) + wi,w =0

conocida como la ecuaciéon de Korteweg - De Vries o simplemente KdV, y que modela la
propagacion de ondas superficiales.

En general (ver [5]), el problema de las ondas de agua para un liquido ideal consiste en
describir el movimiento de la superficie libre y, la evoluciéon del campo de velocidad de una
capa perfecta de un fluido incompresible e irrotacional bajo la influencia de la gravedad. En
esta linea, con una aproximacién continua, las ecuaciones que gobiernan este tipo de ondas
son la ecuaciones de Euler (1750) como se refiere en [3].

Un tipo de ecuaciones derivadas de las ecuaciones de Euler y que modelan la propagaciéon
sensiblemente bidimensional de ondas largas de gravedad y de pequena amplitud, sobre la
superficie de un canal, son las ecuaciones de Boussinesq. Tales ecuaciones resultan ser las mas
simples que capturan los efectos dispersivos y nolineales de la onda (ver [41]).

Un modelo de este tipo estd dado por el sistema del PVI
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0w + 0y +ndem + 3 =0

Oy + 0w + 0y (wn) + 03w =0 (1)

w(z,0) = wo (z), n(z,0)=no(z)
que forma parte de una variante de los sistemas de Boussinesq descritos por Bona, Chen y
Saut (ver [3]) para describir la propagacion unidimensional en la superficie del agua de ondas
largas de gravedad, de pequena amplitud en un canal de fondo plano. Aqui, las variables
adimensionales 7 y w representan respectivamente, la defleccion de la superficie libre del
liquido respecto a su posicién de reposo y la velocidad horizontal del fluido a una profundidad
de \/ﬂh, donde h es la profundidad del fluido en reposo.

Dicho modelo resulta ser en realidad un sistema de ecuaciones diferenciales de Korteweg-
de Vries acopladas a través de los efectos dispersivos y los términos no lineales. El sistema
(1) queda desacoplado en la parte lineal diagonalizandolo por medio de un cambio de variable
adecuado, obteniéndose asi un sistema equivalente. En efecto, tomando transformada de

Fourier al problema lineal asociado con (1) se obtiene
qwt) —i€(1+&H)nt)=0
om(t) — i (1+ &) w(t)=0
B(0) =, 7(0) =1

que en su forma vectorial se puede escribir como sigue
Oril (&,1) — €A (€)W (€,1) =0
€(6,0) =2 (E).

~ w(&t) | - 0 1+¢ ~ (&)
donde ey = | L AQ=| yee) = |
(€, t) 1+6 0 ¥ (€)
~ 1
Teniendo en cuenta que los autovectores de la matriz A (£) son vy = y vy =
1
1 ~ ~
, escogemos el cambio de variable @ (§) = 2C¥ (), con C = [v; v9] es decir
—1
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de donde w = 27v1 + 279 y n = 271 — 29.

Asi, reemplazando este cambio de variable en (1), se obtiene

1 + Oy + 0391 + 30,97 + 0y (12) — 2073 =0
2 — Oz — O3ya — 3073 + 0p (M172) + 50,75 =0 (2)
7 (2,0) = § [wo () + 10 (2)], 72 (2,0) = [wo (x) — 10 ()]
luego, haciendo
v (z,t) = u(x —t,t)
Yo (z,t) = v (z + t,¢t)
entonces (2) se transforma en el sistema

(

Opu + O3u + 0,G (u,v) =0
O — O3v + 0,G (v,u) =0
u (0) = ug

v (0) = vo

\
donde G (u,v) = ;u2 — (R~ %112.

El sistema (1) al ser derivado de las ecuaciones de Euler esta referido a un fluido incompre-
sible no viscoso, como se sabe Navier (1822) e, independientemente, G. Stokes (1845) fueron
quienes introdujeron en el modelo euleriano el término de viscosidad y llegaron a lo que hoy
denominamos ecuaciones de Navier-Stokes. En este caso, el modelo més simple que recoge el

efecto de la viscosidad es la ecuacion de Burger que predice la formacion de ondas de choque

producidas por la turbulencia y su ecuacién es
Uy + udzu — u@iu =0

En el sistema (3) la influencia de la viscosidad p en la evolucion de la onda de agua
puede ser considerada adicionando los términos —ud?u y —ud?v, resultando el sistema tipo

Korteweg-de Vries - Burger (KdV - B)

Opu + O3u + 0,G (u,v) — pd?u =0
O — O30 + 0,G (v,u) — pd?v =0 (4)

u(z,0) = ug, v(x,0) =1
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En su tesis doctoral W. Nunes [34]| demostro que la ecuacion de KdV-B es bien formulada
localmente en H*® (R), s > 3/2, usando el teorema de contraccién y estimados de energia.
Este resultado le sirvié para probar la existencia y la unicidad de la ecuacion de KdV. Por
otro lado, E. Bisognin, V. Bisognin y G. Perla [1| demostraron que para un problema de
Cauchy asociado a un sistema de dos ecuaciones KdV-B con datos iniciales pequenos, existe
una solucion global en H®* = H*® (R) x H* (R), s > 2, para lo cual probaron que la solucion
local es acotada en intervalos finitos de tiempo. Ademds, mostraron que tal solucién global
decae asintoticamente cuando en el tiempo crece sin limite.

El objetivo de este trabajo consiste en estudiar en H?, la buena formulacién de los prob-
lemas de valores iniciales asociados a los sistemas (1) y (4). Para tal caso se probara en

HS

7

1. para s > % : la buena formulacién local del problema de valor inicial asociado al sistema
(4), es decir se probaré la existencia, unicidad, persistencia (esto significa que la solucion
(u(-),v(-)) describe una curva continua en H® siempre que (ug, vg) € H*) y dependencia

continua de la solucién respecto al dato inicial.

2. La existencia de la solucién global para el problema de valor inicial asociado al sistema

(4) cuando los datos iniciales pertenecen a H?, s > 2.

3. Estudiar la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucién del problema de

valor inicial asociado al sistema (1).
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NOTACIONES

N Conjunto de enteros positivos.

R Conjunto de los ntimeros reales.

X, Y Espacios de Banach.

X' Dual topologico de X.

L(X,Y) Espacio de operadores lineales acotados de X en Y.

X =Y Inclusién continua.

L(X) L(X,X)

B, [z] Bola de centro z y radio r.

C([0,7]: X) Espacio de funciones continuas de [0,7] en X.

AC([0,T): X) Espacio de funciones absolutamente continuas de I en X.
C([0,T] : X) Espacio de funciones continuamente diferenciables de [0,7] en X.
C* (R) Espacio de funciones continuas diferenciables de orden k en R.
Ck (R) Espacio de funciones de clase C* con soporte compacto.

Cos (R™) Espacio de funciones continuas que se anulan en el infinito.
Co(I,X) Espacio de funciones continuas con soporte compacto de I a X.
Cse(1,X) Espacio de funciones C°° con soporte compacto de I a X.

S (R) Espacio de Schwartz en R.

S’ (R) Espacio de las distribuciones temperadas en R.
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LP (R)

L> (R)

LP = LP (R) x LP (R)
H* (R) = J=5L* (R)

1 (R) = () 1" (R)

Ml = 1175112
g = 1103 + 11112
D (A)

R (A)

[A,B] = AB — BA
(g =

V

1
L
V2r Jr
JS

e~ %%y (z) dx

o) = o [ o) de

Espacio de Lebesgue en R de orden p, 1 < p < oc.
Espacio de las funciones medibles escencialmente acotadas en R.
Espacio producto de L? (R) por LP (R).

Espacio de Sobolev de orden s con base en L? (R).

Espacio producto de H* (R) por H*® (R).
Producto escalar para la dualidad X', X.
Producto interno en X.

Producto interno en H*® (R).

Producto interno en H°.

Norma en LP (R)

Norma en L (R).

Norma en H® (R).

Norma en H?®.

Dominio del operador lineal A.

Rango del operador lineal A.
Conmutador de los operadores A y B.

Transformada de Fourier.
Transformada inversa de Fourier.
Potencial de Bessel de orden —s,
Fue) = (1+16P) ate).
Potencial de Riesz de orden —s.

Casi en todo.

Constantes positivas.
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CariTuLo 1

CONTEXTO TEORICO

N este capitulo se procura presentar los resultados maés relevantes relacionados con los
E fundamentos tedricos que sustentan el trabajo, muchos de los cuales pueden consultarse
por ejemplo en Cazenave - Haraux [11] o Cazenave [10] para el caso de integracion vectorial.
Respecto a transformada de Fourier y espacios de Sobolev se ha considerado el libro de Folland
[16] y Linares [30]; y finalmente, en lo referente a la teoria de semigrupos ha sido de mucha
ayuda el material del profesor Montealegre [39] junto a Pazy [35] y Engel - Nagel [14]. En

cualquiera de los casos también se destaca la bibliografia que ahi ha sido citada.

1.1 Integracion vectorial

En esta seccién, I C R representa un intervalo y X un espacio de Banach equipado con la
norma ||| y.
1.1.1 Funciones medibles

Definicion 1 Una funcion v : I — X es fuertemente medible si existe J C I de medida

cero y una sucesion de funciones {un}, oy en Co(I, X) tal que

lim wy, (t) =u(t), para todot € I\ J.

n—o0
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De la definicion se sigue que si u : I — X es medible, entonces ||u|y : I — R es también
medible. Ademés, si u : I — X es medible y si Y es un espacio de Banach tal que X — Y,

entonces u : I — Y es medible.

Proposicion 1.1 (Teorema de Pettis) Una funcion u : I — X es medible si y solamente
si, u es débilmente medible (es decir, para todo ' € X', la funcién t — (z',u (t)) es medible)

y existe J C I de medida cero tal que u(l \ J) es separable.

Demostracion: Véase [11]. a

Corolario 1.2 Siu: I — X es una funcion débilmente continua, entonces u es fuertemente

medible.

Demostracion: Véase [11]. 0

1.1.2 Funciones integrables.

Definicion 2 Una funcion medible v : I — X es integrable si existe una sucesion de fun-

ciones {un},cn en Co(I, X) tal que

1m1znm4o—u@mxd#:u

n—oo

Proposicion 1.3 Si u : I — X es integrable, entonces existe x(u) € X tal que para toda

sucesion {un},cn en Co(Z, X) que verifica

i [l ()= (0 dt =0

n—oo
se tiene

lim | uy, (t)dt = z(u),

n—o0 I

el limite anterior en la topologia fuerte de X.

Demostracion: Véase [11] d

Al elemento z(u) € X se le denomina la integral de u en I y se escribe

szzu:zu@ﬁ.
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Ademas, si I = [a, b], también escribimos

2(u) :/abu:/abu(t)dt,

y como para las funciones con valores reales, cuando a < b se verifica que

Proposicion 1.4 (Teorema de Bochner) Sea u: I — X medible, entonces u es integrable

si y solamente si, ||u(-)||y : I = X es integrable. Ademds,

H[@“WﬂXSZwumuﬁ.

Demostraciéon: Véase |11]. a

Este teorema permite, en general, aplicar los teoremas de convergencia usuales a |[u(-)|| .

Proposiciéon 1.5 (Teorema de la convergencia dominada) Sean {u,}, y una sucesion
de funciones integrables de I en X, v : I — R una funcion integrable y v : I — X. Si se

cumple que
(1) ||un (t)]|x < v (t), para casi todo t € I y todo n € N,
(11) up, (t) = u(t) para casi todo t € I.

Entonces, u es integrable y

/u (t)dt = lm [ uy, (t)dt.
1

n—o0 I

Demostracion: Véase [32]. d

1.1.3 Espacios LP(I, X)

Sea p € [1,00], se representa por LP(I,X) al conjunto de (clases de) funciones medibles
uw : I — X tales que la funcion ¢ — |ju(t)||y pertenece a LP(I) = LP(I,R). Ademas, si

u € LP(I,X) se define

(Jy Il ()% dt) '™ §1<p< oo,

HUHLP(I,X)

inf{C : [|u(t)||y <Ccetl} sip=oo.
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Es importante senalar que muchas de las propiedades de los espacios LP(I, X) son seme-

jantes a la de los espacios LP(I), con esencialmente las mismas pruebas.

Proposicion 1.6 El espacio LP(I,X) con la norma |-||;, es un espacio de Banach si

p € [1,00].
Demostraciéon: Véase |13]. a

Proposicion 1.7 Sea p € [1,00] y sea {un},cy una sucesion acotada en LP(I,X). Si existe
uw: I — X tal que para casi todo t € I, u, (t) — u(t) en X; entonces, v € LP(I,X) y

ol o) < T inf |
Demostracion: Véase [11]. a

Definiciéon 3 Una funcidn [ definida sobre el intervalo [a,b] y tomando valores en el espacio

de Banach X es absolutamente continua en [a,b] si para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
n
D ONF )= flalx <,
i=1

para cada familia de intervalos disjuntos dos a dos {]as, bi[};cy de [a,b] para los cuales

n

Z|b¢—ai|<5

i=1
1.1.4 Espacios W7 (I X)

Si 1< p < oo, el espacio vectorial de funciones f € LP (I, X) tales que f' € LP (I, X) en el

sentido de C§° (I, X) se representa por WP (I, X).

Proposicion 1.8 Sean 1 < p < ooy f € LP(I,X). Las siguientes propiedades son equiva-

lentes:
(i) fe WP (I, X).

(i) existe g € LP (I, X) tal que para casi todos t,ty € I se tiene

t

f ()= f(to) +/ g (s)ds.

to
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(iii) existen g € LP (I, X), xo € X, tg € I tales que

t
O =20+ [ g(s)ds
t

0

para cast todo t € I.
(iv) f es absolutamente continua, derivable c.e.t. I,y f' € LP (I, X) c.e.t. p

(v) f es débilmente absolutamente continua, débilmente derivable casi en todas partes, y f’

(en el sentido casi en todas partes) estd en LP (I,X).

Demostraciéon: Veéase [11]. 0

Proposicion 1.9 Supongamos que X sea reflexivo y que f € LP (I,X), 1 < p < co. Luego,

f e WY (I,X) siy solamente si existe p € LP (I,R) tal que

, para casi todos los t, T € 1.

wwﬂﬂﬂmsL[QwMS

En ese caso, tenemos |]f’||Lp(I,X) < llellzerr) -

Demostracion: Véase [11]. a

1.2 Transformada de Fourier y espacios de Sobolev
Definicion 4 Siu € L' (R"), la transformada de Fourier de u se define como sigue
u() = /n e~ 28y (x)dz Vo e R,
donde (x,§) = x1&1 + x2é2 + . .. + p&n.
Proposiciéon 1.10 El operador
T LN RY) = Coo (R™)
es una transformacion lineal acotada con

[l oo < llullps -
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Demostracion: Véase [16]. a

Antes de enunciar la siguiente proposicién necesitamos establecer algunas notaciones.

Un vector @ = (a1, a9, ...,a,) € N es llamado multi-indice de orden

ol =1 +ag+ -+ .

Ademaés, si x = (21,2, ...,2,) escribimos
01,02 | .Qn
4\ =W 1 zf

y para u : R” — R se tiene

olal

Do) = postpegr—agr @

Proposicion 1.11 Las siguientes afirmaciones son vdlidas.
(i) Siu,ve L' (R")y
u*v () :/nu(x—y)v(y)dy, Ve € R"
es la convoluciéon de uw y v, entonces
uxv(£) =u(€)v(s).
(i) Para cada u € L* (R™) y todo multi-indice o tenemos
Deu(€) = (2mi§)* @ (€),

es decir,

Du(€) = (i60)™ -+ (i) ™" T (E)
Demostracion: Véase [16]. a

Proposicion 1.12 (Teorema de Plancherel) Siu € L' (R") N L? (R"), entonces se tiene
que U € L? (R") y

[l gz = [l - (1.1)
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Demostracion: Véase [30]. a
La proposicién establece que el operador
T LN (RN LA (RY) — L2 (RY) (1.2)

definido sobre el subespacio denso L' (R") N L? (R™) de L? (R") es lineal acotado. Por tanto,

~ se extiente por continuidad a un tnico operador acotado
F:L*(R") — L* (R")
que verifica (1.1). Para mayores detalles puede consultarse [16] 6 [30]. a

Proposicion 1.13 La transformada de Fourier
F:L*(R") — L*(R")
es un operador lineal unitario, es decir es una isometria sobreyectiva.
Demostraciéon: Véase [20]. 0

1.2.1 Distribuciones temperadas

El espacio de Schwartz es el conjunto S (R") de las funciones f € C* (R") tales que

sup |z®8°f (x)‘ < 09,

z€eR™

para todo (a, 8) € N® x N, Escribimos

1 llas = sup [2°0°f ()].
TER™

Definicion 5 La sucesion de funciones {fi};~; en S (R") converge a f € S (R") si

m—00

a’5—>0

[ fm = [l

para todo («, B) € N x N™.

Definiciéon 6 El conjunto de las distribuciones temperadas, representado por S’ (R"™), es

el dual topoldgico de S (R™) con la topologia definida por ||-[|,, 5.
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Definicion 7 Siu € S’ (R™), la transformada de Fourier de u, representada por U es definida

por
(U, o) = (u, o)

para todo p € S (R™).

1.2.2 Espacios de Sobolev del tipo L?(R)

Definicion 8 Sea s € R, el espacio de Sobolev de orden s denotado por H® (R™) se define
por

H® (R") = {u € 8 (R") : Jou € L2 (R”)},

con la norma ||-||, definida como

Jeal, = 177l 2 = ( L (1) ds)

Proposiciéon 1.14 Las siguientes afirmaciones son vdlidas.

1/2

(i) Si0<s<t, entonces H' (R") — H* (R™) densamente.
(i) H® (R™) es un espacio de Hilbert separable con el producto interno definido por
(u,v), = (J°u, J°v) 2.
(11i) Para todo s € R, el espacio S (R™) es denso en H® (R™).
() Sir<s<tcons=(1-0)r+6ty0c|0,1], entonces
lealy < Mlully ™ Jell (1.3)
Demostracion: Veéase [18]. 0

El altimo resultado de la proposicion 1.14 sera referido como interpolacion del espacio H*®

entre los espacios H" y H'.
Proposicién 1.15 Para todo o € N y para todo s € R, el operador
D : H* (R") — H*~lol (R™)

es un operador lineal acotado, y  ||D%u|| gs—jal < |Jull gs-
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Demostracion: Véase [37]. a

Proposicién 1.16 (Teorema de inmersién de Sobolev) Sea CX (R™) el espacio de fun-
ciones con k derivadas continuas que se anulan en el infinito. Si s > § + k, entonces

H? (R™) < C* (R™). En particular, si u € H® (R") se tiene
[l o < s [lull -

Demostraciéon: Veéase [18], [30]. a

Proposicion 1.17 Sis > 5, entonces H® (R") es un dlgebra conmutativa respecto a la mul-

tiplicacion de funciones; es decir, uv € H® (R™) si u,v € H* (R") y
Juv]ly < e llull; o]l -

Ademds, si {un},cn Y {Vn}nen S0n sucesiones débilmente convergentes a uw y v en H® (R™)

respectivamente, entonces w — lim  w,v, = uv.
n—-+oo

Demostraciéon: Véase [30]. 0

Proposicion 1.18 Siu,v € S(R"), s > 1+ § y t > 1; entonces, existe C = C (s,t,n) >0

tal que
[, v0%u) | < C (171l oy [0®[l, + 17y el Il ] (1.4)
donde |af = 1.
Demostraciéon: Veéase [20], [24]. 0

Proposicion 1.19 Siu,v € S(R?), s >0 y 1<p< ooy, entonces

1%, ul ol o < e (18xull por |75 0| 1o + 1 T5ll s 101l o) (1.5)
donde pa,ps € |1,00[ y p1, pa son tales que p% + p% = % = p% + p%;'

La desigualdad (1.5) también se cumple si p; = py = 00 y p2 = p3 = p como se demuestra

en [26, lemma X1|.
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Proposicion 1.20 Sis > 1, r > 1/2, u, v € S(R™); entonces, existe C = C (s,r,n) > 0 tal
que

D%, u]vll 2 < C (llull 10ll, + llull,iy 0ll—1) (1.6)
Demostracion: Véase [38]. a

Proposicién 1.21 Sea u € S(R") y v € H'(R™), para cualquier v y t con t > |r| + n/2;

entonces, existe C = C (r,t,n) tal que
uvll, < Cllull 1], -

Demostraciéon: Veéase [37]. 0

1.3 Semigrupos de operadores lineales

Los resultados que en esta seccién se presentan pueden vistos junto a sus demostraciones en

[14], [35] ¥ [39].

Definicion 9 Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados

sobre un espacio de Banach X es una familia {W (t)},5, tal que
1. Para todot > 0: W (t) € L(X),
2. W(0) = I el operador identidad sobre X,
3. Para cadat,s >0: W (s+t) =W (s) W (t), y
4. Es fuertemente continuo en el siguiente sentido: Para cada x € X la aplicacion
t €[0,400) — W (t)x
es continua.
La ultima propiedad significa que tli_gt W (t)xz = W (tp)x y también puede enunciarse

diciendo que la aplicaciéon

t €[0,4+00) — W (t)

es continua de [0, +00) en el espacio £ (X) dotado de la topologia fuerte.
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Proposicion 1.22 Si {W (t)},5, es un semigrupo sobre X, entonces existen contantes w > 0
y C > 1 tales que

IW (D)l (x) < Cet, ¥t > 0.

Si en la proposicién anterior (proposicion 1.22) w =0y C = 1, el semigrupo {W (¢)},s,

es llamado semigrupo de contracciones.

Definicion 10 El generador del semigrupo {W (1)},5, sobre X es el operador
A:D(A) C X — X definido por

D(A) = {:L‘ € X: lim RO = eziste}
t—0t t
d+
Az = —| W (¢
z=— (t)x

t=0

Proposicién 1.23 Si A es el generador del semigrupo {W (t)},~, en X, entonces para todo

x € D(A) se tiene que W (t) x € D (A) para todo t > 0, y

%W )z = AW (t)z = W (£) Ax. (1.7)

Proposicion 1.24 Si X un espacio de Banach y A : D(A) C X — X es el generador del
semigrupo {W (t)},~ sobre X; entonces, para todo ¢ € D (A), el problema de valor inicial

du

() =Au(), t20

(1.8)
u(0)=¢peD(4),
tiene solucion unica

u € C ([0, +oc[: D(A))NC ([0, +o0[ : X)

dada por

Definicion 11 Un operador L en el espacio de Banach X se demomina disipativo si

VA >0, Vue D (L) : ||lu— ALul|x > [Jul x -
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Proposicion 1.25 Un operador L es disipativo en un espacio de Hilbert H si y sdlo si,

(Lu,uyg <0, Yu € H.

Definicion 12 Un operador L en el espacio de Banach X se denomina m-disipativo si
(i) L es disipativo, y
(1)) VA >0, Ve € X, Jue D(L):u— ALu = x.

Proposicion 1.26 Sea L un operador lineal en el espacio de Hilbert H, entonces

(i) Si L es autoadjunto y negativo, es decir (Lu,w); < 0 para todo u € D (L); entonces, L

es m-disipativo.
(ii) Si D (L) es denso en H, entonces

Ly — L son m-disipativos, si y solo si L es antiadjunto.

Proposicion 1.27 (Lumer - Phillips) El operador L : D(L) € H*(R) — H*(R) es
generador de un semigrupo de contracciones sobre H® (R) si y sdlo si, L es m-disipativo y

D (L) es denso en H* (R).
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CAPITULO 2

TEORIA DEL PROBLEMA DE

KORTEWEG-DE VRIES - BURGER

N este capitulo abordaremos dos de los objetivos de este trabajo: Buena formulacion
E local del problema de valor inicial (4) en H® si s > g, y existencia de solucién global
para s > 2. Ademaés, para ponerle un poco de valor agregado al asunto, aprovechando algunos
resultados en el caso global mostraremos que la solucién decae asintéticamente en el tiempo.

Sin duda, como se podra apreciar en el camino, nuestra carta principal o en algunos casos
el as bajo la manga lo constituye el teorema 2.4 al que en algunos casos nos referiremos como
propiedad regularizante.

Vale precisar que el problema (4) cuya formulacion estéd dada por
ou + Bu + 0,G (u,v) — pd2u=0 z€R,t>0
O — 02 + 0,G (v, u) — pd?v =0
u (z,0) = vg (x)

v (z,0) = vy (2)

\
2

3 v _ . .
donde G (u,v) = §u2 —w - o puede escribirse en forma vectoarial como sigue

Al + Ayt + G () = 0

@ (0) = o,
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donde g = (v, v), 4 = (u,v), AU = (Oi’u — pu, —03v — ,u@%v) y
G (@) = (0.G (u,v) ,8:G (u,v)) (2.2)

Los principales resultados que sustentan la buena formulacion local de (4) son los teoremas
2.7, 29 y 2.13. En el teorema 2.7, valiéndonos del teorema del punto fijo de Banach, se
resuelve el problema de la existencia de solucion de la ecuacion integral (2.11) asociada a 2.1
y mediante un argumento usado por Kato y Fujita |25] se logra probar la unicidad de dicha
solucion. El teorema 2.9 lo que hace es refrendar la sospecha de que la solucion de la ecuacién
integral es también solucion del problema (4) y ademés, consolida la unicidad de tal solucion.
El primer objetivo del trabajo se alcanza con el teorema 2.13 al establecerse que la solucién
del problema (4) depende continuamente del dato inicial, cuando éste es tomado en H?® con
s> % El segundo objetivo se concreta con el teorema 2.18; y, finalmente el comportamiento

asintotico de la solucion global se muestra con el teorema 2.20.

2.1 El problema lineal asociado

El primer paso para probar la buena formulacién de un problema de valor inicial es estudiar
el problema lineal. En este sentido, la teoria de semigrupos nos provee de un resultado
fundamental (ver proposicion 1.24) que nos conduce a probar el teorema 2.4 y que como
veremos nos da informacién sobre la regularidad de la solucién.

Como es evidente, el problema de valor inicial lineal

Opu + O3u — pud?u = 0 reR, t>0
O — O3v — pd2v =0 (2.3)
u(z,0) = uo (z), v (z,0) = vo (x)

asociado con (4) tiene la forma vectorial

Bl (t) + Ayii(t) =0, 2 €R, >0
il (t) + Apt (t) (2.0
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Definimos ahora el operador A, como sigue

D(A,) =H**3 s >0

Ayt = (03u — pd2u, —03v — pd2v), @ = (u,v) € H.

Empezamos mostrando que —A,, es disipativo maximal (proposiciones 2.1 y 2.2), pues
junto al hecho que H**? < H® (proposicién 1.14) se logra establecer que —A,, genera un

semigrupo de contracciones ( proposicion 1.27, Lumer-Phillips).

Proposicién 2.1 El operador —A,, es disipativo en H®, s > 0.

Demostracién: Veamos primero que —A,d € H*. En efecto, si @ = (u,v) € H3;
entonces, por definicién de —A,, la desigualdad triangular, ||8§uHS < JJull 44y (proposicion

1.15) y |lully < [|ull,4, en H?, se tiene

I-Auils = (83 — ud2u, —83v — ud2v) |

= o w2l + |- — o2

I

legull; + i l0Zull; + l00]f; + u* [[02]];

IN

2 2 2 2

lullgps + 2 lullre + lolisis + 1 [0ll51a
2 2 2 2

< ullsss + 42 ullyys + 1vlls + 62 ol

(U4 12) (ks + 100245) = (44 12) [@ers

por tanto, —A,u € H®.

Ahora demostraremos que —A,, es negativo, es decir, (=A,u, @)y, < 0. Por la definicién
de —A,,, las propiedades del producto interno y <8;§u, v>8 = (—1)]’C <u, 0§v>8, se tiene

(—Aut, M)y, = p(Ou,u), + p(dv,v),
= M <8$u? 81'”)5 - <8$’U7 8$U>s
< —p[llowul? + losvl]

12
— —pl9? <0

Luego, por la proposicién 1.25, —A,, es disipativo en H?. a
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Proposicién 2.2 El operador —A,, es disipativo mazimal en H*, s > 0.

Demostracién: De la proposicién 2.1 se tiene que —A,, es disipativo, resta probar que el
operador I + A, : H*+3 C H® — H® es sobreyectivo; es decir, para cada @ € H® mostraremos
que existe @ € H5"3 tal que (I + A,) @ = .

En efecto, sea ¥ = (v1,v2) € H® buscamos @ = (uy, u2) que verifique
v
(I+ A, )( >:<1>.
Us Uy

uy + agul - ,uagul =

o lo que es equivalente

Uy — 8;3’112 — ,u@%uQ = g
Tomando transformada de Fourier respecto de la variable espacial se obtiene
u () — i€%ur (€) + pe?ur (§) = 01 (¢)
3 (§) + i€z (§) + p&uz (€) = 2 (§)

de donde # resulta definido por las igualdades

@(f):%
y

- U2 (€

W(f)zﬁ%-

La demostracién queda concluida si verificamos que @ € H*"3. De hecho, por definicion se
tiene que
L, +3 +3
[@l[fgs+s = IIU1H§+3+IIU2II§+3=/R(1+€2)S [ur (&) d§+/ (1+¢) &) d¢
s 5@ 2ys+3 |02 (6
= [+ e+ | (1+¢ d;
/R( ) (1+ p€2)* +¢° L0+ (L+ pg2)* + ¢
luego, usando las desigualdades (1 + ,u§2)2 +&8>146>C (1 + 52)3, se obtiene

12 2 s+3 |01 (€ )’ d§ 2)s+3 ’U2( )| d§
s < c/ L)t S +C/R(1+€) e

_ C’/ (1+€)° |5 (©) ydg+c/ (1+€2)° |G (&) de

C (Ilorll2 + 2ll?) = C 1701 < +o0

lo que prueba @ € H5+3. a
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Lema 2.3 Para todo > 0,t >0 yr > 0, se cumple
¢2re=20mt < 9Ty T (1) (2.5)
Demostracion: Veéase [31]. O

El siguiente resultado nos hace concluir satisfactoriamente esta seccidon, pues no solamente
establece la existencia y unicidad de solucion de 2.3, sino que ademaés revela que dicha solucién

es mas regular que el dato inicial.

Teorema 2.4 Si > 0, el operador —A,, es el generador de un semigrupo de contracciones

Wy (t)}s en H?, s >0, tal que

W= O 2.6

E; (t) )

donde Ef (t) son los multiplicadores de Fourier definidos por

—

Ejf (£) 10 (§) = M @' (§)  con Xf (§) = —pg? % i6?, (2.7)
y para cada t > 0 se tiene que W, (t) € £ (H5,H5'") con

. Iy
Wi (8) tollggssr < Ky J1+ @ty 1o]| g5 (2.8)

para todo r > 0 y iy € H®. Ademds, cualquiera sea ty € H® la funcion
W, () iy : Ry — H®
es la inica solucién del problema de valor inicial (2.4) en
C ([0, 400[,H*) N C" ([0, +oo , H*?) .

Demostraciéon: La primera afirmacion es consecuencia de las proposiciones 1.14, 1.27
(de Lumer-Phillips) y 2.2. Para obtener (2.6) y (2.7) es suficiente tomar la transformada
de Fourier en la variable espacial y resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
resultante. La tdltima afirmaciéon estd amparada por la proposiciéon 1.24.

A continuacion sera probada la desigualdad (2.8). En efecto,

2
s+r

2

= || B (1) wol| atr

+ || B, () o

IWu (&) GolZerr = [|[(EjF (8) uo, B}, () v0)]|| s
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s—l—’/‘

(1+€) gy (6)] e

O de+ [ (1) |

(14 €)™+ =26 75 (&) de + / (14" e |6y (€) de

I
%\%\%\4

(14+ €)™ e (a5 (€)1 + 16 () ) dg
< o[ (@) (e e (TR + 1a (OF) de
R
_ 2\S —2u&%t d
o[ @) e (1 ©F +1a () de
2 2r 72,u§ t 2 d
v [ (1+€) e (G OF +1a ©F) de
= c(h+ ). (2.9)
De la primera integral del segundo miembro de (2.9) resulta
ho= [ (+&) e (a )+ |H @) de
R
—2uE%t NS (1~ /2 | |~ 2) 4
< swpe [ (14 €)° (@ OF + 1% ©)F) de

EER

202t 1) -
= supe " [l
£eR

y de la segunda integral, usando la desigualdad (2.5), se tiene
ho= [ ar ey (B + 1 OF) de
< 2 () [ (1+6)° (@ OF +13 ©F) ds
= 2777 ()" (Jluo 2 + o 2)
= 27" (ut) ™" ol
Asi, en (2.9) tenemos

— — 2 — — — —
W, (8) o3 < czuﬂge 27 g |13y + Crme™" (2pt) ™" ||| ie
S

K2 [1 4 (2ut) "] ||

IN

donde

K? = max { C'sup 672#5275, Crie ™ 5.
£eR

. 1 .
Wi () to || gesr < Koy [1+ oty |20 | g

como se queria demostrar. a

por lo tanto,
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2.2 Ecuacidén integral asociada

En la seccion anterior, el teorema 2.4 resolvié con éxito el problema lineal asociado con (4).
A partir de aqui quedaremos de cara al problema no lineal y empezaremos estableciendo su

ecuacion integral asociada. Para esto, asumamos que @ = (u,v) es solucion de (4) y definamos
T(r)=Wu(t—7)u(r),

donde {W), (t)},-, es el semigrupo generado por —A,, del teorema 2.4.

Derivando el segundo miembro respecto de 7 se obtiene

LT(r) = Wt~ 1) A () + Wy (¢ = 7) 0 ()
= Wy (t—7) Aud(7) = W (¢ = 7) [A,@ (1) + G (@(7))
= —Wu<t—7>é<a<7>>, (2.10)

luego, integrando desde 0 hasta t, se tenemos

T(t)—r<o>=—/0 Wy (t — 7) G (@ (7)) dr,

asimismo, como Y (0) = W, (t) 4y y T (t) = 1 (t), entonces queda claro que @ es solucion de

la ecuacion integral

i) =W, (t)ao—/o W, (t—7) G (@(r)) dr. (2.11)

Por lo tanto, toda solucion de (4) es solucion de (2.11).

En este punto, la pregunta natural que surge es si reciprocamente, toda solucion de (2.11)
es solucion de (4). Antes de aventurarnos a resolver esta interrogante, primero nos ase-
guraremos que la solucion de (2.11) exista y sea tunica; de ese modo, si la respuesta fuese
afirmativa, estariamos frente a la solucion de (4). Para tal fin, prepararemos un verdadero
andamiaje que en complicidad del teorema del punto fijo de Banach nos conducira al resultado

esperado.

3
Partimos definiendo, para iy € H® con s > 2 g #0y T >0, el conjunto

E,(T) = {it € C(10,T),H°) : |1 () — Wy (1) Gollgge < [[Folge , 0 <t < T}
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y lo dotamos de la métrica

A(@,8) = sup [ (t) ~ T (W)l , para @, € & (T).
0<t<T

con lo que (& (T'),d) resulta siendo un espacio métrico completo.

Ahora, para g € H® fijo y p > 0, definamos la aplicacién
©:&(T) = & (T) (2.12)

por

t
Oa (1) = W, (1) o —/ W, (t— )G (@(r) dr, tel0,T],
0
cualquiera sea i € & (T'). Para ver que la aplicacion © esta bien definida, notemos que
i. Si iy € H?, entonces W, (t) tp € H?, a consecuencia del teorema 2.4.

ii. Si @ = (u,v) € H¥, resulta que G (@ (7)) € H*"!; pues G (u,v) y G (v,u) habitan
en H*(R) en razon de que H® (R) es un &lgebra de Banach para s > 1/2. Ademas,
sustituyendo s por s — 1 y haciendo r = 1 en el teorema 2.4, conducen a mostrar que

W, (t) € £ (H*"1,H?) ; asi W, (t — 7) G (@ (7)) € H® y de ahi que

/0 W, (t — )G (@ (7)) dr € H®.

Por lo tanto, O () € H® cualquiera sea t € [0, 7.

| W

Proposicion 2.5 Sea > 0 y uy € H?, s Para cualquier T > 0, si 4 € E(T) se

cumple que ©u € C ([0,T],H?).

Demostracion: Elijamos ¢y € 0,7 tal que ¢t < ¢, luego

I = [|©u(t) - 0iu(t)llys
< W (t) o — Wy (to) o l| s
N /W (t—7)G (@(r)) dr — OWM(tO—T)é(ﬁ(T))dT
-
< W (t) o — Wy (to) o g + H/ L (t—7) = Wy (to — 7)] G (i (7)) dr
to . e
+ t W, (to—7)G(d(r))dr .

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




\\\‘ENEQ&

S -J'(% PONTIFICIA
TESIS PUCP 5 gs g:_:_\(lsELl:gIEAD

DEL PERU

< W00~ Walto) ol + [ |05 ¢ =)= Watto — I G @), dr
+/tt0 Wi to— )G @) ar

W O~ Wy () ol + [ W= 7)1 = W tto — 0] G ()|
+/tt0 W, (o) G @) dr

Por la continuidad fuerte del semigrupo {W,, (t)},-, se tiene

[Watto - @@, < s [Watto-n @@,
entonces
I = |©d(t) - 0ty
< W0 =Wy lto) @l + [ Wit =) = Wi tta = I G @) o
F |t —to| sup Wu(to—r)é(ﬁ(ﬂ)‘ \. (2.13)
7€[0,t0] H

El primer sumando del segundo miembro de (2.13) converge a cero cuando t — ¢, por
la continuidad de la aplicacién W, (-) @ : Ry — H* demostrada en el teorema 2.4. Por la
misma razén y por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, igual suerte corre
el segundo sumando. El altimo sumando, con mejor fortuna, converge trivialmente a cero
cuando t — t;. Queda asi demostrada la continuidad por la izquierda de ?y. La continuidad

a la derecha de ¢y se sigue de manera analoga, de ahi la continuidad en . a

3
Proposicion 2.6 Siu >0y dp € H®, s > 2 existe Ty, = T), (||t ||y , s, 1) € [0,T] tal que la

aplicacion © : & (T,,) — & (T,,) es una contraccion.

Demostraciéon: Primero veamos que existe 71 = T (||dol|gs s, 1) € [0,T] tal que ©
definida sobre & (T1) tiene rango R (©) contenido en & (11).
Sean T'> 0y i € & (T), entonces para 0 <t < T y sustituyendo s por s — 1 y haciendo

r =1 en el teorema 2.4 tenemos

16 (1) — W, (1) e = ] [Watt=nG @) ar

Hs

< /t”WM(t—T)é(ﬁ(T))’ dr
0

Hs
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G (@ (7))

et dr. (2.14)

t
1
< K 1+ —
lﬁ\/ 2u(t —7)

La bondad de que H* (R) sea un algebra de Banach para s > 1/2 es que |luv||, < Cs ||ull, [|v]],-

Asi, usando este recurso se tiene

leam|,., < ‘az <gu2+uv—v22,2v2+uv—u22> .

< <H3u2+uv—vj +H3v2+uv—“2 >
2 21, |12 2 |,

< Rl + oll, + 5 [l + 3 2, + ol + 5 2]

= 4], + 2 luvll, + 4|07,

< 4 (Jhull2 + 2wl ol + o112)

< 4c. (I +2 @, 171, + 17]2)

— 16, |

luego

|[G@m)|..., <cla@i; (2.15)

pero, como {W,, (t)},-, es un semigrupo de contracciones (teorema 2.4) y 4 € & (T), se tiene

1@ (Pllgs < 17 (7) = Wi (8) dollgs + (Wi (7) do| s

< lldollgs + llwollgzs = 2 [0 lgss - (2.16)

asi, de (2.16) y (2.15) se deduce que

|

Usando la desigualdad (2.17) en (2.14) y haciendo el cambio de variable r = 24 (t — )

t
1
O (t) — W, (t) SngﬂQS/ 1+ ———dr
0 (1) — W, (6ol ol | 1+ 5=
C, 5 [ 1
— ||do || 57s 1+ —dr. 2.1
ool [ 1+ Sar (218)

< C, ||tz - (2.17)

G (i (7))

Hs—1

conseguimos

IN

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\gﬁg&:m

DEL PERU

y puesto que

2ut 1 2ut 1 out
/ 1+d7‘§/ 14+4/- dT:(T+2ﬁ)0“=2[ut+\/2ut},
0 T 0 T
entonces
¢, 2t F
Iim — [|4g]|wms 14+ —dr =0,
s S il [ 1+ Lar

lo que implica que existe Ty = T (||do||ys , S, 1) € ]0,T] tal que

Cs 2 1
2||1_L'0]|]HIS/ 1+ —dr <1siempre que 0 <t <Tj
H 0 @

Asi en la desigualdad (2.18), para 0 < ¢ < T} tenemos
19 (£) = Wy (t) tollg. < Ilzollgs -

es decir, O (t) € & (T1). Por tanto, existe 71 = T (||to||gs , s, 1) € [0,T] tal que R (O) esté
contenido en & (17).

Nuestro responsabilidad es ahora demostrar que existe T, = T}, (||tol|gs , s, 1) € [0,T1]
tal que © : & (T,) — &s (7)) es una contraccion. En efecto, si @ () = (u1 (-),v1 (+)),7 =

(uz (+),v2(+)) € & (T1), entonces

dr.
HS

i (t) ~ 07 (D) < | Wt [G@m) - @]

Reemplazando s por s — 1 y haciendo » = 1 en el teorema 2.4 se tiene

104 (t) — 07 (1)l < /O Ky 1+ Ml_>

Por otro lado,

dr.

G(a(r) -G (@)

Hs—1

E =

G(a(r) - G (@)

Hsfl
= (802G (u1,v1),0:G (v1,u1)) — (02G (u2,v2) , 0z G (v2,u2))||ggs—1

= [[(0:G (u1,v1) — 0:,G (u2,v2) , 0.G (vi,u1) — 0, G (v, u2)) || gs—1

= [[(02[G (u1,v1) — G (u2,v2)], 0z [G (vi,u1) — G (v2,u2)])||gs—

(2.19)

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




\\\‘ENEQ&

S -“'(% PONTIFICIA
TESIS PUCP 5 gs gx_}\gﬁg&:m

DEL PERU

pero
E1 = G(ul,vl) — G(UQ,’UQ)
1
= 3 [(Buy + 3ug — vy — v2) (ug — uz) — (ug + ug + vy + v2) (v — v2)]
y
By = G(vi,u1) — G (v2,u2)
1
= 3 [(Bur 4+ 3va — ug — u2) (v1 — v2) — (u1 + uz + v1 + v2) (U — u2)]
luego
|E1lly = (G (u1,v1) — G (u2,v2)|[
1
= 5 “[(3U1 + 3ug — vy — ’Ug) (u1 — u2) — (U1 “+ ug +v1 + 1)2) (1)1 — UQ)]HS
1
< 50 Gllually + 3lluzlls + llvalls + llvzll,) llur = uall; +
1
5Cs (lully + lluzlly + lloalls + [lvzlls) llor = w2l
< CsBllallgs + 1llgs) 1€ — Ollgs + Cs (l|Ellggs + [19]ggs) 1€ — Vs
= 4C; (||dllgs + [|9]lgs) 1€ — V| (2.20)
Analogamente
[ E2lls = |G (v1,w1) — G (v, u2)|lg < 4Cs (||d]ggs + [0l ) 1€ — V]l (2.21)

luego, dado que 4, ¥ € & (T1), por la desigualdad (2.16) se tiene en (2.19)

|Gam-dam)|,. . < sl 1)~ )
< 8C, ol sup 1(7) = 7 (7))l
T7€|(0,t
= 8C, ol (i1, 7) (2:22)
asi
t 1
e ) D
10 () = OF (Ol < SKiC ol d(@7) [ 1+ 5 ar
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Tomando el supremo en [0, T;] obtenemos

Cs 2uTy 1
d(0u,00) = sup [|(01)(t) — (O7) (t)]|g. < " [ol|gs @ (, 17)/0 1+ —dr.

0<t<Ty

C 2nh 1
—S || %o/ s / 1+ =dr — 0cuando T} — 07,
T

se sigue la existencia de T}, = T}, (||to||ys , s, 1) € ]0,T1] tal que

2T
0<L-me/ ,h+dnu

d (01, 07) < A (i, 7) con 0 < \ < 1,

y como

Asi, se concluye que

es decir, © es una contraccion. a

3
Teorema 2.7 Sipu >0yt € H®, s > o entonces existen T, = T), (||to||gs , 5, 1) > 0 y una
inica funcion
ﬁ# eC ([07 TM] 7Hs)

que es solucion de la ecuacion integral (2.11).

Demostraciéon: Las hipotesis del teorema del punto fijo de Banach se cumplen gracias
a la proposiciéon 2.6, por lo tanto, existe una unica i, € & (T,) C C([0,7,],H?®) tal que

O, = 1y, es decir

0, (1) = W, (1)t = [ W, (6= 7) G (@, (7)) dr = 7, 1)

para todo t € [0,7},].
El teorema queda probado si demostramos que ), es unica en C ([0, 7},] ,H*), para lo cual
usaremos un argumento clasico debido a T. Kato y H. Fujita [25]. En efecto, sean @ y ¥ dos

soluciones en C'([0,7,],H?®) de la ecuacion integral (2.11), para t € [0,7},] se tiene

dr
Hs

70 - 5Ol < [ Wt [Ga) -G

Sustituyendo s por s — 1 y haciendo r = 1 en el teorema 2.4, ademés teniendo en cuenta

(2.19), (2.20), (2.21) tenemos

G(a(r) -G (@)

Hs—1
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< [\ g Ul + 17O 1) = 7l

CoM [
< / \/1+ dr- sup () — (7|l
TEOt
< ff(t) sup || (7 (7))l »
T€[0,t]

L " s M
donde M = maX{ up 1 (7) llggs » sup I (T)H]HIS} y k(t) = (ut + v2pt).
T€(0,t T7€(0,t

Como k es continua y creciente en [0,+o0o[, £ (0) =0y tli+m K (t) = 400, por el teorema
—+0o0
1
del valor intermedio, existe 7" > 0 tal que k (T%) = 5 Sea T} = min {7}, T*}, entonces
k(t) <k (Ti) < k(T*) y parat € [0,71] tenemos
" " 1 - - 1 . "
12(t) =7 (O)llgs < 5 sup [[@(7) =T (7) g < 5 sup [[@(7) = T(7)llg=
TE[O,t] TE[O,Tl]
y tomando el supremo sobre [0, T3], obtenemos
> 1 1 = "
sup [|@(¢) =T (@)lgs < 5 sup [|@(7) = T (7)lgzs
te[0,11] 7€[0,T1]
por tanto, sup |[|@(t) —V(t)||g. <0y asi @ = ¥ en [0,T1].
tE[O,Tl]
Si Th = T}, obtenemos la unicidad, pero si 71 = T™ definiendo 75 = min {7},, 27"} se sigue

que T} < T, y para t € [0,T5] se tiene

80 =5l < CM |\ [14 5 1) = T (e dr
T M
CSM 2u(t—T1) ~ -
< &M / 14 Ldr sup [la(r) = ()l
1 0 T 7€[0,T3]
CsM . .
< 25 n@m T + VR T)] s (i) - 00

TE[O,TQ]
(2.23)

Como Tb < 2T* y pu > 0, tenemos que
p(Tz —Th) <p(2T" —Th) = pT™,

asi de (2.23) resulta que

WT* + /20T - sup i () = 7 (7) e
T€[0,T3]
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= K(T7) sup |la(r) =7 (7)llg
TE[O,TQ]

1 . _.
= 5 sup [[@(7) = 7(7)]gs
TE[O,TQ]

Tomando el supremo en [0, 73] se obtiene
_ S 1 _ S
sup [|@(7) = 0(7)|lgs < 5 sup [[@(7) = 7(7)llg
TG[O,TQ] ’TE[O,TQ]
de donde obtenemos que @ = ¥ en [0, T3]. Si Ty = T}, obtenemos la unicidad, en caso contrario
repetimos el proceso para T3 = min {7},, 37*}. Finalmente como el intervalo [0, 7},] es acotado,

existe n € N tal que T, < nT™*, de ahi que @ = ¥ en [0,T},]. a

Como consecuencia de la propiedad regularizante del semigrupo {W,, (t)},-, mostrada en
el teorema 2.4, demostraremos ahora que la solucion de la ecuacion integral (2.11), obtenida
en el teorema 2.7, es méas regular que el dato inicial; es decir, si 1y € H® con s > %, entonces

iy, :10,T,) — H*™" es continua para todo r > 0.

Proposicion 2.8 Sean p > 0 y ty € H®, s > % La funcion i, obtenida en el teorema 2.7
satisface

i, € C (]0,T,,] ,H*'")

para todo r > 0.
Demostracion:. Sea t € |0,7,] y consideremos la ecuacion integral
t — —
i () = W (1) il — / W, (t—7)G (i, (7)) dr = W, (8) o+ M (1), (2.24)
0

Del teorema 2.4 se deduce la continuidad de la aplicacion t € [0, +o0[ — W), (¢) uy € H**"
para todo r > 0, es decir, W, (-) 4y € C (]0,T,] ,H*™").

Supongamos que 0 < r < 1. Entonces,

Sustituyendo en (2.8) s por s — 1 y 7 por r + 1 tenemos,

M (1))

. (2.25)

oen S /OtHWu (t=7) G (@, (7))

|w ¢ =6 @ )|

Hs+r H(571)+(T+1)
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y de (2.15) se tiene que

QN

(@ (||, < Colldn (DI (2:26)

Hs—1

r+1 )
g < Ot || R,

r+1 )
sup ||@y (7)|| s
t_T)] 2w Ol

entonces

ARSI CACHI

INA

N
$

_|_

Asi tenemos en (2.25),

+1
< C s d
% 0 e [ ()

ey 10 . d
= — sup ||ty (7)|gs 1+ T
Boo<r<t, T g T’"H

i

Entonces, puesto que % € [0, 1], la integral f02“ ! v/ 1+ ﬂ%dT es convergente, en consecuen-
cia M (t) € H¥*" para cualquier r € [0, 1].
Ahora mostremos que G € C (]0,T},], H*") siempre que r € [0, 1[. En efecto, consideremos

€10,T,] y h > 0 tal que ¢t + h pertenece al intervalo |0, 7},], entonces

t+h

HJ\ZI(tJrh)—]\Z/(t)‘ W, (t+h—1)G (@, (7)) dr

Hs+r

- [ Wae=n G ) ar

Hs+r

t+h
< ‘ t W, (t+h—7)G (i, (7)) dr -
- /Ot[W (t+h—7) =W, (t—7)]G (i, (7)) dr .
< /t+hHW (t+h—71)G( ())‘deT
/H thh=7) =Wt =] G (i, () ar
(2.27)

Sustituyendo s — 1 por s y 7+ 1 por r en (2.8) y usando (2.26) tenemos,

dr

Hs+r

t+h
/ [W, 4 h =) G @, ()|

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




\\\‘ENEQ&

S “'(% PONTIFICIA
TESIS PUCP 5 gs gx_}\gﬁg&:m

DEL PERU

t+h
:/ [W, 40— ) @ @, ()

H(s—1+(r+1)

h 1 r+1 .
</ C\/” t+h—)> | 0|,
t+h r—+1
= / \/ t+h )) 12, (7 4
t+h rH
< sTele{pu (|, (7 HHs/ \/ 2,u t—i—h—T)) "

Entonces, cambiando la variable, resulta

& 5 [PHh 1
dr<” sw G Ik [ 1+ dr
He+r H €107, % B Jo Tl
2uh 1
/ \/1—+-—d7'—>0(:uandoh—>0+
0 7-7"+1

1
porque T’Ll [2, 1 {, obtenemos

t+h
/ [W, 41— 7) G @ ()|

Como

dr — 0 cuando h — 0.
]H[s+'r

t+h
/ HW (t+h—7)G (@, (T))]

Por otro lado, la continuidad de la aplicacion ¢ € [0, +oo[ — W, (t) ® € H **" para todo

r > 0, la desigualdad (2.8) y ,/1+ ()7“+1 € L'(]0,2ut] ,R) implican, por el teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue que

dr — 0 cuando h — 0.

/H (t+ h—7) = Wy (t = )] G (3, (7))

Hs+r

Asi en (2.27) se tiene que

— 0 cuando h — 0™,

HM(t—irh) —M(t)‘ .

con lo que demostramos que M es continua por la derecha de ¢t. De la misma forma se
demuestra la continuidad por la izquierda de t.

Asi, de (2.24), probamos que @, € C (]0,T,] , H**") si 0 < r < 1.

De igual modo se puede probar que MecC (]O, T,] ,H”%) y con esto i, € C (]0, T,] ,H5+27").

Por induccién matematica, si n € N se cumple que M € C (]0, T,), HstmT) a
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2.3 Buena formulacién local en H?, s > %

Probar que el problema de valor inicial (4) estd bien formulado locamente en H® si s > %,
teniendo como referente al teorema 2.7, pasa por responder la interrogante surgida en la
seccion precedente. Precisamente, demostraremos (teorema 2.9) que la solucion 4, dada por
el teorema 2.7 es la tinica solucién de (4) en relacién a la topologia en H*™3. La prueba esté
basada en el trabajo de Iorio [19] y el teorema 2.4. La secciéon se concluye con la prueba de
la dependencia continua de la solucion respecto al dato inicial (teorema 2.13).

2.3.1 Existencia y unicidad

Teorema 2.9 Sean p >0 y uy € H®, s > %, entonces la funcion i, del teorema 2.7 satisface
i, € C([0,T,] ,H*) n C* ([0,T,] ,H*?)
y es la dnica solucion de (2.1). Ademds, para todo r > 0
i, € C (10,T,],H ") n C* ([0, T, , HET"—3)

Demostracion: Veamos la existencia de la solucién. Del teorema 2.4 y la teoria de

semigrupos se tiene,

O W, (t)dp = —A, W, (t) do,
para t > 0 en H*3. Para u > 0 , consideramos
— t —
NE(t) = / W, (t - )G (0, (7)) dr (2.28)
0

Para 0 <t < T, y h >0 tal que t + h € ]0,T},] se sigue,

M(”h;z_M(t) = ;11/0[Wu(t+h—7)—Wu(t—ﬂ]é(ﬁ“(”)“
| [tk .
4= Wy (t+h—71)G (udy(r))dr
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_ WM(Z)_I/O Wy (t = 7) G (3, (7)) dr
+ W (t+h =) G (i@, (ch))

Donde en la altima igualdad se ha usado que W, (h) — I es un operador lineal y el teorema del
valor medio para integrales de Bochner (ver [12]) en el intervalo [t, ¢ + h] con ¢j, € [t,t + h].

Como —A, es el generador del semigrupo {W), ()}, tenemos
_7 t . t .
lim W“(h)/ W, (t — 1) G (i, () dr = —Aﬂ/ W, (t — )G (il, (v)) dr.
h—0+ h 0 0
Ademés, sigue de ¢j, € [t,t + h] que si h — 0T entonces ¢; — t, por tanto
T W, (64— ) G (@ (en)) = Wy (0) G (3 (1)) = G (3 ()
Asi, obtenemos
— t — — —
O N (1) =~ [ Wit =) G (@, () dr + G (@, () = ~A,G (1) + € (7, (1)

Anélogamente, para h < 0 conseguimos

t
O N (1) =~ [ Wi (¢ =) (d (r) dr + G (@, () = ~A,G (1) + € (7, (1)

< M (t) — M (t —
Para ello es suficiente tomar s = —h > 0 y considerar 9; M (t) = lim+ ®) ( 8).
s—0 S

Asi O,M (t) =8 M (t) =0, M (t) y

o, () = 0, (Wu(t)ﬂo—M(t)

Luego, como @, € C([0,T,],H?) satisface (2.1) y dado que —A4, € L(H*H*?) y
~G (i,) € O ([0,T;,] ,HY) € C ([0, T,,] , H*?), sigue que dii,, € C ([0,T},] , H3).

Para la unicidad, sea

7eC(0,T,), B NC ([0,T,,] , H?)
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otra solucion de (2.1), entonces la funcion U satisface

—

BT (t) + AT (t) + G(T()=0,0<t<T, (2.29)

en H*3. Aplicando a continuaciéon W, (t — ) a ¥ (t) y usando (2.29) para 0 < ¢ < T,

obtenemos

OW, (t—7)F(r) = Wylt—7)0:(r

~
+
=
=
|

2

b
=

<
—~

9
~

Integrando desde 0 hasta t y teniendo en cuenta que ¢'(0) = iy, tenemos

7 (t) =W, (t)ﬁo—/o W, (t—71)G(@(r)) dr (2.30)

en H* 3. Entonces del teorema 2.4 obtenemos, como en la demostracion del teorema 2.8, que

el segundo miembro de (2.30) esta en H®. Por lo tanto,
vel ([07 T,LL] 7HS) n Cl ([07 T,u] ’HS_S)

es solucion de la ecuacion integral (2.11). Entonces la unicidad establecida en el teorema 2.7
implica que ¢ =, en [0,7},] completando la demostracion de unicidad.

La ultima afirmacién sigue inmediatamente del teorema 2.8. 4

2.3.2 Dependencia continua de la solucién

El paso que daremos ahora completa la tarea de alcanzar el primer objetivo del trabajo. De-
mostraremos que la solucién @, del problema asociado al sistema (2.7) depende continuamente
del dato inicial ¢ € H?; es decir, se mostrara que la aplicacion ¢ € H® — i, € C([0,T] : H*)

es continua.

Lema 2.10 Sean M, N >0, >0y« € [0,2). Entonces, para n > 0 existe c¢(n) > 0 tal que

MNP < nM? + ¢ (n) N7 (2.31)

20 2—a ( « 7a
donde v = T a yc(n) = <277> :

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : g:_:_\(lsELl:gIEAD

DEL PERU

Demostracion: El resultado se sigue de la desigualdad de Young (ver [9])

a? b
ab< —+ —,Va>0,Vb>0
b q

donde 1—i— Lo 1,conp=2/a,q=2/(2—a)y MNP = [(np)l/pMa] [(np)fl/prB] . a
p q

Lema 2.11 (Desigualdad de Gronwall) Sean k € L' ([a,b]), k >0y f,g € C ([a,b]) tales
que
t
FO<g)+ [ k) dr azi<h
entonces

f@gg@+[kmapu%@m%ﬂﬂm,agum

En particular, si g (t) = C es constante se tiene que
t
f(t) <Cexp {/ k(T)dT:| , a<t<b
a
Si adicionalmente k (1) = K es constante se cumple
f)<Cexp[K(t—a)], a<t<b
Demostracion: Véase [29], [11]. Q

Un inconveniente que debemos resolver primero es ocasionado por tiempo de vida de la
solucion dada en 2.9, debido a que su existencia esté ligada a la viscosidad p. El siguiente
teorema resuelve este impase mostrando que es factible determinar la existencia de un inter-
valo [0,7] donde la solucién puede extenderse de ser necesario, con T independiente de pu.
Cabe senalar que en el proximo capitulo este resultado serd esencial para probar la buena

formulacion local de (3).

Teorema 2.12 Sean p > 0, iy € H® con s > % y Uy, la solucion del problema de valor inicial
(2.1) encontrada en el teorema 2.9. Entonces, existe T = T (||to||ys ,s) > 0 tal que @, se

puede extender al intervalo [0,T]. Ademds, existe p € C ([0,T],R) tal que

@, ()5 < p(t), 0<ELT
(2.32)

7

[sup}p(t) < C(|ltollgs ,5,T)

)
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donde p satisface

N|w

p(t) =2Csp

p(0) = |0l -

(1), >0 (2.33)

Demostracién: Consideremos i, = (u,v) y 0 <t < T}, con T}, dado por el teorema 2.7.
Teniendo en cuenta que i, € C ([0,T,],H*)NC* ([0, T,] ,]H[s_?’) la solucion de (2.1) dada por

el teorema 2.9 se tiene

L2 R N R . =
O HUMHHS = 2 (i, 8tuu>Hs =2 <uu> —Auty, — G (Uu)>

= 2(iy, — ATy + 2 (T, =G (a“)>Hs .

Hs

De la prueba de la proposicién 2.1 se tiene que

<ﬁ,ua _A}L,L_I:/I,>Hs < 0:

por lo tanto

0 ||, |% < 2 <a’“, —é(ﬁu)>HS <2 ‘<a’u,é(ﬁp)>Hs ; (2.34)
2
Teniendo en cuenta que C_j(ﬁu) = (0,G (u,v) ,0;G (v,u)) con G (u,v) = gug —uv — %,
entonces
B = (@G @), = (u0%G u0), + (©,0G @vu),
- 3 5 V> 3 5 u?
= <u,81<2u —uv——2—)>s+<v,8m<2v —w - o )
= 3 (u,ulzu), — (u, 0 (uv)), — (U, v0,v), +
+3 (v,v0,v) ; — (v, 05 (W), — (v, udu) (2.35)
Usando el conmutador [J*, flg = J* (fg) — fJ®g, se tiene
(w, v0,v) , = (JPu, [J*, 0] 030) 2 + (JPu, vJ°00) 12, (2.36)
(U, 0p (wv)), = (u,udyv), + (u,v0u),
= (J°u,J® (u0yv)) 2 + (u,v0u),
= (J°u,[J%, u| 0pv) 2 + (JPu,uJ*0,v) 2 + (U, V0 u), (2.37)
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(v,udpu), = (J°v,J° (uOu)),
= (J°,[J°, u] Opu + uJ®0pu) 2

= (J%,[J%,u] Opu) 2 + (Jov,uJ?0pu) ;2 (2.38)

(0,05 (uv))y, = (v, u0,v), + (v, V0,u),
= (v,u0;v), + (J°v, J® (vVOzu)) 2

= (v,u0yv), + (J°v,[J%,v] Opu) ;2 + (Jv, 0] 0 u) ;2 . (2.39)
Reemplazando (2.36),(2.37), (2.38) y (2.39) en (2.35) se tiene

E = 3(u,udyu), + 3 (v,00,v), — (u,v0,u), — (v,udpv), — (Jou, [J*, v] 0zv) -
— (J%u, [J®,u] 0pv) 12 — (J%v, [J%, u] Opu) 2 — (J%0, [J®, 0] Opu) ;2 — (JPu, vJ°00) 12

— (JPu, uJ®0,0) ;2 — (J°v,uJ?0pu) 2 — (S0, 0T°0pu) 2 (2.40)

Asociando factores en el producto interno (-,-);., usando integracion por partes y la
conmutatividad de la derivada con el potencial de Bessel; los cuatro dltimos términos de

(2.40) se pueden simplificar como sigue

— (Ju, 0I5 0,0) 2 — (JPu, uJ?0p0) 2 — (S0, uJ 0pu) ;2 — (J°v,0J°0pu) 2
= (0z (WJu),J°v) 2 — (Jou, uJ?0,0) ;2 + (Or (wJ V), JPu) 2 — (J0, 00, J°u) 12
= ((0pv) JPu, J°v) 12 + (I 0pu, J0) o — (Ju, uJ*0pv) 2

+ ((Ogu) J*v, J?u) 12 + (uJ°Opv, Jou) 2 — (J°v, 0] 0pu) 2

= ((0xv) JPu, J°v) 12 + ((Ozu) JPv, Ju) 12 . (2.41)
por tanto, reemplazando (2.41) en (2.40) se tiene

E = 3{u,udyu), + 3 (v,00,v), — (u,v0u), — (v,udyv), — (J°u, [J*,v] 0xv) 2
— (J%u, [J°,u] 0pv) 12 — (J%v, [J%, u] Opu) 2 — (J%0, [J®, 0] Optt) | 2

+ ((0xv) JPu, J°v) 12 + ((Opu) JPv, Jou) ;2 . (2.42)

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




\\\‘ENEQ&

St % UNIVERSIDAD
TESIS PUCP % b S

DEL PERU

A continuacion estimaremos el segundo miembro de (2.42). Usando la desigualdad (1.18)

debida a T. Kato, con t = s, la regularidad de 1, y el teorema 1.16 de inmersién de Sobolev

se tiene
wudpu)| < CollBully ul? < Co ull? < ol (2.43)
2 3 - 13
[(v,v0:0),| < Csl|Oavlly IVl < Csllvlly < Cs [t (2.44)
2 2 - 13
wvde,] < Co (10l Jul? + 100l [0l?) < Collals  (245)
w0, < Cs (Jowuly ol +10ell, -y [0I2) < ol (240

Combinando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, el estimado del conmutador de la proposi-
cion (1.19), la regularidad de la solucion i, y el teorema de inmersién de Sobolev 1.16,

obtenemos:

(T, [T%,0] 00} o] < (175wl g (| [T*, 0] Bl 12

< G flully (1020l oo [| 75 00| 2 + 1501l 2 1000l o)

< G llully (1920ll,_y 10avll,_y + VIl 102v]l,_y)

< Gyl (2.47)
(T, [T%,u] Opv) o] < (|5l g2 ][, u] D 2

< Gy llully (10zull oo [| 571 000]| 2 + 1 7%0] 2 (102l o)

< Collully (10wully_y 11920,y + [0l 1022, )

< Oy Tl (2.48)
[(Jo0, [J*,u] ) | < ([Tl 2 [|[T°, ] D]

< Csllully (10zull oo || 7~ Bxtal| 2 + | T%ull 2 | O] o)

< Collully (102l oy 110zl g + [full, 10z2],_,)

< Cs |lilg (2.49)

(%0, [J%, 0] Bpu) 2| < [T 2 (17, 0] Dl 2
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< Cs|olly (10z0l poo || 75 Opte]| o + 17 ull g2 (00| 1oc )
< Csllvlly (11020l —y N0zulls—y + ully 10zv]5—;)
< O || Tl - (2.50)

Ademas, de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, la regularidad de la solucién i, y la

proposicion (1.21), con r =0y t = s — 1 resulta

[((Bzv) Jou, J20) o] < [[[(8z0) Joull[ 2 ([ T70]l 2

< Cs [0yl sy ([Tl 2 | /0]l 2

< Callolls lulls Iolly = Cs 1@ lg (2.51)
[((Orw) J*0, Jou) 2| < |[[(Ozu) J*0)| 2 || T7u| 12

< s ||0uulls—y 1770l g2 Nlvll

< Callolly lully = Cs 1, - (2.52)

Por lo tanto, de (2.43) - (2.52) en (2.34) resulta

S 12 -3 S 12
Oc 1l < 2Cs il = 2¢ (117,113 ) (2.53)
donde ¢ (y) = Cyy?/?, para y > 0.
7 1
Consideremos p'/2 (t) = M, definida en el intervalo [0, T*[con T = —————,
PO = T, T o AT

la solucién maximal del problema de valor inicial

") =2 (p(t), t>0
(1) C(ﬁ;( ) (2.54)
p (0) = [|aolls -
Entonces de (2.53), (2.54) y de la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, tenemos

que,
15 < p (), t€[0,T*[N]0,T,].
Asi, para pu > 0, 4, se puede extender (si fuera necesario) a un intervalo [0,7]. Esto prueba

(2.32) como se queria. a

Teorema 2.13 Sean pu > 0, ¢ € H* con s > % y i, € C([0,T]: H*) la solucion del problema

de valor inicial (2.1) como en el teorema 2.12. Si {(En} L, 5 une sucesion en H® convergente
=
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a ¢ en H y {Upn},>, es una sucesion de soluciones de (2.1) con iy, (0) = ¢n Y Upn €
C ([0, T, : H®) . Entonces para todo T € 0, T[ se cumple que para n suficientemente grande

Uy estd definida en [O,T] y

le sup ”ﬁu,n (t) - ﬁu (t)HHS =0
n OO[ *

)

Demostraciéon: Del teorema 2.12, tenemos para todo n
1 (D)l < pn(8), ¢ €[0,Ts] (2.55)

donde p,, satisface

o (H) =2Csp3 (£), >0
pu (0) = |6

2
He

en [0,T%[ con T;} = y T, <Ty.

20, |l

1
.

¢
Para T € ]0,T[ consideremos ¢ = (T, H(EHH ) > 0 tal que

-~ (%)

571 = (;HH < ¢ para n > Ny. De la definiciéon de p,

5—1—5 5

Hs

Entonces existe Ny = Ny () tal que ‘

tenemos para n > Ny,

p% (t) = o i < 5‘ H* N =p7 (), parate [0,T]
" 1-20,8, Hst_1—205(H<z3’HHs+g)T T ’
pues
o 20, (], 1226, + ) - 207}, <

donde la ultima desigualdad sigue de la eleccién de T'. De este modo, tenemos

sup p () < C (|| 5.7). (2.56)
o] i
Asi, @, (t) puede ser extendida a [0,T] satisfaciendo (2.55).

Consideremos ahora i, = (u,v), Uun = (Un,Vn) ¥y W = (w1, w2) = Uy — Uy n, luego wy y

wo satisfacen
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1
Owy + 8§w1 + 5890 [(Bu+ 3up — v —vp) wy — (U4 v+ up + vy) wo] — ,uagwl =0
1
Dpwa — O3wg + 5(% [(8v + 3un — u — up) wa — (U + v+ up + vy) wi] — pd2we =0
w(0)=dn— ¢
(2.57)

Por otro lado, de la definicién del producto interno en H?, la igualdad <z,8§’z>s =0e

integracion por partes se tiene

E = 0@ (t)|5 = 2 (wr, Bpwi), + 2 (wa, dws),

1
= 2 <w1, —Ggwl — 561. [(Bu + 3up — v — vy) w1 — (u+ v+ up + vy) wo) +u8£w1> +

1
2 <w2, 8;2’102 — 5835 [(Bv+ 3up — u — up) wo — (u+ v+ up + vy) wr] + u8§w2>
= —(w1,0; [(Bu+ 3up — v —vy) wy — (U4 v+ up + vy) wa)) — 2 (Opwr, Opwi)
— (w2, =03 [(Bv + 3vy, — u — uy) wa — (U + vV + Up + vy) w1]), — 2 (Opw2, Opw2)

= (w10,w1,3u + 3up — v — vy), — (W20, w1, U+ vV + Uy + Un), — 20 ||8xw1\|§ +

(W20 w2, 3V + vy, — U — Up), — (W10, w2, U + ¥V + Up + Un), — 21 ||8zw2||§ (2.58)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, desigualdad triangular y el hecho que H*®

es un algebra de Banach, se sigue que

(W10,w1,3u + 3up —v —vy), < Csllwl|, |0zwilg |3 + Bup — v — vy
< Cs ||| s (|02l (2.59)
(W20 wi,u +v +upy +vn), < Cgllwa|ly [|0zwr|lg [Ju 4 v + up + vn
< Cs (|| (|02l (2.60)
(W20 w2,3v + 3v, —u —uy)y, < Cyllwall, |0zwall, [|3v + 3vn —u — uy|,
< Cyllllg 0.1, 2.:61)
(W10 w2, u + v+ up +vn), < Cgllwi|lg [|0zw2lly Ju 4 v + up 4 vn|
< Cy @l 0.1, (2:62)
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Por lo tanto, usando las desigualdades (2.59), (2.60), (2.61) y (2.62), en (2.58) se tiene

2 - = —_
NG W)l < Cs [|0]lgs 1020 | ggs — 20 |02 |fgs

CQ
< g + 47; 1020 gge — 241 [| 02|

donde C =C <H¢H ) y para deducir la ultima desigualdad se ha utilizado la desigual-

C2
dad 2.31, con M = ||W||ys , N = ¢||0,W]| - Eligiendo n = a5 5¢ tiene
W

2 02 2
O || (#)l|gzs < % ]| s

y al integrar de 0 a ¢

N (12 = -
101 < 10 O+ 5 [ 1001 dr
Luego, aplicando la desigualdad de Gronwall, lema 2.11, tenemos
C*T
— 2 — 2 et 2
15Ol < 18Ol exp (ST ) = Cullw Ol

es decir,

[Gn (8) — G () lggs < Cie ‘ bn = (EHH

Tomando supremo sobre [O,T] y aplicando limite queda completa la demostracion. a

2.4 El problema global en H*, s > 2

El problema asociado al sistema (4) estd bien formulado globalmente si podemos mostrar
que el tiempo de vida se puede tomar arbitrariamente grande. Para alcanzar tal resultado
se prueba previamente que O ||8x7l’u||i2 y la solucion local i, estan acotadas en la norma de
L2, para lo cual se recogieron algunas ideas desarrolladas por E. Bisognin, V. Bisognin y G.
Perla en [1]. Estos resultados conducen a un estimado de i, en H' que conjuntamente con el
teorema 2.4 y la ecuacion integral permiten establecer 1, es acotada en tiempos finitos. Con
este resultado en mano se demuestra el teorema principal del capitulo (teorema 2.18) que esta
organizado segun lo desarrollado por Nunes en su tesis doctoral [34]. Finalmente, el resultado
para el comportamiento asintético se obtiene casi gratuitamente fruto de algunos estimados

obtenidos en este capitulo.
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Proposicion 2.14 Sean ;1> 0, 4y € H® con s > 1 y 4, = (u,v) la solucion del problema de

valor inicial (4) como en el teorema 2.12. Entonces, para cualquier s con s > 1 se tiene

s (1) lge < C o x0 (c [ dT) (2.63)

donde
Y (s) = [0zull oo + [|020]] o

Demostracién: Consideremos i, = (u,v) y 0 <t < T}, con T}, dado por el teorema 2.7.
Teniendo en cuenta que i, € C ([0,7,],H*)NC! ([0, T,] ,H5*3), la solucién de (2.1) dada por

el teorema 2.9, se tiene

_ - . . . i = o
Oy ||uu||HS = 2}, Os Uy )y — 2 <u,,, — A0 NP, (uu)>

= 2(8, — A as +2 (o G ()
De la prueba de la proposicién 2.1 se tiene que
<ﬂua _Auﬂu>Hs S 07

por lo tanto

Oc Nl < 2(7, -G @) <2|(7.G@), | (2.64)
2
Teniendo en cuenta que G (4,) = (0,G (u,v),0,G (v,u)) con G (u,v) = ;UQ —uv — %,

entonces

E = _'.l“ é(ﬁu)>Hs = <U,8xG (u7v)>s + <U, 0:G (Uv u)>s

o 3 2 ’1)2 3 2 U2
—<u,8x <2u —uv — 2)>S+<v,8x (21} —uv = )
3

(u, u0zu) , + 3 (v,v0,v), — (u, Oy (uv)), — (U, V0;V), — (v, Oy (uv)), — (v, udzu),
(2.65)

Usando el conmutador [J*, flg = J® (fg) — fJ®°g e integracion por partes, se tiene

(u, uOpu) = (J°u, J® (u0pu)) 2

= (J%u, [J%,u] Opuw) 12 + (JPu, uJ*Oyu) 2
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= (Jou, [J°, 1] Opu) o — & <8xu, (Jsu)2>L2 (2.66)

(v,v0,v) , = (Jv, J® (VOLV)) 2

= (J*v,[J°, 0] Opv) 2 — 3 <3xv, (JSU)Z>L2 (2.67)

(u, v0,0) = (Jou, [J°, 0] 00) 2 + (JPu, vJ°00) 2, (2.68)

(u, O (uv)), = (u, u0pv), + (u, VO u),
= (J%u, J® (u0v)) 12 + (JPu, J® (VO u)),
= (J%u, [J%, u] Ozv) 2 + (JPu, uJ*Opv) 12 +

(T, [J°, 0] Dput) 2 — <8xv, (Jsu)2>L2 (2.69)

(v,u0pu), = (Jv, J® (u0zu)) 2
= (J%0, [J®,u] Opu + uJ®Opu) 2

= (J%, [J®,u] Opu) 2 + (JPv, uJ*Opu) 2 (2.70)

(0,0 (w0)), = (v, u0LV) , + (v, VO ),
= (J%0, J% (u0pv)), + (J°v, J® (vOzu)) 2
= (J%, [J°,u] 0pv) 12 — % <6mu, (Jsv)2>L2

+ (J%v, [J%, 0] Opu) ;2 + (JPv, 0T 0pu) 2 . (2.71)
Reemplazando (2.66),(2.67), (2.68), (2.69) y (2.70) en (2.71) se tiene

E = 3(J%u, [J°, u] Oy o — 3 <8xu, (Jsu)2>L2 +3(J50, [J°, 0] Byv) s — 3 <8xv, (Jsv)2>L2
_(Js s 1 5,\2 /78 s 1 5.\2
(Ju, [J5, 0] Opu) o + L <a$v, (J5u) >L2 (T, [J*, 4] ) 12 + & <3xu, (J*0) >L2

— (Jou, [J%, 0] Opv) 12 — (JPu, [J®,u] Opv) 2 — (S0, [J°,u] Opu) 2 — (S0, [J®, 0] Opu) 2

— (JPu,vJ°0,0) 12 — (JPu, uJ®0y0) ;2 — (JPv,uJ®Opu) 2 — (JPv, 0] Opu) ;- (2.72)
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Asociando factores en el producto interno (-,-);., usando integracion por partes y la
conmutatividad de la derivada con el potencial de Bessel; los cuatro ultimos términos de

(2.72) se pueden simplificar como sigue

— (Ju, vJ°0,0) 2 — (JPu, uJ®0pv) 12 — (v, uJOpu) 2 — (JPv, 0] Opu) 2

= (0z (WJ?u) , J%0) 2 — (JPu, uJ®0,0) 12 + (O (uJ V), Ju) 12 — (J°v, 00, Ju) 2
= (OpvJ°u, J°v) 12 + (VJ°0pu, J%0) 2 — (Ju, uJ0y0) 12

+ (Ozud®v, Ju) 2 + (uJ®0pv, JPu) 2 — (J30,0J°0pu) 2

= (0pvJ%u, J50) 2 + (OguJ v, JPu) s . (2.73)
por tanto, reemplazando (2.73) en (2.72) se tiene

E = 3(J°u, [J°, 0] Bpu) 2 — 3 <8$u, (Jsu)2>L2 1 3(J%0, [J*, 0] Byv) 2 — 3 <8Iv, (Jsfu)2>L2
— (Ju, [J®,v] Opu) ;2 + % <amv, (Jsu)2>L2 — (Jv, [J?,u] Opv) 12 + % <3xu, (JSU)2>L2
— (J°u, [J%, 0] 0pv) p2 — (J%u, [J%, u] Opv) 2 — (J%v, [J®,u] Opu) 2 — (J¥v, [J®, 0] Opu) 12

+ (00w, J°v) 12 + (Ozud®v, Ju) 2 . (2.74)

A continuacién estimaremos cada término del segundo miembro de (2.74). De la desigual-

dad de Cauchy-Schwartz y de la regularidad de i, se tiene

[{Ozv > u, J20) 2| < (|[Oz0 T ul | 2 (| 70| 2
< Cs [10zv]| oo |0l 2 |0 2

< G [1050]| oo |14l (2.75)

[(Ozud®, Jou) | < ([Orud 0] L2 (| ul| 12
< Cs [|0zul| oo 17701 2 [0l

< O (|00 oo N1l - (2.76)
andlogamente

(0, (70} | < Co00] o 17 (1) (2.77)
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(00,(7°0)) | < Cy 02l e 1 (1) (2.78)
(000, (7w)?) | | < Cl0s] el (1) (2.79)
(Do, (7)) | < Collutul ol (D)1 (2.80)

Combinando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, el estimado del conmutador de la proposi-

cion (1.19) y la regularidad de la solucién 1, obtenemos:

(T, [T%,0] 950) 1| < [|T%ull 2 (1177, 0] Bav ]l 2
< Csllully (1900l g (|77 00v]| 12 + 1 7°0] 2)
< Collully (1020] oo 182vll,_y + 1]l 102v]l o)
< Callull, (10201l oo 10, + N0l 1020 o)

< Cs 1020l oo 10 (1) 15 (2.81)

(T, [J°5 u] 0pv) 2] < || TPull 2 [[[J°5 4] Do 2
< G |lull, (10zull oo [| 757 000 ][ 12 + 170l 2)
< Cs llully (10ull poo 102l ,—y + lI0ll, 1050l L )

< G 10zt oo 11 () 536 (2.82)

(S0, [J7, u] Oz 2] < (|70 g2 |[T°, u] Ozl 2
< G ull, (|7° 0| 2 + 17°ull .2)
< Cs Jlully (192ull poo 100ull =y + llull, O2ull 1 )

< G |10sull poo N1l (2.83)

(S0, [J7, 0] ) | < ([ T70] 2 ([[J°5 0] D] 2
< Callvlly (102vll oo | 7°7 0ul| o + | T ull )
< Cs vl (1920l oo l0pully—y + ull; |00l 1o )

< Cs 1020l oo 1Tl » (2.84)
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del mismo modo

(Jou, [J*,u] Ogu) 1 < O [|0pul| oo (|55 (2.85)
(Jo0, [J*,0] 0x0) 12 < Ci | 000]| oo 103 (2.86)
(Jou, [J%, 0] Ogu) 2 < Cs |1 0p0| poo | Gul s (2.87)
(50, [J*,u] 0yv) 12 < O [|050]| oo [Tl 35s (2.88)

Por lo tanto, de (2.75) - (2.88) en (2.74) y junto (2.64) resulta
O @l < Cs (105ull poo + 1020| oo) 1l - (2.89)
Integrando de 0 a ¢ < T}, se tiene

t
S ) o2
Gl < %ol + Cs/o 10zull oo + 1020l oo ) l|pllgys s,
luego, el resultado (2.63) se sigue del lema de Gronwall (lema 2.11).

Lema 2.15 Sean p > 0, @ € H® con s > 2 y i, = (u,v) la solucion del problema de valor

inicial (4) como en el teorema 2.12. Entonces,
[ty @)l < C (2.90)

Demostracion: Del sistema (4), multiplicando por u a la primera ecuaciéon y por v a la

segunda ecuacién, luego integrando sobre R se tiene

1
/ udpudx + / ududz + / u0y <3u2 —uv — v2) dx — u/ ud>udr =0
R R R 2 2 R

1
/ vOrvdr — / vd2vdr + / V0, (31)2 —uv — u2> dx — ,u,/ vd?vdr =0
R R R 2 2 R

o equivalentemente

1

~0; |ulls + Jg ud3udz + 3/ u?Oyudr — / u0y (wv) do — / uvOyvdr — ,u/ ud>udz = 0
2 R R R R
1

~0 |[vl|3s — / vO2vdr + 3/ v?Opvdr — / 00y (uv) dx — / wvzudr — ,u/ vd2vdx = 0
2 R R R R R

teniendo en cuenta regularidad de %, y usando integracién por partes obtenemos

1
~0 ||ull32 — / u0y (wv) do — / wvOgvdr — ,u/ ud>udz =0
2 R R R (2.91)

1
~0; |32 — / 00y (wv) dx — / uvOzudr — u/ vO2vdr = 0
2 R R R
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usando integracion por partes y sumando las ecuaciones dadas en (2.91) se obtiene

1 1
50 l[ullzz + 50 lvllz> + M/ (0zu)” dr + u/ (8z0)* dz =0
2 2 R R

es decir,

1 2 1 2 2 2
S0 llullze + 50 [[vllz2 + w1 Owullze + 1 1050]|72 = 0
Finalmente, integrando de 0 a t se tiene
2 2 ! 2 2 2 2
e+ ol + 20 | (Wowulfa + l0solEs) de = ol + ol (292
por tanto se tiene que
1@ ()]l < C
a

Lema 2.16 Sean > 0, @ € H® con s > 2 y 4, = (u,v) la solucion del problema de valor

inicial (4) como en el teorema 2.12. Entonces,
84 10: T35 < C (2.93)

Demostracién: En el sistema (4), multiplicando por —9%u a la primera ecuacién y por

—02v a la segunda ecuacion e integrando sobre R se tiene

1
~0; ||0pul|7s — / D2ududx — / d2ud, <§u2 —uv — 1Q;2> dx + u/ (8§u)2 dx =0
2 R R 2 2 R

1 1
~0;||0xv] 32 — / P2vd2vdr — / 200, <3v2 —uv — u2> dx + ,u/ (8511)2 dx = 0.
2 R R 2 2 R

Usando integraciéon por partes se tiene

1 2 2 2 3 5 1,
§8t Hamu“LQ +p HaiuHLz = /Raxuax <2u —uv — 51} dx

(2.94)

1 2 3 1
oot t ooy, = [ oo, (G0% - wo - Ju2) as
R

Usando la desigualdad de Cauchy Schwartz, los términos de la derecha de (2.94) quedan

acotados como sigue

1
L = / Bguam <3u2 —uv — v2> dz
e 2 2

= S/uaguawudx—/aiuﬁx (uv) da:—/vﬁguaxvdx
R R R
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= S/u@%u&vu—/u@iu@mvd:v—/v@%u@xudx—/vaguamvdm
R R R R

< 3l g 1000l g2 [| 02| 1o + Nl e 1000 2 (|20

+ vl e 100l 2 [|02ul] 12 + 0]l e 10001l 2 [| 070 2 (2.95)

anilogamente

_ 2 3o 1,
I, = /R@xv&; <2U uv — Su dx
= 3/v8§v8$vdx—/8£v8x (uv) dx—/ua,%v@xudx
R R R

= 3/v@%v@wvdw—/u@%v@zvdx—/v&%vﬁggudaj—/u@gv@zudaj
R R R R

3110l oo 1020l (|20 ]| 2 + lull oo 1000l 2 [0 2

IA

+ [|0ll oo 100l 12 [|020|| 12 + ull oo 10wl 12 [| O30 12 - (2.96)

Ahora, usamos la desigualdad de Gagliardo-Niremberg’s: Si f € H'(R), entonces,
1/2.4.0111/2 1/2 \ o11/2
1£l < OIS AL v si f € H?(R), entonces [|0:f]l2 < C[l02f] 15" IFI" (ver

[33]). Ademas, teniendo en cuenta el estimado (2.90) el lado derecho de (2.95) y (2.96) se

obtiene lo siguiente

Lo< o2l + ¢ [[02ul35 |02 + Cllo2ull % 2]l + C l02ul] . 2] 7
< Oz (297)
del mismo modo
I < Cllo2o] '+ Co2ull 5 0207 + C |02l 2 [920] 75" + € [[02ul25' |02]]
< Oz (298)
Reemplazando (2.97) y (2.98) en (2.94) y sumando ambas desigualdades se tiene
Ou 105l + 2 0% < C |02, |15
Asi, usando la desigualdad (2.31) para n > 0
0r |1 9x il + 200 [t < C || 92u||s + e (m) €
de donde
O 19a, |22 + (20— m) |02, < C© (2.99)

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\gﬁg&:m

DEL PERU

eligiendo 1 < 2u, se concluye que

4 1010, 3, < C.
O

Proposicion 2.17 Sean 1> 0, 1y € H® con s > 2 y 4, = (u,v) la solucion del problema de

valor inicial (4) como en el teorema 2.12. Entonces, para cualquier s con s > 2 se liene
[t )]s < Ct- (2.100)
Demostracion: Integrando de 0 a ¢ en la desigualdad 2.93 se tiene
102 (V)72 < Ct + 1020 (2.101)
luego, de 2.90 y 2.101 se deduce que
I ()2 < C + Ct + [0
Por otro lado, tomando norma en H? en la ecuacion integral se tiene

dr

[ ()l < W3 (£) doll2 + /Ot HWu (t=7) G (G m)’ B2

donde usando la propiedad regularizante con s = r = 1 y las desigualdades 2.15 y 2.4 con-

seguimos

IN

dr

Kol + [ 5 |0 @ o)

[ (8) |2

IN

t
K [ lge + / Ky ([ (1) |3 dr
0

¢
Ky ||t || + / K; <C’ +Cr+ H@xﬁoﬂiz) dr :==my
0

Por tanto, usando el teorema de inmersion de Sobolev en la desigualdad (2.63) de la

proposicion (2.14) y reemplazando obtenemos

IN

1@ ()l gzs

t
O ol exp (c [ 15 6l ds)
t
C || to]| = exp (C’/ mtds) =Cy
0

IN
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Teorema 2.18 Sean p >0 y iy € H®, s > 2 y T el mayor real positivo tal que si para todo
T < T* la solucion de (4) dada por el teorema 2.12 estd en C ([0, T],H*)NC* ([0,T],H*?) .
Entonces, T* = 400 y la solucidn es global. Ademds, dicha solucién depende continuamente

del dato inicial.

Demostracion:

Supongamos que T™* < 400, de la proposicion (2.17) se tiene que
1@ ()l < Ci
para t € [0,7%[. De este modo, existe A > 0 tal que
i, (t)||gs <A paratodot € [0, T

1
Eligiendo T pequenio de manera que A < — con C como en (2.32) y considerando el problema

cT

de valor inicial
Ol + Ayl + G (W) =0

@ (0) = ﬁ(-,T* A %T)

se deduce, por el teorema (2.12), que para T € [T,1/[w(0)y.] existe una tnica

(2.102)

WeC ([O,T] ,IHIS> ncl ([O,T} ,]HIS—3> solucién de (2.102). Pero, T* — %T FT > T+ %T

se sigue que

1
y, (t) si 0<t<T*— =T
- 2
Z(t) = 1 1 1
wlt—T"+=T| si TF—=-T<t<T*+-=-T
2 2 2
., . . 1 . .
es una extension de i, al intervalo |0,7™ + §T , esto contradice la maximalidad de T. Por
tanto, T = 400 y la solucién es global.

Finalmente, la dependencia continua se hereda del caso local. |

2.5 Comportamiento asintético

Lema 2.19 (Lema de Barbalat) Sea f : [0,4+00] — R una funcion uniformemente con-

tinua tal que

t
lim /0 f(r)dr

t—+00
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existe y es finita, entonces lim f (1) =0.
t—+o00

Demostracion: Véase [17] a

Teorema 2.20 Sean p > 0, g € H*, s > 2 y @, = (u,v) la solucion global de (4), entonces

Jim i (1) = 0

Demostracion: Puesto que la solucion de (4) es global, la desigualdad (2.92) implica que
! 2 2
| (10l + osol=) < +oc (2103)
0
Por otro lado, la desigualdad (2.99) establece que
O |0z, |22 < C (2.104)
lo que equivale a decir que la funcién
_ 2 2
H (t) = ||0zul|72 + [|0zv][72

tiene derivada acotada y por tanto uniformemente continua en ¢.
Luego, teniendo en cuenta (2.103) y el lema de Barbalat (lema 2.19) se tiene que
li i, (t =0
i, (1),
1/2

Por lo tanto, de la desigualdad || f||;c < C'[|0xf] /> HleL/QQ y (2.82) se concluye que

i1, (8)]y = 0.
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CAPITULO 3

TEORIA LOCAL DEL PROBLEMA SIN

DISIPACION

L hecho que el dominio de la solucién wu,, para el sistema (4) no dependa de y, probado
E en el teorema (2.12) del capitulo 2, juega un rol preponderante para alcanzar nuestro
tercer y ultimo objetivo que es demostrar la buena formulacion local de (3) y en consecuencia
de (1). Desde luego, puesto que asociado a cada p > 0 se tiene un problema de valor inicial
con la misma condicion inicial que (3); las respectivas soluciones forman la familia {ﬁu};»o de
las cuales se espera que converjan a @ (solucion local de (3)) cuando p — 0", Precisamente,
esta sospecha y la unicidad de 4 estan plasmadas en el teorema 3.3, donde usamos las ideas de

Iorio dadas en [19]. Finalmente, para probar la dependencia continua de la soluciéon seguimos

la idea del trabajo de Bona - Smith.

3.1 El problema lineal no disipativo

En esta seccion estudiamos el problema de valor inicial lineal
Ou+ 93u=0 reR, t>0
O — v =0 (3.1)
u(x,0) =wup (2), v(z,0) = vy (2)
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asociado con (4) para el caso u = 0, que tiene la forma vectorial

Byl (t) + Agii (1) =0, z €R, t >0
il (t) + Aot (1) 52)
@ (0) = i

U 2 0
siendo @ = , Ag el operador definido por Ay = v y Up = (ug, o).
v 0o -0

Equivalentemente

D (Ag) = HH3, 5 > 0

Aol = (Bu, —03v) , @ = (u,v) € H*T3.

Proposicién 3.1 Si s > 0 es un nimero real cualquiera, el operador Ay : HT3 C H* — H*
es lineal, con dominio denso y antiadjunto en H®. En particular, Ay y —Ag son operadores

disipativos mazximales en H?.

Demostracion: La linealidad del operador Ag y la densidad del dominio son inmediatas.
Ademas, si @ = (u,v) € H*"3, por la definicién de |||/, las desigualdades H(‘)ﬁu”s < ullgppr

flull, < [lull,; y la desigualdad triangular, se tiene

2

1 Ao - He =

2 2
19z, =0z0) [l = l|0zull, + =020l

2 2 12
< ullsys +l1vllsys = l[@lhgsrs < +oo.

Luego || Aoty < C'i]|gsts, lo que indica que Agt € H®. Por lo tanto, R (Ag) C H?
cualquiera sea @ € H*"3. Del mismo modo — Ay tiene las mismas propiedades.

Ahora mostraremos que A es antiadjunto, para lo cual es suficiente probar que (Ao, ¥) s =
— (6, Ag¥)ggs. En efecto, si @ = (u,u) € H y & = (vy,v3) € H¥, usando definicion de

Ay, las propiedades de producto interno e integracion por partes <8’a§u, v>8 = (—1)]“C <u, 8§v>8,

obtenemos
(AO/J’ 17)]1.]15 = <(a‘%ula _85/“2) ) (’Ul, v2)>HS

= (Odur,v1), + (—Ous, v2),

= - <u1, 8§’vl>s =+ <u2, 8£v2>8
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= — <(u1, uz), (331)1, —vaz) >Hs

= - <ﬁa AOH)HS ;

por lo tanto, Ag es antiadjunto. Luego, por la proposicion 1.26 se sigue que Ag y —Ag son

operadores disipativos maximales. |

Teorema 3.2 El operador —Ag genera un semigrupo de contracciones {Wy (t)},~o = {710 }iso

sobre H®, s > 0, tal que
Ey (t)vo

1
2\ By (t)w

Wo (t) 1o = (3.3)

para todo i = (u,v) € H®, donde Eff (t) son los multiplicadores de Fourier definidos por

£ .
Ey ()¢ (€)= @'G(€)  con A (6) = i€ (1 -¢€%).
Ademds, {Wy (t)},>( se extiende a un grupo de operadores unitarios en H° y, cualquiera sea

ilp € H*T3 la funcion

Wo () ’(_[0 3 Rg — H*
es la inica solucién del problema de valor inicial (3.2).

Demostracién: La primera afirmacion es consecuencia de la proposicion 3.1 y el teorema
de Lumer-Phillips (ver proposicion 1.27).

Para demostrar (3.3), resolvemos el problema de valor inicial (3.1). En efecto, tomando
la transformada de Fourier en la variable espacial, obtenemos el sistema de ecuaciones difer-

enciales ordinarias (en )

que en su forma vectorial resulta

donde F(¢,t) = | |, Ao(e) = ] vd(§) =
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La solucién es dada por

qEt) = e MO (¢
- e—i€% & (€) B A © gy (&) B Emvo &)
o e )\ G A0 O (¢) Ey (1) v (€)

donde hemos definido EZvg (£,t) = o @5y (€). La ultima afirmacion se sigue de las proposi-

ciones 1.24, 3.1 y el teorema 3.24 de [14]. 0

3.2 Existencia y unicidad de la solucién

Teorema 3.3 Sean iy € H® y s > 3; entonces, existe T = T (||tioygs ) > 0 y
@€ C([0,7],H)nC* ([0,T],H* )

dnica solucion de (3). Ademds,

|17 ()l <p(t), 0<E<T
, (3.4)
sup]p(t) < C(l|ollgs»s,T)

)

donde p satisface 2.33 y C (-,-,-) es creciente en cada uno de sus argumentos. Ademds, si

g € HT" con r > 0, entonces

P 1 (@) [Ifge+r < C (dollgge » 5, T) N[ ol lggor (3.5)

Demostracién: Si para cada p > 0, 1, = (u,,v,) es la soluciéon de (2.1) con dato inicial

ty dada por los teoremas 2.12 y 2.13 en [0, 7], afirmamos que existe @ = (u,v) tal que

@(t) = lim @, (t) enL? (3.6)
n—0t

uniformemente en ¢ € [0, 7.

Para esto, consideremos la familia {ﬁu};oo y probemos que es de Cauchy. Con ese fin,
sean p, v > 0 cualesquiera tales que @, = (uy,vy) y 4, = (uy,v,) son solucines de (2.1),
con dato inicial @y (su existencia es garantizada por los teoremas 2.12 y 2.13). Considerando
W= (w1, wz) = U,— U,, entonces W satisface

OB + A + (A, — A) @, + G () — G (@) =0
w (0) = 0.
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Luego, para t € [0,7] tenemos

@ = 2w, ) 2

= 2@, — Ay +2(, (A, — A @), — 2 (.G (@) - G (@)
Por la proposicion 2.1, con s = 0, tenemos
<“77 _Auu_;>L2 < 0:
entonces, por la desigualdad triangular,

O |22 < 2|(, (A, — A) T)ypa| +2 ]<w G (@,) - é(a,,)> (3.7)

L2l
A continuaciéon acotaremos cada uno de los productos internos del segundo miembro de (3.7).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos

S1 = (@, (A — Au) )|
< = (= ) 820 | + (0 = s (= 1) 020,
< Ml = ol g2 [ = ) 02| o+l = w0l 2 [ = ) 21 |
< 2lp— vl 3.
< 20— o] (Ils + 1 llge) 1l
< 20 |p—vl, (3.8)

donde en la ultima desigualdad utilizamos (2.32) y C = C (||do||gs , 5, 7). También, de (2.2)

y en analogia a (2.57) se tiene

1
=0y [(Bue 4+ 3us — ve — vs) w1 — (ue + Ve + us + v5) wal,

Ga)-da) - (3

1
581; [(Bve + 3us — ue — ug) wo — (ue + ve + ug + vg) wl])
Luego, usando integracién por partes se tiene
Sy = 2 <w, G(i,) -G (ﬁy)>L2
= (w1, 0z [(Bue + 3us — ve — v5) w1 — (Ue + Ve + Us + v5) Wa)) )2

+ (w2, Oz [(Bve + 3vs — ue — us) W — (Ue + Ve + us + v5) w1]) 12
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= (w1, 0z [(Bue + 3us — ve — v5) w1 — (Ue + Ve + Us + v5) Wa)) 2
+ (w2, 0z [(3ve + 3vs — ue — us) wa — (ue + Ve + us + v5) w1)) 2
= (w1, 03 [(Bue + 3us — ve — v5) wi]) ;2 — (w1, Ox [(ve + V5 + us + uc) wa) 2
+ (w2, 0y [(3ve + 3us — ue — ug) wal) ;2 — (W2, Op [(Ue + ve + us + v5) w1]) ;2
= — (w10,w1, 3ue + 3us — Ve — U5) 12 + (W20, w1, Ve + V5 + Us + Ue) 2
— (w20, w2, 3ve + 3us — Ue — Ugs) ;2 + (W1 0xW2, Ve + U5 + Us + Ug) 2
1

1
= -3 <w%, 0y (3ve + 3vs — ue — u(;)>L2 s <w§,8x (3ve + 3us — ue — U5)>L2

— (wrwa, Oy (Ve + v5 + Us + ue)) 2 (3.9)
Asi

|(w, 8z (Bve + 3vs — ue — u5)) |

|
N

1
2 0 e~

+ [{(wiwa, Oy (va+vé+ué+ua)>L2| (3.10)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz e inmersion de Sobolev, acotamos cada una

de las expresiones en (3.10):

1
(w3, 0, (30 + 305 — e —ws)) o] < 5 100 (B- + 305 — e — 5)l = 1w

~12
< Cs (luwlly + Nlugll,) 15115
-3 - -2
< G (HUVHHS + ||Uu||Hs) ”wH]L2
< G|}, (3.11)

(w3, 00 (Bve + 305 —ue —us)) o] < 1|0 (3ve + Bus — ue — ug)|| oo [Jw2]|72

IN

— — =112
Cs (170 s + 1@ullgge ) 01l 2

IN

O ||w))2 (3.12)

(wiwa, Oy (ve + v + us + ue)) 2] < ||0n (Ve + vs + us + ue)|| oo [|will 2 w2l 2
. ~2
< O g |72
< Oy |ldff, (3.13)

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\gﬁg&:m

DEL PERU

Luego, sustituyendo (3.11), (3.12), (3.13), obtenemos

(.G @) -G @) ,| <l (3.14)
por tanto, de (3.8), (3.14) se tiene
Ol < des i —v| + 265 ||@lIE2 = s [p — v] + s |72 - (3.15)

Integrando de 0 a t obtenemos

t t
|@|)7, < c/ - vl d¢+/ C||@|2, dr
0 0

i3
< C|u—u|t+/ C |l||2 dr.
0

t
< CT|p—v| +/ C |G|z 2 dr.
0
Aplicando la desigualdad de Gronwall, lema 2.11, se logra
t
@72 < CT | — v| exp (/ Cdr) <CT|p—v|eCT, tel0,T].
0

Asf obtenemos (3.6) y ademés, w € C ([O,T] ,ILQ).
Ahora probaremos que

U(t) =w— lim 4, (t) en H°, (3.16)

p—07F
uniformemente en ¢t € [0,7]. Para esto, por el teorema de representacion de Riesz (ver [9]),
consideremos @y = (ug,vp) € H* cualquiera. Entonces, por la densidad de H?® en H, para
cada & > 0 existe @y = (e, ) € H? tal que ||ty — Upllgs < €. Sean p,v > 0y Uy, Uy,

como antes. Usando (2.32) con C' = C' (s, T, ||tp||ys) obtenemos

+ |<ﬁﬂ (t) - 'L_’:l/ (t) 7’1’_[0,€>Hs

= |<,L—[H (t) - ﬂ:l/ (t) 77?’:0 - ﬁOE>Hs

< [ =y 0 — o) | 4 (0 — v, 0 — )|
+ [ = ww, 0e) | + [(vp — v, e) |
< lup —wllglle = @ells + llog — vollg 19— el
(= 1w, T2 ) 2]+ [(vp = w0, T4 ) o
< lup —wllglle = @ells + llog — vollg 19— el

+ ||uu - “V||L2 ||905H25 + ||Uu - v,,||L2 ||7/’5||25
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IN

(leully + s lly) le = pell + (lvulls + lowll) 1o = el

+ ||uu - UV||L2 ”906"25 + ||Uu - v,,||L2 ||1/’5||25

< (I @l + N1 @)llg=) l1d0 — ol
It (8) = @ (]2 |To.ell s
< Ced||u — ol [[doe s (3.17)

para cada t € [0,7]. Como ¢ es arbitrario, de (3.6) y (3.17) obtenemos (3.16).
Ademas, de (3.17) sigue que @ € Cy, ([0,7],H?®), y por la proposicion 3.5 de [9] asi como
la desigualdad (2.32)

N . il - 1
1@ (#)|lgs < liminf |[d@y, (¢)||g. < pz (¢), t €[0,7],
u—0+

por lo que @ (t) satisface (3.4).
Ahora mostraremos que  (t) satisface el problema (3) c.e.t. [0,7] en H*™3. Para ello

definamos
G (i (1)) = Ay, (2) + G (5, (1)) (3.15)

Entonces, de (3.16) y porque la funciéon (u,v) € H® — wv € H® (R) es débilmente continua
cuando s > 3, sigue que

w— lim G, (@, (t)) = Ao (t) + G (@ (t))

pu—0t

G (@ (t)) en H*73, (3.19)

uniformemente en t € [0,7]. Del teorema 2.9 y de (3.18) tenemos
Oty (t) = G (dy (t)), t€[0,T].

Integrando desde ¢’ hasta ¢, con 0 < ¢’ <t < T, obtenemos
t
Uy, (t) — 1, (t’) = G (4, (1)) dr. (3.20)
tl
Como @ € Cy ([0,T],H?), de (3.18) y (3.19) la funcion G (u@(-)) : [0,7] — H*™3 es
débilmente continua. Como las funciones dédilmente continuas son fuertemente medibles
(corolario 1.2) y por lo tanto integrables en el sentido de Bochner (proposicion 1.4), de (3.19),

A, el (HS, H5_3), 5> % y el teorema de la convergencia dominada (proposicion 1.5) tenemos

que
t t
w — lim Gy (i, (7)) dr = [ G(id(r)) dr en H¥ 3,

u—0t Sy t
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para 0 <t <t <T. Tomando en (3.20) el limite débil cuando  — 0" obtenemos
¢
at)—a(t) = y G (@ (1)) dr en H*3
para t,t' € [0, T]. Entonces, por el teorema 1.8, @ € AC ([O,T] ,]H[s_?’) y satisface (3) c.e.t. el
intervalo [0, 7.

Para completar la demostracion de existencia debemos mostrar que @ € C ([0, 7], H?),
pues esto y el hecho que @ satisface (3) c.e.t. ¢ € [0,T] implican que @ € C* ([0, T],H*"3).
Para esto probaremos antes la unicidad en C, ([0, 7], H*) N AC ([0,T],H*?). En efecto, si
@, @ € Cy ([0,T],H*) N AC ([0,T],H*3) satisfacen (3) c.e.t. el intervalo [0, 7], definiendo
Z=(z1,29) = U — 11 = (u—u1,v — v1), tenemos que Z satisface

Opz1 + 0321 + %&E [(Bu+3u; —v—wv1)z1 — (u+v+u; +v1)22] =0
Orzg — 0329 + %0@, [(Bv+3vi —u—wu1)ze— (u+v+u +v1)21] =0 (321)
Z(0)=0

Usando los mismos argumentos que se usaron para obtener 3.15, obtenemos
12 12

O |21z < Cs || 22 (3.22)

ce.t. t € [0,T)]. Integrando (3.22) de 0 a ¢ tenemos
2 e
I8 <. [ el dr, tef0.7)
0

de donde, utilizando la desigualdad de Gronwall, lema 2.11, se sigue que

2. <0, telo,T).

Luego i (t) = i1 (t) en L2 para t € [0, T].
Sea ahora ® = (¢, ¢) € S (R) x S (R), entonces
<Z, (I)>]HIS = <ﬂ:_ 617(I)>]HIS
= (u—u1, ), + (v —v1,9),
= <JS (U_u1)7J590>L2+<JS (U_Ul)N]Sd})L?

= <u — ul,J28<,0>L2 + <U - U17J28¢>L2
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Luego la desigualdad de Cauchy-Schwartz implica

(2 )| < Nu—wll 2 [ 720 2 + o = w1l | 729 -
< lu—wall g l6llas + v = o1l 2 (1]l
< @ - llge (lelly + 10,,)
< @i — iyl 2 |9 gges = O-

Como S (R) x S(R) es denso en H*, obtenemos @ (t) = u; (t) en H® para t € [0,7], y en
consecuencia la unicidad en la clase C, ([0,T],H*) N AC ([0, T],H*~3).
Probaremos ahora que @ € C ([0,7],H?®). Primero veamos que @ es continua a la derecha

de 0 en H®. En efecto, como 4 € Cy, ([0,T],H?) es inmediato que

w— lm @(t) =iy en H?, (3.23)
t—0t
y de (3.4)
. L A .
lim sup |7 ()l < lim p3 (1) = o]l (3.24)
t—0+ t—0t

y la afirmacion sigue de (3.23) y (3.24) por la proposicion 3.32 de [9].
Veamos ahora que @ es continua a la derecha de 7 € |0, T[. En efecto, definimos 0 (z,t) =
@(z,t+7) con t € [0,T —7[, entonces ¥ € Cy, ([0,T —7],H%) N AC ([0,T — 7] ,H*"3) y

satisface

(3.25)
7(0) = (r)

que es “esencialmente” el problema estudiado, cuya solucién es tnica y continua a la derecha
de cero, asi, @ es continua a la derecha de 7.
Para la continuidad a la izquierda de 7 € ]0, T, consideramos ¢ (x,t) = @ (—x, T —t) con
t € [0,7]. Asi, ¥ satisface (3.25). Asi, ¥ es continua a la derecha de cero y por lo tanto @ es
continua a la izquierda de 7.
De esta forma @ € C ([0, T],H?®), y como @ satisface (3) en H*~3, entonces @ € C* ([0, 7], H*~3).

a
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3.3 Dependencia continua de la solucién

Sean @ = @ (t) y @, = i (t), n € N, soluciones del problema (3) con datos iniciales ¢ y én,
respectivamente, tal que lim d_;n = gi_; en H?®. Se construye las funciones, gi_); y d_;a,n e H*>
n—oo
tales que lim 55 = gg y lim g;sm = q% en H* donde el segundo limite es uniforme en
e—0t e—07t
n € N. Considerando @, = i (t) y Uen = Uz (t) las soluciones de (3), con datos iniciales ¢
y an,n respectivamente, se prueba que lim+ Uepn (1) = Uy (t) en H® y que la solucién "aproxi-
e—0
mada'" @, depende continuamente de ggs en H®. Finalmente, la convergencia uniforme en n de
lim qim = (En, implicara que lim @, (t) = @ (t) en H® y por lo tanto la dependencia continua.
e—=0t n—00

Para construir las funciones ¢, con las propiedades antes requeridas se utiliza el siguiente

teorema.

Proposicion 3.4 (Aproximaciones de Bona-Smith) Sean e C§° (R), 0 <7 (x) <1, tal
que sop (n) C [=1,1] y si ¢ (z) =1 — 5 (x) entonces v*) (0) = 0, Vk € N.

Parae >0y ¢ € H® con s > (0 definimos

pe () = (1 (€)P)" (z), z€R (3.26)

Entonces, . € H® (R) y para 0 < e <1, r > 0 existe C = C (s,r,1) > 0 tal que

IPellsyr < Ce™" el (3.27)
lpe =l < Ce"lell; (3.28)
y
lim ¢. = p en H. (3.29)
e—07t

Ademas, si lim ¢, = ¢ en H® entonces
n— o0
i floen — nl| =0 (3.30)

uniformemente en n.

Demostraciéon: Véase [8] 0

Proposicién 3.5 Sean s > %, 0<d<e<ly 55, 56 € H*> las aprozimaciones de Bona-

Smith para (5 dadas por la proposicion 3.4. Si Uy y Ue son las soluciones del problema (1) con
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datos iniciales 55 Yy 55 respectivamente, entonces para T € [0,T], T es el tiempo de vida del

problema (1), existe C = C <H$HHS ,s,T) > 0 tal que

sup lis (£) = i ()ge < C (T80 + |5 = ] ) (331)

[0.7]

donde 0 <v <s—3/2

Demostracion: Observemos primero que si fuera necesario, iy y 4. se pueden extender

a [O,T] . En efecto, del teorema 3.3, se tiene

s () llfg: < p5 (t) , t€[0,T5]

) (3.32)
[de (t)l[gs < pe(t) , te€[0,TE]
Si T5,T. < T, entonces de la definicién de pg, p. y del teorema 2.12 se tiene
w020 ([, m) 20 (|4],.47).
e He (3.33)

2.7) <0 (] =)
H Hs

Luego, 1. vy s pueden extenderse a [O, T'| satisfaciendo a (3.32) en este intervalo.

pe(® < C (|6

—

Sea W = (wy,w2) = U — Us = (ue — ug,ve — v5) . Entonces, @ (0) = g;g — 55 y se verifica

1
Opwy + 03wy + 5390 [(Bue + 3us — ve — v5) w1 — (Ue + Ve + us + vs) wa] =0

1
Oywe — Pwg + 5893 [(Bve 4+ 3us — ue — us) wa — (Ue + Ve + us + vs) w1 =0 (3.34)

U_j(o) = 58_55

Por lo tanto, de (3.34) y siguiendo el mismo procedimiento como para (3.15), obtenemos
¢ | (1)|IF2 < Cs || (1) 12 - (3.35)
Luego, integrando desde 0 hasta ¢, obtenemos

t
1@ ()12 < [ (012 + Cs/o I (7)IE2 dr.

Usando la desigualdad de Gronwall, lema 2.11, la desigualdad (3.28) con r = s y el hecho que

6 <e,

1@ ()[Z < 1@ (0) g2 exp (Cit)
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< |5 &, e (1)
L2 L2
< offo-a, + -
)
< C (623 4 525) ‘¢‘ ,
< Ce¥, (3.36)
donde C' =C (Hq?HHS ,S,T) . Luego,
sup || (¢) |2 < Ce®. (3.37)

o]

Ahora, como W = (wy,ws) € H" con r > 0, haciendo

fi = 3uc+3us —v. — vs
fo = s+ v+ us+uvs
fs3 = 3ve+ 3vus —u: — ug

en (3.34), usando integracién por partes se tiene

I = 9|ID*F ®)lIf2 = 8 | D*wi (1)[172 + 0 | D ws (1) 72
= 2(D*wy,0:D*w1) 2 + 2 (D%wa, 0D *w3) ;2
= 2(D%wy, D*0w1) 2 + 2 (D*wa, D*Orwa) 12
= —2(D’wy, D56§w1>L2 — (D*wi, D0, (frw1)) 2 + (D*wi, D0y (fow2)) 2 +
2 (D*wy, D*03wa) ,, — (D*wa, D*0y (f3w2)) 12 + (D*wg, D*0y (fow1)) 2
= —(D’wi, D*0 (frwn)) g2 + (Dw1, D*0y (f2ws)) 12 +

— (D*w2, D*0r (faw2)) 2 + (D*w2, D0y (f2w1)) 2 (3.38)
Usando la desigualdad triangular se obtiene

8 |ID*@ (t)If: < (D wi, D*y (frwn)) o] + [(D*wr, D°0; (fows)) 2| +

[(D*wg, D*0y (fsw2)) 2| + [(D*w2, D*0y (fow1)) 2| (3.39)

A continuacién acotaremos a cada uno de los términos del segundo miembro de (3.39) en el

orden de ocurrencia. En efecto, usando las propiedades del producto interno y la desigualdad
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triangular tenemos
I = [(D*wy, D*0; (fiw1)) 2| < [(Dw1, D® (Ox f1 - w1)) po|+{Dw1, D (f1 - Ozwn)) 2| (3.40)

De la definicién de conmutador, la desigualdad de Cauchy-Schwartz, la proposicién 1.20 con
r € ]3,00[ N [s—2,s—1[ para estimar el conmutador, la desigualdad [|D*f|, < |fl,; €

inmersion de Sobolev, tenemos para el primer sumando de (3.40).

I = [(D*w1, D% (9xf1-w1)) 2|
< [(D*wy, [D%, 0x fr] wi) o] + {D*w1, Or f1 - D3w1) o
< |[1D%wr |2 I[D%, O frl will g2 + 1D w1175 |0z f1] oo
< Cllwilly (10 f1ll, lwill, + 10w fillpgr lwilly—y) + Cs llwtll? [ 1l
< G llwally (1A gy Nwrlly + 1Al Nwrlly—y) + Co llwillZ £l
< Cull () llggs (11llger 18 O llgr + 1 F1lpgp 155 ) llggs 1) + Cs 1 @) 15z 1L A1l

= Cs 10 O)llggs 1 f1ll g2 10 @l + Cs 190 () lggs 111142 10 () lpgs—

+Cs 10 (8)lgzs I1f1l, (3.41)

De (3.4) y (3.27) con r = 1 obtenemos

||f1”s+1 = ||3ue + 3us — v — U6Hs+1 <3 ||u€||s+1 +3 Hué”s+1 + vaf”s—f—l + Hvéus—i-l
< A |t llgorn + 4[5 | gon
< G ([l7 2 T) [+ 05 (5] 5. 7) 5]
< Co(et 4067 (3.42)
Interpolando H" entre L? y H?, (ver desigualdad 1.3) resulta
= PTRTIOTE
@] gr < Cs || s [[0]2° - (3.43)

Por lo tanto, de (3.37), (3.42) y (3.43), el primer sumando (3.41) resulta

Co | (8)llggs 11l gy 10 W)l < Co (€71 + 071 [fabllgge |40

r
Coe® ™" ] e

IN
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Luego, usando la desigualdad (2.31) con o = 1 + C, f=s—r—1,n=1lyrv=s—r—1
s

resulta que

- o 12 2s(s—r—1) 2 2sv
ol Uil Il < C (Ml + =57 ) = €0 (N +). (349

También de (3.5) y (3.27) con r sustituido por r + 2 — s sigue que

[filliye < Allte]lgree + 4 Tsllgree
< (|||, s T) 0] neny G5 (|98, T) |65 v
< O (68—2—’(‘ + 65—2—7’) Hg;) |
< CeEet T (3.45)

Interpolando H*~! entre .2 y H?, (se deduce de la desigualdad 1.3) resulta
. =L el
[ @] gor < Cs |0llgs Nl = - (3.46)
Luego, de (3.37), (3.45), y (3.46) se tiene
L, = G S+t
Cis @lgge 1 f1lly 2 NBllgga—s < Cse®2 ¥ iy =,

-1
y usando la desigualdad 2.31 con o =1 + i

,B=(s—2—-r)+1yn=1 tenemos
s

IN

CollBlge il so [l < Co (Bl +2—27+1)

C, (||u7\|§ﬂs + 525") . (3.47)

dondey v =s—1r — 1. Asi, en (3.41), de (3.44), (3.47) y el hecho que € < 1, se obtiene

2 287
L < G| ||W]gs +elty 4+
9 2sv.
< C, <HzUHHS —|—51+V> . (3.48)

Para el segundo sumando de (3.40), de la definicion de conmutador, desigualdad de
Cauchy-Schwartz, integracién por partes, la proposiciéon 1.20 con » = s — 1 e inmersiéon

de Sobolev, se tiene

I = |<Dsw17DS (fl '8:1:w1)>L2|

< [(Dfwy, [D?, fi] Opwi) p2| + [(D*wy, f1D*0pw1) 2|
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< D0 (D% Al D) o]+ 5 [ (D7) 01

< D% wnllga 1D Al duwnll e + 5 10wl 10 il

< Junll 11D, ] Qewnll e + Co o 2 £,

< Cullunl (Il I0swn oy + Il Bosnll ) + o a2 3],

< Csllwill [If11],

< Gl (41l + 41151 (3.49)

Usando las desigualdades (3.32) y (3.33) resulta que
I < O ||| - (3.50)
Por lo tanto, de (3.48) y (3.50) en (3.40) obtenemos
9 2sv.
HENC (||u7HHS + 51+V) . (3.51)

Los términos restantes del segundo miembro de (3.39) se estiman como en en la deduccion

de (3.51), por lo tanto:

2sv
O HDsu_)'(t)Hiz < (HIU(t)H%IS + 61+V> 3 (3.52)
Luego, integrando desde 0 hasta ¢,

© 2sv.
IDa@l < DGO+ C [ (I + 5 ) ar
0

281 t
< DO +Cs T + C, / 1@ ()13 dr. (3.53)
0

Asi, puesto que

= 2 = 2 = 2
[ () ||z < 107 ()2 + | D ()| 2

se tiene
. 2 - 2 2sv. b 2
|@@)3 < Cse®+ @ O)% + Cs eT5 + G, / 1@ ()13 dr
0
2sv o o2 t 9
< Gt +||h -Gl e [ 1o @kar
s 0

donde se ha usado (3.37) y (3.53) en la pentultima desigualdad. Luego, por la desigualdad de

Gronwall, lema 2.11, sigue que

., L, 2 251 2 T
s (8) — @ (O3 < (cs ST 4 g mums) e
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sv_ 2 =
< Gy (e + 6. — dsllge) €T
extrayendo la raiz cuadrada y tomando el supremo en [O,ﬂ se obtiene (3.31). a

Es preciso observar que de la proposicién 3.5 se concluye que {u.},., es de Cauchy en

C ([O,ﬂ : Hs) , de ahi que existe v € C ([O,T] : Hs) tal que

lim 4. =% en C ([0,T]:H") (3.54)

e—0t

A continuacion probaremos que ¥ satisface el problema (3) y por lo tanto ¥ = .

Proposicion 3.6 Sea 0 < € < 1 fijo y sean . y @ las soluciones del problema (3) en [O,ﬂ

con datos iniciales ¢- y ¢, respectivamente, como en la proposicion 3.5. Entonces lim i, =

e—0t
en C ([O,ﬂ : ]HIS) .

Demostracion: Por la observacion anterior, es suficiente que v satisfaga la ecuacion
integral asociada con el problema (3) en H* 2. En efecto, como . es soluciéon de (3) con

ii. (0) = ¢. tenemos que 7 (0) = ¢ para t € [0,T] y
. (£) = Wo (£) o — /O Wo (t — 1) G (@ (7)) dr en B, (3.55)
donde
G (@i (1)) = (Bucdptic — 0y (ucve) — VeByve, 3005V — O (ucve) — ucDyue)

Definiendo ¢ = (v, v2) y

—

G (U(1)) = (3v10,v1 — Oz (V1v2) — VOV, B3U20,Ve — Oy (V1V2) — V10,V1)
se tienen los siguientes hechos :

a) lim Wy () ¢ = Wo (t) ¢ pues lim, b=y Wo(t) € L£(H?),

e—0t
b)
lim Wo (t —7) G (@ (1)) = Wo (t — 7) 8,G (@ (7))  en H*2 (3.56)

e—0t

para 7 € [0,t], pues Wy (t —7) € £ (H*™) .
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o) |[Wolt—7)G (@), <g(r), parage L1 (0,4 : )

Hs—2

En efecto,

2 2

E = Hwo(t—f)é(ag(ﬂ)] <

Hs—2 —

G (it. (7))

Hs—1

= [|3ucOpue — Oy (uev:) — vsax%Hg,l + |30 0pve — Oy (ueve) — usaxu&-Hgfl
< C 2 2\ 2 C 2 2\ 2
> s HUEHS + HUEUEHS + HUEHS + Cs ||Uz-:||s + ||u5U€HS + ||u5||s

< (k) < e

donde en la dltima desigualdad utilizamos 3.32 y 3.33.

Por lo tanto, de a), b), ¢) y el teorema de convergencia dominada de Lebesgue sigue que

v(t) = lim @ (t)

e—0t

e—0t

= lim (WO (t) b — /0 th (t —7)G (. (ﬂ)m)
_ Wo(t)q‘s’—/o Wo(t — )G (@(r)) dr en H™2.

Es decir, ¢ satisface el problema (3), y por la unicidad probada en el teorema 3.3 concluimos

que U = 1. a

Proposiciéon 3.7 Sean ¢ > 0, s > % Yy nh_)rr;o d_fn = 5 en H®. Entonces, dado T € ]0,T] existe
Ny = Ny (T) tal que las soluciones U, y U, del problema (3) en [O,T] con datos iniciales
gi_;&n Y qgs respectivamente, estin definidas en [O,ﬂ sin > Ng. Ademds, cada vez que n > Ny
se cumple que

SUp. i (8) = e ()]s < Cs (757 + |2 —

te[0,T]

Demostracion: Como en la prueba de la proposicién 3.5, se puede demostrar que .

H) (3.57)

puede ser definida en [O,ﬂ y satisfacer (3.32) y (3.33). Demostraremos que lo mismo sucede

con e . Para esto consideremos ¢ = ¢ <T, ‘ qgg . ) > 0 tal que
L T
B = ——" 3.58
¢+ 8|, = —= (3.58)
Como
> = iz 7 - . .
|6cn =] = [ (6:-9) ||, < c]|éa -], (3.59)
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por (3.27) y (3.28) con r = 0, existe No = Np (T') tal que

siempre que n > Ny. De modo que, de la definicién de p; 5, la desigualdad (3.60) y el teorema

- -
¢s,n - ¢s

o < (3.60)

3.3, para n > Ny tenemos

L (el ] 9]
)2 = 1D < H < > = t 3.01
e D1 = 0ol S Taalctoell) = Towcr o, — T (3.61)

para t € [O,T] , pues de 3.58

Ot (¢+ ) = &7 (¢4 [l ) = 07, <

donde la ultima desigualdad es consecuencia de la eleccién de T en el teorema 3.3. Entonces

de (3.61) para n > Ny (T') tenemos

—

e

SUp Pen (t) <C (
o]

5.T).

Hs

Luego, del teorema 3.3, si n > Ny (T) entonces U, puede ser definida en [0, T| satisfaciendo
|Tem ()l < pen (), € [0,T]. (3.62)

Para verificar (3.57), consideremos @ = (wy,w2) = Uz — Ueyy = (Ue — Uep, Ve — Ven) ¥

¢?€ — &s,n = (e — Yem, Ve — Ve ) . Entonces como en las relaciones (3.34) y (3.35) se tiene

1
Oywy + 3wy + 58,; [(Bue + Buer, — Ve — Ve ) W1 — (Ue + Ve + Uy + Ve ) W] =0

1
Oywa — O2wo + Q&r [(Bve + 3V — Us — Uep) W2 — (Ue + Ve + Uep + Vo) w1] =0
w (0) = 56 - ge,n
(3.63)

O || () [F2 < Cs || (1)]32

donde la desigualdad es necesario usar (3.62). Integrando desde 0 hasta ¢ y luego aplicando

la desigualdad de Gronwall, lema 2.11, obtenemos

1 ()]l < Cs [0 (0) 2, ¢ € [0,T]
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por lo que
sup [tz — tieplly2 = sup || (£)[l2 < Cs [0 ()2 = Cs l|den — elly2 - (3.64)
0] 07]

Ademas, como en la deduccion de (3.52), se tiene
S = 2 — 2 2571/
O [|1 D@ (t)l|z2 < Cs { 10 (8)[|gs + 1+ )
Luego, integrando desde 0 hasta ¢

t
2sv =
|D*@ () |72 < || D% (0) 72 + Cse 1+ + Cs / 1 (7) |
0

A

15 (OlF: < 18 @I + [1D°F ©) g2

. SN2 t
Fem— 8| +C / 1@ ()13 dr
Hs 0

IN

2sv
Cset+v + ’

Aplicando la desigualdad de Gronwall, lema 2.11, resulta

2sv - -
|G (8) = T (B2 < Cu (75 + e — &

2 _

Hs) , te[0,T]

y al extraer la raiz cuadrada y tomar el supremo en [O,T] , obtenemos 3.57. a
Con los resultados anteriores estamos listos para probar la dependencia continua. Para esto

consideramos ¢, , y ¢. las aproximaciones de Bona-Smith asociados a ¢. y ¢, respectivamente,

y las soluciones . ,, y 4. del problema (3) con datos iniciales d_);,n y (;_S; respectivamente.

Teorema 3.8 Sean ¢ € H® con s > 3 yueC(0,T): H®) la solucion del problema de valor
inicial (3) que satisface 3.4. Si {gn}n>1 es una sucesion en H® convergente a gi_; en H® y
{tin}, > s una sucesion en C([0,T)] :]HES) de soluciones de (3) con i, (0) = ¢,. Entonces,
para todo T €0, T existe Ng = Ny (T) tal que para n > Ny, U, estd definida en [O,ﬂ Y
lim sup ||@, (t) — @ (t)||gs =0 (3.65)
" o]
Demostraciéon: Como los estimados para ||, (t)||5. son los mismos que para ||t » (£) ||ys ,
la existencia de Ny = Ny (T) tal que n > Ny implica que u,, estd definida en [O,T] se prueba

como en el teorema 3.5. Para ¢ € |0, 1], tenemos como en (3.31),

Sup (|5 (¢) = Tem ()lls < Co (5775 + || B3 — Gem

)
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endonde 0 <v<3/2yC=C (H(EHH ,s,T) . Luego, si 6 — 0", obtenemos

Sup [ (t) = e (Do < Cs (5777 + 60 = G| ) -

o]

Como lim ¢, , = ¢, en H® uniformemente en n, entonces
e—=0t

sup ||y, (t) — e (t)|lggs — 0, cuando € — 0F (3.66)
o]

uniformemente en n.

Consideremos ahora, para n > N,
[t () — @ ()]s < N|Tn (8) = Ten (D)l + [[en (8) — Ue ()l ge + |7 () — @ ()| -

Tamando supremo en [0,7] tenemos de (3.57) y (3.59)

sup [ (6) = @ ()l < SUP [ (6) = e () 550 + Cu (797 + C |60 — G| )
o] 7] .
+ sup |4 () — @ (t)]|g -
[0.7]
Cuando € — 0™, de (3.66) y de la proposicién 3.6 resulta
sup_ 1@ (6) = @ (O)l < Ci [ — G,
te[o,T] H

y cuando n — oo obtenemos lo que querfamos demostrar. l:l
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