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FACULTAD DE CIENCIAS E INGENIERÍA
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Resumen

El presente trabajo de tesis forma parte de una iniciativa de investigación multidisciplinaria
enfocada en estudiar los cojinetes magnéticos y sus aplicaciones, en este contexto, los objetivos
planteados para este proyecto son diseñar un prototipo del sistema formado por un rotor rı́gido
suspendido sobre cojinetes magnéticos radiales; fabricar el prototipo diseñado y caracterizar su
comportamiento dinámico mediante un análisis modal teórico.
El alcance contempla el desarrollo de la ingenierı́a conceptual, ingenierı́a básica, ingenierı́a de
detalle del prototipo ası́ como su posterior manufactura. Asimismo, se incluye la caracteriza-
ción dinámica del sistema usando la teorı́a de sistemas de varios grados de libertad. Dentro de
este alcance no se contempla la ingenierı́a básica y de detalle de los actuadores electromagnéti-
cos; la ingenierı́a, programación, electrónica y automatización del sistema de control de los
actuadores ası́ como su respectiva instalación, ya que son tópicos que corresponden a temas de
tesis paralelos.
Como resultado de este trabajo de tesis se obtuvo un prototipo de fabricación local, cuyas di-
mensiones son 1400 mm x 505 mm x 960 mm con un rotor rı́gido de 6 kg de masa accionado
por un motor eléctrico que puede girar entre 1800 rpm y 2340 rpm gracias a un variador de fre-
cuencia incorporado. La carga se regula a través de masas calibradas de 1kg, 2kg y 3kg según
el operador lo requiera. Para la verificación de rigidez del rotor se utilizó la teorı́a de vibracio-
nes en sistemas contı́nuos y se validó con ayuda del método de elementos finitos arrojando una
frecuencia natural de 1158,2 Hz, lo cual garantiza que a la frecuencia de giro, el rotor tendrá
un comportamiento rı́gido. Asimismo, se realizó una verificación dinámica de la estructura de
soporte y la base del motor arrojando frecuencias de 19.37 Hz y 689.22 Hz, lo cual, en base a
la verificación dinámica indica que funcionará adecuadamente y no habrá frecuencias externas
que dificulten el control.
La última etapa del trabajo consistió en el análisis dinámico del comportamiento del rotor en el
plano bidimensional, a través de un análisis modal contı́nuo de donde se obtuvieron frecuencias
de 46.38 Hz y 62.74 Hz para cada uno de sus modos de vibración.
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1.3.5. Topologı́a de los cojinetes magnéticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.3.6. Modelos comerciales de cojinetes magnéticos . . . . . . . . . . . . . . 28
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O. Propiedades fı́sicas y mecánicas de los materiales 197
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Figura 1.13. Cojinete magnético SKF S2M® . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
Figura 1.14. Sistema de un solo grado de libertad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
Figura 1.15. Vibración libre de un sistema crı́ticamente amortiguado . . . . . . . . . 30
Figura 1.16. Vibración libre de un sistema sobre amortiguado . . . . . . . . . . . . . 30
Figura 1.17. Vibración libre de un sistema submortiguado . . . . . . . . . . . . . . . 31
Figura 1.18. Respuesta en amplitud de un sistema de un solo grado de libertad . . . . 33
Figura 1.19. Respuesta en fase de un sistema de un solo grado de libertad . . . . . . 33
Figura 1.20. Modelo conceptual de un sistema de varios grados de libertad . . . . . . 34
Figura 1.21. Diagrama de Cuerpo Libre de un elemento diferencial de viga . . . . . . 36
Figura 1.22. Ejemplo de Análisis Modal Experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Figura 2.1. Secuencia de etapas que se van a emplear para la ingenierı́a conceptual
conceptual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Figura 2.2. Secuencia de abstracción para obtener la lista de exigencias . . . . . . . 40
Figura 2.3. Diagrama general del diseño del sistema rotor-cojinetes magnéticos . . . 44
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Figura 4.1. Efecto giroscópico presente en un rotor de Jeffcot . . . . . . . . . . . . 103
Figura 4.2. Modelo conceptual del rotor rı́gido apoyado sobre cojinetes magnéticos . 103
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Figura O.3. Resistividad eléctrica de los materiales empleados . . . . . . . . . . . . 198
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A(x) — Área de la sección transversal de la viga (mm2)
dx — Diferencial de longitud de viga (mm)
w — Diferencial de carga actuante sobre la viga (N )
V — Fuerza cortante interna (N )
M — Momentos flectores internos (N ·mm)
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α — Ángulo de desviación de la vertical del rotor respecto a la fuerza de

reacción (rad)

XIII



Fext — Fuerzas externas actuantes sobre el rotor (N)
Fm — Fuerza magnética (N)
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Aa — Área transversal del magneto (mm2)
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Introducción

Uno de los componentes más crı́ticos en todo tipo de equipos rotativos son los rodamientos
o cojinetes, los cuales sirven como apoyos para el rotor. Estos elementos cumplen dos funciones
elementales. La primera es la de soportar toda la carga tanto estática como dinámica asociada al
funcionamiento del equipo. Por esta razón reflejan todo tipo de problemas que puedan afectar
a la performance de los equipos tales como el desbalance, desalineamiento o sobrecargas por
mencionar algunos de ellos [SKF, 2014]. La otra función elemental que cumplen es permitir
el giro relativo entre el rotor y la carcasa, por lo que, existe una fricción asociada a este movi-
miento relativo entre componentes.
En este contexto uno de los mayores retos de la ingenierı́a siempre ha sido reducir la fricción
usando diferentes alternativas como la lubricación, la rodadura o el magnetismo. En la anti-
guedad, el interés por reducir la fricción surge por la necesidad de mover grandes rocas usadas
en la construcción de las edificaciones, esto se muestra en los bajorelieves de Ninive (Irak)
descubiertos por el arquéologo británico Henry Layard, donde se observa el primer registro del
uso de rodillos para el transporte de bloques de construcción [Dowson and Hamrock, 1981].
Siguiendo esta lı́nea, otro avance que se dio para la disminución de la fricción, se muestra
que, la transición de los vehı́culos de transporte por deslizamiento a vehı́culos de rueda se
encuentran registrados en las pictografı́as de la ciudad de Uruk, cuyo registro data de 5000
años [Dowson and Hamrock, 1981]. Desde los años 900 A.C. hasta los 400 D.C. se encuen-
tran evidencias de la existencia de los primeros rodamientos de rodillos o rodamientos de bolas
desarrollados por la civilización romana con la influencia de la cultura griega, céltica y china.
Durante la edad media, sorprendentemente no se tienen registros del desarrollo tecnológico de
estos elementos (rodamientos) sino hasta la llegada del Renacimiento; donde solo basta ob-
servar los trabajos de Leonardo da Vinci en el campo de la tribologı́a, donde concluyó que el
coeficiente de fricción por rodadura era aproximadamente la cuarta parte del coeficiente de fric-
ción por deslizamiento para casi todos los materiales [Dowson and Hamrock, 1981]. Durante
el siglo XVIII, el ingeniero Robert Stevenson, padre del novelista Robert Louis Stevenson usó
un rodamiento de rodillos en la lámpara giratoria que se encuentra en la parte superior del faro
de Bell Rock, siendo esta una de las aplicaciones más emblemáticas.
Sin embargo, fue recién a partir del año 1850 que el rodamiento aparece como un elemento que
se fabrica con precisión para reducir aún más la fricción. Con la llegada de la revolución indus-
trial estos elementos que se fabricaban a medida por los usuarios, empezaron a fabricarse en
serie; en parte gracias a que, Friedrich Fischer desarrolló la producción industrial de rodamien-
tos con su máquina automática (FAG). A partir de este hecho, el desarrollo de los rodamientos
continuó para distintos tipos de aplicaciones, es ası́ que, un pionero en la investigación y desa-
rrollo de los rodamientos fue el empleado textil Sven Wingquist, quien atribuyó las multiples
fallas de estos elementos al desalineamiento residual existente entre los dos apoyos; Sven in-
ventó el primer rodamiento de bolas autoalineable convirtiéndolo en el producto bandera de su
nueva compañı́a Svenska Kullager Fabriken (SKF)[Dowson and Hamrock, 1981]; la cual años
más tarde desarrolları́a distintos tipos de rodamientos para distintas aplicaciones, de manera
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que durante la Segunda Guerra Mundial el desarrollo de armamentos requeririó del uso de ro-
damientos rı́gidos de bolas, siendo la industria sueca uno de los principales abastecedores para
el ejército británico y alemán [Golson, 2012].
Pese al gran avance en la tecnologı́a de rodamientos y sus elementos asociados como la lubri-
cación, las soluciones de sellado y otros componentes complementarios; la fricción continuó
siendo un problema, ya que, el contacto entre los metales que componen los rodamientos y la
pelı́cula de lubricante continuaron siendo una fuente de calor latente que se hace cada vez más
peligrosa a altas velocidades y altos niveles de carga [SKF, 2014]; es ası́, que en aplicaciones
tales como turbinas de gas cuyas velocidades pueden llegar a valores de 18000 r.p.m. generan-
do 150 MW de potencia, con temperaturas y presiones que oscilan entre 600◦C y 165 bares de
presión [Siemens, 2012], los rodamientos convencionales no son una alternativa de solución.
En base a esta necesidad, durante la segunda parte del siglo XX, y apoyado con el desarrollo
creciente de la computación y la electrónica, el uso de la suspensión electromagnética contro-
lada surgió como una alternativa para sustituir a los cojinetes de contacto, a los rodamientos
de bolas y a los rodamientos de rodillos debido a que, se eliminaba por completo la fricción
[Schweitzer et al., 2009].
Pese a ser una tecnologı́a de caracterı́sticas interesantes ya que, no consume lubricantes y no
está sometido a los modos de fallas convencionales de los rodamientos (contaminación, fatiga,
lubricación); esta no es una tecnologı́a muy estudiada ni muy difundida en nuestro paı́s.
Por lo cual, el presente trabajo de tesis hace una presentación de esta alternativa tecnológica y
tiene como primer objetivo diseñar y fabricar un prototipo utilizando procesos de manufactura
locales mientras que el segundo objetivo principal es realizar un análisis modal teórico utili-
zando la teorı́a convencional de sistemas de múltiples grados de libertad con el propósito de
caracterizar el comportamiento dinámico del rotor cuando esté suspendido sobre los cojinetes
magnéticos radiales.
Es ası́ que, en el primera etapa del trabajo se hace una revisión global de la teorı́a de cojine-
tes magnéticos, sus aplicaciones y la teorı́a de vibraciones de un grado y múltiples grados de
libertad, asimismo, el segundo capı́tulo desarrolla la ingenierı́a conceptual y básica del diseño
de acuerdo a los parámetros propuestos.
En el tercer capı́tulo se hace la verificación correspondiente de todos los elementos a condicio-
nes estáticas y dinámicas según corresponda.
El capı́tulo final muestra el análisis modal téorico del rotor con la finalidad de obtener las fre-
cuencias naturales del rotor en operación.
En los anexos o apéndices se encuentran los costos del proyecto, las operaciones de manufactu-
ra de las piezas, especificaciones técnicas, fundamentos matemáticos, reportes de simulación,
cálculos y especificaciones geométricas, participación en una publicación académica y final-
mente, los planos de diseño y fabricación de los elementos del prototipo.
Además, es importante referenciar el trabajo paralelo de mis compañeros Björn Betz, encar-
gado del cálculo y diseño a detalle de los actuadores electromagnéticos, y de John Lozano,
encargado de diseñar e implementar un sistema de control de tipo PID (Proporcional, Integral
y Derivativo) para posicionar al rotor y toda la electrónica correspondiente.
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Capı́tulo 1

Estado del arte

1.1. Definiciones generales
Cojinete: Es un elemento de máquina que se utiliza para posicionar y soportar la carga
de un eje o árbol de transmisión, además este elemento permite que el rotor tenga giro
relativo con respecto a otros elementos en contacto [Decker et al., 2014].

Rodamiento: Es el tipo de cojinete en el cual la carga se transfiere mediante elementos
rodantes; la bondad principal de este tipo de cojinetes es la reducción considerable de la
fricción ya que no existe contacto deslizante [Decker et al., 2014]. Este tipo de elementos
se muestran en la figura 1.1

Cojinete magnético: Es un tipo especial de cojinete que utiliza fuerzas provenientes de
un campo magnético para suspender un rotor sin ningún contacto fı́sico [Hannes et al., 2009].

Grado de libertad: Representan el número de coordenadas que son necesarias para des-
cribir su movimiento, en el caso de los cuerpos rı́gidos se requieren hasta 6 grados de
libertad [Greiner, 2009].

Figura 1.1: Transmisión de las cargas en un rodamiento rı́gido de bolas, tomado de [SKF, 2014]

1.2. Rodamientos
Son elementos de máquinas cuya gran bondad es la reducción de la fricción y del desgaste

[Shigley, 2011].
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En la actualidad, la mayorı́a de equipos rotativos utilizan este tipo de soportes para todos los
elementos que se encuentran girando, debido al gran porcentaje de reducción de la fricción
y la precisión que poseen en el giro. La figura 1.2. muestra como se utilizan en el árbol de
transmisión para soportar no solo la carga asociada al peso de los componentes del rotor (eje
y engranajes), si no tambien a las cargas estáticas y dinámicas provenientes de la transmisión.
Los rodamientos de acuerdo al diseño interno y disposición pueden tener la capacidad de ab-
sorber cargas, tanto radiales como axiales.

Figura 1.2: Rodamientos usados para soportar un sistema de engranajes, tomado de
[SKF, 2014]

1.2.1. Tipos de rodamientos
De acuerdo a los requerimientos de la industria en sus diferentes segmentos se han ido

desarrollando distintos tipos de rodamientos. Los criterios básicos para la selección de un de-
terminado rodamiento para una aplicación especifica son los siguientes [SKF, 2014]:

Espacio Disponible

Cargas

Desalineamiento

Precisión

Velocidad

Fricción

Funcionamiento silencioso

Rigidez

Desplazamiento axial

Montaje y desmontaje

Soluciones de sellado
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Adicionalmente, algunos criterios como factores económicos y comerciales también pueden
influir en la selección del tipo de rodamiento adecuado. Los rodamientos más usados en la
industria son los siguientes [SKF, 2014]:

1. Rodamiento rı́gido de bolas: Son particularmente versátiles. Su diseño es simple, no son
desarmables, funcionan a velocidades altas y muy altas, son muy resistentes y requieren
poco mantenimiento [SKF, 2014].

2. Rodamientos de bolas de contacto angular: Tienen los caminos de rodadura de su aro
interior y exterior desplazados entre sı́ en la dirección del eje del rodamiento. Esto quiere
decir que han sido diseñados para soportar cargas combinadas (cargas axiales y radiales
de manera simultánea) [SKF, 2014].

3. Rodamiento de bolas a rótula: Tienen dos hileras de bolas y un camino de rodadura
esférico común en el aro exterior. Estos rodamientos de bolas a rótula soportan el desali-
neamiento angular del eje en relación con el soporte. Además, generan menos fricción
que otros rodamientos autoalineables, lo que les permite trabajar a menor temperatura,
incluso a altas velocidades [SKF, 2014].

4. Rodamientos de rodillos de cilı́ndricos: Soportan cargas radiales elevadas, aceleracio-
nes rápidas y altas velocidades. Los rodamientos completamente llenos de rodillos, in-
corporan un número máximo de rodillos y, por ello, son apropiados para cargas radiales
muy elevadas a velocidades moderadas [SKF, 2014].

5. Rodamientos de agujas: Son rodamientos con elementos rodantes de diámetro pequeño
respecto de su longitud. A pesar de su baja sección transversal, los rodamientos de agujas
tienen una gran capacidad de carga [SKF, 2014].

6. Rodamientos de rodillos cónicos: En este tipo de rodamientos, los caminos de roda-
dura en el aro interior y exterior, y los rodillos son cónicos. Estos rodamientos han sido
diseñados para soportar cargas combinadas [SKF, 2014].

7. Rodamientos de rodillos a rótula: Tienen dos hileras de rodillos, un camino de rodadura
esférico común en el aro exterior y dos caminos de rodadura en el aro interior inclinados
de manera tal que forman un ángulo respecto del eje del rodamiento. De esta forma,
los rodamientos son autoalineables y no se ven afectados por el desalineamiento del
eje con respecto al soporte que. Los rodamientos de rodillos a rótula están diseñados
para soportar cargas radiales pesadas, ası́ como cargas axiales pesadas en ambos sentidos
[SKF, 2014].

8. Rodamientos de rodillos toroidales CARB: Combinan la capacidad de autoalineamien-
to de los rodamientos de rodillos a rótula con la capacidad de desplazamiento axial de los
rodamientos de rodillos cilı́ndricos. Los rodamientos CARB han sido diseñados exclusi-
vamente como rodamientos del lado libre ya que, pueden soportar la dilatación térmica
del eje dentro del rodamiento, prácticamente sin fricción [SKF, 2014].

1.2.2. Componentes adicionales de un sistema de rodamientos
Se sabe que los rodamientos tienen una vida útil finita. Sin embargo, para poder incrementar

al máximo esta vida útil es necesario adicionar ciertos sistemas adicionales, de forma que, se
puedan evitar fallas prematuras[SKF, 2014].
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Sistemas de sellado:
En el caso de los equipos rotativos que se encuentran expuestos a entornos muy agresivos
debido a los altos niveles de contaminación (industria minera, cementera y de alimentos),
es necesaria la utilización de un sistema de sellado bastante efectivo, que cumpla con los
siguientes requerimientos [SKF, 2014]:

1. Retener el lubricante

2. Evitar el ingreso de contaminantes

3. Separar dos medios diferentes

4. Evitar las fugas de presión

Los sellos tienen múltiples diseños, desde los más simples hasta los más complejos; la
elección depende de la severidad y los niveles de contaminación [SKF, 2014].

Sistemas de lubricación:
Una lubricación inadecuada (ya sea con grasa o con aceite) puede generar fallas ca-
tastróficas en el equipo, por esta razón, se requiere que el rodamiento esté siempre lubri-
cado. Incluso, los fabricantes de rodamientos recomiendan lubricar de manera continua
[Little et al., 1996], de forma que en ningún momento exista exceso o defecto de lubri-
cante y no haya incremento en los indicadores de envolvente de aceleración o tempera-
tura. Un ejemplo de este sistema se muestra en la figura 1.3:

Figura 1.3: Sistema de lubricación automatizado para una turbina de viento, tomado de
[SKF, 2019]

Sistemas de enfriamiento:
En casos en los que el calor generado por la aplicación es mayor que el calor evacuado
por el rodamiento, la temperatura de operación del rodamiento se incrementa de manera
crı́tica y supera la temperatura de trabajo del lubricante, se utilizan sistemas de enfria-
miento de aceite con un intercambiador de calor externo. En el cual, el aceite cumple una
función de lubricante pero también de refrigerante. Tal como lo muestra la figura 1.4.
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Figura 1.4: Sistema de recirculación de aceite para un rodamiento CARB, tomado de
[SKF, 2019]

1.2.3. Fallas en los rodamientos
Una de las mayores motivaciones para la realización de este trabajo de tesis es la criticidad

de los rodamientos en los equipos industriales. Lamentablemente para los usuarios, los roda-
miento fallan de manera prematura por varios motivos que serán explicados posteriormente. Lo
interesante, es que estos modos no afectan a un sistema de cojinetes magnéticos, por lo tanto,
podemos decir que con esta tecnologı́a se conseguirá mejorar la confiabilidad de un equipo ası́
como la reducción de costos de mantenimiento en ciertos rangos de operación. Estadı́sticamen-
te se sabe que alrededor de 50 millones de rodamientos son reemplazados cada año por causa
de fallas o daños prematuros. Las principales razones por las cuales, los rodamientos fallan o
resultan dañados son las siguientes [SKF, 2014]:

Fatiga (33.3 %): La fatiga en las pistas de rodadura tiene que ver con un deterioro pro-
gresivo de la superficies en contacto durante la operación del rodamiento. La causa de
una fatiga prematura puede estar asociada a una sobrecarga del rodamiento debido a la
excesiva precarga, excesiva reducción del juego interno del rodamiento o incluso un des-
alineamiento.

Figura 1.5: Pista de rodadura cuyo modo de falla es de fatiga superficial, asociado una excesiva
carga en un sentido

En la figura 1.5, se pueden apreciar un ejemplo de fallas asociadas a una excesiva carga,
esto tambien se encuentra asociado a la fricción y el contacto entre las superficies.
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Problemas de lubricación(33.3 %): Tener un adecuado sistema de lubricación es vital
para el funcionamiento de un sistema de rodamientos, es ası́ que, la ausencia de lubri-
cantes puede provocar fallas catastróficas del rodamiento, generando incluso el sobre-
calentamiento y deformación del rodamiento, lo que puede ser causal de la fractura de
elementos adyacentes como ejes, árboles, carcasas, soportes, etc, tal como se muestra en
la figura 1.6

Figura 1.6: Aro interno de un rodamiento fallado por déficit de lubricación, producido por una
falla en los sensores de temperatura del rodamiento

Contaminación (16.7 %): El ingreso de contaminantes externos como agua, soluciones
quı́micas, polvos, partı́culas metálicas, sustancias abrasivas degradan las superficies en
contacto, lo que posteriormente genera problemas de corrosión, deformaciones plásicas,
degradación del lubricante y demás.

Otras razones (16.7 %): Las fallas en los rodamientos, también están asociadas a pro-
blemas durante el montaje o tolerancias inadecuadas.

1.3. Cojinetes magnéticos
Como se mencionó en las definiciones previas, una de las mayores bondades del sistema

magnético es la ausencia de fricción entre sus componentes. Esta caracterı́stica logra que el
sistema sea versátil y que a diferencia de un sistema de rodamientos no requiere sistemas adi-
cionales como lubricación o sellado. Son sistemas que tienen un tiempo de vida útil mucho
mayor, generando un incremento de su ı́ndice de confiabilidad.
Un sistema de cojientes magnéticos se muestra en la figura 1.7:

1.3.1. Principio de funcionamiento de un cojinete magnético
Un cojinete magnético activo (Active Magnetic Bearing, AMB) utiliza un campo de fuerzas

magnéticas controladas por un lazo de control cerrado, en este caso, el generador de campo
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Figura 1.7: Representación de un par de cojinetes magnéticos instalados en un compresor,
tomado de [SKF, 2013]

magnético o actuador es un electromagneto. Durante el arranque de un equipo o maquina-
ria, el AMB actúa como un estabilizador de posición, ya que, durante periodos transitorios de
inestabilidad y resonancia los AMB’s tienen la caracterı́stica de eliminar los altos niveles de
vibración, esta caracterı́stica no es posible para un sistema de rodamientos. Por esta razón los
AMB’s requieren de la incorporación un controlador de lazo cerrado a su sistema ya que solo
pueden generar fuerzas de atracción [Gosiewski and Mystkowski, 2008].
Las principales ventajas que ofrece un sistema de levitación magnética son las altas velocida-
des alcanzables por el rotor, control de la dinámica del rotor desde los soportes, eliminación
del desgaste, ausencia de lubricación, gran rango de temperaturas de operación y el uso de un
control electrónico para controlar la precisión al sistema.
La figura 1.8 presenta los componentes principales de un cojinete magnético activo.

Figura 1.8: Representación del Cojinete magnético, tomado de [Schweitzer et al., 2009]

Cada uno de estos elementos mostrado en la figura 1.8 cumple la siguiente función [Schweitzer et al., 2009]:

El sensor mide el desplazamiento del rotor tomando como punto inicial su posición de
referencia.

El procesador funciona como un controlador, ya que genera una señal de control a partir
de la medida que le entrega el sensor.

Un amplificador operacional transforma esta señal de control en una corriente de fuerza
para controlar la posición del rotor.
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La corriente de fuerza que llega a los actuadores, genera un campo electromagnético
cuya fuerza actúa sobre el rotor, esto provoca que mantenga su posición flotante.

La ley de control del sistema retroalimentado es responsable de la estabilidad del estado flotan-
te, para este trabajo de tesis se considera un PID como controlador.

1.3.2. Sistema de rodamientos Back-Up
Para cada AMB, se suele colocar un rodamiento de rodillos o de bolas, el cual es conocido

como sistema back-up y se encuentran montados alrededor del cojinete magnético. El objeti-
vo es proteger los componentes de un AMB en caso de una falla en el suministro de energı́a
eléctrica a los actuadores o sobrecarga.
Lo mencionado anteriormente es muy importante; ya que a diferencia de los rodamientos los
sistemas compuestos por cojinetes magnéticos no tienen fricción y tampoco requieren de lubri-
cación. Esto implica que por seguridad es necesario fijar la posición del rotor cuando el sistema
se encuentre apagado [Xu et al., 2018].
Para este trabajo de tesis se obviará el uso de rodamientos de back-up, debido a que las car-
gas que se van a considerar en el prototipo son pequeñas y colocar un sistema de rodamientos
de back-up, impedirı́a observar la capacidad de suspensión de los cojinetes magnéticos que se
diseñen.

1.3.3. Tipos de cojinetes magnéticos
Existen varios tipos de cojinetes magnéticos, y el primer criterio para clasificarlos es de

acuerdo a los grados de libertad que restringen al rotor:

Cojinetes magnéticos radiales: Restringen dos grados de libertad en el plano radial al
sistema [Schweitzer et al., 2009].

Cojinetes magnéticos axiales: Se restringe un solo grado de libertad, el desplazamiento
axial [Schweitzer et al., 2009].

Cojinetes magnéticos radiales – axiales: Se restrigen tres grados de libertad, dos des-
plazamientos en el plano radial y el desplazamiento total en la dirección axial[Schweitzer et al., 2009].

De todos los tipos de cojinetes descritos, el cojinete magnético radial es el más desarrollado
y estudiado, prueba de esto, es que, continuamente se investigan y desarrollan nuevas topo-
logı́as y disposiciones. Estos elementos han demostrado un gran potencial en aplicaciones
como máquinas centrifugas, bombas turbo-moleculares, compresores, maquinas herramien-
tas de alta velocidad y ultra precisión, motores sin rodamientos, volantes de alta velocidad
y demás[Zhang and Zhu, 2017].
Otro criterio para clasificar estos elementos, es la fuente de campo magnético que se induce en
la bobina:

Cojinetes magnéticos activos (Active Magnetic Bearings): Los cojinetes magnéticos
activos poseen la particularidad que el campo magnético es producido gracias al flujo
de corriente en los conductores de las bobinas de los actuadores. El campo magnético
generado se puede cuantificar con ayuda de la Ley de Ampere [Schweitzer et al., 2009].∮ −→

B .d
−→
l = µ0.Ienc (1.3.1)
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Cojinetes magnéticos pasivos (Passive Magnetic Bearings): Los cojinetes magnéticos
pasivos, utilizan como fuente de campo magnético a un imán permanente, el cual genera
fuerzas de atracción que hacen levitar al sistema, en este caso no existen componentes
electrónicos adicionales, y tampoco se requiere de un sistema de suministro de energı́a,
pero el flujo no se puede controlar, ya que el campo magnético es constante. La estructura
que poseen es mucho más sencilla y económica que la de un cojinete magnético activo o
hı́brido [Schweitzer et al., 2009].

Cojinetes magnéticos hı́bridos (Hybrid Magnetic Bearings): Los cojinetes magnéticos
hı́bridos son una combinación de ambos sistemas, usan magnetos permanentes y tambien
bobinas energizadas, el objetivo es reducir el consumo de corriente eléctrica en el sistema
para estabilizar al sistema, en el presente trabajo de tesis se va a utilizar este tipo de
cojinetes [Schweitzer et al., 2009].

1.3.4. Flujo de energı́a en un cojinete magnético
Los cojinetes magnéticos activos, tienen pérdidas mecánicas mucho menores a las de un

rodamiento o un cojinete de contacto hidrodinámico. Sin embargo, en vista que los cojinetes
magnéticos son sistemas que poseen conductores eléctricos, componentes eléctronicos y con-
troladores existen otras potenciales pérdidas de energı́a.
Si bien no existen pérdidas debido a la fricción mecánica, se pueden encontrar pérdidas aero-
dinámicas producto de la fricción existente entre el rotor y el aire circulante alrededor de él. El
hecho de que existan flujos magnéticos circulantes sobre el rotor produce que existan pérdidas
en el entrehierro provenientes de las corrientes inducidas de Eddy. Adicional a esto, se en-
cuentran las pérdidas en el cobre producto de la circulación de corriente por el conductor de
las bobinas. La figura 1.9 ilustra el diagrama de Sankey donde se pueden observar las pérdidas
energéticas en un sistema de cojinetes magnéticos activos.

Figura 1.9: Diagrama de Sankey que muestra la distribución de energı́a en un sistema de coji-
netes magnéticos activos, tomado de [Schweitzer et al., 2009]

A continuación se desarrolla el detalle en lo que respecta a pérdidas mecánicas:

Pérdidas aerodinámicas: Las pérdidas aerodinámicas son dominantes especialmente en
las aplicaciones en las cuales el rotor está sometido a altas velocidades [Schweitzer et al., 2009].

Pérdidas en el hierro: Las pérdidas magnéticas en el hierro son causadas por la varia-
ción del flujo magnético (B) en las partes ferromagnéticas (rotor y nucleo del cojinete
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magnético). Las corrientes de Eddy, generan pérdidas debido a la resistencia eléctrica
[Schweitzer et al., 2009].

1.3.5. Topologı́a de los cojinetes magnéticos
Un parámetro clave para el diseño de un sistema cojinetes magnéticos – rotor, es seleccionar

una topologı́a sensata, lo cual afecta el comportamiento total del sistema electromagnético. La
topologı́a indica que hay cojinetes magnéticos que pueden ser heteropolares u homopolares.
Los cojinetes heteropolares, como los Cojinetes Magneticos Radiales RMB (Radial Magnetic
Bearing) de 4 polos y los RMB de 8 polos son los más utilizados actualmente. Los cuales
están basados en la utilización en 4 electroimanes y 8 respectivamente. En la figura 1.10, se
muestra la geometrı́a y el circuito magnético además de los polos, el estator y las bobinas
[Zhang and Zhu, 2017].

Figura 1.10: Cojinete magnético heteropolar de 4 polos, tomado de [Zhang and Zhu, 2017]

En el caso de los Cojinetes Magnéticos heteropolares, los polos están distribuidos en el
mismo plano, el polo Norte y el polo Sur están arreglados mutuamente en la dirección circun-
ferencial.
Para el caso de los Cojinetes Magneticos Homopolares, los polos están distribuidos en dis-
tintos planos, por lo cual tienen un circuito magnético similar al mostrado en la figura 1.11
[Owusu-Ansah et al., 2016].

Figura 1.11: Cojinete magnético homopolar de 8 polos, geometrı́a y flujo magnético, además se
observa el detalle del uso de un magneto permanente, tomado de [Owusu-Ansah et al., 2016]
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1.3.6. Modelos comerciales de cojinetes magnéticos
Si bien los cojinetes magnéticos, son una tecnologı́a innovadora actualmente ya existen

modelos que se encuentran en el mercado. A continuación se hará una breve recopilación de
algunos modelos.

Siemens: La marca SIEMENS ha desarrollado el modelo comercial SIMOTICS®, el
cual, es utilizado en equipos cuyas condiciones de operación son muy severas como para
colocar un rodamiento. Esto incluye máquinas de gran potencia con ejes de gran diáme-
tro y que además operan a altas velocidades. Su diseño libre de lubricación asegura bajos
costos de mantenimiento y reducción del daño al medio ambiente. Este producto se uti-
liza en compresores colocados en áreas de conservación natural o en caso de equipos de
manufactura de plasticos para aplicaciones médicas.

Figura 1.12: Cojinete magnético SIMOTICS®usado en motores y compresores, tomado de
[Siemens, 2017]

La figura 1.12 muestra los cojientes magnéticos SIMOTIC®de la marca Siemens, que
además tienen incorporados rodamientos de back-up para la estabilización de la posición
del rotor y evitar la destrucción del equipo en caso de fallas eléctronicas o de fallas de
corriente [Siemens, 2017].

SKF: Al igual que SIEMENS, la marca emblemática de rodamientos SKF, ha desarrolla-
do una lı́nea de cojinetes magnéticos. La aplicación actual de estos soportes de maquina-
ria tiene su aplicación en soportes de aereadores centrı́fugos de alta velocidad que operan
en plantas de tratamiento de agua [SKF, 2013].

Figura 1.13: Cojinete magnético SKF S2M®en sopladores de aire centrı́fugos, tomado de
[SKF, 2013]

Un mayor detalle de estos modelos comerciales se puede encontrar en el Apéndice M.
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1.4. Teorı́a de Vibraciones
El análisis de vibraciones mecánicas es parte fundamental de este proyecto, ya que con ayu-

da de esta teorı́a, se podrá caracterizar el sistema desde el punto de vista dinámico, asimismo,
servirá para el análisis respectivo de los elementos diseñados.

1.4.1. Sistemas de un solo grado de libertad
El modelo básico para conceptualizar cualquier sistema mecánico, es el sistema de un solo

grado de libertad, el cual está compuesto por una masa, un resorte (representa la rigidez) y un
amortiguador (que no será tomado en cuenta en este proyecto). De acuerdo al modelo concep-
tual, el resorte y el amortiguador se encuentran en paralelo, tal como lo muestra la figura 1.14
[Gans, 2015]. Asimismo, la fuerza f, representa la excitación externa a la cual está sometido un
sistema de un grado de libertad:

Figura 1.14: Sistema de un solo grado de libertad, tomado de [Jazar, 2005]

En la misma figura 1.14 se pueden analizar las tres etapas de un sistema de un solo grado
de libertad. En la primera etapa se tiene el sistema en equilibrio estático y no vibra; en la
segunda etapa el sistema se encuentra oscilando debido a que se le retiró de su posición de
equilibrio. Finalmente, en la tercera etapa se muestra el diagrama de cuerpo libre del sistema
durante su movimiento, donde aplicando la Segunda Ley de Newton (equilibrio dinámico) se
obtiene la siguiente ecuación diferencial:

m · d
2x

dt2
+ c · dx

dt
+ k · x = f (1.4.1)

La solución de esta ecuación diferencial entregará como resultado información acerca de la
respuesta dinámica del sistema, es decir la oscilación del sistema, la cual se expresa como una
onda en el tiempo, la cual va a tener la forma expresada en el apéndice E, de donde se obtiene
el parámetro dinámico más importante, que es la frecuencia natural que representa la relación
entre la rigidez y la masa.

Frecuencia natural

⇒ ωn =

√
k

m
(1.4.2)

Amortiguamiento crı́tico La frecuencia natural no es la frecuencia a la cual el sistema
amortiguado va a oscilar, ya que el amortiguamiento afectará directamente al movimiento
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del sistema, por esa razón se define la variable amortiguamiento crı́tico:

⇒ Cc = 2 ·m · ωn (1.4.3)

Coeficiente de amortiguamiento Con esta variable, se va a definir el coeficiente de
amortiguamiento, el cual identificará al sistema de manera similar a lo especificado en
los fundamentos matemáticos:

⇒ ζ =
C

Cc
(1.4.4)

De manera que:

Un sistema crı́ticamente amortiguado cumple con la siguiente condición:

⇒ ζ = 1 (1.4.5)

La señal será similar a la de la figura 1.15:

Figura 1.15: Vibración libre de un sistema crı́ticamente amortiguado

Un sistema sobreamortiguado cumple con la siguiente condición:

⇒ ζ > 1 (1.4.6)

La señal obtenida será una similar a la figura 1.16:

Figura 1.16: Vibración libre de un sistema sobre amortiguado
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Un sistema subamortiguado cumple con las siguientes caracterı́sticas:

⇒ ζ < 1 (1.4.7)

La señal obtenida ası́ mismo será una similar a la figura 1.17

Figura 1.17: Vibración libre de un sistema submortiguado

Con lo descrito anteriormete, se pueden relacionar las ecuaciones matemáticas desarrolladas
con el coeficiente de amortiguamiento. Con esto se obtiene que la frecuencia de oscilación del
sistema es la siguiente:

⇒ ωd = ωn ·
√

1− ζ2 (1.4.8)

Todas estas señales representan la vibración libre de un sistema, es decir, cuando este se reti-
ra de su posición de equilibrio (condición inicial de borde) y empieza a oscilar, hasta que el
amortiguamiento existente genere que el sistema se detenga, tal como se mostró en las figuras
anteriores.
Asimismo, cuando el sistema se encuentra sometido a la acción de una excitación externa f, la
respuesta dinámica del sistema va a ser distinta, esto se determina con la solución particular de
la ecuación diferencial. Sin embargo, evaluar el sistema en el del dominio del tiempo es relati-
vamente complicado, por esa razón, se prefiere llevar este problema al dominio de la frecuencia
para observar su comportamiento.

1.4.2. Respuesta en frecuencia de un sistema de un solo grado de libertad
Los sistemas de un solo grado de libertad no solo tienen la posibilidad de conceptualizar un

sistema vibratorio, si no además reproducir algunos problemas que ocurren en muchos equipos
rotativos como vibraciones y ruido cuyas causas son las siguientes [Nijen, 2015]:

Desalineamiento

Problemas de montaje

Velocidades crı́ticas y desbalance

Todos estos inconvenientes mencionados tienen como punto en común que generan una excita-
ción sobre los sistemas vibratorios, cuya naturaleza matemática se asemeja mucho a la siguiente
expresión: [Jazar, 2005]

f = F · sen(ω · t) (1.4.9)
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Con lo cual reemplazando en esta excitación sobre la ecuación 1.4.1, tenemos lo siguiente:

m · d
2x

dt2
+ c · dx

dt
+ k · x = F · sen(ω · t) (1.4.10)

De acuerdo a [Stewart, 1995],[Jazar, 2005], la respuesta del sistema tendrá las siguiente solu-
ción:

x = A1 · sen(ω · t) +B1 · cos(ω · t) (1.4.11)

Realizando las operaciones matemáticas correspondientes en el dominio del tiempo, se tiene
que, la respuesta en el tiempo del sistema será descrito por la siguiente ecuación:

x = X · sen(ω · t− φx) (1.4.12)

En la ecuación 1.4.12 se observan dos valores que se desconocen, la amplitud(X) y el desfase(φx),
para determinar el valor de estas variables, se hace uso de la descomposición modal (referencia
en el Apéndice E), además teniendo como condición inicial que el sistema solo posee un único
grado de libertad, por lo tanto, un único modo de respuesta:
Es ası́ que a la ecuación 1.4.1, se le aplica la transformada de Fourier:

F [mq̈ + cq̇ + kq] = F [F (t)] (1.4.13)

Dando como resultado la siguiente expresión:

(−mω2 + icω + k) ˆq(ω) = ˙F (ω) (1.4.14)

Con lo cual a la relación entre la respuesta dinámica q̂ y la fuerza excitatriz F , será la siguiente:

ˆH(iω) =
1

−mω2 + icω + k
(1.4.15)

La ecuación 1.4.15 se puede reescribir de manera que esté en términos de la frecuencia natural
y el coeficiente de amortiguamiento, dando como resultado lo mostrado en la función compleja
1.4.16. En vista que tiene una componente real e imaginaria, esta función puede dividirse en
amplitud y desfase tal cualquier número complejo:

ˆH(iω) =
1/k

−( ω
ωn

)2 + 2iξ( ω
ωn

) + 1
(1.4.16)

La función 1.4.16 a la cual de ahora en adelante se denominará función de transferencia,
ya que representa la relación entre la entrada (excitación) y la salida (respuesta dinámica) del
sistema en el dominio complejo. El siguiente paso para continuar es analizar la diferencia de
ambas, y para esto se requiere obtener el factor de amplificación y la diferencia de fases.
La siguiente ecuación representa el factor de amplificación, el cual se obtiene a partir de
calcular el módulo de la función compleja:

ˆH(ω) =
1/k√

(1− ω
ωn

)2 + (2ξ ω
ωn

)2
(1.4.17)

Asimismo, la señal de salida entre la señal de entrada tienen un desfase, debido a la naturaleza
compleja de la función de transferencia, es ası́ que tomando como referencia el eje real, el
desfase de la respuesta con respecto a la entrada será la siguiente:

ˆH(ω) = − arctan(
(2ξ ω

ωn
)

(1− ω
ωn

)
) (1.4.18)
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De forma que la ecuación 1.4.18 representa el desfase de la respuesta con respecto a la excita-
ción.
En la figura 1.18 se observa como varı́a la respuesta en amplitud respecto al factor r = ω

ωn
,

por esa razón para tener la noción clara del ratio entre ambos, el factor de amplificación que se
grafica es el mostrado en la ecuación 1.4.19:

ˆH(ω) · X
F

(1.4.19)

Figura 1.18: Respuesta en amplitud de un sistema de un solo grado de libertad, tomado de
[Jazar, 2005]

De la misma manera, la figura 1.19 representa como varı́a la respuesta en desfase con res-
pecto a la excitación:

Figura 1.19: Respuesta en fase de un sistema de un solo grado de libertad, tomado de
[Jazar, 2005]
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1.4.3. Sistemas de varios grados de libertad
El modelo conceptual explicado anteriormente busca reproducir el comportamiento de un

sistema de un grado de libertad, el cual sirve para conceptualizar en primera instancia cualquier
sistema vibratorio de la realidad. Sin embargo, en casos en los que se requiera hacer un análisis
más exhaustivo se puede recurrir a un sistema de varios grados de libertad, un ejemplo de estos
sistemas es el que se muestra en la figura 1.20:

Figura 1.20: Modelo conceptual de un sistema de varios grados de libertad, tomado de
[Jazar, 2005]

1.4.4. Frecuencias naturales y modos de vibración
Los sistemas con más de un grado de libertad tienen múltiples frecuencias naturales, múlti-

ples modos de vibración, e interacción de modos. Éstas caracterı́sticas hacen a los sistemas de
varios de libertad distintos a los sistemas de un solo grado de libertad. [Jazar, 2005]. Para el
modelamiento de un sistema de varios grados libertad es necesario, usar un grupo o conjunto
de coordenadas generalizadas.
Tal como se muestra en el siguiente vector:

x = [x1, x2, x3, ...xn]T (1.4.20)

Debido a que se desea conceptualizar el sistema de manera convencional, se van a aplicar con-
diciones de linealidad al igual que los de un solo grado, tal como lo describen varios autores
[Nijen, 2015][Jazar, 2005]. Por lo tanto, se va a tomar como referencia la ecuación 1.4.1, pa-
ra extrapolarla a un sistema generalizado; utilizando notación simbólica pero en un sistema
matricial:

[M ]ẍ+ [C]ẋ+ [K]x = F (1.4.21)

Donde el término [M ] corresponde a la matriz de masa, [K] hace referencia a la matriz de
rigidez generalizada y [C] es una matriz de amortiguamiento, todos estos términos se pueden
obtener producto de un arreglo hecho a partir de las ecuaciones de la dinámica procedentes
del principio de D’Alembert o del método de la flexibilidad. De manera similar a los sistemas
de un solo grado de libertad, va a ser necesario resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
para poder obtener los parámetros dinámicos del sistema.
Uno de los parámetros más importantes para caracterizar un sistema de varios grados de libertad
es determinar sus modos de vibración libre y sus frecuencias fundamentales, a este análisis se le
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conoce como análisis modal. Para realizar este análsis de manera teórica es necesario eliminar
el efecto de la fuerza excitante y el amortiguamiento en el sistema de ecuaciones diferenciales,
es ası́ que se obtiene la siguiente ecuación:

[M ]ẍ+ [K]x = 0 (1.4.22)

La solución de la ecuación diferencial 1.4.22 arroja como resultado al vector de desplazamien-
tos en vibración libre y sus respectivas frecuencias naturales.

1.5. Vibraciones en sistemas continuos
Las vibraciones em sistemas continuos, los cuales tambien son llamados sistemas distribui-

dos (”distributed systems”), son considerados en este capı́tulo ya que este modelo conceptual
servirá para determinar el comportamiento dinámico del rotor.
Las ecuaciones de movimiento de sistemas continuos (cuerdas, ejes, barras, rotores o vigas)
van a ser ecuaciones diferenciales parciales. Estas ecuaciones provienen de hacer un diagrama
de cuerpo libre, de un elemento diferencial de un sistema particular y aplicar la Segunda Ley
de Newton, para el movimiento del cuerpo. La ecuación de vibración libre se halla asumiendo
un movimiento armónico y aplicando las condiciones de borde.[Singiresu et al., 1995]

1.5.1. Vibración lateral en vigas
Si se considera el diagrama de cuerpo libre de un elemento de la viga mostrada en la figura

1.21, donde M(x, t)es el momento flector, V (x, t) es la fuerza de corte, y f(x, t) es la fuerza
externa por unidad de longitud actuando sobre la viga. La fuerza de inercia que actúa en el
elemento de la viga es:

ρA(x)dx
∂2w

∂t2
(x, t) (1.5.1)

La ecuación de movimiento en la dirección z está dada por la Segunda Ley de Newton:

−(V + dV ) + f(x, t)dx+ V = ρA(x)dx
∂2w

∂t2
(x, t) (1.5.2)

Donde ρ representa la densidad, A(x) es la sección transversal de la viga. La ecuación de
momentos sobre el eje y, con respecto al punto O, referente a 1.21 es:

(M + dM)− (V + dV )dx+ f(x, t)dx
dx

2
−M = 0 (1.5.3)
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Figura 1.21: Diagrama de Cuerpo Libre de un elemento diferencial de una viga, tomado de
[Singiresu et al., 1995]

Basado en las ecuaciones descritas anteriormente, se tiene que:

dV =
∂V

∂x
dx (1.5.4)

dM =
∂M

∂x
dx (1.5.5)

Reemplazando esto en la ecuación 1.5.3, se tiene que:

−∂V
∂x

(x, t) + f(x, t) = ρA(x)
∂2w

∂t2
(x, t) (1.5.6)

∂M

∂x
(x, t)− V (x, t) = 0 (1.5.7)

Usando la relación V = ∂M
∂x

, las ecuaciones vienen a ser:

−∂
2M

∂x2
(x, t) + f(x, t) = ρA(x)

∂2w

∂t2
(x, t) (1.5.8)

La teorı́a elemental de vigas (tambien conocida como la teorı́a de Euler Bernoulli), indica que
la relación entre momento flector y la deflexión puede ser expresada como:

M(x, t) = EI(x)
∂2w

∂x2
(x, t) (1.5.9)

Donde E representa el módulo de elasticidad del material, I(x) representa el momento de
inercia de la sección transversal al eje y de acuerdo a la figura 1.21. Reemplazando la Ecuación
de Bernoulli, se obtiene la ecuación de movimiento para la vibración lateral forzada para una
viga no uniforme:

∂2

∂x2
[EI(x)

∂2w

∂x2
(x, t)] + ρA(x)

∂2w

∂t2
(x, t) = f(x, t) (1.5.10)

Para una viga uniforme, la ecuación se reduce a:

EI
∂4w

∂x4
(x, t) + ρA

∂2w

∂t2
(x, t) = f(x, t) (1.5.11)
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Para vibración libre se tiene que f(x, t) = 0, entonces:

c2∂
4w

∂x4
(x, t) +

∂2w

∂t2
(x, t) = 0 (1.5.12)

Donde,

c =

√
EI

ρA
(1.5.13)

La ecuación de vibración libre puede ser hallada usando el método de separación de variables
como:

w(x, t) = W (x)T (t) (1.5.14)

Donde sustituyendo las ecuaciones y haciendo los arreglos correspondientes se tiene lo siguien-
te:

c2

W (x)

d4W (x)

dx4
= − 1

T (t)

d2T (t)

dt2
= a = ω2 (1.5.15)

Donde a = ω2 es una constante positiva. La ecuación puede ser escrita de la siguiente manera:

d4W (x)

dx4
− β4W (x) = 0 (1.5.16)

d2T (t)

dt2
+ ω2T (t) = 0 (1.5.17)

Donde,

β4 =
ω2

c2
=
ρAω2

EI
(1.5.18)

La solución de la ecuación 1.5.17, puede expresarse de la siguiente manera:

T (t) = Acos(ωt) +Bsen(ωt) (1.5.19)

Donde A y B son constantes que pueden ser halladas a partir de las condiciones iniciales. Para
la solución de la ecuación 1.5.16, se asume:

W (x) = Cesx (1.5.20)

Donde C y s son constantes, y se derivan de la ecuación auxiliar:

s4 − β4 = 0 (1.5.21)

Las raı́ces de la ecuación vienen a ser las siguientes:

s1, 2 = +− β (1.5.22)

s3, 4 = +− iβ (1.5.23)

Donde C1, C2, C3 y C4 son constantes. La solución tambien puede ser expresada como:

W (x) = C1cos(βx) + C2sen(βx) + C3cosh(βx) + C4senh(βx) (1.5.24)

o tambien,

W (x) = C1(cos(βx)+cosh(βx))+C2(cos(βx)−cosh(βx))+C3(sen(βx)+senh(βx))+C4(sen(βx)−senh(βx))

La frecuencia natural de la viga se calcula de la siguiente manera:

ω = β2

√
EI

ρA
= (βl)2

√
EI

ρAl4
(1.5.25)

Las constantes dependen de las condiciones de borde y a la configuración que se le asigne a la
ecuación y a la configuración [Singiresu et al., 1995].
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1.6. Análisis modal
El análisis modal es un proceso para describir un sistema de caracterı́sticas lineales en

términos de su frecuencia natural y modos de vibración. De manera similar a como se descri-
be un sistema por sus caracterı́sticas fı́sicas tales como su masa y la rigidez; el análisis modal
otorga información sobre el comportamiento dinámico de esta. El análisis modal hace más fácil
resolver problemas de vibración debido al desacoplamiento de las ecuaciones de movimiento.
Estos modos de vibración son ortogonales entre sı́ y dependen únicamente de la frecuencia de
vibración [Nijen, 2015].

Figura 1.22: Ejemplo de Análisis Modal Experimental, tomado de [Schmitz and Smith, 2011]

El cálculo de los parámetros modales, tambien se puede hacer utilizando el Método de
los elementos finitos, el cual consiste en la discretización de la estructura de manera que se
puedan asumir ciertas condiciones de borde iniciales. Para validar este modelo, es necesaria una
validación o calibración usando un modelamiento matemático convencional o usar un modelo
experimental. Especialmente para sistemas dinámicos complejos (aviones, naves espaciales) se
hace necesaria la validación experimental para asegurar que no existan efectos dinámicos que
estén siendo despreciados durante el modelamiento [Nijen, 2015].
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Capı́tulo 2

Diseño conceptual del sistema

En este capı́tulo se presenta el desarrollo de la ingenierı́a conceptual y básica del prototipo
a partir de los requerimientos del cliente (Grupo de Investigación de Cojinetes Magnéticos).

2.1. Descripción de la metodologı́a
Para la realización de la ingenierı́a conceptual del sistema se va a tomar en cuenta las consi-

deraciones y pasos expuestos por la metodologı́a basada en la norma VDI 2221 [Pahl and Beitz, 2013].
La fortaleza de esta metodologı́a se fundamenta en su procedimiento estándar. Ya que el diseño
de todo el sistema, se descompone a partir de su función principal en sub funciones que per-
miten la búsqueda de alternativas para cada sub función y de esa forma encontrar una solución
óptima al problema planteado. A continuación se muestra un esquema en el cual se observa el
proceso para la obtención del diseño conceptual del sistema.[Pahl and Beitz, 2013]

Figura 2.1: Secuencia de etapas que se va a emplear para la ingenierı́a conceptual del sistema,
tomado de [Pahl and Beitz, 2013]

39



2.2. Lista de exigencias
El primer paso de la ingenierı́a conceptual es la generación de una lista de exigencias. Este

documento explica de forma clara y concisa, todos los requerimientos que se toman en cuenta
para diseño del sistema. Para la elaboración de esta lista de exigencias se ha tomado en cuenta
el procedimiento que se muestra en la figura 2.2.

Figura 2.2: Secuencia de abstracción para obtener la lista de exigencias, tomado de
[Pahl and Beitz, 2013]

Planificación del Proyecto La primera etapa de la elaboración del proyecto consiste en
la fijación de plazos para la entrega, ası́ como la definición del tema de desarrollo.
Se ha propuesto como tema de tesis, el diseño, fabricación y análisis dinámico de un
rotor rı́gido suspendido sobre cojinetes magnéticos radiales que sirva como un pro-
totipo para la investigación e identificación de sistemas, de forma que sea posible validar
resultados analı́ticos provenientes de modelos matemáticos que permitan estudiar el com-
portamiento de los equipos rotativos que usen cojinetes magnéticos como soportes.

Definición de los parámetros de diseño del cliente En base a lo explicado anteriormen-
te, los parámetros de diseño básicos proporcionados por el cliente son los siguientes:

• Función Principal: Reproducir la dinámica de un rotor apoyado sobre cojinetes
magnéticos.

• Masa del rotor: 5-6 kg
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• Velocidad de giro variable: 1800 rpm - 2300 rpm

• Posición del rotor: Horizontal

• Número de apoyos del rotor: 1 apoyo fijo y 1 apoyo móvil

• Fuerza externa estática: 0 kgf - 3 kgf (Vertical)

• Posición de la carga: Desplazable a lo largo del eje

• Número de sensores: 4

• Unidades a fabricar: 1

• Entorno de operación: Laboratorios - PUCP (Piso de concreto)

• Presupuesto: S/.22 000

Determinación de los deseos y exigencias
Los deseos y exigencias obtenidas de acuerdo al proceso explicado anteriormente, se
detallan en la lista de exigencias adjunta:

2.2.1. Elaboración de lista de exigencias
LISTA DE EXIGENCIAS Revisión:

B.B.G.
/J.A.M.
/A.C.C.

PROYECTO: Diseño de un sistema Rotor-Cojinetes
magnéticos para pruebas experimentales

Fecha:
23/12/2017

OBJETIVO: Tesis para optar tı́tulo de Ingeniero
Mecánico-PUCP

Elaboración:
E.A.J.

Fecha: Deseo(D)/
Exigen-
cia(E)

DESCRIPCIÓN Responsable:

23/12/17 E FUNCIÓN PRINCIPAL:Reproducir expe-
rimentalmente la dinámica de un sistema
compuesto por un rotor suspendido sobre
cojinetes magnéticos radiales.

E.A.J.
/J.L.J
/B.H.B

23/12/17 E CONTROL: Se debe lograr que el sistema se
estabilice en el centro del alojamiento del coji-
nete magnético, luego de un tiempo de estabili-
zación.

J.L.J
/B.H.B.

23/12/17 E CINEMÁTICA: El rotor rı́gido debe girar a dis-
tintas velocidades durante su operación, éstas
deben ser controladas por el operador y en es-
te rango se deben poder observar condiciones
dinámicas de operación diferentes.

E.A.J.

23/12/17 D MONTAJE: El prototipo debe ser de fácil mon-
taje y desmontaje además de ser movilizado con
facilidad.

E.A.J.
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LISTA DE EXIGENCIAS Revisión:
B.B.G.
/J.A.M.
/A.C.C.

PROYECTO: Diseño de un sistema Rotor-Cojinetes
magnéticos para pruebas experimentales

Fecha:
23/12/2017

OBJETIVO: Tesis para optar tı́tulo de Ingeniero
Mecánico-PUCP

Elaboración:
E.A.J.

Fecha: Deseo(D)/
Exigen-
cia(E)

DESCRIPCIÓN Responsable:

23/12/17 E CINÉTICA: Se debe aplicar una carga vertical
estática sobre el rotor. Se debe lograr que el giro
del eje se dé gracias a un torque, que reduzca
en lo posible las fuerzas de flexión sobre el rotor
en la zona del acoplamiento.

E.A.J.

17/01/18 E CONDICIONES DE BORDE: Se debe buscar
cumplir las especificaciones de los parámetro,
es decir lograr que la carga estática sea vertical
en su totalidad y tenga una magnitud constante.

E.A.J.
/B.H.B
/J.L.J.

14/01/18 D FABRICACIÓN: Se deben usar elementos, ma-
teriales y procesos de fabricación disponibles en
talleres de la ciudad de Lima.

E.A.J.

23/12/17 E SEGURIDAD: El sistema debe manipularse
con seguridad para el operario y el sistema en
sı́ mismo

E.A.J.

14/01/17 D ERGONOMÍA: El sistema debe ser ergonómi-
co para el operador en dimensiones.

E.A.J.

23/12/17 D DIMENSIONES: Se debe adaptar el sistema
prototipo a las siguientes dimensiones;Largo=1
metro; Ancho:0.5 metros ;Alto: 1.5 metros

E.A.J.

23/12/17 E MEDICIÓN: Se debe tener una lectura de la
posición del eje con respecto al centro del alo-
jamiento del soporte. Asimismo, se debe tener
una lectura de la velocidad de giro del eje.

E.A.J.
/J.L.J
/B.H.B

23/12/17 E ENERGÍA: La energı́a de ingreso al sistema de-
be ser eléctrica y alterna, con 60 Hz de frecuen-
cia y 220 V de corriente. El establecimiento de
las condiciones de operación (velocidad y car-
ga) debe ser con energı́a humana del operador

E.A.J.

23/12/17 E FECHA DE ENTREGA: El sistema debe estar
fı́sicamente construido e montado como fecha
lı́mite 30/08/2018

E.A.J.

Cuadro 2.1: Lista de Exigencias (continuación)
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2.3. Identificación del problema principal
En base a la lista de exigencias presentada anteriormente, se usa una secuencia de pasos

para delimitar el problema principal:

2.3.1. Primer paso: Eliminar preferencias personales
Replicar experimentalmente la dinámica de un rotor suspendido sobre cojinetes magnéti-
cos

El rotor debe tener una velocidad de giro de trabajo variable

Se debe estabilizar la posición del rotor

Se debe colocar una carga vertical externa de carácter estático actuando sobre el rotor

El sistema fı́sico se debe fabricar a partir de materiales adecuados para la operación y
funcionamiento óptimo

El diseño propuesto debe ser factible para la fabricación local

2.3.2. Resultados del segundo y tercer paso: Resumir requerimientos en
los más esenciales

El sistema debe replicar experimentalmente la dinámica de un sistema rotor – cojinetes
magnéticos.

Se debe colocar una carga externa de carácter estático.

2.3.3. Resultados del cuarto paso: Generalizar
Reproducir experimentalmente la dinámica de un rotor operando a velocidad variable,
suspendido sobre cojinetes magnéticos.

Colocar una carga externa estática

2.3.4. Identificación del problema principal: Formulación de problemas
Diseñar un sistema que reproduzca experimentalmente la dinámica de un rotor rı́gido
que opera a velocidad de giro variable, suspendido sobre cojinetes magnéticos radiales
mientras una carga estática vertical actúa sobre él.

2.4. Definición de la estructura de funciones: Función prin-
cipal - subfunciones

2.4.1. Función principal
La función total del sistema fı́sico se puede representar mediante una caja negra represen-

tada en la figura 2.3, cuyas entradas y salidas se encuentran representadas de modo cualitativo,
y además están detalladas en los siguientes párrafos:
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Figura 2.3: Diagrama general del diseño del sistema rotor-cojinetes magnéticos

Función principal:Representar experimentalmente la dinámica de un sistema formado
por un rotor soportado sobre cojinetes magnéticos.

Entradas

• Energı́a electrica: El banco de pruebas debe tener como entrada energı́a eléctrica
220 V y 60 Hz, tanto al accionamiento como al sistema de cojinetes magnéticos.

• Energı́a humana: La carga estática externa debe ser manipulada por energı́a hu-
mana, de forma que se pueda acondicionar el lugar y la magnitud.

• Señales de entrada: El sistema debe recibir señales de entrada con el objetivo de
que se controle la posición del rotor y la velocidad del motor.

Salidas

• Calor: La energı́a eléctrica que fluye a través de los conductores generará calor
debido al efecto Joule.

• Ruido: El movimiento del sistema va generar ruido en su interacción con el aire
circulante por el exterior.

• Vibraciones: Todo sistema dinámico tiende a generar vibraciones en todos sus ele-
mentos.

• Señales de salida: Se debe obtener una lectura confiable de la posición del eje
respecto al centro del cojinete ası́ como de la velocidad de giro del rotor.

2.4.2. Subfunciones del sistema
La función principal descrita en los párrafos o diagramas anteriores se subdividirá en nuevas

sub funciones que permitan afrontar el problema de una manera más eficiente.
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Figura 2.4: Estructura de funciones
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2.5. Búsqueda de alternativas de solución
De acuerdo al procedimiento especificado en la figura 2.1, el siguiente paso para la elabo-

ración del diseño conceptual del prototipo, es la búsqueda de alternativas de solución para cada
una de las subfunciones definidas en la figura 2.4.

2.5.1. Matriz morfológica
La búsqueda de los conceptos de solución se ha esquematizado como se muestra en la

matriz que se muestra en la figura 2.5 y en la figura 2.6. Donde además se han realizado com-
binaciones, cuya leyenda se muestra luego de realizar las combinaciones necesarias:
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Figura 2.5: Matriz morfológica-búsqueda de alternativas de solución
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Figura 2.6: Matriz morfológica-búsqueda de alternativas de solución (continuación)

2.6. Combinación de principios de trabajo
En base a lo mostrado en la matriz morfológica, se pueden plantear la combinación de los

principios de trabajo, de forma que se puedan plantear los siguientes conceptos de solución:

2.6.1. Concepto de Solución 1
El primer concepto de solución, trabajara con un sistema de variación de frecuencia para el

motor de corriente alterna (AC), los apoyos del rotor son un par de cojinetes magnéticos. Se
transmite el movimiento por contacto o forma, la carga utilizada ejerce su fuerza a través de la
gravedad, la carga se desplaza por contacto directo sobre el rotor y fija su posición al rotor por
medio de la fricción.
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Figura 2.7: Esquema del concepto de solución 1

2.6.2. Concepto de solución 2
El segundo concepto de solución tambien trabaja con un motor de corriente alterna (AC)a,

el rotor se apoya sobre cojinetes magnéticos radiales, el movimiento se transmite por fricción,
la carga se gradúa a través de la presión hidráulica, el desplazamiento de la carga es por un
sistema magnético y se fija la carga por contacto.

Figura 2.8: Esquema del concepto de solución 2

2.6.3. Concepto de solución 3
El tercer concepto de solución funciona con un motor de corriente directa (DC) y donde

se varı́a el voltaje a través de un sistema PWM, que debe estar integrado con un conversor
de corriente alterna a corriente directa. La transmisión de movimiento es a través de fuerzas
magnéticas. La fuerza se regula a través de la deformación de un resorte. La fricción se utiliza
para desplazar la carga y la fijación se realiza por medio de fuerzas magnéticas.
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Figura 2.9: Esquema del concepto de solución 3

2.7. Evaluación Preliminar de los conceptos de solución
Luego de plantear las alternativas de solución correspondientes al problema planteado se

realiza una evaluación preliminar de los conceptos de solución de forma que, bajo ciertos crite-
rios definidos previamente en la lista de exigencias se pueda seleccionar uno de los conceptos
para fortalecerlo y tener un proyecto preliminar definitivo.

Cuadro de evaluación preliminar Conceptos de solución
Función Nr. Descripción W 1 1x 2 2x 3 3
Función
principal

1 Reproducir experimentalmente la
dinámica del sistema

1 4 4 3 3 3 3

Cinemáti-
ca

2 Velocidad variable 1 4 4 3 3 4 4

Control 3 Tiempo de estabilización 1 3 3 2 2 1 1
Cinética 4 Torque puro 1 2 2 3 3 4 4
Cinética 5 Carga vertical estática 1 4 4 3 3 3 3
Fabricación 7 Factibilidad de la fabricación local 1 3 3 2 2 3 3
Montaje 8 Facilidad de montaje y desmontaje 1 2 2 1 1 2 2
Seguridad 9 Seguridad para el usuario durante

la operación
1 2 2 3 3 2 2

Ergonomı́a 10 Comodidad para el usuario 1 4 4 4 4 4 4
TOTAL 10 28 24 26

Cuadro 2.2: Cuadro de evaluación preliminar de los conceptos de solución

Luego de revisar la evaluación completamente detallada en el cuadro 2.2, se muestra que, el
concepto de solución que se encuentra más acorde con lo solicitado por las exigencias es el con-
cepto de solución 1. Sin embargo, este concepto va a pasar por un proceso de fortalecimiento
de manera que, se encuentre definido para la etapa de cálculos y selección de componentes.
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2.8. Fortalecimiento del concepto de solución seleccionado
En base al primer concepto de solución, se plantean las siguientes variantes que permitan

definir desde un punto de vista técnico y económico todas las alternativas para determinar el
proyecto definitivo final. Asimismo en esta etapa se considera el desarrollo de selección de las
alternativas de solución para las funciones auxiliares como:

Soportar al prototipo diseñado

Soportar a los cojinetes magnéticos

Fijación axial del rotor

2.8.1. Primer proyecto preliminar
EL primer proyecto acopla el motor con el rotor a través de un acoplamiento flexible de

mandibula, asimismo se contempla el uso de soportes fabricados de bronce, la fijación axial
del rotor es a través de un cojinete axial contacto. La carga se desplaza a través de por medio
del operador, que va sobre rieles y que se fija a través de prisioneros. Se usan pesos calibrados
como alternativa para la regulación de la carga. La estructura debe estar soportada por una
estructura metálica anclada al piso. El proyecto preliminar propuesto se encuentra en la figura
2.10.

Figura 2.10: Esquema del primer proyecto preliminar propuesto

2.8.2. Segundo proyecto preliminar
El segundo proyecto definitivo tiene las siguientes caracterı́sticas, se utiliza un acople de

doble lazo, se usa un rodamiento axial para la fijación, las piezas que soportan a los soportes
son de aluminio. La carga es fijada mediante un buje y la carga se representa mediante collarines
partidos. La estructura de soporte inferior es de acero. El proyecto propuesto se encuentra en la
figura 2.11.
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Figura 2.11: Esquema del segundo proyecto preliminar propuesto

2.8.3. Tercer proyecto preliminar
La tercera variante del diseño, usa un acople omega. La fijación axial se ha realizado me-

diante un sistema electromagnético. La carga se posiciona por medio un sistema que está aco-
plado a la carcasa. A diferencia de los diseños anteriores se propone una sola carcaza bi partida
de aluminio para soportar los cojinetes y el rotor. Todo se soporta sobre una base anclada de
concreto. El tercer proyecto preliminar se muestra en la figura 2.12.

Figura 2.12: Esquema del tercer proyecto preliminar propuesto
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2.9. Evaluación de las variantes
En base a los proyectos preliminares propuestos anteriormente, se evaluarán de acuerdo a

criterios técnicos y económico. Por lo cual, se hace necesario analizar en base a la información
correspondiente:

Soportes Se va a realizar una evaluación en base a las propiedades magnéticas y propie-
dades mecánicas del material de los soportes. Asimismo, el costo de fabricación de estos
componentes.

Criterio Soporte de
madera

Soporte de
Aluminio

Soporte de
bronce

Costo del material (E) 3 2 1
Propiedades magnéti-
cas (T)

3 1 2

Factibilidad para el me-
canizado (T-E)

1 3 2

Propiedades mecánicas
(T)

1 3 2

Disipación de Calor (T) 1 3 2
Total 10 12 9

Cuadro 2.3: Cuadro de Evaluación de materiales para el soporte

Comentarios sobre el cuadro de evaluación 2.3:
En el cuadro de evaluación 2.3, se muestran todos los criterios de evaluación, asignando
los valores de 1-3, según corresponda. La tabla asigna a cada criterio un valor que puede
variar de 1 a 3, asignando el valor de 3 a la mejor y el valor de 1 a la menos óptima.

Costo del Material: El criterio más sencillo de evaluación es la selección del material
de acuerdo al costo que representa. De esta manera, por la geometrı́a de los soportes,
se requiere una pieza de madera significarı́a la mejor opción por su costo más bajo, en
segundo lugar el aluminio y en tercer lugar una pieza de bronce.

Propiedades Magnéticas: El segundo criterio son las propiedades magnéticas del mate-
rial, en vista que la idea del soporte es poder aislar magnéticamente al cojinete para que
todo el campo magnético generado por las bobinas, se requiere un material que sea para-
magnético. Por lo cual, el material que no tiene electrones es la madera, por lo es el más
valorado en este punto; el soporte de aluminio y el soporte de bronce tienen propiedades
magnéticas similares, sin embargo el bronce tiene propiedades magnéticas ligeramente
superiores [Torres Velásquez et al., 2016].

Factibilidad para el mecanizado: En vista que los cojinetes magnéticos deben tener una
buena fijación al igual que los rodamientos convencionales. Es necesario que el material
favorezca un adecuado mecanizado. Con lo cual, la madera es un material al que no se
llegan a tolerancias de fabricación esperadas. El aluminio y el bronce no son materiales
que se destaquen por su maquinabilidad; sin embargo, el aluminio tiene un ı́ndice de
maquinabilidad que varı́a entre 5.00 y 1.25, a diferencia del bronce, cuyo ı́ndice es 0.65
[Groover, 2007].
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Propiedades mecánicas: En vista que todo sistema mecánico estará sometido a esfuer-
zos y cargas externas, es necesario evaluar las propiedades mecánicas para evitar fallas
por resistencia. En este punto la madera, por sus caracterı́sticas anisotrópicas, pueden
tener fallas por resistencias en ciertas direcciones del esfuerzo. El bronce es el elemento
superior en cuanto a resistencia mecánica, ya que su resistencia a la tensión es de 411
MPa y la del aluminio es de 125 MPa [Groover, 2007], sin embargo al tratarse de un pro-
totipo y no existir una gran magnitud de carga, no se requieren altos niveles de resistencia,
por lo tanto, se opta por seleccionar al aluminio como el material más adecuado.

Disipación de calor: En vista que las bobinas van a generar calor durante su funciona-
miento, se espera que, el material que se use, pueda disipar de manera efectiva el calor
generado. La madera, al ser un polı́mero natural tiene un valor de conductividad térmica
bastante bajo. Los metales como el Aluminio y el bronce tienen mayor valor de conduc-
tividad térmica, sin embargo, el aluminio es mayor con 237 W

m−K y el bronce tiene 116
W

m−K [Groover, 2007].

2.9.1. Evaluación técnico-económica de los proyectos preliminares
Una vez que se han definido las variantes, se procede a evaluar técnica y economicamente

cada una de ellas para poder seleccionar la más adecuada.

Evaluación Técnica:
A continuación se muestran los criterios técnicos de acuerdo a la lista de exigencias
descrita anteriormente:

E.A. Prototipo de Cojinetes Magnéticos Variantes
No Criterios Técnicos V1 V2 V3 Ideal

Descripción g p pg p pg p pg p pg
1 Función principal 3 3 9 4 12 4 12 3 12
2 Control 2 2 4 4 8 3 6 2 8
3 Cinemática 2 3 6 4 8 3 6 4 8
4 Fabricación y montaje 1 3 3 3 3 2 2 4 4
5 Seguridad 1 2 2 2 2 4 4 4 4
6 Ergonomı́a 1 3 3 3 3 3 3 4 4
7 Movilidad 1 4 4 4 4 1 1 4 4

Total 31 40 34 44
Rt 0.70 0.91 0.77 1

Cuadro 2.4: Evaluación técnica de las variantes propuestas para el prototipo

Evaluación Económica:
A continuación se muestran los criterios económicos que se consideran para seleccionar
el prototipo más adecuado
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E.A. Prototipo de Cojinetes Magnéticos Variantes
No Criterios Económicos V1 V2 V3 Ideal

Descripción g p pg p pg p pg p pg
1 Costo de fabricación 2 3 6 4 8 2 4 4 8
2 Costo de montaje 2 2 4 4 8 2 4 4 8
3 Costo de mantenimiento 1 3 3 3 3 2 2 4 4
4 Disponibilidad de las piezas 1 4 4 2 2 4 4 4 4
5 Número de piezas 1 3 3 4 4 2 2 4 4

Total 20 25 16 28
Re 0.71 0.89 0.57 1

Cuadro 2.5: Evaluación económica de las variantes propuestas para el prototipo

Basado en este cuadro de evaluación, se muestran los resultados en la gráfica 2.13:

Figura 2.13: Cuadro de evaluación técnico - económica

Tal como lo especifica la norma VDI 2225, se debe seleccionar como proyecto preliminar
más viable, el que se encuentre más cercano al punto ideal. Tal como se ve en la figura 2.13, el
proyecto preliminar 2 es el más cercano y por lo tanto queda como proyecto definitivo y será
la lı́nea base sobre la cual se materializarán los planos de fabricación del prototipo.

2.10. Descripción del diseño conceptual seleccionado
Luego de realizar el proceso de análisis de las variantes o proyectos preliminares, se ha

seleccionado la variante 2 (V2), la cual consiste en un rotor macizo de acero, con soportes
de aluminio. El posicionamiento de la carga se realiza a través de un buje sin chaveta (se
ajustarán y desajustarán los pernos respectivos para controlar el desplazamiento axial de la
carga). Asimismo, la variación de la magnitud de la carga se dará a través de anillos de acero
calibrado, los cuales serán intercambiables para cada prueba. El motor y el rotor se acpplan
mediante un acople flexible de doble lazo. Las bobinas son radiales y van dentro de los soportes.
La fijación axial del rotor se da a través de un rodamiento axial de bolas de doble efecto. El
sistema debe estar soportado sobre una estructura de acero.
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Capı́tulo 3

Cálculos y especificaciones de fabricación

En el capı́tulo anterior se desarrolló la ingenierı́a conceptual y la ingenierı́a básica del pro-
totipo. En este capı́tulo se presentan los cálculos, normas, y verificaciones necesarias para el
dimensionamiento del prototipo, ası́ como la ingenierı́a a básica y de detalle.

3.1. Rotor
Tal como lo menciona el tı́tulo del trabajo de tesis, el rotor debe tener un comportamiento

rı́gido. Tomando esto como referencia, un rotor se considera rigido cuando un desbalance no
va a generar ningún efecto dinámico considerable sobre el elemento. Incluso por encima de la
velocidad de operación [Rao, 1996].

3.1.1. Análisis de rigidez del rotor
En vista que el rotor se comporta como una viga continua y el cojinete que se usa como

apoyo es de tipo magnético, se puede modelar al rotor como una viga continua que se encuentra
libre en sus dos extremos, pero con una restricción de desplazamiento axial (debido al roda-
miento). Para verificar la rigidez del elemento, se va a utilizar el análisis de vibraciones por
el método analı́tico y por el método de elementos finitos, esto último debido a la geometrı́a
compleja del cuerpo final del rotor. Sin embargo, tal como se mencionó en la sección 1.7 el
método de elementos finitos requiere una validación analı́tica o experimental para poder cali-
brar el modelo y las corresponientes condiciones de borde. Por lo tanto, se plantea la estrategia
de cálculo mostrada en la figura 3.1:
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Figura 3.1: Estrategia de cálculo para el modelamiento del rotor

Por lo tanto, el primer paso vendrı́a a ser el siguiente:

1. Modelamiento del rotor
Tal como se ha visto en los modelos conceptuales planteados anteriormente, el rotor se
puede modelar como un cuerpo flexible de geometrı́a cilı́ndrica hasta que se demuestre
que su rigidez es lo suficientemente alta como para trabajar en el intervalo de operación
para el cual ha sido diseñado sin que un desbalance residual pueda alterar su respuesta
dinámica.

Figura 3.2: Modelo básico del rotor cilı́ndrico

2. Definición de las condiciones generales de frontera del rotor
En los apartados anteriores se ha definido que los cojinetes magnéticos que sirven de
apoyos al rotor nunca se encuentran en contacto fı́sico con este, esto implica que, los
dos extremos se encuentran completamente libres. Sin embargo, tal como se definió en el
capı́tulo anterior, se requiere fijar axialmente el rotor para evitar el descontrol del sistema
(siendo el elemento de fijación un rodamiento axial). Por lo tanto, se van modelar las
condiciones de borde del rotor de la siguiente manera:
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Figura 3.3: Condiciones de borde para el modelo analı́tico

Es decir al extremo izquierdo del rotor se le restringe únicamente un grado de libertad (el
desplazamiento en la dirección axial). El resto de puntos se encuentran libres tando para
girar como para desplazrse.

3. Definición de las dimensiones generales del rotor En la sección de diseño conceptual
se indico que se requiere un diámetro de eje relativamente grande respecto a su longitud,
la recomendación del Dr. Tom Ströla [Calderon, 2019] (esto debido al área requerida para
la penetración del campo magnético en la superficie del rotor).Por esa razón se procede
a empezar el proceso de diseño con un rotor de 48 mm de diámetro y verificar su rigidez.
Por el espacio disponible en la bancada se asume un rotor cilı́ndrico de 48 mm de diáme-
tro y 400 mm de largo.

4. Cálculo análitico del sistema En la sección 1.6 del presente trabajo de tesis se abordó
sobre vibración lateral en vigas; el cual será utilizado en esta parte del análisis, ya que se
requieren analizar las vibraciones en una viga elástica, continua y de sección circular
constante. Para este caso se obviará el efecto de la fijación axial, ya que este modelo
conceptual solo considera (al igual que en la flexión), desplazamientos verticales de to-
dos los puntos de la viga. Como condición de borde se utiliza una solución que ya es
conocida, la cual es una viga con sus extremos en condición de libre - libre.
La ecuación diferencial parcial que describe la vibración lateral de la viga continua en
general es la siguiente:

c2∂
4w

∂x4
(x, t) +

∂2w

∂t2
(x, t) = 0 (3.1.1)

Donde,

c =

√
EI

ρA
(3.1.2)

La condición de borde es la mostrada en la figura 3.4:

Figura 3.4: Representación de las condiciones de borde, tomado de [Singiresu et al., 1995]

La solución de la ecuación 3.1.1, para dichas condiciones es la siguiente:

Ecuación de frecuencia

cos(βn · l) · cosh(βnl) = 1 (3.1.3)
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Los números que satisfacen esta condición son los siguientes:

βn · l = 4,73; 7,85; 10,99 (3.1.4)

Siendo el menor valor, el que representa el primer modo de vibración (el diseño se
hará con la primera velocidad crı́tica, la cual debe cumplir con estar por encima de
la velocidad de operación)

Ecuación de modo de vibración

Wn(x) = Cn[sen(βnx) + senh(βnx) + αn(cos(βnx) + cosh(βnx)] (3.1.5)

Donde,

αn =
sen(βnl)− senh(βnx)

cosh(βnl)− cos(βnl)
(3.1.6)

Asimismo, la frecuencia natural estará dada por:

ω = (βl)2

√
EI

ρAl4
(3.1.7)

Para la aplicación de estas ecuaciones se procede a utilizar los siguientes valores carac-
terı́sticos del material:

E = 210GPa (3.1.8)

l = 400mm (3.1.9)

A = 1809,56mm2 (3.1.10)

I = 260576,26mm4 (3.1.11)

ρ = 7,85 · 10−6 kg

mm3
(3.1.12)

De manera que reemplzando estos valores en el ecuación 3.1.7, se obtiene el valor de ω1

(frecuencia natural de vibración) para el primer modo de vibración:

ω1 = 8722,8
rad

s
(3.1.13)

Haciendo la conversión respectiva a unidades de frecuencia se tiene que:

f1 =
ω1

2π
= 1388,23Hz (3.1.14)

Usando la ecuación de modo 3.1.5, se obtiene que la viga se deformará tal como se
muestra en la figura 3.5 en su primer modo de vibración:
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Figura 3.5: Primer modo de vibración de la viga, basada en la ecuación de modo

5. Modelamiento FEM del rotor
Luego de realizar este cálculo analı́tico, se busca realizar un modelamiento FEM con la
finalidad de validar las condiciones de borde; ya que posteriormente el rotor tendrá una
geometrı́a un más compleja debido a componentes adyacentes (rodamientos, anillos de
fijación, etc); y el cálculo análitico tendrá un porcentaje de error más alto. Por lo tanto,
cuando se tenga la geometrı́a final de rotor se usará esta herramienta para reducir el error.
A continuación se busca reproducir por el método de elementos finitos el comportamien-
to del modelo anterior, el cual consiste en un rotor cilı́ndrico con un grado de libertad
restringido en su extremo izquierdo. El análisis FEM consta de tres partes:

Geometrı́a Como se ha mencionado, el modelo inicial del rotor consta de un cuerpo
cilı́ndrico; el modelamiento se realizó con el software Solidworks. Ver figura 3.6:

Figura 3.6: Modelo inicial del rotor

Condiciones de borde Como condición de borde se estableció una restricción en el
sentido axial, en dos puntos de la sección; de manera que el análsis se restringa al
plano bidimensional. Para el análisis FEM se recurrió al software Ansys 16.0. Los
puntos a los cuales se les asignó la restricción son los que se muestran en la figura:
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Figura 3.7: Condiciones de borde del rotor aplicadas al extremo

Con estas condiciones se usa el módulo de análisis modal(vibración libre), con
la finalidad de obtener las frecuencias naturales del rotor usando el método de los
elementos finitos.

Análisis FEM: Con las condiciones de borde planteadas, se obtiene que el primer
modo de vibración para cuerpo flexible es el siguiente:

Figura 3.8: Resultados del primer modo de vibración

Donde la frecuencia resultante de dicho modo es:

fFEM = 1338,50Hz (3.1.15)

6. Verificación de la convergencia de ambos modelos (teórico y FEM)
Teniendo en cuenta que la frecuencia obtenida del cálculo analı́tico será tomada como el
valor de referencia, la variación porcentual entre ambos parámetros es la siguiente:

%E = (
f − fFEM

f
) · 100 % (3.1.16)

Donde, se tiene que:
f : frecuencia natural obtenida del cálculo analı́tico (Hz)
fFEM : frecuencia natural obtenida del análisis de elementos finitos (Hz)
%E : Porcentaje de error
El resultado obtenido es:

%E = (
1388,23Hz − 1338,50Hz

1388,23Hz
) · 100 % = 3,58 % (3.1.17)
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El resultado de 3,58 %, indica un bajo porcentaje de error, con este resultado se puede
concluir que las condiciones de borde de la simulación quedan validadas.

7. Definición completa del rotor
Luego de realizar un proceso de selección de componentes adicionales, como rodamien-
tos, dispositivos de fijación, cambios de sección; las cuales son especificaciones que se
explicarán en las secciones posteriores, la geometrı́a del rotor queda definida de la si-
guiente manera:

Figura 3.9: Plano del rotor

8. Modelamiento FEM del rotor definido integramente
Tal como se ha mostrado en las secciones anteriores, con la geometrı́a completamente
definida se sigue el procedimiento de tres etapas de un análisis de elementos finitos:

Geometrı́a:
La geometrı́a del rotor se hace basada en la geometrı́a propuesta, y el modelamien-
to 3D se realiza con ayuda del software Solidworks, el módulo de geometrı́a del
software Ansys 16.0 se utiliza para partir el rotor en cada una de sus secciones de
manera que se hace un mallado más uniforme.

Figura 3.10: Modelamiento 3D del rotor

Condiciones de borde:
La validación anterior se realizó con las condiciones de borde para el plano bidi-
mensional, usando dos restricciones axiales en dos puntos. Estas condiciones serán
replicadas en geometrı́a del rotor.
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Figura 3.11: Condiciones de borde del rotor final

Análisis FEM: El software Ansys realiza el mallado con elementos hexaedricos, y
con las condiciones de borde definidas se realiza el cálculo de la primera frecuencia
de cuerpo flexible. El resultado del primer modo de vibración se muestra en la
siguiente figura 3.12

Figura 3.12: Resultado del análisis del elementos finitos

Del cálculo se obtiene que la primera frecuencia natural del cuerpo flexible es la
siguiente:

fFEM = 1158,2Hz (3.1.18)

Se puede concluir que el rotor va a tener un comportamiento rı́gido; ya que un
desbalance residual no va a generar un efecto considerable en las deformaciones
del rotor a menos que la frecuencia de operación sea muy cercana a la quinta parte
de la primera frecuencia natural [Dimaragonas et al., 2013].

f =
fFEM

5
= 231,64Hz (3.1.19)

Esta frecuencia representa la siguiente velocidad de giro.

f = 13898,40
rev

min
(3.1.20)

El motor que se va a utilizar tiene 4 polos y cuenta con una alimentación de 60 Hz, la
velocidad sı́ncrona de este motor es de:

ns = 1800
rev

min
(3.1.21)

Teniendo en cuenta que se tiene al motor trabajando a una velocidad variable gracias al
variador de frecuencia que tendrá incorporado; se puede trabajar hasta una velocidad de
giro de 2340 rev

min
, e incluso bajo estas condiciones el rotor va a tener un comportamiento

completamente rı́gido. Los datos de la simulación se muestran en el apéndice I.
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3.1.2. Verificación del rotor por resistencia
Teniendo en cuenta que la geometrı́a del rotor ha sido definida desde el punto de vista

dinámico, se realizará la verificación del rotor desde el punto de vista del rotor. Para efectos
prácticos, se ha elaborado el diagrama de cuerpo libre mostrado en la figura 3.13 en el cual se
simplifica el apoyo como un apoyo rı́gido.

Figura 3.13: Esquema del rotor sobre apoyos fijos

El Diagrama de Cuerpo Libre elaborado indica lo mostrado en la figura 3.14:

Figura 3.14: Diagrama de cuerpo Libre del rotor sobre apoyos fijos

A partir del DCL mostrado en la figura 3.14, se obtienen las siguientes ecuaciones:∑
Fy : Frcoj2 + Frcoj1 −mg − Fext = 0 (3.1.22)∑
Fz : Fabol2 − Facoj2 − Facoj1 = 0 (3.1.23)∑

TA : Fext · L1 +mg · L3 − Frcoj1 · (L1 + L2) = 0 (3.1.24)

De acuerdo a la geometrı́a definida anteriormente, se tiene que la longitud de la sección cilı́ndri-
ca del rotor es L1 = 306mm

Fext = 3kgf = 49,03N

L1 = 153mm
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L2 = 153mm

L3 = 146,51mm

mg = 5,96kgf = 58,53N

Frcoj2 :Fuerza radial del cojinete 2

Frcoj1 : Fuerza radial del cojinete 1

Facoj2 : Fuerza axial del cojinete 2

Facoj1 : Fuerza axial del cojinete 1

Fabol1 : Fuerza de reacción del rodamiento de bolas

De esta manera, la ecuación 3.1.24 quedarı́a escrita de la siguiente manera:

49,03N · 153mm+ 58,53N · 146,51mm− Frcoj1 · (306mm) = 0 (3.1.25)

Por lo tanto, la fuerza Frcoj1, quedará de la siguiente manera:

Frcoj1 = 52,54N (3.1.26)

De la misma forma, reemplazando la fuerza del cojinete en la ecuación 3.1.22 se tiene que:

Frcoj2 = Fext +mg − Frcoj1 = 55,02N (3.1.27)

Desde este punto de vista, los diagramas de fuerza cortante y de momento flector quedarı́an
expresados de la siguiente manera:

Figura 3.15: Diagrama de fuerza cortante y momentos flectores del rotor
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En la sección crı́tica que corresponde al centro de masa del cuerpo se tienen los siguientes
momentos y fuerzas actuando sobre la sección crı́tica del rotor:

Momento flector, Mf = −8083,25N ·mm

Fuerza Cortante, Fc = −52,54N

Fuerza Normal, Fn = 29,42N

Por lo tanto, los esfuerzos en la sección crı́tica serán los siguientes:

Figura 3.16: Esfuerzos en la sección crı́tica del rotor

En la figura 3.16, se puede observar que el punto A es el punto más esforzado del rotor. Los
esfuerzos en este punto son los siguientes:

σF =
Mf · r
Ix

=
−8083,25N ·mm · 24mm

π·(24mm)4

4

= −0,74MPa (3.1.28)

τC =
Fc

A
=

52,52N

1809,56mm2
= 0,03MPa (3.1.29)

σN =
Fn

A
=

−29,42

1809,56mm2
= −0,02MPa (3.1.30)

Por lo tanto, los esfuerzos en el punto crı́tico serán los mostrados en la figura 3.17:

Figura 3.17: Esfuerzos en el punto crı́tico del rotor

Por lo tanto, los esfuerzos serán:

σz = −0,74MPa− 0,02MPa = −0,76MPa (3.1.31)

τyz = −0,02MPa (3.1.32)
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Usando la teorı́a de falla de Von Misses se tiene que:

σeqV M =
√
σ2
z + 3 · τ 2

yz =
√

(−0,76MPa)2 + 3(−0,02MPa)2 = 0,76MPa (3.1.33)

En vista que se trata de un rotor, se propone la utilización de un acero AISI SAE 1045, el cual
tiene las siguientes propiedades[Groover, 2007]:

σF = 310MPa (3.1.34)

Por lo tanto, se tendrá que:
σF > σeqV M (3.1.35)

Esto implica que no tendrá fallas por resistencia considerando carga estática.
De la misma forma, para la verificación del rotor por fatiga, se tiene que la naturaleza de la
carga sobre el punto crı́tico es de la siguiente manera:

Figura 3.18: Esquema de esfuerzo alternante en el punto crı́tico A

Debido al material seleccionado en la etapa anterior, se tienen las siguientes propiedades el
material:

σAlt = 0,5 · σB = 0,5 · 565MPa = 282,5MPa (3.1.36)

0,9 · σB = 0,9 · 565MPa = 508,5MPa (3.1.37)

Figura 3.19: Diagrama de Wohler del acero AISI SAE 1045

En el diagrama 3.19, se puede ver que el elemento tendrá una vida a la fatiga superior al
millón de ciclos. Bajo esa premisa, se puede decir que el rotor no fallará por fatiga.
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3.2. Estimación de parámetros de operación de los cojinetes
magnéticos

En base a lo especificado anteriormente, y con la geometrı́a del rotor completamente de-
finida se plantea el siguiente diagrama de cuerpo libre para la condición de trabajo en carga
estática:

Figura 3.20: Diagrama de Cuerpo Libre del rotor funcionando de manera estable

En base al diagrama mostrado en la figura 3.20 se plantean las ecuaciones de equilibrio para
el cuerpo rı́gido correspondientes a la Ley de D’Alembert:∑

Fy : F1y + F2y −mg = 0 (3.2.1)∑
Mz : F2y · 159,49mm− F1y · 146,51mm = 0 (3.2.2)∑

Fx : F3x − F1x − F2x = 0 (3.2.3)

La masa total del rotor será la mostrada en la tabla 3.1:

Sección Masa (kg)
Sección 1 0.018
Sección 2 0.127
Sección 3 0.155
Sección 4 1.417
Sección 5 1.417
Sección 6 1.417
Sección 7 1.417
Total 5.968

Cuadro 3.1: Cuadro de cálculo para la masa del rotor

El peso del rotor será de:
mg = 58,53N (3.2.4)

Por lo cual resolviendo el sistema de ecuaciones en 3.2.1, 3.2.2; se tendrá que las fuerzas que
soporten los apoyos serán las siguientes:

F1y = 30,51N (3.2.5)
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F2y = 28,02N (3.2.6)

Los valores mostrados corresponden a la carga estática que actúa sobre los cojinetes magnéti-
cos; en base a esto se propone que cada electromagneto tenga una alimentación independiente
de voltaje; de manera que se tenga la siguiente configuración para el primer apoyo:

Figura 3.21: Diagrama de fuerzas magnéticas del primer apoyo en el sentido vertical

Tomando en cuenta lo mostrado en la figura 3.21, y lo calculado, se debe cumplir la si-
guiente expresión:

Fs1− Fs2 = F1y = 30,507N (3.2.7)

Con estos valores se procede a seleccionar el cable adecuado para los magnetos y evaluar cual
será la capacidad de carga estática del cojinete.
Cada uno de los electromagnetos tiene la siguiente expresión para la fuerza magnética que
ejerce sobre el rotor, tal como lo muestra [Hannes et al., 2009]:

Fmagneto = µ0 · Aa ·
n · i
2 · s

2

(3.2.8)

Las variables que se muestran en la ecuación 3.2.8 dependen de la geometrı́a del sistema y del
cable. En vista que este es un prototipo de aplicaciones generales; se busca una recomendación
del fabricante de rodamientos SKF para tener un factor de seguridad, esto se muestra en la
figura 3.22.

Figura 3.22: Recomendaciones de carga para aplicaciones generales de rodamientos tomado de
[SKF, 2014]
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De acuerdo a lo recomendado se tiene que la relación entre la carga estática actuante y la
capacidad de carga debe ser de:

10 <
C

p
< 20 (3.2.9)

Lo cual hace que el caso crı́tico se dé para el caso en el cual; C
P

= 20, es decir la capacidad de
carga del rodamiento debe superar por lo menos en 20 veces la carga actuante mientras el rotor
se encuentra en su estado estable.
Regresando a la ecuación que representa la fuerza del electromagneto (expresión 3.2.8) y de
acuerdo a su geometrı́a, la cual está mostrada en la figura 3.38 [Betz, 2019].
En la expresión:

Fmagneto = µ0 · Aa · (
n · i

2 · s+ lFe
µr

)2 (3.2.10)

Se tiene que:
µ0 = 4π · 10−7 N

A2

Aa = 281,48mm2 (Revisar apéndice D)
s = 1mm (Revisar apéndice D)
Para el caso de la variable de corriente y número de espiras se tiene que manejar de acuerdo
al conductor seleccionado; en coordinación con el tesista diseñador del cojinete, se propuso
utilizar un cable AWG 18, de las siguientes caracterı́sticas, que se muestran en la tabla 3.2 :

AWG Diámetro(mm) Área(mm2) Corriente
Máx.(A)

Resistencia
Ω/km

18 1.02 0.823 7.5 20.9428

Cuadro 3.2: Cuadro de propiedades conductor AWG, tomado de [Uruwire, 2019]

Tomando como referencia estos datos, se puede identificar un lı́mite de corriente y utilizan-
do la ecuación deducida D.1.12 (Apéndice D), la expresión se puede proyectar para un instante
estable (t ' ∞); entonces se tendrá que la corriente estará dada por:

imax =
Vmax
R

(3.2.11)

El primer paso para verificar que el cojinete pueda suspender 10 veces de la carga es calcular
la resistividad de una de las bobinas, y para hacer esto, se requiere definir la longitud del cable
(revisar apéndice L), de donde se obtiene que:

Lcable = 13330mm (3.2.12)

N = 175 (3.2.13)

Por lo tanto, la resistencia del cable será la siguiente:

R(Ω/m) · L(m) = 0,02094
Ω

m
· 13,33m = 0,2794Ω (3.2.14)

Si se aplican las condiciones de corriente máxima de funcionamiento, se va a tener que:

Vmax = I ·R = 2,1V (3.2.15)
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3.2.1. Estimación de condiciones estándar de funcionamiento
Primer soporte: Para la estimación del primer soporte, se aplica la ecuación:

Fmagneto = µ0 · Aa · (
n · i
2 · s

)2 (3.2.16)

Para este caso se tienen dos bobinas gemelas por cada electromagneto, por lo tanto, la
verdadera expresión de la fuerza será:

Fmagneto = 2 · (µ0 · Aa · (
n · i

2 · s+ lFe
µr

)2) (3.2.17)

Asimismo, la longitud del lazo del campo magnético se obtiene por una construcción
geométrica y es la siguiente:

lFe = 263mm (3.2.18)

La permeabilidad relativa del material del núcleo (acero al silicio), es la siguiente:

µr = 7000 (3.2.19)

Con los datos mostrados y reemplazando en la ecuación 3.2.17, se tiene que para un
voltaje inicial de 0.68 V en la bobina superior y un voltaje de 0.085 V en la bobina
superior se tiene una corriente de:

i1 = 2,4A (3.2.20)

Y para el caso de la bobina inferior, se tiene un valor de corriente de:

i2 = 0,3A (3.2.21)

Esto deriva en que la fuerza resultante en ese plano será la siguiente:

Fs1− Fs2 = 30,9N − 0,4N = 30,5N (3.2.22)

Lo cual indica que sı́ se puede cumplir el requerimiento de fuerza del primer cojinete.

Segundo soporte: A continuación se realiza el mismo procedimiento de cálculo para el
segundo cojinete, de forma que se busque cumplir con el requerimiento establecido:

Fy2 = 28,024N (3.2.23)

Se asume el mismo voltaje en la bobina superior; y esto implica que se va a incrementar
en una pequeña proporción el voltaje en la bobina inferior, de forma que se iguale el valor
final de fuerza resultante requerida en el cojinete, tal como se muestra en la siguiente
ecuación:

Fs3− Fs4 = 30,9− 2,9 = 28,0N (3.2.24)

La corriente circulante y el voltaje van a tener los siguientes valores:

V 3 = 0,68V ; i3 = 2,4A (3.2.25)

V 4 = 0,21V ; i4 = 0,7A (3.2.26)
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Finalmente para verificar que el cojinete puede soportar un C/P = 10, que corresponde a una
aplicación general de rodamientos. Se propone el voltaje máximo en el magneto superior y el
voltaje mı́nimo posible (0V), en el magneto inferior. Del cálculo de la fuerza magnética se tiene
el siguiente valor:

Ccojinete = 2 · (µ0 · Aa · (
n · imax

2 · s+ lFe
µr

)2)− 0N = 293,53N (3.2.27)

Lo cual, implica que tanto para para el apoyo 1 como para el apoyo 2, se tendrán los siguientes
valores de C/P :

Cojinete 1:
C

P1
=

293,53N

30,507N
= 9,62 (3.2.28)

Cojinete 2:
C

P2
=

293,53N

30,06N
= 9,76 (3.2.29)

A partir de esto se concluye que la carga actuante sobre el prototipo es de tipo media, y el
cojinete magnético está diseñado para aplicaciones generales de equipos rotativos C/P ≈ 10.

3.3. Cálculo y selección del rodamiento de fijación axial
Una vez determinada la geometrı́a del rotor, y de acuerdo al concepto de solución esco-

gido durante el diseño conceptual del sistema; se ha determinado que para la fijación axial
se utilice un rodamiento axial. El procedimiento a seguir es el que está especificado por SKF
[SKF, 2019]. El primer paso es enumerar los detalles de la aplicación:

Diámetro del eje: 25 mm.

Velocidad del eje referencial: 1800 rev
min

Velocidad angular de giro del eje: 188,8 rad
s

Carga axial: 6 kgf en ambos sentidos (debido al movimiento del rotor)

Método de lubricación: Grasa

Temperatura de operación esperada: Por estimar

Lado del soporte del eje: Lado Fijo

Vida esperada del rodamiento: Mayor a 1 000 000 de horas.

La temperatura de operación del rodamiento se estimará en base al modelo de fricción del ro-
damiento establecida por SKF [SKF, 2019]. En base a esto, SKF recomienda usar su software
Bearing Select, introduciendo los datos descritos anteriormente se tienen los siguientes datos:

Ploss = 2W (3.3.1)

El siguiente paso va a ser estimar el coeficiente de disipación de calor:
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Figura 3.23: Estimación de coeficiente de disipación de calor del rodamiento, tomado de
[SKF, 2019]

A partir de lo mostrado en la figura 3.23, se tiene que:

Ws = 1,5
W
oC

(3.3.2)

La temperatura de operación del rodamiento será la siguiente:

Tbear =
Ploss
Ws

+ Tamb =
2W

1,5W
oC

+ 25oC = 26,3oC (3.3.3)

A continuación, se hará la selección del rodamiento ya que se tiene un diámetro de eje de 25
mm y la carga es axial, se propone la utilización de un rodamiento axial de bolas de doble
efecto 54306 del fabricante SKF, que cuenta con arandelas externas para poder permitir el des-
alineamiento, grado de libertad que debe estar completamente definido para que los cojinetes
magnéticos puedan operar.

Figura 3.24: Modelo de un rodamiento axial de bolas de doble efecto, tomado de [SKF, 2019]

Se verifica el factor de carga, basado en la estimación de carga axial de 6 kgf (Valor cercano
a la masa del rotor).

C

P
= 597 (3.3.4)

Asimismo, el valor de carga mı́nima para evitar fallas por deslizamiento entre los elementos
rodantes y las pistas de rodadura es el siguiente:

Pmin = A · ( n

1000
)2 (3.3.5)
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En base a este valor se hace la estimación de carga mı́nima:

Pmin = 50,96N = 5,096kgf (3.3.6)

Esto demuestra la viabilidad para usar el rodamiento bajo el criterio de carga mı́nima.
El siguiente factor a evaluar es la lubricación del rodamiento, cuyo factor de evaluación es el
κ, tambien conocido como el ratio de viscosidad:

κ =
ν

ν1

(3.3.7)

Donde el factor ν es la viscosidad del lubricante a la temperatura de funcionamiento y el factor
ν1 es la viscosidad requerida por la aplicación. Para un adecuado funcionameinto del rodamien-
tos, se recomienda un ratio de viscosidad entre 1 y 4.
La viscosidad requerida se calcula en base a la siguiente gráfica:

Figura 3.25: Gráfica de obtención de la viscosidad requerida de operación, tomado de
[Group et al., 2012]

A continuación, se realiza el cálculo de los parámetros para encontrar la viscosidad reque-
rida de acuerdo al gráfico 3.25:

dm =
D + d

2
=

60mm+ 25mm

2
= 42,5mm (3.3.8)

En base a esto, se tiene que la viscosidad requerida por la aplicación es de 15.4 mm/s aproxi-
madamente. Este valor va a servir para el cálculo del factor kappa.
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Figura 3.26: Distintos regı́menes de lubricación de acuerdo al factor kappa, tomado de
[Group et al., 2012]

Este factor va a servir para la selección del lubricante. Asimismo, ahora se va a calcular el
factor η, el cual está vinculado a la contaminación del rodamiento. El factor de contaminación
depende de la tabla 3.27:

Figura 3.27: Selección del factor η de acuerdo a las condiciones de trabajo del rodamiento,
tomado de [Group et al., 2012]

De acuerdo a lo mostrado, se tiene que bajo condiciones de trabajo (contaminación tı́pica),
el valor del factor η tendrı́a el valor de 0,3.
Finalmente para la estimación de la vida del rodamiento, se tiene que el factor de modificación
de la vida aSKF (que se obtiene de la gráfica 3.28) tiene el siguiente valor:

ηc ·
Pu
P

= 0, 3 · 2400N

58,84N
= 12,23 (3.3.9)

Con este valor y asumiendo un factor κ=3, se obtiene un factor que debe ser aSKF = 50.
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Figura 3.28: Cálculo del factor aSKF en base al factor κ y el factor η, tomado de
[Group et al., 2012]

Se puede estimar que la vida del rodamiento será:

L10mh = aSKF ·
106

60n
(
C

P
)3 (3.3.10)

L10mh = 50 · 106

60 · 1400
(

35,8kN

0,059kN
)3 = 1,33 · 1011 ≥ 106 (3.3.11)

Por lo cual, se cumplen con los requerimientos en lo concerniente a la vida del rodamiento.

3.3.1. Selección del lubricante
Selección de grasa o aceite Para la selección del lubricante se tienen los siguientes va-
lores de entrada para hacer la elección entre aceite y grasa. Se va a tener lo siguiente:

ndm = 1400
rev

min
· 42,5mm = 59500 (3.3.12)

Los fabricantes de rodamientos son conscientes que la lubricación ideal se da con aceite.
Sin embargo, prefieren la lubricación con grasa por varias razones, el costo y la facilidad
para retener la grasa a través de un sellado sencillo a diferencia del aceite. El aceite se
prefiere para aplicaciones en las cuales; el intervalo de relubricación es excesivamente
corto, o aplicaciones especiales (cajas de engranajes), aplicaciones en las que se requiera
la evacuación de calor mediante aceite, cantidades a partir de las cuales la remoción y
desecho de lubricantes es demasiado caro [SKF, 2019]
Se observa la figura 3.29, para ver si la lubricación con grasa es factible para esta aplica-
ción, se toma comp referencia el valor n · dm y se hace la verificación correspondiente.
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Figura 3.29: Tabla de valores permisibles para lubricación con grasa, tomado de
[Group et al., 2012]

Teniendo en cuenta el valor mostrado en 3.29 se concluye que el valor de 150000 es ma-
yor al valor de 59500, lo cual hace que la grasa sea aplicable a este rodamiento.

Selección de la grasa: Teniendo en cuenta, que la grasa es la mejor opción para la lu-
bricación, se procede a seleccionar una grasa de la marca SKF, teniendo en cuenta los
valores de referencia mostrados en la figura 3.30:

T = 26,3oC(Low);
C

P
= 597(Low);n · dm = 59500(Low) (3.3.13)

Tal como se muestra en la siguiente figura donde se hace la clasificación respectiva de
los parámetros:
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Figura 3.30: Valores de entrada para la selección de la grasa, tomado de [Group et al., 2012]

En base a estos datos de entrada, se propone el uso de la grasa LGLT 2. Ahora se va a
verificar el factor κ para corrobar una adecuada lubricación.
Los datos técnicos de la grasa LGMT 2, son los siguientes:

Figura 3.31: Datos técnicos de la grasa seleccionada, tomado de [Group et al., 2012]

Con ello, se hace el cálculo de la viscosidad a la temperatura de operación estimada.
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Figura 3.32: Estimación de la viscosidad de operación del lubricante, tomado de
[Group et al., 2012]

Se tiene que la viscosidad de operación del lubricante es 49mm
2

s
. Con lo cual, el factor

kappa será:

κ =
35mm

2

s

15,4mm
2

s

= 2,2 (3.3.14)

Bajo estas condiciones, se puede decir que la aplicación cumple con una lubricación
adecuada.

Intervalo de relubricación: Los intervalos de relubricación se calculan de la siguiente
manera teniendo en cuenta los siguientes valores de entrada:

ndm = 59500
mm

min
(3.3.15)

Y en base a esto, se requiere un factor adicional, el factor del rodamiento (bearing factor)
bf , y dicho valor se obtiene de la tabla que se muestra en la figura 3.29, donde se obtiene
que el factor bf = 2, esto implica que:

n · dm · bf = 59500
mm

min
· 2 = 119000 (3.3.16)

El cálculo del intervalo de relubricación del rodamiento da como resultado lo siguiente:

tf = 15000horas (3.3.17)

Cantidad Inicial de grasa: SKF recomienda llenar antes del arranque el espacio libre
del rodamiento con la grasa selccionada. El volumen vacı́o del rodamiento se aproxima
mucho a la siguiente fórmula.

V =
π

4
·B(D2 − d2) · 10−3 − M

7,8 · 10−3
(3.3.18)

Donde:
V: Volumen libre del rodamiento (cm3)
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Figura 3.33: Estimación de los intervalos de relubración con grasa, tomado de
[Group et al., 2012]

B: Ancho del rodamiento (mm)= 46 mm
D: Diámetro exterior (mm)=60 mm
d: Diámetro del eje (mm)= 25 mm
M: Masa del rodamiento (kg) = 0.58 kg
Con lo cual, realizando los reemplazos correspondientes, se tiene que:

V = 33,12cm3 (3.3.19)

Cantidad de grasa de reposición: Una vez arrancado el equipo, se debe hacer una re-
posición de cierta cantidad de grasa, la cantidad que se debe reponer viene calculada de
la siguiente manera:

Gp = 0, 002 ·D ·B (3.3.20)

Reemplazando los valores se obtiene:

Gp = 5,52g (3.3.21)

3.3.2. Tolerancias
Luego de realizar una correcta selección del rodamiento y el lubricante, es necesario deter-

minar las tolerancias de ajuste que debe tener el eje, para evitar sobre cargas o/y holguras que
puedan deteriorar el rodamiento y generar una falla.

Tolerancias de fabricación del eje: Para el cálculo de estos valores, se va a tener como
parámetros de entrada los siguientes parámetros: diámetro de eje de 25 mm, rodamiento
axial de bolas con carga puramente axial (la carga radial es tomada por los cojinetes
magnéticos radiales). En base a esto se recurre a las especificaciones del fabricante y se
tiene lo siguiente:
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Figura 3.34: Recomendaciones para la tolerancia de los asientos del eje, tomado de
[Group et al., 2012]

De acuerdo a lo observado en la figura 3.34, el eje debe tener la siguiente tolerancia en el tramo
que se encuentra en contacto con el rodamiento:

deje = 25h6 (3.3.22)

Esta tolerancia implica que:

24, 987mm ≤ deje ≤ 25, 000mm (3.3.23)

A continuación, se hará el cálculo de ajuste que habrá entre el rodamiento y el eje para evaluar
el método de montaje y desmontaje que debe ser usado. La tabla 3.35 muestra la tolerancia de
fabricación de los rodamientos SKF.

Figura 3.35: Especificaciones de tolerancias de fabricación de los rodamientos SKF, tomado de
[Group et al., 2012]

En la tabla 3.35, se observa que el diámetro del agujero del rodamiento variará entre los
siguientes valores:

24, 990mm ≤ drodamiento ≤ 25, 000mm (3.3.24)

81



Con lo cual se determina que el ajuste entre el rodamiento y el eje será de tipo indeterminado:

AI = 0, 010mm;AJ = 0, 003mm (3.3.25)

Donde:
AI: Ajuste por interferencia
AJ: Ajuste de juego

3.3.3. Método de Montaje y Desmontaje
Ya que se trata de un ajuste indeterminado, no se requiere gran fuerza de montaje o un

calentamiento de los elementos. Por lo tanto, para el adecuado funcionamiento del rodamiento
se hacen las siguientes recomendaciones:

Montaje: Se requiere ejercer una fuerza uniforme sobre todo el aro interior del roda-
miento. Tal como se muestra en la figura 3.36:

Figura 3.36: Método de montaje para poder ejercer presión constante sobre el aro interno del
rodamiento, tomado de [USA, 1992]

Basados en esta recomendación; se requiere del uso de un kit de montaje TMFT 36 de
SKF.

Desmontaje: Se requiere que se haga una extracción usando una herramienta que use un
tornillo para poder realizar una adecuada extracción del eje y no dañarlo. Tal como se
muestra en la figura 3.37:

Figura 3.37: Método de desmontaje para poder ejercer presión constante sobre el aro interno
del rodamiento, tomado de [USA, 1992]
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3.3.4. Anillo Seeger para fijación axial del rodamiento
Para la correcta selección del anillo Seeger para la fijación axial del rodamiento se ha utili-

zado la norma DIN 471, donde se indica que se deben realizar las siguientes modificaciones al
eje:

Diámetro del canal
Se debe realizar un canal sobre el eje, este canal debe tener un diámetro de 23,90mm,
teniendo como tolerancia un valor mı́nimo de 23,69mm.

Ancho del canal
El ancho del canal a realizarse debe ser de 1,3mm como mı́nimo ya que el valor del
ancho del anillo Seeger es de 1,2h11, es decir oscila entre 1,140mm y 1,200mm.

3.4. Soportes de los cojinetes
Tal como se especificó en la etapa de diseño conceptual, el material seleccionado para el

soporte es el aluminio, por su costo, propiedades magnéticas, facilidad de mecanizado, propie-
dades mecánicas y conductividad térmica, esta pieza alojará al rodamiento 54306.

3.4.1. Soporte del cojinete magnético
Para diseñar el soporte del cojinete, se tienen en cuenta los siguientes criterios:

Tamaño del cojinete: Para determinar el tamaño del soporte, se recibieron las dimen-
siones del cojinete magnético, las cuales fueron calculadas por el tesista Bjorn Bertz
[Betz, 2019], estas dimensiones fueron obtenidas luego de caracterizar el circuito magnéti-
co y su geometrı́a:

Figura 3.38: Dimensiones generales del cojinete magnético radial, tomado de [Betz, 2019]

Los valores geométricos que se van a tomar en cuenta son el diámetro exterior del cojine-
te, y el ancho del cojinete, estos valores son de 145 mm y de 75 mm respectivamente. A
continuación, se detallan algunas consideraciones que se tomaron en cuenta en el diseño
de los componentes adyacentes a los soportes. A continuación se tiene:

Bases de soportes: Las bases del soporte deben ser ancladas directamente a la mesa de
trabajo destinada. Se sabe que para un correcto funcionamiento deben estar correctamen-
te alineadas, y coaxiales en los agujeros del eje. Por esa razón se debe colocar una guı́a
inferior que mantenga el alineamiento entre ambos soportes. Asimismo, por motivos de
fabricación se decidió fabricar las planchas bases como piezas adicionales.
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Soporte del rodamiento: El soporte del rodamiento debe alojar en sı́ misma al roda-
miento, de forma que pueda soportar la carga axial.

Para suplir la última condición se propone el diseño mostrado en la figura 3.39, de forma que
se pueda fijar axialmente al rodamiento axial.

Figura 3.39: Propuesta geométrica de la estructura para el soporte

La propuesta final del soporte consiste en cuatro piezas, el soporte de dos piezas para el co-
jinete magnético. Una tapa (contiene al rodamiento para el caso del soporte fijo) y otra tapa que
cierre el compartimiento donde se aloja; todo esto unido por uniones empernadas. Se decidió
por este diseño principalmente porque serı́a muy costoso mecanizar todo el conjunto en solo
dos piezas debido a la complejidad geométrica.

Selección de la tolerancia:
Como se mencionó, un requisito indispensable para el correcto funcionamiento del equi-
po es que el agujero de ambos cojinetes sean coaxiales, la tolerancia del alojamiento es
un factor importante y se va a tomar como referencia la tolerancia que requiere un roda-
miento que necesita ajuste en el aro exterior.
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Figura 3.40: Tabla de selección de tolerancias de acuerdo a recomendaciones del fabricante de
rodamientos, tomado de [SKF, 2019]

De acuerdo a lo mostrado en la figura 3.40, la tolerancia seleccionada para el alojamiento
del cojinete es K7.

Anclaje de las tapas portarodamientos al soporte:
En esta etapa se va a realizar el cálculo de los tornillos que van a sujetar a la tapa porta-
rodamiento y que a su vez van a soportar a la carga axial proveniente del rodamiento. Por
lo tanto, la carga que fue considerada para el cálculo y la selección del rodamiento será
la carga total que tengan que soportar este conjunto de pernos:

Faxial = 6kgf = 58,84N (3.4.1)

En vista que se busca realizar un análisis en cada uno de los pernos, se distribuye la carga
axial de manera equitativa entre todos ellos; Para tener estabilidad se colocan 4 tornillos.
La configuración es la que se muestra en las figuras 3.41 y 3.42:

Figura 3.41: Vista lateral de la configuración de pernos
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Figura 3.42: Vista de corte de la configuración de pernos

Tal como se puede ver en la figura 3.41, la carga axial se encuentra distribuida entre los
cuatro pernos, esto significa que los 4 pernos soportan la misma carga. Por lo tanto, la
carga actuante en cada perno será de:

Fext = 14,71N (3.4.2)

En base a esto, se propone utilizar pernos con medida M5, de manera que; se analiza la
rigidez de las placas y la rigidez del perno. Por la configuración que se tiene de medidas
que se van a utilizar son las de un tornillo M5x45, que tiene las siguientes dimensiones:

• Cálculo de la rigidez de los pernos

Figura 3.43: Dimensiones del perno M5x45

El método de verificación que se va a utilizar es el método propuesto por VDI 2230
[Ingenieure, 2003]. Se modela el tornillo como si fueran resortes en serie. La par-
tición del tornillo se realiza en 5 elementos tomando en cuenta las consideraciones
que se muestran en la tabla 3.3.
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Tramo Descripción
1 Cabeza del tornillo
2 Tramo recto del tornillo
3 Tramo roscado al exterior del tornillo
4 Tramo roscado al interior del agujero ros-

cado
5 Filetes en contacto

Cuadro 3.3: Partición del tornillo en 5 tramos

Tomando esto en cuenta, se procede a realizar el cálculo de rigidez para el primer
tramo. Según la norma VDI 2230 [Ingenieure, 2003], se pueden tomar las siguien-
tes consideraciones para la cabeza del tornillo (tomando en consideración que el
diámetro nominal del tornillo es d = 5mm)

d1 = d = 5mm (3.4.3)

A1 =
π · d2

4
(3.4.4)

L1 = 0,4 · 5mm = 2mm (3.4.5)

E = 210GPa (3.4.6)

La rigidez del primer elemento está dada por la siguiente expresión:

c1 =
E · A1

L1

= 2061670,18
N

mm
(3.4.7)

De manera similar a como se realizó el cálculo del primer tramo, se procede a
realizar el cálculo del resto de tramos. Para lo cual se ha elaborado el cuadro 3.4.

Tramo d(mm) L(mm) ci(
N
mm

)
1 5 2 2061670.18
2 5 24 171805.85
3 4.019 10 266406.73
4 4.019 12 222005.61
5 5 1.65 2498994.16

Cuadro 3.4: Resultados del cálculo de rigidez por cada etapa

En vista que los elementos se encuentran en serie, se tiene que la rigidez resultante
del tornillo es la siguiente:

1

ct
=

1

c1

+
1

c2

+
1

c3

+
1

c4

+
1

c5

= 1,4963 · 10−5mm

N
= 66828,04

N

mm
(3.4.8)

• Cálculo de la rigidez de las placas Una vez que se realizó el cálculo de rigidez
del tornillo, se hace el cálculo del mismo parámetro de las placas. En este caso se
procede a utilizar la placa superior ya que se trata de una unión atornillada roscada
(UAR) tal como la que se muestra en la figura 3.44, donde se puede ver que es
posible determinar la rigidez de las placas simplificando el cálculo a un solo cono o
cono-cilindro superior.

87



Figura 3.44: Esfuerzos sobre las placas de una unión UAR, tomado de [Paulsen, 2016]

Para el cálculo de la rigidez de la placa, se debe empezar identificando si se trata
de un cono o de un cono-cilindro, para esto es necesario calcular el semiangulo, es
decir, el ángulo que forma la generatriz del cono con el eje del tornillo.
Los datos de la geometrı́a de la unión de acuerdo al diseño propuesto son los si-
guientes:

d1 = 8,5mm (3.4.9)

Lp = 31mm (3.4.10)

Dext = 16mm (3.4.11)

De acuerdo a lo indicado en la norma VDI 2230 [Ingenieure, 2003], se usa la ex-
presión:

βL =
Lp
d1

= 3,65 (3.4.12)

ε = 1,88 (3.4.13)

Para uniones atornilladas roscadas, se tiene que el semiangulo γ va a estar definido
por:

tanγ = 0,348 + 0,013 ln βL + 0,193 ln ε = 0,486 (3.4.14)

γ = 25,96o (3.4.15)

Haciendo los cálculos geométricos correspondientes, se debe considerar un cono y
un cilindro para el análisis. La rigidez del tronco de cono se puede calcular de la
siguiente manera (teniendo en cuenta que el material de las placas es de aluminio
Ealuminio = 68GPa). Las dimensiones del tronco de cono son las siguientes:

D1con = 8,5mm (3.4.16)

Dag = 6mm (3.4.17)

D2con = 16mm (3.4.18)

La rigidez del cono se puede calcular de la siguiente manera:

ccon =
π ·Dag · tan γ

ln (D2con−Dag)(D1con+Dag)

(D2con+Dag)(D1con−Dag)

= 643790,56
N

mm
(3.4.19)
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Ahora se debe calcular la rigidez del cilindro, teniendo en cuenta las siguientes
dimensiones:

Lcil = 23,3mm (3.4.20)

D1cil = 16mm (3.4.21)

Dag = 6mm (3.4.22)

La rigidez se obtiene de la siguiente manera:

ccil =
π · Ealuminio · (D2

1cil −D2
ag)

4 · Lcil
= 504272,81

N

mm
(3.4.23)

La rigidez total de las placas se puede calcular de la misma manera que en el caso
del tornillo, ya que el tronco de cono y el cilindro se encuentran en serie:

1

cp
=

1

ccon
+

1

ccil
(3.4.24)

En base a esto, la rigidez de las placas será:

cp = 282777,14
N

mm
(3.4.25)

El siguiente paso para verificar la unión de las placas es determinar el factor de distribu-
ción de carga:

φ =
ct

ct + cp
= 0,1911 (3.4.26)

Esto implica que la carga externa se va a distribuir de la siguiente manera:

Fext/t = φ · Fext = 2,81N (3.4.27)

Fext/p = φ · Fext = 11,89N (3.4.28)

Con las cargas actuantes en el tornillo y las placas, se realiza la verificación del tornillo.
Se va a considerar que esta carga va a tener una naturaleza estática, ya que por el sentido
de la corrientes es poco probable que haya cambios de dirección.
Antes de proseguir con la verificación por resistencia, es necesario calcular la fuerza de
montaje necesaria para el perno. Esta estimación se hace siguiendo las recomendaciones
de Russel, Burdsall y Ward Inc [Budynas and Nisbett, 2012].

Fm = 0,75 · Fp (3.4.29)

Donde, la Fp o fuerza de prueba está dada por la siguiente expresión.

Fp = At · σp (3.4.30)

Para el caso del material seleccionado para el tornillo (3.6) se tiene que:

σp = 180Mpa (3.4.31)

El área resistente del tornillo será:

ds =
d2 + d3

2
= 4,51mm⇒ As = 15,97mm2 ⇒ Fp = 2874,9N (3.4.32)
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Por lo tanto, la fuerza de montaje que va a actuar sobre el tornillo debe ser:

Fm = 2156,16N (3.4.33)

Asimismo, con la fuerza de montaje calculada, es posible obtener el momento de mon-
taje. El cual se calcula con la siguiente expresión:

Mtm = Fm · µ cot
d2

2
= 694,151N ·mm (3.4.34)

Con la fuerza de montaje aplicada y carga externa actuando sobre el rodamiento, se pro-
cede a a calcular la fuerza total que actuará sobre el tornillo.

Fmax/t = 2156,16N + 2,81N = 2158,97N (3.4.35)

Considerando esta carga, se hace el cálculo de verificación de acuerdo a la norma VDI
2230 [Ingenieure, 2003].

σM =
Fmax/t
As

= 135,176MPa (3.4.36)

ds = 4,51mm2 ⇒ Wp =
π · ds3

16
⇒ τt.tr = 0,5 · Mtm

Wp

= 38,55MPa (3.4.37)

El esfuerzo equivalente es:

σeqM =
√
σ2
M + 3 · τ 2

t.tr = 139,238MPa (3.4.38)

El esfuerzo de fluencia del material es:

σF = 180MPa⇒ σeqM < σF (3.4.39)

Con la condición mostrada, se verifica que el tornillo no tendrá falla, tomando en cuenta
que existe carga externa y fuerza de montaje. Ahora se hace la verificación pensando en
el momento en el cual no actúa una fuerza externa:

σM =
√
σ2
M + 3 · τ 2

M = 150,79MPa (3.4.40)

El lı́mite superior de reistencia es el siguiente:

ν = 0,9⇒ ν · σM = 162MPa (3.4.41)

Con este calculo se hace la verificación respectiva de que el tornillo no va a fallar con la
carga de montaje y con la carga externa estática procedente de la operación del prototipo.
El siguiente paso, es verificar la resistencia de las placas, el caso crı́tico ocurre cuando la
fuerza montaje actúa como fuerza de contacto entre las placas:

pc =
Fc
Ac

(3.4.42)

Donde:
Fc = 2156,16N (3.4.43)
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Ac =
π · (d2

c − d2
ag)

4
= 28,47MPa (3.4.44)

La presión de contacto será:

pc =
Fc
Ac

= 75,73MPa (3.4.45)

La presión admisible del aluminio es:

padm = 140MPa (3.4.46)

Con este calculo se verifica una vez más, que las placas tampoco van a fallar por aplas-
tamiento. Por lo tanto, se verifica que un tornillo M5x45 va a funcionar adecuadamente,
tanto para las placas como para los tornillos.

3.5. Estructura de soporte

Para soportar el prototipo se ha optado por colocarlo sobre una estructura metálica. Ya
que el sistema ocupará toda la superficie superior. Se propone la utilización de una es-
tructura que tenga la forma de la figura mostrada en la figura 3.45:

Figura 3.45: Forma de la estructura

Ya que el prototipo irá sobre la parte superior de la estructura, la carga estática actuante
sobre las vigas superiores será la carga que soporta debido al peso de cada uno de los
elementos del prototipo. Asimismo, se planea modelar la parte superior como un conjunto
de 6 vigas soldadas a la viga lateral superior. Este análisis da como resultado el diagrama
de cuerpo libre elaborado en la figura 3.46.

Figura 3.46: Esquema de la plataforma superior de la estructura
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Para lo cual se plantea el DCL mostrado en la figura 3.47.

Figura 3.47: DCL de la plataforma superior de la estructura

Donde las fuerzas actuantes en la estructura son las siguientes:

F1 = FuerzaPrimerapoyomotor =
Wm

2
+
Wbase

2
= 38,71N (3.5.1)

F2 = FuerzaSegundoapoyomotor =
Wm

2
+
Wbase

2
= 38,71N (3.5.2)

F2 = FuerzaPrimerapoyo = Wc+Wp+Wr+2·Wt+Wrm+Ws = 331,04N (3.5.3)

F2 = FuerzaSegundoapoyo = Wc+Wp+Wr+Wt+Wrm+Ws = 300,47N (3.5.4)

Donde, la nomenclatura se muestra en la lista de sı́mbolos.
En primera instancia, se propone la utilización de 6 perfiles (con la intención de aportar
rigidez a la estructura) HSS 4”x21/2”x1/8”, y soldada en sus extremos a las vigas late-
rales. Por el teorema de Castigliano se puede resolver el sistema mostrado obteniendo lo
mostrado en las figuras 3.48 y 3.49:

Figura 3.48: Momentos y fuerzas internas para carga puntual, tomado de
[Budynas and Nisbett, 2012]
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Figura 3.49: Momentos y fuerzas internas para una carga distribuida, tomado de
[Budynas and Nisbett, 2012]

Haciendo las operaciones correspondientes y usando las ecuaciones mostradas, se obtie-
nen los siguientes diagramas de fuerza cortante y momento flector de los elementos:

Figura 3.50: Diagrama de Fuerza Cortante y Momento Flector de la viga superior

Las fuerzas y momentos externos son los siguientes:

R1 = 521,67N (3.5.5)

M1 = 72732,36N (3.5.6)

R2 = 716,75N (3.5.7)

M2 = −90738,33N (3.5.8)

Siendo la sección final derecha la más crı́tica, tanto para los perfiles de acero, como para
las uniones soldadas. Los esfuerzos a los que se encuentra sometida la viga superior (6
perfiles de 4”x21/2”x1/8”) serán los siguientes:

σ =
M2 · y
ix · 6

=
−90738,33N ·mm · 50,8mm

6 · 1286155,105mm4
= 0,59MPa (3.5.9)
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τ =
R2

A · 6
=

716,75N

916,13mm2 · 6
= 0,13MPa (3.5.10)

Los perfiles son fabricados a partir de un acero ASTM A36. Para el punto más cargado
los esfuerzos equivalentes según la teorı́a de Von Misses, serán los siguientes:

σVM =
√
σ2 + 3 · τ2 = 0,63MPa < 210MPa (3.5.11)

Por lo cual, se puede indicar que las vigas superiores soportarán la carga estática. Sin
embargo, estos perfiles estarán unidos a vigas laterales por medio de uniones soldadas.
Las cuales se calcularán a continuación.
En la figura 3.51, se muestra que la unión de las vigas 1, 2, 3, 4, 5 y 6 con la viga 7 será
mediante uniones soldadas:

Figura 3.51: Esquema de la unión con la viga lateral

De esta manera, las uniones soldadas quedarı́an sometidas a las cargas tal como se mues-
tra en la figura 3.52:

Figura 3.52: DCL de las uniones soldadas

Por lo tanto, siendo los esfuerzos nominales en el punto A (parte más cargada de la
unión), los siguientes:

ny(f) =
6 ·M2 · 50,8mm

2·a·101,6mm3

12

=
4,39

a
MPa (3.5.12)

ta.c =
6 ·R2

4,39
=

1,18

a
MPa (3.5.13)
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tn = 0MPa (3.5.14)

De manera que los esfuerzos actuantes sobre la unión son los siguientes:

σn =
n+ tn√

2
=

3,10

a
MPa (3.5.15)

τn =
n− tn√

2
=

3,10

a
MPa (3.5.16)

τa = ta =
1,18

a
MPa (3.5.17)

El esfuerzo equivalente serı́a el siguiente:

σeq =

√
(
3,10

a
)2 + 3 · ((3,10

a
)2 + (

1,18

a
)2) =

6,52

a2
(3.5.18)

Para que la unión soldada trabaje adecuadamente se verificarán las condiciones respecti-
vas:

σ ≤ σB
βw · γMw

(3.5.19)

Donde, usando un electrodo S235, se harán uso de los siguientes datos βB = 360MPa,
factor del material base βw = 0,80 y el factor de seguridad γMw = 1,5:

a ≥ 0,02mm (3.5.20)

Para el cumplimiento de la segunda condición se tiene que:

σn ≤
σB · 0,9
γMw

(3.5.21)

σn ≤
324MPa

1,5
(3.5.22)

a ≥ 0,02mm (3.5.23)

Sin embargo, de acuerdo a la norma AWS D1.3 [AWS, 1998], se tendrá que el espesor
mı́nimo de la garganta debe ser igual al de la plancha de menor espesor para dicho tipo
de unión. Por lo tanto, se tendrá que:

a =
1

8
” (3.5.24)

Los miembros inferiores de la estructura tambien deben ser verificados, sin embargo, al
ver los bajos niveles de esfuerzos en los miembros estructurales, se procede a realizar
una verificación de tipo dinámico.
Tal como se puede ver en los planos adjuntos, en la parte superior de la estructura se
colocará un motor eléctrico, el cual, debido a desalineamientos o desbalances residuales
generará una exitación externa sobre la mesa. Para fines del análisis dinámico se muestra
a la estructura en la figura 3.53 como un sistema de un solo grado de libertad: Donde las
columnas son elásticas y están compuestas de dos columnas y arriostres. Las propiedades
de dichas columnas son las siguientes:

E = 210GPa (3.5.25)
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Figura 3.53: Representación de la estructura como un sistema de un grado de libertad

I = 2 · 0,485in4 + 2 · 0,898in4 = 2,766in4 = 1151296,13mm4 (3.5.26)

Asimismo, la masa equivalente (masa superior del prototipo y masa de las columnas)
será:

Meq = msuperior +meq.columnas = 126,83kg + 0,23 · 34,86kg = 134,3kg (3.5.27)

El diagrama de cuerpo libre de la masa superior es el siguiente:

Figura 3.54: DCL de los elementos del sistema de 1 GDL

Las ecuaciones de D’Alembert para el sistema mostrado en la figura 3.54, son:

Meq · ẍ+ 2F = 0 (3.5.28)

F = x · 3EI

L3
(3.5.29)

La ecuación diferencial quedarı́a de la siguiente manera:

ẍ+
6 · E · I
L3 ·Meq

x = 0 (3.5.30)

Donde la frecuencia natural del sistema:

ωn =

√
6 · 210 · 103MPa · 1151296,12mm4

9003 ·mm3134,3kg
= 121,72

rad

s
= 19,37Hz (3.5.31)
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La frecuencia de excitación que corresponde con la velocidad de giro del motor (30Hz).
Por lo cual, es necesario verificar el nivel de respuesta del sistema usando la ecuación de
respuesta en frecuencia de un sistema de un grado de libertad (despreciando el factor de
amortiguamiento).

H(ω) =
1
k√

(1− ω
ωn

)2
(3.5.32)

Los resultados serán los siguientes:

H(ω) =
1mm

1989N

(1− 0,645)
= 1,78 · 10−4mm

N
(3.5.33)

El resultado indica que la respuesta será bastante baja a la frecuencia de operación.

3.6. Base de motor

De manera similar al caso anterior. La base sobre la cual se apoya el motor, se debe
verificar de manera estática y dinámica. El esquema de la base del motor es el siguiente:

Figura 3.55: Base del motor

Siendo las columnas que soportan la carga de compresión, se procede a verificar estos
elementos por pandeo. Para lo cual se muestra la sección transversal de esa zona.

Figura 3.56: Sección de la base del motor

Donde las propiedades de dicha sección son las siguientes:

Ix = 3216213,9mm4 (3.6.1)
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Iy = 4633569,6mm4 (3.6.2)

A = 1676,4mm2 (3.6.3)

Wmotor = 6kgf = 58,86N (3.6.4)

De acuerdo a lo calculado, se procede con la obtención de los radios de giro de cada uno
de los ejes.

ix =

√
Ix
A

=
√

1918,52mm2 = 43,8mm (3.6.5)

iy =

√
Iy
A

=
√

2764mm2 = 52,6mm (3.6.6)

La longitud de pandeo para la condición de borde (articulada, monodeslizante):

Lp = 2 · L = 2 · 63,5mm = 127mm (3.6.7)

Los grados de esbeltez son los siguientes:

λx =
Lp

ix
= 1,45 (3.6.8)

λy =
Lp

iy
= 1,21 (3.6.9)

En vista que los grados de esbeltez son bastante bajos. La posibilidad de una falla por
pandeo es bastante baja. Por lo cual, se descarta esta verificación y se procede a la verifi-
cación de la dinámica del sistema.
Para la verificación dinámica del sistema se requiere la utilización del método de elemen-
tos finitos. De manera similar al caso del rotor, se requiere el uso de un software, por lo
cual se hace el modelamiento dinámico del sistema. El procedimiento a seguir se inicia
con un modelamiento CAD y posteriormente con la simulación del sistema en el software
Ansys R1. Los resultados de los modos de vibración obtenidos son los siguientes:

Figura 3.57: Primer Modo de vibración de base de motor, f=689.22 Hz

La frecuencia de excitación que corresponde con la velocidad del motor, corresponde con
la frecuencia de operación del motor:

fext = 30Hz (3.6.10)

La frecuencia natural de excitación es mucho menor que la frecuencia del primer modo
de vibración. Lo cual, implica que la base no tendrá problemas dinámicos asociados con
su funcionamiento.
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3.7. Masas de carga

En vista que en el capı́tulo 2, se optó por seleccionar masas de un peso conocido como
elementos de carga externa. Se procede a realizar el cálculo respectivo de estas masas,
basado en su volumen y densidad. Por costos de fabricación y material se utilizarán discos
fabricados de ASTM A36.
Las dimensiones son las siguientes:

Figura 3.58: Dimensiones de las masas de carga

El detalle de estos elementos se adjunta en los planos de fabricación.

3.8. Ruedas de soporte

Debido a la exigencia del cliente (ver lista de exigencias, capı́tulo 2), se debe cumplir con
que el prototipo sea movilizable entre distintas zonas. Por lo tanto, se ha seleccionado
que el equipo debe estar soportado por ruedas industriales. Sin embargo, por condiciones
de la aplicación, se requiere que exista la menor cantidad de vibraciones externas sobre
el sistema. Por esta razón, se debe garantizar que las ruedas no tengan desplazamiento
horizontal. Por tal motivo se plantea el siguiente diagrama de cuerpo libre:

Figura 3.59: Diagrama de cuerpo libre del sistema general contemplando la fricción de las
ruedas
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Por lo tanto, lo primero que corresponde es determinar la fuerza de desbalance.

Fdesbalance = Mdesbalance · r · ω2 (3.8.1)

Se considera como desbalance crı́tico al desbalance generado por los agujeros de los co-
llarines de masa. Este volumen del desbalance es tal como se muestra en la figura:

Figura 3.60: Esquema del colları́n con discontinuidades que generen desbalance

El volumen de las masas que proporciona desbalance es el siguiente:

Vdesbalance = 4993,56mm3 (3.8.2)

La masa que corresponde será la siguiente (masas de acero):

mdesbalance = 0,039kg (3.8.3)

De esta manera la fuerza del desbalance generará las siguientes fuerzas:

Figura 3.61: Esquema de las fuerzas provocadas por el desbalance del colları́n

La fuerza provocada por el desbalance de una de las masas será la siguiente:

Fdesbalance = 0,039kg · 70mm · (2300
rev

min
)2 = 158,37N (3.8.4)

La fuerza resultante será la siguiente:

Fresultante = 158,37N · sen(34o) · 2 = 177,12N (3.8.5)

Lo primero que se realizará será verificar si habrán posibilidades de volteo del prototipo
debido a la fuerza generada por el desbalance del sistema. Es ası́ que se elaboró el DCL
mostrado en la figura 3.62 para verificar esta condición:
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Figura 3.62: Diagrama de cuerpo libre planteado para el volteo respectivo

Por lo tanto, haciendo el equilibrio de momentos respecto al punto A.

Fresultante · 1295,91mm+ 2 ·N · 441,45mm−Wprototipo · 220,73mm = 0 (3.8.6)

Donde el valor del peso del prototipo es el siguiente:

Wprototipo = 161,14kg · g = 1579,12N (3.8.7)

Dando como resultado, que la normal será la siguiente:

N1 = 134,81N (3.8.8)

Lo cual indica que existe contacto entre la ruedas y el piso Esto implica que no existe
posibilidad de volteo.
Asimismo, para verificar que las ruedas no deslizarán horizontalmente, se proponen las
siguientes ecuaciones:

Ff1 + Ff2 = Fresultante = 177,12N (3.8.9)

Las fuerzas de fricción estáticas son las siguientes, considerando µs = 1 (coeficiente de
fricción caucho - cemento):

Ff1max = µs ·N1 = 1 · 134,81N = 134,81N (3.8.10)

Ff2max = µs ·N2 = 1 · 654,75N = 654,75N (3.8.11)

Por lo tanto la fuerza de fricción resultante total será:

Ffmax = 1579,12N (3.8.12)

Por lo tanto, se da la siguiente condición:

Ffmax > Ff1 + Ff2 (3.8.13)

Por lo tanto, el sistema no deslizará.
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Capı́tulo 4

Análisis modal teórico del sistema

Tal como se ha mostrado en el capı́tulo anterior, en la sección que describe las carac-
terı́sticas de la fuerza magnética, se puede ver que tiene caracterı́sticas muy cercanas a la
fuerza elástica ejercida por un resorte [Schweitzer et al., 2009]. Para este trabajo de tesis
se va a continuar con dicho modelo de análisis.

4.1. Modelamiento bidimensional del rotor rı́gido

4.1.1. Fuerzas en los cojinetes

De manera general, tal como se define, los cojinetes de contacto fluido (rodamientos o
cojinetes de contacto), operan en un determinado punto de equilibrio, las fuerzas externas
adicionales que actuan sobre el cuerpo rı́gido desplazan al eje de su punto de equilibrio.
Bajo este concepto, las fuerzas que actúan en los rodamientos se asemejan a las fuerzas
producidas por resortes [Dimarogonas et al., 2013].

4.1.2. Modelo bidimensional de dos grados de libertad

Para simplificar el modelo conceptual se va a realizar el análisis en el plano bidimen-
sional, en vista que no presenta discos de gran diámetro o componentes adicionales que
generen efectos giroscópicos. El modelo conceptual del rotor suspendido sobre los dos
cojinetes magnéticos va a tener las siguientes caracterı́sticas:

• El cuerpo es considerado como rı́gido, de acuerdo a lo demostrado en los capı́tulos
anteriores.

• Los apoyos son considerados como resortes de rigidez constante.

• Se desprecia el amortiguamiento electromagnético.

Entonces, el modelo quedarı́a definido de la siguiente manera:
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Figura 4.1: Efecto giroscópico presente en un rotor de Jeffcot, tomado de [Jazar, 2005]

Figura 4.2: Modelo conceptual del rotor rı́gido apoyado sobre cojinetes magnéticos

Como anteriormente se ha definido, la fuerza magnética tiene la siguiente naturaleza:

Fm = ks · z + ki · i (4.1.1)

Por definición, si se logra derivar la fuerza con respecto a la posición, se va a tener el
valor de la rigidez del apoyo:

dFm
dz

= kz (4.1.2)

4.2. Descomposición del movimiento general

El movimiento generalizado del cuerpo rı́gido, puede ser caracterizado como una com-
binación de dos movimientos, uno que consiste en la traslación y otro que consiste en la
rotación del cuerpo rı́gido sobre su centro de masa. A cada uno de estos movimientos se
le conoce como grado de libertad.
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4.2.1. Primer grado de libertad

En este grado de libertad, se asume que todos los puntos que pertenecen al cuerpo osci-
larán con la misma velocidad, dirección y aceleración que su centro de masa. De forma
que cuando el cuerpo se mueva actuarán las fuerzas F1 y F2 sobre él, tal como se muestra
en la figura 4.3:

Figura 4.3: Diagrama de cuerpo libre que representa el primer modo de vibración

4.2.2. Segundo grado de libertad

En este grado de libertad, todos los puntos del cuerpo giran teniendo como polo absoluto
de giro el centro de gravedad del cuerpo rı́gido. De forma que cuando el cuerpo se mueve,
actuarán las fuerzas F1 yF2 procedentes de los soportes magnéticos. Ver figura 4.4

Figura 4.4: Diagrama de Cuerpo Libre que representa el segundo modo de vibración

Finalmente la vibración del cuerpo en sus dos modos de vibración va a tener una compo-
sición de ambos grados de libertad, esta composición de movimientos se muestra en la
figura 4.5:
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Figura 4.5: Esquema que muestra la combinación del movimiento de ambos grados de libertad

Para fines de simplificación, se puede modelar al sistema con un resorte equivalente en
cada apoyo. Tal como se muestra en la figura 4.6:

Figura 4.6: Esquema que muestra el modelo final del rotor rı́gido suspendido sobre cojinetes
magnéticos

Con el modelo conceptual completamente definido, la siguiente etapa consiste en el mo-
delamiento matemático de este sistema de dos grados de libertad.

4.3. Modelamiento matemático del sistema

Para obtener el modelo matemático del sistema general, se plantean un sistema de ecua-
ciones diferenciales a partir de las ecuaciones de D’Alembert.
La figura 4.7 plantea la equivalencia de los dos sistemas, el primer sistema consiste en el
cuerpo rı́gido sobre el cual, actúan las fuerzas externas procedentes de los apoyos luego
de retirar al cuerpo de su posición de equilibrio; mientras el segundo sistema consta de
un cuerpo sobre el cual actúan fuerzas inerciales provocadas por el movimiento.
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Figura 4.7: Diagrama de cuerpo libre que muestra los sistemas equivalentes

La figura 4.7 muestra a los sistemas equivalentes, a partir de los cuales se pueden plantear
las siguientes ecuaciones diferenciales:

ΣFz : −F1− F2 = mz̈ (4.3.1)

ΣMθ : −F1 · L1 + F2 · L2 = Jθ̈ (4.3.2)

Donde además, es necesario plantear un arreglo matemático procedente de las relaciones
de compatibilidad geométrica, las cuales generan las siguientes expresiones relacionadas
a las fuerzas en los resortes:

F1 = k1eq · (z + L1θ) (4.3.3)

F2 = k2eq · (z − L2θ) (4.3.4)

Realizando el reemplazo de las expresiones procedentes de la compatibilidad en las ecua-
ciones de equilibrio dinámico del cuerpo rı́gido, se obtiene lo siguiente:

−k1eq(z + L1θ)− k2(z − L2θ) = mz̈ (4.3.5)

−k1eq(z + L1θ)L1 + k2(z − L2θ)L2 = Jθ̈ (4.3.6)

Haciendo el reordenamiento correspondiente de las variables, se tiene que:

−k1eq · z − k1eq · L1 · θ − k2eq · z + k2eq · L2 · θ = mz̈ (4.3.7)

−k1eq1 · L1 · z − k1 · L12 · θ + k2eq · z · L2− k2eq · L22 · θ = Jθ̈ (4.3.8)

Asimismo, reemplazando la compatibilidad en las ecuaciones de equilibrio dinámico, se
tiene que:

−k1eqz − k2eqz + k2eqL2θ − k1eqL1θ = mz̈ (4.3.9)

−k1eqL1z + k2eqzL2− k1eqL12θ − k2eqL22θ = Jθ̈ (4.3.10)

A continuación se va a proceder a colocar el termino que contiene a la fuerza inercial
producto del movimiento junto al resto de términos de la ecuación, con el objetivo de
igualar todas las ecuaciones a cero.

mz̈ + k1eqz + k2eqz − k2eqL2θ + k1eqL1θ = 0 (4.3.11)

Jθ̈ + k1eqL1z − k2eqzL2 + k1eqL12θ + k2eqL22θ = 0 (4.3.12)
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Asimismo, tal como se realizó en el capı́tulo anterior, se hace un acoplamiento matricial
del sistema para poder realizar el análisis modal:[

m 0
0 J

]
·
[
z̈

θ̈

]
+

[
k1eq + k2eq −k2eqL2 + k1eqL1

−k2eqL2 + k1eqL1 k1eqL12 + k2eqL22

]
·
[
z
θ

]
=

[
0
0

]
(4.3.13)

Esta ecuación tiene 5 componentes matemáticas fundamentales, la primera matriz es la
que representa a las masas del sistema, el primer vector de aceleraciones del sistema
completa el primer término; en el segundo término, se tiene la matriz de rigidez y el del
vector de posiciones. La ecuación completa se puede expresar de manera simplificada y
matricial:

M̄ · ~̈X + K̄ · ~X = 0 (4.3.14)

la ecuación 4.3.14, extendida en la ecuación 4.3.13, representan la dinámica de un sistema
de dos grados de libertad, sin embargo, para conocer en detalle los modos de vibración
del sistema, ası́ como sus frecuencias naturales se tiene que realizar un análisis modal
teórico del sistema, es decir resolver el sistema de ecuaciones.

4.4. Análisis modal teórico del sistema

El análisis modal del sistema, consiste en encontrar los detalles en la respuesta dinámi-
ca del sistema. Para obtener dichas condiciones, es necesario resolver las ecuaciones
diferenciales-matriciales que representan al sistema. Para la determinación de la solu-
ción de la ecuación diferencial que se muestra en 4.3.13, se va a asumir una solución
armónica, donde al retirar al sistema de su posición de equilibrio este sistema tendrá dos
frecuencias naturales correspondientes a sus dos modos distintos de vibración.
Se asume la siguiente solución:

~X = ~Acos(ωt) (4.4.1)

Y su segunda derivada, que es la que se encuentra en la ecuación 4.3.14, es la siguiente:

~̈X = −ω2 ~Acos(ωt) (4.4.2)

Reemplazando las soluciones asumidas 4.4.1 y 4.4.2, en la ecuación 4.3.14, se va a tener
lo siguiente:

K̄ − M̄ω2 = 0 (4.4.3)

Lo cual, reemplazando todo esto en la ecuación 4.3.13, se va a tener la siguiente expresión
matemática:[

k1eq + k2eq −k2eqL2 + k1eqL1
−k2eqL2 + k1eqL1 k1eqL12 + k2eqL22

]
−
[
mω2 0

0 Jω2

]
=

[
0
0

]
(4.4.4)

Haciendo las operaciones matemáticas respectivas a nivel matricial, se tiene que:[
k1eq+k2eq −mω2 −k2eqL2 + k1eqL1
k1eqL1− k2eqL2 k1eqL12 + k2eqL22 − Jω2

]
=

[
0
0

]
(4.4.5)

Para que se cumplan las condiciones de igualdad entre ambas matrices, se le aplica la
función determinante a ambos lados de la ecuación para poder satisfacer la igualdad,
entonces se tiene lo siguiente:

det

[
k1eq+k2eq −mω2 −k2eqL2 + k1eqL1
k1eqL1− k2eqL2 k1eqL12 + k2eqL22 − Jω2

]
= det

[
0
0

]
(4.4.6)
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Asimismo,

det

[
k1eq + k2eq −mω2 −k2eqL2 + k1eqL1
k1eqL1− k2eqL2 k1eqL12 + k2eqL22 − Jω2

]
= 0 (4.4.7)

La determinante de la matriz tiene la siguiente forma igualada a un valor nulo:

(k1eq + k2eq −mω2) · (k1eqL12 + k2eqL22 − Jω2)− (k1eqL1− k2eqL2)2 = 0 (4.4.8)

Haciendo las operaciones algebraicas correspondientes, se tiene que la resultante debe
acomodarse a la siguiente forma:

Aω4 +Bω2 + C = 0 (4.4.9)

De manera que la ecuación 4.4.9 tiene la forma de una ecuación de segundo grado, donde
los términos vienen dados de la siguiente manera:

A = Jm (4.4.10)

B = −(k1J + k2J +mk1L12 +mk2L22) (4.4.11)

C = −(k1L1− k2L2)2 + (k2
1L12 + k1k2L22 + k1k2L12 + k2

2L22) (4.4.12)

Asimismo, se hace el siguiente cambio de variable respectivo:

X = ω2 (4.4.13)

Con lo cual, la ecuación quedará expresada de la siguiente manera:

AX2 +BX + C = 0 (4.4.14)

Las frecuencias naturales van a tener las siguientes soluciones:

ω1 =

√
−B +

√
B2 − 4AC

2A
(4.4.15)

ω2 =

√
−B −

√
B2 − 4AC

2A
(4.4.16)

Para obtener los valores de rigidez de manera adecuada, es necesario extraer la com-
ponente de rigidez de la ecuación de fuerza magnética, el detalle se va a explicar en la
sección posterior. Sin embargo, los valores(caracterı́sticas fı́sicas del sistema) se mues-
tran a continuación.

m = 5,968kg (4.4.17)

J = 0,091kg ·m2 (4.4.18)

x̄ = 268,01mm (4.4.19)

Ahora se pueden estimar los parámetros dinámicos del sistema a partir del esquema mos-
trado en 4.8.
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Figura 4.8: Esquema del rotor que representa la dinámica del sistema

El siguiente paso, es estimar la constante de rigidez, para verificar que las frecuencias a
las cuales va a oscilar el sistema van a ser bajas y además, sean lo suficientemente bajas
de manera que no se acerquen a la frecuencia de resonancia del rotor.

4.4.1. Estimación de los factores Fuerza-Desplazamiento y Fuerza-
Corriente

Los factores de Fuerza-Desplazamiento y Fuerza-Corriente, son factores muy importan-
tes en la generación de la fuerza magnética.

• Factor de Fuerza-Desplazamiento
De acuerdo a estudios anteriores sobre la naturaleza de la fuerza magnética, se ha
definido que la fuerza cambia en su magnitud con respecto a la posición de manera
muy similar a la figura 4.9 [Schweitzer et al., 2009]:

Figura 4.9: Variación de la fuerza magnética respecto a la posición del rotor

• Factor de Fuerza-Corriente
Al igual que en el caso anterior, la naturaleza de la fuerza electromagnética tiene
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una variación en su valor de acuerdo a la intensidad de corriente de las bobinas que
lo accionan. De manera similar a la figura 4.10 [Schweitzer et al., 2009]:

Figura 4.10: Variación de la fuerza magnética respecto a la posición del rotor

Estos factores se pueden estimar concretamente de manera experimental, sin embargo,
para el análisis modal es necesario definir el orden magnitud de estos factores, sobre todo
el de fuerza-desplazamiento, ya que este factor va a reemplazar a la rigidez de los apoyos
que soporta el rotor.
Tal como se especifica en [Hannes et al., 2009], los factores de fuerza- desplazamiento
se pueden estimar mediante las siguientes expresiones:

ki ∼=
4k · i0
(s0)2

(4.4.20)

ks ∼= −
4k · (i0)2

(s0)3
(4.4.21)

Donde se tiene que la constante k, se puede expresar de la siguiente manera en función
de la geometrı́a del cojinete:

k =
1

4
· µ0 · n2 · Aa (4.4.22)

De acuerdo a los cálculos presentados en el apéndice L, se tiene que:
Aa = 281,48mm2

µ0 = 4π · 10−7 N
A2

n = 175 ∗ 2
Realizando las operaciones correspondientes se tiene que:

k = 1,083 · 10−5 N ·m2

A2
(4.4.23)

Con este valor calculado, y el valor de las constantes de corriente y de posición; se tienen
los siguientes valores de funcionamiento nominal para las bobinas superiores de acuerdo
a lo abordado en los cálculos y especificaciones de fabricación.

i0 = 2,4A s0 = 1mm (4.4.24)
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En vista que, ya se tienen los valores nominales, se pueden estimar los valores mostrados
en las ecuaciones 4.4.20 y 4.4.21:

ki ∼= 103,99
N

A
(4.4.25)

De la misma forma:
ks ∼= 249583,56

N

m
(4.4.26)

Asimismo, para la bobina inferior que opera con otra corriente circulante se tiene que:

ki ∼= 12,99
N

A
(4.4.27)

De la misma forma:
ks ∼= 3899,74

N

m
(4.4.28)

En vista que, por condiciones y por geometrı́a ambos cojinetes son bastante similares, se
puede decir que ambos van a tener factores de fuerza desplazamiento similares.
Por lo tanto, tal como se muestra en las figuras 4.10 y 4.9, la fuerza magnética se puede
modelar como una recta. El sistema de coordenadas viene dado tal como se muestra en
la figura 4.11:

Figura 4.11: Configuración del rotor para cada uno de los apoyos

La fuerza que va actuar para estabilizar al rotor tendrá la siguiente forma:

Fm = ki · i− ks · z (4.4.29)

Donde la variable z tiene el dominio definido en la expresión 4.4.30, y representa el valor
del grado de libertad que tiene el rotor en el sentido vertical y en el sentido horizontal
(que no será tomado en cuenta por la naturaleza bidimensional del análisis).

z = [−1; 1] mm (4.4.30)
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Asimismo, el conductor no acepta una corriente superior a los 7.5 A, señalados en la
tabla 3.2. Por lo tanto, el dominio de la corriente viene dado tal como se muestra en la
expresión:

i = [0; 7,5] A (4.4.31)

Esto implica que la recta que representa a la fuerza magnética está dada por la ecuación
4.4.32

Fm(z, i) = 103,99
N

A
· i+ 249,58

N

mm
· z (4.4.32)

El resultado de graficar la ecuación 4.4.32 se muestra en la figura 4.12, donde se observa
la variación teórica de la fuerza magnética en función de la corriente circulante por las
bobinas y la posición del rotor.

Figura 4.12: Fuerza magnética en función de la corriente y posición del rotor teórica

Si se hace la comparación respectiva con lo mostrado por [Schweitzer et al., 2009] en la
figura 4.13. donde se muestran resultados experimentales pasados; se puede deducir un
comportamiento lineal de la fuerza magnética en buena parte del rango de trabajo del
cojinete.
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Figura 4.13: Fuerza magnética en función de la corriente y posición del rotor experimental,
tomado de [Schweitzer et al., 2009]

Por lo tanto, se corrobora que la constante de rigidez del apoyo será la que se muestra
en las ecuaciones 4.4.33

k1 = k2 = 249,58
N

mm
(4.4.33)

4.4.2. Determinación de las frecuencias de vibración

Una vez determinado y explicado el comportamiento de la fuerza magnética y su simi-
litud con la fuerza de un resorte; se necesita obtener la simplificación de la forma de los
apoyos. Es decir, obtener una rigidez equivalente de ambos sistemas. La idea es obtener
el sistema equivalente mostrado en la figura 4.14:

Figura 4.14: Esquema del sistema final que corresponde al modelamiento matemático realizado
anteriormente

Para este arreglo se puede hacer la siguiente analogı́a con un sistema de un solo grado de
libertad, tal como se muestra en la figura 4.15:
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Figura 4.15: Modelo del sistema de un solo grado de libertad para determinar la rigidez equi-
valente en los apoyos

A partir de la figura 4.15 se pueden obtener las siguientes ecuaciones:

−k1w − k2w = mẅ (4.4.34)

(k1 + k2) · w +mẅ = 0 (4.4.35)

De manera que:
k1 + k2 = keq (4.4.36)

m = meq (4.4.37)

De acuerdo a lo que se muestra en la figura 4.8, se puede afirmar que:

k1eq = k1 + k2 = 253,48
N

mm
(4.4.38)

k2eq = k3 + k4 = 253,48
N

mm
(4.4.39)

Realizando las operaciones correspondientes explicadas en las ecuaciones 4.4.15 y 4.4.16,
se tiene que las frecuencias de resonancia obtenidas son las siguientes:

ω1 = 291,74
rad

s
(4.4.40)

ω2 = 394,23
rad

s
(4.4.41)

Con lo cual, realizando el cálculo en el dominio de la frecuencia se tienen los siguientes
resultados:

f1 =
ω1

2 · π
= 46,38Hz (4.4.42)

f2 =
ω2

2 · π
= 62,74Hz (4.4.43)

Con las frecuencias determinadas se puede realizar el análisis y determinación de los
modos de vibración asociados al sistema dinámico. Asimismo, se puede ver que la fre-
cuencia de vibración es tan baja que no afecta a la frecuencia natural del rotor.
Por lo tanto, se reafirma el caracter rı́gido del rotor.
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4.4.3. Determinación de los modos de vibración

Para la determinación de los modos de vibración, se recurre a la matriz caracterı́stica del
sistema 4.4.7, la cual está dada por:[

k1eq+k2eq −mω2 −k2eqL2 + k1eqL1
k1eqL1− k2eqL2 k1eqL12 + k2eqL22 − Jω2

]
=

[
0
0

]
(4.4.44)

Asimismo, por el tipo de solución que se ha planteado al sistema de ecuaciones diferen-
ciales, se puede asumir lo siguiente:[

k1eq+k2eq −mω2 −k2eqL2 + k1eqL1
k1eqL1− k2eqL2 k1eqL12 + k2eqL22 − Jω2

] [
z
θ

]
=

[
0
0

]
(4.4.45)

Para resolver este sistema, se puede utilizar la descomposición modal, cuya teorı́a se
explica claramente en el apéndice E. La ecuación que resume esta teorı́a, es la siguiente:

(−ω2[M ] + [K]) ˆx(ω) = 0 (4.4.46)

Si a esta ecuación se le multiplica por el término [M ]−1, se obtiene la siguiente ecuación:

([M ]−1[K]− ω2[I]) ˆx(ω) = 0 (4.4.47)

Lo cual tambien puede convertirse en:

([A]− λ[I])ψ = 0 (4.4.48)

Donde el término [A] = [M ]−1[K] y λ = ω2. Se tiene que si se soluciona la ecuación
4.4.48 a través de los valores propios y vectores propios. De modo que:

[A] = [M ]−1 · [K] =

[
0,16750 0

0 13,1579

]
·
[
560970 −3300
−3300 11810

]
=

[
84940 −550
−43360 155420

]
(4.4.49)

Luego de realizar las operaciones matemáticas correspondientes, los vectores y los valo-
res propios son los siguientes

• Primer modo de vibración:
El primer modo de vibración está dado por la siguiente frecuencia:

ω1 = 290,87
rad

s
= 46,38Hz (4.4.50)

El vector propio caracterı́stico es el siguiente:

X1 =

[
−0,8528
−0,5222

]
·
[
z
θ

]
= 0 (4.4.51)

z

θ
= −0,5895 (4.4.52)

En vista que para ángulos pequeños, se tiene que la tangente del ángulo es muy
cercana al ángulo mismo:

z

tan θ
= −0,5892 (4.4.53)
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tan θ = − z

0,5895
(4.4.54)

La forma o modo de vibración del rotor es la que se muestra en la figura 4.16

Figura 4.16: Primer modo de vibración obtenido del análisis modal

• Segundo modo de vibración:
El segundo modo de vibración se obtiene de manera similar al anterior. Este modo
ocurre a la siguiente frecuencia:

ω2 = 394,23Hz = 62,74Hz (4.4.55)

El vector propio obtenido para este modo es el siguiente:

X2 =

[
0,0078
−1

]
·
[
z
θ

]
= 0 (4.4.56)

Haciendo las operaciones correspondientes se tiene que:

0,0078 · z − θ = 0 (4.4.57)

La forma o modo de vibración será la mostrada en la figura 4.17:

Figura 4.17: Segundo modo de vibración obtenido del análisis modal

Con esto se da por concluido el análisis modal teórico del sistema.
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Conclusiones

Luego de la realización del presente trabajo de tesis se pueden concluir los siguientes
puntos:

• Una parte importe del trabajo de tesis fue caracterizar de manera correcta el com-
portamiento dinámico del rotor y verificar que este tenga un comportamiento de tipo
rı́gido. Esto se logró utilizando cálculos analı́ticos y simulación numérica FEM, asi-
mismo se tomó como primera aproximación un diámetro del eje de 48 mm, el cual
se verificó, dando como resultado su primera frecuencia natural a 1158,12 Hz. Es
decir va a superar hasta en 5 veces la velocidad máxima de operación. Por lo tanto,
las deformaciones por efecto dinámico van a ser practicamente nulas, esto implica
que el rotor tendrá el comportamiento de un cuerpo rı́gido durante su operación.

• Si bien para este caso, el rotor tendrá el comportamiento de un cuerpo rı́gido; es
claro que los soportes no, por esta razón en el capı́tulo 4, se especifica el comporta-
miento dinámico que tendrá el cuerpo modelando al sistema como un cuerpo rı́gido
suspendido sobre dos soportes completamente flexibles. Dando como resultado, que
el primer modo de vibración se activará a la frecuencia de 46,38Hz(2782,4 rev

min
), lo

que implica que supera en hasta en 30 % la frecuencia máxima de operación, de
manera que el rotor no tendrá problemas de resonancia en este modo de vibración,
gracias a esta caracterı́stica será posible que el sistema se estabilice con facilidad. El
segundo modo de vibración se dará a 62,74Hz(3764,4 rev

min
), el cual estpá más ale-

jado aún de los parámetros de operación. En base a esto se concluye que el sistema
no entrará en resonancia debido ya que la frecuencia de operación es mucho me-
nor que la primera frecuencia de resonancia. Sin embargo, estos resultados indican
que los cojinetes magnéticos generarán mejores prestaciones a altas velocidades de
operación, ya que son en lı́neas generales elementos de baja rı́gidez lo cual generará
siempre bajas frecuencias naturales y dificultades en el control del sistema.

• A partir del presente trabajo de tesis, se ha verificado que un sistema conformado
por un rotor apoyado sobre cojinetes magnéticos requiere una verififación mecánica
por resistencia y estabilidad, es de suma importancia una verificación de las condi-
ciones dinámicas del sistema. Este análisis es de mayor criticidad que en un sistema
convencional de rodamientos, ya que de esto depende la factibilidad técnica de la
operación del equipo.

• El análisis bidimensional es suficiente para caracterizar al sistema completo, ya que
la rigidez equivalente de los apoyos es igual en el plano vertical y en el plano hori-
zontal. En caso de que esta situación fuera distinta, serı́a necesario un modelamiento
tridimensional del sistema.

• Todas las piezas de fabricación del prototipo (incluyendo los cojinetes magnéti-
cos), han sido fabricados a partir de procesos de fabricación locales, con materiales
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obtenidos en el mercado industrial peruano. Lo cual abre paso a que este tipo de
tecnologı́a puede ser desarrollado en nuestro mercado sin necesidad de importar
maquinaria o materiales del mercado extranjero.
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Recomendaciones

Luego de realizar el trabajo de tesis se pueden obtener las siguientes recomendaciones a
trabajos posteriores:

• En vista que las piezas del prototipo fueron fabricadas de aluminio, se recomienda
incorporar recubrimientos helicoil, con la finalidad de proteger a las uniones rosca-
das frente al desgaste generado por los ajustes y desajustes.

• Un tema que debe ser incroporador en un trabajo de tesis posterior es el análisis
modal experimental del sistema.

• Se recomienda hacer el análisis dinámico respectivo considerando varios diseños
de cojinetes magnéticos usando los mismos soportes y motor.

• Un tema de investigación posterior consistirı́a en estudiar el comportamiento dinámi-
co del sistema frente a cargas fluodinámicas, es decir considerad, la incorporación
de una turbina en el sistema. El rotor, gracias a su diseño, comprende la utilización
de un buje FX que le permitirá el acoplamiento de distintas cargas.
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Apéndice A

Costos del proyecto

El proyecto ”Diseño y fabricación de un prototipo de rotor suspendido sobre cojinetes
magnéticos”ha tenido dos etapas fundamentales durante su proceso de elaboración:

• Diseño de ingenierı́a:
Durante esta etapa se consideran las horas hombre trabajadas durante en las siguien-
tes tareas, el resumen se expone en el cuadro ??:

Concepto HHs Costo HH Costo Total
Diseño conceptual 60 horas S/.18.75 S/. 1125.00
Cálculos y especificaciones 60 horas S/.18.75 S/. 1125.00
Elaboración de planos de fabri-
cación

80 horas S/.18.75 S/. 1500.00

Total 200 horas S/.18.75 S/. 3750.00

Cuadro A.1: Costos de HHs de diseño

• Fabricación:
Durante esta etapa se considera el costo de fabricación de cada uno de los compo-
nentes, el resumen se expone en el cuadro ??::

Pieza Cantidad Costo Fabricación Costo Total
Estructura de soporte 1 S/. 3550.00 S/. 3550.00
Base de motor 1 S/. 450.00 S/. 450.00
Housings 2 S/. 1982.00 S/. 3964.00
Tapa portarodamiento 1 S/.563.00 S/. 563.00
Tapa trasera 1 S/.163.45 S/. 163.45
Tapa portasensores 2 S/.262.65 S/. 525.30
Plancha base 2 S/. 197.50 S/. 395.00
Rotor 1 S/.538.00 S/. 538.00
Pin 4 S/.70.00 S/. 280.00
Placa de sujeción 4 S/.40.00 S/. 200.00
Cojinetes magnéticos 2 S/. 1684.00 S/. 3368.00
Masas de carga 3 S/. 80.00 S/. 240.00

Total - - S/. 14236.75

Cuadro A.2: Costos de fabricar las piezas del prototipo
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• Montaje: Durante esta etapa se realizó el ensamblaje de las piezas, adicionalmente
se realizó la adquisición de piezas como rodamientos, acoplamientos, bujes, motor,
variador de frecuencia. Asimismo, en esta etapa tambien se considera la mano de
obra involucrada en el ensamblaje y anclaje de las piezas fabricadas. El resumen se
muestra en el cuadro A.3 y el cuadro A.4:

Pieza Cantidad Costo Producto Costo Total
Motor 0.5 HP 1 S/.450 S/. 450.00
Variador de frecuencia 1 S/. 1456.60 S/. 1456.60
Sensores de inducción 4 S/. 369.11 S/. 1476.44
Ruedas industriales 1 S/. 168.20 S/. 672.78
Rodamiento 54306 1 S/.91.56 S/. 91.56
Acoplamiento double
loop

1 S/. 105.00 S/.105.00

Buje PHF FX10-48x80 1 S/.57.94
Anillo Seeger A25 1 S/.1.5 S/.1.5
Fitting de grasa M5 1 S/.1 S/.1
Prensaestopa PG9 1 S/.2.5 S/.5
Tornillo cabeza hexa-
gonal M14x140

4 S/. 2.50 S/. 10.00

Tornillo cabeza hexa-
gonal M6x25

4 S/. 1.50 S/.6.00

Tornillo cabeza
cilı́ndrica M8x30

4 S/. 1.30 S/. 5.20

Tornillo cabeza
cilı́ndrica M10x40

16 S/. 2.00 S/. 32.00

Tornillo cabeza
cilı́ndrica M5x16

4 S/. 1.50 S/. 6.00

Tornillo cabeza
cilı́ndrica M12x120

4 S/. 2.00 S/. 8.00

Tornillo cabeza
cilı́ndrica M5x45

12 S/. 1.50 S/. 18.00

Espárrago M12x144 4 S/. 4.50 S/. 18.00
Tuercas y arandelas 1 S/. 25.00 S/. 25.00

Total - - S/.4446.02

Cuadro A.3: Costo de las adquisiciones del prototipo

Concepto Costo
Hora
hombre

Horas emplea-
das

Costo Total

Mano de obra ensam-
blaje

S/.10.00 8 horas S/. 80.00

Cuadro A.4: Costo de mano de obra de ensablaje del prototipo

Con esta estructura definida, el costo total del proyecto vendrı́a a ser el mostrado en el
cuadro ??.
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Concepto Costo
Diseño de ingenierı́a S/. 3750.00
Fabricación de piezas S/. 14236.75
Piezas de ensamblaje S/. 4446.02
Mano de obra ensamblaje S/.80.00
Costo total del proyecto S/.22512.77

Cuadro A.5: Costo total del Proyecto

Este presupuesto cumple con las exigencias y parámetros del cliente.
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Apéndice B

Operaciones de fabricación

Con todas las especificaciones mostradas anteriormente, se procedió a realizar la fabri-
cación de cada una de las piezas del prototipo partir de los planos de fabricación que
se muestran en los apéndices. La fabricación se realizó en un taller local, con procedi-
mientos de fabricación local. Las piezas que se fabricaron fueron las siguientes junto a la
descripción básica de las operaciones de mecanizado:

• Rotor:
El rotor se fabricó a partir de una barra de acero DIN Ck 45, de dimensiones: 0.5
m de largo y 2”de diámetro. Para la fabricación se utilizó un torno. La primera
operación que se realizó fue el tronzado de la pieza, posteriormente se realizó el
taladrado con broca de centro en el lado final del rotor; posteriormente se llevaron
a cabo las operaciones de desbaste respectivas y un tronzado final para hacer el
canal del Anillo Seeger; finalmente, se hace un fresado plano para poder hacer una
cara plana, en la cual se asiente el prisionero que se usa para la conexión con el
acoplamiento. Dando como resultado lo que se muestra en la figura B.1.

Figura B.1: Rotor fabricado a partir de una barra de AISI SAE 1045

• Housings:
Cada una de las piezas descritas en los planos de fabricación como ”Housings”, se
fabricaron a partir de dos bloques de aluminio, cada uno con las siguientes dimen-
siones: 230mm, 116mm y 105 mm. Estos se muestran en la figura B.2
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Figura B.2: Bloques de aluminio base para la realización de los soportes

Las operaciones de mecanizado que se llevaron a cabo fueron un refrentado con
la fresadora de husillo horizontal hasta llegar a las dimensiones finales, tanto del
bloque superior como del inferiortal como se muestra en la figura B.3:

Figura B.3: Refrentado frontal con una fresadora de husillo horizontal

Posteriormente, se coloca la pieza en una fresadora CNC, en la cual se hace el agu-
jero donde se alojará posteriormente el cojinete magnético. Finalmente se taladran
los agujeros utilizados para las roscas que se van a utilizar para la unión a las plan-
chas base y a las tapas.

Figura B.4: Soportes fabricados de aluminio para los cojinetes magnéticos
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• Tapa portarodamiento: La tapa portarodamiento se fabrica a partir de una sección
de una barra de aluminio, de 7”de diámetro y de 58 mm de largo. Posteriormente
esta sección de barra, se desbasta en el torno hasta llegar a las dimensiones finales;
asimismo, en la mandrinadora se hace el agujero interno donde se aloja el roda-
miento, finalemente se utiliza el taladro para el agujero de lubricación, en la parte
superior se hace un agujero roscado para colocar la grasera. La última operación se
muestra en B.5.

Figura B.5: Taladrado de los agujeros para la tapa portarodamiento

• Tapa trasera: La tapa trasera se fabrica a partir de una plancha cuadrada de 135mm
x 135mm y de 1/4”. Se coloca en una fresadora vertical, donde se hace un agujero
central y se taladran los agujeros de los pernos para encajar y cerrar el comparti-
miento que contiene al rodamiento.

• Plancha Base: Las planchas bases de acero se fabricaron a partir de planchas de
acero ASTM A36 de 1”de espesor, 510 mm de largo, 130 mm de ancho. Las opera-
ciones de fabricación realizadas fueron un refrentado hasta llegar a las dimensiones
finales, se taladraron los agujeros que serviran para anclar los soportes a la plancha
y para anclar las plancha al soporte, finalmente se realizó una operación de fresado
para el canal de alineamiento del rotor.

Figura B.6: Material base para la plancha
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• Cojinetes magnéticos: El proceso de fabricación más exhaustivo, debido a las tole-
rancias y a la complejidad geométrica fueron los cojinetes magnéticos; la ingenierı́a
de detalle de esta pieza ha sido realizada por el tesista Bjorn Betz [Betz, 2019], el
primer paso fue conseguir las planchas de 0.6 mm de espesor de Acero al Sili-
cio, el bloque de chapas de acero al silicio fue mecanizado utilizando la tecnologı́a
CAD/CAM en una fresadora CNC. Tal como se muestra la figura B.7:

Figura B.7: Bloque de chapas de acero al silicio durante el proceso de mecanizado en una
fresadora CNC

Para conseguir un buen proceso de mecanizado se juntaron las piezas con ayuda de
espárragos que puedan anclar el bloque de láminas a la bancada y con cordones de
soldadura en los flancos. Una vez terminado el proceso de mecanizado del núcleo,
se procedió a fabricar las bobinas; la estructura fue construida a partir de fibra de
vidrio, los conductores son de cobre de acuerdo a las espcificaciones de los planos
y el embobinado se hizo utilizando un contador de espiras. Este proceso se puede
observar en la figura:

Figura B.8: Proceso de elaboración de las bobinas
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Una vez finalizada la elaboración de las bobinas, se hizo el ensamblaje del conjunto.
Usando imanes permanentes para conectar los dos cuerpos del cojinete magnético,
la conexión de cada una de las bobinas es independiente.

Figura B.9: Ensamble final de las bobinas del cojinete magnético

El ensamblaje del prototipo completo se realizó con las siguientes especificaciones mos-
tradas en el plano de ensamble. Los cojinetes se colocaron al interior del soporte de dos
piezas de aluminio, se les colocaron las tapas respectivas. El rodamiento fue montado en
el rotor utilizando las herramientas respectivas (TMFT 36 SKF), finalmente una vez que
se hizo el centrado respectivo de los soportes y el posicionamiento correcto, se colocó el
rotor entre ambos soportes y se tapó el compartimiento con la tapa trasera. El ensamblaje
final se hizo de la siguiente manera:

Figura B.10: Vista frontal del ensamble del prototipo
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Figura B.11: Vista lateral del ensamble del prototipo

Figura B.12: Tapa portarodamientos luego de pasar por el proceso de fabricación
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Figura B.13: Proceso de acabado de los cojinetes magnéticos

Figura B.14: Presentación del rodamiento en la tapa portarodamiento
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Figura B.15: Proceso de fabricación de mecanizado de la tapa portarodamiento
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Apéndice C

Fichas técnicas de los elementos
seleccionados

1. Buje PHF FX 10-48x80

Figura C.1: Buje FX
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2. Rodamiento axial 54306

Figura C.2: Rodamiento axial y arandelas de giro, dimensiones

Figura C.3: Rodamiento axial y arandelas de giro, datos técnicos
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3. Motor eléctrico

Figura C.4: Motor 0.5 HP

Figura C.5: Datos técnicos del motor 0.5 HP
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4. Ruedas de apoyo

Figura C.6: Datos técnicos de las ruedas de apoyo

5. Acoplamiento flexible

Figura C.7: Datos técnicos del acoplamiento flexible
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6. Sensores inductivos

Figura C.8: Datos técnicos del acoplamiento flexible

7. Variador de frecuencia

Figura C.9: Variador de frecuencia
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Apéndice D

Modelamiento del sistema general

Durante las discusiones sobre el diseño del sistema en general, se tomó en cuenta la
opinión de los trabajos de tesis paralelos. Es decir, la ingenierı́a correspondiente al desa-
rrollo de los cojinetes y del sistema de control, finalmente por razones de factibilidad de
fabricación y simplicidad en el algoritmo de control. Se consideró que lo adecuado era
utilizar cojinetes magnéticos homopolares de 8 polos.
Es decir, se utilizarán cuatro electromagnetos de dos bobinas en cada cojinete tal como
lo muestra la siguiente figura:

Figura D.1: Diagrama del sistema con 8 electromagnetos en total

A partir de lo mostrado en el esquema D.1, se puede obtener el Diagrama de Cuerpo
Libre mostrado en la figura D.2 del cual se obtendrá el modelamiento matemático del
sistema para poder analizarlo y predecir su comportamiento de forma que se puedan
comprender las fuerzas magnéticas asociadas a él.
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Figura D.2: Diagrama de cuerpo libre

D.1. Modelamiento simplificado del sistema

Si bien, el rotor va a estar influenciado por ocho electromagnetos, se procede a abordar
el modelo preliminar con un solo electromagneto para realizar el modelamiento prelimi-
nar y analizar como influye esta fuerza en el comportamiento dinámico del sistema. De
acuerdo a lo trabajado en modelos similares [Calderon, 2019] se propone el siguiente el
esquema mostrado en la figura D.3.

Figura D.3: Diagrama de Cuerpo Libre del modelo contemplando un solo electromagneto

En base a lo mostrado en la figura D.3, se pueden plantear las siguientes ecuaciones de
equilibrio dinámico para un cuerpo rı́gido, estas ecuaciones son procedentes de las Leyes
de D’Alembert. ∑

Fy = m · d
2y

dt2
(D.1.1)

Fm · cos(β) +Rc · cos(α)−mg = m · d
2y

dt2
(D.1.2)
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∑
TG = JG ·

d2θ

dt2
(D.1.3)

Rc · cos(α)L1 − Fm · cos(β) = JG ·
d2θ

dt2
(D.1.4)

Asimismo, se plantean las ecuaciones de equilibrio para el instante en cual el rotor no
gira y el cojinete magnético solo necesita soportar el efecto del campo gravitatorio que
actúa sobre él. Por lo tanto, se plantean las siguientes ecuaciones de equilibrio estático:∑

Fext = 0 (D.1.5)

Fm0cos(β) +Rc0 · cos(α)−mg = 0 (D.1.6)∑
Text = 0 (D.1.7)

Rc0cos(α)L1 − Fm0senαL2 = 0 (D.1.8)

Adicionalmente a eso, se sabe que la fuerza magnética tiene las siguientes caracterı́sticas
[Hannes et al., 2009]:

Fm(x, i) = −ks · y + ki · i (D.1.9)

Para este caso, se va a realizar el acoplamiento de las ecuaciones tal como se muestra
en el ApéndiceE. La ecuación matricial obtenida de acoplar las ecuaciones de equilibrio
dinámico con sus repectivas condiciones iniciales resulta en lo siguiente:[

m 0
0 JG

]
·
[
ÿ

θ̈

]
+

[
−kscos(β) 0

0 −kscos(β)L22

]
·
[
y
θ

]
=

[
kicos(β)i
kicos(β)iL2

]
(D.1.10)

En cuanto a la parte electromagnética, se tiene que a partir de las leyes de Kirchoff se
modela el circuito eléctrico que genera la fuerza magnética (inducción electromagnética)
tal como se muestra en la ecuación D.1.11:

V −R1i− L1
di

dt
= 0 (D.1.11)

La ecuación D.1.11 tiene el comportamiento de una ecuación diferencial de primer orden.
El detalle de su solución se muestra en el ApéndiceE. Con lo cual, la expresión donde
se muestra que la corriente circulante por las bobinas magnéticas es la mostrada en la
ecuación E.2.8, la cual se muestra en la ecuación D.1.12:

i(t) =
V

R1
(1− e−

−R1
L1

t) (D.1.12)

En base a esto, se pueden proponer relaciones para estimar parámetros fı́sicos iniciales,
todo esto a partir de la ley de movimiento del centro de masa del rotor, la cual provie-
ne de resolver la ecuación diferencial D.1.2. Cuya solucion particular hay que asumir
basándose en recomendaciones y propuestas de solución [Stewart, 1995].

y(t) = C1 · e
√
kscos(β)

m
t + C2 · e−

√
kscos(β)

m
t − kiV

R1ks
+ e−

R1t
L1 (D.1.13)

Juntando la solución particular y homogénea; la fuerza magnética tendrá la siguiente
naturaleza en función del tiempo:

Fm(t) = −ks ·(C1 ·e
√
kscos(β)

m
t+C2 ·e−

√
kscos(β)

m
t− kiV

R1ks
+e−

R1t
L1 )+ki ·(

V

R1
(1−e−

−R1
L1

t))

(D.1.14)
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Ahora se puede deducir la naturaleza de la fuerza magnética y estimar valores de cual
puede ser un peso adecuado que va a soportar y en base a eso, realizar las aproximaciones
que permitan obtener los parámetros iniciales de trabajo. Toda esta etapa sirvió para
ordenar variables y verificar que factores van a influir en el algoritmo de control.
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Apéndice E

Fundamentos matemáticos

E.1. Solución de una ecuación diferencial de segundo or-
den

La solución de la ecuación diferencial es mostrada en el siguiente apéndice por el método
propuesto por [Stewart, 1995] :

m · d
2x

dt2
+ c · dx

dt
+ k · x = f (E.1.1)

La solución de una ecuación diferencial de segundo orden tiene la siguiente naturaleza,
de una solución homogénea y otra particular:

x(t) = xh(t) + xp(t) (E.1.2)

Donde para obtener la solución homogénea tenemos lo siguiente:

m · d
2x

dt2
+ c · dx

dt
+ k · x = 0 (E.1.3)

Donde, debido a la naturaleza del movimiento(oscilatorio) asumimos la siguiente solu-
ción, la cual es derivada de la fórmula de Euler

x = C1 · ea·t + C2 · eb·t (E.1.4)

Donde sus derivadas serán las siguientes:

dx

dt
= C1 · a · ea·t + C2 · b · eb·t (E.1.5)

d2x

dt2
= C1 · a2 · ea·t + C2 · b2 · eb·t (E.1.6)

Con lo cual reemplazando en la expresión E.1.3, vamos a tener la siguiente expresión:

m·(C1·a2·ea·t+C2·b2·eb·t)+c·(C1·a·ea·t+C2·b·eb·t)+k·(C1·ea·t+C2·eb·t) = 0 (E.1.7)

Donde realizando algunos arreglos matemáticos se va a tener la siguiente expresión:

C1 · ea·t · (m · a2 + c · a+ k) + C2 · eb·t · (m · b2 + c · b+ k) = 0 (E.1.8)
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Como se puede observar en las expresiones anteriores, es necesario analizar las discrimi-
nantes de las ecuaciones para conocer la naturaleza del sistema, donde vamos a llamar a
la siguiente ecuación como ecuación caracterı́stica:

m · a2 + c · a+ k = 0 (E.1.9)

Cuyo discriminante va a tener las siguientes caracterı́sticas,

∆ = c2 − 4 ·m · k (E.1.10)

Cuyas raı́ces son las siguientes:

r1 =
−c+

√
c2 − 4km

2m
(E.1.11)

r2 =
−c−

√
c2 − 4km

2m
(E.1.12)

Donde se van a tener tres casos de solución del discriminante:

• Caso 1: Donde vamos a tener el sistema en una condición de sistema sobre-amortiguado:

∆ > 0⇒ c2 > 4 ·m · k (E.1.13)

Cuya solución será, la siguiente:

x = C1 · er1·t + C2 · er2·t (E.1.14)

• Caso 2: El segundo caso es el de un sistema crı́ticamente amortiguado:

∆ = 0⇒ c2 = 4 ·m · k (E.1.15)

Cuya solución será la siguiente:

r = − c

2 ·m
(E.1.16)

x = C1 · er·t + C2 · er·t (E.1.17)

• Caso 3: El tercer caso es el de un sistema subamortiguado:

∆ < 0⇒ c2 < 4 ·m · k (E.1.18)

Cuya solución será la siguiente:

r1 = α + i · β (E.1.19)

r2 = α− i · β (E.1.20)

Donde se tienen las siguientes constantes:

α =
−c

2 ·m
(E.1.21)

β =

√
4 ·m · k − c2

2m
(E.1.22)
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Con lo cual reemplazando en los valores se tendrá una solución. La solución particular
viene dada por la naturaleza de la fuerza f. Asimismo, en este mismo apéndice se va
a realizar la solución de la ecuación diferencial que describe el movimiento traslacional
que describe el centro de masa, la cual es obtenida en el apéndice L, en la ecuación F.1.21

m · d
2x

dt2
− kscos(θ)x = kicos(β)i (E.1.23)

E.2. Solución de una ecuación diferencial de primer gra-
do

Se tiene la siguiente ecuación diferencial de primer grado, proveniente del circuito eléctri-
co de las bobinas.

V −R1i− L1
di

dt
= 0 (E.2.1)

Con lo cual, despejando el diferencial se tiene lo siguiente:

V −R1i

L1
=
di

dt
(E.2.2)

Haciendo un reordenamiento de las variables se tiene lo siguiente:

dt =
L1di

V −R1i
(E.2.3)

Aplicando una integración a ambos lados de la ecuación se tiene lo ecuación:∫ t

t0

dt =

∫ i

i0

L1

V −R1i
dt (E.2.4)

t− t0 = −L1

R1
· ln V −R1i

V −R1i0
(E.2.5)

Y haciendo un reordenamiento de las variables respectiva, tomando en cuenta que la
corriente debe ser la variable dependiente del sistema, con lo cual hay que aplicar una
función exponencial a ambos lados de la expresión de forma que se pueda quitar al lo-
garitmo natural. Y además teniendo en cuenta que en el instante inicial, la corriente es
mı́nima, asimismo, el tiempo t0 es el punto de incio de operación por lo tanto es 0 segun-
dos.

(V −R1i0) · e−
−R1
L1

t = V −R1i (E.2.6)

i =
V − (V −R1i0)e−

−R1
L1

t

R1
(E.2.7)

Teniendo en cuenta que en el instante inicial i0 = 0, en vista que inicialmente se tiene
el circuito abierto del controlador. Con lo cual, la ecuación quedarı́a expresada de la
siguiente manera.

i(t) =
V

R1
(1− e−

−R1
L1

t) (E.2.8)

Esta ecuación describe el comportamiento de la corriente circulante en las bobinas en
función del tiempo.
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E.3. Descomposición modal

La descomposición modal [Nijen, 2015] es un método potente y bastante usado para
resolver y entender problemas de carácter dinámico. El concepto fue introducido por
Lord Rayleigh, partiendo de la dinámica lineal de sistemas no amortiguados. Lo que se
hace es transformar el problema al dominio modal, haciendo que sea más fácil entender
la vibración de la estructura. Es ası́ que, se tiene un sistema vibratotio generalizado, cuya
obtención se verá más adelante:

[M ]ẍ+ [C]ẋ+ [K]x = {F (t)} (E.3.1)

Donde se tiene que M, representa la matriz de masas, C la matriz de amortiguamiento y K
representa la matriz de rigidez, el vector X, es el que representa los desplazamientos; sus
derivadas representan el vector velocidad y el vector aceleración. Para la descompoisción
modal se va a utilzar el sistema pero despreciando el amortiguamiento y sin tener en
cuenta el valor de la fuerza de excitación:

[M ]ẍ+ [K]x = {0} (E.3.2)

Donde aplicando la transformada de Fourier (ver Anexo A), se va a tener la siguiente
ecuación:

(−ω2[M ] + [K]) ˆx(ω) = {0} (E.3.3)

Ahora se procede a multiplicar a todo el sistema por la iversa de la matriz de masa, con
lo cual se tiene:

(−ω2[I] + [M ]−1[K]) ˆx(ω) = {0} (E.3.4)

Donde se pueden fijar las siguientes constantes [A] = [M ]−1[K], asimismo, el factor ω2

se va a convertir en λ. De forma que se tiene la siguiente expresión:

([A]− λ[I]){ψ} = {0} (E.3.5)

Soluciando este problema de valores propios del sistema, se van a tener n valores propios
para cada uno de los modos propios de sistema dinámico representados por la variable ψ.

E.3.1. Coordenadas Modales

Una propiedad muy poderosa de los modos propios de un sistema dinámico es la or-
togonalidad que poseen. Es decir el efecto de uno, es independiente del otro. Por esta
razón son muy adecuados para realizar transformaciones, en este caso, la transforma-
ción al dominio modal. Es decir partir, la dinámica de un sistema dinámico generaliza-
do en un grupo de sistemas dinámicos más sencillos, de forma que los modos propios
{ψ1}, {ψ2}, ..., {ψn}puedan usarse para la siguiente transformación:

{x(t)} = [ψ]{q(t)} (E.3.6)

Lo cual implica que ahora el vector de desplazamiento de un sistema dinámico complejo
{x}, ahora ha sido expresado en función de una serie de modos propios, y cuya magnitud
para cada valor propio ha sido almacenada en el vector q(t). Finalmente, esta transforma-
ción en coordenadas modales es reemplazada en la ecuaciónE.3.1, y además se realiza el
artificio de multiplicar a toda la ecuación por [ψ]T de forma que se tendrá lo siguiente:

[ψ]T [M ][ψ]{q̈}+ [ψ]T [C][ψ]{q̇}+ [ψ]T [K][ψ]{q} = [ψ]T{F (t)} (E.3.7)

146



Gracias a la propiedad de ortogonalidad de la matriz de modos propios (la cual se espe-
cificó anteriormente), la matriz transpuesta es igual a la matriz inversa, lo cual hace lo
siguiente:

[ψ]T [M ][ψ] = m (E.3.8)

[ψ]T [C][ψ] = c (E.3.9)

[ψ]T [K][ψ] = k (E.3.10)

Es decir obtenemos cada uno de los parámetros equivalentes del sistema para cada modo
de vibración del sistema. Con lo cual ahora se tendrá todo un grupo de n ecuaciones
diferenciales desacopladas, de la siguiente forma:

m{q̈}+ c{q̇}+ k{q} = [ψ]T{F (t)} = {Fq(t)} (E.3.11)

Donde el termino {Fq(t)} está asociada a la fuerza de excitación correspondiente a cada
modo del sistema.

E.3.2. Significado fı́sico de los valores propios

Los valores propios asociados a cada modo propio, son propiedades importantes de la
estructura y tienen un significado fı́sico, para explicar esto a detalle, se volverá a analizar
la ecuación E.3.3:

(−ω2[M ] + [K]) ˆx(ω) = {0} (E.3.12)

Ahora se va a realizar el mismo artificio anterior, es decir desintegrar el vector x en su
matriz de modos propios y su vector de almacenamiento, ası́ como multiplicar a todo el
sistema por [ψ]T , con lo cual se tendrá el siguiente valor:

(−λ[ψ]T [M ][ψ] + [ψ]T [K][ψ]){ ˆq(ω)} = {0} (E.3.13)

Con lo cual de acuerdo a lo mostrado en E.3.10,E.3.9,E.3.8, se puede transformar la
ecuación a sus coordenadas modales.

(−λm+ k){ ˆq(ω)} = {0} (E.3.14)

Por lo cual podemos decir que en el dominio modal se va a tener que la frecuencia natural
equivalente de cada uno de los modos será:

λ = ω2 =
kj
mj

(E.3.15)

Donde kj y mj , vienen a ser la masa y rigidez equivalente para cada uno de los modos.
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Apéndice F

Modelamiento matricial

F.1. Modelamiento matricial del rotor rı́gido sobre coji-
netes magnéticos

En base a las leyes de equilibrio estático y equilibrio dinámico de D’Alembert aplicadas
a un cuerpo rı́gido como lo es el rotor, se tienen las siguientes ecuaciones:
Equilibrio dinámico: ∑

Fext = m · d
2x

dt2
(F.1.1)

Fm · cos(β) +Rc · cos(α)−mg = m · d
2x

dt2
(F.1.2)∑

TG = JG ·
d2θ

dt2
(F.1.3)

Rc · cos(α)L1 − Fm · cos(β) = JG ·
d2θ

dt2
(F.1.4)

Equilibrio estático: ∑
Fext = 0 (F.1.5)

Fm0 · cos(β) +Rc0 · cos(α)−mg = 0 (F.1.6)∑
TG = 0 (F.1.7)

Rc0 · cos(α)L1 − Fm0 · cos(β) = 0 (F.1.8)

Asimismo, la fuerza magnética:

Fm(x, i) = −ks · x+ ki · i (F.1.9)

En base a estas ecuaciones podemos plantear un reordenamiento de las ecuaciones de
equilibrio dinámico.

Fm0 · cos(β) = mg −Rc0 · cos(α) (F.1.10)

Rc0 · cos(α)L1 = Fm0 · cos(β) (F.1.11)

Reemplazando estas ecuaciones de equilibrio dinámico:

Fm · cos(β)− Fm0 · cos(β) = m · d
2x

dt2
(F.1.12)
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Fm · cos(β)L2 − Fm0 · cos(β)L2 = JG ·
d2θ

dt2
(F.1.13)

Utilizando la ecuación de fuerza magnética se tiene lo siguiente y reemplazandolo

((ksx+ kii)− (ksx0 + kii0))cos(β) = m · d
2x

dt2
(F.1.14)

((ksx+ kii)− (ksx0 + kii0))L2cos(β) = JG ·
d2θ

dt2
(F.1.15)

Donde además se hace el siguiente cambio de variables:

x = x− x0 (F.1.16)

i = i− i0 (F.1.17)

Asimismo, por una relación geométrica se va a tener lo siguiente:

θ · L2 = x (F.1.18)

Por lo tanto, se tiene el siguiente modelo matemático:

kscos(θ)x+ kicos(β)i = m · d
2x

dt2
(F.1.19)

kscos(β)θL22 + kicos(β)iL2 = JG
d2θ

dt2
(F.1.20)

Con lo cual, se tiene el siguiente ordanamiento de variables.

m · d
2x

dt2
− kscos(θ)x = kicos(β)i (F.1.21)

JG
d2θ

dt2
− kscos(β)θL22 = kicos(β)iL2 (F.1.22)

Haciendo el acoplamiento de las ecuaciones diferenciales se tiene lo siguiente:[
m 0
0 JG

]
·
[
ẍ

θ̈

]
+

[
−kscos(β) 0

0 −kscos(β)L22

]
·
[
x
θ

]
=

[
kicos(β)i
kicos(β)iL2

]
(F.1.23)
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Apéndice G

Cálculo de las propiedades del rotor

G.1. Cálculo del centro de masa del rotor

Con la geometrı́a del rotor completamente definida tal como se muestra en la figura
siguiente se procede a calcular el centro de masa, partiendo el cuerpo rı́gido en 4 partes:

Figura G.1: Dimensiones generales del cojinete magnético radial

Donde de acuerdo a la figura G.1, el cuerpo rı́gido está dividido en cuatro partes y para
calcular su centro de masa se aplica la siguiente expresión:

x̄ =

∑
xi ·mi∑
mi

(G.1.1)

Es decir, se va a realizar el cálculo de la masa de cada una de las partes aplicando la
siguiente expresión; en vista que son piezas cilı́ndricas y fabricadas en acero:

mi = ρSteel · π · r2 · L (G.1.2)

La densidad del acero es la siguiente:

ρSteel = 7,85 · 10−6 kg

mm3
(G.1.3)

Con lo cual aplicando la expresión G.1.3 para cada una de las partes del cuerpo se van a
tener los siguientes resultados:

m1 = 1,81 · 10−2kg (G.1.4)

150



m2 = 0,13kg (G.1.5)

m3 = 0,16kg (G.1.6)

m4 = 5,67kg (G.1.7)

Reemplazando estos valores en la ecuación G.1.1, ası́ como los centros de masa indivi-
duales que se muestran en la figura G.1, se tiene la siguiente posición para el centro de
masa, teniendo en cuenta como eje de referencia al x.

x̄ = 268,01mm (G.1.8)

G.2. Cálculo del momento de inercia del rotor

Para el análisis modal del sistema, se requiere el cálculo del momento de inercia del
cuerpo con respecto al eje z. Para lo cual la inercia de una barra circular con respecto a
su centro de masa y a su eje transversal está dado por la siguiente ecuación:

Ii =
M · L2

12
(G.2.1)

Asimismo, ya que las cuatro partes del cuerpo por separado no tienen el mismo centro de
masa, se debe aplicar el Teorema de Steiner, de manera que se pueda calcular el momento
respecto al mismo punto.

Ix̄i = Ixi +mi · (xc̄ − xc̄i)2 (G.2.2)

Con lo cual para la primera parte del cuerpo se plantea lo siguiente:

Ix1 =
1,81 · 10−2kg · 15mm2

12
= 4,07kg ·mm2 (G.2.3)

Aplicando la expresión G.2.2, al primer caso se va a obtener:

Ix̄1 = 4,07kg ·mm2 + 1,81 · 10−2kg · (268,01mm− 7,5mm)2 (G.2.4)

Operando estas variables se va a tener que:

Ix̄1 = 1232,43kg ·mm2 (G.2.5)

El mismo procedimiento de cálculo se va a aplicar para las otras tres partes del cuerpo.
De forma que se tendrá lo siguiente:

Ix̄2 = 7124,48kg ·mm2 (G.2.6)

Ix̄3 = 6603,65kg ·mm2 (G.2.7)

Ix̄4 = 75981,13kg ·mm2 (G.2.8)

Con lo cual la inercia total del cuerpo respecto a su centro de masa será el siguiente:

Ix̄ = Ix̄1 + Ix̄2 + Ix̄3 + Ix̄4 = 90941,69kg ·mm2 = 0,091kg ·m2 (G.2.9)
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Apéndice H

Reporte de Simulación del Rotor
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Definition

Source
D:\10MO_CICLO\PROYECTO DE TESIS 2\FEM_MODAL\123_files\dp0\SYS-1

\DM\SYS-1.agdb

Type DesignModeler

Length Unit Meters

Element Control Program Controlled

Display Style Body Color

Bounding Box

Length X 48. mm

Length Y 48. mm

Length Z 475. mm
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TABLE 3
Model (B4) > Geometry > Parts

Properties

Volume 7.5956e+005 mm³

Mass 5.9625 kg

Scale Factor Value 1.

Statistics

Bodies 6

Active Bodies 6

Nodes 8850

Elements 1731

Mesh Metric None

Basic Geometry Options

Parameters Yes

Parameter Key DS

Attributes No

Named Selections No

Material Properties No

Advanced Geometry Options

Use Associativity Yes

Coordinate Systems No

Reader Mode Saves Updated 
File

No

Use Instances Yes

Smart CAD Update No

Compare Parts On Update No

Attach File Via Temp File Yes

Temporary Directory C:\Users\enriq\AppData\Local\Temp

Analysis Type 3-D

Decompose Disjoint 
Geometry

Yes

Enclosure and Symmetry
Processing

Yes

Object Name Rotor Rotor Rotor Rotor Rotor Rotor

State Meshed

Graphics Properties

Visible Yes

Transparency 1

Definition

Suppressed No

Stiffness Behavior Flexible

Coordinate System Default Coordinate System

Reference 
Temperature

By Environment

Material

Assignment Structural Steel

Nonlinear Effects Yes

Thermal Strain 
Effects

Yes

Bounding Box

Length X 48. mm 25. mm 22.8 mm 25. mm 30. mm 14. mm

Length Y 48. mm 25. mm 22.8 mm 25. mm 30. mm 14. mm
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Length Z 399. mm 4.55 mm 1.3 mm 27.15 mm 28. mm 15. mm

Properties

Volume
7.2143e+005 

mm³
2195.3 mm³ 530.77 mm³ 13327 mm³ 19792 mm³ 2288.1 mm³

Mass 5.6632 kg
1.7233e-002 

kg
4.1665e-003 

kg
0.10462 kg 0.15537 kg

1.7962e-002 
kg

Centroid X
8.9184e-016 

mm
3.3796e-016

mm
3.0359e-015 

mm
9.0033e-016 

mm
5.9334e-016

mm
-2.1196e-016 

mm

Centroid Y 7.415e-016 mm
-3.6259e-016 

mm
-9.4311e-015

mm
-2.5018e-016 

mm
3.7806e-016 

mm
1.514e-016

mm

Centroid Z -275.53 mm -17.309 mm -20.2 mm -34.425 mm -62. mm -7.5656 mm

Moment of Inertia
Ip1

75392 kg·mm²
0.68618 
kg·mm²

0.13459
kg·mm²

10.439 
kg·mm²

18.75 
kg·mm²

0.54584
kg·mm²

Moment of Inertia 
Ip2

75392 kg·mm²
0.68618 
kg·mm²

0.13459 
kg·mm²

10.439
kg·mm²

18.75 
kg·mm²

0.54584 
kg·mm²

Moment of Inertia 
Ip3

1613. kg·mm²
1.3144
kg·mm²

0.268 
kg·mm²

8.0907 
kg·mm²

17.302
kg·mm²

0.43234 
kg·mm²

Statistics

Nodes 5116 440 326 952 1064

Elements 1078 66 39 175 198

Mesh Metric None

Coordinate Systems

TABLE 4
Model (B4) > Coordinate Systems > Coordinate System

Object Name Global Coordinate System

State Fully Defined

Definition

Type Cartesian

Coordinate System ID 0.

Origin

Origin X 0. mm

Origin Y 0. mm

Origin Z 0. mm

Directional Vectors

X Axis Data [ 1. 0. 0. ]

Y Axis Data [ 0. 1. 0. ]

Z Axis Data [ 0. 0. 1. ]

Connections

TABLE 5
Model (B4) > Connections

TABLE 6
Model (B4) > Connections > Contacts

Object Name Connections

State Fully Defined

Auto Detection

Generate Automatic Connection On Refresh Yes

Transparency

Enabled Yes
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TABLE 7
Model (B4) > Connections > Contacts > Contact Regions

Object Name Contacts

State Fully Defined

Definition

Connection Type Contact

Scope

Scoping Method Geometry Selection

Geometry All Bodies

Auto Detection

Tolerance Type Slider

Tolerance Slider 0.

Tolerance Value 1.1996 mm

Use Range No

Face/Face Yes

Face/Edge No

Edge/Edge No

Priority Include All

Group By Bodies

Search Across Bodies

Statistics

Connections 5

Active Connections 5

Object Name
Contact 
Region

Contact Region 
2

Contact Region 
3

Contact Region
4

Contact Region
5

State Fully Defined

Scope

Scoping Method Geometry Selection

Contact 1 Face

Target 1 Face

Contact Bodies Rotor

Target Bodies Rotor

Definition

Type Bonded

Scope Mode Automatic

Behavior Program Controlled

Trim Contact Program Controlled

Trim Tolerance 1.1996 mm

Suppressed No

Advanced

Formulation Program Controlled

Detection Method Program Controlled

Penetration Tolerance Program Controlled

Elastic Slip Tolerance Program Controlled

Normal Stiffness Program Controlled

Update Stiffness Program Controlled

Pinball Region Program Controlled

Geometric Modification

Contact Geometry 
Correction

None

Target Geometry 
Correction

None
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Mesh

TABLE 8
Model (B4) > Mesh

Modal (B5)

Object Name Mesh

State Solved

Display

Display Style Body Color

Defaults

Physics Preference Mechanical

Relevance 0

Sizing

Use Advanced Size Function Off

Relevance Center Coarse

Element Size Default

Initial Size Seed Active Assembly

Smoothing Medium

Transition Fast

Span Angle Center Coarse

Minimum Edge Length 1.30 mm

Inflation

Use Automatic Inflation None

Inflation Option Smooth Transition

Transition Ratio 0.272

Maximum Layers 5

Growth Rate 1.2

Inflation Algorithm Pre

View Advanced Options No

Patch Conforming Options

Triangle Surface Mesher Program Controlled

Patch Independent Options

Topology Checking No

Advanced

Number of CPUs for Parallel Part Meshing Program Controlled

Shape Checking Standard Mechanical

Element Midside Nodes Program Controlled

Straight Sided Elements No

Number of Retries Default (4)

Extra Retries For Assembly Yes

Rigid Body Behavior Dimensionally Reduced

Mesh Morphing Disabled

Defeaturing

Pinch Tolerance Please Define

Generate Pinch on Refresh No

Automatic Mesh Based Defeaturing On

Defeaturing Tolerance Default

Statistics

Nodes 8850

Elements 1731

Mesh Metric None
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TABLE 9
Model (B4) > Analysis

TABLE 10
Model (B4) > Modal (B5) > Initial Condition

TABLE 11
Model (B4) > Modal (B5) > Analysis Settings

TABLE 12
Model (B4) > Modal (B5) > Loads

Object Name Modal (B5)

State Solved

Definition

Physics Type Structural

Analysis Type Modal

Solver Target Mechanical APDL

Options

Environment Temperature 22. °C

Generate Input Only No

Object Name Pre-Stress (None)

State Fully Defined

Definition

Pre-Stress Environment None

Object Name Analysis Settings

State Fully Defined

Options

Max Modes to Find 6

Limit Search to Range No

Solver Controls

Damped No

Solver Type Program Controlled

Rotordynamics Controls

Coriolis Effect Off

Campbell Diagram Off

Output Controls

Stress No

Strain No

Nodal Forces No

Calculate Reactions No

General Miscellaneous No

Analysis Data Management

Solver Files Directory
D:\10MO_CICLO\PROYECTO DE TESIS 2\FEM_MODAL\123_files\dp0\SYS-1

\MECH\

Future Analysis None

Scratch Solver Files 
Directory

Save MAPDL db No

Delete Unneeded Files Yes

Solver Units Active System

Solver Unit System nmm

Object Name Displacement Displacement 2

State Fully Defined
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Scope

Scoping Method Geometry Selection

Geometry 2 Vertices

Definition

Type Displacement

Define By Components

Coordinate System Global Coordinate System

X Component Free

Y Component Free

Z Component 0. mm

Suppressed No

Solution (B6)

TABLE 13
Model (B4) > Modal (B5) > Solution

The following bar chart indicates the frequency at each calculated mode.

FIGURE 1
Model (B4) > Modal (B5) > Solution (B6)

Object Name Solution (B6)

State Solved

Adaptive Mesh Refinement

Max Refinement Loops 1.

Refinement Depth 2.

Information

Status Done

Post Processing

Calculate Beam Section Results No
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TABLE 14
Model (B4) > Modal (B5) > Solution (B6)

TABLE 15
Model (B4) > Modal (B5) > Solution (B6) > Solution Information

Mode Frequency [Hz]

1.
0.

2.

3. 5.5167e-004

4. 1.6411e-003

5. 235.26

6. 1130.3

Object Name Solution Information

State Solved

Solution Information

Solution Output Solver Output

Newton-Raphson Residuals 0

Update Interval 2.5 s

Display Points All

FE Connection Visibility

Activate Visibility Yes

Display All FE Connectors

Draw Connections Attached To All Nodes

Line Color Connection Type

Visible on Results No

Line Thickness Single

Display Type Lines
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TABLE 16
Model (B4) > Modal (B5) > Solution (B6) > Results

TABLE 17
Model (B4) > Modal (B5) > Solution (B6) > Total Deformation

Material Data

Object Name Total Deformation

State Solved

Scope

Scoping Method Geometry Selection

Geometry All Bodies

Definition

Type Total Deformation

Mode 6.

Identifier

Suppressed No

Results

Minimum 0.85044 mm

Maximum 41.625 mm

Minimum Occurs On Rotor

Maximum Occurs On Rotor

Information

Frequency 1130.3 Hz

Mode Frequency [Hz]

1.
0.

2.

3. 5.5167e-004

4. 1.6411e-003

5. 235.26

6. 1130.3

Structural Steel

TABLE 18
Structural Steel > Constants

TABLE 19
Structural Steel > Compressive Ultimate Strength

TABLE 20
Structural Steel > Compressive Yield Strength

Density 7.85e-006 kg mm^-3

Coefficient of Thermal Expansion 1.2e-005 C^-1

Specific Heat 4.34e+005 mJ kg^-1 C^-1

Thermal Conductivity 6.05e-002 W mm^-1 C^-1

Resistivity 1.7e-004 ohm mm

Compressive Ultimate Strength MPa

0

Compressive Yield Strength MPa

250
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TABLE 21
Structural Steel > Tensile Yield Strength

TABLE 22
Structural Steel > Tensile Ultimate Strength

TABLE 23
Structural Steel > Isotropic Secant Coefficient of Thermal Expansion

TABLE 24
Structural Steel > Alternating Stress Mean Stress

TABLE 25
Structural Steel > Strain-Life Parameters

TABLE 26
Structural Steel > Isotropic Elasticity

TABLE 27
Structural Steel > Isotropic Relative Permeability

Tensile Yield Strength MPa

250

Tensile Ultimate Strength MPa

460

Reference Temperature C

22

Alternating Stress MPa Cycles Mean Stress MPa

3999 10 0

2827 20 0

1896 50 0

1413 100 0

1069 200 0

441 2000 0

262 10000 0

214 20000 0

138 1.e+005 0

114 2.e+005 0

86.2 1.e+006 0

Strength 
Coefficient MPa

Strength 
Exponent 

Ductility
Coefficient 

Ductility 
Exponent 

Cyclic Strength 
Coefficient MPa

Cyclic Strain 
Hardening Exponent

920 -0.106 0.213 -0.47 1000 0.2

Temperature C Young's Modulus MPa Poisson's Ratio Bulk Modulus MPa Shear Modulus MPa

2.e+005 0.3 1.6667e+005 76923

Relative Permeability

10000
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Apéndice I

Reporte de Simulación base del Motor

Los modos de vibración encontrados a partir de la simulación de la base del motor son
los siguientes:

Figura I.1: Modo de vibración 1, f=689.22 Hz

Figura I.2: Modo de vibración 2, f=1255.9 Hz
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Figura I.3: Modo de vibración 3, f=2619.6 Hz

Figura I.4: Modo de vibración 4, f=2654.1 Hz

Figura I.5: Modo de vibración 5, f=4221.4 Hz
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Apéndice J

Soldadura aplicada al proyecto

En vista que los elementos usados poseen un espesor menor a los 4 mm, se procedió
a utilizar el código AWS D1.3. Los tipos de soldadura de acuerdo al código son los
siguientes:

Figura J.1: Unión soldada a filete, tomado de [AWS, 1998]

Figura J.2: Unión soldada a filete en esquina, tomado de [AWS, 1998]
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Figura J.3: Unión soldada a filete en esquina, tomado de [AWS, 1998]

Figura J.4: Soldadura acanalada en V juntas en esquina, tomado de [AWS, 1998]

Figura J.5: Soldadura de bisel y ranura en junta a tope, tomado de [AWS, 1998]

Figura J.6: Soldadura de ranura en el punto de esquina, tomado de [AWS, 1998]
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Apéndice K

Pintura seleccionada

Pintura seleccionada para los elementos estructurales como la estructura de soporte y la
base de motor:

La pintura de acabado debe ser una pintura DURAPOX ESMALTE 950 - AZUL 1530,
el espesor debe ser de 2 mils de espesor.
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Apéndice L

Cálculos geométricos del cojinete
magnético

Para el cálculo de la fuerza magnética se requieren ciertos cálculos asociados a la geo-
metrı́a del rotor. La ecuación asociada a esta fuerza es la siguiente:

Fmagneto = µ0 · Aa ·
n · i
2 · s

2

(L.0.1)

Donde:
Aa : Area proyectada
n : Nro. de espiras
s : Entrehierro

1. Área proyectada del cojinete sobre el rotor:
Para calcular la proyección del área, lo primero que se hace es tomar las medidas
especificadas en el plano de fabricación del cojinete magnético.

Figura L.1: Dimensiones generales del cojinete magnético radial
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Figura L.2: Dimensiones generales del cojinete magnético radial

En base a lo mostrado, tanto en la figura L.2, como en la figura L.1, se puede ver
que el área proyectada es el sector de una superficie de un cilindrica. Lo cual genera
que su área sea igual a la siguiente expresión:

Aa = 2 · (2 · π · 24 mm · ( 28◦

360◦ ) · 12 mm) = 281,48mm2 (L.0.2)

2. Entrehierro:
El entrehierro será la distancia que hay entre el cojinete magnético y el rotor, en
base a la geometrı́a que se tiene, se propone lo siguiente:

s =
Dac − deje

2
= 1mm (L.0.3)

Donde:
Dac = 50mm :Diámetro del agujero del cojinete
deje = 48mm :Diámetro del rotor

3. Cálculo de número de vueltas de la espira:
El número de vueltas se tiene por construcción geométrica, tal como se muestra a
continuación:

Figura L.3: Espacio disponible para el alojamiento de la espira

De acuerdo al espacio que se tiene disponible, se puede observar que se tienen la
siguiente cantidad de espiras:

N = 175 (L.0.4)
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Asimismo, para calcular la longitud del cable, se procede a hacer la siguiente esti-
mación:

Lv1 = 4 · 13mm · 25 = 1300mm (L.0.5)

Lv2 = 4 · 15mm · 25 = 1500mm (L.0.6)

Lv3 = 4 · 17mm · 25 = 1700mm (L.0.7)

Lv4 = 4 · 19mm · 25 = 1900mm (L.0.8)

Lv5 = 4 · 21mm · 25 = 2100mm (L.0.9)

Lv6 = 4 · 23mm · 25 = 2300mm (L.0.10)

Lv7 = 4 · 25mm · 25 = 2500mm (L.0.11)

Finalmente la longitud total del cable de una espira será el siguiente:

Lt = Lv1 + Lv2 + Lv3 + Lv4 + Lv5 + Lv6 + Lv7 = 13300mm (L.0.12)
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Apéndice M

Ficha de los modelos comerciales de
cojinetes magnéticos
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Apéndice N

Tabla comparativa entre acoplamientos
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Apéndice Ñ

Participación en publicaciones académicas

El presente trabajo de tesis contribuyó a la siguiente publicación académica. Los datos se
presentan a continuación:

Revista: The 3rd International Conference on Power, Energy and Mechanical Enginee-
ring (ICPEME 2019)

Artı́culo: 01002

Nro. de Páginas: 8

Sección: Manufacturing Engineering

DOI: https://doi.org/10.1051/e3sconf/20199501002

Fecha: 13 de Mayo del 2019

A continuación, se adjunta el texto completo del trabajo.
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Apéndice O

Propiedades fı́sicas y mecánicas de los
materiales

Figura O.1: Módulo de elasticidad de los materiales empleados, tomado de [Groover, 2007]

Figura O.2: Resistencia a la fluencia y a la tensión de los materiales empleados, tomado de
[Groover, 2007]

197



Figura O.3: Resistividad eléctrica de los materiales empleados, tomado de [Groover, 2007]

Figura O.4: Conductividad térmica de los materiales empleados, tomado de [Groover, 2007]

Figura O.5: Maquinabilidad y dureza de los materiales empleados, tomado de [Groover, 2007]
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Apéndice P

Planos de Fabricación

Como resultado del capı́tulo 3 que incluyen los planos utilizados para la fabricación del
prototipo.
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