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RESUMEN

Esta investigaciéon responde al interés de plantear elementos didacticos que
contribuyan al aprendizaje significativo de las matematicas en la educacion primaria.
De manera especial, aborda el pensamiento relacional como una actividad inherente y
fundamental para el logro del pensamiento algebraico en la educacion primaria. En
este sentido, plantea a modo de herramientas para el maestro, tres elementos didacticos
para elaborar actividades que favorezcan el pensamiento relacional en nifios de tercer
grado de educacion primaria. Los elementos y objetivos propuestos de la investigacion
responden al early-algebra como enfoque didactico del algebra en la educacion
primaria. Asimismo, los elementos que se plantean son fruto del analisis de propuestas
de cambio curricular e investigaciones longitudinales realizadas con nifios de tercer
grado de educacion primaria para favorecer el desarrollo del pensamiento relacional.
Como resultado de la investigacion se concluye que los niveles de desarrollo del
pensamiento relacional de los nifios, los tipos de igualdades que favorecen el
pensamiento relacional y los espacios de verbalizacion del pensamiento relacional son
criterios relevantes para el planteamiento de actividades que promuevan el

pensamiento relacional en los estudiantes.

Palabras clave: pensamiento relacional, pensamiento algebraico, ecarly-algebra,

educacion primaria.
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Introduccion

Uno de los temas de investigacion recurrentes en el campo de la ensefianza de
las matematicas es el desarrollo del pensamiento algebraico. En los tltimos 30 afios,
debido a las dificultades de transicion que tienen los estudiantes de la aritmética
(primaria) al algebra (secundaria), diversas investigaciones tratan de encontrar y
plantear propuestas asociadas a la didactica del algebra en la educacion primaria. En
este contexto surgen los enfoques didécticos: pre-algebra y early-algebra; ambos
enfoques, desde diferentes planteamientos, pretenden mejorar la transicién entre la
aritmética y el algebra, procurando integrar aspectos del enfoque estructural frente al
enfoque operacional dominante.

Esta investigacion estd alineada al enfoque early-algebra, porque propone el
desarrollo del pensamiento algebraico a lo largo de toda la educacion primaria, y no
solo de los ultimos afios como es en el caso del enfoque pre-dlgebra. De manera
especial, este trabajo pretende dar a conocer el desarrollo del pensamiento relacional
en la educacion primaria como una actividad intelectual inherente y fundamental para
el desarrollo del pensamiento algebraico, y, por tanto; beneficiosa para la transicioén de
la aritmética al algebra.

Para lograr este objetivo, la investigacion, de caracter documental, estd
organizada en dos capitulos. En el primer capitulo contextualizamos el desarrollo del
algebra y el pensamiento relacional en la educacion primaria. Primero abordamos los
enfoques didacticos del algebra: el pre-algebra y el early-algebra. Luego, los grados o
niveles de pensamiento algebraico, y finalmente, el desarrollo del pensamiento
relacional a la luz del enfoque early-algebra.

En el segundo -capitulo, proponemos elementos didacticos para el
planteamiento de actividades que promuevan el pensamiento relacional en nifios de
tercer grado de primaria. Para tal fin; primero, describimos el desarrollo del
pensamiento relacional en equivalencias numéricas a través de ejercicios que
favorecen esta habilidad mental. A partir de este analisis proponemos los niveles de
desarrollo del pensamiento relacional de los nifios, los tipos de igualdades que
favorecen el pensamiento relacional y los espacios de verbalizacion como elementos
didacticos relevantes para el planteamiento de actividades que promuevan el

pensamiento relacional en nifios de tercer grado de primaria.



Vi

Finalmente, presentamos las conclusiones mas relevantes de esta
investigacion, las cuales sostienen que el desarrollo del pensamiento relacional es una
pieza importante e inherente en el desarrollo del pensamiento algebraico. Asimismo,
concluimos con tres elementos didacticos relevantes para la construccion de
actividades que favorezcan el desarrollo del pensamiento relacional. Dichos elementos
son los niveles de desarrollo del pensamiento relacional en los nifios, los tipos de
igualdades que favorecen el pensamiento relacional y los espacios de verbalizacion del

pensamiento relacional.



CAPITULO 1: Pensamiento algebraico en la educacion escolar

El aprendizaje del algebra supone desarrollar el pensamiento algebraico. Este
se define como la capacidad para “[...] representar, generalizar y formalizar patrones
y regularidades en cualquier aspecto de las matematicas.” (Godino y Wilhelmi, 2014,
p-202). El desarrollo de esta habilidad de pensamiento, a lo largo de la historia de la
ensefianza de las matematicas, ha sido el quehacer de la educacion secundaria;
mientras que el pensamiento numérico en la educacion primaria, a través de la

aritmética.

Dicha organizacion curricular, aritmética en primaria y algebra en secundaria,
implica hablar de procesos de transicion de ambas areas. Realidad que para muchos
estudiantes termina siendo un reto, pasar de un pensamiento centrado por varios afios
en realizar calculos empleando nimeros concretos a orientarse a un pensamiento
cimentado en las relaciones. (Fernandez, 2015). Asi lo afirman Ramirez y Rodriguez

(2011):

La ensefianza tradicional tiende a separar la Aritmética del Algebra.
El aprendizaje de la Aritmética se basa en la fluidez de célculo sin
preocuparse de que los alumnos capten las propiedades y relaciones
de los nimeros y de las operaciones. Se da por hecho que las adquieren

de forma inductiva con la practica masiva de operaciones aritméticas.

(p.42).

En este sentido, Castro y Molina (2007) afirman que uno de los temas de
preocupacion para la educacion matematica es atender y mejorar el proceso de
transicion de la aritmética al algebra, de la primaria a la educacion secundaria. Ante
este panorama surgen enfoques didacticos del 4lgebra en la educacion primaria: El pre-

algebra y el Early-algebra o también llamado algebra temprana.

Considerando lo expuesto, este capitulo tiene como objetivo presentar el
desarrollo del pensamiento algebraico en la educacion primaria, de forma especifica
describir una habilidad mental basica para su logro, denominada pensamiento
relacional. Para tal fin, primero describimos los enfoques de ensefianza del dlgebra en

la educacion primaria. Luego, presentamos los niveles de algebrizacion, y finalmente,



abordamos el pensamiento relacional como una habilidad basica y fundamental en el

Nivel 1 de algebrizacion.
1.1 Enfoques didacticos del algebra en la educacion primaria

Como se ha expuesto, los enfoques didacticos del dlgebra en la educacion
primaria surgen ante la necesidad de facilitar su transicion a la educacion secundaria.
La diferencia principal entre ambos enfoques, el pre - dlgebra y el early- algebra, se
debe a la postura que asumen en cuanto al grado de aprendizaje que poseen los nifios
para desarrollar el pensamiento algebraico. Para facilitar la comprension de estos
enfoques es pertinente recapitular brevemente los conceptos de aritmética y algebra

que se asumen en esta investigacion.

Segun Goémez (citado por Molina, 2006) “La aritmética es definida como el
estudio de los sistemas numéricos junto con sus relaciones mutuas y sus reglas” (p.
31). En el ambito escolar, Fernandez (2015) sefiala que frecuentemente se asocia a esta
rama de las matematicas con “[...] procedimientos sin enfatizar las operaciones y sus
propiedades.” (p.15). Por otro lado, se entiende al dlgebra como “[...] una herramienta
para la comprension, expresion y comunicacion de generalizaciones, para revelar
estructura, para establecer conexiones y para formalizar los argumentos matematicos.”

(Molina, 2006, p.31).

Considerando ambos conceptos describimos las caracteristicas principales de
los enfoques de ensefianza del algebra en la educacioén primaria: el Pre-dlgebra y el

Early-algebra. Para facilitar la comprension se presenta el siguiente grafico.



Elaboracién propia.

Como se observa en el grafico el aprendizaje del algebra implica el desarrollo
del pensamiento algebraico. A lo largo de la historia de la didactica de las matematicas
el algebra ha sido quehacer de la educacion secundaria; sin embargo, esta forma de
organizacion ha traido consigo dificultades de transicion del aprendizaje del algebra;
en este contexto, surgen los enfoques de ensefianza y aprendizaje del algebra. Esta
investigacion se alinea al enfoque Early-algebra, en el cual podemos observar los
cuatro niveles de algebrizacion propuesto por Aké (2017), a partir de los cuales se
identifica el grado de algebrizacion con el que se desarrolla una actividad matematica.
Asimismo, en estos niveles surge el término de interés de nuestra investigacion: el

Pensamiento Relacional; el cual se desarrolla a partir del Nivel 1 de algebrizacion.
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1.1.1 Pre-élgebra

Entre los afios 80 y 90 investigaciones sobre el desarrollo del pensamiento
algebraico en nifos, sefialan que las limitaciones cognitivas frecuentes que cometen

los estudiantes de primaria, se manifiestan en dificultades y errores, tales como:

[...] limitada interpretacion del signo igual en Aritmética, las
concepciones erroneas de los alumnos sobre el significado de las letras
utilizadas como variables, el rechazo de expresiones no numéricas
como respuestas a un problema, la no aceptacion de la falta de clausura

o la operatividad con las incognitas [...]. (Socas, 2011, p.13)

Ante este panorama, en la década de los ochenta investigadores como Davis
(1985) y Vergnaud (1988) empiezan a recomendar la posibilidad de iniciar la
ensefianza del algebra desde los dos ultimos afios de la educacidon primaria. Dicha
enseflanza se denomina pre-algebra y se fundamenta en el desarrollo de ejercicios de
tipo resolucién de ecuaciones, aproximaciones, identificacion de patrones, etc; y el

empleo de recursos tecnoldgicos para desarrollar contenidos algebraicos en primaria.

El enfoque pre-algebra responde a dos caracteristicas principales: el trabajo
con simbolismo algebraico, y la identificacion del desarrollo formal como nivel de
desarrollo cognitivo necesario para el aprendizaje del algebra (Socas, 2011). Por tanto,
este enfoque afirma que los estudiantes de educacion primaria no se encuentran en el
estadio requerido para el trabajo algebraico. Sin embargo, investigaciones realizadas
por Carpenter, Madison, Loef y Koehler (2005), Molina (2006), Molina (2009).
Fernandez (2016), Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014), entre otras, demuestran
que los nifios pueden desarrollar habilidades mentales que favorecen la comprension
progresiva del algebra, como: el pensamiento relacional, la construccion e
identificacion de patrones, el trabajo con propiedades numéricas y correspondencia,
entre otros. Por lo expuesto, esta investigacion se alinea a un enfoque que se oriente
por el desarrollo de dichas habilidades mentales en los nifios como es el caso del early-

algebra.
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1.1.2 Early-algebra

El early-algebra es una propuesta que a diferencia del pre-algebra se orienta
por “[...] un cambio curricular que implique la introduccion del algebra desde los
primeros afios escolares, no como una asignatura, sino como una orientacién que
fomente el modo algebraico de pensar y de actuar [...]” (Molina, 2007, p.65). Es asi
que nos encontramos ante un enfoque que plantea desarrollar, de forma simultanea, el
pensamiento numérico y el algebraico desde los primeros afios de la educacion

primaria.

Entre sus caracteristicas principales, este enfoque fomenta la capacidad de “[...]
representar, generalizar y formalizar patrones y regularidades en cualquier aspecto de
las matematicas”. (Godino et, al, 2014, p. 202). Para tal fin, Godino et, al. (2014) sefiala
tres constructos a ser abordados: el desarrollo de un pensamiento relacional,
transformar expresiones numéricas, y desarrollar conocimientos de objetos,

operaciones y propiedades matematicas.

El desarrollo del pensamiento relacional implica la habilidad de establecer
relaciones numéricas a partir de la comprension relacional del signo igual. La
transformacion de expresiones matematicas se refiere a que los nifios exploren otros
caminos ademas del calculo, para resolver una tarea matematica. El desarrollo de
conocimientos de objetos, operaciones y propiedades matematicas es entorno a
nimeros y variables como objetos matematicos; aplicacion de propiedades numéricas
como la distributiva y conmutativa en el desarrollo de operaciones, y la aplicacion de

las propiedades transitivas y de igualdad para el caso de propiedades matematicas.

Los resultados favorables de investigaciones longitudinales de aplicacion del
early-algebra, han propiciado que se adopte este enfoque como lineamiento educativo.
Tal es el caso del Consejo de Maestros de Matematicas de Estados Unidos (NTCM,

2000), quienes manifiestan lo siguiente:

[...]viendo el algebra como una constante en el curriculo desde la
educacion infantil en adelante, los profesores pueden ayudar a los

estudiantes a construir una base solida de aprendizaje y experiencia
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como preparacion para un trabajo mas sofisticado en el algebra de los

grados medio y superior. (Castro y Molina, 2007, p. 70)

Asimismo, como se mencion6 en los parrafos previos ponen en evidencia que
los nifios “[...] poseen ciertas capacidades para comprender nociones algebraicas
elementales y utilizar modos de pensamiento algebraicos en el desarrollo de ciertas
actividades algebraicas.” (Socas, 2011, p. 15). Es decir, a diferencia del enfoque pre-
algebra; el early-algebra asume que los nifios si presentan capacidades que les permite
aprender nociones algebraicas fundamentales. (Socas, 2014). En este sentido,
retomando el planteamiento de Godino (2014) sobre el pensamiento relacional como
constructo del pensamiento algebraico, se puede afirmar que este ultimo implica el

desarrollo del pensamiento relacional.

A modo de conclusion, en este apartado hemos desarrollado las dificultades de
transicion de la aritmética al algebra, han dado lugar a enfoques didécticos del algebra
en la educacion primaria con el objetivo de facilitar dicha transicion. Por un lado, el
pre-algebra plantea el trabajo de tareas asociadas al lgebra en los dos tltimos afios de
la educacion primaria. Asimismo, sostienen que el estadio cognitivo necesario para
desarrollar el pensamiento algebraico es el formal; razén por la cual, segin este

enfoque, los niflos no pueden desarrollar dicha habilidad mental.

Por otro lado, el early-algebra aborda el desarrollo del pensamiento algebraico
desde los primeros afios de la educacion primaria. Este enfoque sostiene que los nifios
poseen habilidades que les permiten acceder a las estructuras basicas del pensamiento
algebraico como el pensamiento relacional, la construccion e identificacion de
patrones, el trabajo con propiedades numéricas y correspondencia, entre otros.
Ademas, se enfoca en plantear tareas matematicas que faciliten su desarrollo, y de esta
forma a largo plazo, favorece la transicion de la aritmética al algebra y su aprendizaje

en la educacion secundaria.
1.2 Niveles de algebrizacion

Como se ha descrito en el apartado previo, los nifios poseen habilidades para

desarrollar estructuras basicas del pensamiento algebraico. En este sentido, los niveles
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de algebrizacién nos permiten identificar el grado de pensamiento algebraico que un

nifio aplica cuando resuelve una tarea matematica.

Al respecto, Aké (2017) sefiala que “el razonamiento algebraico conlleva
practicas matematicas con diferentes niveles de algebrizacion que estan definidos en
funcion de objetos de indole algebraicos” (p.3). Los objetos algebraicos hacen
referencia a conceptos y a las propiedades que se aplican al desarrollar determinadas
tareas matematicas; y a los procedimientos y argumentos que se emplean para

resolverlos.

En esta investigacion consideramos el modelo de niveles de algebrizacion
propuesto por Aké (2017). Este modelo se basa en investigaciones sobre la inclusion
del algebra en la educacion primaria, y la propuesta del Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matematica (EOS), donde se categoriza la practica
algebraica en 4 niveles. Cada nivel responde a tres herramientas de analisis: aspecto
estructural, aspecto funcional y lenguaje. A continuacidén, se presenta un cuadro

comparativo de cada nivel segiin la herramienta de anélisis.

Tabla N° 1: Niveles de Algebrizacion

Nivel de préactica algebraica

Herramienta Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
de Analisis
Caracteristic ~ Ausencia de Acercamiento Primer Formas
asgenerales  razonamiento incipiente a las acercamiento consolidadas de
algebraico. formas de intermedio a las razonamiento
razonamiento formas de algebraico.

proto-algebraico. razonamiento
proto-

algebraico.
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Aspecto No se reconocen Se comienzan a Se comienzan a Introduccion de
estructural propiedades y se econocer utilizar elementos
. ) propiedades de las propiedades de =
utiliza al signo . . simbolicos 0
operaciones. las operaciones.
igual como un Reconoce el Se utiliza el alfanuméricos.
operador. significado significado
relacional del relacional del
signo igual. signo igual.
Surge el concepto Surge el
de equivalencia concepto de
numeérica. equivalencia
numérica.
Aspecto Se expresa una Se expresa una Se expresa una Se emplea el
funcional regla recursiva.  regla recursiva. regla general. calculo analitico
para obtener
formas
equivalentes en
las expresiones.
Lenguaje Puede ser de Puede ser de Suele ser de
indole numérica, indole numérica, indole
iconica, verbal. numérica,

iconica, verbal.
Los

procedimientos
utilizados no
indican que se

operan con la

incognita.

Los
procedimientos
utilizados no
indican que se
operan con la

incognita.

iconica, verbal.
Se comienza a
familiarizarse a
los nifios con el

uso de
simbolos.

Los
procedimientos

utilizados  no
indican que se
operan con

incognita.

Tomado y adaptado de Aké (2017)
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Del cuadro comparativo podemos extraer que en cuanto al aspecto estructural
la diferencia entre el Nivel 0 y 1 radica en el surgimiento del concepto de equivalencia.
Ello supone considerar al signo igual desde su significado relacional, e identificar las
propiedades de las operaciones numéricas. En cuanto al aspecto funcional, se observa
que el mayor cambio que se da es en el nivel 3, ya que en los niveles previos este

aspecto expresa la regla recursiva.

Finalmente, el lenguaje en los niveles 0 y 1 se manifiesta la indole numérica,
iconica y verbal; y los procedimientos que se siguen no indican el uso de una incognita.
Esto empieza a cambiar a partir del nivel 2, donde se inicia a familiarizar a los
estudiantes en el uso de simbolos para que posteriormente, en el nivel 3, se introduzcan

dichos elementos de forma simbélica o alfanumeérica.

Es en este contexto que surge el término de principal interés de esta
investigacion: el pensamiento relacional. Esta habilidad mental, en lineas generales,
implica analizar y establecer relaciones entre objetos matematicos a partir de la
comprension del signo igual desde su significado relacional. Dicha caracteristica,
como se ha descrito, surge en el Nivel 1 del pensamiento algebraico, junto con la
nocion de equivalencia numérica, y responde al aspecto estructural del pensamiento

algebraico.
1.3 Desarrollo del pensamiento relacional en la educacion primaria

Como hemos expuesto, el interés por facilitar los procesos de transicion de la
aritmética al algebra ha llevado a plantear enfoques didéacticos del algebra en la
educacion primaria. El desarrollo del pensamiento relacional responde al enfoque
early-algebra, y en las ltimas décadas ha cobrado importancia en la didéctica de las

matematicas.

En este apartado definimos el pensamiento relacional y presentamos sus
caracteristicas principales en el marco del desarrollo del pensamiento algebraico en la

educacion primaria.
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1.3.1 Definicion del pensamiento relacional

Semanticamente el término pensamiento relacional, también llamado
pensamiento centrado en relaciones (Castro y Molina, 2007) estd asociado a las
palabras: pensar/ pensamiento y relacional. Pensar, del latin pensare, es la accion de
“Reflexionar, examinar con cuidado una cosa para formar un dictamen.” (RAE, 1970).
Desde el ambito de la psicologia cognitiva, se dice que es el resultado de la activacion
de un esquema mental fruto de la interaccion con un objeto nuevo. Dicha interaccion
modifica el esquema inicial, para asi incluir una nueva forma de interactuar con el

nuevo objeto. (Melgar, 2000). En esta linea, Castro (2008) senala que es:

[...] toda actividad y creacion de la mente, todo aquello creado a través del
intelecto. Es un proceso psicologico muy ligado al lenguaje. El acto de pensar
es interno al sujeto y queda bajo su voluntad exteriorizarlo o no, es decir

realizar alguna actuacion que ponga de manifiesto tal pensamiento. (p. 23).

Del planteamiento de Castro (2008) se extrae que para que este proceso cognitivo se

evidencie, requiere de intencionalidad y una actuacion concreta.

En cuanto a la palabra relacional, es un adjetivo que significa “Perteneciente o
relativo a la relacién (correspondencia de algo con otra cosa).” (RAE, 2018). En
investigaciones realizadas en el campo de las matematicas se ha definido a este término
como “Conexiodn, correspondencia o situacion que se da de una cosa con otra o de una
cosa consigo misma, en definitiva, entre un par ordenado, ya sea en la realidad o en la

mente.” (Molina, 2006, p.61). En este trabajo se toma en cuenta esta ultima definicion.

De lo expuesto se concluye que Pensamiento Relacional es aquella actividad
intelectual, en la que se analizan objetos, en este caso matematicos, con el objetivo de
determinar las relaciones que existen entre ellos, y emplearlas para lograr un

determinado objetivo o meta. (Molina, 2006).

Por ultimo, es necesario aclarar que esta investigacion de caracter bibliografica
no categoriza tipos de pensamiento como procesos aislados entre si. Sino que, por
motivos de su estudio y facilidad de analisis aborda un proceso cognitivo asociado a
la capacidad de construccion de ideas, en este caso matematicas, a partir de las

relaciones que se identifican o establecen.


http://dle.rae.es/?id=VoYtQP9#JsL0ZPA
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1.3.2 Caracteristicas del pensamiento relacional

Investigaciones asociadas al desarrollo del pensamiento algebraico en la
escuela elemental, identifican que el pensamiento relacional esta asociado a la
comprension de las equivalencias numéricas. En este sentido, se dice que un nifio
piensa relacionalmente cuando puede resolver una igualdad numérica a partir de
comparaciones que hace entre las expresiones o numeros que se presentan de lado

derecho e izquierdo del signo igual. (Molina, Castro y Ambrose, 2006).

Por ejemplo, si se le plantea la siguiente expresion: 9 +? = 8 + 7, el uso del
pensamiento relacional se evidencia cuando el proceso para llegar al resultado tiene la

siguiente forma.

Tabla N° 2: Respuesta de 9 + 7 = 8 + 7 empleando Pensamiento Relacional

Problema Respuesta

Como 9 es una unidad mayor a 8§, el nimero que falta (?)

tendra que ser una unidad menor a 7. Es decir la respuesta es
9+?7=8+7

Tomado y adaptado de Fernandez (2016)

De esto se extrae que el pensamiento relacional se caracteriza por la
comprension integra de expresiones de igualdad. Todo lo que esta del lado derecho de
la igualdad equivale a todo lo que esta del lado izquierdo de la igualdad. Asimismo,
otra caracteristica es el empleo de propiedades para resolver las expresiones
matematicas. Asi lo afirma Fernandez (2015) “El pensamiento relacional implica
considerar las expresiones aritméticas y ecuaciones en su totalidad, y utilizar las
propiedades fundamentales de las operaciones aritméticas para relacionar o

transformar las expresiones aritméticas.” (p. 14).

Por otro lado, Epson, Levi y Kieran citados por Fernandez (2015) senalan que
los errores que presentan los alumnos en el desarrollo del pensamiento algebraico,

debido a la falta de desarrollo del pensamiento relacional suelen ser:
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e Rechazo a la falta de clausura; esto quiere decir que los nifios no aceptan
expresiones matematicas cerradas. Por ejemplo: Se tiene la expresion /2x + 3
como resultado de una operacidon o como expresion en si. Los estudiantes
suelen simplificarlas de esta forma /2x + 3 = /5x. Evidenciando a su vez
errores en la simplificacion.

e Dificultad para determinar situaciones de simplificacion. Como se observa en
el ejemplo previo, los estudiantes tienden a obtener una sola expresion como
resultado, evitando que los signos operacionales se mantengan. Un ejemplo
para ilustrar esta dificultad es simplificar expresiones como a + 2a + 5a X 2
, ala forma 8a X 2.

e Dificultad para aplicar propiedades, estas pueden ser en el caso de propiedades
distributivas, asociativas y conmutativas. Por ejemplo: en el caso de la
propiedad distributiva concluyen que 2(3x + 2y) = 6x + 2y. Frente a la
respuesta correcta que tendria la siguiente forma 2(3x + 2y) = 6x + 4y. Los
errores en la propiedad asociativa y conmutativo determinan que 3x —
(6y — 2x) = x — 6y. Frente a la respuesta correcta que tendria la siguiente

forma 3x — (6y — 2x) = 5x — 6y

En este sentido, el pensamiento relacional favorece el aprendizaje de las
propiedades numéricas ya que permite que los estudiantes tengan un panorama
completo de las situaciones de igualdad, pues este tipo de pensamiento se orienta a
desarrollar la nocion de equivalencia a partir de la comprension relacional del signo
igual.

A manera de cierre retomamos los puntos presentados en este apartado: la
definicién del término pensamiento relacional, desde sus acepciones semanticas y sus
caracteristicas asociadas al trabajo algebraico, las cuales son la comprension total de
las expresiones matematicas y el uso de propiedades para resolverlas. Finalmente,
abordamos las dificultades que presentan los estudiantes en el aprendizaje del algebra

debido a la falta de desarrollo del pensamiento relacional.

En conclusion, en este capitulo hemos descrito el desarrollo del pensamiento

algebraico en la educacion escolar. En primer lugar, explicamos cémo las dificultades
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de transicion dieron lugar a los enfoques didacticos del algebra en la educacion

primaria: el pre-algebra y el early-algebra.

En segundo lugar, hemos abordado los niveles de algebrizacion que se emplean
para la realizaciéon de una tarea matematica a partir del modelo de niveles de
algebrizacion propuesto por Aké (2017). Finalmente, se ha desarrollado el
pensamiento relacional como término de principal interés en esta investigacion y su
presencia en los niveles de algebrizacion. En este sentido, hemos definido nuestra
postura de investigacion, la cual se contextualiza en el enfoque early-algebra, y asume

al pensamiento relacional como un constructo del pensamiento algebraico.
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CAPITULO 2: Elementos didacticos para el planteamiento de actividades que
promuevan el pensamiento relacional en nifios de tercer grado de educacion
primaria.

Considerando que “[...]las tareas matematicas en la escuela primaria estan
orientadas generalmente hacia la aritmética y el célculo.” (Aké, 2017, p.2),
prevaleciendo un enfoque operacional del aprendizaje de las matematicas. Resulta
relevante identificar que elementos favorecen el desarrollo del pensamiento relacional,
ya que este responde a un enfoque que integra aspectos estructurales y cognitivos con
el fin de favorecer el aprendizaje de las matematicas, y de forma especifica el

pensamiento algebraico.

En este sentido, este capitulo tiene como objetivo describir tres elementos
didacticos para el planteamiento de actividades que promuevan el pensamiento
relacional en nifios de tercer grado de educacion primaria. Estas actividades se ubican

el Nivel 1 de Algebrizacidn; es decir en los inicios del desarrollo proto-algebraico.

Para tal fin, en primer lugar, se exponen las equivalencias como situaciones
numéricas idoneas para el desarrollo del pensamiento relacional en nifios de tercer
grado de primaria. En segundo lugar, se describen elementos didacticos para el
planteamiento de actividades que promuevan el pensamiento relacional. Finalmente,
se abordan dos elementos contextuales que intervienen en el aprendizaje de las

matematicas.
2.1 Desarrollo del pensamiento relacional en equivalencias numéricas

Diversas investigaciones realizadas en torno al pensamiento relacional como
Ramirez y Rodriguez (2011); Levi, Franke y Koehler (2005); Castro y Molina (2009);
Fernandez (2016); Molina (2006), entre otros; optan por el trabajo con equivalencias

numéricas para desarrollar el pensamiento relacional.

La razon se debe, como se ha descrito anteriormente, a que el pensamiento
relacional incluye y favorece la nocion del signo igual como equivalencia numérica.
Al respecto Fernandez (2015) explica que “El pensamiento relacional implica tener
una vision relacional del signo igual (lo que implica comprenderlo como un signo que
indica un equilibrio entre la parte derecha e izquierda) y centrarse en las relaciones

entre las operaciones aritméticas y sus propiedades fundamentales” (p.16).
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En este apartado se describe a las equivalencias como situaciones numéricas
que favorecen la construccion de un contexto matematico para el desarrollo del
pensamiento relacional. Asimismo, se describen términos asociados a este como el
signo igual, tipos de igualdades y las propiedades de adicion y sustraccion empleadas

en dichas situaciones.
2.1.1 Equivalencias numéricas y el signo igual

El término equivalencia numérica es un significado del signo igual. “Este
significado es denominado, en ocasiones, significado relacional del signo igual.”
(Molina, 2006, p.150). En cuanto al signo igual, Ramirez y Rodriguez (2011) sostienen
la importancia de establecer un significado completo de este término, de tal forma que
permita la comprension bidireccional. Dicho de otra manera, “que se pueda leer tanto
de izquierda a derecha o de derecha a izquierda.” (p.44). De esta manera se favorece

la comprension relacional del signo igual.

La importancia de la comprension del signo igual, se debe a que este influye
en el aprendizaje de la aritmética y el algebra. Asi pues, Ramirez y Rodriguez (2011)
seflalan que una de las causas por las que los estudiantes llegan a una mala
comprension del signo igual es el contexto de las operaciones. Se entiende por contexto
el tipo de situaciones numeéricas, ejercicios numéricos o el tipo de igualdades que se

plantean a los estudiantes.
2.1.2 Tipos de igualdades

Estudios realizados por McNeil y Alibali (2005) “[...] comprobaron que el
contexto en el que se presentaban operaciones en ambos lados del signo igual activaba
la interpretacion relacional del signo igual.” (Ramirez y Rodriguez, 2011, p.44).
Dichos contextos, resultan ser mas efectivos, sefialan los estudios de McNeil y Alibali

(citados por Ramirez y Rodriguez, 2011), cuando son de tipo no estandarizado.

Esto quiere decir que cuando se presenta igualdades en las que los signos
operacionales estan tanto en el lado derecho como en el izquierdo o del lado derecho
del signo igual, favorece la comprension relacional del signo igual mucho més que
cuando los signos operacionales solo estan del lado izquierdo. Como se observa, las

igualdades pueden favorecer la interpretacion relacional segun la ubicacion de los
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signos (+, —,X,=, etc.) A continuacion, se describen los tipos de igualdades y su

aplicacion en el desarrollo del pensamiento relacional.

Tabla N° 3: Clasificacion de igualdades segun la existencia de variables y los

operadores matematicos.

Existencia de operadores matematicos

Criterio
Accioén No accion
Abiertas
) ) 8+4=? 744 =7+15
Existencia
de
variables
Cerradas 3=3
12=44+3+5
345=7+1

Tomado y adaptado de Molina, Castro y Ambrose (2006)

Como se observa en la tabla las igualdades se pueden clasificar en igualdades
abiertas o cerradas. A su vez, estas pueden ser de accion o de no accion. En caso del
criterio de existencia de variables, “Las igualdades abiertas son aquellas que presentan
algin término desconocido (incognita), a averiguar” (Molina, Castro y Ambrose, 2006,

p. 36).
Ejemplo: 8§ +4=? 0?+4=7+35

“Las igualdades cerradas, por el contrario, aparecen completas, sin ningtin término

desconocido.” (Molina, Castro y Ambrose, 2006, p. 36).
Ejemplo: 4+3+5=1203=3

Segun el criterio de existencia de operadores matematicos, las igualdades de

accion contienen signos operacionales inicamente en uno de los lados del signo

igual:

Ejemplo: 8 +4 =70 12=4+3+5.
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En el caso del ejemplo /2=4+3+5, este responde a una escritura no
convencional de las igualdades. Ya que es usual observar que los signos operacionales

se concentran en el lado izquierdo de la igualdad.

Por otro lado, las igualdades de no accion son aquellas que tienen simbolo
operacional en ambos lados o en ninguno de ellos. Las expresiones pueden incluir la

existencia de una incégnita o no.
Ejemplo: ?+4=7+503=3

En el caso de las igualdades cerradas y abiertas estas promueven la verbalizacion
y discusion de las expresiones planteadas, y de esta forma se favorece el desarrollo del
pensamiento relacional. Ello es importante ya que, al hablar de pensamiento relacional,
es necesario generar mecanismos para poner de manifiesto, de forma observable, el

proceso que realizan los estudiantes,

Asimismo, situaciones en las que los estudiantes tienen que calificar como
verdadera o falsa las igualdades son eficaces para el trabajo. Dado que favorece la
comprension del signo igual y le permite verbalizar los procesos internos que esté
realizando para determinar el valor de verdad o no de las igualdades. (Molina, Castro

y Ambrose, 2006).

Por lo expuesto consideramos que las situaciones de equivalencias numéricas
favorecen el desarrollo del pensamiento relacional, como se ha descrito los tipos de
igualdades tienen una incidencia significativa en el aprendizaje relacional del singo
igual. En este sentido los tipos de igualdades que favorecen, en mayor medida, sera
abordado abordados en los proximos apartados como uno de los elementos para el

planteamiento de actividades que favorecen el pensamiento relacional.
2.1.3 Propiedades de adicion y sustraccion asociadas a las equivalencias numéricas

Molina, Castro y Ambrose (2006) seialan que las propiedades que se presentan
en las relaciones implicitas en las igualdades son: Propiedad conmutativa de la suma,
compensacion en la suma y resta; asociativa en el caso de la suma, la magnitud de los
nimeros o expresiones, y en algunos casos la complementariedad de la suma y de la

resta. Cada propiedad responde a una forma generalizada. Véase la tabla 4.
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Tabla N° 4: Propiedades en la adicion y sustraccion, asociadas al trabajo con

el Pensamiento Relacional.

Propiedad

Conmutativa de la suma

a+b=b+a

Propiedad de compensacion en

la suma

a+b=(@+c)+(b+c)

Propiedad de compensacion en

la resta

(a—b=(@+c)—(b+c¢)

Propiedad asociativa

a+Mb+c)=((a+b)+c

Actividades para el desarrollo del

Pensamiento Relacional
(Es verdadera o falsa la siguiente igualdad?
56 +73=73+56
Calcula el sumando que falta:
13+51=_+13
(Es verdadera o falsa la siguiente igualdad?
35+24=31+20
Calcular el sumando que falta:
923+ 461 = ___+ 463
Calcular el valor de x:
23+6=20+ __
(Es verdadera o falsa la siguiente igualdad?
82—-11=72-1
Calcula el valor de x:
31 —-6=__-7
(Es verdadera o falsa la siguiente igualdad?
8+7=5+3+7

Calcula el valor x:

10+3+2=6+01+3+2
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(Es verdadera o falsa la siguiente igualdad?

Propiedad de
complementariedad en la suma y 1/1+6—-6=12
resta
Calcular el valor de x:
a+b—b=a

43 =011+ 21-21
Tomado y adaptado de Molina, Castro y Asombre (2013) y Fernandez (2015).

En la tabla se puede apreciar como en las igualdades abiertas, cerradas, o de
accion esta presente de forma implicita las propiedades de la adicion y la sustraccion.

Ello favorece la interiorizacion de las mismas y la comprension del signo igual.

En conjunto este apartado ha presentado las equivalencias como situaciones
numéricas que favorecen el desarrollo del pensamiento relacional: Para tal fin, se ha
descrito el significado de equivalencia numérica y el signo igual. Asimismo, se ha
expuesto los tipos de igualdades seglin los criterios de existencia de variables (abiertas
o cerradas) y la existencia de operadores matematicos (accion y no accidn).
Considerando lo expuesto, en el proximo apartado presentamos tres elementos
didécticos para el planteamiento de actividades que promueven el desarrollo del
pensamiento relacional en nifios, estos elementos se sostienen en el trabajo con

equivalencias numéricas.

2.2 Elementos didacticos para el planteamiento de actividades que promuevan el
pensamiento relacional

Tener claridad de la meta a la que se desea llegar en cuanto al desarrollo de una
habilidad en los nifios es fundamental. En este sentido, los elementos didacticos que
se proponen, responden al objetivo de favorecer el desarrollo del pensamiento
relacional en nifios de tercer grado de educacion primaria, lo cual a largo plazo

favorecera el aprendizaje del algebra.

Los elementos que se describen se sitGian en el tercer grado de educacion
primaria debido a que la literatura da cuenta de que es en esta etapa escolar en la que
se presentan mayores dificultades en cuanto a la comprension del signo igual.

Asimismo, a esta edad los nifios ya tienen adquiridos aprendizajes basicos como saber
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sumar, restar, multiplicar y dividir, los cuales facilitan el desarrollo del pensamiento

relacional.

En este sentido, los elementos que se plantean responden a la propuesta de
analisis de Aké (2017), los aportes de Fernandez (2015) con el andlisis del rol del
maestro en el desarrollo del pensamiento relacional, los aportes de investigaciones
longitudinales realizados con nifios de 8 y 9 afios de edad (tercer grado de educacion
primaria) para favorecer el pensamiento relacional. Dichas investigaciones son:
Trabajo con igualdades numéricas para promover pensamiento relacional de Molina,
Castro y Ambrose (2006), Desarrollo de Pensamiento Relacional y comprension del
signo igual por alumnos de tercero de educacion primaria de Molina (2006), y
Desarrollo de pensamiento relacional mediante trabajo con igualdades numéricas en
aritmética basica de Castro y Molina (2007), y estudios sobre el desarrollo del

pensamiento algebraico en nifios.

A partir de estos estudios se presentan tres elementos didacticos para el
planteamiento de actividades que promuevan el pensamiento relacional, estos son: los
niveles de desarrollo del pensamiento relacional en nifos de tercer grado de educacion
primaria, los tipos de igualdades que favorecen el desarrollo del pensamiento

relacional, y los espacios de verbalizacion del pensamiento relacional.

2.2.1 Niveles de desarrollo del pensamiento relacional en nifios de tercer grado de
educacion primaria

Stephens y Ribeiro (2012) senalan que, al plantear situaciones de igualdades
numéricas, los nifios suelen aplicar, un pensamiento computacional. Este consiste, en
primera instancia, en reconocer el campo al que pertenece ese problema; para luego
resolverlo a través de procedimientos computacionales. Sin embargo, una solucion
distinta de resolver el mismo problema es estableciendo una relacion uno a uno entre
los numeros del lado derecho e izquierdo del signo igual. Esta forma de resolucion

responde al pensamiento relacional.

Las investigaciones realizadas por Molina (2006), Castro y Molina (2007) y
Stephens, y Ribeiro (2012), evidencian que los nifios poseen rasgos del pensamiento
relacional; sin embargo, requieren de trabajo para alcanzar un nivel mas completo de

desarrollo. En este sentido, el primer elemento que se plantea para la elaboracion de
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actividades que promuevan el pensamiento relacional es el reconocimiento de los

niveles de desarrollo del pensamiento relacional en los nifios. Estos niveles, permiten

identificar la zona de desarrollo proximo entre el nivel actual del estudiante y el nivel

potencial al que puede llegar.

A continuacion, presentamos los niveles de desarrollo del pensamiento

relacional, los cuales han sido elaborados considerando los aprendizajes esperados de

tercer grado de educacion basica regular segiin el Curriculo Nacional (2016), y los

estudios de Fernandez (2015).

Tabla N° 5: Niveles de desarrollo del pensamiento relacional en nifios de tercer grado de

educacion primaria

Desempefio
Criterio Nivel inicio  Nivel en proceso Nivel esperado Nivel
sobresaliente
Comprension  Desarrolla ~ Desarrolla ejercicios Desarrolla Desarrolla
del signo ejercicios de de igualdades ejercicios de ejercicios de
igual como igualdades igualdades igualdades
una Ejemplo: Ejemplo:
equivalencia. 14+6=_ +3 14+6= +3 Ejemplo: Ejemplo:
empleando  comprendiendo que 14+6= +3 14+6=_+3
el signo todo lo que esta del comprendiendo que identificando
igual como lado izquierdo del todo lo que esta del relaciones entre
un operador. signo igual debe de lado izquierdo del las partes de lado
ser igual a todo lo signo igual debe de derecho e

Respuesta
A: 14+6=20

que estd al lado
derecho del signo

igual, pero tiene
dificultades para
identificar qué
propiedades

aritméticas emplear
para resolverlas.
Respuesta B:

Paso 1: 14+6=20
Paso 2:

20-3=17

ser igual a todo lo
que esta al lado
derecho del lado
igual, y emplea
propiedades
aritméticas
resolverlas.

para

Respuesta C:
Paso 1: 14+6=20
Paso 2:

20-3=17

Paso 3:
14+6=17+3

izquierdo de la
igualdad, y emplea
propiedades
aritméticas
resolverlas.

para

Respuesta D:
14+6= (14+3) +(6-
3)

14+6=17+3

Elaboracion propia.
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Como se observa en el cuadro, el criterio para los niveles de desarrollo del
pensamiento relacional es la comprension relacional del signo igual. En un nivel de
inicio, el estudiante comprende el signo igual como un operador. Por tanto, aun no
considera las igualdades como un todo; ello ocasiona que considere que lo que esta del
lado derecho en la igualdad es el resultado de las operaciones del lado izquierdo de la
igualdad. Un nivel en proceso, es cuando el estudiante esta empezando a comprender
las igualdades como un todo, de esta forma se empieza a desarrollar la nocioén de
equivalencia en los nifios; ya que surge la idea de que todo lo que esta del lado derecho
equivale a todo lo que esta del lado izquierdo de la igualdad. Esta idea atin esta en
construccion y estd sujeta a errores o confusiones. Finalmente, en nivel esperado el
estudiante comprende las equivalencias, relacion de igualdad de ambos lados del signo

igual, y llega a la respuesta del ejercicio o problema.

Como se observa en la tabla, se ha considerado un nivel sobresaliente, este
nivel responde a un grado més alto de establecimiento de relaciones entre las
igualdades, ya que como se observa en el ejemplo del Nivel sobresaliente, los
estudiantes son capaces de establecer relacion uno a uno con los nimeros de cada lado
del signo igual, esto les permite identificar diversas formas para resolver el ejercicio o

problema, como se observa en la respuesta D de dicho nivel.

Considerando lo expuesto, identificamos a los niveles de desarrollo del
pensamiento relacional como un elemento clave para el planteamiento de actividades
que promueven el pensamiento relacional ya que estos nos permiten identificar la zona
de desarrollo proximo de los estudiantes en relacion al nivel esperado. Asimismo,
destacamos que es necesario considerar un nivel sobresaliente, porque se da la
posibilidad al estudiante de ir mas all4 de lo esperado. En este sentido, se aporta un

rango de flexibilidad en cuanto a la forma de resolver un ejercicio o problema.
2.2.2 Tipos de igualdades que favorecen el pensamiento relacional

Como se ha indicado anteriormente, los elementos que se plantean responden
al nivel 1 de algebrizacion, porque se pretende que los estudiantes inicien con la
comprension del significado de equivalencia del signo igual. En este sentido, se
recapitula lo expuesto en el capitulo uno: una de las causas por las que los estudiantes

llegan a una mala comprension del signo igual es debido al tipo de igualdad que se
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presenta a los estudiantes. Por ello, el segundo elemento que se propone para la
elaboracion de actividades que promuevan el pensamiento relacional es el trabajo con

igualdades que favorezcan el pensamiento relacional.

Molina, Castro y Ambrose (2006) plantean la importancia de ofrecer a los
estudiantes igualdades diversas, ya que estas fomentan la construccion del significado
relacional del signo igual. En sintonia a lo expuesto, se presentan las igualdades que
resultaron ser las mas eficaces segiin investigaciones analizadas y mencionadas en el

anterior apartado.

En primer lugar, y como buen punto de partida estan las igualdades abiertas.
Este tipo de igualdades nos permiten evaluar la comprension del significado del signo
igual que poseen los nifios, y sobre el cual se debe de trabajar. (Molina, Castro y

Ambrose, 2006)

En segundo lugar, el trabajo con las igualdades cerradas verdaderas y falsas,
debido a que estas propician oportunidades para que los estudiantes puedan "verbalizar
y desarrollar su comprension del signo igual." (Molina, Castro y Ambrose, 2006, p.43).
Asi también lo reafirma Molina (2007) quien sefiala que "La discusion de las
sentencias verdaderas y falsas y la construccion de igualdades se mostraron potentes
para negociar con los escolares sobre elementos relacionados con la comprension del
signo igual" (p.83). Esto, ademas de favorecer la comprension del signo igual, propicia
que los estudiantes pueden observar las igualdades en su totalidad, lo cual ayuda al
desarrollo del pensamiento relacional y rompe la tendencia al pensamiento

computacional.

En tercer lugar, es importante que, para el caso de igualdades de accion, las
cuales contienen los signos operacionales en uno de los lados del signo, se fomente la
ubicacion de las operaciones en el lado derecho de la igualdad, ya que los estudios de
Molina, Castro y Ambrose (2006), y Molina (2007) demuestran que un obstaculo
frecuente en los estudiantes es la fijacion de los signos operacionales en el lado derecho

de la igualdad.

Finalmente se tienen a las construcciones de igualdades, las cuales "[...]
permiten desarrollar su comprension del signo igual al hacer un uso activo de este

simbolo" (Molina, 2007, p.90). En este sentido, para favorecer la identificacion de
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patrones, se sugiere plantear ejemplos que ayuden a este tipo de planteamientos tales
como los propuestos por Aké (2017).

Tabla N° 6: Construccion de patrones a través de igualdades

Tarea 1. Determuna los posibles dos sumandos que proporcionen como resultado
30. Mira los ejemplos siguentes:

1% +11=30

18+12 =30

Se pueden obtener los siguientes posibles casos v motivar a la comparacién de
los resultados:

17+13=30
16-14=30
15+15=30
14-16=30

Tomado de Aké (2017, p. 6).

En la tarea propuesta se plantea la opcion de brindar a los nifios un conjunto de
igualdades que generen en ellos la tendencia a identificar patrones. De esta forma
favorecemos en ellos el enfoque de comprensidon mas que el computacional.
Finalmente, este criterio debe ser acompafiado por la ensefianza explicita del
significado relacional del signo igual, debido a que este “no es un conocimiento
intuitivo para los alumnos ni es adquirido directamente mediante la explicacion de la

persona que ejerce la autoridad en el aula" (Molina, Castro y Ambrose, 2006, p.43).

En este apartado hemos abordado el segundo elemento para el planteamiento
de actividades que promuevan el desarrollo del pensamiento relacional. De los cuales,
hemos destacado las igualdades abiertas, las cerradas, de accion, y la construccion de
las mismas. La eleccion de estos tipos se debe a que segiin los estudios han sido los
mas significativos en cuento al trabajo del pensamiento relacional. Por ello, es que
consideramos el tipo de igualdades como un elemento relevante para el desarrollo del

pensamiento relacional.
2.2.3 Espacios de verbalizacion del pensamiento relacional

El tercer elemento responde a la naturaleza del objetivo a desarrollar en los
nifios: el pensamiento relacional, el cual es una habilidad mental, la cual es individual
e interior. En este sentido, resulta de gran importancia generar espacios para verbalizar

dicho aprendizaje. Asi lo afirma Molina, Castro y Ambrose (2006) cuando destacan
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"La necesidad de que los alumnos se escuchen unos a otros para que el intercambio de

estrategias y opiniones sea realmente fructifero" (p.44).

En este sentido, se entiende por espacios de verbalizacion del pensamiento
relacional, a aquellos momentos en los que los estudiantes junto con sus pares pueden
manifestar los pasos que han seguido para la resolucion de un problema matematico
ya sea a su compafiero, a la maestra a través de breves entrevista o al resto de la clase.
Asimismo, estos espacios, mediados por la maestra, permiten debatir 1a veracidad de

igualdades cerradas.

Es asi que se propone los espacios de verbalizacion del pensamiento relacional
como tercer criterio para el planteamiento de actividades que favorezcan el desarrollo
del pensamiento relacional. Al respecto Manrique (2004) sefiala que cuando se le pide
a un alumno que explique lo que hizo para resolver una tarea “[...] el estudiante va

asimilando e interiorizando formas de control, estrategias que puede usar.” (p.52).

Incluso en futuras situaciones, contintia Manrique (2004) “[...] se espera que el
alumno manifieste estas actividades de regulacion (correccion, cuestionamiento,
busqueda de informacion, anticipacion, etcétera), a medida que se le pide que explique,
prediga, verbalice o indique aspectos de la tarea a otra persona (que puede ser un
compatfiero de clase), lo que permite que ocurra el proceso de exteriorizacion, explicito

y mas consciente de su forma de aprender.” (p. 52)

Considerando lo expuesto, los espacios de verbalizacion del pensamiento
relacional favorecen por un lado al alumno, porque le hace consciente de su propio
aprendizaje. Asimismo, le permite escuchar los diversos caminos, construcciones de
patrones, relaciones que identificaron o establecieron sus pares para resolver una tarea
matematica, y por tanto aprender de ellos. Por otro lado, favorecen al docente, ya que
es un espacio optimo para recoger informacion sobre los procesos internos que
atraviesan los estudiantes, los cuales, en diversas situaciones, resulta complejo acceder

a ellos.

A modo de sintesis, en este apartado se ha descrito los elementos para el
planteamiento de actividades que promuevan el pensamiento relacional en nifios de
tercer grado de educacion primaria. Para ello, en el primer apartado, se han expuesto

las equivalencias como situaciones numéricas que favorecen el desarrollo del
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pensamiento relacional, detallando el significado de las equivalencias y el signo igual,
los tipos de igualdades y las propiedades involucradas de adicién y sustraccion

involucradas en este proceso.

A partir de los conceptos descritos, en el segundo apartado del capitulo se han
propuestos los tres elementos bdsicos para el planteamiento de actividades que
favorezcan el desarrollo del pensamiento relacional. En primer lugar, los niveles de
desarrollo del pensamiento relacional en nifios. Estos nos brindan informacion para el
el planteamiento de actividades en relazan a la zona de desarrollo préximo que posee
el nifio en relacion al pensamiento relacional. En segundo lugar, describimos los tipos
de igualdades que favorecen el pensamiento relacional. Si bien estos deben ser
variados, la literatura identifica qué igualdades resultan mas efectivas en el trabajo con

los nifios, tal es el caso de las igualdades cerradas.

Finalmente, hemos propuesto los espacios de verbalizacion del pensamiento
relacional como tercer criterio a ser considerado. Este criterio plantea la importancia
de generar espacios que permitan a los estudiantes expresar como resolvieron una tarea
matematica y escuchar los procesos que siguieron sus companeros. Asimismo, este
criterio permite al maestro acceder a informacion sobre los procesos mentales que va
construyendo el estudiante. El planteamiento de estos elementos apunta a desarrollar
el pensamiento relacional a partir el reconocimiento del nivel de desarrollo de los
estudiantes, de las situaciones de equivalencias mas idoneas, y de considerar el
didlogo, espacios de verbalizacidon, como elemento imprescindible para conocer y

promover el pensamiento relacional.
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2.3 Elementos contextuales del desarrollo del pensamiento relacional en nifios de
educacion primaria.

En este ultimo apartado queremos abordar dos elementos contextuales que
determinan no solo el desarrollo del pensamiento relacional en nifios de 3er grado de
educacion primaria; sino que también toda la gama de experiencias de aprendizaje de

los nifios. Estos dos elementos son las emociones y el juego.

Como ya se ha expuesto el enfoque de esta investigacion es de caracter
estructural del aprendizaje de las matematicas, con el fin proponer una alternativa
distinta al enfoque operacional predominante. Es usual que el enfoque operacional este
acompafiado por experiencias didacticas basadas en la ensefianza tradicional, el cual
se caracteriza por “[...] un ambiente rigido del miedo al error, que ha provocado — y
todavia provoca- que muchos alumnos sientan ansiedad respecto a las clases de
matematicas.” (Ribosa y Duran, 2017, p. 206). Ambiente que no favorece el

aprendizaje de ninguna competencia o habilidad mental.

Ante este panorama surge el juego como oportunidad para hacer frente al
conjunto de prejuicios y etiquetas que recibe el drea de matematicas. Segun Garcia
(2001) el juego es un “[...] medio que pone a su disposicion un espacio protegido, un
lugar para hacer, deshacer y probar sin ningtn riesgo.” (p.16). Es decir, en el contexto
de esta investigacion el juego junto con las emociones que conllevan, vienen a ser
elementos relevantes para el logro de metas de aprendizaje, en este caso para el

desarrollo del pensamiento relacional.

Por ello, en el siguiente apartado abordamos de manera general estos elementos
que denominamos contextuales debido a que constituyen el ambiente de trabajo del

pensamiento relacional.

2.3.1 Las emociones y el juego en el aprendizaje de las matematicas en ninos de
educacion primaria

Los afectos, las emociones, que pueden sentir los estudiantes en relacion a las

matematicas son factores determinantes para su comprension. Esto se debe a que:

la relacion que se establece entre los afectos y el aprendizaje es ciclica:

de una parte, la experiencia que tiene el estudiante al aprender
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matematicas le provoca distintas reacciones emocionales e influye en
la formacidn de creencias; por otra, las creencias que sostiene el sujeto
tienen una consecuencia directa en su comportamiento en situaciones
de aprendizaje y en su capacidad de aprender. (Aristizabal, Colorado y

Gutierrez, 2005, p.17)

De esta forma evidenciamos que las experiencias de aprendizaje de las
matematicas tendran una consecuencia directa en las creencias de los estudiantes, las
cuales determinaran las futuras experiencias de aprendizaje. En este sentido,
proponemos el juego como una oportunidad para generar experiencias significativas y
que favorezcan el aprendizaje de las matematicas.

El juego en el campo de la educcion matematica ha sido sujeto de estudio,
diversas investigaciones “[...] identificaron que a través del juego, los nifos
desarrollan conceptos clave que incluyen la correspondencia uno a uno, la aritmética
y el conteo, estimar, razonar espacialmente, medir, entender formas, clasificaciones
logicas, comparacion, ordenamiento y comprension de partes y totalidades.”1
(Takeuchi, Towers y Plosz, 2016, p.170). Con ello, se identifica el caracter didactico
del juego; al respecto Aristizabal, Colorado y Gutierrez (2016) sostienen que en los
estudios realizados con nifios, el juego sirvid como una estrategia para abordar las
dificultades que se presentaban en las clases de matematicas.

Esta propuesta es respaldada por Garcia (2001) quién sostienen que “Los
juegos crean motivacion en el estudiante, clarifican conceptos y procesos dificiles,
ayudan en el aprendizaje social y a integrar diferentes procesos de capacidad” (p.16)

En cuanto al desarrollo del pensamiento relacional, el juego sirve como medio
para plantear las situaciones de equivalencias numéricas mas idoneas. Para lograrlo, el
maestro se puede valer de diversos recursos como tarjetas, fichas, pizarras moviles,
entre otros, para plantear las equivalencias. Estos materiales, otorgan a los ejercicios
un caracter ladico; que puede estar acompafiado por consignas de tiempo, turnos de
participacion para la construccion de igualdades, etc. Asimismo, favorece los espacios

de verbalizacion ya que:

! “Previous research identified that through play children develop key concepts including one-to-one
correspondence, arithmetic and counting, estimating, spatial reasoning, measuring, understanding
shapes, logical classification, comparing, ordering, and understanding parts and wholes.”
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[...] el juego como método y recurso de ensenanza comporta beneficios
de relacion al grupo. Determinados juegos ayudan a los estudiantes a
entender otros puntos de vista y actitudes y son especialmente utiles
para estudiantes timidos, ya que facilita la pérdida de su inhibicion y
los hace comportarse de una manera comunicativa, activa y los lleva a
actuar libremente”. (Garcia, 2001, p.19)

Por ello, es que se destaca el juego, como un elemento contextual relevante
para el desarrollo del pensamiento relacional, ya que sus beneficios para la relacion de
grupo, permitirdn que los espacios de verbalizacion sean cada vez mas enriquecedores,
significativos; en los cuales los estudiantes se sientan comodos de presentar y sustentar

los pasos que siguieron para resolver los ejercicios o problemas.

A manera de cierre en este capitulo hemos propuesto tres elementos didacticos
y dos elementos contextuales para el planteamiento de actividades que promueven el
desarrollo del pensamiento relacional. Para ello, hemos descrito las equivalencias
como situaciones numéricas que favorecen este tipo de pensamiento. Luego, hemos
planteando los niveles de desarrollo del pensamiento relacional en nifios, los tipos de
igualdades que favorecen el pensamiento relacional y los espacios de verbalizacion,
como elementos didacticos. Y hemos considerado al juego y las emociones como
elementos contextuales que determinan el proceso de aprendizaje del pensamiento
relacional. Este conjunto de propuestas se ha basado a partir del andlisis de diversas
investigaciones longitudinales, y se contextualizan en el enfoque early-algebra, el cual

responde a la orientacion de esta investigacion.

En conclusion, a lo largo de esta investigacion hemos abordado el desarrollo
del pensamiento relacion en nifos. En primer lugar, hemos descrito como surge este
enfoque, su desarrollo en relacion al pensamiento algebraico, y las caracteristicas
principales del desarrollo del pensamiento relacional En segundo lugar, hemos
analizado el tipo de situaciones numéricas con las que se trabaja este tipo de
pensamiento: las equivalencias numéricas. Asimismo, hemos presentado tres
elementos didécticos para el planteamiento de actividades que promuevan el
pensamiento relacional. Dichos elementos son: los niveles de desarrollo del
pensamiento relacional en nifios, los tipos de igualdades que favorecen el pensamiento

relacional y los espacios de verbalizacion. Y hemos propuesto el juego y las emociones
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como elementos contextuales que determinan los procesos de aprendizaje de las
matematicas de forma general, y, por ende, de manera especifica el pensamiento
relacional.

Con esta investigacion se ha pretendido aportar y atender al desarrollo del
aprendizaje de las matematicas bajo el enfoque early-algebra; con el fin de promover
un enfoque estructural frente al enfoque operacional dominante. Todo ello, a través del
planteamiento de actividades que consideren las potencialidades de los nifios, y sus

caracteristicas tanto cognitivas como afectivas.
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CONCLUSIONES

En esta tesina se describi6 el desarrollo del pensamiento relacional como una
actividad intelectual inherente al pensamiento algebraico, y se propuso elementos
relevantes para la elaboracion de actividades que favorezcan su desarrollo en aula.

El pensamiento relacional se encuentra en las bases del desarrollo del
pensamiento algebraico, porque responde a la construccion del significado relacional
del signo igual; el cual se debe desarrollar en los primeros niveles del proceso de
algebrizacion.

Los niveles de desarrollo del pensamiento relacional de los nifios son un
elemento didactico a considerar para el planteamiento de actividades que promuevan
dicho pensamiento. Estos niveles nos permiten identificar la zona de desarrollo
proximo en relacion a la habilidad mental esperada.

Las equivalencias, de forma especial las igualdades cerradas, son un elemento
didactico a ser considerado para el planteamiento de actividades que promuevan el
pensamiento relacional. Este tipo de situaciones numéricas favorecen el desarrollo del
pensamiento relacional, debido a que implican la comprension del signo igual desde
su significado relacional.

Los espacios de verbalizacion en el proceso de aprendizaje son un elemento
didactico valioso a ser incluido en el planteamiento de actividades que favorezcan el
desarrollo del pensamiento relacional. Ya que estos permiten a los estudiantes expresar
y sustentar a través del lenguaje oral su proceso de aprendizaje. Asi mismo, permite al
maestro recoger informacion de los procesos mentales que se van construyendo en los
estudiantes.

Finalmente, el juego y las emociones son elementos contextuales que
intervienen en los procesos de aprendizaje de los nifios, de manera especial tiene una
relevancia en el desarrollo de las matematicas, y por tanto del pensamiento relacional.
La atencion a estos elementos permite generar espacios de confianza y seguridad para

el logro de un aprendizaje significativo de las matematicas.



38

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Aké, L. (2017). El modelo de niveles de algebrizaciéon como herramienta de analisis
de tareas matematicas de Educacion Primaria. En: J.M. Contreras, et al. (eds.).
Segundo Congreso International Virtual sobre el Enfoque Ontosemiotico del
Conocimiento y la Instruccion Matematicos: Actas. Granada: Universidad de
Granada, 2017. Recuperado de http://hdl.handle.net/10481/45415

Aristizabal, J., Colorado, H., y Gutierrez, H. (2016). El juego como una estrategia
didactica para desarrollar el pensamiento numérico. Itinerario Educativo, 30(67),
123-137.

Carpenter, T., Levi, L., Franke, L., y Zeringue, K. (2005). Algebra in elementary
school: Developing relational thinking. Zentralblatt fiir Didaktik der
Mathematik, 37(1), 53-59. Recuperado de
https://link.springer.com/article/10.1007/BF02655897

Castro, E. (2008). Pensamiento numérico y educacion matematica. Conferencia en X1V
Jornadas de investigacion en el aula de matematicas., 23-32.

Castro, E., y Molina, M. (2007). Desarrollo de pensamiento relacional mediante
trabajo con igualdades numéricas en aritmética basica. Educacion Matemadatica,
19(2), 67-94. Recuperado a partir de http://funes.uniandes.edu.co/1572/

Fernandez, C. (2015). Pensamiento relacional en primaria: el papel del maestro. UNO:
Revista de Didactica de las Matemdaticas, 14-22.

Garcia, F. (2001). El juego como instrumento de aprendizaje escolar. Educando desde
el ajedrez, 15-20. Barcelona: Editorial Paidotribo.

Gil, N., Blanco, L., y Guerrero, E. (2005). El dominio afectivo en el aprendizaje de las
matematicas. Una revision de sus descriptores basicos. Revista iberoamericana de
educacion matematica, 2(1), 15-32.

Godino, J., Aké, L., Gonzato, M. y Wilhelmi, M. (2014). Niveles de algebrizacion de
la actividad matematica escolar. Implicaciones para la formacion de maestros.
Ensenanza de las Ciencias, 32(1), 199-219.


http://hdl.handle.net/10481/45415
https://link.springer.com/article/10.1007/BF02655897
http://funes.uniandes.edu.co/1572/

39

Manrique, L. (2004). La participacion de los estudiantes en la evaluacion del
aprendizaje. Educacion, 13(25), 43-60.

Melgar, A. (2000). El pensamiento: Una definicion interconductual. Revista de
Investigacion en Psicologia, 3(1), 23-38.

Molina, M. (2006). Desarrollo de pensamiento relacional y comprension del signo
igual por alumnos de tercero de educacion primaria. Universidad de Granada.

Molina, M. (2009). Una Propuesta de Cambio Curricular: Integracién del Pensamiento
Algebraico en Educacion Primaria. PNA4, 3, 135-156.

Molina, M., Castro, E., y Ambrose, R. (2006). Trabajo Con Igualdades Numéricas Para
Promover Pensamiento Relacional 1. PNA, 1(1), 33-46.

RAE. (1970). pensar | Diccionario de la lengua espaiola - Edicion de 1970.

RAE. (2018). Diccionario de la lengua espafiola - Edicion del Tricentenario.
Recuperado 9 de julio de 2018, a partir de http://dle.rae.es/?1d=VoZ3d2f

Ramirez Garcia, M., y Rodriguez Marcos, P. (2011). Interpretaciones del Signo Igual.
Un estudio de libros de texto. Union, 26, 41-55.

Ribosa, J., y Duran, D. (2017). Cooperacidn, juego y matemadticas: analisis de la
aplicacion del Tridio Cooperativo con alumnado de primaria. PNA. Revista de
Investigacion en Diddctica de la Matematica, 11(3), 205-231.

Socas, M. (2011). La ensefianza del Algebra en la Educacién Obligatoria.
Aportaciones de la investigacion. NUMEROS. Revista de Diddctica de las
Matematicas, 77, 5-34.

Stephens, M., y Ribeiro, A. (2012). Working towards algebra: the importance of
relational thinking. Revista latinoamericana de investigacion en matemdtica
educativa, 15(3), 373-402. Recuperado de
http://www.scielo.org.mx/scielo.php?pid=S1665-
24362012000300006&script=sci_arttext&tlng=en

Takeuchi, M., Towers, J., y Plosz, J. (2016). Early Years Students’ Relationships with
. Alberta Journal of Educational Research, 62(2), 168-183. Retrieved from
http://ajer.journalhosting.ucalgary.ca/index.php/ajer/article/view/1736



http://dle.rae.es/?id=VoZ3d2f
http://www.scielo.org.mx/scielo.php?pid=S1665-24362012000300006&script=sci_arttext&tlng=en
http://www.scielo.org.mx/scielo.php?pid=S1665-24362012000300006&script=sci_arttext&tlng=en
http://ajer.journalhosting.ucalgary.ca/index.php/ajer/article/view/1736



