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RESUMEN

El presente trabajo se trata de que un anillo (A, m) local, noetheriano, regular,
completo de dimensién d, cuya caracteristica sea igual que la de su cuerpo residual
(A/m), sea isomorfo al anillo de series formales de potencia en d variables con
coeficientes en este cuerpo. Pero si las caracteristicas son diferentes como por ejemplo
la caracteristica de A es cero y la caracteristica de A/m es un nimero primo p, Ano
tiene esta estructura, en este caso p estara contenidoenm yno estara enm?, entonces
se dice que A es inramificado, por lo tanto en este caso A queda completamente

determinado por su cuerpo residual (A/m) y su dimension.
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ABSTRACT

The present work is about the fact that a local, noetherian, regular, complete ring
(A, m) with dimension d, whose characteristic is the same as that of its residual
field (A/m) is isomorphic to the ring of formal series of power in variable d with
coefficientes in this field. But if the characteristics are different as for example the
characteristic of A is zero and the characteristic of A/mis a prime number p, then A
does not have this structure and in this case p will be contained in the maximal ideal
m and will not be contained in m?, then it is said that A is unramified, therefore
in this case the ring A is completely determined by its residual field (A/m) and its

dimension.
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Introduccion

El concepto de anillo local fue dado por Krull, quién defini6 tal anillo como
un anillo conmutativo A en el cual todo ideal tiene una base finita y el conjunto
m de todas las no unidades es un ideal maximal. Krull también demostr6 que
la interseccion de todas las potencias de m es el ideal cero y si consideramos las
potencias de m como un sistema de vecindades de cero, entonces A seria un anillo

topologico.

El anillo local A es llamado completo si toda sucesion de Cauchy tiene un limite.
Sea m = (U, Uz,...,Un) y supongamos que ningun elemento de esta base puede ser
omitido, si los ideales (us, Uz, ..., u;), i=1,2,...,n, son todos primos, A es llamado

anillo local regular de dimensién n.

Krull conjetur6 que un anillo local, regular, completo A de dimensiéon ncuya
caracteristica p esigual que la de su cuerpo residual A/m esisomorfo al anillo de
series formales de potencia en n variables con coeficientes en este cuerpo. Silas
caracteristicas son diferentes, como por ejemplo que la caracteristica de Res ceroy
la caracteristica de R/m es un numero primo, entonces A no tiene esta estructura,
en este caso notemos que p estard contenido en m, entonces Krull conjeturé que si
A es inramificado (p € m?) entonces A esta tinicamente determinado por su cuerpo

residual y su dimensioén.

Finalmente Krull conjeturé que todo anillo local, completo es una imagen

homomorfica de un anillo local, regular, completo.

Cohen demostrd los teoremas de estructura para anillos locales completos y otras

propiedades de anillos locales.

Este trabajo esté distribuido de la siguiente forma:



En el capitulo hacemos una revision de los conceptos y resultados elementales
de anillos. Seguidamente revisaremos anillos locales, el proceso de localizacion
que es una de las herramientas mas importantes del dlgebra conmutativa, los
anillos noetherianos que son los anillos mas importantes de algebra conmutativa.
Finalmente, revisamos los conceptos y propiedades de los anillos regulares y la teoria

de dimension.

En el capitulo II estudiaremos el anillo de series formales de potencia donde
veremos que este anillo es un dominio, es un anillo local, noetheriano y regular.
Seguidamente dotaremos al anillo de series formales de potencia de una métrica
y determinaremos que este es un anillo completo, donde surge la inquietud de
preguntarnos que siun anillo con estas propiedades seraisomorfo al anillo de series

formales de potencia.

En el capitulo III veremos la filtracion de un anillo, métrica en un A-médulo
filtrado, completacion a-adica de un anillo local, la suavidad formal de una A-
algebra B sobre A, extensiones separables de cuerpos, la suavidad formal entre

anillos topoldgicos y el anillo de coeficientes de un anillo local.

Enel capitulo IV veremos integramente las demostraciones del los Teoremas de
estructura de Cohen para anillos locales completos. La demostracion se divide en dos
casos el equicaracteristico y el inequicaracteristico, donde usaremos e introduciremos

los conceptos de anillo local ramificado e inramificado, conceptos que introdujo Krull.

En el capitulo V visualizaremos una version muy especializada acerca de el
teorema de estructura para anillos locales completos que nos dice que cualquier
anillodeidealesprincipales es sumadirecta deanillos,donde cadauno delos cuales

esimagen homomaorfica de un DIP. También veremos que dado una funcién f enel

anillo Oy p de funciones regulares en un punto liso p € V (Variedad) se le asocia su

serie de Taylor en el anillo de series formales de potencia.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo haremos una revision de las definiciones y propiedades
elementales de anillos y mddulos. Después de esta revision pasaremos a discutir
sobre anilloslocales y el proceso delocalizacion que es una de las herramientas mas
importantes del dlgebra conmutativa. Para seguir avanzando y ver resultados mas
fuertes consideraremos condiciones de finitud mediante las condiciones de cadena en
los anillos y veremos también a los anillos mds importantes en el dlgebra conmutativa
los anillos noetherianos, para finalmente revisar las definiciones y propiedades de la

teoria de la dimension y de anillos regulares.

1.1. Anillos e ideales

Un anillo A es un conjunto con dos operaciones, la adicion y el producto, tal
que es un grupo abeliano con la adicidn, es asociativa con el producto y verifica
la propiedad distributiva. Cuando hablemos del anillo asumiremos que es un anillo

conmutativo y con identidad.

Undivisor de cero enun anillo A es un elemento X que divide a cero, es decir

existe uny f= 0 en A tal que xy = 0. Un anillo sin divisores de cero no nulos s

llama dominio de integridad. Por ejemplo: Z, Q.

Un subconjunto | de un anillo A, es unideal de Asi | es un subgrupo aditivo
de Ay Al es un subconjunto de I. Los elementos de A/l son las clases de | en A
y la aplicacién ¢ : A — A/l envia a cada elemento X € A a su clase X+ | es un
homomorfismo de anillos suprayectivo y existe una correspondencia biunivoca que

mantiene el orden entre los ideales J de A que contiene a | y los ideales J de A/I



por J=¢-1(J).

Un ideal I del anillo A es llamado principal si esta generado por un elemento,

esto es, existe X € A, tal que | = {rx ; r € A} y se denota | = (x).

Al entero n positivo mas pequefio tal que na= 0, V a € A, es llamado la
caracteristica de A, si no existiera n, se dice que A es de caracteristica cero, por
ejemplo Z tiene caracteristica cero, £, tiene caracteristica ny si F es un cuerpo

entonces tiene caracteristica 0 o p, donde p es primo.

Un ideal p en A es primo si p f= (1) y si para todo X,y € A con
Xy € p, entonces X pertenece a p o Yy pertenece a p. El conjunto Spec(A) =
{p | p es unideal primo de A} es llamado el espectro de A. Un ideal m en A es

maximal si m f=(1) y no existe ningtin ideal a tal que m C a C (1). Todo anillo A
no nulo por lo menos tiene un ideal maximal.

p es un ideal primo de A si y solamente si A/p es un dominio. m es un ideal

maximal si y solamente si A/m es un cuerpo.

Un dominio de ideales principales (D.L.P.) es un dominio de integridad en el
que cada ideal es principal, en un anillo de este tipo todo ideal primo no nulo es
maximal. Un dominio de integridad A, se dice que es un dominio de factorizaciéon
unica (D.F.U.) si cualquier elemento no nulo es unidad o puede escribirse como
producto de un nimero finito de elementos irreducibles de A. Todo D.LP. es un
D.F.U. pero lo reciproco no es cierto, por ejemplo consideremos el anillo F[X,y] con
coeficientes en un cuerpo, claramente F [X, y] es un D.F.U. pero no es D.L.P., pues

(X, ¥) es un ideal de F [X, y] que no es principal.

El conjunto N de los elementos nilpotentes de un anillo A forman unideal y AIN
no posee elementos nilpotentes diferentes de cero. El ideal N se llama el nilradical
de Ay se cumple que N es la interseccion de los ideales primos de A. La interseccion
de los ideales maximales de un anillo A se llama el radical de Jacobson de Ay se

denota por R.

Proposicion 1.1.1. x € R <& 1 — xy es unidad en A para todo y € A.

Demostracion. Supongamos que 1 —Xy no es unidad, luego existe un ideal maximal



mde Atales que 1 — Xy € m, luego desde que x € R C mentoncesxy e mVye€A,
luego tenemos que (1 — Xy) + Xy =1 € m, lo cual es una contradiccion, entonces
1 — Xy es unidad.

Reciprocamente supongamos que X £ R, entonces X € m, para algtin ideal maximal
m, luego Xy m generan el ideal (1) entonces xy+ u =1, u € m, y € A, luego
u=1 - xy € m, entonces (1 — xy) no es unidad, lo cual es una contradiccion, por

lo tanto X € R. O

1.2. Anillos locales e ideales primarios

Un anillo A que tiene solamente un ideal maximal m se llama anillo local. Por
ejemplo, los cuerpos son anillos locales pues tienen como tnico ideal maximal el
cero. El cuerpo K = A/m recibe el nombre del cuerpo residual. Decir que (A, m,K)

es un anillo local significa que A es un anillo local m =rad(A) y K =A/m.

Si (A, m) es un anillo local entonces los elementos de A no contenidos en m son
unidades. Enunanillononulo A, donde el conjunto delasnounidades sonunideal,

es un anillo local.

Sea (A, m) y (B, n) anillos locales y f : A — B un homomorfismo de anillos, f

sera llamado homomorfismo local si f (m) C n.

Sea b un ideal del anillo A, r(b) = {x € A: X" € b, para algiin n > 0} se
denomina el radical de by esunideal de A. Si p es unideal primo r(p") = p, para
todon > 0.

Un ideal g de un anillo A es llamado primario si g no contiene a 1y para todo
par de elementos X,y que pertenecen a A se tiene que si Xy € g, X £ g, entonces

y" € g para algtin n > 0. Por ejemplo, los ideales primos son primarios, pero lo
reciproco no es cierto.

Si g es un ideal primario, entonces r(q) es el menor ideal primo conteniendo q.

Sip = r(q), entonces se dice que g es p-primario.

Ejemplo: Los ideales primarios en Z son (0) y (p"), donde p es primo, pues son

los tnicos ideales de Z que tienen radical primo.



Si r(a) es maximal, entonces a es primario, las potencias de un maximal m son

m-primarias.

Si p es un ideal primo en A, entonces p[X] es primo en A[X] y si g es un ideal

p-primario en A, entonces g[X] es p[X]-primario en A[X].

1.3. Modulos

Sea A un anillo. Un A-mdédulo es un par (M, i) donde M es un grupo abeliano

y W es una aplicacion:

H:AXM—-——M
(a,X) —— p(a,x)=a- x
que V a,b € A, V X,y € M se satisfacen los siguientes axiomas:
(i) a-(x+y)=a-x+a-y
(i) (a+b) -x=a-x+b-x
(iii) (ab) -x=a - (b - x)
(iv) 1 - x=x.
Ejemplos:
1. Si A es un cuerpo, entonces todo A-modulo es un A-espacio vectorial.
2. Unideal a de A es un A-modulo. El mismo A es un A-mddulo.

Sean M, N A-moddulos. T : M — N es un homomorfismo de A-mddulos si

VYV ac A VX yeE Mse tiene:
@) f(x+y)=1(x)+T(y)
(i) f(a-x)=a- f(x)

Un submddulo M’ de M es un subgrupo de M que es cerrado respecto a la
multiplicacién por elementos de A. El grupo M!/M tiene una estructura de A-

modulo de M, definida por a(x + M/) = ax + M.

Sea f: M — N un homomorfismo de A-moddulos.
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1. Elker(f )={x € M: f (X) = O}y es un submddulo de M .

2. La imagen de T es el conjunto Im(f) = f(M).
3. El coker(f) = N/Im(f) que es un mddulo cociente de N.

Observacion: M/ ker(f) = Im(T).

Si My N son A-moédulos, una suma directa M @ N es el conjunto de todos los

pares (X,y)conx € M,y € N.

M @ N es un A-mddulo si se define la adicion y la multiplicacion por un escalar
de la siguiente manera:

1. (X1, y1) & (X2, y2) = (X1 + X2, Y1 + Y2)
2. a(x,y) = (ax, ay)

En general, si (M)ic| es una familia de A-mddulos, podemos definir su suma directa
®ic1Mi; donde sus elementos son de la forma (Xi)iel tal que Xi € M;,V i € | y casi

todos los x; son nulos (excepto un niumero finito de indices).

Un A-modulo libre es un A-modulo isomorfo a ®icy Mj, donde M; = A como
A-médulo, se denota A®.

Un A-mddulo libre finitamente generado es isomorfoa A® A® ... ® A(n
sumandos) y se denota por A". Por convenio, A’ es el modulo cero y lo denotaremos

por 0.

Si M es un A-modulo de generacion finita, a un ideal de A tal que a C R.
Entonces si aM = M se tiene que M = 0. Este resultado es conocido como el Lema

de Nakayama.

Sea (A, m, K) un anillo local y M un A-médulo de generacion finita. Como M/mM
es anulado por m se tiene que M/mM es un A/m-médulo y como k = A/m es cuerpo

se tiene que M/mM es un K-espacio vectorial de dimension finita.

Una sucesion de A-moédulos y A homomorfimos

fi fit1
1 ., Ni

- Ni—1 < Nizq -+



se dice que es exacta en N; si Im(fj) = ker(fi+1). La sucesion es exacta si es exacta

en cada N;. En particular:

0——. NJ_"-. N esexacta si y solamente si h es inyectiva.
N —2— . N#—-. 0 es exacta si y solamente si ¢ es sobreyectiva.
0—- NJ_" -+ N -~ N¥ _-. 0 esexacta siy solamente

si h es inyectiva y ¢

es sobreyectiva, ¢ induce un isomorfismo de Coker(h) = N/f(N/) sobre NX.

Sean M, N A-mddulos, el producto tensorial de M y N, denotado por M®xN, es
generado como A-modulo por los productos X® Y. Si (Xi)iel, (Vj)jes son generadores

de My N respectivamente, entonces los elementos X; ® y; generanM ® N .
Sean M, N y P A-mddulos, entonces tenemos los siguientes isomorfismos
canonicos:
(i) M®&N =N ® M.
(i) Me@N)®P =M ®(N®P)=M N ®P.
i) MeN)®@P=(M@eP)o (N ®P).
iv) A®M =M.

Sean Ay B anillos, M un A-médulo, P un B-moédulo y N un (A, B) bimddulo,

entonces M ®x N es un B-modulo, N ®g P un A-mddulo y se tiene:
M OsN)®s P =M ®a (N ®gP)

Sean f: M — MJ, g: N — N/J homomorfismos de A-moddulos. Se define el
homomorfismo de A-modulos f ® g: M ® N — MJ ® NJ, tales que (fF ® g)(Xx® y) =
f(X) ® g(y), parax € M, y € N.

f L4
Sea M! M M- 0 , una sucesion exacta de
A-modulos v
homomorfismos y sea N un A-mddulo cualquiera. Entonces la sucesion:
fol g®1
MI@N """ M®&N . MU®N--.0 esexacta.

En general no es cierto que, si M) — M —— MY es una sucesion exacta de A-
8



modulos y homomorfismos, la sucesion MJ® N — M ® N — MU ® N tensorizada



con un A-modulo arbitrario N sea exacta.

Ejemplo: Si consideramos A= Z y tomamos la sucesiéon-0— - “Z - Z
f (X) = 2x, para todo x € Z y si lo tensorizamos con N = Z/2Z, obtenemos la
sucesion 0—— Z @ N~ -+ Z ® N , la cual no es exacta pues paracadax® y
eZ ® N se tiene que (F @ 1)(X®Y)= (FX) ®L(Y)) =2X®y=Xx®2y=Xx® 0=

0, obtenemos que f ® 1 es la aplicaciéon nula, mientras que Z ® N f=0.

Definicion 1.3.1. Sea M un A-mddulo, decimos que M es plano sobre A, si

para toda sucesion exacta - — - N/ e | R |\ de Adb
lasucesion - -+ — - NI @aM—- N Q@aM—. . NI @ M—-. - es también
exacta.

M es fielmente plano si para toda sucesion exacta L, L es exacta si y solamante si

L ® M es exacta.

Proposicion 1.3.2. Sea N un A-médulo, son equivalentes:

1. N es plano.

2.5 0——. M! M . MY -. 0 es una sucesion exacta de A
nwolilla sucesion tensorizada
O0— MI@N— - M ON—. M ® N—-. 0 es exacta.

3. Sif:MJ — Mesinyectivay M, MJ son de generacidn finita, entonces
fel: MM®N — M ® N es inyectiva.

La demostracion puede ser vista en [1], Proposicion 2.19. Q

Seaf : A — B homomorfismo de anillos. Sia € Ay b € B, definimos el producto

a - b:= f(a)b, esta definicion convierte al anillo B en un A-modulo, de esta manera
B tiene la estructura de A-mddulo y la de anillo. El anillo B, con la estructura de

A-modulo, se llama A-dlgebra. De esta manera una A-algebra es un anillo Bjunto

con un homomorfismo de anillos f : A — B.

Observacion:

(i) Si Aesun cuerpo k, B un anillo no nulo entonces f es inyectivo, luego k se
identifica canonicamente con su imagen en B. Asi un k-algebra (k cuerpo) es

un anillo conteniendo a k como subanillo.

10



(i) Sea A un anillo con elemento identidad, existe un tinico homomorfismo de
anillos de los enteros Z en A que es n>— n - 1, de esta forma cada anillo es un

Z-algebra.

1.4. Anillo de fracciones y localizacion

La forma de construccion de Q a partir de los enteros Z se aplica a un dominio
de integridad D y origina el cuerpo de fracciones de D. El proceso de construccion
delanillodefraccionesyeldelocalizacion sonlastécnicasmasutilizadas del dlgebra

conmutativa.

Sea D un dominio de integridad

. 2z
k- DxD=10t_"a8_ . pn.abeb bfo0
~ b

es el cuerpo de fracciones de D.

Sea A un anillo. Un subconjunto S C A es multiplicativamente cerrado si:
i)1€S
ii)) V a,be S, setieneab € S
Ejemplos: Sea A un anillo:
1. S={a € A:aesunidad }, S es multiplicativamente cerrado.
2. S={ac€ A : ano es divisor de cero } es multiplicativamente cerrado.

Sea S C A multiplicativamente cerrado. Definimos una relacion en A X S; (a,s) =
(b,t) & 3 u € S tal que u(at — bs) = 0, esta relacion es reflexiva, simétrica y

transitiva. La clase de equivalencia de (a,s) sera denotado por £ y su conjunto

cociente ST'A=As={25a € A,s € S} es un anillo, luego S—'A es llamado anillo
de fracciones de A por S.

f:A——S7IA

Tenemos el morfismo natural , que en general no esun
__, a
. a l
monomorfismo.
_ f:A—— SA
En el homomorfismo se cumple:
a — #§

11



i) s € S, entonces T (s) es unidad en S—'A.
ii) ker(f)={ae€ A: s S, as =0}
iii) Los elementos de S—'A son de la forma f(a).f(s) !, ac AyseS.

Observacion:

1. lesunideal primo enun anillo Ay S=A — | multiplicativamente cerrado,

luego Aj :=S-'Aym={% : a€l,s € S} es unideal de A y si g m,
entonces h € I, esto es b € S, luego SB € SAy b, zﬁ= 1, luego (A, m) es un
S

anillo local.

El método de pasar de A a A, se llama localizaciéon en .

2. S7'A es el anillo cero si y solamente si 0 € S.

Lalocalizacion en unideal primo | esun anillolocal, cuyoideal maximal es IA,.

Ejemplo: Si A= Z, p = (p), p nimero primo; Ay es el conjunto de todos los

numeros racionales m/n; tal que m es primo con p.

Observacién: Lalocalizacion de A en p, elimina todos los ideales primo excepto
loscontenidosenp, elcocientadode Aporp, eliminatodoslosideales primosexcepto

a los que contienen p.

1.5. Condiciones de cadena

Sea X un conjunto. Se dice que Z es parcialmente ordenado por una relacion <

si: < es reflexiva, transitiva y es tal que si X <y y y < X entonces X =y.

Son equivalentes:

(i) Toda sucesion creciente x1 < X2 < - - - en X se estaciona, es decir existe un n

tal que Xn = Xp+tl = Xp+2 = * * *

(ii) Todo subconjunto no vacio de X tiene un elemento maximal.

Si L es el conjunto de submodulos de M, ordenado por la relacion S, entonces la
condicion (i) de la proposicion anterior se llama condicion de cadena ascendente

(c.c.a.)y (if) condicion maximal. Si M satisface estas dos condiciones equivalentes
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se denomina noetheriano.

Ejemplos:

1. Un grupo conmutativo finito (como Z-modulo) satisface c.c.a.
2. El anillo de los enteros (como Z-mddulo) satisface c.c.a.

3. K[x] (k cuerpo) satisface c.c.a.

4. K[x1,X2,...,Xn,...] en un namero infinito de indeterminadas X, no satisface
ninguna condicién de cadena en los ideales; pues la sucesion (x1) C (X1,X2) C

- es creciente en sentido estricto.

En un A-mddulo noetheriano M, los submodulos son de generacion finita.

o os f Ny
Proposicion 1.5.1. Sea 0 —— - N&—-. N-—-. N#—-. 0 una sucesién exacta &

A-moddulos. Se tiene que N es noetheriano < N’ y N¥ son noetherianos.

Demostracion. Supongamos que N es noetheriano. Sea N{ € N3 € N4 < -+ una
cadena ascendente de submoddulos de N/, luego se tiene F(N{) < F(N3) < f(N3) <

- - una cadena ascendente de submodulos de N, luego esta cadena se estaciona es

decir, 3 n tal que F(N}) = f(N},1) =+, entonces como F es sobreyectiva se tiene

= N/
Ny = N!,; = -, entonces tenemos que N € N} € N} € .- c N} = N
entonces NJ es noetheriano. El proceso para demostrar que NY es noetheriano es
andlogo utilizando la imagen inversa y aplicando que g es sobreyectiva.

Reciprocamente, sea Li € L2 & -+ € Ln & '+ una cadena ascendente de
submoédulos de N, luego (f ~'(Ln))n=>1 es una cadena ascendente en N’ y (g(Ln))n=>1

es una cadena ascendente en NJ, luego para n suficientemente grande las dos cadenas
se estacionan; y se deduce que (L) es estacional. O

Un anillo A es noetheriano si lo es como A-mddulo, es decir si satisface la c.c.a.

en ideales.

Ejemplo:

1. Todo cuerpo es noetheriano; también lo es el anillo Z/(n) (n f=0). El anillo Z

es noetheriano.

2. Los DIP son noetherianos, pues cada ideal es de generacion finita.
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3. K[x1, X2, ..., X, . . .] no es noetheriano, pues tenemos la siguiente sucesion

(X1) C (X1,X2) C (X1,X2,X3) C - - -+ que no se estaciona.

Proposicion 1.5.2. Sea A un anillo noetheriano, a un ideal de A. Entonces Ala es

un anillo noetheriano.

Demostracion. Sea 0 — a — A — Ala — 0 una sucesion exacta, entonces Ala es
noetheriano como A-mddulo, luego también como A/a-modulo. O

Proposicion 1.5.3. Si A es noetheriano y ¢ es un homomorfismo sobreyectivo de

A en B. Entonces B es noetheriano.

Demostracion. Sea ¢: A — B, luego por el Teorema Fundamental del

Homomorfismo se tiene que B = %rw’ luego de la siguiente sucesion exacta

0 Akergo—'-éAJ—HkAgho,
erg
como A es noetheriano A/ ker ¢ es noetheriano, entonces B es noetheriano. ]

Teorema 1.5.4. Si A es un anillo noetheriano, entonces A[x] es noetheriano.

Demostracion. Supongamos que A[X] no es noetheriano, entonces existe un ideal |

de A[X] que no es de generacion finita.

Sea fi € | de grado minimo en I.

Sea f2 € | — (fi) de grado minimo en | — (f1).

Seafii €l — (fi, ..., fk) de grado minimoen | — (fi, ..., fi).

de acuerdo a la eleccion de los fi tenemos que sus grados n; = grad(f;) satisfacen

que i < n: < ... Sia esel coeficiente principal de f;, tenemos que (a1) C
(ar,a2) C -+ C(a,a,...,a) C - - - esuna cadena en A que no es estable pero A
es noetheriano, entonces 3 k tal que (as, ..., &) = (a, .. ., &, ax1) y tendriamos

DN .
que a1 = -1 lidi, i € A, consideremos

g="fer —  rx"r e L= (fr, L f)
i=1

y grad(g) < nk+1 = grad(fi+1) contradice la minimalidad de fx+1, por lo tanto A[X]

es noetheriano. 0

Si A es noetheriano, su anillo de fracciones es también noetheriano.
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1.6. Teoria de la dimension

Sea A un anillo, la maxima de las longitudes r, tomadas sobre las cadenas

estrictamente decreciente po D p1 D - - - D pr deideales primos de A, es llamado la

dimension de Krull o simplemente dimension de A y denotado como dimA.

Sea p un ideal primo de A, la maxima de las longitudes, tomadas sobre todas

las cadenas estrictamente decreciente de ideales primosp=po D> p1 D> - - - D pr
empezando de p, es llamado altura de p y denotado htp. La maxima de las

longitudes, tomadas sobre todas las cadenas estrictamente creciente de ideales

primos p=po C p1 C - - - C prempezando de p, es llamado la coalturade p y
denotado por cohtp.

De las definiciones tenemos:
htp =dimA, ; cohtp=dimA/p y htp+cohtp <dimA.
Ejemplo:
i) dim Z =1, pues (0) C (p); pprimo.
ii) Si K es cuerpo dim K= 0.

Si A es un anillo local, noetheriano, dim(A) < co.

Sea Aunsubanillode B, tal que 1 pertenece a A. Un elemento Xque pertenece a

B se dice que es entero sobre A si X es raiz de un polinomio ménico con coeficientes

en A, es decir X" +aix"-1+ -+ - - +a,=0.
Sea C el subconjunto de elementos de B que son enteros sobre A. Si C es igual

a A, se dice que A es integralmente cerrado en B y si C es igual a B, se dice que B

es entero sobre A.

Elteorema de Descenso dice, sean A S Bdominios deintegridad, Aintegramente

cerrado, B entero sobre A. Sean p1 2 - - - 2 p, una cadena de ideales primos de A
yqi=2 -+ 2 ¢m(Mm<n)una cadena de ideales primos de B tal que gi " A= p;
(1 < i < m). Entonces la cadena g1 2 - - - 2 gn puede extenderse a una cadena
Q=2 -2¢qnptalquegin A=pi(1 <i=<n).
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El teorema de Descenso Plano dice, sea B un A-algebra plana. Dada una inclusion
de ideales primos p C q de Ay b un ideal de B sobre g, existe b’ ideal primo de B
tal que b’ C by I’ esta sobre p.

Definicion 1.6.1. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Sea p ideal primo
de A, escribiremos K(p) = Ap/pA,, entonces Spec(B ® k(p)) es llamada la fibra de

¢ sobre p. El anillo B ® k(p) sera llamado el anillo fibra sobre p. Cuando (A, m)
es un anillo local, m es el tnico punto cerrado del Spec(A) y asi el espectro de B

® k(m) = B/mB es llamado la fibra cerrada de ¢. Si A es dominio y K su cuerpo

de fracciones entonces el espectro de B ® \K = B ® pk(0) es llamado la fibra genérica
de 4.

Teorema 1.6.2. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos noetherianos y sea P

un ideal primo de B entonces escribiendo p = A N P tenemos:
(i) htP < htp + dim Bp/pBp.

(ii) Si¢esplano, o mas generalmente siel teorema de Descenso se mantiene entre

A'y B entonces se tiene la igualdad en (i).
La demostracion puede ser vista en [2], teorema 15.1.

Proposicion 1.6.3. Si A es un anillo noetheriano entonces dim A[X1,...,X)] =

dim A +n.

Demostracién. La prueba lo haremos por induccion sobre el nimero de
indeterminadas. Si n = 1, probaremos que dim A[X] = dim A+ 1.
Sea Po @ P1 € - - - € P una cadena ascendente de ideales primos de A, cuya

longitud es t, entonces Po[x] € P1[x] € - - - € P{x] € P;+ (X), es una cadena de
ideales primos de A[x], elideal P+(X) esunideal primo de A[X], pueseselntcleo del

homomorfismo A[x] — pAt, luego la cadena Po[x] € P1[x] € - - - € Px] € P+ (X),
tiene longitud t+1, asi tenemos que dimA[x] > dim A +1.
Ahora veamos que dim A[X] < dim A + 1. Sea q un ideal maximal de A[X] tal que

dim A[x] = dim A[x]q y sea p = g N Aideal primo de A. Como A[X] es plano sobre
A, tenemos que A[X]q es plano sobre Ap, luego tenemos:

dim A[x] = dim A[X]q = dim Ap + dim A[X]q ®a Kk(p)
=dimAp +dimk(p)[X]qg < dimA+1

entonces dim A[X] < dim A+ 1. Por lo tanto dim A[X] =dimA+1.
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Supongamos que el teorema es valido para (n— 1) es decir, que A esnoetheriano,
se tiene que dim A[X, ..., Xp-1] = dim A+ (n — 1). Ahora veamos para n. Desde
que A es noetheriano y desde que A[Xi, ..., Xa] = (A[Xy, . .., Xn—1])[Xn], se tiene
que: dim A[X1, ..., Xq—1, Xn] = dim(A[X1, ..., Xq-1])[Xn] = dim A[X1, ..., Xq—1] + 1 =
dimA+(n—-1)+1=dimA+n. [

Observe que si k es cuerpo, entonces dim K[xi, . . ., Xa] = n.
Definicion 1.6.4. Sea A un anillo y M un A-médulo. Un ideal primo p de A es

llamado un ideal primo asociado de M sip es el anuladorann(X) = {a € A/ ax= 0}

para algin X € M. El conjunto de ideales primos asociados de M se denota como
Ass(M ) o Assa(M ). Para | un ideal de A, los primos asociados del A-mddulo A/

son referidos como los divisores primos de I.

Proposicion 1.6.5. Sea A un anillo, J, Ps,...,Ps ideales de A y supongamos que

Ps, P4, ..., Psson primos y J no esta contenido en ningtin P;, entonces existe un

elemento x € J no contenido en ninguno de los P;.

La demostracion puede ser vista en [2].

Teorema 1.6.6. Sea A un anillo noetheriano, | = (ay,...,ar) unideal generado
por r elementos, si p es un divisor primo minimal de | se tiene que htp <.

La demostracion puede ser vista en [2], Teorema 13.5. Q

Teorema 1.6.7. Sea p un ideal primo de longitud r en un anillo noetheriano A.

Entonces:

i) p es un divisor primo minimal de algun ideal (as,...,ar) generado por r

elementos.

ii) Si ai,...,ar son como en (i) tenemos htp/(a1,...,aj)=r —1i,paral <i<r.

Demostracién. (i). La demostracion puede ser vista en [2], teorema 13.6.

(ii). Sea A = Al(a,...,a,), el ideal p/(a,...,a;) es un divisor primo minimal
de (@j+1,...,dar) en Al(ai,...,a;), luego por el Teorema (1.6.6) tenemos que
htp/(a1,...,aj) <r —1. O

Definicion 1.6.8. Sea (A, m) un anillo local, noetheriano de dimensién d. Si
X1,X2,..., X4 generan un ideal m-primario, se denomina sistema de parametros de
A.
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La existencia del sistema de parametros esta garantizado por el teorema 13.4 de

2].

Definicion 1.6.9. Sean (A,m) un anillo local noetheriano r-dimensional y k= A/m
su cuerpo residual. El nimero mas pequefio de elementos necesarios para generar m
es igual al rangm/m?; (esto es la dimension de m/m? como k-espacio vectorial), este

numero esllamadoladimension encajadade Ay escribimos embdimA. En general

dim A < emb dim A,

la igualdad se presenta cuando m es generado por r elementos, de ser asi A es
llamado anillo local regular y el sistema de parametros que genera m es llamado

sistema regular de parametros.

Teorema 1.6.10. Sea (A,m)un anillo local noetheriano y X1, Xz, ..., X, un sistema

de parametros, entonces dimA/(Xi,...,Xj)=r—iparal <i<r.
m
Demostracion. Por el teorema (1.6.7)(ii) se tiene que ht = (r —i) y desde
m _ Xy Xi)
que dimA=htm tenemos que ht = dim =r—1.
;l, ey X (X1,-...%0) =
Teorema 1.6.11. Sea (R, m) un anillo local regular n-dimensional y Xi,. . . , Xi

elementos de m. Los siguientes items son equivalentes:

(i) X1, ..., Xies un subconjunto de un sistema de parametros de R.

(ii) Lasimdagenes en m/m? de Xi, ..., Xj son linealmente independientes sobre R/m.
(iii) R/(X1,...,Xi) es un anillo local regular (n — i)-dimensional.

Demostracion. (i)=(ii). Como {Xi, ..., Xi} es un subconjunto de un sistema regular
de parametros de R, entonces {xi, . .., Xi, Xi+1, . . ., Xn} €s un sistema regular de
parametros de R, entonces sus imagenes generan el R/m-espacio vectorial m/m? y

desde que ranym/m? = n, entonces estas imagenes son l.i., luego se tiene que las

imagenes de Xi, ..., X son linealmente independientes sobre R/m.
(i) =(iii). Por el Teorema (1.6.10) sabemos que R/(X1, ..., X;) es (N — i)
dimensional, luego las imagenes de {Xi+, ..., Xn} general el ideal maximal de

R/(X,...,Xi), entonces R/(X1,...,Xj) es un anillo local regular (n—i) dimensional.

(iii)=(i). Como R/(X1, . . ., Xj) es un anillo local regular (n — i) dimensional,
luego m/(x1, ..., X;) ideal maximal de R/(x1,...,X;) es generado por las imagenes
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de yi,...,Yn-i € m, entonces m es generado por {Xi,...,Xi,Y1,...,Yn-i} luego

{x1, ..., Xi} es subconjunto de un sistema regular de parametros.

(ii)=(i). Como rangym/m? = ny si tomamos Xj+1, . . ., Xn tales que las imagenes
de X1, X2, ..., Xj, Xj+1, ..., Xn son una base para m/m?, entonces Xi, ..., Xn generan
my asiXi,..., X, forman un sistema regular de parametros de R, luego xi, ..., X;

es un subconjunto de un sistema regular de parametros de R. O
Teorema 1.6.12. Un anillo local regular es un dominio de integridad.

Demostracion. Sea (A, m) un anillo local regular n-dimensional, la prueba la
realizaremos por induccién sobre la dimension. Si n=0 entonces su ideal maximal
mes generado por cero elementos, es decir m= (0), de estamanera se tiene que A
esun cuerpoy por lo tanto Aes un dominio de integridad. Cuando n=1, el ideal
maximaltiene unsolo generador m= (x) y htm=1, entonces existe unideal primo
pf=mconm D p.Siy € pentonces y = Xa, a € Ay desde que X € p se tiene que
a € p,luego p=(X) y por el Lema de Nakayama tenemos que p = (0), entonces A
esundominio. Cuandon>1.Seanps,p2,...,prlosideales primos minimales de A,
luego desde que m ¢ m?y m ¢ pj para todo i, entonces existe un elementox € m
que no estd en m?ni p1,p2,...,pr, ver Proposicion (1.6.5), luego laimagen de xen
m/m? es no nulo, luego A/(X) es un anillo local regular (n — 1) dimensional, luego
por hipotesis inductiva tenemos que A/(X) es un dominio de integridad, luego (X) es
unideal primo de A. Si p1 es uno de los ideales primos contenidos en (x) y desde que
X & p1 y aplicando el mismo argumento que para n = 1, mostraremos que p1 = Xpi

y por lo tanto p1 = 0, entonces A es dominio. O

1.7. Valoracion discreta

Un dominio de integridad R es un anillo de valoracion si para todo elemento x

de su cuerpo de fracciones K satisface X Z R entonces X! € R.

Proposicion 1.7.1. Sea R un anillo de valoraciéon de k (el cuerpo de fracciones de

R) entonces R es un anillo local.

Demostracion. Sea m el conjunto de elementos de R que no son unidades, entonces
tenemos X € m si y solamente si X =0 ¢ Xx~! € R. Ahora veamos que m es un ideal.
Sea a € R, x € m, luego tenemos que ax € m, pues de no ser asi tendriamos que

(ax)™' € R, luego x~! = a(ax) ! € R y esto serd una contradiccion, por lo tanto
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ax € m. Ahora dado X, y € m, con X, Yy no nulos se tiene entonces que xy~! € Kk,
luego como R es un anillo de valoracion de k tenemos que xy~! € RV x~ly € R,
luego en cualquiera de los casos tenemos (X + y) = (xy~! + 1)y € Rm S m, luego

(X+Yy) € my por lo tanto tenemos que m es un ideal y esta formado por elementos
no nulos que no son unidades, por lo tanto se tiene que (R, m) es un anillo local. [

Un anillo de valoracion cuyo grupo de valores es isomorfo a Z esllamado anillo
de valoracion discreta. Se le dice discreto por el hecho de que el grupo de valores es
un subgrupo discreto de R y no tiene nada que ver con que la topologia m-adica del

anillo local sea discreta.

Teorema 1.7.2. Sea R un anillo, entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:

(i) R esun anillo de valoracién discreta.
(ii) R es un dominio de ideales principal local y no es cuerpo.

(iii) R esun anillo local, noetheriano, dim R > 0 y cuyo ideal maximal mg es

principal.
(iv) Resunanillolocal, noetheriano uno dimensional.

La demostracion puede ser vista en [2].

1.8. Anillos regulares

Unanilloregularesunanillonoetherianotalquelalocalizacién entodomaximal
es un anillo local regular.
Nota: Por el teorema de Serre [4], Teorema 19.3, podemos cambiar en esta definicion

los ideales maximales por ideales primos.
Teorema 1.8.1. 5i A es un anillo regular entonces A[X] es un anillo regular.

Demostracion. Sea P un ideal maximal de A[X] y consideremos m = P N A
Luego A[X]p es una localizacién de An[X], asi al reemplazar A por Am, podemos

considerar que A es un anillo local regular y escribiendo A/m = K tenemos que

A
%[[% = ﬁ[X] = K[x], asi existe un polinomio moénico f(X) con coeficientes en A

tales que P = (m,f(xX)) y f se reduce a un polinomio irreducible f € K[x] médulo
m, luego como A[x] es un A-dlgebra plano, por el Teorema (1.6.2) parte (ii), tenemos

dim A[x]p = htP = 1 + htm = 1 +dim A,
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entoncesmesgeneradopordimAelementosyP=(m,f)esgeneradopordimA+1
elementos, porlo tanto A[X]p es generado por dim A+ 1 elementos, entonces A[X]

es un anillo regular. O

Definicion 1.8.2. Una resolucion libre finita de un A-modulo M es una sucesion

exacta0 - Fy,— - - - - F1 = Fo — M — 0 tal que cada F;j es un mddulo libre

finito y decimos que M es libremente estable si existen modulos libres finitos F y
FJtal que M @ F = FJ.

Teorema 1.8.3. Undominiodeintegridad noetheriano Aesun DFU siy solamente

si todo ideal primo de longitud 1 es principal.

Demostracion. Supongamos que A es un DFU y sea p un ideal primo de longitud 1.
Sea a € pno nulo, desde que A es DFU, a se puede expresar como un producto de
elementos primos, es decir a =%i, luego desde que p es primo algun p;pertenece
a p, entonces (p;) C p, como p; es un elemento primo, se tiene que (p;) es un ideal
primo, desde que htp = 1 y A es dominio tenemos que p = (p;), por lo tanto p es
principal.

Reciprocamente, supongamos que todo ideal primo de longitud 1 es principal. Desde
que A es noetheriano, todo elemento a € A que no es unidad ni cero se escribe como
producto finito de irreducibles entonces para probar que A es DFU serd suficiente
ver que todo elemento irreducible es primo. Sea p el divisor primo minimal de (a),
entonces por el teorema del ideal principal se tiene que htp = 1 luego por hipodtesis
inductiva se tiene que p es principal es decir p = (r), luego como p es un divisor
primo de (a) se tiene que a = r.b y desde que a es irreducible b es unidad, luego

(a) = (r) = p entonces a es un elemento primo, por lo tanto A es un DFU. [

Teorema 1.8.4. Sea A un dominio noetheriano, I' es un conjunto de elementos
primos de Ay sea S un conjunto multiplicativo generado por I'. Si As es un D.F.U.

entonces A es un D.F.U.

Demostracion. Sea punideal primo delongitud 1.Sip N S f= @ entonces p contiene
un elemento 7 € I' y desde (7) es unideal primo no nulo tenemos que p = (). Si
p N S= @ entonces pAs es un ideal primo de longitud 1 de A, asi tenemos que
PAs = aAs, para algin a € p y entre todos los a elegimos uno tal que (a) sea
maximal, entonces ano es divisible porz €I'. Ahorasix € p tenemos sx=ay para
algins € S,y € A.Sea s=mm - 7y con w; € I', entonces a £ (7;) asiy € (i) y

por induccidén sobre I se muestray € (s) asi X € (a), entonces p=(a), luego Aes
D.ILP.y por lo tanto A es D.F.U. ]
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Lema 1.8.5. Sea A un dominio y a un ideal de A tal que a ® A" = A™1  entonces

a es principal.

La demostracion puede ser vista en [2].
Teorema 1.8.6. Un anillo local regular es un DFU.

Demostracion. Sea (A, m) un anillo local regular, la demostracion lo realizaremos
por induccion sobre su dimension.

Si dim A= 0. Como A es un anillo local regular, por el Teorema (1.6.12) A es un
dominio de integridad, ademds como dim A = 0 entonces A es un cuerpo, luego A
esun D.F.U.

Sidim A= 1. A es un anillo local regular entonces A es un anillo local noetheriano
y como dim A =1, entonces m es principal, luego A es un Dominio de Valoracion

Discreta y por lo tanto A es un D.F.U.

Si dim A > 1. Sea X € m — m?, luego (X) es un ideal primo de A, desde que 1 £ (X)
y si para todo ab € () se tiene que a € (X) o b € (X). Aplicaremos el Teorema
(1.8.4) a I = {x}, solamente necesitamos demostrar que Ay es un D.F.U. Sea P

un ideal primo de Ay de altura uno y sea p=P N A, luego P = pA«y, desde que
A es un anillo local regular, p como A-modulo tiene una resolucion libre finita, de

esta manera el Ac-modulo P tiene una resolucién libre. Para algtin ideal primo Q de
Ay, el anillo (Ay)o= Agna es un anillo local regular de menor dimension que la de
A, asiporinduccionesunD.F.U., de esta manera Pq eslibre como (Ay)g-modulo,
asiP como A,-mddulo es proyectivo, luego P es establemente libre y porel Lema

(1.8.5) P es un ideal principal de Ay, luego Ay es un D.F.U. O
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Capitulo 2

Series de potencia formales

Una serie de potencia formal puede ser pensado como un polinomio, pero con
un numero infinito de términos y lo podemos ver como una serie de potencia enla
que ignoramos cuestiones de convergencia. En este capitulo veremos que el anillo de
series formales de potencia es un anillo local, noetheriano, regular y lo dotaremos

de una métrica para ver su completitud.

2.1. Anillos de series de potencia formales

Sea Kun cuerpo y Xi, . . ., X, indeterminadas sobre K. Denotemos por

R=K§,...,x
!

r

¢

el conjunto de todas las sumas formales del tipo

[e0]

f= P P P P Proo +

donde cada P; es un polinomio homogéneo de grado i en las indeterminadas
X1, X2, . . ., X, con coeficientes en K, consideraremos el polinomio cero como un
polinomio homogéneo de cualquier grado. Los elementos de R seran llamados series

de potencias formales en las indeterminadas Xi, ..., Xr con coeficientes en K.

Seanf=Po+Pi+...yg= Qo+ Qi1+ ...elementos de R. Por definicion
tenemos

f=g©Pi=Qi YieN.

Definimos la suma y el producto en R.

oo oo o0

> > >
f+g= (Pi+Qj) y fg= P; Qi-j
=0 i
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Entonces R con estas operaciones es un anillo conmutativo, con unidad y se le
denomina el anillo de las series formales de potencia en r indeterminadas con
coeficientesenK. Observe que podemos cambiarenelanillodelaseries de potencias
formales el cuerpo K por un anillo conmutativo y con identidad.

Ky K[xi, ..., X] son subanillos de R. Los elementos de R pueden ser

representados mas explicitamente en la forma

o]

= =

f—= ai i XXX s g eK
i=0 iy +iy+ - +i=i
Si K= R Vv K= C, podemos considerar el subanillo A = K{xi, ..., X/} de R
constituido por las series de potencia absolutamente convergente en las vecindades
del origen (0, . . ., 0). Es decir, los elementos de A son las series
AN = = it iz i
= & i X1 X7 . .. X

i=0 iy+iy+ i =i
para el cual existe un nimero real positivo p (dependiendo de f) tal que la serie

N = .

‘all o p

i=0 i1+iy++i=i
es convergente.
Proposicion 2.1.1. Sea A un anilloy Ax el anillo de las series de potencias

=

oo

formales f= __, anX" con coeficientes en A . Entonces f € A%®es unidad siy

solamente si ao es unidad en A.

Demostracién. Como f € A%%s unidad, existe g € A tales que f - g =1
entonces tenemos (&o+aiX~+ax X2+« +anX +:  )(bo+biX+bx2+ - +bpx"+ ) =1

= aobo + (a1bo + aob1)Xx + (a0b2 +aib1 +a2bo)x> + - - - =1 entonces se tiene:
aobo=1; aob1 + aitbo=0; aob2+ aib: +azbo=0;

luego desde que aoho = 1, entonces ao es unidad en A.

Reciprocamente, sea f = a0+ aix+ ax®+ - + - +aX'+ - - - € A%, donde a es
unidad, tenemos que formar g = bo+ bix+ box2+ - - - +nx"+ - - - € A% tal que
f-g=1.

Como ao es unidad existe bo € A tal que aho =1, entonces ho = ag’

bi = —aiboag!, b2 = (—aib — abo)agz’,
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tales que formamos g = bo + bix + b2+ - - - + bx"+ - - - donde

f g =(@+aix+ax2+- - -+axX "+ )(bo+bix+bx2+- - - +bx"+- )
= aobo + (aibo + aob1)x + (aob2 + aib1 + acbo)x® + - - -
=1+ ao(—aiboag® + aiho)X + (ao(—aib — azho)ag! + aibr + axho)x? +

=1+0X+0x+0x+ - - -

=1
por lo tanto f es unidad. O
b
Corolario 2.1.2. Elelemento f = 23Pien R=K xi,...,x{ es invertible si y

solamente si Po £ 0.

Demostracion. Solo hay que recordar que todo elemento no nulo en un cuerpo tiene

inversa. N

Definicidn 2.1.3. Sea f € R\{0}. Supdéngase que f = P+ Ppa+ - - -, donde

Pj es un polinomio homogéneo de grado j y P, f=0. El polinomio homogéneo R,
esllamadola formainicial de f. El entero nesllamado la multiplicidad de f y es

denotado por mult(f). Si T =0, escribiremos mult(f) = co.

Notemos que f € R es invertible si y solamente si mult(f) = 0. En la

multiplicidad de las series de potencia se cumple, dado f,g € R tenemos:

i) mult(f.g) = mult(f) + mult(g).
ii) mult(f +g) > min{mult(f), mult(g)}.

Proposicion 2.1.4. El anillo de series de potencia formales K ¢x1,...,x,¢ es
dominio de integridad.

Demostracion. El anillo de series de potencia formales K ¢x R ¢ o donde K es
1 r

un cuerpo, claramente posee elemento identidad y es conmutativo, nos faltaria ver

que no tenga divisores de cero.

2530 B Soterd atuegs it T e 7 p%'915<fgntow'*<92 < ,enfonecseao&ftm %
I’

integridad. O

1. Denotaremos Mg = (X1,...,Xr) el ideal de R generado por xi, X, ..., X.

2. Denotaremos por M' lai-ésima potencia deideal Mg y escribiremos M?=R.
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Proposicion 2.1.5. El anillo de series de potencia formales (R, Mg) es un anillo

local.

Demostracion. Como el ideal (x1, X2, ..., %) C K®i,..., X% es el conjunto de las
no unidadesde K%, ..., X%, luego se tiene que K%x1, ..., X,* esunanillolocal con
Mg = (X1, . . ., Xr) como ideal maximal.

]
Proposicion 2.1.6. Si A es un anillo noetheriano entonces A ¥ es noetheriano.

Demostracién. Sea | un ideal de Ag¢ , probaremos que | es un ideal de generacion

finita. Consideremos I(r) al ideal de A formado por los coeficientes principales ar
de f = ax + arax™"1+ - - - € A%, como f € I N (X), tenemos que 1(0) C I(1) C
I1(2) C - - -. Como A es noetheriano existe un s tal que I(s) = I(s+ 1) = - - -,
ademas cada I(i) es finitamente generado. Para cada i con 0 < i < stomamos

finitos elementos a;1,...ai; que pertenecen a Ay generan I(i). Sean gi;; € I N (xi)
tal que ajj sea su coeficiente de X', veamos que estos gjj generan |. En efecto, para

f € | podemos tomar una combinacién lineal go de los goj con coeficiente en A tal
que f — go € I N (X), entonces tomando una combinacion lineal g: de los gi; con

coeficientes en A tal que f — go — g1 € | N (X?), procediendo de la misma manera

obtenemos
f—go—gi— - —gs€ln (x).

Sea as+1 el coeficiente de x> de esta ultima expresion, desde que 1(s + 1) = I(s)
tenemos as+1 = asibg1 + - -+ + ag) bs1 ). Asi podemos tomar una combinacion
lineal gs1 = XQgsibs11 + = - - + XQs ), D541, de los Xgsj con coeficientes en A tal que
f—go—gi— - - — g1 € 1 N (X*2). Por el mismo camino conseguimos gs+, gss, - . -
tal que

f—go—gi— - —gnelnXx™)paratodon. (1)

Parai < s, cada g es combinacion lineal de los gj; cuyos coeficientes estan en A

yparai>s tomamos una combinacion de los elementos x'~°gsj. Para cada i >s
escribimosgi =~ byx'—5gyj y | da j imos hy = 2, byx'=*
Qi o D Usj v luego para cada j conseguimos hj = "2 bjj

z
elemento de A®x¢ y de (1) tenemos f=go+@i+ - - - +gs+ ;-1 hjgs;. Por lo tanto

Acye €8 Un anillo noetheriano.
X ]

Desde que el anillo de series formales de potencia en varias variablesA X ,... X ¢
puede ser visto como (AX g.¢., X,_,¢)X ¢, luego utilizando el re&ulltadoz SiA
L
es noetheriano, entonces A X es noetheriano, concluimos que AXx,...,X es

noetheriano.
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Proposicion 2.1.7. Si A es un anillo noetheriano entonces din&A X,...,X
1
dim A+ n.

Demostracion. La demostracion la haremos epor induccidn sobre n.
Para n = 1, probaremos que si A es noetheriano, dimA X o~ dimA +1.5i

consideremos m como ideal maximal de A, se tiene que A ® k(m) = A% ®
(An/mAn) = A*X* ® A/m = A/m®x¢, luego (A/m)*x¢, esto es uno dimensional y
como todo ideal maximal M de Ax es M = (m, X), donde m=M N Aes el ideal

maximal de Ay como AX es A-dlgebra plana, aplicamos el teorema (1.6.2)(ii) se
¢

tiene que:
¢ ¢ ¢ _AX
- Mt =m +dim
mA®X®y

por el Teorema del Descenso, tenemos

dim A x¢ =dim A+ dim A*xe g g(m)
clirnﬁ:tx¢ =dim A+ dim A¢X ® Am

¢
M
mAm

dim At xe =dimA+dimAxe, o~
¢ ¢ m

A
dim Ax, =dimA+dim Ke,,
dim A X = dim A + 1 m

A
dim Ax =dimA+dim— x

¢ ¢
¢ ¢ m
Supongamos valido para (- 1) ,entonces dimA x,...,x =dim A+(n
n—1
Ahora probaremos para n. Utilizamos el criterio de que A X, . ¢ ,X &=

(A% ..., Xn—19F%¢ ylodemostradoparan=1:

dimAtxl,...,xn(t =dim(A¢x oo X ) (Xe )
" x

= d1m AX POHj)I(I +1
¢
1 n—1
=dimA+(n—-1)+1
=dimA+n

]

Proposicion 2.1.8. Si A es un anillo regular entonces A ¥ es un anillo regular.

La demostracion puede ser vista en [2], teorema 19.5. Compare este resultado

con la proposicion 3.3.3.
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2.2. Meétrica en el anillo de series formales de

potencia
Sea K %4 ..., x/® el anillo de las series formales de potencia y Mg =
(X1, X, . .., Xr) su ideal maximal. Sea A > 1 un ntimero real y consideremos la

siguiente aplicacion

d:RXR ——R
(F.9) —— d(f.g)=Am"C-9.

Veamos que d es una métrica sobre R = (t( Xy, zt( .
1 r
1. d(f, g) = 0, se cumple por definicién de la aplicaciéon d.
2. d(f,g) =0 si y solamente si mult(f — g) = oo, el cual es equivalente a f = g.

3. d(f,g) = d(g, F), ya que d(f,g) = A-™""-9 = A-mG-T) — §(q, ).

4. d(f,g) < d(f, h) +d(h, g)

Consideremos la siguiente desigualdad
mult(f — g) = mult((f —h) — (g — h)) = min{mult(f —h), mult(g —h)} :=m
luego

d(f,g) — A—mult(f—g) <A ™M< A—mult(f—h) +A—mu|t(g—h) < d(f, h) +d(h,g)

por lo tanto (K Ko X d) es un espacio métrico.
1 r
¢ R
Proposicion 2.2.1. El anillo de series de potencia formalesK X ,...,X esun
espacio métrico completo.
Demostracion. Sea (f)ney UNa sucesion de Cauchy en K®x, ..., X,* entonces, para

todo n € N, existe un entero V(n) tal que
d(fy, fn)<A-", V I,m=> V(n)

y esto implica que fi — f, € M"; V I,m = V(n).
Podemos elegir el V(n) de tal manera que podamos formar una sucesion creciente,
asi tenemos

fvey — fvy) € MR VneN
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Ahora, para todo i € N, escribimos
fviy=Pio+ Pi1+ - - -
donde cada P;; es un polinomio homogéneo de grado j y definimos

f=Pio+Pa1+ -+ +Pij+ -

Verificamos que
f—fvp Mg, VieN

que a su vez implica que
l'lrnt/ ()= f

n— oo
esto muestra que la sucesién de Cauchy (f,) tiene una subsucesion (fviw) que

converge al elemento f € R, por lo tanto, la sucesion misma converge a f. U

Por lo tanto tenenos que el anillo de series de potencia formales K oo X ¢
1 r

es un anillo local, completo, noetheriano, regular, entonces nos hacemos la siguiente

pregunta:

;Sera que un anillo con estas caracteristicas sea isomorfo al anillo de series de

potencia formales?

Estofue conjeturado por Krull, acercadelosanilloslocales, completos, noetherianos

y regulares. El objetivo del presente trabajo es responder a esta inquietud.
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Capitulo 3

Topologia lineal, completacion y

suavidad formal

En este capitulo veremos la completacion a-adica de un anillo local, la suavidad
formal y la separabilidad de cuerpos, ademas la relacion entre las caracteristicas
de un anillo local y su cuerpo residual y si estos coinciden, se dice que A es

equicaracteritico entonces A contiene un cuerpo.

3.1. Topologia lineal

Una filtracién en un anillo A es una sucesion descendente de ideales tal que
A=J2502 """ yIndh E Jnn. Un anillo con una filtracién es llamado anillo
filtrado.

Sea A un anillo filtrado con una filtracion {An}n=0. Una filtracion sobre un
A-moddulo M es una sucesion {Mp}n=0 de submodulos de M tales que Mo = M,

Mn+1 € Mp, AmMp € Mp+n para todo m, n en este caso M es llamado un A-médulo
filtrado.

Ejemplos:

1. Si A es cualquier anillo e | = A es un ideal, la filtracion I-addica de A esta
dadapor {I"}n=0. Si M esun A-médulo, la filtracién I-ddica de M estd dada

por Mp = 1"M , para n =0.

2. Si A es cualquier anillo, siempre se tiene la filtracion trivial dada por
- A; si 0
0; si n>0

In

sllis
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Las filtraciones mas comunes que encontraremos son las a-adicas filtraciones
correspondientes al ideal a de A, estd dada por {a"}=0 y si M es un A-modulo, la

filtracién a-adica de M estd dada por M, = a"M, paran = 0.

Si M, N son modulos filtrados sobre un anillo filtrado A, un morfismo de
modulos filtrado esun A-morfismo f: M — N que respetalas filtraciones, es decir

f (Mn) € N, paratodon € Z.

Sea A un anillo filtrado con filtraciéon {As}h=0 y sea M un A-méddulo filtrado

con filtracion {M}n=o, se define la funcién ordenV : M — Z U {oo}.

n , siX€ My, pero X £ Mp+
V(x) ZH AN
(0]

LT . .
Si M, =0, entonces se tiensi\@ = co. M,

Si A es un numero real tal que 0 < A <1, definamos una aplicaciéon
d:MxXM-—-R

(X, y) — d(x,y) = AV

Entonces:

* d(x, Xx) = 0, tenemos V(X — x) = V(0) = o0, A® =0.

" d(x, y) = d(y, X), se tiene que si X € M,, —x € M,, entonces V(x) = V(—X),
luego d(X, y) = AVE—Y) = AVE= = d(y, X).

" d(Xx,y) < max{d(x, z),d(y,z)}.
Como los M, son subgrupos aditivos de M , tenemos V(X + y) >
min{V(x), V()}, d(x,y) = AV = pVOD+Ey) < pminix-zzyd —
max{d(x,z),d(y,z)}.

Asi la filtracion {Mp}n=0 nos da una topologia sobre M via la métrica d. Un anillo

con una topologia inducida por una filtracion de la forma anterior se dice que esta

topologizado linealmente. Esta topologia es de Haussdorff si Ny=0M, = 0. Si este

fuera el caso, la topologia y la filtracion se dice que son separables.
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Sea a un ideal de A. La topologia dada por la filtracion a-adica es llamada
topologia a-adica. Si (A, m) es un anillo local, noetheriano entonces cualquier A-

modulo de generacion finita es separable por la topologia m-adica.

Sea M un A-mddulo filtrado, la topologia inducida es de Hausdorff y sea d la

meétrica asociada, una sucesion de Cauchy en M es una sucesion {Xn} de elementos

de M tal que para cada s > 0, existe un entero kK > 0 tal que d(Xm, X)) < S para
todo m, n = k. Si {Xn} es una sucesién de Cauchy, entonces existe un entero k >0
tal que Xm — Xn € My para todo m, n = k. Una sucesion {xn} convergea A € M

si existe un entero k > 0 tal que X, — A € M,, para todo n > k. Por lo tanto toda

sucesion convergente es de Cauchy, pero lo reciproco no es cierto en general.

Definicion 3.1.1. (Completacion). Unanillo topologizado linealmente es completo
si es separable y cualquier sucesion de Cauchy en €l es convergente. Si el anillo es
completo conrespectoalatopologia a-adicaentonces decimos que este es completo

a-adicamente.

Proposicion 3.1.2. Si M es un A-mddulo con una filtracion {M} tal que la
7 . . . Z [e¢]
topologia inducida es de Hausdorff y M es completo, entonces una serie g Xn

con X € M converge en M si y solo si la sucesion {xn} converge a cero.

. 2 - iy
Demostracién. Supongamos que  poXn = A, entonces la sucesion de sumas

parciales Sy = Xo+ X1+ - - - + X, converge a A, luego:

l’lm (Sn = Sn—l) = l’lm Xn = 0.

n— oo n— oo

Reciprocamente, si {Xn} — 0, entonces para todo n € Z existe un entero N = N(n)
tal que si k > n, se tiene que Xx € Mj y por lo tanto Xk + Xi+1 + « - - + Xi+i € My,

para todo i > 0, luego la sucesidén de sumas parciales es de Cauchy y como M es
completo, entonces converge en M. [

Lema 3.1.3. Sea A un anillo filtrado con una filtracion {An}n=0 y sea M un A-

modulo filtrado con una filtracion {Mu}=o.
(i) El conjunto x+ M, es abierto y cerrado en M para todox € M, n = 0.

(i) Lafamilia {X+ M} =0 es un sistema fundamental de vecindades de xen M.

(iii) La adicién y la multiplicacion en A son continuas, entonces A es un anillo

topoldgico y M es un A-moddulo topoldgico.
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. . T
(iv) Para un subconjunto N de M, la clausura de Nen M es 5o(N + My).

(v) Dos filtraciones {Mn }n=0 y {M} }n=0 definen la misma topologia sobre M si y
solamente si dado r > 0, existe n(r) = 0 y n/(r) = 0 tales que Mn(r) € M} y
M € M.

(vi) Si dos jdeales a y b definen la misma topologia adica sobre A entonces

a= b. Lo reciproco es verdadero si el anillo es noetheriano.

(vii) Sea N un A-mddulo linealmente topologizado con la topologia dada por la
filtracién {Np}r=0. Entonces un A-homomorfismo f: M — N es continuosiy
solamente si dado r > 0, existe n(r) = 0 tal que f(Mnn») S N;.

TodoA-homomorfismof:M — Nescontinuo paralatopologiaa-adicasobre
MyN.

(viii) Sea N un submoédulo de M . Entonces la topologia cociente sobre M/N es la

misma definida por la filtracion inducida {Mn N N },20. Si M tiene la topologia

a-adica entonces la topologia cociente es la topologia a-adica en M/N.
La demostraciéon puede ser vista en [3].

SeaM un A-mddulo topologizado linealmente. Una completacion de M esun par

(M, ¢) donde M es un A-médulo completo topologizado linealmente y ¢: M — M
es un A-homomorfismo continuo tal que dado cualquier (M/, ) del mismo tipo,

A~

existe un unico A-homomorfismo 1/7: M — M tales que y = l/7¢.

Ejemplos:

1. Sea pZ < Z, con p primo, tenemos la filtracién p-ddica {p"Z} =0 de Z,donde

Np"Z = 0, luego la topologia correspondiente es de Hausdorff. La completacién
p-adica de Z, es el anillo de los enteros p-adicos: Z, y sus elementos son series

e 2 .
infinitas ~ ;g anp", 0 < an < p — 1. Se tiene p" — 0 cuando N — oo.

2. La completacién m-adica de A[xi,...,X,] es el anillo de series formales de
potencia A& X,...,X o donde A es conmutativo.

1 n

Proposicién 3.1.4. Si A es un noetheriano, entonces A es A-plano.

La demostracion puede ser vista en [3] .
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3.2. Anillos y modulos graduados

Sea G un semigrupo abeliano con elemento identidad cero. Un anillo graduado es
un anillo R junto con una descomposicion en suma directa de R como grupos aditivos
M
R= R, satisfaciendo RjR; C Rj+j. Un R-mddulo graduado es un R-mdédulo
ictt M
M junto con una descomposicion en suma directa de M = M, satisfaciendo
ictt
RiMj C Mi+j-

Sea A un anillo filtrado con una filtracion E = {An}n=0 y sea M un A-médulo

filtrado conuna filtracion F={Mu},=0. gre(A), gre(M) denotan las graduaciones
L

asociadasaestasfiltraciones, gre(A)eselanillograduado - oAn/An+1, mientras

que gre (M) es el gre(A)-mddulo graduado ano Mn/Mp1.

Para x € M, definimos la forma inicial ing (X)

_ ) 0 ; siord:(X)=
n CYU~ Mpa ; sin=ordg(x) < o
X € M"
donde X es la imagen natural de X en Mn/Mp+1. Asi ing (X) es cero o un elemento
homogéneo de gr-(M) de grado ordg(x). Para un submoduloN de M, el submodulo
inicial, ing (N), de N graduacion asociada a F es la graduacion grg(A)-submoddulo

gre(M) generado por el conjunto {ing(x) / x € N}

Proposiciéon 3.2.1. Sea A un anillo completo, con la topologia definida por E y
que M es separable para la topologia definida por F. Sea N un submddulo de M y
supongamos que X1, Xz, ..., X son elementos de N tal que el mdédulo inicial ing(N)

es generado como un A-moédulo por xi, Xz, . . . ,Xs.

La demostracion puede ser vista en [4].

Como consecuencia inmediata de esta proposicion tenemos los siguientes

resultados:

i) Sea A un anillo completo con la topologia definiada por E= {An}n=o,

a un ideal de A. Si a, . . ., as son elementos de a tal que el ideal inicial
ing(a) es generado por ing(ai1), ing(a2), ..., ing(as), etonces a es generado
por ai,...,as.

ii) Si A es un anillo completo para la topologia definida por E = {An}n=o0. Si
gr:=(A) es noetheriano entonces A es noetheriano.
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3.3. Completacion de un anillo local

Si (A, m) es un anillo local, con la topologia m-adica, denotamos por A su

completacion m-adica.

Proposicién 3.3.1. Sea (A, m) un anillo local, sea y: A — A el homomorfismo
canonico. Entonces:

1) A es un anillo local con ideal maximal it = clausura de w(m) en A.

2) w es un homomorfismo de anillos locales.

3) w induce un isomorfismo A/m" — A/ m", para todo n = 0. En particular, los
cuerpos residuales de A 'y A son naturalmente isomorfos.

Si m es finitamente generada, entonces:
4) f=mA.
5) La topologia de A es la topologia f-ddica.
6) La aplicacion gr: grm(A) — grm(:&) es un isomorfismo de anillos graduados.
7) A es noetheriano.
La demostraciéon puede ser vista en [4].

Teorema 3.3.2. Sea (A, m) un anillo local, noetheriano y sea A su completacién

m-adica. Entonces:
1. grm(A) es isomorfo a grm(,&).
2. dimA = dim A,
3. Aes regular si y solo si A es regular.
La demostracion puede ser vista en [4].

Proposicion 3.3.3. 1. Siu: A — B es un homomorfismo local de anillos locales

entonces existe un tnico homomorfismo local G: A — B tal que yu = U¢

donde ¢: A — A yy:B — B son los homomorfismos candnicos.

2. Sea u: (A, m) — (B, n) un homomorfismo local de anillos locales y sea
gr(u) : grm(A) — grn(B) el homomorfismo inducido. Si gr(u) es inyectivo y
A es separable entonces U es inyectiva y si gr(u) es suryectivo, entonces u es

suryectivo.
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3. SiAesun anillo local y completo, a es un ideal propio, entonces A/a es local
y completo.

4. SiAesregular,local de dimensiond, entonce% AX ,X,...,X ¢ &8 local, regular
1 2 r

de dimensién d+r.

5. Seau: A — B un homomorfismo local de anillos. Si B es completo,
T1, T2, ..., Ty indeterminadas sobre A. Sean X1, X2, ..., X, elementos del ideal

maximal de B, Entoncef use extlende aun um&o A- algebra homomorfismo
V:A¢T1,...,T¢ que V(Tj) = X; para todo

La demostracion puede ser vista en [2].

3.4. Suavidad formal

Un anillo topoldgico A es un anillo con una topologia a-adica para algtin ideal a

de A, tal ideal es llamado ideal de definicion para la topologia.

Decimos que B es una A-algebra topologico si Ay B son anillos topoldgicos, B

es una A-algebra y el homomorfismo A — B es continua.

Si Ay B son anillos locales entonces el homomorfismo A — B es continua por la
topologiaideal maximal-adicasobre Ay Bsiy solamente siesteesunhomomorfismo

local.

Decimos que B es un A-algebra discreto, cuando B es una A-algebra topoldgica

tal que la topologia de B es la topologia discreta (esta es la 0-adica topologia).
Si (A, m) es un anillo local y supongamos que A tiene la topologia m-adica. Si
B es una A-algebra local entonces el homomorfismo A — B es continuo si y solo si

este es un homomorfismo local.

En lo que sigue frecuentemente consideraremos el diagrama conmutativo

¢
A -. B 3.1)
S Lu
C . C/I
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donde B es una A-algebra topoldgico (¢ es un homomorfismo), C es un anillo, |
es un ideal de C y C/I tiene la topologia discreta; y y U son homomorfismos de

A-algebras.

Lema 3.4.1. En el diagrama (3.1). Si | es nilpotente y U es continua entonces vy

w son continuas.

Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama

¢
A ——.B
SV Lu
- Jl
C C/I

ne
donde B es una A-algebra topologico, C es un anillo, | es un ideal de C, Cy C/I
tienen la topologia discreta y y, u son homomorfismos de A-algebras.

Como | es un ideal nilpotente, se tiene que 1" = 0, luego como C, C/I tienen

la topologia discreta son A-algebras topoldgicos, entonces U es continua, entonces
u='(0) es una vecindad de cero en B, analogamente (u~'(0))"también es una
vecindad de cero en B. Desde que v(u=1(0)) C l e I" = 0, tenemos que (u~(0))" C

v~1(0)esunavecindad deceroenB, porlo tantoves continua. Delamismaforma

se procede para u¢ en lugar de Uy se muestra que y es continua. O

Definicion 3.4.2. SeaB unaA-dlgebra topoldgica. Decimos que B es formalmente

suave sobre A o que B/A es suave o mds precisamente que la estructura del
homomorfismoA — Besformalmente suave, sidado cualquier A-dlgebradiscretaC,
un ideal | de C con 1> = 0 y un homomorfismo de A-algebra continua u: B — C/I
( con C/I discreto), existe un homomorfismo de A-dlgebrav:B — C tales que

u=nv, donde 77 : C — C/I es el homomorfismo natural.
Nota 3.4.3.
1. v es necesariamente continua por el Lema (3.4.1).

2. B es formalmente suave sobre A si y solamente si dado un anillo discreto C,
un ideal | de C con 12 = 0, la topologia discreta sobre C/I y el diagrama

conmutativo (3.1) con y continua, existe v como se muestra en el diagrama.
Lema 3.4.4. Sea B formalmente suave sobre A. Entonces:

(i) Dado el diagrama (3.1) con | nilpotente, existe v como se muestra en el

diagrama, ademas Vv es continua.
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(ii) Si (R, n) es un anillo local, noetheriano y completo y u: B — R/n un
homomorfismo de A-dlgebra continua entonces existe un homomorfismo de A-
algebra v: B — R tales que u= v, donde : R — R/n es el homomorfismo

natural.

Demostracion. Prueba de (i). Como | esnilpotente, 3 ntales que 1" =0, usaremos

induccion sobre n. Para n > 3, consideraremos el siguiente diagrama

_ o
A - B
v o e
rJ
< 2

c/1z_-. cCh

774

C

/’S

Desde que el ideal 1/12 de C/1?2 es el cuadrado del cero, existe V! y es continua.

Ahora desde que (12)"~! = 0 existe v por hipdtesis inductiva.

Prueba de (ii). Por induccién sobre n = 1, mostramos que existe un

homomorfismo de A-algebra continua v, : B — R/n" tal que el diagrama

B

VV Vn

R/n"1- /n"

R

es conmutativo para todo n. Para n = 1, tomamos Vi = U, supongamos que existe
Vi, continuo. Desde que n"/n"! esun ideal de R/n™! de cuadrado cero, implica la
existencia de vp+1. Esto muestra la existencia de los v, para todo n, ahora desde

que R es el limite inverso de {R/n"} conseguimos el homomorfismo B — R. O
Proposicion 3.4.5. (Algunas propiedades de suavidad formal).
(1) Laidentidad 14: A — A es formalmente suave.

(2) Si¢: A— By y:B — C son formalmente suaves entonces y o ¢: A — C es
formalmente suave.

Demostracion. (1) Se obtiene facilmente considerando C=Ae |l = 0.

(2) Consideremos el diagrama

é v
A ——B

w Sy
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donde D y D/l son discretos, 1> = 0 y u, w son continuas. Desde que B es

formalmente suave sobre A, existe W), luego existe v, haciendo que el diagrama

conmute. ]

Definicion 3.4.6. Sea A un anillo y B un A-algebra. Decimos que B es suave

sobre A o B/A es suave o que la estructura homomorfica A — B es suave, si B es

formalmente suave sobre A para la topologia discreta sobre Ay B.

B es suave sobre A si existe el homomorfismo v para cada diagrama dado (3.1)

con |2 = 0, sin referencia a ninguna topologia.

Lema 3.4.7. B es suave sobre A si y solamente si B es formalmente suave sobre

A para todas las topologias sobre Ay B para el cual la estructura homomorfica

A — B escontinua.
Demostracion. Es inmediato de la definicion 3.4.6. O
Ejemplos.
1. SiAesunanillo, el anillo de polinomios en un niimero arbitrario de variables
A[XiJie| es suave sobre A.

2. Si S es un subconjunto multiplicativamente cerrado de un anillo A. Entonces

S—1A es suave sobre A.
Consideremos el diagrama:

A——..S-1
AN
c .. cn

Para mostrar la existencia de v, es suficiente probar que y(t) es unidad en C,
para todo t € S. Desde que #5(y(t)) = u(t) es unidad en C/I, puesto que t

pertenece a S y es unidad en S—'A, entonces tenemos que 7(y(t)) es unidad

en C/l, por lo tanto y(t) es una unidad en C.

3. Sea S un subconjunto multiplicativo de A[Xi]iei, luego por el ejemplo (2)
tenemos que S—'A[Xi]ie| es suave sobre A. Particularmente si k es un cuerpo,

entonces el cuerpo de funciones racionales K = Kk(xj)ie| es suave sobre K,
aplicando la proposicion 3.4.5.

39



3.5. Extensiones separables de cuerpos

Definicion 3.5.1. Sea K/k una extension de cuerpo. Decimos que K/K es:

(1) Algebraicamente separable si este es algebraica y separable.

(2) Separablemente generado si este tiene una base de trascendencia {ti}ic tales

que K es algebraicamente separable sobre k({ti})ic;.

Nota 3.5.2. Respecto a la definicion anterior:

(1) Enel caso (2) el conjunto {ti}ic| es llamado una base de trascendencia de
separacion de K/k.

(2) SiK/kesseparable entonces L/Kk es separable para todo cuerpo intermediario
L. Por otroladosiL/kes separable para todo cuerpo intermediario finitamente
generado L de K/k entonces K/Kk es separable. Asi K/k es separable si y solo

si toda subextension finitamente generado de K/k es separable.

Teorema 3.5.3. Sea K/k una extension de cuerpo finitamente generado. Sea p el

exponente caracteristico de k. Entonceslas siguientes condiciones son equivalentes:

1. Todo conjunto generador de K/k contiene una base de trascendencia de

separacion.
2. K/k es separablemente generado.
3. K ® A es reducido para todo k-dlgebra A.

4. K ®, K'P es reducido.

5. K/k esseparable.
La demostracion puede ser vista en [4].

Definicion 3.5.4. Un cuerpok es llamado perfecto si toda extension algebraica de

k es algebraicamente separable.

Un cuerpo finito, un cuerpo algebraicamente cerrado y un cuerpo de

caracteristica cero son todos perfectos.

Proposicion 3.5.5. Sik es un cuerpo perfecto entonces toda extension de cuerpo

K/k es separable.
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Demostracion. Si K/K es una extension de cuerpos finitamente generado,
entonces K = K(a1, az, . . ., an), donde a1, . . ., an pertenecen a K, luego no
todos son algebraicamente independientes ni algebraicos sobre K, entonces
reordenando tenemos que {a1, 2, ...,am} son algebraicamente independientes y

{om+1, 02, ..., an} son algebraicos sobre k, luego {a1, a2, ...,an} es una base de
trascendencia tales que k(a1, a2, ..., om, am+, ..., an) es algebraicamente separable

sobre k(ai, ..., am), puesto que {a1, a2, . .., an} son separables sobre k(a1, . .., am)
y {am+, ..., an} son algebraicos sobre k, luego como k es perfecto son separables
sobre K(a1, . . ., am), por lo tanto K/k se separablemente generado, luego por

el Teorema (3.5.3)(5) K/k se separable. Entonces tenemos que todo cuerpo
intermediario L de K/k finitamente generado se separable sobre k entonces K/k

es separable. O

Teorema 3.5.6. Sea K/k una extension de cuerpo separable. Entonces K es suave

sobre k.

Demostracion. Probaremos, cuando K/k es finitamente generada, luego K/K es
separablemente generada, asi existe un cuerpo intermedio K! de K/k tal que K//K es
finitamente generada y puramente trascendental y K/K/ es finito y algebraicamente
separable. Por la proposicion (3.4.5)(2) es suficiente probar que K es suave sobre K/
y K suave sobre k. La suavidad de K!/K se observd en el ejemplo 3 de la pagina 38,

luego sea K/K finita y algebraicamente separable. Entonces K = k[t] = K[T [/(f(T)),
donde f(T) es un polinomio separable irreducible y moénico en K[T]. Sea el diagrama

k — K =K[t] =K[T}/(f(T))

Vo
u

c . ch

n

donde 12= 0y C, C/I son discretos. Tenemos que mostrar que vV existe. Elegimos
¢ € C tal que u(t) = 5(c), entonces f(c) € I. Para la existencia de v, es suficiente
hallar ¢ € C tal que f(¢/) =0y c—¢ € I. Desde que (T) es separable, f!(t) es una
unidad en K. Por lo tanto, #(f’(c)) = f!(5(c)) = £J(u(t)) = u(f!(t)) es una unidad
en C/l. Por lo tanto, desde que 12 =0, f!(C) es una unidad en C.

Ahora, sea a € |, entonces desde que a> = 0, tenemos f(c + a) = f(c) + af!(c),

por lo tanto tomando a = —fJ(c)"'f(c) € I, conseguimos f(c +a) = 0. Asi,
¢ = ¢+ a cumple el requerimiento. Esto completa la prueba cuando K/k es
finitamente generado. [

Para el caso general ver [4] B. Singh, pag. 21.
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3.6. Anillo y cuerpo de coeficientes de un anillo

local

Sea (A,m) un anillo local. Decimos que A es equicaracteristico sila caracteristica
de A coincide con la caracteristica de su cuerpo residual (A/m), es decir char(A) =
char(A/m), en otros casos se dice que A es inequicaracteristico. Existen solamente
las siguientes posibilidades con respecto a la caracteristica de Ay de su cuerpo

residual:

(i) char(A) =0 ; char(A/m) =0

(ii) char(A)=p; char(A/m)=p,p>0

(iii) char(A)=0; char(A/m)=p,p>0

(iv) char(A) =p"; char(A/m)=p,p>0,n> 2
En los casos (i) y (ii) se tiene que A es equicaracteristico y en los casos (iii) y (iv)
se tiene que A es inequicaracteristico.

Nota: A es equicaracteristico si y solamente si A contiene un cuerpo.

Definicion 3.6.1. Sea A un anillo local. Un subanillo R de A es llamado anillo de

coeficientes de A si este satisface las siguientes tres condiciones:
(i) R esun anillo local completo.

(ii) La aplicacion inclusién i : R — A es un homomorfismo local e induce un

isomorfismo de sus cuerpos residuales.
(iii) El ideal maximal de R es pR, donde p = char(A/m).
Notemos que desde que R es completo y su ideal maximal es finitamente
generado, R es noetheriano.
Si un anillo de coeficientes es un cuerpo, entonces este es llamado cuerpo de

coeficientes.

Proposicion 3.6.2. Unanillolocal esequicaracteristico siy solamente si contiene

un cuerpo.

42



Demostracion. Sea (A, m) un anillo local equicaracteristico, entonces se tiene
que char(A) = char(A/m). Luego desde que A es un anillo con identidad 3!

homomorfismo ¢ : Z — A, tal que a cada n € Z, ¢(n) = nly, luego por el teorema

fundamental del homomorfismo tenemos Im¢g = é{ﬁ

ker ¢ ={x € Z : ¢(X) = Oa}
ker ¢ ={x € Z : x.15o = 0a},
entonces los elementos del ker(¢) anulan a 14, luego ker(¢)={0} Vv ker(¢) = (p).

» Siker¢=(p), entonces la Im¢ C A es un cuerpo. Tenemos que Im¢ =Z,,.

» Siker(¢)={0}, se tiene que Z C A, luego tenemos que ZL- L —— - Alm.
A

Afirmacion: Cualquier elemento no nulo en Z no es un cero en A/m. (¢(X) € m).

Sea x € Z, con X f=0, entonces se tiene:
+ X =0, luego x.1 = 0, entonces char(A/m) f=0 (= <).

+ X f= 0, entonces ¢(x) € m, luego ¢(x) es unidad en A pues A es local, entonces
#(Z) = Q es un cuerpo.

Por lo tanto tenemos que si (A,m) es equicaracteristico, entonces A contiene un

cuerpo K, donde K=Q v K=2Z,,.

Reciprocamente, supongamos que K C A, es un cuerpo, luego desde que Kes

un cuerpo y K C A se tiene que char(A) = char(K) (lo que le sucede a 1k le
va a suceder a 1a), luego tenemos K— —A -« Alm, donde-K

Asun homomorfismo inyectivo entonces i(K) = K C A/m, entonces tendriamos
que char(K) = char(A/m), por lo tanto tendriamos que char(A) = char(A/m). [J

Lema 3.6.3. Sea R un anillo de coeficientes de A. Entonces R es de dimensién a lo

mas uno. Mas precisamente.
1. Si A es equicaracteristico entonces R es un cuerpo.

2. Si A es inequicaracteristico y char(A) = 0, entonces R es un anillo de

valoracion discreta con pardmetro regular p, donde p = char(A/m).

3. Si A es inequicaracteristico y char(A) = p", para algiin n > 2, entonces R es

un anillo local artiniano.
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Demostracion. En primer lugar veremos que char(A) = char(R).
Desde que A y R son anillos locales tenemos que sus caracteristicas son cero o

potencias de un primo.

= Si char(A) =0, entonces char(R) =0 o char(R) = p*. Si char(A) =0, ya
estaria probado lo que queremos. Si char(R) = p", se tiene de que R es un
anillo de coeficientes de A tales que (A/m) = R/(0), entonces pK pertenece
al ideal (0), luego p*es una potencia de (0), luego p“= 0, de esta manera

tendriamos que si char(A) = 0, entonces char(R) = 0.
.. char(A) = char(R).

= Si char(A) = p, de manera analoga char(R) = 0 o char(R) = p” con p
primo y A > 0, no puede suceder que la char(R) = 0 puesto que se tendria
que 0| pk (la caracteristica del subanillo divide a la caracteristica del anillo) y
esto es una contradiccion, entonces tendriamos que char(R) = p?, luego p"| pk
entonces A <Kk, si A<k tendriamos una contradiccion puesto que se tiene que
(A/m) = p—'ER ; entonces A tendria que ser un multiplo de p¥, luego tendriamos

que A = k entonces tenemos que char(A) = char(R).

Prueba de 1. Como A es equicaracteristico se tiene que char(A) = char(A/m) y
desde que R es un anillo de coeficientes de A se tiene que (A/m) = (R/pR) donde
p es la caracteristica de (A/m), ademas tenemos que char(A) = char(R), todo esto
implica

char(R) = char(A) = char(A/m) = char(R/pR)
por lo tanto R es equicaracteristico, entonces R contiene un cuerpo y desde que
(A/m) = (R/pR), tenemos que el ideal maximal de R es cero, puesto que si

X € pR tendriamos que x = pr, para alginr € R C A, entonces X = 0 desde
que char(A) = char(A/m) = p, entonces el ideal maximal de R es cero, por lo tanto

R es un cuerpo.

Prueba de 2. Tenemos char(A) =0 entonces Z < R, donde p no es nilpotente de

R. Asi dim(R) > 1, se sigue que R es un anillo de valoracion discreta con pardmetro
regular p, desde que R es un anillo de coeficientes de A.

Prueba de 3. Si char(R) = p", entonces el ideal maximal de R es nilpotente.

También, R es noetheriano, por lo tanto R es artiniano. O
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Capitulo 4
Teoremas de Estructura de Cohen

Aqui veremos integramente las demostraciones de los Teoremas de estructura de
Cohenoteoremasdeestructura paraanilloslocales paralos casosequicaracteristico

e inequicaracteristico.

4.1. Caso equicaracteristico

Teorema 4.1.1. Sea (A,m) un anillo local, noetheriano, completo y

equicaracteristico con dimension d. Entonces existe un subcuerpo K! de A tal que:
1. KV es un cuerpo de coeficientes de A.
2. A= KTy, ..., Th7a como KI-4lgebras para algun ideal a.
3. Si A es regular entonces A = KJ T4, ..., Tq “como K-4lgebra.

Ademas, si A contiene un cuerpo K tales que A/m es separable sobre k entonces

todas las afirmaciones anteriores se mantienen con K’ un cuerpo que contiene K.
Para la prueba del Teorema 4.1.1 necesitaremos los lemas siguientes:

Lema 4.1.2. Sea (B, n) un anillo local, noetheriano y completo, sea M un B-
modulo. Supongamos que M/nM es finitamente generado como B-mddulo y que
T .. ,
n=11"M = 0 entonces M es finitamente generado como B-mdédulo.

Demostracion. Sean X, . . ., Xy € M tal que sus imagenes Xj,. . . , X;generan M/nM

como B-mddulo. Entonces, desde que gr.(M ) es generado por M/nM como un

gr:(B)-mddulo, Xi,. . . , Xygeneran gr,(M ) como un grn(B)-modulo. Ahora, desde
T

que B es completo y n=1 n"M = 0, luego tenemos que Xi, . . ., X generan M como

un B-modulo, por la proposicién (3.2.1). O
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Lema 4.1.3. Sea (W, p) — (A, m) un homomorfismo local de anillos locales
noetherianos completos induciendo unisomorfismo entre sus cuerpos residuales. Sean
Xi,...,Xn € my B =WTi,..., Tp%l anillo de series de potencia formales en n

variables sobre W . Entonces

1. Existe un tinico homomorfismo de W-algebralocal 6: B — Atal que 6(T;) = X;

para todo i.

2. Sim=0(p)A+(Xi,...,X%n)A entonces 6 es sobreyectivo.

3. Si{Xi,...,Xn} es un sistema de parametros de A entonces 6 convierte a A en
un B-modulo finitamente generado.

Demostracion. Prueba de 1. Por la proposicion (3.3.3)(5), se tiene que existe un
umf)%\l/\él—)%l%eeb ? eoa{l}lme? ? é%?&gii%gl éetaéei W:Iﬂ,(-j'-lJ),z. X' T ¢,luego tenemos
1 %e? n

0 : B — A homomorfismo local de anillos locales noetherianos completos y el
homomorfismo inducido gr() : gra(B) — grm(A) y desde que m = 6O(p)A+
(X1, ..., Xn)A se tiene que gr(f) es suryectivo y como A es completo aplicando la
proposicion (3.3.3)(2) tenemos que 6 es sobreyectivo.

Prueba de 3. Sea K = A/m. Tenemos que 6: B — A es sobreyectivo, luego como
laproyeccionnatural A — A/m = K es sobreyectivo, tenemos que elhomomorfismo

B — K es sobreyectivo, entonces los K-modulos m'/m™! finitamente generados son
finitamente generados como B-mddulos, luego A/m' es finitamente generado para

cada i. Desde que nA esta contenido en m, se tiene que nA es m-primario, luego
. . i ..
existe i tales que m < nA, entonces tenemos que A/nA es finitamente generada
N\ N\

AN
como un B-moddulo, lue_go tenemosque n"A<S m"=0,entonces n"A=0
y por el lema (4.1.2) se tiene que n=1 n=1 n=1 .

A es finitamente generado como B-mddulo.

Prueba del teorema (4.1.1).

Demostracion. Prueba de 1. Consideremos K = A/m. Desde que A es
equicaracteristico se tiene que A contiene un cuerpo k contenido en A, consideremos
a este cuerpo como el cuerpo primo, entonces k= Q o k= Z;, luego como Kk es
perfecto, tenemos que K/k es separable, entonces K es suave sobre k por el teorema

(3.5.6), luego tenemos el siguiente diagrama

k — K
oy
A ; K
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Por el lema (3.4.4)(ii) existe v: K — A (homomorfismo de k-algebra) donde
V(K) C Ay V(K) es un subanillo de A.

Afirmacion: V(K) = K/ es un cuerpo.

Sea u f=0, u € v(K), existe r € K tal que v(r) = uy desde que K es cuerpo

existe t € K tal que rt =1y, luego aplicando v, tenemos

v(rt) = v(lk)
v(nv(t)= 1a
uv(t)y = 1a

entonces U es unidad, por lo tanto v(K) = K’ es un cuerpo.

Afirmacion 2: KJ C A es el cuerpo de coeficientes de A.

* KJ es local: Desde que K! es cuerpo, K/ tiene un solo ideal maximal y por lo

tanto K/ es local.

* KJ es completo. Se tiene que m es abierto, A — m es cerrado, como {0} es
cerrado, tenemos (A— m)U{0} = KJ es cerrado. Cualquier sucesion de Cauchy
en K’ converge en A, puesto que A es completo y como K/ es cerrado, esta

sucesion converge en KJ, por lo tanto KJ es completo.

= El morfismo (KJ, 0) | e (A, m) es local e induce un isomorfismo entre s

cuerpos residuales.

+ 1(0) = 0 C m, entonces i es local

- A/m = {0% = KJ. En efecto, tenemos v: K — A, por el teorema
fundamental del homomorfismo

K
Ker() = KJ, como K es un cuerpo y A 0, entonces el

ker()) = Im(v). Como Im(v) = KJ,

tenemos

homomorfismo Vv es inyectivo entonces ker(v) = 0, entonces tenemos

K
{6} = KJ = Kl = K = A/m, por lo tanto K! = A/m.

* El ideal maximal de K’ es pKJ, donde p = char(A/m). En efecto, desde que

KJ es cuerpo, su ideal maximal es el {0}.

+ Si p=0, entonces pK/ = 0.K ={0}.
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+ Sipf=0, entonces por demostrar que pK’/ ={0}.
Tenemos {0} C pKJ, faltaria ver que pK! C {0}.
Sea x € pKJ C KJ C A, entonces X = pr, para algin r € KJ C A, luego
X = 0, puesto que p = char(A), por lo tanto pKJ = {0}.

Con estas condiciones satisfechas KJ es el cuerpo de coeficientes de A.

Prueba de 2. Tenemos (KJ,0)——.. (A, m)es un homomorfismo local, (A, m

es noetheriano, local y completo, K’ es local, noetheriano completo, ademas sean
X1, ..., Xn generadores de m, luego por el Lema (4.1.3) existe un tnico homomorfismo

de Ki-algebra 6: KI®T1,..., Tn ¢ — A, donde 0(Ti) = X;, para 1 < i < ny ademas
desde que m= 6(0) + (X1, ..., Xn)A= (X1, . . ., Xn)A, entonces 6 es suryectivo, luego

por el teorema fundamental del homomorfismo tenemos que
KYT,...,T
Y ¢

T ke

donde ker(#) es un ideal de KJ ¢T R o
1 n

Prueba de 3. Como A es regular y dim A = d, entonces el minimo niimero de

generadores de mesd, es decir Xi, ..., Xq generan m, luego por el resultado anterior

tendriamos: - KT . T

ker(6)
Desde que KJ es cuerpo, la dimensién del(4rifo KJ T FESSTRIY- d y la dimension
d

de Aesd, comparando dimensiones tenemos que ht(ker(6))=01luego ker(6)={0}

entonces tendriamos

KTy, ... T4
A~ _tlyr--y 70
{0}

Por lo tanto A = KJ¢Ty, ..., T4%. O

4.2. Algebras de Cohen

Lema 4.2.1. Sea A — B un homomorfismo local de anillos locales noetherianos.

Sea m el ideal maximal de A. Si B/m"B es A/m" plano para todo n > 1, entonces
B es A-plano.

Demostracion. Para probar que B es A-plano sera suficiente probar que si dado a

un ideal de A, entonces la aplicacion natural f: a ®, B — B es inyectiva. Desde
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que el homomorfismo A — B es loca_ill, B es noetheriano y a ®, B es de generacion
finita como B-mddulo, tenemos que =1 m"(a ®,B) =0, por lo tanto es suficiente
probar que ker(f) € m"(a ®B) V n > 1. Para n > 1 fijo por el lema de Artin-Rees
existe r = n tal que m" N a € m"a y desde que B/m'B es A/m"-plano, la sucesion

exacta 0——. a/(m" nay— -. A/m" nos da la siguiente sucesién exacta:

0——1a/m" N a) ®amr (B/m'B) &— (A/m") ® (B/m B)

0——1(a/m" N a) ®a/mr (B/M'B) ——— (B/m B)

la cual es isomorfa a la sucesién exacta 0 —— - (a/m" Na) ® B—-. B/m'B vy desde

que (m" N a) < m"a tenemos que el siguiente diagrama conmuta:

a®B " s (@/m'nayeB " . a/m"a® B
f g
B .- B/m'B

donde todas las aplicaciones son naturales, sea x € ker(f ), como el diagrama
conmuta tenemos que gu(x) = 0, desde que g es inyectiva se tiene u(x) = O,
luego tenemos que V(u(x)) = 0, entonces x € ker(vu), por lo tanto desde que
(a/m"a) ®a B = (A/m") ®a a ®a B = (a ®a B)/m"(a ®a B), tenemos que

e m" B) V >11 = "a @A B) = ¢ _o.
o ké?(f()a Tetdnded uegox < o m (@ @A B) A-}?ra%% onces X = 0

] .n1 [
f es inyectiva, por lo tanto B

Lema 4.2.2. Sea {A,, fij} un sistema inductivo de anillos locales (Ai, mj, Kj) y
homomorfismo locales fj; : Aj — Aj parai < j. Sea A =_1'_}m A, entonces:

(1) A es un anillo local, cuyo ideal maximal m = Imm; y con cuerpo residual
K=1'mm K;.

——

(2) Si Ajes Ai-plano para todo i < j, entonces A es Aj-plano para todo.
(3) Si mj= miA;j para todo i < j entonces m = mjA para todo .

(4) SiAjes Ai-plano y mj=mjAj para todo i <] y A; es noetheriano para todo
I entonces A es noetheriano.

La demostracion puede ser vista en [4].

Teorema 4.2.3. Sea (R, n) un anillo local, noetheriano y sea K una extension

de cuerpos de R/n. Entonces existe un anillo local noetheriano (A, m) y un

homomorfismo local R — A tales que A es R-plano, m = nA y A/m = K sobre
R/n.

49



La demostracion puede ser vista en [4].

Definicion 4.2.4. 1. Sea (R, n) — (A, m) un homomorfismo local de anillos
noetherianos locales. Decimos que A es un R-dlgebra de Cohen si se tiene

las siguientes tres condiciones:

1) A escompleto.
ii) A esR-plano.

iii) m= nAy Alm es separable sobre R/n.

Ejemplo: Sea (R, ) un anillo local noetheriano, entonces K es un R-algebra
de Cohen.

Sea (R,n) — (ﬁ, 1) un homomorfismo local de anillos locales noetherianos,
luego se tiene:

i) Res completo.
ii) R es R-plano, pues R es noetheriano.
iii) A =nR y como (R/f) = (R/n) entonces (R/A) es separable sobre (R/n).
Este resultado lo tenemos de la proposicion (3.3.1). Por lo tanto, se tiene

que R es un R-algebra de Cohen.

2. Sea p = 0 un entero primo. Por anillo local, primo, completo p-adico nos
referimos al anillo I'y = 2p (Notemos que I'o = Q es un cuerpo, para p >0,

I'p es un anillo de valoracién discreta con parametro regular p).
3. UnI'p-algebra de Cohen es llamado un anillo p-adico de Cohen.

Observacion: Si (A,m) es un anillo local noetheriano completo con

char(A/m) = p entonces existe un tinico homomorfismo local I'y — A.

Lema 4.2.5. Sea (A, m) un anillo p-adico de Cohen. Si p = 0 entonces A es
un cuerpo. Si p > 0 entonces A es un anillo de valoracion discreta completo con

parametro regular p.

Demostracion. Desde que (A, m) es un anillo p-adico de Cohen, tenemos que
m = pA, luego si p = 0, entonces m = 0 luego A es un cuerpo. Por otro lado si
p > 0 entonces p no es un divisor de cero en I'y y desde que A es I'y-plano, p no
es un divisor de cero en A, asi dim(A) > 1, luego desde que el ideal maximal m de
A es principal, se tiene que A es un anillo de valoracion discreta y finalmente como

m = pA, se tiene que p es un parametro regular de A. [
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Teorema 4.2.6. Sea (R, n) un anillo local, noetheriano y sea K una extension de
cuerpo separable sobre R/n. Entonces existe un R-algebra de Cohen (A, m) tales
que A/m = K sobre R/n.

Demostracion. Por el teorema (4.2.3), existe un anillo local, noetheriano (A, m) y
un homomorfismo local R . A tales que A es R-plano, m = nA y (A/m)
g@somorfo a K sobre R/n. Como (A, m) es un anillo local, noetheriano, tenemos

que (A, ) es un anillo local, noetheriano, luego tenemos el siguiente homomorfismo:

Rt am A

n=goy

donde 7 es local, pues 5(n) = ¢(w(n)) C ¢(m) C m, entonces 5 es un homomorfismo
local entre anillos locales y noetherianos. Queremos determinar que A es un R-

algebra de Cohen, para esto veamos
a) Aes completo.
b) Aes R-plano, desde que Aes A-plano y A es R-plano entonces Aes R-plano.
¢) i) Mm=mA=(nA)A=nA.
ii) Se tiene que K es una extension separable sobre (R/n) ademas K =
(A/m) y como (A/m) = (A/i) entonces tenemos (A/f) = K y como K

es separable sobre (R/n) entonces A/ es separable sobre (R/n) entonces

(A, 1) es un R-algebra de Cohen, la cual prueba el teorema.
O

Corolario 4.2.7. (Teorema de Hasee - Schmidt) Sea K un cuerpo de caracteristica

p = 0, entonces existe un anillo p-adico de Cohen W tales que K = W/pW.

Demostracion. Si p = 0, tomamos W = K. Ahora si p > 0, consideremos al
anillo p-adico de Cohen (I'p, pI'p), luego tenemos que I'y/pI'y = F, cuerpo primo
de caracteristica p, luego como F;, es perfecto, se tiene que K/F es separable, luego
por el teorema (4.2.6) se tiene que existe un I'y-dlgebra de Cohen (es decir, un anillo
p-adico de Cohen) W tal que K = W/pW. O

Lema 4.2.8. Sea (S, n) — (B, m) un homomorfismo local. Asumamos que S es
artiniano (asi n es nilpotente y la topologia n-adica sobre S es discreta) y que la
topologia m-adica sobre B es discreta. Asumamos también que B es S-plano. Sea
I un ideal de S tales que I> = 0 y B/IB es suave sobre S/I. Entonces B es suave

sobre S.

La demostracion puede ser vista en [4]. Q
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Definicion 4.2.9. Sea (A, m) un anillo local inequicaracteristico y sea p =

char(A/m). Decimos que A es inramificado si p # m? y ramificado en otros casos.

Teorema 4.2.10. Sea (R, n) — (A, m) un homomorfismo local de anillos locales
noetherianos. Donde Ry Atienenlatopologia ddica del ideal maximal. Supongamos
que A es R-plano, que nA es m-primario y que a sea un ideal n-primario de R. Si

A/aA es suave sobre R/a, entonces A es formalmente suave sobre R.

Demostracion. Sea un diagrama de homomorfismos de anillos que es conmutativo,

Rn) —* (A,m)

C

u
X

. C/ 1

,"/’V
r S

donde A es un R-algebra, | es un ideal de C, C y C/I tienen la topologia discreta,

I = 0, # el homomorfismo natural, U y W continuas. Tenemos que mostrar la
existencia de v. Se tiene que W es continua, luego w~1(0) es una vecindad de cero en
Ry como R tiene la topologia n-adica, se tiene que a" C w-1(0) para algin n > 1

por lo tanto, u(a"A) =0y asi obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

@
R A
Y,
) u :
( R/an p

luego desde que R/a" y A/a"A son discretos, se tiene que Wn y Un son continuas,
luego por hipotesis tenemos que A/aA es suave sobre R/a, luego afirmamos que
A/a"A es suave sobre R/a", la demostracion lo haremos por induccién sobre n.
Sin =1 el teorema se cumple por hipotesis, veamos para n > 2 y escribiendo S
= R/d", B = A/d"A y I = a"-/a", luego cocientando con | obtenemos
S/1 = R/a"-' y B/IB = A/a"-'A. Por hipdtesis inductiva tenemos que B/IB
es suave sobre S/I, entonces B = A/a"A es suave sobre S = R/a" por el Lema
(4.2.8), de esta manera obtenemos el homorfismo v, mostrado en la grafica luego,
tomandoVv=Vv,{conseguimoselhomomorfismo deseadoy deestamaneraprobamos

que R es suave sobre A. H
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Corolario 4.2.11. Sea (R, n) — (A.m) un homomorfismo local de anillos locales
noetherianos tales que A es R-plano, m = nA y A/m es separable sobre R/n.
Entonces A es formalmente suave sobre R. En particular un R-4dlgebra de Cohen es

formalmente suave sobre R.

Demostracion. Desde que A/m es separable sobre R/n se tiene que A/m es

formalmente suave sobre R/ny por el teorema (4.2.10) 1a prueba es inmediata. ]

4.3. Caso inequicaracteristico

Teorema 4.3.1. (Teorema de Estructura de Cohen - Caso inequicaracteristico). Sea
(A,m) un anillo local, noetheriano, completo, inequicaracteristico de dimension d.
Sea p= char(A/m), entonces existe una subanillo R de A y un anillo de valoracién

discreta W con parametro regular p tal que:
(i) R es un anillo de coeficientes de A.
(ii)) R=W v R=W/p™W para algin m > 2.
(iii) A= W*Ty, ..., Th%a para algtn ideal a.
(iv) Si A es regular e inramificado entonces A = W*Ty,. .., Tg-1¢

(v) Si A es regular y ramificado entonces A = W¢Ty, ..., T¢®/(f) para algun ideal

principal (f) y el anillo W ¢T1, ..., T4® es inramificado.
En (iii)-(v), T1, T2, . . . son algebraicamente independientes sobre W .

Demostracion. Prueba de (i). Sea K= A/m el cuerpo residual de A. Tenemos que

char(K) = p, luego por el teorema de Hasse-Schmidt, existe un anillo p-adico de
Cohen W tal que W = K, luego como W es un anillo p-adico de Cohen tenemos el

siguiente homomorfismo local (I'p, pI'y) — (W, pW) de anillos locales noetherianos.
Luego por el corolario (4.2.11) tenemos que W es formalmente suave sobre I'y, asi

tenemos el siguiente diagrama
i
W ——. W/pW
K

u es W -algebra continua.

53



Sea x € pW, luego j(X) =X =0 = w(j(X)) = w(0) = Ok = u(X) = Ok entonces

u(pW) C {0}, luego ues un W-algebralocal, porlo tanto se tiene que ues continua.

Por otro lado como W/T'y, es suave, (A, m) es un anillo local, noetheriano y
completo y u: W — K= A/m es un I'y-dlgebra homomorfismo continuo, entonces
por el lema (3.4.4)(ii) existe v: W — A un I'p-dlgebra homomorfismo tal que u= zv

donde#: A — Kes el homomorfismo natural, luego tenemos el siguiente diagrama

Ty

jW

‘ v u

A —.K
Luego V(W ) = R es un subanillo de A.

Afirmacion: R es un anillo de coeficientes de A.

» V(W) =R es un anillo local completo.

Tenemos v: W — A (I'p-dlgebra homomorfismo), luego por el Teorema

fundamental del homomorfismo se tiene que R = Im(v) = luego

ker(v)’
como W es local comple\t/\cl) y ker(v) es un ideal propio de W entonces por

la observacion anterior =R es local y completo.

ker()

» (R, n)_'_-. (A m) es local e induce un isomorfismo entre sus cuerpos

residuales.

Sea x € n, luego i(X) = X € A, luego tenemos que X € m vV X € m. Si X € m,
entonces X es unidad, luego X £ n y esto es una contradiccion, entonces X € m.

Es decir, i es local.

Ahora veamos que A/m = R/n.

R/int-. An

Xr — X

i) Como J es un homomorfismo de cuerpos y j es no nulo, pues j (1r) = 1a,

entonces j es inyectivo.
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ii) Sea X € A/m, X f= 0, entonces X € (A — m), entonces X es unidad en A
luego X es unidad en R 0 X no es unidad en R. Si X no es unidad, en R,
entonces X € n, luego X € my esto es una contradiccién, porlo tanto X es
unidad, es decir X € (R — n), luego existe Xg € R/n tal que J(Xr) = Xa.
Por lo tanto, j es sobreyectivo, entonces por el teorema fundamental del

homomorfismo tenemos que

A/m%R—/n%R—/n%R/n:A/m=R/n

ker(j) {0}
Nota: j es inyectivo desde que R/n es cuerpo y Alm f={0}.

El ideal maximal de R es pR donde p = char(A/m).

Sea X € R/pR con X f= 0, luego X & PR, entonces x € R C A, luego
X emvVvX € mSixem X=0, entonces X = py,¥ y € A desde que
char(A/m)=p, pero siy € R tenemos X € pR y esto es una contradiccion,
luego X € m, entonces X es unidad, entonces existe r € A tal que X.r =1,
tomando clases tenemos X.F = 1, entonces X es unidad, entonces R/pR es un

cuerpo, por lo tanto pR es ideal maximal de R.
Por lo tanto R es un anillo de coeficientes de A.

Nota: (W, pW ) es un anillo p-adico de Cohen, desde que p >0 y por el lema

(4.2.5), setiene que W esun anillo de valoracién discreta con parametroregular

p.

Prueba de (i7). Tenemos que existe v: W — A un I'y-algebrahomomorfismo
w

luego por el Teorema Fundamental del homomorfismo tenemos R = m;
er

ker(v) ideal de W .
+ Siker(V\)=0=>R= ), =W =>R=W

w
+ Siker(v) f=0 > R Eker—(v) y como todos los ideales de W son de la
forma p"W , luego ker(v) = p"W , para n > 2 pues si n= 1, R seria un
cuerpo luego A seria equicaracteristico y esto no puede suceder puesto

que A es inequicaracteristico.
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Prueba de (ii7). Tenemos:

v:(W,pW) — (A,m) unI,-dlgebra homomorfismo
= Veslocal.

Sea x € pW, luego V(X) € A, entonces V(X) € mVV(X) € m pues A local, si v(X) €m,

entonces tenemos que V(X) es unidad luego existe r € A tales que:

v(X).r=1
n(v(x))n(r) = n(1) como U es local

0=u(X)n(r) =1k esto es una contradiccién

desde que x € pW y u es local, entonces v(X) € m, por lo tanto v es local.

EntoncesVvesunhomomorfismo local de anillos locales noetherianos completos

que inducen un isomorfismo entre sus cuerpos residuales y sean X, ..., X, € m
generadores del ideal m, luego por el Lema (4.1.3) tenemos que existe un tinico

homomorfismo local de W -algebra

6:W ¥1,..., T, — A tales que (Ti)=x; Vi

y desdequem O(W)A+(Xw., . XA m m=O0pPW)A+(Xi,..., XA, por
C =

C
S L.—X s X
Gm
el teorema (4.1. 3)(2) K es sobreyectlgo luego aghcando el teorema fundamental del
n

homomorfismo tenemos que A =

ker(6)

Prueba de (iv). Como A es regular e inramificado, se tiene que p € my p € m?,

entonces p es un generador de m, luego (p, X1, . . ., X4-1) es un sistema regular de

‘r/)varametros de A, por el lema (4. 1 3) tenemos gue existe un homomorfismo de
-algebra suryectivo 0 : WeXi, ..., Xg-1 por el teorema fundamental del

homomorfismo tenemos WT ,..., T
¢
A= 1 a1t

ker(6)
como W es noetheriano y W es un dominio de valoracion discreta, la dim W =

1, entonces ladim W ¢T;, ... T4_1¢ = d, comparando dimensiones se tiene que

ht(ker(d)) = 0. Entonces A =W T1,..., Tg-1 ¢

Prueba de (v). Ahora A es regular y ramificado. Como A es regular y dimA=d

tenemos que n = d en (ii7) y p € m? desde que A es ramificado, entonces p no
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es generador de m, luego tenemos que {Xi, . . ., X4} es un sistema de generadores
de A, por el lema (4.1.3) tenemos que existe un tinico homomorfismo suryectivo

de W -algebra 6: W®T1,..., T¢® — A, por el teorema fundamental homomorfismo
tenemos WT..... T
~ % d*
A == !
ker(6)

desde que Aesregulary local tenemos que A es un dominio de integridad, entonces

¢
W"’I’f(er(e) 4= esun dominio, luego ker(¢) es un ideal primode WT¢..., T, ¢

comparandodimensionestenemosht(ker(¢))=1. Queremosaplicar teorema (1 .8.§):

Nos faltaria ver que W¢T1, o ’Td‘t sea D.F.U., puesto que W J KRS .,Td¢ yaes

noetheriano y dominio (puesto que W lo es), para ver esto aplicaremos el teorema
(1.8.6).

Veamos que W T,...,T . eslocal, como W es de valoracion discreta los
1 d

unicos ideales de W son (0) y potencias del ideal maximal. Como W es local, el

quco ideal maximal ser1a pW )Wuglgo sus 1deales son (0) y. p"W, 10\:/;\/ 1deales de

serian el > el ideal maximal de T
¢T1,...,Td¢ d ¢ 1 d¢

seria pWeT , ..., qu: y es el udmico por lo tanto WeT, ..., Td¢ es local y como W es
regularentoncesW T ,..., T esregular.

Porlo tantoW T ,...,T . es D.F.U. entonces ker() es principal.

1 d

Luego para terminar de probar (v), tendriamos que probar que W ¢Ty, ..., T4¢ es

inramificado.

El ideal maximal de WT1,...,Taq es (P, T1,..., Tq), luego {p, T1,..., Ta} es un

sistema regular de parametros de Wda,....T ¢

¢ ¢
tenemos que char(\?;) Tl_ll""’_-;d)) =p;pe@ET,....,Tgyp € (. Ty.. T2
1 L | d

por lo tanto WeT,, ..., T ¢ esinramificado. O

57



Capitulo 5
Aplicaciones

En este capitulo veremos una version muy especializada acerca del teorema de
estructuras para anillos locales completos. Ademas, veremos que dado f € Oy el

anillo de funciones regulares en un punto liso p € V (Variedad), se le asocia su serie

de Taylor en el anillo de series formales de potencia.

5.1. Estructura principal de anillos de ideales
principales

Nuestro objetivo principal es probar que cualquier anillo de ideales principales
esunasumadirectadeanillos, donde cadauno deloscualesesimagenhomomorfica
de un dominio de ideales principales. Tengamos presente que un anillo de ideales

principales no es un dominio de integridad.

Proposicion 5.1.1. Sea R un anillo local cuyo ideal maximal M es principal
M = (a), entonces R es un anillo de ideales principales y todo elemento no nulo de

R puede escribirse de la forma a“u, con u unidad.

Demostracion. Sea x € R, luego desde que N(a') = 0, existe una méxima potencia
dividiendo x, esto es X = a“u, veamos que U es unidad, supongamos que U no es
unidad, entonces u € M = (a), lo cual implica que alu, luego a.a"|ua®, entonces
ak*llx, esto es una contradiccion, pues la maxima potencia que divide X es ak,
entonces U es unidad. Sea | unideal de R, como todo elemento de | puede escribirse

de la forma a'u, donde u es unidad, podemos elegir un elemento minimal i, como

todo x en | es de la forma x = a“u = a'a“-'u, entonces tenemos que I = (a'). [

Definicion 5.1.2. Unv-anillo es un anillo D tal que D es un dominio de integridad
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local, completo de caracteristica cero, cuyo ideal maximal N es generado por p,

donde p f= 0 es la caracteristica del cuerpo residual D/N .

Observacion. Por la proposicion anterior se tiene que D es un DIP.

Elsiguienteresultadoesuncasoparticular delteoremadeestructuraparaanillos

locales debido a Cohen.

Teorema5.1.3. Sea Runanillolocal completo cuyoideal maximal M es principal,
M = (a). Entonces R es la imagen homomorfica de D X fqueenvia X € D X ¢
haciaa € R, donde D es el cuerpo R/M (Si char R = char R/M ), 0 D es un

v-anillo cuyo cuerpo residual D/(p) es naturalmente isomorfo a R/M (sicharR f=
charR/M).

Demostracion. Por la proposicion 5.1.1, tenemos que R es un anillo de ideales
principales, entonces R es noetheriano, por lo tanto tenemos que (R,M) es un anillo
local, noetheriano y completo.

Supongamos que (R,M)esunanilloequicaracteristico, entonces porelteorema4.1.1
parte (1) se tiene que existe KJ = v(K) cuerpo de coeficientes de R, donde K = },y
v: K — R (homomorfismo), luego tenemos el homomorfismo local (KJ, 0) — (R, M)
entre anillos locales, noetherianos y completos que inducen un isomorfismo entre sus
cuerpos residuales (probado en el teorema 4.1.1) y como M = (@) por el lema 4.1.3
parte (1) se tiene que existe un tinico homomorfismo de KJ-dlgebra 6 : KI % — R
tal que O(x) = ay como M = 6(0)R + (a)R, aplicando la parte (2) del lema 4.1.3

tenemos que 0 es sobreyectivo, luego

R=0(K! %)

R = 0(v(K) x%)
R =6(v(K ¢x¢))

R = 6 o v(K%x?)

Entonces R es la imagen homomorficade K x . O
¢ ¢

Para el caso inequicaracteristico la demostracion es andloga, en este caso
aplicando el teorema 4.3.1 y lema 4.1.3.
Definicion 5.1.4. Un anillo R de ideales principales es especial si R tiene un tinico

ideal primo y este es nilpotente.
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Desde que todo anillo de ideales principales es noetheriano y como los ideales
maximales son primos, tenemos que un anillo de ideales principales especial es local,
ademas la nilpotencia del ideal maximal implica que toda sucesion de Cauchy es
eventualmente constante y por lo tanto convergente. Entonces tenemos que anillos

de ideales principales especial es un anillo local y completo.

Definicion 5.1.5. Se dice que el anillo R esla suma directa de ideales Ry, Rz, ..., Ry

si:
1.R=Ri+Rx+ -+ -+ R
2RiN(Ri+: - +R1+Rwm+- - +Ry)=(0);i=1,...,n.

Escribiremos

R=Ri®oR:® - @R, 6.1

notemos que los ideales en (5.1) se anulan mutuamente, esto es RjR; = (0) para

i f=j, sesigue que RiR; C Ri N Rj = (0) parai f=j. Por lo tanto un ideal en R;
(considerando R;j como anillo) es también un ideal en R.

Definicién 5.1.6. Sea R un anillo con identidad. A un conjunto de ideales
ui, Uz, ..., upenR, se dice que son comaximales dos a dos si cada u; f=R yuituj=R

para cadaif=j. Sin=2, decimos simplemente que w1 y u2 son comaximales.
La definicién implica que u; f= uj, para i f=j y también u; f= 0.
Teorema 5.1.7. Sea R un anillo con identidad. Sea uy, ..., u, ideales tales que:
lL.unnuwn - Nu,=(0).
2. ui+uyj=R,parai J.
ysiRi=wnN - - -Nu-1Nu#=N---Nu,i=1,...,nentonces
R=Ri®oR:® ' ®Rn R =R/y;

ui=R1+"'+Ri_1+Ri+1+- . -+Rn.

La demostracion puede ser vista en [5]. Q

Teorema 5.1.8. La suma directa de anillos de ideales principales es un anillo de

ideales principales.
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Demostracion. Sea R un anillo talesqueR=Ri® R: @ - - - ® Ry, donde cada R; es
un anillo de ideales principales.

Sea | un ideal de R, entonces | = Rl = Ril + Rzl + - - - Ryl, luego desde que
cada Rjl es un ideal en R; se tiene que Rijl = Rix;; Xi € Ri, 1 < i < n, entonces
se tiene que | = R(X1 + X2+ - - - + X;), de esta manera R es un anillo de ideales
principales. [

Lema 5.1.9. Sea R un anillo de ideales principales, si q y ¢/ ideales primos tal que
¢ C g C R, entonces g no contiene otros ideales primos que q y ¢ y cualquier ideal
primario contenido en g contiene ¢. Dos ideales primos en R son ambos comaximales

o uno de ellos contiene al otro.

La demostracion puede ser vista en [5]. Q

Lema 5.1.10. Si R es un anillo de ideales principales, R es la suma directa de

dominios de ideales principales y de anillos de ideales principales especial.

Demostracion. Como R es un anillo de ideales principales, R es noetheriano, luego
ideal de R tiene una descomposicion primaria, en el caso del ideal (0) este tiene una
descomposicién primariaminimal, esdecir (0)=4" giy sear(qi)=pi, dondelosp;
sonlosmenoresideales primos que contienen a g;, luego porel Lema (5.1.9) tenemos
quelosideales de pison dos a dos comaximales, puessinolo fuesen tendriamos que
uno de ellos contiene al otro, es decir p; C pj luego como p;i no es maximal no tiene
ideales primarios propios pero g; C p; entonces tendriamos que p;= g;, luego como
todoideal primario de pj contiene a pj, entonces g; C g;j y esto es una contradicciona
laminimalidad dela descomposicion primaria. Porlo tanto, piy pjson comaximales
y de esto resulta que los ideales g; son también dos a dos comaximales, luego por
el Teorema (5.1.8) se tiene que R es una suma directa de anillos respectivamente
isomorfos a los anillos R/q; es decir: R= & §,& - & 2, luego cada & es un anillo

deideales principales y si p; es maximal, entonces gj no esta contenido en otro ideal
primo que pj, asi R/g; tiene un solo ideal primo y sea pi/g;i por lo tanto es un anillo
de ideales principales especial y si pj no fuera maximal tendriamos que pi= giy
R/q;i seria un DIP. O

Teorema 5.1.11. Si A es un anillo de ideales principales, A es suma directa de
anillos, donde cada uno de los cuales es la imagen homomorfica de un dominio de

ideales principales.

Demostracion. Por el Lema (5.1.10) tenemos que todo anillo es la suma directa de

un DIP y de un anillo de ideales principales especial, entonces el teorema quedaria
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probado si obtenemos que cualquier anillo de ideales principales especial es imagen
homomorfica de un D.I.P.

Sea R un anillo de ideales principales especial que es local y completo cuyo ideal
maximal M = (a), luego por el Teorema (5.1.3), tenemos que R es la imagen
homomorfica de D" X, donde D es un cuerpo o D es un v-anillo. SiD es cuerpo
entonces D'X es un DIP y ya estaria probado. Si D es un v-anillo, D X no es un
DIP, entonces para cqmpletar la demostracion debemos mostrar que cuando D es

un V-anillo R es ]la imagen homomorfica de un DIP. i )
Como D x es la imagerr homomorfica de R tenemos el siguiente epimorfismo de

anillos ¢: D®¢ — R tales que ¢(X) = a, luego como D es un v-anillo tenemos por

el Teorema (5.1.3) que char(A) f= char(R/M) = char(D/(p)) = p f= 0, entonces

p € Ry pesnonuloynounidad, luego desde que R es local con ideal maximal
M = (@) principal, entonces p = aku, donde k > 0, u es unidad en R, como ¢

es sobreyectivo existe ¢ € FX tales que ¢(c) = U, luego tenemos el elemento
f = —cx*+ p € D'X tal que ¢(f ) = ¢(—cxX*+ p) = —ua“+ p= —ua“+ a‘u=0

pertenece al ker(¢), asimismo desde que el término constante de fesp, el cual es
irreducibleen D, setiene que f esirreducibleen D¢X Lveamosque fesirreducible.

f=—cx*+p,
tomemos p tales que:
"plp
" pic
Supongamos que p|c, luego existe r € D tales que p.r = ¢, luego:
P(P)(r) = ¢(C)

p-o(r)= u
p.gﬁ(r)u—;= 1

€ ol

q
pg= 1

entonces p es unidad, y esto es una contradiccion, por lo tantop f c.
“pPEp

Luego por el criterio de Eiseinstein, se tiene que f es irreducible.

Como D es un v-anillo, tenemos que D *x¢ es un dominio de factorizacion tnica,
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D%x¢
como fesirreducible, fes primo, luego (f) esunideal primoasitenemos que

()
es un dominio de integridad, tenemos el siguiente diagrama:
¢
D®x¢ -+ R
n w
D%
()

= y essobreyectivo
Sear € R, luego como ¢ es sobreyectivo, existe q € R®x®tales que ¢(q) = r, luego

existe N(q) = qge D%i‘; tal que r = ¢(q) = w(n(q)) = w(q"), por lo tanto y es

sobreyectiva.

Dexe
Ya tenemos que R es imagen homomorfica de =

Dexe
, nos faltaria probar que “** sea

) )
DIP.

Tenemos que ¢(x) = a, luego n(x? = X, entonces y(X) = a, el cual no es umdad en
>, por lo tanto (X) es un ideal propio de 2>

L — —) )
Desde que f = —cxk+p = —cxk +p =0, entonces p € (X).

Dexe
®
término constante de h es no unidad en D, desde que (p) es el 1dea1 de todas las

Ahora sea h no unidad en

no unidades en D, se tiene que el término constante de h pertenece a (p), entonces

tenemos h =t+s, t € (X), s € (p), luego h =t+5; t € (X), 5§ € () y desde que
Diéx¢
()2
es un DIP, por

(P) € (X) se tiene que h € (X), entonces (X) contiene todas las no unidades de

Dexe Dex¢
® ®
lo tanto hemos probado que todo anillo es suma directa de anillos donde cada uno

entonces es local con ideal maximal principal (X), entonces

de ellos es imagen homomorfica de un DIP. O

5.2. Expansion en serie de potencias

Sea V < A'luna variedad algebraica, K[V ] el anillo de coordenadas de V, K[V ]
esun dominio de integridad desde que V es una variedad algebraica. Al cuerpo de

fracciones de K[V ] se le denomina el campo de funciones deV y lo denotamos como

K(V'), cuyos elementos son llamados funciones racionales en V .
K(V)={g/h:g,he K[V] A hf=0}

Seaf € K(V), se dice que f esregularenp € V,si f = g/h, g, h € K[V ] con
h(p) f=0
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A las funciones regulares en p € V, las agruparemos y la denotaremos como:
Ovp={f € K(V) : f es regular en p}

Ov,p es un subanillo de K(V) y es un anillo local y noetheriano cuyo ideal maximal
esmp=1{¢ € Oyp: ¢(p)= 0}.

Lema 5.2.1. Si V C Afes una variedad algebraica afin, p € Vy m, & K[V ] ideal
maximal del conjunto de funciones polinomiales que se hacen ceroenp. Se tiene que

OV,p = K[V ]mp.
Demostracion. Definimos

w:Ovp —— K[V Im,
g/h — w(g/h)=[g,h]; h&m,

donde claramente, ¥ es un isomorfismo. H

Gérmenes. SeaV < Af una variedad algebraica y p un elemento de V, si g/h
es un elemento de Oy, la funcion racional g/h es regular en el abierto distinguido
D(h) = {p € PR : h(p) f= 0}. Por el lema (5.2.1) para g/h € Oy, lo puedo
ver como una clase [g, h] € K[V |m,, los elementos de esta clase son pares ordenados
(9, h) que pertenecen a K[V ] X (K[V]—my,), tal que se cumple la siguiente relacion de
equivalencia (g, h) ~ (¢, V) si y solo si existe r € K[V ] — m, tal que r(gh’ —hg’) = 0.
Es decir el conjunto de pares ordenados (s, U), donde U es una vecindad abierta de
pys e Oy (U)!, se define la relacion (s, U) ~ (8, UY) siy solo si existe una vecindad

abierta UV de p tal que U¥ C U y U¥ C UJ y s|ys = 9ys, esta relacion es de
equivalencia. Las clases [s, U] reciben el nombre de gérmenes de funciones regulares

en p. Dos gérmenes son iguales si y solo si coinciden en una vecindad.

Parametros locales. Sea V una variedad algebraica, p un punto liso de V

y sea d la dimensién de V . Un sistema local de pardmetros en p es un conjunto

{fi, f2, ..., fq} de gérmenes que generan el ideal maximal m, de Oyp.

Proposicion 5.2.2. Sea p un punto liso de Vy {fi, f2, ..., fg} un sistema local
de pardmetros en p. Por lo tanto existe una vecindad abierta U de p tal que los
gérmenes {f1, f2,..., fq} son representados por pares (f1, U), (F, U), ..., (f4, V), tal
que = (f},...,fq): U — A% es un morfismo étale.

La demostracion puede ser vista en [6]. Q

'Sea U & V abierto, denotaremos por Ou al conjunto de funciones regulares definidas en U,

por lo tanto Ov = peUOV,p.
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Sea V una variedad algebraica de dimensién n, p € Vy f un elemento de Oy,
luego haciendo

f(p) = ao
f1=f—a0,

tenemos que fi1 € my, pues fi(p) =0. Sean us, ..., u, € mp pardmetros localesenp,
entonces sus clases laterales u; + m’, generan el espacio vectorial mp/m2p Entonces

para fi € mpexisten ay, . . ., a, € K, tal que

>n
fi + m2= aui(mod mp?),
i=1

b2
entonces tenemos f1 — i aju; € mj, hagamos entonces:

n n
= =
fo=fi — au=f—a — ajui
i=1 i=1

=
luego como f2 € mg, podemos escribir 2= gjh;, con gj, h; € m,.
i

Como gj, h; € my, haciendo lo mismo que con fi € m,, tenemos:

n

= " 2 = 2
g- buemp, y h- Ch
k=1 =1
luego
> = = > =
.= gihj= ( biu)( cjkuj) = AstUsUt
j i k k 1<s,it<n
con ag € K, por lo tanto
>
f2 u astuSUt € m%
s,t
de esta manera encontramos polinomios homogéneos F; € K[xi, Xz, . . ., Xa] de
grados gr F; = i tales que
= k
f— FX,....%7
i=0

2

luego, a f que pertenece a Oy, se le puede escribir como una serie de potencias

f=Fo+ Fi+ F2+ - - - tal que para sumas parciales
>
Sk= Fi
i=1
se verifica que al evaluar la diferencia en (ui, ..., Uu,) tenemos que f —
Sk(U1, ..., up) € m“}, por lo tanto la serie anterior es una serie de Taylor para
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Para Oy, y m, C Oy,p, tenemos la filtracién my-adica §n*}, tales que

n,bk+1 c mls, para k c 0.

Esta filtracion es una base de vecindades del cero que pertenece a Oy ; con lo
cual dotamos de una topologia a este anillo, que es compatible con las operaciones

del anillo. Como el anillo Oy es noetheriano, tenemos que ﬂkzom',ﬁ =0, luego la
topologia es de Hausdorff. Definimos:

V:Ovp —— N U{0}, . -
u :
f — v = k,sifem, y fé&m
Uoo ,sif=0 |,

tal que se verifica
(i) V(f —g) = min{V(F), V(9)}
(i1) V(f.9) = V() +V(9)

(iii) m¢ ={f € Oy, : k < V(f)}

Observacion:

De las propiedades (i) y (ii) obtenemos que V es una valoracién en Oy y de (iii)
obtenemos que la filtracidn se recupera de la valoracion.
Sea e nimero real tal que 0 < e <1, definimos una métrica en el anillo Oy,
d(f,g) = ev=
y esta es una ultramétrica, pues satisface
d(f,g) < max{d(f;h),d(h;g)}  YheOy,

Conestamétrica podemos definir el limite de sucesionesy sucesiones de Cauchy en
el anillo Oy p. Podemos completar Oy, mediante la convergencia de las sucesiones

de Cauchy en este anillo, el cual denotaremos por Oy, con la topologia mp-adica.

La eleccion de pardmetros Ui, Uz,...,U, € mp en un punto liso p induce, por la
proposicion (5.2.2), un morfismo:

Ov’p - K[Xl, R ,Xn]
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que proviene de un morfismo étale*:
(U1, G2, ...,0n): U — Al

donde U es una vecindad abierta y lisa de p.

El morfismo Oy —— K[x, ..., Xn] envia el ideal maximal m, en el ideal maximal
My, luego lo podemos ver como
Ovp —— K[x1, ..., Xn]nm,

el cual es un morfismo de anillos locales. Pasando a las completaciones

correspondientes tenemos el siguiente morfismo

N
Ovp —— K, ..., X1,

dande usamos la cqmpletacion de K[xi, ... ., Xa] en (X1, . . ., Xp) es el anillo de
series 8e potencia torma esHl o= . ({onde susnleferrgentos soﬂ) ge Fa ?orrna

<
= @.ixto..x" ;>0

=

y los coeficientes a;, ...,
Tenemos que la eleccion de los pardmetros locales us, Uz, ..., Uy € mpen p (punto
liso) induce un morfismo

év,p —— K%, .., xE,

. N, . . .
que componiendo con Oy, ,— Oy, nos da el siguiente morfismo
®: Oyp —— K1, ..., X5

tal que para f € Oy p, O(f) es la serie de Taylor asociada a f. Desde que p es liso
implica quelaserie de Taylorasociadaa f es inica, que es equivalente a que ® es
inyectivo,
_ RPN k. _\ K
ker®={f € Oyp: f=" Fj(u,uz,...,up)eEm*,Vk=0}= m
P p
=0 k=0

-
luego ' y=om=0 puesto que Oy es noetheriano, luego hemos probado el siguiente
resultado

Teorema 5.2.3. Sea V una variedad, dim V=ny p € V un punto liso, entonces

existe

w:Oyp —— K, ..., x$

morfismo inyectivo, donde si f € Oy, w(f ) es la serie de Taylor asociada a f.

25ca V, W variedades afines lisas, la aplicacion regular £z V — W es un morfismo étale en

p € Vsidfpi TpV — TypW es un isomorfismo.
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