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RESUMEN

Esta investigacion, se desarrolla en el marco tedrico de la Teoria Antropoldgico
de lo Didactico (TAD) y tiene por objetivo construir un Modelo Epistemoldgico de
Referencia (MER) asociado al limite de una funcion real en un punto. Esta tesis
surge por el interés de explicitar y analizar las organizaciones matematicas que
se encuentran asociadas al limite en una institucion educativa universitaria. El
MER propuesto ha sido desarrollado fundamentalmente a través de la
modelizacion matematica. Para la construccion del MER, se realizdé un analisis
epistemolégico del concepto, una revision sobre la forma de presentar el
concepto en libros de Calculo y un analisis praxeolégico del texto seleccionado;
adicionalmente, se han considerado aportes de otras investigaciones que

complementaron la construccion del MER.

Palabras clave: modelo epistemoldgico de referencia, modelizacion matematica,

limite de una funcién en un punto.

ABSTRACT

This research is developed in the theoretical framework of the Anthropological
Theory of the Didactic (TAD) and aims to build a Reference Epistemological
Model (MER) associated with the limit of a real function at a point. This thesis
arises from the interest of explaining and analyzing the mathematical
organizations that are associated with the limit in a university educational
institution. The proposed MER has been developed primarily through
mathematical modeling. For the construction of the MER an epistemological
analysis of the concept was carried out, a review on the way of presenting the
concept in books of Calculus and a praxeological analysis of the selected text;
additionally, contributions from other research have complemented the
construction criteria of the MER.

Key words: epistemological reference model, mathematical modeling, limit of a
function at a point
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INTRODUCCION

Las investigaciones en Didactica de las matematicas relacionadas con el limite
de una funcién real en un punto evidencian algunas de las dificultades que
presentan los alumnos y profesores en el proceso de ensefianza y aprendizaje
de este concepto, las mismas que estan presentes en la institucion educativa
universitaria en estudio. Partimos del supuesto de que las dificultades pueden
estar asociadas a la desarticulacion de los conocimientos relacionados al limite
de una funcién, asi como a los conocimientos previos. Es por ello, que esta
investigacion se propone la construccion de un modelo que articule esos
conocimientos, asociados al concepto de limite, para la institucién en estudio. Se
selecciona como marco teorico a la Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD)
ya que nos ofrece las herramientas necesarias para describir una actividad
matematica a través de praxeologias, permite construir las organizaciones
matematicas (OM) asociadas al limite mediante el Modelo Epistemolégico de
Referencia (MER) y la modelizacion matematica y con ello posibilita su analisis

y eventual articulacién.

La tesis esta conformada por cuatro capitulos:

En el primer capitulo, se presentan investigaciones de referencia en torno al
concepto del limite que evidencian una parte de la problematica en torno a él. En
cada investigacion de referencia, se muestran los aspectos relevantes y las
conclusiones obtenidas en relacidn a su contribucién para el desarrollo de esta
tesis. Adicionalmente, se presenta un estudio del articulo de Trigueros, Bosch y
Gascon (2011) donde se evidencia de qué manera se pueden articular la
Descomposicion Genética (DG) de la teoria APOE y el MER de la TAD.
Finalmente, se presentan la justificacion de esta investigacion, la pregunta de

investigacion y los objetivos de delimitaron el trabajo realizado.

El segundo capitulo contiene el marco tedrico de esta investigacion (TAD), asi
como la descripcidén de los elementos utilizados. Sobre la base del articulo de
Trigueros, Bosch y Gascon (2011), se consideraran también algunos elementos

de la teoria APOE que serviran para enriquecer los criterios de construccién del

12



MER planteado. Finalmente, se presenta la metodologia utilizada en esta

investigacion.

En el tercer capitulo, se pretende mostrar las transformaciones que ha sufrido el
concepto del limite (relacionada a la transposicién didactica del concepto). Por
ello, se presentan los resultados del analisis epistemoldgico del limite; asi como
también la forma de presentar este concepto en los libros de texto seleccionados,
adicionalmente, se presenta el alcance del concepto en la institucién en estudio
a través de la revision de algunos documentos institucionales, y, finalmente, se
selecciona el texto guia relacionado a este concepto y se reconstruyen las

organizaciones matematicas encontradas.

En el cuarto capitulo, se presenta, en primer lugar, la construccién de una
descomposicion genética (DG) preliminar para este concepto y los aportes de
esta como criterios que complementan la construccién de un MER; y, en segundo
lugar, se muestra la construccion de un MER, como una sucesion de
praxeologias cada vez mas amplias, asociado al concepto del limite de una

funcién real en un punto para la institucion en estudio.

En el ultimo capitulo, se presentan algunas consideraciones finales y
conclusiones respecto a esta investigacién, asi como también algunas

recomendaciones para futuras investigaciones.
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CAPITULO I: PROBLEMATICA

A continuacion, presentaremos investigaciones de referencia para el trabajo de
investigacién que se realiza. Estas investigaciones han sido agrupadas en tres
grupos: el primero contiene investigaciones cuyo objeto de estudio es el
concepto del limite, el segundo presenta investigaciones que muestran el
proceso de construccion de un modelo epistemoldgico de referencia (en
adelante, MER) vy, el tercero muestra investigaciones relacionadas a las

concepciones histdricas del limite de una funcién.

Sobre las investigaciones que tienen como objeto de estudio el concepto de
limite, destacamos en principio que todos los autores concuerdan con la idea de
que el limite es el concepto fundamental para los cursos de calculo y en particular
para los conceptos de derivada e integral. EI enfoque en cada una de estas
investigaciones, asi como la metodologia y el marco teérico son muy diversos.
Las investigaciones que mostraremos a continuacion han sido organizadas de
acuerdo al marco teérico de cada una. En primer lugar, mostramos las
investigaciones que analizan las concepciones de los alumnos sobre el limite de
una funcién desde la perspectiva de imagen conceptual y definicion conceptual
de Tall y Vinner. En segundo lugar, presentamos las investigaciones que
muestran la manera como un alumno construye el concepto del limite desde la
perspectiva de la teoria Accidn, Proceso, Objeto y Esquema (APOE). En tercer
lugar, mostramos investigaciones que evidencian las praxeologias en torno al
concepto del limite desarrolladas en el marco teérico de la Teoria Antropoldgica
de lo Didactico (TAD). Por otro lado, sobre las investigaciones que tienen como
objetivo la construccion de un MER, son desarrolladas en el marco tedrico de la
TAD y son construidas para los conceptos de limite y derivada de una funcion.
Para una de las investigaciones, mostraremos un resumen enfocandonos en el
proceso para la construccion del MER. Finalmente, presentamos algunas
investigaciones adicionales sobre el concepto del limite desde diversas
perspectivas y que ayudaran a complementar este analisis preliminar sobre la
problematica de la ensefianza y aprendizaje del concepto del limite de una

funcion.

14



1.1 Investigaciones de referencia sobre limites

1.1.1 Investigaciones asociadas a la Imagen Conceptual y Definicion

conceptual

En primer lugar, Tall y Vinner (1981) presentan en su articulo la nociéon de imagen
conceptual y lo definen como toda la estructura mental que esta relacionada a
un concepto, esto incluye imagenes mentales, propiedades y procesos. La
imagen conceptual le pertenece a cada individuo (es propia de cada uno) y va
evolucionando segun los diversos estimulos que este tiene. Luego, cada
estimulo puede activar una parte de esta imagen conceptual y desactivar otra, a
la parte evocada se le denomina imagen conceptual evocada. Ademas, definen
la definicién conceptual como la forma personal de un individuo de definir un
concepto especifico, que puede ser elaborado por él mismo o puede ser dado a
él. Aqui introducen la idea de que la imagen conceptual de un individuo
comunmente difiere de la definicién conceptual. Finalmente, los autores plantean
que partes de la imagen conceptual o de la definicidn conceptual pueden traer
conflictos con otras partes de estos. A estos se les llama factores de conflicto
potencial que se convierten en factores de conflicto cognitivo cuando son
evocados. Y aquellos factores de conflicto potencial que tienen conflicto con la
definicion formal del concepto son los que pueden ocasionar un impedimento en

el aprendizaje.

Luego, los autores analizan estos conceptos para el caso del limite de una
funcién en un punto. En la investigacion, se trabaja con un grupo de 70 alumnos
que ya habian recibido la clase de limites, donde primero se les brindd una
definicion informal del limite y luego se formalizo el concepto. La definicion
informal se refiere a la forma usual de considerar el limite como un proceso
dinamico: cuando x se acerca a a, la funcién f(x) se acerca a c. La definicién
formal se relaciona con la vision estatica del limite y se presenta del siguiente

modo: Vh > 0,3 k tal que |[x —a| <k - |f(x) —c| < h.
Se les pidi6 a los alumnos que escribieran su definicion de lim f(x) = ¢ y que
xX—a
. . e g . x3-1 .
explicaran qué significaba para ellos que lmfﬁ = 3. En la primera pregunta,
xX— -

se obtuvo que, de los 49 que contestaron, 27 dieron la definicion dinamica

correcta y 4 dieron la definicion formal correcta. Ademas, 21 no pudieron dar una
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definicion del concepto y, sin embargo, si pudieron contestar la segunda. En la
segunda pregunta, se obtuvo que 54 alumnos usaron la definicion dinamica del

limite y usaron términos como “se acerca a”, “tiende a” y “se aproxima a”.

Luego, realizan un cuestionario de preguntas de verdadero y falso para alumnos
de cursos mas avanzados, donde se les pide analizar si la siguiente proposicion
es verdadera: Sise cumple que cuando x = a,f(x) - by cuando x - b, g(x) =
¢, se debe cumplir que cuando x — a,entonces g(f(x)) = c. Muchos de los
alumnos evidenciaron usar la imagen conceptual en lugar de la definicion
conceptual para responder. Finalmente, Tall y Vinner (1981) concluyen que los
estudiantes tienen grandes dificultades con la definicion formal del limite y
afirman que los alumnos se pueden encontrar en una situacion en la que la
imagen conceptual es muy fuerte en ellos, mientras que la definicién conceptual

es muy débil.

De esta investigacion, consideramos importante destacar la evidencia de la
fuerte presencia de la concepcién dinamica del limite sobre la débil presencia de
la concepcion estatica, asi como la evidencia de la dificultad de que los alumnos

formen una definicion del limite.

En segundo lugar, en su articulo, Sierra, Gonzalez y Lépez (2000), describen las
concepciones de alumnos de Bachillerato sobre los conceptos de limites y de
continuidad de funciones desde las perspectivas de la imagen conceptual y la
definicion conceptual (Tall y Vinner, 1981). A continuacion, presentaremos un
resumen del articulo en lo que se refiere a las concepciones de limite de una

funcion.

En primer lugar, los autores definen las concepciones de los alumnos como una
gran estructura mental que contiene todas las ideas relacionadas con el
concepto, tales como creencias, conceptos, definiciones, propiedades, reglas e
imagenes mentales. Ademas, los autores plantean la idea de que el estudio de
la evolucidn histérica de un concepto es importante porque permite relacionar las
concepciones histéricas del concepto con las dificultades de los alumnos. Por
ello, en el articulo se presenta la relacion de las concepciones de los alumnos
con las del matematico que representd la época en donde se desarrollo esa

concepcion.
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En la investigacién, se tomd un cuestionario a un grupo de 145 alumnos que
participaron en sesiones de clases en donde se abordd la nocion de limite. Para
cada pregunta correctamente contestada, se analizaron las justificaciones
brindadas por los alumnos que evidencian la concepcién de cada uno sobre el
limite de una funcion. Este cuestionario contaba con 9 preguntas sobre limites
de funciones en todas sus posibles representaciones: tabla de valores, grafica
de funciones, expresiones algebraicas, una pregunta donde se pide calcular el
limite en un contexto geométrico (calculo del limite del area de un triangulo) y
una pregunta donde se les pide explicar la nocién del limite de una funcion. En
estas preguntas, se han considerado casos de funciones con limites finitos,
limites infinitos, sin limites, limites laterales iguales y no coincidentes, y un caso
de indeterminacién. Los resultados de esta investigacién muestran 10 criterios
de justificacion para la existencia o no existencia del limite de una funcién: L1:
Aproximacion, L2: El valor de la funcién en el punto, L3: Uso de los limites
laterales, L4: La continuidad de la funcién, L5: Uso de la férmula de la derivada,
L6: Uso de funciones conocidas, L7: Uso de funcion seccionada, L8: Nociéon de
indeterminacion, L9: Visual, L10: Definicién formal del limite. Ademas, se han
considerado las siguientes opciones adicionales: L11: Otras, L12: Respuesta sin
justificacion, L13: Ausencia de respuesta. A continuacion, se muestra la cantidad
de veces que se presentd alguno de estos criterios en las justificaciones de los
alumnos (un alumno puede haber presentado mas de un criterio en una misma
pregunta), ademas, se muestra su relacidén con alguna concepcion histérica del

[imite de una funcion.

Tabla 1: Relacion de los criterios con las concepciones histéricas del limite

Criterio Concepcion Descripcion Frecuencia
de uso del
criterio

L1 D’Alembert y Cauchy Relacionada con la idea de "aproximarse" 212

aunque en D'Alembert el limite no se
puede alcanzar y en Cauchy es
alcanzable

L2 Euler y Lagrange Centrada exclusivamente en los aspectos 89
relacionales de la funcion, sin tener en
cuenta los entornos

L3 Conocimiento escolar Concepto de limite lateral 315
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L4 Continuidad Contaminacion del concepto del limite por 58
el de continuidad

L5 Conocimiento escolar Concepto de derivada 11
L6 Conocimiento escolar Relacion con funciones conocidas 73
L7 Euler y conocimiento Funcion definida por ramas 16
escolar
L8 Conocimiento escolar Concepto de indeterminacién 18
L9 Conocimiento escolar Concepto de representacion grafica de 40
una funcién
L10 Weierstrass Definicion formal usando €y & 47
L11 48
L12 119
L13 253

Fuente: Adaptada de Sierra, Gonzalez y Lépez (2000, p. 7)

En sus conclusiones, Sierra, Gonzalez y Lopez (2000) resaltan que los criterios
mas utilizados son L3, L1 y L2, en ese orden. Ademas, comentan que la variedad
de las respuestas de los alumnos en las justificaciones evidencia la diferencia en
las concepciones formadas por cada uno. La forma cémo estas se relacionan
con las concepciones histéricas del limite nos pone en evidencia la importancia

del estudio de la evolucion histodrica del limite.

En tercer lugar, presentaremos el articulo de Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo y
Rico (2015). En este articulo, los objetivos son realizar una descripcion de las
concepciones de un grupo de alumnos sobre el limite finito en un punto y analizar
la coherencia entre las definiciones individuales con los argumentos usados para
justificar la existencia del limite de una funcién en un punto. A continuacion,
desarrollaremos un resumen del articulo enfocado en el primer objetivo que es

el de nuestro interés.

Este estudio se sustenta teéricamente en las nociones de definicion y concepcién
planteadas por los autores y basadas en Tall y Vinner, 1981; asi como también,
se basan en los sistemas de representacion matematicos y los procedimientos
para identificar las concepciones de los alumnos. Los autores diferencian las

concepciones de las definiciones. Entienden la definicion de un concepto
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matematico como un conjunto de propiedades que siguen una légica, esto les da
el caracter de ser consistentes, formales y rigurosas. A la manera como un
alumno define las propiedades del concepto se le denomina definicion individual.
Por otro lado, entienden las concepciones, que son propias de cada individuo,
desde dos perspectivas: en primer lugar, definen la concepciéon como la forma
de cada estudiante de describir el concepto y, en segundo lugar, la definen como
la interpretacién del investigador a partir de las respuestas del estudiante a
ciertos estimulos. Ademas, los autores plantean que existen ciertas
caracteristicas asociadas al concepto del limite que no forman parte de la
definicion pero que estan presentes en las concepciones de los alumnos como,
por ejemplo, la no rebasabilidad del limite (este término es usado por los autores
para representar la idea del limite como el término usado en el lenguaje comun,
es decir, es el valor que no debe ser superado), el valor de la funcion evaluado
en un punto o la alcanzabilidad del limite (este término es usado por los autores

para representar la idea de que el limite es el valor de la funciéon en el punto).

Para interpretar las concepciones de los estudiantes, se analizan las
concepciones elementales que son las respuestas a estimulos especificos. Y
para identificar las concepciones de los alumnos, los autores proponen dos tipos
de tareas: sintético/definidor, donde se recopila informacion general sobre el
conocimiento del estudiante del concepto (definiciones individuales o
concepciones sintéticas) y, analitico/diagnéstico, donde se recopila informacion
especifica sobre alguna caracteristica del concepto (concepciones elementales

analiticas).

Finalmente, Fernandez-Plaza et al. (2015) definen y relacionan la definicién, y
las concepciones elementales analiticas con la imagen conceptual y la definicion
conceptual (Tall y Vinner, 1981) y proponen que el estadio intermedio entre ellos

es la concepcion sintética o definiciones individuales.

En esta investigacion, se utilizan dos sistemas de representacién para el
concepto del limite: grafico y verbal. Se les pide a 36 estudiantes de Bachillerato
responder dos preguntas: en la primera (sintético/definidor), se les pide elaborar
una definicion personal del limite finito de una funcién en un punto y, en la

segunda (analitico/diagnéstico), se les pide analizar si el limite existe en un punto
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dado para el caso de tres graficas de funciones (una continua, otra con

discontinuidad removible y otra donde el limite no existe).

Para el caso de la tarea sintético/definidor, se presenté la siguiente pregunta a
los alumnos: “Escribe una definicién personal, con tus propias palabras, para
limite finito de una funcién en un punto” (Fernandez-Plaza et al, 2015, p.8). Para
el caso de la tarea analitico/diagndstico, se presento la siguiente pregunta a los
alumnos (aunque se analizo solo el caso de G2):

Figura 1: Tareas del tipo sintético/definidor

Fuente: Fernandez-Plaza et al. (2015, p.8)

A partir del analisis de las respuestas de los alumnos y de sus justificaciones de
la segunda tarea, Fernandez-Plaza et al. (2015) identificaron siete categorias de
argumentos o concepciones elementales sobre la existencia o no existencia del

limite de una funcioén en un punto:

- Analisis y comparacién de los limites laterales: deciden si existe un
limite a partir de la igualdad o desigualdad de los limites laterales.

- Por continuidad visual/alcanzabilidad: identifican que existe el limite
cuando se trata de una funcién continua o de discontinuidad removible
(es decir, el limite es alcanzable).

- Confusion en el rol de variables en el limite: consideran que el limite
corresponde al valor de la variable x.

- Rebasabilidad del candidato a limite: buscan una cota de la funcion en
torno al punto, pero no se considera dicho punto, la cota es el valor del

limite.
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- No alcanzabilidad del posible valor del limite: los argumentos son los
opuestos al de continuidad visual; es decir, existe el limite si hay
discontinuidad en ese punto.

- Necesidad de definicidn: consideran que es necesaria la definicion de
la funcioén en ese punto para analizar la existencia del limite.

- Confusion en la interpretacion de las aproximaciones laterales:
identifican tender por la izquierda y por la derecha a los casos de x —

—o0 y x = +0o, respectivamente.

Estas tres investigaciones nos muestran las concepciones de los alumnos sobre
el concepto del limite y las posibles dificultades que estan asociadas a algunas

de ellas.
1.1.2 Investigaciones desde la perspectiva de la teoria APOE

La Teoria Accion, proceso, objeto y esquema (APOE), desarrollada por Dubinsky
(1996), tiene sus origenes en la teoria cognitiva de la construccion del
conocimiento de Piaget. Esta teoria estudia la forma en que un alumno construye
un objeto matematico. Esta forma es representada por un modelo (llamado
descomposicién genética, DG) que explicita los mecanismos cognitivos que un
alumno debe formar para construir el objeto matematico. La DG no es unica y
esta sujeta a posibles cambios a partir de los resultados de la experimentacion
(mediante una secuencia de actividades propuesta que permitan al alumno
realizar los mecanismos). A continuacion, revisaremos algunas investigaciones

sobre el concepto del limite desde la perspectiva de esta teoria.

En primer lugar, en el articulo de Cotrill, Dubinsky, Nichols, Schwingendorf,

Thomas y Vidakovic (1996), se propone una DG para el concepto del limite.

En el articulo, se parte de la siguiente premisa: El conocimiento matematico esta
compuesto por acciones, procesos, objetos y esquemas. Las acciones son
definidas como las transformaciones que se aplican a un objeto con el objetivo
de obtener otro, estas acciones son respuestas de un estimulo. Cuando el
individuo controla las transformaciones, estas acciones se convierten en
procesos. Se entiende controlar como la habilidad de explicar y describir la
accion sin necesidad de aplicarla. Se define objeto como el constructo que se

obtiene al encapsular un proceso y se entiende esta encapsulacién como el total
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entendimiento del proceso (toma el proceso como un todo y es capaz de
construir esas transformaciones). Ademas, se realza la importancia de que el
individuo debe ser capaz de invertir y obtener el proceso del que se obtuvo el
objeto. Finalmente, el esquema es la coleccidén de acciones, procesos y objetos

con relaciones coherentes entre ellos.

Ademas, los autores definen la DG como una forma de describir codmo un
individuo comprende el concepto del limite. Esta DG permite desarrollar una
propuesta de cdmo debe ser ensefiado este concepto. Luego de la aplicacion y
del analisis de los datos, se realiza una revision y ajuste de la DG. Es decir, la
DG inicialmente planteada sirve para analizar los datos y estos ultimos sirven

para reajustar esta descomposicion.

Finalmente, se menciona que varios autores coinciden en la idea de que la

concepcion dinamica de limite (lim f(x) = L: f(x) se acerca a L, cuando x se
xX—a

acerca a a) es facilmente desarrollable por el estudiante (y es entendida como
un proceso) y que la dificultad se encuentra en el paso a la definicion formal del
limite (definicion € — §). Sin embargo, los autores plantean la hipétesis de que la
concepcion dinamica del limite de una funcién no es un simple proceso, sino que
es un esquema. Ademas, plantean la idea de que construir este esquema debe
ser el primer paso en la ensefianza del limite. Y que el no construir de manera
completa este esquema puede producir dificultades mas adelante con el
concepto del limite. Segun Cotrill et al. (1996), la definicion informal del limite

(lim f(x) = L interpretada como f(x) = L cuando x - a) consta de dos
X—a

procesos (dos aproximaciones) que constituyen un esquema, el cual permite
obtener el proceso definido como 0 < |[x —a| < & - |f(x) — L| < €. El siguiente
paso es el encapsular este proceso en un objeto y aplicarle dos esquemas que

implican cuantificadores (Para todo €, existe un § tal que ...).

Luego, los autores presentan inicialmente la siguiente descomposicidn genética

del concepto del limite de una funcién en un punto (lim f(x) = L):
X—a

1) La accion de obtener el valor de la funcion f(x) en puntos que se van acercando
al valor de a.
2) Interiorizacion de la accion previa como un proceso donde f(x) se acerca a L,

cuando x se acercaaa
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3) Encapsulacién del proceso del paso 2: cuando se aplican las propiedades de
limites y asi los limites son vistos como objetos a los que podemos
transformarlos con procesos

4) Reconstruccion del proceso del paso 2: uso de los intervalos y desigualdades
para calcular qué tanto se pueden aproximar: 0 < |x —a| <8y |f(x) —L| <e

5) Aplicar una cuantificacion para el paso 4, es decir, mostrar que para cada valor
de g, siempre existe un § que cumpla las desigualdades, de manera que se
permita obtener la definicion formal del limite (definicion ¢ — §)

6) Aplicar la definicion € — & del limite a otras situaciones

Luego de esta descomposicién genética preliminar, los autores plantean una
secuencia de actividades que trabaja con cinco actividades (algunas de ellas
computacionales pues segun los autores esto facilita las construcciones
previstas en la DG, las otras seran en clase para que reflejen en lapiz y papel lo
que aplicaron en las computacionales y otras seran ejercicios con los que el
alumno refuerza lo aprendido en las anteriores): la primera buscaba que los
alumnos escribieran un cédigo para investigar la tasa promedio de cambio de un
cuerpo en caida en un pequefo intervalo de tiempo (y averiguar qué sucedia
cuando este disminuia); en la segunda, se les pedia estimar el valor de la
pendiente de la tangente de la curva de una funcion definida por tramos (usando
un programa, podian graficar la funcién y medir la pendiente de una secante en
el punto, luego usando un programa algebraico, podian obtener las relaciones
entre las variaciones de x y de f(x)); en la tercera actividad, se les brindaba un
cédigo a los alumnos para que obtuvieran el valor de la funcion en un punto y se
les pedia estimar el valor del limite en un punto (aqui se buscaba que el alumno
hubiera interiorizado la idea de aproximacién); en la cuarta actividad, se les daba
a los alumnos un programa que evaluaba la funcién para puntos cercanos al del
limite (tanto a la izquierda como a la derecha) y se les pedia a los alumnos
estimar el valor del limite. En la ultima actividad, se les pedia ajustar la escala de
una ventana de manera que el grafico de una funciéon no desaparezca y asi

puedan coordinar las aproximaciones en el dominio y en el rango.

Finalmente, luego de aplicar y analizar los datos resultantes, Cotrill et al. (1996)
realizan dos reajustes a la descomposicion genética: se incluye un paso previo
al 1 donde se evalua la funcién en un punto cercano a a o en el mismo punto a

y en el paso 3 se desarrolla en otros tres pasos adicionales: Interiorizacién de la

23



accion del paso 2 (el proceso donde x se acerca a a), construccion del proceso
donde y se acerca al valor de L, coordinacién de los dos pasos previos a través
de f. Esto ultimo se interpreta como que f es aplicada al proceso donde x se

acerca a a para obtener el proceso del acercamiento de f(x) a L.

Como conclusiones importantes, Cotrill et al. (1996) sugieren que la secuencia
de actividades computacionales propuesta puede servir como un modelo con el
que los alumnos pueden aprender y entender el concepto del limite; sin embargo,
también sugieren que este diseno se reajuste a partir de los resultados obtenidos
en la experimentacion. Ademas, concluye que la definicién dinamica del limite
implica mas que solo la definicion de un proceso. Y plantea que la definicion
formal del limite es un esquema mas complejo que incluye esquemas de
concepciones dinamicas del limite, ademas las dificultades para construir la
concepcion formal del limite estan relacionadas al insuficiente desarrollo de la

concepcion dinamica.

Con estos resultados, resaltamos el trabajo de la definicion dinamica del limite
que debe ser entendida como un esquema, es decir como una agrupacion de
acciones, procesos y objetos y no ser considerada simplemente como un

proceso.

En segundo lugar, la tesis doctoral de Pons (2014) tiene por objetivo profundizar
en la comprensién que los alumnos tienen sobre el concepto del limite de una
funcién. Por ello, en su investigacion acerca del limite de una funcion en un
punto, se propone como obijetivo principal caracterizar los niveles de desarrollo
del esquema de manera que se evidencie como se logra pasar de un nivel a otro;
ademas, también se propone como objetivo evidenciar la influencia de las
representaciones de una funciéon en la comprensién de las concepciones del

limite (para lograrlo, propone realizar un analisis implicativo).

El autor plantea que el aprendizaje del concepto del limite implica que el
estudiante pueda pasar del pensamiento matematico elemental al pensamiento
matematico avanzado, que define como un nivel en donde el alumno es capaz
de describir, definir, probar mediante construcciones logicas sobre la base de las
definiciones. Por ello, afirma que el concepto del limite no debe ser presentado

con su definicion formal (definicion de Weierstrass), sino que se debe trabajar
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con una serie de ejercicios de manera que el alumno pueda lograr hacer su

propia abstraccion del concepto.

En la investigacion, se plantea que el concepto del limite debe ser visto como un
todo cuyas partes son esenciales y se conectan entre ellas. Pons (2014) afirma
“... un analisis matematico del concepto de limite requiere de las ideas de:
funcién, entorno, cuantificadores, desigualdades” (p. 77). Por ello, estos

conceptos deben formarse antes de conceptualizar el concepto del limite.

Para el desarrollo de su investigacion, Pons (2014) toma como marco teérico a
la teoria APOE ya que esta basada en la idea de que el pensamiento matematico
avanzado se forma desarrollando la nocién de abstraccion reflexiva. El autor
afirma que “La abstraccion reflexiva es (...) la construccidén de objetos mentales
y de acciones mentales sobre esos objetos.” (Pons, 2014, p. 87). El conocimiento
de los estudiantes se evidencia al invocar un esquema de manera que logre
entender, tratar o dar sentido como respuesta ante una situacién problematica.
Sin embargo, no es posible identificar los esquemas, los procesos u objetos ya
que son propias del estudiante. Este esquema del alumno se puede identificar a
partir de las observaciones de sus producciones al resolver situaciones

problematicas.

Para el caso del limite, se dice que el alumno tiene la concepcion acciéon cuando
solo evalua una cantidad finita de valores de la funcion para valores cercanos a
un valor fijo de la variable x. Cuando el alumno repite una accién y empieza a
reflexionar sobre ella puede interiorizarla como un proceso. Al interiorizar este
proceso, el alumno lo percibe como un ente interno, puede describirlo e invertir
sus pasos. En el caso del limite, esta concepcidon se da cuando el alumno realiza
un calculo que evidencia un numero infinito de operaciones. El alumno ha
encapsulado el proceso en un objeto cuando considera el proceso como una
totalidad y es consciente de las operaciones que se aplican a un proceso, realiza
transformaciones sobre el proceso y puede construirlas. Para el caso del limite,
esta concepcidén se da cuando el alumno puede calcular el limite de una suma
de funciones coordinando los procesos de cada una de las funciones.
Finalmente, al estructurar acciones, procesos y objetos se forma un esquema.
Esta concepcion le permite al alumno identificar qué estructura mental debe usar

al tratar de resolver una situacion problematica.
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Pons (2014) parte de la DG revisada de Cotrill et al. (1996), pero realiza una
adaptacion del cuarto paso como una coordinacién métrica de desigualdades y

propone la siguiente DG para el concepto del limite de una funcién en un punto:

Figura 2: Descomposicion genética del limite

Fuente: Pons (2014, p.93)

Para su investigacion, el investigador toma como participantes a 129 alumnos de
Bachillerato de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud (para ellos, las
Matematicas eran cursos obligatorios): 66 de ellos habian recibido la clase de
limites dos semanas previas y los otros 63 habian recibido la clase seis meses
antes. El investigador tom6 como partida un cuestionario de 7 preguntas para
proponer a partir de él un cuestionario de 10 preguntas. Este se realiz6 sobre la
base de las conclusiones del articulo original, de la descomposicidon genética
propuesta por el autor y de los resultados de entrevistas preliminares que se
desarrollé con un grupo de los alumnos participantes. Acerca de las actividades
propuestas, es importante destacar que cada una de ellas tienen objetivos
especificos. Por ejemplo, algunas tratan de identificar si un alumno logra calcular
el valor de una funcién en un punto, logra identificar la aproximacion de una
variable x hacia un punto a, logra la coordinacion entre los procesos de

aproximacion de x y f(x) o si un alumno logra manifestar la existencia del limite.
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Luego del andlisis de los resultados y de las entrevistas, Pons (2014) presenta
en sus resultados las caracteristicas de los niveles intra, inter y trans para el

concepto de limite de una funcién en un punto que se muestran a continuacion:

Figura 3: Caracteristicas del nivel INTRA en Pons (2014)
Fuente: Pons (2014, p.157)

Figura 4: Caracteristicas del nivel INTER en Pons (2014)
Fuente: Pons (2014, p.166)
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Figura 5: Caracteristicas del nivel TRANS en Pons (2014)
Fuente: Pons (2014, p.171)

Ademas, en los resultados de su investigacidén también realiza un analisis
implicativo (con la ayuda de un software informatico), el cual consiste en la
identificacidon de relaciones entre las variables. Es decir, identifica cémo actuan
diferentes elementos en la resolucién de tareas. En el proceso de construccion
del concepto del limite, Pons (2014) analiza como influencian los diferentes
modos de representacion, asi como también identifica como influye la
coincidencia o no de las aproximaciones laterales. Algunos de los resultados del

analisis implicativo se muestran a continuacién:
1) Sobre la comprension de la idea de aproximacién a un numero:

- “La comprensién de la aproximacién a un numero en el dominio en modo
numeérico implica ser capaz de calcular el valor de una funcién en un punto en
modo algebraico-numérico” (Pons, 2014, p. 176). Este resultado implica que,
para lograr que el alumno identifique la aproximacion a un numero, necesita
realizar la construccion de una secuencia de valores de la funcién f(x) sobre la

base de los valores de x.

- “La comprension de la aproximacién a un numero en el rango en modo
algebraico-numérico implica ser capaz de identificar la aproximacion a un
numero en el dominio en modo numérico” (Pons, 2014, p. 177). Este resultado
esta relacionado con la idea de funcion que relaciona una variable independiente

con otra dependiente.
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- “La comprension de la aproximacién a un niumero en modo numérico, ...,
implica ser capaz de identificar esta misma aproximacion en el registro
algebraico-numérico. Y la comprension de la aproximacion a un numero en el
registro algebraico-numérico, ..., implica ser capaz de identificar esta misma
aproximacién en el modo numérico” (Pons, 2014, p. 178,179). Con ello, el autor
plantea que las representaciones numérico y algebraico-numérico tienen el

mismo rol en la construccién de la idea de aproximacion a un numero.

- “La comprensién de la aproximacion a un numero en el rango se inicia en modo
algebraico-numérico cuando las aproximaciones laterales coinciden y se
consolida en este mismo modo, y en el numérico cuando las aproximaciones
laterales no coinciden” (Pons, 2014, p. 180). Con esto, el autor da a entender
que el modo de representacién con el que se inicie el proceso de construccién

del limite esta asociado a si coinciden o no los limites laterales.

- “La comprension de la aproximacion a un numero en el dominio no implica
necesariamente la comprensién en la aproximacion a un numero en el rango”
(Pons, 2014, p. 180). Esto evidencia la distincion entre los procesos de
aproximacién en el dominio y en el rango y como una de ellas no implica a la

otra.

- “Comprender la aproximacion a un numero cuando las aproximaciones
laterales no coinciden implica ser capaz de coordinar las aproximaciones en el
dominio y en el rango cuando las aproximaciones laterales coinciden” (Pons,
2014, p. 182). Esto se puede interpretar como que, para construir la nocién de
las aproximaciones laterales, es necesario construir la nocion de aproximacion

cuando las laterales coinciden.

2) Sobre la comprension de la coordinacion de las aproximaciones en el

dominio y en el rango:

- “La comprension de la coordinacién de las aproximaciones en el dominio y en
el rango en modo grafico, cuando las aproximaciones laterales no coinciden, y
en modo algebraico-numérico, cuando las aproximaciones laterales coinciden,
implican ser capaz de establecer dicha coordinacion en modo numérico cuando

las aproximaciones laterales coinciden” (Pons, 2014, p. 184).
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- “El acceso a la coordinacion de las aproximaciones en el dominio y en rango
cuando estas coinciden se inicia en modo grafico, se progresa en modo
numeérico, y se consolida en modo algebraico-numérico” (Pons, 2014, p. 185). A
partir de estos resultados, el autor sugiere un orden en el que deben aparecer
los modos de representacion de una funcién para lograr la coordinacion entre las

aproximaciones de f(x) y de x.

- “El acceso a la coordinacion de las aproximaciones cuando estas no coinciden
se inicia indistintamente en modos grafico y algebraico-numérico, y se consolida
en modo numérico” (Pons, 2014, p. 186). En este resultado, se evidencia que,
cuando los limites laterales no coinciden, se construye la coordinacién de las
aproximaciones (f(x) = L,x —» a) en primer lugar en los modos graficos y

algebraico-numérico para luego desarrollarse en el modo numérico.

- “El nexo de uniodn entre la coordinacion de las aproximaciones no coincidentes
y coincidentes se realiza con los modos grafico y numérico” (Pons, 2014, p. 186).
Esto se puede interpretar como que es necesario que el alumno trabaje en las
representaciones grafica y numérica de una funcion para lograr el paso de la
aproximacioén (cuando los laterales coinciden) hacia la aproximacion (cuando los

laterales no coinciden).

3) Sobre la coordinacion de las aproximaciones y la comprensiéon de la

coordinacién métrica en términos de desigualdades:

- “Cuando las aproximaciones laterales coinciden, la comprensién de la
coordinacién métrica del limite en términos de desigualdades en modo numérico
se apoya en ser capaz de establecer la coordinacion de las aproximaciones
coincidentes en el dominio y en el rango en modo algebraico-numérico” (Pons,
2014, p. 188). Esto implica que, para construir la definicién formal (métrica) del
limite, es necesario primero construir la coordinacion entre las aproximaciones

(f(x) = L,x — a) en la representacion algebraica-numérica.

- “La comprensiéon de la coordinacion métrica del limite en términos de
desigualdades se apoya en la comprension de la coordinacion de las
aproximaciones en el dominio y en el rango cuando las aproximaciones laterales
coinciden, pero no implica necesariamente la compresion de dicha coordinacién

cuando las aproximaciones laterales no coinciden” (Pons, 2014, p. 188). Esto
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sugiere que la definicibn métrica de limite inicia con la construccién de la
definicion dinamica en el caso donde los limites laterales coinciden; sin embargo,

esto no se cumple si los limites laterales no coinciden.

1.1.3 Investigaciones desde la perspectiva de la Teoria Antropolégica
de lo Didactico (TAD)

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) fue desarrollada por Chevallard
(1999). Esta teoria plantea que cualquier actividad matematica puede ser
descrita mediante praxeologias (organizacién matematica). Esta praxeologia
esta conformada por dos niveles: el nivel praxis, que incluye tipos de tareas y las
técnicas para resolverlas, y el nivel del logos, que incluyen las tecnologias que
justifican las técnicas usadas y las teorias que justifican estas tecnologias.
Ademas, también se definen las Organizaciones Matematicas (OM) que estan
constituidas por uno o varios tipos de tareas que se desarrollan con técnicas
matematicas justificadas por tecnologias y una teoria matematica. Chevallard
(1999) distingue cuatro niveles de OM: OM puntuales (OMP), OM locales (OML),
OM regionales (OMR) y OM globales (OMG). Las OMP se construyen a partir de
un unico tipo de tarea que tiene asociada una unica técnica, las OML estan
conformadas por varias OMP articuladas por un unico discurso tecnoldgico
comun (es decir las técnicas de las OMP que la conforman comparten una misma
tecnologia para cada una de sus técnicas). Las OMR estan formadas por la

articulacion de varias OML alrededor a una misma teoria.

Ademas, se definen los géneros de tareas como una clasificacion mas amplia
que agrupa varios tipos de tareas, aqui se definen, por ejemplo, los géneros

calcular, demostrar, graficar, construir, etc.

A continuacién, revisaremos algunas investigaciones desarrolladas con relacién

a esta teoria.

En el articulo de Corica y Otero (2009), se presentan las organizaciones
matematicas del limite de una funcién para una instituciéon educativa de nivel

universitario.

Para este estudio, las autoras presentan una investigacién descriptiva e
interpretativa realizada al curso Analisis Matematico | de una universidad

argentina, este curso contaba con 283 estudiantes. La duracion del curso es de
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4 meses, tiene sesiones de clases tedricas (CT) y clases practicas (CP), el
contenido del curso incluye un capitulo de Limite y Continuidad de Funciones,
que es tema de investigacion de este articulo. La informacién obtenida de las
autoras consta de las observaciones (donde ellas no intervienen) obtenidas
durante 3 meses, audios de las clases teoricas y practicas, los apuntes de los

profesores en la pizarra, los apuntes de los alumnos y las evaluaciones de estos.

Luego, las autoras presentan y analizan la Organizacion Matematica
efectivamente ensefiada (OMee) que fue definida previamente como una etapa
de la transposicion didactica (TD), a continuacion, se muestra el esquema de la
TD que se propone en el articulo. Esta OMee esta compuesta a la vez por varias
OMP que son las que consideran a un unico tipo de tarea y un unico bloque

tedrico-practico.

(o]\Y] oM oM oM
sabia a ensefiar | ensefiada aprendida

Figura 6: Esquema de la transposicién didactica

Fuente: Adaptado de Corica y Otero (2009, p.7)

En la OMEg, identifican cuatro géneros de tareas: Definir, Demostrar, Calcular y
Representar Graficamente. Para cada una de ellas, las autoras detallan los tipos
de tareas y las tareas especificas. Como una de las observaciones importantes,
se destaca que el género Calcular presenta la mayor cantidad de tareas (16 en
total), mientras que los géneros Demostrar, Definir y Representar graficamente

les corresponden 7, 4 y 1 tarea, respectivamente.

En la siguiente figura, se presentan los principales componentes que constituyen

la OMEEe del limite de una funcion:
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Figura 7: Organizacion matematica efectivamente ensefiada

Fuente: Corica y Otero (2009, p. 16)

T4'A partir de esta descripcién, Corica y Otero (2009) realizan una descripcion
detallada de cada OMP y los géneros de tareas que se evidencian en ellas, asi
como también los tipos de tareas relacionadas. Ademas, evidencia en su analisis
cémo algunas OMP consolidan el bloque tecnolégico de otras OMP. Algunas

conclusiones se muestran a continuacion:

Las OMP1, OMP2, OMP3 y OMP4 consolidan el bloque tecnolégico que

justifican las técnicas que sirven para resolver los tipos de tareas que forman

parte de las OMP5, OMP6, OMP7 y OMP8.

- La OMP4 consolida el bloque tecnolégico que justifica algunas de las técnicas
usadas en la resolucion de los tipos de tareas de la OMP3.

- La OMP2 consolida la tecnologia de algunas de las técnicas usadas en la
resolucion de los tipos de tareas de la OMPG6.

- La OMP1 conforma el bloque tecnoldgico de la OMP5.

- El bloque tecnolégico del tipo de tarea en OMP6 se consolida de manera

parcial en la OMP2
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- Algunas de las propiedades usadas en la OMP6 aparecen en el material
tedrico propuesto por los profesores por lo que se usan herramientas
incuestionables y utilizables.

- La OMP7 no cuenta con un entorno tecnoldgico que haya sido consolidado en
las anteriores OMP. (Esto esta relacionado a la restriccion del tiempo al que
estan supeditados los profesores)

- La OMP1 consolida en entorno tecnolégico que justifica las técnicas usadas
en la resolucién de los tipos de tareas de la OMP8.

- Las OMP identificadas muestran que tienen el propdsito de ensefiar como se
resuelven las tareas. No se muestran tareas que cuestionen el entorno
tecnoldgico. Los tipos de tareas identificados estan orientados a realizar
operaciones algebraicas con limites (esto evidencia un enfoque algebraico y

reduccionista del calculo).

En el estudio de los examenes de los alumnos, identifican los siguientes tipos de

tareas:

Figura 8: Tipos de tareas identificados a partir de las evaluaciones
Fuente: Corica y Otero (2009, p.20)
Y a partir de ellos, realizan la siguiente tabla que muestra las tareas de las

evaluaciones:
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Figura 9: Tareas identificadas en las evaluaciones
Fuente: Corica y Otero (2009, p.21)
A partir de estos resultados y de las soluciones de los alumnos en las
evaluaciones, Corica y Otero (2009) notan que los estudiantes no realizan de
manera correcta la demostracion de la definicion formal del limite. Ademas,
evidencian que las actividades de las CP se enfocan en las tareas relativas al
género Calcular, lo que da una vision algebraica del limite. Finalmente, también
resaltan que las CT muestran el concepto del limite como un conocimiento
terminado ya que las clases de los profesores con claramente expositivas (sin
participacion de los estudiantes) y no permiten que el estudiante desarrolle su
definicion, esto ocasiona una desconexion entre el bloque practico y el bloque

tedrico del conocimiento.
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Esta investigacion resulta de mucha utilidad ya que nos brinda una vision del
trabajo del concepto en estudio (limite) segun el marco tedérico de la TAD. Es
decir, nos muestra una forma de identificar las organizaciones matematicas
(tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias). Ademas, muestran como se
articulan estas, es decir, sirve de referencia para identificar como algunas OM

consolidan el entorno tecnoldgico de otras.

Por otro lado, la investigacion de Hardy (2009) presenta un analisis de una
investigacion sobre cémo influencian las practicas institucionales en el

conocimiento que los alumnos creen que deben formar.

El estudio se realiz6é a un grupo de alumnos de 17 o 18 afos que habian llevado
el curso de célculo. Se trabajé con el concepto del limite que ellos habian
formado a partir de las clases, libros de texto, ejercicios y evaluaciones. En el
articulo, la autora se centra en el analisis de las preguntas que se tomaron en
los examenes finales de los ultimos seis afios para un curso de célculo y en los
procedimientos que se esperaban que los alumnos hicieran. A partir de esto, la
investigadora define modelos de lo que los alumnos conciben como el
conocimiento que debian aprender y modelos de lo que los profesores del curso

conciben el conocimiento que los alumnos debian formar.

En primer lugar, para describir el conocimiento desde la perspectiva de los
profesores, la autora identifica tres tareas del célculo de limites de funciones

propuestas en examenes finales: lim@; lim—vp(x)_Q(x); lim 22 Para cada
x-cQXx)" x»>c R(X) x—00 Q(x

tarea, presenta las soluciones que los profesores esperan de los alumnos, las
técnicas que se usan en los libros de texto, asi como también, presenta la
tecnologia y la teoria que fundamenta cada una de las técnicas presentadas. La
justificacion de que estas tareas sean las mas representativas de los examenes
solo responde a la tradicion (los profesores comparten la idea de que esas tareas
representan el minimo conocimiento que debe tener un alumno sobre el limite

de una funcion).

A partir de la descripcién de la praxeologia de las tareas, la autora diferencia
entre el conocimiento a ser aprendido, presentes en las soluciones de los
profesores y en las técnicas, y el conocimiento a ser ensefiado, que se muestra

en las tecnologias. El conocimiento a ser ensefiado, segun la perspectiva del
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profesor, esta orientado al bloque practico, es decir al calculo de limites, esto se
da debido a una tradicion que tienen los profesores sobre el minimo
conocimiento que los alumnos deben tener. Esto ocasiona una falta del

componente tedrico en las percepciones de los alumnos.

Para el andlisis de la perspectiva de los alumnos, Hardy (2009) utiliza cuatro

ejercicios para el célculo de limites que corresponden al tipo de tarea 1

x+3 x%—4 . x3+4x%49
presentada anteriormente: lim—; lim=—=; lim ——; lim 22"
x—1 x2+x x-52x2-9" x55x2-2 ' x51  x242

. En estos
ejercicios, se pide el calculo de limites de funciones racionales y se presenta la
cantidad de alumnos que respondieron correctamente, incorrectamente y los que
no respondieron. Ademas, presenta fragmentos de algunas entrevistas que tuvo

con los alumnos después de la prueba.

A partir de las entrevistas, la autora identifica que en los problemas 1, 2y 3, la
mayoria de los alumnos buscaban factorizar y simplificar, otros reemplazaban el
valor y luego factorizaban. Con esto, se evidencia el comportamiento tipico que
los alumnos han desarrollado para problemas de calculo de limites de funciones
racionales, donde siguen una secuencia de técnicas. En el problema 2, los
alumnos no tuvieron dificultad en hallar la respuesta siguiendo la secuencia
aprendida. Sin embargo, en los problemas 1 y 3, se evidencio el conflicto que
ocasion6 en los alumnos el no poder simplificar un factor. Finalmente, en el
problema 4, la mayoria de los alumnos logré obtener la respuesta correcta
sustituyendo el valor. Muchos de estos no habian intentado la sustitucion directa
en el problema 2 debido a que la factorizacién de las expresiones los hacia

identificar este problema como diferente al problema 4.

A partir de la informacién obtenida en las entrevistas, la autora identifica dos tipos
de problemas de calculo de limites de expresiones racionales que los alumnos

esperan: aquellos donde x tiende a una constante y las expresiones son
. . . .. 0
factorizables, estos normalmente presentan la indeterminacién ;Y aquellos

donde las expresiones no son factorizables, donde normalmente el valor del
limite se obtiene reemplazando la constante o donde la variable tiende al infinito.
Esto evidencia una norma matematica-social, cognitiva y didactica, que se debe
a que el bloque tecnoldgico y tedrico de los alumnos estan formados sobre la

confianza en las practicas institucionales y en la autoridad del profesor.
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Finalmente, la autora concluye que las practicas institucionales han
condicionado a los alumnos y a los profesores. A los alumnos, para que estén
acostumbrados a preguntas como las presentadas en los tipos de tareas 1, 2 y
3 (aqui se evidencia como se condiciona la forma de afrontar los problemas de
los alumnos que no presenta el componente tecnoldgico-tedrico que lo sustente)
y, a los profesores, para los tipos de preguntas que deben colocar en las
evaluaciones. El pensamiento de los alumnos y de los profesores de lo que debe
ser aprendido y ensefiado se basan en la tradicién y la confianza en los

elementos (ejercicios, evaluaciones) que lo respaldan en la institucion.
1.2 Investigaciones de referencia sobre MER

En esta seccion, se presentaran tres trabajos que muestran la construccion de
un MER para los conceptos de derivada y de limite. EIl MER, que se enmarca en
la TAD, es el modelo que muestra la interpretacion y explicitacion de la actividad
matematica (ensefianza y aprendizaje) que acompaia al objeto matematico en
estudio. En la TAD, se plantea que construccién del MER es imprescindible para
la formulacion de un problema didactico. “Dado que la TAD interpreta la actividad
matematica como una actividad humana institucionalizada, un MER (y la
cuestion generatriz que viene a responder) se elabora en relacion a una
institucion” (Fonseca, Gason, Oliveira, 2014, p. 3). De manera general, el MER
se constituye como una red de praxeologias matematicas que se van
complementando o que se van ampliando. Esta red de praxeologias
matematicas se presentan mediante cuestiones y respuestas con estructuras
praxeolégicas. En los trabajos de construccion de MER, la modelizacion
matematica tiene un rol muy importante. Al respecto, la TAD postula que la
actividad matematica se identifica como una actividad de modelizacion
matematica. Los procesos de modelizacion son considerados como procesos de
reconstruccién y articulacion de organizaciones matematicas cada vez mas
complejas que tienen su origen en el cuestionamiento de la “razén de ser” de las
organizaciones matematicas que se desean reconstruir y articular. (Parra, Otero
y Fanaro, 2009)

En primer lugar, en el trabajo de Fonseca, Gascon y Oliveira (2014), se presenta
una parte de un MER construido asociado al concepto de derivada. Y muestran

algunas de las cuestiones que podrian evidenciar las sucesivas praxeologias,
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aunque advierten que, debido a la amplitud de un MER completo, la descripcidn
que realizan no incluye todo el bloque tecnoldgico-tedrico necesario para la

explicitacion de las organizaciones matematicas.

Para la construcciéon del MER, los autores usan la modelizacion matematica,

sobre esta afirman lo siguiente:

- La nocion de modelizacion intramatematica esta incluida en la nocién de
modelizacion y es considerada como la modelizacion matematica de sistemas
matematicos.

- Los modelos que se construyen muestran una estructura praxeoldgica y su
funcién no es la de ser una imagen fiel al sistema modelizado, sino que debe
ser una construccion artificial para aportar conocimientos sobre él.

Se interpreta la modelizacién matematica como un instrumento capaz de
articular y dar funcionalidad a la actividad matematica escolar. La TAD
describe los procesos de modelizacion como procesos de reconstruccion
y articulacion de organizaciones matematicas de complejidad creciente
que necesariamente tienen que partir de cuestiones problematicas que se
plantea una comunidad de estudio y que constituyen la “razén de ser” de
las citadas organizaciones matematicas (Fonseca, Gascén y Oliveira,
2014, p. 7)

Antes de presentar las cuestiones planteadas en el MER, Fonseca, Gascon y
Oliveira (2014) advierten que se situan en el momento en que la derivada ya
forma parte del equipamiento praxeoldgico inicial de la comunidad en estudio
(este equipamiento es entendido como el conjunto de técnicas y tecnologias con
el que ya cuenta la comunidad). En este estudio, los autores mencionan que
dentro del equipamiento praxeoldgico inicial, ya se cuenta con las técnicas de
derivacién y las técnicas asociadas al estudio de funciones (polindbmicas,
racionales y exponenciales basicas). Esto implica poder obtener ciertas
caracteristicas de la funcion como la obtencion del dominio de la funcion, la
representacion grafica y sus asintotas, los signos de la funcioén, los ceros, los
intervalos de continuidad, los intervalos de monotonia y los extremos de la
funcién. Ademas, las cuestiones planteadas en el MER estan situadas en el
ambito de las Ciencias de la Salud, especificamente, en el estudio de la

concentracion de un medicamento en el torrente sanguineo.

En el MER planteado, parten de la siguiente cuestidon generatriz (que es

intencionalmente muy abierta):
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“QO0: Con la finalidad de erradicar una epidemia se inyecté una determinada
cantidad de medicamento a una poblacion de individuos infectados. ¢ Coémo
podemos estudiar la variacion de la concentracién del medicamento en el
torrente sanguineo de estos pacientes?” (Fonseca, Gascon y Oliveira, 2014, p.
10)

Para dar respuesta a la cuestidon generatriz se generan las siguientes preguntas

que evidencian los tres niveles de la modelizacion funcional.

1) Primer nivel de modelizacién funcional: esta formada por modelos donde se
usan funciones aisladas de una Unica variable y su ecuacion asociada. Estos
modelos contienen las técnicas relativas al estudio de la variacion de
magnitudes, crecimiento, decrecimiento, ritmo de variacién, extremos, etc. A
continuacion, se muestra la cuestion planteada para este nivel de modelizacion.
“Q1 : ¢ Como estudiar la variacion de la concentracién de un medicamento en el
torrente sanguineo de un paciente si suponemos que t horas después de ingerido

el medicamento, la concentracion (medida en miligramos por litro) viene dada

t
2t2+1

por la funcién C(t) = ?” (Fonseca, Gascon y Oliveira, 2014, p. 11). Y se

plantean las siguientes preguntas derivadas:
Q11: ;Se puede afirmar que la concentracion del medicamento en el torrente
sanguineo aumenta con el tiempo?

Q12:  Como varia dicha concentracién a largo plazo?

Q13: ;A partir de qué momento se inicia la eliminacion progresiva del
medicamento del torrente sanguineo?

Q14: ;Cuanto tiempo después de la ingestion del medicamento se alcanza la
maxima concentracién en sangre? ;De cuantos mg/l es dicha concentracién
maxima?

Q15: ¢ En qué momentos decrece mas rapidamente la concentracion?
(Fonseca, Gascon y Oliveira, 2014, p.12)
Ademas, plantean una posible ampliacidon a la cuestion Q1 planteada con las

siguientes cuestiones:

Q1 : ¢ Coémo estudiar la variacion de la concentracion de un medicamento en el
torrente sanguineo de dos pacientes, Ana y Carlos, si suponemos que son
administradas, por la primera vez, dosis terapéuticas iguales y que, durante las
primeras 12 horas después de la toma simultanea del medicamento, las
concentraciones, medidas en mg por litro de sangre, vienen dadas
respectivamente por: A(t) = 4t3e”t y C(t) = 2t3e7%7t? (Fonseca, Gascén y
Oliveira, 2014, p.13)
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2) Segundo nivel de modelizacion funcional: se construye sobre modelos que
estan conformados por familias de funciones de una variable y sus ecuaciones
asociadas. Se plantea ampliar el modelo funcional a partir de la diferencia de la
funcion propuesta en Q1 para diferentes tipos de pacientes. Se caracteriza la
concentracion del medicamento en la sangre de cada paciente mediante el valor
de a. A continuacién, se muestra la cuestion planteada para este nivel de

modelizacion.

“Q2 : ¢ Como estudiar la variacion de la concentracion de un medicamento en el
torrente sanguineo de un paciente si suponemos que t horas después de ingerido

el medicamento, la concentracion (medida en miligramos por litro) viene dada

at

por la funcion C,(t) = Sz 0 cona> 0?” (Fonseca, Gascon y Oliveira, 2014,

p.15). Para esta cuestion, se presentan cuatro preguntas derivadas.

Las técnicas usadas en este segundo nivel de modelizacion evidencian una
ampliacion a las usadas en Q1, apoyadas en las transformaciones geométricas

elementales y dilataciones.

3) Tercer nivel de modelizacién funcional: se compone de praxeologias de
familias de funciones de mas de una variable. En este tercer nivel, el papel de la
“‘variable” y del “parametro” es intercambiable y se estudia como varia una
funcion debido a la variacion de dos o mas variables. A continuacion, se muestra

la cuestién planteada para este nivel de modelizacion.

“Q3: ¢, Como estudiar la variacion de la concentracion de un medicamento en el
torrente sanguineo de un paciente si suponemos que, t horas después de
ingerido el medicamento, la concentracién (medida en miligramos por litro) viene
dada por la funcion de incremento C(t) = ate™*t donde a y k son constantes
positivas?” (Fonseca, Gascén y Oliveira, 2014, p. 18). Para esta cuestion se
presentan dos preguntas derivadas donde se analiza la variacion de la funcion a

partir de las variaciones de los parametros a y k.

Si bien este MER construido no corresponde al concepto del limite de una
funcion, brinda una clara descripcion de la forma de construir un MER mediante
la modelizacion funcional. Ademas, mientras los autores describen las posibles
técnicas usadas para la resolucion de tareas evidencian la ampliacién de la

técnica usadas en praxeologias anteriores.
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Como segundo articulo, revisaremos el trabajo de Parra, Otero y Fanaro (2009)
donde proponen una construccion de una organizacion matematica (OM) de
referencia asociado al concepto del limite y de continuidad para la Economia y
la Administracion. Las autoras plantean que la OM de referencia sirve como
punto de analisis desde la cual se pueden analizar las OM que se proponen,
reconstruyen y aprenden sobre el concepto en estudio. Ademas, consideran que
esta OM de referencia se define como aquella praxeologia que busca tener el
caracter de generalidad y a partir de esta podrian emerger cada una de las OM
que pueden estudiarse o reconstruirse. Para cada una de estas praxeologias,
las autoras realizan una descripcidn detallada de los tipos de tareas, técnicas,

tecnologias y teorias asociadas.

Parra, Otero y Fanaro (2009) evidencian el sentido de la nocién de limite dentro
de la propia matematica (a partir de la construccion de numeros irracionales
como limite de sucesiones de numeros racionales: asi se evidencia la necesidad
del concepto del limite para la construccion de los numeros reales), el sentido de
la nocion de limite dentro del area de la economia y la administracion (ya que el
concepto de derivada muestra una notoria relevancia para analisis de la variacion
del punto de equilibrio a partir de la variacién de parametros) y, finalmente, el
sentido de la nocién de limite para la sociedad (muestra como ejemplo una
situacion en la que se necesita minimizar los costos de una fabrica o la

produccion maxima de una maquina).

En esta investigacion, Parra, Otero y Fanaro (2009) proponen la construccién del
MER a partir de la modelizacién intramatematica que permitira identificar las OM
asociadas a los conceptos de limite y de continuidad que le dan sentido a las OM
asociadas al concepto de derivadas. Este ultimo concepto es crucial para la
Economia y Administracién (pues se usan las derivadas para analizar las
variaciones en funciones que simulan el comportamiento de los mercados, que
se desarrolla mediante la modelizacion extra-matematica). En el siguiente

grafico, se muestran las OM identificadas asociadas al limite.
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Figura 10: Estructura de la OM de referencia

Fuente: Adaptado de Parra, Otero y Fanaro (2009, p.7)

Asi, las autoras plantean las siguientes cuestiones iniciales: “;Por qué y cémo

verificar la existencia o inexistencia del limite de funciones? y s Por qué y cémo

calcular un limite suponiendo que existe?” (Parra, Otero y Fanaro, 2009, p. 6)

Estas dan origen a dos OML.:

OM1: Esta OM se construye alrededor de la definicion usual del limite y
continuidad de funciones reales. La cuestidén generatriz es la existencia del limite
de una determinada funcion en un cierto conjunto de puntos y/o cuando éste

coincide con la funcidon evaluada en

dicho conjunto. La tecnologia de esta OM

local es la definicion del limite de funciones

OM2: Esta OM gira en torno al algebra del limite y su cuestion generatriz es por
qué y como calcular el limite, habiendo establecido que existe. La tecnologia de
esta segunda OM es el conjunto de las propiedades del limite de funciones.

(Parra, Otero y Fanaro, 2009, p. 6, 7)

Luego, las autoras identifican los siguientes tipos de tareas en cada una de las

OML presentadas:

Tabla 2: Tipos de tareas identificadas para cada OML

OML1: en torno a la definiciéon del limite

OML2: en torno al algebra del limite

T1.1: Verificar la existencia o inexistencia del
limite finito de una funcién real f de una
variable en un punto.

T>.1: Calcular el limite de una funcion real f
de una variable en un punto.

T1.2: Verificar la existencia o inexistencia de
los limites infinitos y de limites en el infinito
de una funcion real f de una variable.

T22: Calcular el limite de una funcién real f
de una variable en el infinito.

T1.3: Verificar la existencia o inexistencia del
limite finito de una funcion real f de dos
variables en un punto del plano o en un
subconjunto de puntos.

T2.3: Estimar limites de una funcion real f de
una variable en un punto.
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T1.4: Verificar la continuidad o discontinuidad
de una funcioén real f de una variable en un
punto o en un subconjunto de puntos.

T2.4: Calcular el limite de una funcién real f
de dos variables en un punto del plano.

T1.5: Verificar la continuidad o discontinuidad
de una funcion real f de dos variables en un
punto del plano o en un subconjunto de
puntos.

T25: Calcular limites sucesivos de una
funcion real f de dos variables.

T16: Verificar las propiedades del limite y de
la continuidad de funciones reales f de una o
dos variables

T26: Calcular limites direccionales de una
funcion real f de dos variables.

T2.7: Determinar puntos o conjunto de
continuidad o discontinuidad de una funcion
real f de una variable.

T2s: Determinar puntos o conjunto de
continuidad o discontinuidad de una funcion
real f de dos variables.

Fuente: Adaptado de Parra, Otero y Fanaro (2009, p. 7 y 8)

Al realizar el andlisis praxeoldgico, las autoras destacan que, en la OMLA1, se

demuestran las propiedades que luego forman parte del entorno tecnoldgico en

la OML2. Las OML descritas en la investigacion estan articuladas y responden a

la cuestion generatriz. Y ambas en conjunto le dan sentido al concepto de

derivabilidad de funciones reales que, como se muestra en la investigacion, es

un concepto crucial en las Ciencias Econdmicas.

Por ultimo, mostraremos un resumen de una parte de la investigacion de Corica

y Otero (2012) donde muestran una OM de referencia asociada al concepto del

limite y de continuidad. Esta OM forma parte de una investigacion mas amplia

donde se analizan las OM asociadas a la ensefianza de estos conceptos a partir

de la OM de referencia construida.

Las autoras formulan la siguiente cuestién generatriz (formada por dos preguntas

complementarios): “Q,: ¢Como estudiar la existencia del limite de funciones?

Q;:¢ Para qué estudiar la existencia del limite de funciones?” (Corica y Otero,

2012, p. 7). A partir de esta cuestion generatriz, se derivan un conjunto de

preguntas generatrices y asi se establecieron 16 OM articuladas. En la figura

adjunta, se muestran las OM identificadas, asi como las relaciones que se

forman entre ellas:
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Figura 11: Modelo Epistemoldgico de Referencia

Fuente: Parra, Otero y Fanaro (2012, p. 9)

A continuacién, se muestran las cuestiones generatrices y las OM a las que

dieron origen:

Tabla 3: Cuestiones generatrices de las 16 OMP identificadas

Cuestion generatriz OMP

Q: ¢ Qué significa que exista el limite? OM;

Q,: ;,Como se vincula el limite de funciones con el limite de sucesiones? OM;

Q3: Como demostrar la existencia del limite? OMs, OM4
OMs Yy OMs

Q4: ¢, Como calcular el limite? OM; y OMg

Qs: ;,Como determinar la continuidad de funciones? OMg , OMo
OM11y OM12

Q¢: ¢ Como demostrar teoremas que permiten estudiar a funciones continuas en OMy3

intervalos cerrados?

Q-: ;,Como establecer la existencia de los ceros de una funcion? OM14

Qg: ., Como establecer si una funcion alcanza un maximo y/o un minimo? OMys
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Qq: ;,COomo representar graficamente a funciones de variable real? OMys

Fuente: Adaptado de Parra, Otero y Fanaro (2009, p. 9, 10y 11)

En la figura del modelo epistemoldgico de referencia también se evidencia a
través de las flechas, las relaciones entre las OM y como en algunas OM se
consolida la tecnologia que justifica las técnicas para resolver tipos de tareas
correspondientes a otras OM. Por ejemplo, la OM; es fundamental para consolidar

la tecnologia que justifica la existencia de las técnicas de las otras OM.

Este analisis nos muestra como se identifican las OM relacionadas a los

conceptos de limites y de continuidad y cémo se articulan entre ellas.

Estos tres trabajos presentados serviran de base para esta investigacion cuyo
objetivo es la de construir un MER asociado al concepto del limite para la

institucion educativa universitaria en estudio, desde el marco tedrico de la TAD.

1.3 Investigaciones asociadas a las concepciones historicas

del limite

En primer lugar, Medina (2000) propone que, para estudiar las concepciones de
los alumnos sobre el limite, es necesario conocer los significados del concepto
a lo largo de su historia. Asi que, en este estudio, se realiza un resumen sobre
la evolucién de la concepcidn del limite. La autora toma como marco teérico la
definicion de concepcién de Vergnaud: cada concepto matematico esta formado
por una terna: S (conjunto de situaciones que dan coherencia al concepto), |
(conjunto de invariantes que conforman el concepto) y s (conjunto de

representaciones y propiedades del concepto).

Este andlisis de la evolucion histérica del concepto tiene como fundamento la
Teoria de dificultades y obstaculos epistemolégicos. Es decir, que la autora
considera que, al definir un concepto matematico, aparecen dificultades y
obstaculos. Una dificultad es aquella que se resuelve al reorganizar la teoria que
se conoce del concepto; mientras que un obstaculo, es aquel que se resuelve
mediante un cambio radical de una concepcidn, al lograrlo, se dice que se ha

superado el obstaculo.

Este marco tedrico sirve como base para que Medina (2000) presente los

estadios de las concepciones del limite (para): concepcion geomeétrica,
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concepcion de Newton, concepcion de Leibnitz, concepcidon algebraica,
concepcion aritmética, concepcidn analitica o de Weierstrass. La autora presenta
la terna S,I,s para cada concepcion y resalta que estas se interrelacionan y se
afectan unas a otras. Esta evoluciéon de la concepcién del limite se va
desarrollando mientras van apareciendo los siguientes problemas: “La relacién
entre numero (lo discreto) y magnitud (lo continuo) (...) Naturaleza de los
elementos infinitesimales (...) Busqueda del rigor en el algebra (...)
Razonamiento circular en las definiciones de limite y de numero irracional”
(Medina, 2017, p.14 y 15)

Este analisis epistemoldgico del concepto del limite sirve de base para el analisis
de los obstaculos epistemolégicos que se van presentando: “Horror al infinito (...)
Separacion de lo geométrico y lo numérico (...) Obstaculo geométrico (...) Transferencia
de lo finito a lo infinito (...) Principio de continuidad de Leibniz (...) Obstaculo relativo a
funciones (...) El limite se alcanza o no (...) Obstaculo de la simbologia” (Medina, 2017,
p. 15y 16)

La autora también identifica las dificultades que aparecen en la historia del
concepto del limite, estas dificultades no son reconocidas como obstaculos
porque son menos resistentes; sin embargo, ayudan a reforzar los obstaculos.
Algunas de las dificultades que menciona la autora son: el exceso del rigor, la
influencia de la intuicion geométrica, la falta de resultados directos, caracter
empirico de las matematicas, las dificultades asociadas al algebra en su posicion
finitista, las generados por el uso de las expresiones dinamicas como

impedimento para construir la definicién formal y simbdlica del limite.

Como conclusiones importantes, la autora resalta que el proceso de
institucionalizacion del concepto del limite ha sido bastante dificil y las diferentes
concepciones sobre él evidencian la complejidad del concepto. Ademas, se
evidencia que este proceso de institucionalizacion del limite no es un proceso
continuo y secuencial, sino que implica avances y retrocesos mientras iban

surgiendo dificultades y obstaculos por superar.

Este articulo visibiliza la importancia del estudio de la evolucidn histérica de un
concepto matematico ya que permite identificar posibles obstaculos que pueden
surgir en la ensefanza y aprendizaje de este concepto relacionados a los

obstaculos que surgieron en su evolucion historica.
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Por otro lado, Artigue (1995) realiza un analisis sobre la ensefianza de los
principios del calculo. Para ello, desarrolla un analisis de la evolucidn histérica
de la ensefianza del célculo en la educacion secundaria en Francia. Luego,
identifica, de manera bastante concisa, los problemas (dificultades y obstaculos)
que se han evidenciado en las diversas investigaciones relacionadas a cada
concepto del calculo (numeros reales, funciones, limite de una funcién).
Finalmente, se centra en las realizaciones didacticas y muestra un panorama de
las investigaciones que buscan resolver los problemas asociados al concepto del
limite. En su articulo, la autora tiene el objetivo de evidenciar los problemas
epistemoldgicos, cognitivos y didacticos asociados a los conceptos de los
principios del calculo. Con ello, busca de evidenciar la problematica asociada a
los principios del calculo que se refleja en la gran cantidad de investigaciones
relacionadas a estos (algunas orientadas a identificar los problemas asociados y
otras buscando desarrollar proyectos de innovacion en la ensefianza). Estas
investigaciones difieren por los marcos tedricos que usan y por el peso que les

otorgan a las tres dimensiones (epistemoldgica, cognitiva y didactica).

Como conclusiones importantes, la investigadora afirma que es evidente que es
inevitable encontrar problemas al introducir un alumno al calculo. Ademas, las
dificultades y obstaculos asociados a los conceptos del principio del célculo son
diversos e incluso el buscar evitarlos puede reforzarlos. Finalmente, la autora
asevera que, en la ensefianza del calculo, no se sigue un camino continuo y
regular, sino que por el contrario, se desarrolla sobre la base de aproximaciones

provisionales, que podrian incluso resultar errébneos pero necesarios.

Finalmente, hemos visto que en todas las investigaciones se utiliza de manera
natural y preconcebida el término entender para el concepto del limite. Por ello,
dentro de los antecedentes, se presentara un resumen del articulo de Sierpinska

(1990) que muestra una revision sobré qué significa entender.

Ya que el objetivo de la ensefianza es lograr que el alumno entienda, en este
articulo, se analiza qué es entender a través de 8 preguntas que plantea la
autora. Y se enfoca en la respuesta de las 3 siguientes: “; Es entender un acto,
una experiencia emocional, un proceso intelectual o una forma de saber? (...)

¢, Cuales son las relaciones entre entender y saber, concebir, explicar, sentido,
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significado, obstaculo epistemolégico y vision? (...) ¢ Existen niveles o tipos de

entendimiento?” (Sierpinska, 1990, p.3, 4y 6).

Para la primera pregunta, la autora plantea la posibilidad de considerar el
entender como un acto y no como un proceso. Este acto de entender empieza
con una suposicién que luego tratamos de justificar y validar, después del cual,
esta suposicion puede ser mejorada, cambiada o rechazada y la nueva

suposicién se somete nuevamente a la justificacion y validacion.

Para la segunda pregunta, la autora respalda la idea de que se pueden definir
tipos del acto de entender segun los saberes que producen en el alumno. Luego,
al analizar una oracion, es posible definir el sentido de esta como la respuesta a
la pregunta: ¢ Qué dice la oracién? y la referencia de la oracion como la respuesta
a la pregunta: ;De qué se habla en la oracién? Esto hace referencia a la
diferencia entre semantica y semiética. Luego, define el entender como un acto
de generalizacion y sintesis de significados relacionados a los elementos que
conforman la estructura del concepto. Se destaca también que el acto de
entender puede llevar al individuo a formar un obstaculo epistemoldgico, y luego,
el acto de entender puede hacer superar este obstaculo. Ademas, la autora
plantea que hay dos categorias en el acto de entender: intuicién y abstraccion
l6gico-fisico. El primero es intuitivo y se desarrolla a partir de la percepcion visual
del individuo, mientras que, en el segundo, el individuo se hace consciente de
las invariantes ldgico-fisicas, las composicion y reversibilidad de las
transformaciones y de la generalizacion. Finalmente, la autora presenta cuatro
tipos de categorizacién del acto de entender: identificar, discriminar, generalizar

y sintetizar.

Segun este marco tedrico, la autora realiza un analisis sobre qué significa
entender el concepto de series numéricas convergentes. Se analiza, a partir de
una oracion sobre este concepto donde se define el limite de una serie
convergente. A partir de ahi se analiza en sentido y la referencia de la oracion.
Sierpinska (1990) analiza todas las categorias sobre el acto de entender este
concepto e identifica algunos de los obstaculos que surgen en cada categoria. A
partir del anadlisis de esta investigacion, se puede pensar en una metodologia
para realizar el mismo analisis orientado al acto de entender el concepto del

limite.
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Blazquez y Ortega (2002) presentan en su articulo una nueva definicion del limite
funcional (entendido como el limite de una funcién en un punto). Los autores
reconocen en su articulo la dificultad que presentan los alumnos para la
comprension de la definicion formal del limite. Y plantean que una introduccion
adecuada al limite debe motivarse mediante una necesidad de crear una nueva
herramienta, es decir, se deben plantear problemas que motiven la construccion
de la definicion del limite, esta definicion debe ser no formal pero si instrumental.
Asi, los autores plantean una nueva forma de definir el limite, basada en la
concepcion del limite de D’Alembert, pero con precision de la definicion de
Weierstrass. En esta nueva definicibn del limite se busca simplificar el
formalismo simbdlico de la definicion de Weierstrass, que puede resultar ser una
dificultad insuperable para los alumnos y se busca favorecer la comprension del

concepto.

Para la construccion de la nueva definicion del limite, primero presentan un
analisis histérico del concepto del limite tratando de evidenciar los problemas
que dieron origen a concepciones del limite. Los autores dividen la evolucion del

limite en cuatro etapas:

Etapa1- De Eudoxo de Cnido a la primera mitad del siglo XVIII: aqui destacan
los métodos infinitesimales, relacionados al limite, que habrian sido usados para
resolver problemas de obtencién de velocidad y aceleracién, obtencién de
tangente a una curva, obtencion de maximos y minimos de una funcion y calculo
de areas acotadas por curvas. Los autores muestran una descripcién de los
siguientes métodos: Método de exhausion de Eudoxo (y mejorado por
Arquimedes), método de los indinitesimales de Kepler, método de los indivisibles
de Cavalieri, método de Fermat para buscar extremos de la curva, método de
Fermat para buscar tangentes a curvas, método de Barrow para buscar
tangentes a curvas. Se destaca que los métodos no estaban articulados y no se
tenia conciencia de su generalidad. Esta etapa inicial del limite fue superada por
los matematicos Newton y Leibniz que resumen los cuatro problemas
mencionados en problemas de diferenciacién y antidiferenciacion. Mas adelante
en el analisis epistemolégico se hara una descripcion de estos métodos

utilizados y de las concepciones asociadas a cada uno.
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Etapa 2-Segunda mitad del siglo XVIII: surge la necesidad de extender las
operaciones a otras funciones, por lo que surge la necesidad de la definicion de
funcién y de las operaciones algebraicas asociadas a este. Este concepto fue
desarrollado por Euler (que toma de base el Bernoulli), asi se formaliza el
Analisis como una rama de las matematicas que estudia los procesos infinitos.
Lagrange muestra un trabajo algebraico del analisis; pero rehuye a la nocion de

limite. D’Alembert crea la teoria de limites con la siguiente definicion:

Se dice que una cantidad es limite de otra cuando la segunda puede aproximarse
a la primera mas que cualquier cantidad dada por pequefa que se la pueda
suponer, sin que, no obstante la cantidad que se aproxima pueda jamas
sobrepasar a la cantidad a la que se aproxima: de manera que la diferencia entre
una tal cantidad y su limite se absolutamente inasignable (Blazquez y Ortega,
2002, p. 10)

Etapa3-Siglo XIX y principios del siglo XX: el avance del trabajo de los
matematicos en el analisis evidencia la necesidad de la construccion de la teoria
de limites como fundamento del andlisis matematico. Asi, Cauchy brinda una
concepcion del limite mas aritmética (aunque relacionada a la concepcion
dinamica del limite). Finalmente, Weierstrass brinda una definicion satisfactoria
del limite (satisfactoria es entendida como aquella definicién que es aceptada
por la comunidad matematica), esta definicion esta asociada a la concepcion
métrica del limite: “Si, dado cualquier &, existe un n,, tal que 0 <n < n,, la
diferencia f(x, = n) — L es menor en valor absoluto que &, entonces se dice que

L es el limite de f(x) para x = x,” (Blazquez y Ortega, 2002, p. 12)

Etapa 4-siglo XX: surgen concepciones topoldgicas del limite, donde se trabaja

con conjuntos no necesariamente numeéricos.

Los autores reconocen que el primer acercamiento al concepto del limite debe
darse mediante procesos de aproximaciones. Y consideran el aspecto dinamico
de la concepcion del limite para plantear la definicion del limite en términos de
aproximaciones, este seria el paso preliminar para dar la definicion estatica y
formal del limite planteada por Weierstrass. Para la introduccion de la nueva
definicion, previamente se realiza un trabajo intuitivo con sucesiones. Y se
establece la diferencia entre aproximacion y tendencia: “Una variable que toma
sus valores en un conjunto numeérico, puede aproximarse a cierto numero si los
errores absolutos que se cometen, considerando los valores de la variable como

aproximaciones del numero son cada vez menores” (Blazquez y Ortega, 2002,
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p. 15), y la tendencia es entendida como la mejor aproximacion. El siguiente

ejemplo, muestran cdmo pueden existir diferentes aproximaciones.

Figura 12: Ejemplo de diferentes aproximaciones

Fuente: Blazquez y Ortega (2002, p. 15)

En este segundo ejemplo, se muestra como se mejora una aproximacion y se

define asi una tendencia.

Figura 13: Tendencia y aproximacion

Fuente: Blazquez y Ortega (2002, p. 15)

Para la definicion del limite se deben entender las tendencias de ambas variables

x e y. Asi, los autores plantean la siguiente definicion para el limite chiir(llf(x) =L:

Si L es el limite, a cada aproximacion de L le corresponde una aproximacion de
a, de manera que la imagen de todos los puntos que son mejor aproximacion de
a que ésta mejoran la aproximacion de L. Esto equivale a decir que a toda
aproximacion de L le corresponde un entorno reducido de a de manera que las
imagenes de los puntos de dicho entorno mejoran la aproximacion (Blazquez y
Ortega, 2002, p. 15y 16)

Los autores muestran asi que el limite puede ser entendido como una
aproximacion optima. Ya que la idea de aproximacion perdura mas en los
alumnos, esta definicién esta relacionada con esta nocion dinamica del limite;
pero, con la aclaracién realizada entre tendencia y aproximacion, se garantiza
que el alumno vea el limite como un valor unico (se garantiza la unicidad del

limite).

Por ultimo, revisaremos la investigacion de Trigueros, Bosch y Gascon (2011),
donde presentan tres modalidades de dialogo entre las teorias APOE y TAD. En

su articulo, empiezan con una breve descripcién de cada teoria y analizan como
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estan pueden complementarse. A continuacién, presentamos un resumen de

esta investigacion.

En su articulo, Trigueros, Bosch y Gascon (2011) tienen por objetivo mostrar
cémo se puede realizar el didlogo entre ambas teorias teniendo en cuenta todos
sus elementos tedricos, ademas, buscan identificar como algunos elementos de
una de las teorias pueden extender el marco teérico de la otra sin interferir con

sus principios fundamentales.

Antes de definir unas modalidades de dialogo, los autores plantean visualizar
estas teorias dentro de un unico marco teorico; para ello, eligen la TAD y asi
definen que tanto la TAD como el APOE seran identificadas como Praxeologias
de Investigacién (Pl), y que cada una de ellas estara compuesta por sus
componentes basicos (tipos de problemas, técnica, tecnologia, teoria).
Entonces, cada componente de la Pl se interpreta de la siguiente manera: El
bloque practico estd compuesto por los problemas que se pueden formular
dentro de la PI, asi como también contienen las técnicas de investigacion que se
consideran. Mientras que el bloque tedrico estd compuesto por los principios
fundamentales de cada Pl mediante el cual se describen, explican, se justifica el

problema formulado.

A continuacion, se proponen tres modalidades de dialogo entre estas dos teorias:
partiendo de los componentes tipos de problemas, partiendo de los componentes
técnico-tecnoldgico y partiendo de los componentes tedricos. Sin embargo, solo
desarrollan los dos ultimos. A continuacion, veremos un resumen de estos

dialogos.
Dialogo partiendo de los componentes tedricos:

El didlogo comienza partiendo de la afirmacién de que el objeto de estudio de
ambas teorias es la propia matematica. La teoria APOE plantea modelos que
describen la forma cémo los estudiantes construyen un determinado concepto
matematico. Estos modelos se detallan en la descomposicion genética (DG) del
concepto. Esta DG se desarrolla para lo que se podria considerar como un
alumno genérico. Los autores plantean que la idea de alumno genérico del APOE
puede relacionarse con la idea de sujeto en posicion de alumno de la TAD. En el

caso de la TAD, esta nocion de alumno genérico se puede ajustar como la nocién
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de un alumno genérico de una institucion determinada. Segun. Trigueros, Bosch
y Gascon (2011): “Esto permitira tomar en consideracion la incidencia de la
interpretacién institucional de un concepto sobre la descomposicion genética del

mismo en dicha institucion” (p. 91).

En la teoria APOE, a partir de la DG de un objeto, se disefia una secuencia de
actividades didacticas que permitan al alumno pasar por todos los niveles de la
descomposicidn genética y, a través del analisis de los resultados de la misma,
se realizan ajustes a la descomposicion genética inicial. La descomposicién

genética inicial puede ser diferente para distintos investigadores.

Trigueros, Bosch y Gascén (2011) afirman que la TAD puede ser entendida como
una evolucion de los programas epistemoldgicos que tuvieron su origen en la
TSD. En el desarrollo del programa, se evidencidé que para interpretar
correctamente la actividad matematica escolar, era necesario tomar en cuenta
los fendbmenos que tienen su origen en la institucidon productora del saber
matematico. Asi surgié la nocién de relatividad institucional del conocimiento
matematico. Y asi la TAD tiene como su foco de investigacion a la actividad
matematica institucionalizada. Por ello, la TAD se concentra en la ecologia
institucional de las organizaciones matematicas y didacticas. Para analizar la
actividad matematica institucionalizada (la construccion y difusion de los
conocimientos intra-institucional), se requiere construir un modelo

epistemoldgico de referencia (MER).

Aqui los autores comentan que se evidencia un paralelismo entre la DG del
APOE, que busca describir la construccion de un concepto matematico y el MER
de la TAD, que busca describir, analizar y evaluar los modelos epistemoldgicos

dominantes en una institucion.

Dado que diversos estudios, que tienen como base a la teoria APOE, utilizan los
resultados obtenidos de las actividades propuestas para los alumnos para
reajustar sus propias DG, los autores plantean que, estos datos y sus resultados
se pueden aprovechar en la TAD para desarrollar una metodologia de manera

que se contraste y se modifique progresivamente los MER planteados.

Es posible también identificar de algun modo el nivel institucional en las

investigaciones cuya base es la teoria APOE: a partir de una DG, se disefia una
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secuencia de actividades que se aplica en una clase, especificamente en un

contexto institucional.
Finalmente, Trigueros, Bosch y Gascon (2011) afirman que

la teoria APOE formula siempre la descomposicion genética de los objetos
matematicos en términos de acciones de las personas que llevan a cabo la
actividad matematica y, tanto en los textos desarrollados como en las
actividades disefadas para la investigacion y para la ensefanza, estas
acciones se explicitan en términos de tareas matematicas especificas y de
actividades que permiten la interiorizacion de dichas acciones en procesos, su
encapsulacion en objetos o su tematizacidon en esquemas. (p. 96)

Dialogo partiendo de los componentes técnico y tecnolégico

Los autores proponen que las ideas sobre las concepciones (accion, proceso y
objeto) en la teoria APOE pueden ser reinterpretadas de manera que permitan
identificar el nivel de desarrollo de las técnicas en cierta institucion. Ademas, la
nocién de los niveles de esquemas (intra-, inter-, trans-) de la teoria APOE
pueden ser Utiles para especificar los grados de completitud de las praxeologias
en la TAD. Finalmente, “el ciclo ACE propuesto en APOE podria describirse de
una manera mas detallada utilizando una reinterpretacién de la teoria de

momentos didacticos de la TAD.” (Trigueros, Bosch y Gascon, 2011, p. 97)

o Desarrollo institucional de las técnicas en la TAD reinterpretando los

niveles de conceptualizacion de la APOE:

1) Los autores plantean que una determinada técnica (t) se propone como una
accioén en una institucion | (o como una técnica-accion) sila técnica es vista como
una sucesion de acciones arbitrarias (que no necesitan justificacion dentro de ),
o si la técnica es rigida (es decir, que no existe dentro de | variaciones de la
técnica), o si la técnica se aplica a actividades aisladas (es decir, se usa para

tipos de tareas muy especificas que no se relacionan entre si)

2) Se plantea que una determinada técnica () se propone como un proceso en
una institucion | (o como una técnica-proceso) si la técnica puede ser descrita,
interpretada y justificada (es decir, que cuente con el bloque tecnoldgico-tedrico
que la respalde dentro de I), o si la técnica es flexible (es decir, que dentro de I,
existan variaciones de la técnica: simplificandola o alterando su orden de

resolucion, obteniendo su inversa, por ejemplo), o si la técnica se articula o
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coordina con otras técnicas (es decir, que se puedan formar técnicas mas

complejas para tareas mas generales).

3) Se plantea que una determinada técnica (7) se propone como objeto en una
institucion | (o como una técnica-objeto) si la técnica es vista como un objeto de

estudio.

Ademas, los autores indican que si en una institucion I, una técnica es vista como
técnica-objeto, entonces también podria usarse como técnica-proceso o como
técnica-accién. Por otro lado, si en una institucion |, la técnica es vista como
técnica-accion, los sujetos de | estaran condicionados a utilizarla exclusivamente

como técnica-accion.

e La evolucion de los esquemas, los niveles intra-inter-trans y el

desarrollo de las praxeologias:

Los autores inician este dialogo afirmando que en APOE la identificaciéon de los
esquemas personales se da mediante la practica matematica institucionalizada
que realiza el sujeto y dicha practica (actividad matematica) se describe
mediante las praxeologias propuestas por la TAD. Y afirman que, desde la
perspectiva de la teoria APOE, el desarrollo de los esquemas evidencia el
desarrollo de un individuo de los conceptos matematicos, por otro lado, desde el
punto de vista de la TAD, el desarrollo de las praxeologias (de un alumno
genético en determinada institucion) estan definidas por las praxeologias

institucionales.

En ese sentido, se busca describir el tipo de dinamica praxeoldgica que
interviene en los niveles de evolucion de los esquemas en APOE para una

institucion .

1) Los esquemas del nivel intra- llevan a cabo actividades matematicas que
pueden ser descritas con praxeologias aisladas (e incluso por una unica
praxeologia). Estas praxeologias pueden ser generadas por técnicas que se ven
como técnicas-accion (e incluso pueden asociarse al bloque practico de una

praxeologia puntual).

2) Los esquemas del nivel inter- llevan a cabo actividades matematicas que,
para ser descritas, se necesita de elementos tecnolégicos que correspondan a

un grupo de praxeologias locales o relativamente completas (e incluso por una
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unica praxeologia local). Las técnicas usadas en las practicas matematicas de

este nivel deben ser identificadas como minimo como técnicas-proceso.

3) Los esquemas del nivel trans- llevan a cabo actividades matematicas que
necesitan una interpretacion superior, es decir, requieren de una teoria que
corresponde a un grupo de al menos una praxeologia regional. Las técnicas
usadas en las practicas matematicas de este nivel deben ser identificadas como

técnicas-objeto.

En la siguiente figura, se muestra la relacién entre los niveles intra, inter y trans

con la praxeologia asociada a este.

Técnicasde la TAD desde
TAD

conceptuallzacién de APOE

Evolucién de los esquemas

Técnica- Praxeologia puntutal o coleccion
accién de praxeologias puntualesaisladas

4 N
@ «—| Técnica- || Praxeologialocalo colecciéonde
proceso praxeologiaslocales
G J
)
«_| Técnica- |,
@ objeto Praxeologia regional
-~ J

Figura 14: Relacion entre niveles intra, inter y trans y praxeologias en Trigueros, Bosch
y Gascon (2011)

Fuente: Elaboracion propia

e La relatividad institucional de la TAD y la descomposiciéon genética
de APOE

En este punto, los autores tratan de evidenciar la relatividad institucional en la
DG planteada en APOE. Para evidenciarlo, toman como ejemplo el caso del
objeto matematico derivada. Y afirman que, para describir la forma de construir
este concepto para un alumno, es necesario tomar en cuenta la institucion donde
se encuentra. Ya que lo que se pretende que el alumno genérico aprenda en una
universidad es diferente a lo que se pretende que un alumno genérico aprenda
en el nivel escolar. Entonces, en cada uno de estos casos se deberia proponer

diferentes DG. E incluso si se considerara la misma DG en ambos casos, al
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momento de disefar la secuencia de actividades para que los alumnos
construyan el conocimiento, en el caso de alumnos universitarios, se
necesitarian actividades que permitan hacer todas las construcciones
consideradas en la DG, mientras que, para los alumnos de nivel escolar, se les
plantearian actividades orientadas a lograr construcciones de una parte de la
DG.

La relatividad institucional se evidencia sobre todo en el disefio de las actividades
gue estan relacionadas con las construcciones propuestas en la DG e introducen
la nocion de “Disefio de una descomposicion genética de un concepto relativa al

alumno de una institucion dada” (Trigueros, Bosch y Gascon, 2011, p. 104).

Segun lo presentado en este articulo, tomaremos la DG como un posible
instrumento para la construccion del MER, que es el objetivo de esta
investigacion. Por ello, hemos revisado las investigaciones de Cotrill et al. (1996)
y Pons (2014) donde se presentan las DG del concepto del limite ya, a
continuacion, presentamos algunas investigaciones sobre la construccion de un
MER.

14 Justificacion de la investigacion

En el ambito de la Didactica de las Matematicas, la gran cantidad de
investigaciones que se han realizado sobre el concepto del limite evidencian la
importancia de este concepto. Como menciona Artigue (1995), el concepto del
limite tiene una atencion especial en las investigaciones sobre la ensefianza del
calculo, debido a la posicion de este concepto en el curso de Calculo. Segun la
autora, algunas de estas investigaciones construyen el desarrollo historico del
concepto como un recurso para la identificacion de los obstaculos
epistemoldgicos asociadas al concepto. Por otro lado, también se encuentran
investigaciones que identifican las dificultadas originadas por la disociacion de la
vision del limite como proceso de la visién del limite como objeto. (Para el

siguiente limite: lim f(x) = L, la vision de limite como proceso la define de la
xX—a

siguiente manera: cuando el valor de x se acerca a a, el valor de f(x) se acerca
a L; mientras que la vision de limite como objeto la define de la siguiente manera:
Ve>0,36>0talque|x—al<d§ - |f(x)—L| <e que corresponde con la

definicion formal del limite).
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Previamente, se han mostrado diversas investigaciones desde diferentes
perspectivas tedricas que centran su estudio en diferentes aspectos del proceso
de ensefianza y aprendizaje del limite: Tall y Vinner (1981), Sierra, Gonzélez y
Lopez (2000), Fernandez-Plaza, Ruiz-Hidalgo y Rico (2015) muestran en sus
articulos las concepciones de los estudiantes sobre el concepto del limite, a partir
de ellas, identifican qué dificultades presentan los alumnos y como la concepcion
dinamica del limite es mas fuerte en los alumnos que la concepcién estatica ,
Cotrill, et al. (1996) y Pons (2014) toman como base a la teoria APOE, realizan
la descomposicion genética del concepto del limite y desarrollan una secuencia
de activiadades sobre la base de este, Sierpinska (1996) y Medina (2017) se
enfocan en el desarrollo histérico del concepto del limite como base para el
analisis de los obstaculos relacionados con el concepto del limite, Corica y Otero
(2009) y Hardy (2009) toman como base tedrica a la TAD y desarrollan las
praxeologias del concepto del limite segun las evaluaciones vy los libros de texto
usados en la ensefianza del limite asi como también realizan un analisis sobre
este. Blazquez y Ortega (2002) proponen una nueva definicion del limite de una
funcién de manera que mantienen la rigurosidad de la definicion formal, pero
evitan las dificultades que ocasionan el trabajo con desigualdades de la
definicion de Weierstrass. Todos los autores mencionados reconocen, desde un
principio en sus articulos, que los alumnos presentan problemas para

comprender la nocion del limite.

Finalmente, Artigue (1995) afirma que “...la evidencia de los problemas
encontrados (en investigaciones relacionadas a los principios basicos del
calculo) y la insatisfaccion que generaban han tenido dos efectos notorios: De
un lado, se han convertido en un motor potente para el desarrollo de
investigaciones didacticas en este campo...Del otro lado, tales problemas han
motivado numerosos proyectos de investigacion de la ensefanza (en especial
de los niveles de la educacion media y ciclo basico universitario)” (Artigue, 1995,

p. 98).

Por otro lado, los mismos autores mencionados previamente también
concuerdan en que el concepto del limite es la base del calculo infinitesimal. Y

parten de la idea de que este concepto es necesario para temas mas avanzados
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del célculo, tales como: continuidad de funciones, derivadas, integrales, etc.

Respaldando esta idea, Blazquez y Ortega (2000) afirman que

La importancia del estudio de las dificultades del concepto de limite se justifica
por varias razones. Por una parte, este es uno de los conceptos mas
importantes del Analisis, ya que es necesario para introducir otros (continuidad,
derivada, integral) y, por lo tanto, su estudio se hace necesario. Por otra parte,
para los alumnos es un concepto arido, poco atractivo, demasiado abstracto,
que olvidan totalmente con demasiada facilidad y, en suma, es uno de los mas
dificiles de ensefiar y aprender. Todas estas razones nos han llevado a
investigar las dificultades de ensefanza y aprendizaje, y a desarrollar una
metodologia apropiada. (Blazquez y Ortega, 2000, p. 1)

La importancia del concepto del limite también se visibiliza en su epistemologia,
ya que en su evolucion historica se evidencian las situaciones que dieron origen
al concepto, desde la nocidn primigenia en el calculo de areas hasta la necesidad
de formalizacion. Asi, Blazquez y Ortega (2002) definen cuatro etapas, sobre la
base del trabajo de Cornu en 1983. En la primera etapa, se evidencia el origen
del limite como concepto intuitivo en métodos infinitesimales para resolver
problemas (calculo de areas, de volumenes, obtencion de tangentes de curvas,
calculo de velocidad y aceleracién en un instante, estudio de maximos y
minimos, etc.). En la segunda etapa, se evidencia una necesidad de extension
de las operaciones del analisis y con ello surge la necesidad de formalizacion del
concepto de funcién, en esta etapa, se formaliza la rama de las matematicas
llamada Analisis, ademas algunos conceptos empiezan a ser trabajos como
objetos matematicos en estudio y se logra la el inicio de la separacién de la
geometria con el analisis, aunque aun se tiene una concepcion algebraica del
limite y no se lograr separar los métodos analiticos de los algebraicos. En la
tercera etapa, se evidencia la busqueda de la formalizacién del concepto del
limite debido al cambio en el ambito matematico logrado por la Revolucion
Francesay laimplementacién del curso obligatorio de matematicas en la Escuela
Normal superior y la Politécnica; estas dos situaciones incentivaron a muchos
matematicos a buscar una formalizaciéon de los conceptos de continuidad y
derivada, que contaban con un fundamento en la concepcion dinamica del limite
insuficiente. Asi, se logra la definicion métrica del limite (definicion estatica) que
es la utilizada actualmente y que corresponde a la concepcién aritmética del
limite. Finalmente, en la cuarta etapa, se hace la aclaracién de que el proceso
de evolucion del limite no termina en la definicion brindada en la etapa anterior,

sino que luego surgen las definiciones del tipo topoldgicas, donde se busca la
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generalizacion de algunos conceptos del andlisis a conjuntos no necesariamente

NuMeEricos.

Al formalizarse el concepto del limite y ser aceptada esta definicion en la
comunidad matematica, aparece en los libros de texto de calculo. Esto se
respalda por la produccion de libros matematicos que incluyen este concepto:
Lima (1997), Lang (1969), Apostol (1983), Haaser (1992), Spivak (1996), autores
conocidos en la comunidad matematica, incluyen el capitulo de limite de una
funcién como base para conceptos mas avanzados: continuidad de funciones,
derivadas, integrales. Ademas, los libros de estos autores sirven de base para el
desarrollo de otros que estan incluidos en la bibliografia de los cursos de calculo
gue se usan actualmente, tales como Leithold (1998), Stewart (1999) y Rogawski
(2012).

La importancia del concepto del limite también se evidencia en los curriculos de
los cursos de calculo en diversas instituciones educativas de nivel universitario
en nuestro pais. En la Pontifica Universidad Catdlica del Pera (PUCP), los
alumnos de ciencias y de ingenierias estan organizados en una sola facultad
(Estudios Generales Ciencias) en los primeros cuatro ciclos. Durante este
periodo, llevan cursos segun su plan de estudios, algunos de ellos son
obligatorios para todos los alumnos. El concepto de limite de una funcién en un
punto se lleva en el curso obligatorio de Calculo Diferencial. A continuacion, se
muestra una parte del programa analitico de este curso que respalda la

afirmacioén anterior.

Figura 15: Competencias y resultados de aprendizaje asociados al limite
Fuente: PUCP (2018)
Como se puede observar en la Figura, este curso es obligatorio para todas las
especialidades de ciencias e ingenierias. Ademas, una de las competencias y
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resultados de aprendizaje planteados es el “Aplicar los conceptos, propiedades
y procedimientos asociados a las nociones de limites...”. En los contenidos del
curso, se puede observar la relevancia de este tema debido a que esta definido
como una Unidad Didactica. Finalmente, es importante resaltar que este curso
de Calculo Diferencial es requisito indispensable para llevar los cursos de
Calculo Integral, Calculo en Varias Variables y Calculo Aplicado, cursos que

también son obligatorios para todas las especialidades.

Previamente, se ha evidenciado la importancia del concepto del limite en la
didactica de las matematicas, en su epistemologia y en la institucion en estudio.
Por ello, en esta investigacion, se estudiaran aspectos relacionados al concepto
del limite de una funcién en un punto. En este estudio, se buscara estudiar la
manera como el concepto del limite debe ser estructurado y que sirva de

referencia para el analisis sobre la manera como es ensefiado actualmente.

Por otro lado, hemos observado en las investigaciones presentadas respecto al
MER cémo esta se presenta como herramienta de la TAD que permite estudiar
un concepto matematico antes de su transformacion para ser ensenado.
Fonseca, Gascén y Oliveira (2014) afirman que la construccién del MER es
imprescindible para la formulacion de un problema didactico y definen el MER
como la interpretacion y explicitacion de la actividad matematica (ensefianza y
aprendizaje) que acompafa al objeto matematico en estudio. Ademas, Parra,
Otero y Fanaro (2009) afirman que la construccion de un MER es importante
porque actia como punto de observacion sobre el que se podria realizar el
analisis de las organizaciones matematicas que se proponen, reconstruyen y
aprenden en un curso, que se denomina como Modelo Epistemoldgico
Dominante. Finalmente, Fonseca, Gascén y Oliveira (2014) sefalan que, dado
que la TAD interpreta la actividad matematica como una actividad humana
institucionalizada, un MER (y las cuestiones que lo conforman) se construye en
torno a una institucién. Sin embargo, Trigueros, Bosch y Gascéon (2011) afirman
que los criterios de construccion del MER, de la TAD, son propios del
investigador y no siempre son explicitados, ademas, la DG, de la teoria APOE,
tiene un ciclo de trabajo que permite aprovechar los datos obtenidos de la
experimentacion. Ademas, los autores mencionan que existe un paralelismo

entre el MER de la TAD y la DG de la teoria APOE. Por ello, en esta investigacion
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se plantea aprovechar la DG revisada del concepto del limite para complementar

los criterios de construccion del MER.

Por lo expuesto anteriormente, esta investigacidn propone desarrollar una
propuesta de modelo epistemoldgico de referencia asociado al concepto del
limite de una funcién en un punto para el curso de Calculo Diferencial de la

institucion educativa universitaria PUCP.
1.5 Pregunta y objetivos de la investigacion
Pregunta de investigacion

¢ Qué caracteristicas deberia tener un modelo epistemoldgico de referencia
asociado al concepto del limite de una funcion real en un punto para la institucion

en estudio?
Objetivo general

Construir un modelo epistemoldgico de referencia (MER) asociado al concepto

de limite de una funcién real en un punto para la instituciéon en estudio
Objetivos especificos

o Analizar la epistemologia del concepto de limite, el programa analitico del
curso de calculo de la institucion que comprende el concepto de limite y
algunos libros de texto de calculo en los capitulos referenciados al limite.

¢ |dentificar las organizaciones matematicas asociadas al limite en un libro
de texto de la bibliografia del curso

e Considerando el analisis preliminar y los aportes de otras investigaciones,
construir un MER final asociado al limite de una funcién real en un punto

para la institucion en estudio
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CAPITULO II: ELEMENTOS TEORICOS Y METODOLOGICOS

En este capitulo, se presenta el marco tedérico donde se desarrolla la
investigacién, asi como también la metodologia a utilizar. Debido a que el
objetivo de esta investigacion es el de construir un modelo epistemoldgico de
referencia (MER) asociado al concepto del limite de una funcién en un punto
mediante la modelizacion matematica, se tomara como marco tedrico a la Teoria
Antropologica de lo Didactico (en adelante, TAD). Si bien la TAD ofrece los
elementos necesarios para la construccion del MER, en esta tesis se plantea
usar algunos elementos de la teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto, Esquema)
que puedan ayudar a complementar el MER sin violentar los principios
fundamentales establecidos por la TAD, a través del dialogo propuesto por
Trigueros, Bosch y Gascon (2011). Por ello, en la primera seccion de este
capitulo, presentaremos los elementos de la TAD y del APOE que se usaran en

la investigacion.
21 Marco teérico
Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD)

La TAD ha sido desarrollada a partir de la Teoria de la Transposicidén Didactica

propuesta por Yves Chevallard en 1985.

La TAD fue propuesta por Chevallard, quien afirma que “... la TAD situa la
actividad matematica, y en consecuencia la actividad del estudio en
matematicas, en el conjunto de actividades humanas y de instituciones sociales.”
(Chevallard, 1999, p. 1). Ademas, postula que “...se admite en efecto que toda
actividad humana regularmente realizada puede describirse con un modelo

unico, que se resume aqui con la palabra de praxeologia.” (Chevallard, 1999,
p.2)

Bosch, Garcia, Gascén e Higueras indican que “la TAD propone que toda
actividad humana puede ser modelada mediante praxeologias (praxis + logos).
Esta nocién primitiva constituye la herramienta fundamental propuesta desde la
TAD para modelizar la actividad matematica, entendida como una actividad

humana mas.” (Bosch et al, 2006, p.38)
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Fonseca complementa afirmando que “Hemos visto que la TAD postula que toda
actividad matematica institucional puede modelizarse mediante la nocién de
praxeologia (u organizacion) matematica. Este postulado debe ser completado
con otro que se resume afirmando que toda actividad matematica institucional
puede analizarse en términos de praxeologias matematicas de complejidad

creciente” (Fonseca, 2004, p. 39)
Praxeologias u organizaciones matematicas

En la TAD, la actividad matematica institucionalizada puede ser descrita
mediante las praxeologias u organizaciones matematicas, que estan

compuestas por tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias.
Tipos de tareas

Segun Chevallard (1999), las tareas (t) son acciones que deben ser realizadas
por un sujeto, estas usualmente son expresadas mediante verbos como, por
ejemplo, multiplicar 265 por 15, dividir los polinomios P(x) y d(x), calcular el
limite de la funcion f(x) = 3x — 2 en el punto x = 2, etc.). Cada tarea pertenece
a un tipo de tarea (T). Cada tipo de tarea puede estar conformado por uno o mas
tareas. En lo ejemplos anteriores, los tipos de tarea son multiplicar dos
cantidades, dividir dos polinomios, calcular el limite de una funcién en un punto.
Las tareas y tipos de tareas pueden ser considerados como acciones
relativamente precisas, de manera mas general, se pueden definir los géneros
de tareas. En los ejemplos, los géneros de tarea son multiplicar, dividir, calcular.
Ademas, el autor resalta que las tareas, tipos de tareas y género de tareas son

construidos dentro de una institucion.

A continuacién, se muestra un ejemplo para el caso del limite de una funcién en

un punto.

Género de tareas: Verificar

Tipo de tarea: Verificar que L es el valor del limite de una funcién f(x) cuando x

tiende a un punto a

Tarea: Verificar que L es el valor del limite de una funcion lineal f(x) cuando x

tiende a un punto a
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Ejemplo: Usando la definiciéon del limite, verificar que lir2(8x+3):27
X—

(Rogawski, 2012)

Técnicas

Segun Chevallard (1999), para construir una praxeologia relativa a un tipo de
tareas (T), es necesario asociar a cada tipo de tarea su manera de realizarla. Se
le llama técnica (7) a una forma de realizar una tarea. El bloque conformado por
un tipo de tareas (T) y una técnica (7) asociada a ella se llama bloque practico-
técnico [T /1] o saber-hacer. También, se menciona que, en una institucion I, de
manera general, se define una sola técnica, o un pequefio numero de técnicas,
para cada tipo de tarea. Asi en esa institucion esa técnica seria
institucionalmente reconocida, esto puede ocasionar que otras técnicas
alternativas sean excluidas. Esto también se evidencia en los actores

participantes de la institucién I, admiten estas técnicas como “naturales”.

Para el caso del ejemplo presentado anteriormente, se proponen las siguientes

técnicas que se evidencian en su resolucion:

Ejemplo: Usando la definiciéon del limite, verificar que lir2(8x +3) =27
X—

(Rogawski, 2012)

Tabla 4: Ejemplo de identificacion de la técnica para una tarea

- Reemplazar la funcién f(x) =8x+3 y el valor de L =27 en la
siguiente expresion: |f(x) — L| < &:

[8x+3—-27|<¢

- Reemplazar el valor de a = 3 en la siguiente expresion:|x — a| < &

[x—3|<é

- Transformar |8x+3 — 27| <een|x—3|<é

[8x+3—-27|<¢

|8x — 24| < ¢
8lx—3|<¢
x—3] <<

8
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- Determinar é6(¢)

Q| m

Fuente: Rogawski (2012)

Tecnologia

Segun Chevallard (1999), La tecnologia () de una técnica (7) es el discurso

racional que cumple tres objetivos. En primer lugar, busca justificar a esta

técnica, es decir, la tecnologia (0) asegura que esa técnica (t) resuelve las

tareas del tipo (T). En segundo lugar, la tecnologia busca explicar la técnica, es

decir, aclara la técnica y evidencia por qué es correcta para resolver ese tipo de

tareas (T). Por ultimo, la tecnologia tiene la funcién de producir las técnicas, es

decir, tiene la caracteristica de poder asociar nuevas técnicas a él.

Es importante resaltar que el autor menciona que el criterio de la racionalidad del

discurso de la tecnologia se forma dentro de una institucién I, es decir, la

racionalidad de una institucion puede parecer poco racional en otra. En

ejemplo en estudio, se identifican las siguientes tecnologias:

Tabla 5: Ejemplo de identificacion de la tecnologia asociada a una técnica

el

Técnicas

Tecnologia

Reemplazar la funcién f(x) = 8x +
3yelvalorde L =27enla
siguiente expresion: |f(x) — L| < &:

[8x+3 —-27|<¢

Definicion del valor absoluto como

distancia

Reemplazar el valor de a = 3 en la
siguiente expresion:|x —a| < &
[x—3|<é

Definicion del valor absoluto como

distancia

Transformar |8x + 3 — 27| < € en
[x—3|<é
[8x+3 —-27|<¢

|8x — 24| < ¢
8lx—3|<¢
x—3| <=
. 8

Definicion formal del limite:
€>0,36 > 0talque
[x —3| <8 - |8x—24|<¢

Propiedades de desigualdades
b
ax<b,a>0—>x<a

Propiedades de valor absoluto
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lax| = alx|

- Coordinacién entre los procesos de

- Determinar é(e
) e aproximacion alrededor de L vy

6=3 alrededor de a

Fuente: Rogawski (2012)
Teorias

El discurso usado en las tecnologias contiene afirmaciones que pueden ser
consideradas muy particulares y que necesitan una justificacion. Esta
justificacion de la tecnologia (), que puede ser considerada como un nivel
superior de justificacion-explicacion-produccion, se llama teoria (0). Asi, la teoria

de una tecnologia cumple el papel de la tecnologia para las técnicas.

Para el ejemplo mostrado anteriormente, la teoria asociada que justifica las

tecnologias es la teoria del analisis matematico y el calculo diferencial.
Organizacion matematica

Chevallard (1999) afirma que asociada a cada tipo de tareas (T) se encuentra
por lo menos una técnica, una tecnologia y una teoria. Estos elementos
[T/1/6/0©] conforman una praxeologia u organizacién matematica. Para cada
praxeologia, se define el bloque practico-técnico, conocido como el saber-hacer,
como el par formado por [T /1] y el bloque tecnoldgico-tedrico, conocido como el
saber, como el par conformado por [68/0]. Ademas, Chevallard (1999) define los
cuatro tipos de organizacion matematica segun el grado de complejidad de sus

componentes.

¢ Organizacién Matematica puntual (OMP): es aquella que esta referida a un
Unico tipo de tareas (T). Para Secundaria, Fonseca ejemplifica las
organizaciones matematicas puntuales: “descomponer en factores un
polinomio con raices enteras; resolver sistemas de dos ecuaciones lineales
con dos incognitas; determinar la ecuacion de una recta dada por un punto
y un vector director; etc.” (Fonseca, 2004, p. 39). Ademas, el autor realiza
la aclaracién de que cada una de las OMP presentadas deben ser
correctamente definidas, para ello, es necesario especificar de manera

detallada el tipo de tarea considerado, la técnica presentada en la
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institucion de referencia, ademas de los elementos tecnoldgicos y la teoria
que fundamenta la tecnologia.

Organizacion matematica local (OML): es aquella que se obtiene al
combinar varias OMP y que se centran en una determinada tecnologia (6).
Segun Fonseca, las funciones de esta tecnologia son las de “justificar,
explicar, relacionar entre si y producir las técnicas de todas las OMP que la
integran.” (Fonseca, 2004, p.39) Las OML, que integran varias OMP,
surgen para dar respuesta a un tipo de cuestionamientos que no se podian
resolver o formular de manera adecuada en ninguna de las OMP que la
integran.

Organizacion matematica regional (OMR): es aquella que se obtiene al
integrar diversas OML y que se centran en una determinada teoria (0). Esta
integracion se logra al coordinar y articular de las OML alrededor de una
misma teoria (0). Para ejemplificar algunas OMR, Fonseca (2004) las
representa mediante su teoria unificadora: “la teoria de Galois; la teoria de
ecuaciones diferenciales lineales; el algebra lineal; la teoria de la medida;
la teoria de funciones analiticas.” (p. 41) aunque realiza la aclaracién que
esta descripcion no es suficiente para presentar una OMR, para ello, es
necesario describir las OML que la componen, las relaciones entre ellas y
los cuestionamientos que no podian abordarse desde las OMR que la
integran.

Organizacion matematica global (OMG): es aquella que se conforma de

diversiones OMR correspondientes a diversas teorias.

Se resalta que Chevallard (1999), asi como también Fonseca (2004), hace

hincapié en que las OMP, OML, OMR y OMG se constituyen dentro de una

determinada institucion ya que lo que cada praxeologia reconstruida se mantiene

dentro del estudio de las fronteras institucionales. Bosch, Garcia, Gascon e

Higueras (2006) afirman que las praxeologias no suelen corresponder a una

persona, sino que son compartidas por grupos de personas organizadas en una

institucion. Es por ello que la actividad matematica en una institucion puede ser

descrita mediante praxeologias matematicas. En ese mismo sentido, Corica y

Otero (2009) afirman que los elementos de cada praxeologia, tipos de tareas,

técnicas, tecnologias y teorias, son doblemente relativos. En principio, son
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relativos a una determinada institucion I; es decir, un tipo de tarea (o una técnica,
tecnologia o teoria) para una institucién, no necesariamente lo sera en otra. En
segundo lugar, los tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias definidos para

una praxeologia son relativos para una determinada actividad matematica.
Modelo Epistemologico de Referencia (MER)

Segun Fonseca, Gascon y Lucas (2014), el MER es la interpretacion y
explicitacion de la actividad matematica (ensefanza y aprendizaje) que
acompafna al objeto matematico en estudio. Los autores mencionan que la
construccion del MER es imprescindible para la formulacién de un problema de

investigacién en el marco teérico de la TAD.
Ademas, Sierra postula que

El MER puede expresarse en forma de una sucesion de praxeologias que
corresponden a la elaboracion de respuestas parciales a una cuestion
problematica inicial. Cada praxeologia de la sucesion surge como ampliacion o
desarrollo de la praxeologia anterior, ante las limitaciones de ésta para aportar
respuestas a las cuestiones que se plantean. (Sierra, 2006, p. 47)

Fonseca, Gascon y Oliveira (2014) afirman ademas que se debe tener en cuenta
que el MER no es absoluto ni Unico, ya que es considerado como una hipoétesis
que luego sera contrastada con la experimentacion. Los autores afirman que el

MER debe ser elaborado para la institucién especifica en estudio.

Adicionalmente, Gascoén (2011) resalta la importancia de la explicitacién del MER
en una investigacion didactica, ya que a partir del MER, el investigador tiene la
facultad de deconstruir y reconstruir las organizaciones matematicas de una
institucion que busca analizar. Ademas, agrega que “El MER también es
necesario para estudiar el saber matematico antes de que se transforme para

ser ensefado.” (Gascon, 2011, p. 7)

Ademas, Gascon (2011) sostiene que el MER condiciona las siguientes

caracteristicas en una investigacion didactica:

o La amplitud del objeto matematico en estudio adecuado para el estudio

e Los fendmenos didacticos que el investigador podra visualizar

o Los tipos de problemas de investigacién que abarcara el estudio

e Las explicaciones que se daran en el estudio (admisibles en la

investigacion)
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Fonseca, Gascon y Lucas (2014) mencionan que, en las investigaciones donde
se ha realizado la construccion de un MER, la modelizacion matematica ha sido
una herramienta fundamental para este. Los autores indican que ‘“las
praxeologias matematicas que estructuran el MER suelen cumplir la siguiente
condicién: cada nueva praxeologia no sélo amplia y completa relativamente a la
praxeologia anterior, sino que ademas puede considerarse como un modelo

matematico de ésta” (Fonseca, Gascén y Lucas, 2014, p. 4).

Ademas, Parra, Otero y Fanaro (2009) afirman que en las OM de referencia
(MER) se pueden distinguir cuatro niveles: puntuales, locales, regionales y
globales. Las puntuales son aquellas asociadas a una unica técnica, las locales
estan formadas por varias puntuales que tienen en comun un unico discurso
tecnoldgico, las regionales son aquellas que articulan varias locales asociadas a
una unica teoria y las globales estan conformadas por varias organizaciones

regionales asociadas a una teoria comun.
Modelizaciéon Matematica

La TAD postula que la actividad matematica puede identificarse con una
modelizacion matematica (Bosch, Garcia, Gascon e Higueras, 2006). Los
autores afirman: “Esto implica que la modelizacién no es sélo una dimension de
la actividad matematica, sino que la actividad matematica es, en esencia, una
actividad de modelizacion.” (Bosch et al.,2006, p. 15). Sin embargo, advierten
que se debe tener en cuenta que la modelizacion matematica no se trata de
matematizar situaciones en contexto extra-matematicos, sino que se debe
considerar a la modelizacién intramatematica como un aspecto fundamental de
las matematicas y se debe dar un significado exacto a la actividad de

modelizacion.

Sobre la modelizacion matematica, Bosch, Garcia, Gascon e Higueras (2006)
afirman que se debe tener en cuenta que la relevancia de la modelizacién no se
debe centrar en la situacion concreta propuesta, sino que debe estar orientada
a enfatizar lo que se puede hacer luego con la solucion obtenida. De esta
manera, los problemas planteados deben poder evolucionar en problemas mas
complejos. Es decir, cada situacion debe ser producir la necesidad de construir

nuevas técnicas y nuevas tecnologias que justifiquen estas nuevas técnicas.
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En ese mismo sentido, Fonseca, Gascén y Oliveira (2014) afirman que la
modelizacion matematica es una herramienta que permite articular y habilitar a
la actividad matematica debido a su logica interna. En la modelizacion
matematica, se plantea una cuestién problematica inicial y a partir de ella se
plantea una respuesta provisional que tiene asociada una praxeologia (que
podria ser puntual) y es en esta praxeologia que surgen nuevas cuestiones
problematicas que evidenciaran la necesidad de considerarla como otro sistema
a estudiar y asi construir otro modelo que sera mas amplio y complejo que el
anterior. Mientras este proceso continue se extendera a praxeologias locales y
articular asi la actividad matematica estudiada. Ademas, los autores proponen la
siguiente la siguiente modificacién a lo que es entendido como modelizacion

matematica:

Se incluye la modelizacion intramatematica en la nocion de “modelizacion”.
Consideramos la modelizacion matematica de sistemas matematicos (esto es, la
modelizacién intramatematica como, por ejemplo, la modelizacion algebraica de
un sistema numérico o geométrico) como una parte esencial de la actividad de
modelizacibn que es inseparable de la modelizacion de sistemas
extramatematicos. (Fonseca, Gascoén y Oliveira, 2014, p. 6)

Finalmente, Parra, Otero y Fanaro (2009) mencionan que los procesos de
modelizacion matematica implican una reconstruccion y articulacion de las
praxeologias de complejidad creciente y que tienen su origen en los
cuestionamientos de la razon de ser de las OM asociadas al concepto en estudio.
Esto se ejemplifica en su investigacion donde el MER asociado a los conceptos
de limite y continuidad, que construyen para la Economia y Administracién,
busca responder a la cuestién de derivabilidad de ciertos tipos de funciones.
Debido a que, la derivabilidad de funciones es una herramienta crucial en el
analisis de modelos econémicos (que simulan el comportamiento del mercado)
y el concepto de derivabilidad requiere y necesita del estudio de OM asociadas
al limite, entonces en el MER propuesto tiene un sentido intramatematico. Y asi
surgen las siguientes cuestiones iniciales: ¢ Por qué y como verificar la existencia
del limite de funciones? ;Por qué y como calcular un limite suponiendo que

existe?

Los elementos presentados anteriormente permiten mirar el concepto del limite
de una funcién a través de un enfoque institucional. El MER, como herramienta

de la TAD, nos permite describir el concepto a partir de una sucesion de
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praxeologias cada vez mas amplias que buscan dar respuesta a las cuestiones
que evidencian la razon de ser del concepto. La TAD brinda las herramientas
para la descripcién de la forma en la que se ensefa un concepto a través del
Modelo Epistemolégico Dominante donde se reconstruye las praxeologias que
forman parte de la institucion en estudio. Con estas herramientas que
proporciona la TAD la investigacion sobre un concepto se puede ampliar al
comparar dos instituciones educativas a partir de las praxeologias o procesos de
modelizacion matematica que tienen lugar. En este proceso de exploracion de
andlisis de las organizaciones matematicas, se evidencia el proceso de
construccion del bloque tecnoldgico-tedrico en referencia a una institucién. Sin
embargo, si deseamos analizar a nivel mas focalizado la construccién del
conocimiento matematico en un alumno, es decir, si deseamos analizar las
construcciones necesarias para que el alumno interiorice un concepto
matematico, es necesario abordar la forma de aprender el conocimiento desde
una teoria cognitiva. En ese sentido, la teoria APOE resulta un marco teérico util
para analizar la construccion del limite de una funcién a nivel individual. Ademas,
la teoria APOE dota de herramientas, a través de los disenos didacticos, para la
construccion del concepto. A continuacion, se revisaran algunos elementos de la
teoria APOE que nos serviran para la investigacion y finalmente se mostrara la

forma como ambas teorias podrian dialogar sin violentar sus principios teoricos.
Algunos elementos de la Teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto, Esquema)

La teoria APOE desarrollada por Dubinsky fue concebida sobre la nocion de
abstraccion reflexiva aplicada al pensamiento matematico avanzado. Segun
Arnon et al (2014), Piaget definio la abstraccion reflexiva, en el campo de la
matematica, como el mecanismo mental con el cual se generan todas las
estructuras légico-matematicas. Esta abstraccion reflexiva es descrita en dos

partes que la constituyen:

La primera parte implica la reflexién, en el sentido de la conciencia y el
pensamiento contemplativo, sobre lo que Piaget denomind contenido y
operaciones en ese contenido, y en el sentido de reflejar el contenido y la
operacion desde un nivel o etapa cognitiva inferior a uno superior. La segunda
parte consiste en la reconstruccidon y reorganizacion del contenido y las
operaciones en esta etapa superior que hace que las operaciones se conviertan
en contenido al que se pueden aplicar las nuevas operaciones. (Arnon et al.,
2014, p. 6, traduccion propia)
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Con esta segunda parte, Dubinsky considera a la abstraccién reflexiva como una
herramienta que permite describir el desarrollo de conceptos matematicos
avanzados. Asi, Dubinsky reinterpreta los elementos de la teoria de Piaget para

conformar la teoria APOE.

Segun Arnon et al. (2014), la teoria APOE es un modelo que permite describir
como un individuo aprende los conceptos matematicos. Los individuos
conforman un concepto matematico a través de la construccion y el uso de las
estructuras mentales (que en la teoria APOE, son consideradas como etapas del
aprendizaje de cierto concepto matematico). Estas estructuras mentales (Accion,
Proceso, Objeto, Esquema) se generan mediante tipos de abstraccién reflexivas,
en la teoria APOE, los tipos de abstracciones reflexivas son denominados
mecanismos mentales: la interiorizacion, la encapsulacién, la coordinacion, la
inversion, la desencapsulacion y la tematizacion. Se debe aclarar que, en la
teoria APOE, cuando se hace referencia a un estudiante (o individuo) no se esta
considerando a un alumno especifico, sino que se refiere a un alumno genérico,
es decir, un alumno que represente a los alumnos que esta aprendiendo cierto
concepto determinado. En la siguiente figura, se muestran los componentes de
la teoria APOE, la flecha entre los mecanismos mentales y las construcciones
busca representar que las estructuras se construyen mediante los mecanismos.
Esto de desarrollara con mas detalle en el siguiente punto. A continuacién,
realizaremos una breve descripcion de cada uno de ellos a partir de los expuesto
por Arnon et al. (2014).

" Mecanismos mentales ™, / Estructuras mentales ™

Interiorizacién

:

/

Accidn
Encapsulaciéon

Proceso
Coordinacién

N el
Abstraccion
reflexiva > Inversion

\

Objeto

Desencapsulacion
Esquema

Tematizacion

Figura 16: Mecanismos y estructuras mentales de la teoria APOE

Fuente: Elaboracion propia
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Construcciones mentales y mecanismos

e Accion: Un concepto matematico es concebido como una Acciéon cuando
es entendido como una transformacion externa de otro objeto matematico.
Esta transformacién es externa ya que son necesarios las instrucciones
externas paso a paso. Ademas, cada paso se desarrolla a partir del
anterior; es decir, en este nivel, no es posible imaginar ni saltar algun paso.
Los autores brindan un ejemplo en Calculo (relacionado al nivel de trabajo
del caso del limite): para construir la definicion de la integral como el area
bajo la curva de funcién, son necesarias las acciones: dividir un intervalo
en intervalos mas pequefios de una longitud especifica, construir un
rectangulo bajo la curva para cada intervalo, calcular el area de cada
rectangulo, etc.

¢ Interiorizaciéon y Proceso: Cuando un individuo repite una accion, puede
pasar a tener un trabajo interno (control interno de esta) en lugar de ser una
serie de pasos con instrucciones externas. Esto se evidencia cuando el
individuo es capaz de imaginar los pasos, saltar algunos de ellos o
invertirlos. Es decir, cuando un individuo repite una accion, empieza a
reflexionar sobre ella y asi una accion interiorizada es un proceso, En
Calculo, los autores dan el siguiente ejemplo con respecto a la integral
definida: la accion de determinar la suma de Riemann para una particion se
interioriza en un Proceso, cuando el individuo puede visualizar cémo se
calcula la suma de Riemann para cierta particion y visualiza que este
proceso continda mientras aumento la cantidad de intervalos.

¢ Encapsulaciéon y Objeto: La encapsulacion se da cuando un individuo
aplica una accion a un proceso, esto quiere decir, el individuo mira el
Proceso como una totalidad (empieza a verla como una estructura estatica
en lugar de dinamica) y por ello se da cuenta de las transformaciones que
pueden actuar sobre esta totalidad. Es decir, el alumno es consciente de
las operaciones/transformaciones que se aplican a un proceso, realiza
transformaciones sobre este y puede construir esas transformaciones. En
Calculo, si se calcula el limite de las sumas de Riemann, estamos aplicando

una Accion al Proceso de la suma de Riemann. Para determinar el area
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bajo la curva de una funcién en un intervalo cerrado, el individuo debe
encapsular el Proceso de la suma de Riemann en un Objeto.

¢ Desencapsulacion, coordinacion e inversa de un proceso: Cuando un
alumno ha encapsulado un Proceso en un Objeto, puede desencapsular
este ultimo y retroceder hasta el Proceso que dio origen a este Objeto. Por
otro lado, la coordinacién es la que permite la construccion de algunos
Objetos. Si dos Objetos son desencapsulados hasta llegar a los Procesos
que les dieron origen, sus procesos pueden ser coordinados y estos
procesos coordinados pueden ser encapsulados para generar un nuevo
Objeto. Esto se puede ejemplificar de la siguiente manera: si dos funciones
son desencapsuladas y se coordinan sus Procesos, estos Procesos
coordinados pueden ser encapsulados y obtener el Objeto de la funcién
compuesta. Finalmente, un Proceso puede ser también invertido, por
ejemplo, el Proceso de funcién puede ser invertido para obtener la nocién
de la funcién inyectiva y de la funcion inversa.

e Tematizacion y Esquema: La interaccién de las construcciones mentales
y de los mecanismos mencionados conforman el Esquema. La construccion
del Esquema como un objeto mental se logra a través de la tematizacion,
este proceso se da a partir de la coherencia entre las estructuras y las
conexiones establecidas entre ellas, se transforman en una estructura
estatica y usarse como una estructura dinamica que asimila a otros Objetos
o esquemas relacionados. El Esquema es dindmico ya que su
reconstruccién varia segun como el individuo determina la actividad
matematica para enfrentar situaciones matematicas diferentes. La
coherencia del nivel Esquema esta determinada por la capacidad del
individuo para identificar qué estructura mental debe usar al tratar de

resolver una situacion problematica.

Finalmente, acerca de las estructuras mentales y los mecanismos, Arnon et al.

(2014) citan a Asiala que afirma lo siguiente:

...consideramos que la comprensién de un concepto mateméatico comienza con
la manipulacién de objetos fisicos o mentales construidos previamente para
formar acciones; las acciones se interiorizan para formar procesos que luego se
encapsulan para formar objetos. Los objetos se pueden desencapsular de nuevo
a los procesos a partir de los cuales se formaron. Finalmente, las acciones,
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procesos y objetos se pueden organizar en esquemas. (Asiala, 1996, citado en
Arnon et al., 2014, p. 19)

Esta interaccion entre los elementos de la teoria APOE descritos previamente se

muestra graficamente en la siguiente figura:

Schema

interiorization

l processes

‘coordination
Teversal

objects

encapsulation

de-encapsulation

Figura 17: Elementos de la teoria APOE
Fuente: Arnon et al. (2014, p.10)

Descomposicion genética

Una vez que se han definido las construcciones mentales y los mecanismos
mentales de la teoria APOE, se plantea un modelo que muestre cdmo estas
construcciones se relacionan y se desarrollan. La descomposicion genética es el

modelo que cumple esta funcion. Arnon et al. (2014) definen:

Una descomposicion genética es un modelo hipotético que describe las
estructuras mentales y los mecanismos que un estudiante podria necesitar para

aprender un concepto matematico especifico. (Arnon et al., 2014, p. 27 y 28)

Ademas, se afirma que la construccién de la descomposicion genética de un
concepto matematico se inicia a partir de algunos de los siguientes items:
experiencia del investigador en la ensefianza y aprendizaje sobre el concepto, el
conocimiento de la teoria APOE, resultados de investigaciones preliminares
sobre el concepto, perspectivas historicas sobre el desarrollo del concepto o
analisis de un texto sobre el concepto. Esta descomposicion genética preliminar
sirve de guia para el analisis de los resultados de una instruccién (una clase
donde se recopilara informacion sobre los resultados en los alumnos). Los datos
obtenidos en la instruccién (en forma de entrevistas o en instrumentos de
medicion escritos) permiten analizar y revisar la descomposicion genética a

través de dos cuestionamientos:
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(1) ¢Hicieron los estudiantes las construcciones mentales requeridas por la
descomposicién genética? (2) ¢, Cuan bien aprendieron los sujetos el contenido

matematico? (Arnon et al., 2014, p. 28)

Las respuestas a estan preguntas permiten revisar la descomposicion genética

inicialmente planteada.

Arnon et al. (2014) no sugieren que una descomposicion genética sobre un
objeto sea unica y tampoco describen exactamente lo que sucede en la mente
de cada estudiante, sino que brinda un modelo que ayuda a comprender las

construcciones mentales que aparecen en un alumno genérico.

A continuacion, se muestran la descomposicion genética preliminar para el limite

de una funcion en un punto propuesta por Cotrill et al. (1996).

Figura 18: Descomposicion genética preliminar del limite

Fuente: Cotrill et al. (1996, p. 9y 10)

Podemos observar en la figura que se muestran las relaciones entre
construcciones mentales que un alumno debe realizar para comprender el
concepto del limite (por ejemplo, la accidén de evaluar la funcién en puntos
cercanos a otro, cuando el alumno interioriza esta accidn se convierte en
proceso). A partir de esta DG, los autores plantean una secuencia de actividades
que deberian ser las activadoras para que los alumnos realicen cada una de

estas construcciones. Las descripciones de estas actividades se muestran en el
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resumen presentado en las investigaciones de referencia. Luego, analizan los
resultados y realizan los ajustes necesarios. En esta investigacién, los autores
realizaron dos ajustes: incluir un paso previo al primero y en el paso 3 se
explicitan los mecanismos. La DG revisada por los autores, con los ajustes

mencionados, se muestra a continuacion:

Figura 19: Descomposicion genética revisada del limite

Fuente: Cottrill et al. (1996, p. 9y 10)
El ciclo ACE

Segun Arnon et al. (2014), el ciclo ACE es un disefio pedagdgico que cuenta con
tres componentes: actividades (A), discusion en clase (C) y ejercicios fuera de
clase (E). La primera etapa de este disefo es el de Actividades (A) que consta
de trabajos cooperativos con tareas disefadas para que logren las
construcciones mentales propuestas en la descomposicién genética. Los autores
plantean que las actividades computacionales (programar) promueven en el
alumno la abstraccion reflexiva, esto se respalda en los trabajos con disefios
pedagdgicos computacionales realizados por Dubinsky, a partir de los cuales, el
autor observo que el trabajo exigente de programar, depurar y ejecutar un
programa de computadora tenia un efecto positivo en como los estudiantes

aprendian el concepto matematico. Por ello, plantea que una cuidadosa
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seleccion de actividades con la computadora podria favorecer el pensamiento de

los individuos sobre un concepto matematico.

La siguiente parte del disefio, la discusion en clase (C) esta dirigida por un
instructor e implica un trabajo en grupos con los estudiantes con lapiz y papel, la
idea es que estas se basen en las actividades de laboratorio completadas en la
primera parte de Actividades. El objetivo de la discusion es dar a los alumnos el
momento adecuado para la reflexion sobre su trabajo anterior con la guia del
instructor que proporciona definiciones, explicaciones sobre lo que los alumnos

ya han estado pensando.

La parte final del disefio con los ejercicios fuera de clase (E). Que consisten en
problemas cuyo objetivo es el de reforzar las dos etapas preliminares (las
actividades y la discusion en clase). Los ejercicios deben fomentar el desarrollo

de las construcciones mentales sugeridas por la descomposicion genética.

Con la siguiente figura se puede visibilizar el disefio del ciclo ACE y su relacion

con la descomposicion genética:

[ Descomposicion genética ]

.

Ejercicios

Figura 20: Relacién entre la descomposicién genética y el ciclo ACE

Fuente: Adaptado de Arnon et al. (2014)
Dialogo entre APOS y TAD

Como ya se mostrado previamente en los antecedentes, Trigueros, Bosch y
Gascon (2011) presentan tres formas en las que las teorias APOE y TAD pueden
dialogar. Para esta investigacién, nos centraremos en el dialogo propuesto a
partir de los componentes teoricos, especificamente a partir de la idea de
paralelismo entre la DG de la teoria APOE y el MER de la TAD.

Los autores afirman lo siguiente:
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e En primer lugar, plantean que, al igual que la DG, el MER es un modelo
provisional que puede ser revisado y modificado. Y tal como indica,
Barquero, Bosch y Gascén (2013) el MER tiene siempre caracter
provisional ya que deben ser contrastados, revisados y posiblemente
modificados.

e Dado que las investigaciones en el marco teérico del APOE aprovechan
los datos provenientes de la experimentacion (implementacién de la
secuencia de actividades disefadas) para revisar sus DG, entonces los
autores proponen que sus resultados pueden ayudar a complementar la
metodologia de la TAD. Es decir, estos resultados obtenidos pueden
servir de herramienta complementaria con el que se puede contrastar y
modificar cada MER construido.

e Por otro lado, los autores también resaltan que la DG se plantea en
términos de las acciones que las personas deben llevar a cabo. Y estas
acciones se explicitan en las secuencias disefiadas en términos de tareas

matematicas.

En esta seccién del capitulo dos, se han presentado los elementos tedricos que
se usaran para el desarrollo de esta investigacion. Aclaramos que, aunque se
han mencionado elementos de dos teorias cuyas bases se fundamentan en
principios diferentes, tenemos en cuenta que el objetivo de la investigacion es la
de construir un modelo epistemoldgico de referencia (MER) asociado al concepto
del limite, por lo tanto, se considera como marco tedrico a la Teoria Antropologica
de lo Didactico (TAD) y al didlogo propuesto entre los elementos de la TAD y la
teoria APOE. Los elementos de la teoria APOE sirven como insumos para este

didlogo planteado, por ello han sido descritos en esta seccion.

En la siguiente seccion de este capitulo, se describira la metodologia a utilizar
en la investigacion. Para ello, primero se definira qué se entiende por
investigacién cualitativa, cuales son sus caracteristicas, se definira qué tipo de

investigacién cualitativa se usara en esta investigacién y los pasos a utilizar.
2.2 Metodologia y procedimientos

Investigacion cualitativa
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Para la siguiente investigacion consideramos, en primer lugar, la definicién de
metodologia que brindan Taylor y Bogdan (1987) y la definen como la manera
como se enfoca un problema y se desarrolla la busqueda de respuestas.
Ademas, segun Martinez (2006), las metodologias con enfoque cualitativo son
aquellas que presentan caracteristicas de la hermeneutica, fenomenoldgica,
etnografia, etc. Es decir, son aquellas que tratan de describir, construir,

comparar, evaluar y analizar una unidad de analisis.

Segun, Taylor y Bogdan (1987), una investigacion cualitativa debe mostrar las

siguientes caracteristicas:

¢ Debe ser inductiva, en el sentido en que los datos no buscan corroborar
hipétesis preconcebidas, sino que se desarrollan comprensiones, conceptos
y conclusiones a partir de estos datos obtenidos. Por ello, se indica que las
investigaciones cualitativas tienen el caracter de ser flexibles. Esta
investigacion es inductiva ya que se plantea la construccién de un MER a partir
de las observaciones obtenidas de la DG revisada de Pons (2014).

e Debe ser holistica, en el sentido en que las unidades de analisis (personas,
escenarios, etc.) no son consideradas como variables independientes sino
son analizadas dentro de un todo. Es decir, las unidades de analisis deben
ser consideradas dentro de su contexto (pasado y presente). Esta
investigacion tiene esa caracteristica ya que se realizara la construccion de
un MER del concepto limite de una funcion en un punto, mediante
praxeologias cada vez mas amplias que permiten responder a la cuestién de
la razon de ser del concepto en si.

¢ En la investigacion cualitativa, se busca describir y entender a las unidades
de analisis dentro de su marco de referencia. En esta investigacion, se busca
describir los tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias asociadas al
concepto del limite de una funcién en un punto. Las técnicas y tecnologias
descritas estan asociadas a las formas como se presentan las soluciones a
las tareas en los libros de texto de calculo.

e Es necesario que el investigador cualitativo considere todas las perspectivas
como importantes. En esta tesis, se tomara como marco teorico los elementos
de la Teoria Antropoldgica de la Didactico (TAD) para realizar el andlisis de

las organizaciones matematicas identificadas en un libro de texto; sin
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embargo, este analisis se complementara con la vision de la descomposicién

genética desarrollada en la tesis doctoral de Pons (2014).

En el mismo sentido, Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) muestran las

caracteristicas que debe tener una investigacion cualitativa:

a)

b)

En las investigaciones cualitativas se plantea un problema inicial, pero no
se define unos lineamientos predeterminados estrictos que se debe
seguir. En esta investigacion, se plantea una pregunta de investigacién
inicial pero los pasos a seguir corresponden a la investigacion cualitativa
del tipo bibliografica en general.

Las investigaciones cualitativas brindan perspectivas teoricas luego de la
descripcion y la observacion de un fenédmeno.

En las investigaciones cualitativas no se busca probar hipotesis
planteadas inicialmente, sino que se van generando hipotesis durante el

desarrollo de la investigacion.

Los criterios b y ¢ se pueden interpretar como la caracteristica de inductividad

que plantean Taylor y Bogdan (1987).

d)

f)

Para la investigacién cualitativa, se obtienen datos cualitativos que
corresponden a descripciones detalladas de las unidades de analisis.
Estos datos no se obtienen de una medicion numérica. En esta tesis, no
se busca cuantificar alguna caracteristica del limite de funciones en un
punto, sino que se busca describirla a partir de las reconstrucciones de
las organizaciones matematicas correspondientes a este tema en un libro
de texto.

Las técnicas mas usadas en la investigacién cualitativa son la observacion
no estructurada, entrevistas, revision de documentos, etc. En nuestro
caso, se realizara el analisis de un capitulo de un libro de texto y de la
epistemologia del concepto.

El procedimiento usado es flexible y su propdsito es el de reconstruir una
realidad tal y como la observan los participantes. Ademas, se considera
como un proceso holistico porque busca considerar las unidades de

analisis como parte de un todo.
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Ademas, tanto Taylor y Bogdan (1987) como Hernandez, Fernandez y Baptista
(2010) concuerdan en que el investigador debe buscar la menor participacion
posible en la investigacion; sin embargo, de algun modo, sigue siendo parte del

fenédmeno estudiado.

Las definiciones mostradas nos dan una visién general de las caracteristicas de
la investigacion cualitativa. En el area de investigacion en educacion matematica,
Sierra (2011) sostiene que los procedimientos experimentales y cuantitativos no
reflejan la complejidad de la actividad de ensefianza y aprendizaje y no permiten
tener una visiébn mas amplia del objeto de estudio. Por ello, afirma que muchos
investigadores en la linea de las investigaciones en educacion matematica optan

por la metodologia cualitativa.

A partir de las caracteristicas de las investigaciones cualitativas brindadas,
planteamos que esta investigacién sera del tipo cualitativa. En primer lugar,
porque tiene por objetivo la descripcion del concepto del limite a través de la
construccion de un MER. Esta descripcion se realizara a partir del analisis de los
resultados obtenidos de la secuencia de actividades planteadas por Pons (2014)
y a partir del analisis epistemolégico del limite. En el plan de trabajo de esta
investigacioén, se plantea en primer lugar, realizar un analisis epistemologico, que
muestre las concepciones historicas que han surgido sobre el concepto del
limite, asi como también se evidencien los problemas que dieron origen a estas
concepciones. También, se analizan aportes de otras investigaciones para la
construccion del MER. Sobre la base del articulo de Trigueros, Bosch y Gascon
(2011), se muestra como los criterios de construccion del MER pueden
complementarse con los datos obtenidos del planteamiento de una DG del limite
de una funcién de Pons (2014), de la secuencia de actividades propuestas, de
los resultados obtenidos y del analisis implicativo. Es decir, se plantea un
enriquecimiento del MER a partir de la DG. Finalmente, se presenta la
construccion del MER como una secuencia de tareas que forman praxeologias

con complejidad creciente.
Investigacion cualitativa bibliografica y documental

En cuanto a la investigacion cualitativa de tipo bibliografica, Férnandez y del
Valle (2016) indican que se basa principalmente en la consulta de fuentes
bibliograficas impresas o virtuales. Se caracteriza por realizar analisis a partir de
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la lectura de lo que otros autores han producido en el area de conocimiento que
se esta investigando. Ademas, plantean que la investigacion bibliografica es
parte introductoria fundamental para cualquier disciplina debido a que las fuentes
bibliograficas son recursos que brindan informacion, evidencias, argumentos y
confrontacion de discursos. Es sobre la base de ellos que un investigador puede

elaborar su propia propuesta.

Por otro lado, Gil (2002) la caracteriza por trabajar sobre la base de un material
ya elaborado (libros y/o articulos cientificos). Ademas, el autor resalta que una
de las ventajas mas importantes de este tipo de investigacion es la de poder
acceder a una cobertura mas amplia de su accionar, esto se da por la

accesibilidad de la bibliografia requerida.

El autor afirma que hay una gran similitud entre las investigaciones del tipo
bibliografica y de tipo documental, y la principal diferencia entre ambas es la
naturaleza de las fuentes usadas. Mientras que, en la bibliografica, se toman
fuentes bibliograficas, como las mostradas en la siguiente tabla, de diferentes
autores y que se pueden encontrar en una biblioteca, en el caso de la
documental, se trabaja sobre la base de documentos que no han sido tratados
analiticamente como, por ejemplo, documentos de instituciones publicas o
privadas. Al igual que en el caso de la bibliografica, el autor resalta la ventaja de

la investigacion documental en el sentido de la accesibilidad de la informacion.

DE LECTURA | OBRAS LITERARIAS
ACTUAL DIVULGACION DE OBRAS
" DICCIONARIOS
<
S LIBROS ) ENCICLOPEDIAS
2 DE INORMACION
Z % DEL ANUARIOS
& S REFERENCIA REMITENTE
B S ALMANAQUES
m
=) LIBROS DE TEXTO
PUBLICACIONE | PERIODICOS
S PERIODICAS |REVISTAS
DOCUMENTOS IMPRESOS

Figura 21: Clasificacién de las fuentes bibliograficas

Fuente: Rondan (2015, p.66)
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Esta investigacion cualitativa es del tipo bibliografica ya que trabajara sobre la
base del analisis de capitulos de libros de texto de calculo, relacionados al
concepto del limite de una funcién en un punto, presentado como bibliografia
principal del curso de Calculo Diferencial de la institucion educativa
seleccionada. Ademas, debido a que el MER debe ser construido para una
institucion, en este caso se define la institucion como el curso de Calculo
Diferencial de la institucion educativa universitaria, por ello, se revisaran el
curriculo del curso. Este ultimo entraria en la categoria de documentos que no
han sido tratados analiticamente y que pertenecen a una institucion privada. Por

ello, esta investigacion es del tipo bibliografica y documental.

Finalmente, la estructura del plan de trabajo de esta investigacién sera como se

muestra a continuacion:

1) Se realizara un analisis epistemoldgico del concepto del limite. (descrito
previamente)

2) Se realizara un analisis sobre la formar de presentar el concepto del limite
en tres libros de calculo: Haaser (1992), Apostol (1983) y Leithold (1994).
Se analiza si parte de un problema relacionado con alguna concepcién
histérica del limite, o surge de la necesidad de fundamento de otros
conceptos.

3) Se realizara una descripcion del concepto del limite en la institucion en
estudio. Se presentara la forma de enfocar este concepto a partir del
analisis del curriculo del curso y a partir del analisis praxeoldgico del libro
de calculo principal en la bibliografia del curso (Rogawski, 2012).

4) Se revisaran los aportes de la DG revisada de la tesis doctoral de Pons
(2014) a partir de la propuesta del articulo de Trigueros, Bosch y Gascén
(2011). Aqui se definira de qué manera la DG de la teoria APOE aportara
criterios complementarios para la construccion del MER de la TAD.

5) Finalmente, se realizara la construccion del MER.
Pasos de la investigacion cualitativa bibliografica y documental

Finalmente, Gil (2002) afirma que ambos tipos de investigaciones, bibliografica
y documental, usan los mismos procedimientos metodoldgicos. Para ello, el
autor define 9 pasos; sin embargo, sugiere que, para seleccionar cuales son los
pasos a seguir en una investigacion, se deben tener en cuenta muchos factores:
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naturaleza del problema de investigacién, conocimiento previo del investigador
sobre la unidad de analisis, el grado de complejidad de la investigacion, etc. A
continuacion, detallaremos algunos de esos pasos que serviran como método

para este trabajo de investigacion:

1) Eleccion del tema: Esta es la primera etapa de toda investigacion. Segun el
autor, esta etapa debe realizarse después de haber reflexionado sobre los
temas que sean de interés y conocimiento del investigador. En ese mismo
sentido, Rivas (1995) complementa y propone que, para la correcta seleccién
del tema, se debe tener en consideracion la disponibilidad de un especialista
en el tema, bibliografia disponible, el tiempo destinado a la investigacion y que
el trabajo pueda continuarse en el futuro. En esta etapa, esta investigacion
tiene por objetivo el analisis del concepto del limite de una funcién en un punto,
ya que existen diversas investigaciones en educacién matematica que
muestran interés por el tema, algunas de ellas han sido presentadas en los
antecedentes de esta tesis.

2) Levantamiento bibliografico preliminar: en esta etapa, se busca que el
investigador realice un estudio exploratorio sobre las investigaciones/trabajos
relacionados al tema de investigacién de manera que asi se logre familiarizar
con él. Este estudio debe involucrar investigaciones recientes del tema de
manera que logre obtener una vision general del avance en el area de
investigaciones de educacion matematica. Este paso es necesario para lograr
delimitar el problema de investigacion de manera clara y precisa. En esa

misma linea, Fernandez y del Valle (2016) afirman que

Para poder entender mas y tener un mayor manejo teérico del tema, se
requiere, pues, del apoyo de aquellos textos que otros investigadores han
escrito sobre el aspecto o fendmeno que nos interesa (...) este tipo de textos
amplian nuestro conocimiento del tema a la vez que nos brindan un mayor
contexto para nuestro saber. (Fernandez y del Valle, 2016, p.53)

De manera mas detallada, Rivas (1995) afirma que para hacer la seleccion de
las referencias se debe “...hacer el examen preliminar y decidir mediante el
andlisis de los titulos, oraciones, resumenes, ilustraciones, tablas, diagrames,
etc...” (p.113).

Debido a la gran cantidad de investigaciones asociadas al tema de limite de
una funcién en un punto, esta etapa es muy importante para que ayude a

delimitar el enfoque en esta investigacion. El estudio exploratorio se ha
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realizado tomando en cuenta el objeto matematico en estudio, asi como
también el marco tedrico en cada uno. Aqui se ha delimitado a revisar
investigaciones cuyos marcos tedricos han sido la TAD o el APOE. A partir de
este estudio, se decidié que el marco tedrico adecuado para el enfoque de
este estudio sera la TAD.

3) Formulacién del problema: Debido a la complejidad de esta etapa, Gil (2002)
propone las siguientes preguntas de manera que con ellas se evalue si el
problema propuesto es apto para la investigacion:

e Eltema es interés del investigador?

e El problema presenta relevancia tedrica y practica?

e Existe material bibliografico suficiente y disponible para su planteamiento y
solucion?

e /El problema se formulé de manera clara, precisa y objetiva? (p. 62)

El autor resalta que es posible que en principio se defina un problema de
investigacion que pueda ser reformulado. Ademas, para el planteamiento del
problema, se requiere una evaluacién critica de los diferentes enfoques
tedricos de distintos autores de manera que se seleccione la perspectiva

tedrica adecuada para lo que se quiere investigar.

Esta etapa en nuestra investigacién corresponde al planteamiento del
problema, del objetivo general y de los objetivos especificos.

4) Elaboracion del plan provisional: en esta etapa, se busca que se defina una
estructura inicial de trabajo, de manera que se identifiquen las partes que
componen la investigacion. En esta investigacion, esta etapa se refleja en la
construccion del indice identificando las componentes de los capitulos.

5) Identificacion de las fuentes: A partir del paso 2 (Levantamiento bibliografico
preliminar), se deben identificar las fuentes que resulten necesarias para el
desarrollo de la investigacion. Estas fuentes pueden corresponder a libros,
tesis, disertaciones, publicaciones en revistas cientificas, etc. En esta etapa,
se seleccionan aquellos articulos que ayuden a responder la pregunta de
investigacion.

6) Fichaje: en esta etapa, el investigador debe elaborar fichas de manera que
sirva de registro de las fuentes seleccionadas en el paso anterior. Estas fichas
deben contener resumenes y deben tener una organizacién adecuada segun
criterios del investigador. En esta investigacion, este registro se llevd a cabo

en los antecedentes y los aspectos tedricos considerados para el estudio.
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7) Construccion logica del trabajo: en esta etapa, se busca la organizacion de
las tareas a realizar para lograr responder a la pregunta de investigacion
planteada. Se busca una estructura logica para el desarrollo de la
investigacion.

8) Redaccion del informe: La secuencia y el estilo de la redaccién son propias
del investigador. En esta etapa de la investigacion, se realizara la redaccion
del analisis de la organizacién matematica identificada para el limite de una
funcién en un punto sobre la base del marco teérico definido. Finalmente, se

redactaran las conclusiones y sugerencias de la investigacion.
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CAPITULO Iil: EPISTEMOLOGIA DEL LiMITE, LIMITE EN LA
INSTITUCION EN ESTUDIO, ANALISIS DE LIBROS DE TEXTO

En este capitulo, presentaremos los resultados de un estudio epistemoldgico-
histérico del concepto del limite de una funcién de los trabajos de Blazquez y
Ortega (2002), Pons (2014), Medina (2017) y Boyer (1959). Ademas, se realizara
un analisis de las praxeologias de algunos libros de célculo seleccionados de
manera que sirvan como paso inicial para la construccion del MER, que es el
objetivo de esta investigacion. Segun Munzén, Bosch, y Gascén (2015), para
construir un modelo epistemolégico de referencia asociado a un concepto
matematico, es necesario iniciar con los datos obtenidos del desarrollo histérico
del concepto en la matematica. En este capitulo, se revisara, la evolucién
histérica del concepto del limite de una funcién, de manera que asi se logre
evidenciar las concepciones asociadas a este concepto a lo largo de la historia
y las situaciones problema que estan relacionadas y dieron origen a estas
concepciones. Por otro lado, Sierra, Gonzalez Lépez (1999) reconocen que la
transformacion de la matematica hacia el contenido escolar (transposiciéon
didactica, Chevallard, 1980) se refleja en los libros de texto, por ello, reconocen
la importancia del analisis de libros de texto donde se visibilicen los cambios que
se han producido sobre el concepto. Por ello, en este capitulo, también se
revisaran las organizaciones matematicas asociadas al concepto del limite en un

libro de texto seleccionado.
3.1 Epistemologia del limite de funciones

Para el concepto de limite, Sierra, Gonzalez, Lépez (1997), afirman que el
analisis epistemoldgico de este concepto cumple tres objetivos: en primer lugar,
evidencia que el concepto del limite se desarrolla en conexién con otros, en
segundo lugar, al identificar los problemas relacionados con el limite, muestra el
contexto donde se origina su concepcion y, en tercer lugar, evidencia que la
evolucion del concepto del limite no ha sido siempre progresiva sino que
involucra avances y retrocesos, asi se evidencian los obstaculos que fueron
apareciendo en su desarrollo. Respecto al primer objetivo, Medina (2017), en su
investigacién, menciona que para realizar la descripcion de la evolucién histérica

del concepto del limite se debe realizar un recorrido historico a las Matematicas,
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ya que el limite de una funcion no ha surgido de manera independiente y
auténoma, sino que su origen y desarrollo estan asociados a otros conceptos
matematicos (de manera que conforman una red). Asi, la autora muestra los

conceptos matematicos asociadas al desarrollo del limite en la siguiente figura:

Figura 22: Concepciones asociadas al limite

Fuente: Medina (2000, p.4)

De esta figura, podemos observar y comentar de manera preliminar que, para
desarrollar la definicién del limite de una funcion, se realizaron estudios para
entender y definir el infinitesimal. Ademas, la definicién del limite se pudo

desarrollar a partir de la teoria de funciones.

La evolucion del concepto del limite es estudiada por diversos autores, que
definen etapas segun la concepcion del limite en cada etapa. Aunque la mayoria
reconoce que las separaciones entre las etapas no son completamente

marcadas. Partiremos de las etapas definidas por Blazquez y Ortega (2002).

La epistemologia del concepto del limite de una funcién no tuvo su origen en el
campo del célculo, ni parte de su definicion formal. Sino que existen otros

campos de las matematicas que dieron origen a nociones relativas a él.

A continuacion, realizaremos una descripcion de la evolucidn histdérica del limite
orientada a la descripcién de la concepcion del limite. Estas concepciones han
sido consideradas sobre la base de los trabajos de Blazquez y Ortega (2002),
Pons (2014) y Medina (2000). Y sobre la base del libro de Boyer (1959) que

evidencia algunos de los problemas que surgieron en cada etapa.

3.1.1 Concepcion geométrica (De Eudoxo de Cnido a la primera mitad
del siglo XVIII)

La primera concepcién del limite es una idea muy intuitiva del limite como un

proceso del paso al infinito. Sobre esta primera nocion de limite, Blazquez y
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Ortega (2002) identifican los siguientes problemas en los que el concepto del
limite era necesario para su resolucion (aunque no necesariamente fuese

explicitado en las resoluciones):

Figura 23: Problemas histéricos asociados al concepto del limite

Fuente: Blazquez y Ortega (2002, p.3y 4)

A continuacién, se revisaran los problemas y los métodos infinitesimales usados
para su resolucién en orden cronolégico de manera que asi se mostrara la

concepcion del limite a lo largo de la historia del calculo.

En la época griega, el limite no es concebido como un concepto matematico ni
como operacion matematica; sin embargo, la nocion de limite esta implicita en el
metodo de exhaucidn de esa época. Los problemas que surgen en esta época
estan relacionados al contexto geométrico y el limite es concebido (de manera

implicita) como una aproximacion de procesos geométricos infinitos.

Método de Exhaucién: Atribuido a Eudoxo. Es un método que sirve para
determinar una magnitud de una figura (area, volumen) a partir de una
aproximaciéon a otra figura a la que se pueda calcular esa magnitud. Eudoxo
presenta un ejemplo que aparece en el Libro XII de los Elementos de Euclides,
que consiste en aproximar el area del circulo a partir de poligonos regulares

inscritos a él como se muestra en la siguiente figura:
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Figura 24: Aproximacion del area con el método de exhaucién

Fuente: Elaboracion propia

Segun, Ortiz (2005), Eudoxo plantea lo siguiente: “Lema. La diferencia en area
entre un circulo y un poligono regular inscrito puede hacerse tan pequefio como

se desee.” (p.114).

El método de exhaucion es la primera nocion que surge sobre lo que actualmente
podemos describir como un limite al infinito. Sin embargo, segun Boyer (1959),

los griegos no consideraban este método como un proceso infinito.

Por ello, este método es considerado como una idea intuitiva de la aplicacién del

limite en un contexto geométrico.

Este método permitia aproximar el area del circulo tanto como se quiera
mediante los poligonos inscritos; sin embargo, nunca se llegaba a calcular
exactamente el area del circulo y no se planteaba que los poligonos inscritos se
convirtieran eventualmente en el circulo pedido, por lo que se evidencia que
predomina la concepcion dinamica del limite (donde el limite es considerado

COMO Un proceso).

Debido a lo mencionado anteriormente, existia una brecha entre la linea curva y
la linea recta de los poligonos que aun no habia sido explorada. Ademas, segun
Boyer (1959), debido a que el aplicar este método era un proceso extenso, los
matematicos empezaron a buscar métodos mas directos. En esa busqueda,
Arquimedes crea un procedimiento heuristico para hallar la longitud de un
segmento parabdlico que esta basado en una anticipacién del concepto de los
indivisibles (que no explicita, pues menciona que el segmento parabdlico esta
formado por lineas rectas, pero no menciona la cantidad de lineas rectas, es
decir, no menciona que esté formado por infinitas lineas). Sin embargo, este
método heuristico (que podria considerarse lo suficientemente riguroso

actualmente) no tenia la demostracion matematica suficiente segun Arquimedes.
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Asi que, para ello, Arquimedes modifica el método de exhaucién y le agrega el
analisis de los poligonos circunscritos a la figura y usa una doble reduccién al

absurdo para su demostracion.

Figura 25: Modificacion del método de exhaucion por Arquimedes
Fuente: Ortiz (2005, p. 114)
Luego, Arquimedes utiliza su método heuristico para el calculo de areas y de
volumenes y el método de exhaucion para la demostracion. Ortiz (2005)
ejemplifica problemas como los trabajados en su obra La cuadratura de la

Parabola.

Figura 26: Problema del libro Cuadratura de la Parabola
Fuente: Ortiz (2005, p. 241)
Para el calculo de area de un segmento parabdlico, Arquimedes plantea una
suma de infinitos términos de una sucesion (aunque no lo reconoce asi). En lugar
de eso, calcula la suma de los n términos de una sucesién y prueba que al
aumentar la cantidad de término la serie se “exhausta”. Este procedimiento seria
el que actualmente demuestra la existencia del limite de una serie al infinito. Pero
Arquimedes no llega a plantear que la suma es exactamente 4A/3 sino que lo
demuestra con la doble reduccién al absurdo (plantea que el area no puede ser

mayor ni menor que el valor de 4A/3).
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Figura 27: Método de exhaucién con doble reduccion al absurdo
Fuente: Boyer (1959, p.52)
Pero en los trabajos de Arquimedes, se evidencia que evita referenciar al infinito
y a los infinitesimales debido a las escuelas de sus predecesores (escuela de
Aristoteles, que no reconoce la existencia del infinito actual y restringe el uso del

infinito solo al de infinito potencial).

Finalmente, Arquimedes no llegd a darle una definicion satisfactoria de los

infinitesimales, que luego llega a conseguirse con Newton y Leibniz.

Asi, segun Boyer (1959), en las matematicas griegas siempre habia una brecha
entre una cantidad real (finita) y una ideal (infinita). Es decir, los matematicos
griegos excluyeron el uso del infinito en sus razonamientos. También se puede
evidenciar que las nociones del limite surgieron en el ambito geométrico y con

nociones de limites de series al infinito.

Contreras (2001) afirma que, alrededor de 1100, se empieza a crear un clima
intelectual, de manera que asi se comienza a conocer los trabajos griegos (de
Euclides y Arquimedes) en Europa. En ese entorno, la matematica infinitesimal
se abre camino entre los escolasticos.” Asi surge, por ejemplo, Brawardine
(1290-1349) que define dos tipos de magnitud infinita y Oresme (1323-1382)
introduce la idea de disminucién de la variaciéon en las proximidades de un
extremo y el calculo de la distancia (area bajo la curva velocidad-tiempo)

mediante la de la suma continua.

A continuacion, veremos que la continuacién del trabajo de los matematicos
griegos fue retomada en el Renacimiento. Segun Pons (2014), esto se debe a la
gran cantidad de obras griegas pertenecientes a las bibliotecas del Imperio
Bizantino. Ademas, el autor afirma que la difusion del trabajo de los matematicos

griegos y en general la difusién del conocimiento puede estar relacionada a la
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invencién de la imprenta en el afio 1450. A continuacion, revisaremos algunos

meétodos que se usaron en el siglo XVI, XVII e inicios del siglo XVIII.

Método de los infinitésimos de Kepler (1571-1630): Este método surgi6 para
resolver problemas de calculo de volumenes y algunos relacionados a la
astronomia. El método definido por Kepler, basado en el método de exhaucion
de Eudoxo, “consiste en considerar que todos los cuerpos se descomponen en
infinitas partes, infinitamente pequenas de areas o volumenes conocidos”
(Blazquez y Ortega, 2002, p.4).

Segun Pons (2014), en este método, se consideraban que los volumenes
estaban conformados por superficies y que las superficies estaban conformadas

por lineas.

Método de los indivisibles de Cavalieri (1598-1647): Este método fue usado
por Cavalieri para calcular el area de figuras planas y volimenes de solidos.
Segun Sierra, Gonzalez, Lépez (1997), este método “consiste en considerar
como indivisibles a los elementos que constituyen una figura de dimension
mayor: los puntos son los indivisibles de un segmento; los segmentos, de figuras

planas; las secciones planas, de sdlidos.” (p. 16)

Respecto a este método, Pons (2014) afirma que tenia deficiencias: la falta de
dimensiones de los indivisibles hacia no adecuado su uso en el calculo de
longitudes de curvas y la complejidad del concepto de indivisible no permitia que

fuera facilmente explicable.

Método de Fermat (comienzos del siglo XVII)

Este método aparecié en su obra “parabolas e hipérbolas de Fermat’, aqui
Fermat trabajoé con curvas de ecuaciéon y = x™ (con n positivo para el caso de
parabola o n negativo para el caso de hipérbola). En esos casos, Fermat buscaba
hallar extremos de las curvas que llamaba “cumbres” o “valles”. Este método
consiste en tomar f(x + E) = f(x), dividirlo entre E y finalmente tomar E = 0.
Segun Medina (2000), Fermat es considerado como el primer matematico en
considerar un incremento diferencial, en la que se analiza el comportamiento de
una variable dependiente a partir del incremento diferencial de la variable

independiente.
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Sobre los métodos de Kepler, Cavalieri y Fermat, Blazquez y Ortega (2002)
afirman que estos métodos pueden ser considerados como el germen del
analisis infinitesimal, pero es importante destacar que surgieron debido a las
exigencias en contextos extra-matematicos (mecanica, astronomia y fisica).
Estos métodos funcionaban cada uno de manera separada a los otros y no habia
identificado su generalidad. A pesar de los métodos y procedimientos que se
tenian hasta ese momento, Fermat no logré unificarlos en lo que actualmente
llamamos analisis infinitesimal. En esa etapa ya se empieza a evidenciar la
necesidad de una teoria que armonizara los métodos desarrollados y que les
diera un caracter de universalidad. Por ello, surgen los trabajos de Newton y
Leibniz que permitieron una evolucién en el analisis infinitesimal. Asi los
problemas trabajados previamente fueron resumidos e identificados como
problemas de diferenciacion y antidifirenciacion.

Concepcion de Newton (1648-1727):

Segun Sanchez-Compafa (2012), Newton, en el campo de la mecanica, crea la
teoria de fluxiones, cuyo objetivo fue el de tratar los problemas de analisis
infinitesimal. Y propone el Método de las Fluxiones en su obra Methodus
fluxionum et serierum infinitarum en 1736, “donde se estudian magnitudes
variables, introducidas como abstraccion de diferentes formas del movimiento
mecanico continuo, denominadas fluentes. Todas las fluentes son variables
dependientes y tienen un argumento comun, el tiempo. Después se introducen
las velocidades de la corriente de los fluentes, que se denominan fluxiones.”
(Sanchez-Compafia, 2012, p.19 y 20)

Asi, segun Boyer (1959), x e y son para Newton los fluentes y sus fluxiones son
x e y. En esta obra, Newton propone uno de los problemas mas representativos
del calculo: dada la relacion entre dos cantidades, hallar la relacion de sus
fluxiones y el mismo problema planteado de modo inverso. Como ejemplo,
Newton demuestra la relacion entre las fluentes de las variables x e y cuando se
cumple que y = x", sustituye x =x+x,, y =y +y, y utiliza el binomio de
Newton para expandir la expresion y cancela los términos infinitamente
pequerios. Asi obtiene la siguiente relacion: y = nx"~1x. Este procedimiento es
el que demuestra lo que actualmente se conoce como el concepto de la derivada

de una funcion.
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Por otro lado, segun Blazquez y Ortega (2002), Newton, en su obra Tratatus
quadratura curvarum en 1704, explicita el método de las "razones primeras y
ultimas". Los autores muestran el problema asociado a este método.

Fluya una cantidad x uniformemente; ha de encontrarse la fluxién de la cantidad
x™. En este tiempo, la cantidad x, al fluir, se convierte en x + o, la cantidad x™

resultara (x + 0)"; que por el método de las series infinitas es x™ + nox™ ! +

2— . ' . ,
"2—"02x”‘2 + ... Desvanézcanse ahora aquellos incrementos, y su ultima razén

sera 1 anx™ 1. Y por eso, la fluxion de la cantidad x es la fluxion de la cantidad
x™ como 1 es la nx™"! (Blazquez y Ortega, 2002, p.7).

Finalmente, sobre el trabajo de Newton, Medina (2000) afirma que su aporte mas
representativo fue el de evidenciar que, para calcular la razén de cambio
instantanea, se necesitaba tomar en cuenta los procesos infinitos. Ademas, la

autora afirma que la nocidn de limite esta inmersa en los métodos de Newton.
Concepcion de Leibniz (1646-1716):

“Al igual que Newton, (Leibniz) estuvo interesado en resolver problemas de
movimiento y variacién, pero mientras que a Newton le interesaba la descripcion
cientifica de la generacién de magnitudes, a Leibniz le preocupaba la explicacion
metafisica de tal generacién” (Boyer, citado en Medina, 2000).

Segun Sanchez-Compania (2012), con su Teoria sobre las diferenciales aporta
al origen del calculo infinitesimal. Leibniz estuvo motivado por buscar la claridad
de los conceptos y por buscar darle caracter de formalidad en el campo de las
matematicas.

Segun Blazquez y Ortega (2002), Leibniz se dio cuenta de que la pendiente de
la tangente a una curva depende de la division de las diferencias de las primeras
componentes y de las segundas componentes, cuando se hacen infinitamente
pequefias estas diferencias; y que el area bajo una curva esta relacionada con
la suma de las areas de los rectangulos que conforman esa area, estos
rectangulos son considerados infinitamente estrechos. Ademas, afirman que
Leibniz resolvié muchos problemas relacionados con las sumas de series, sin

embargo, en esos trabajos, evité definir la nocidn de “infinitamente pequefo”.

Newton y Leibniz tuvieron una enorme influencia en las matematicas, en
particular en el calculo. Newton, motivado por la resolucion de los problemas
relacionados a la fisica, logré desarrollar la nocién de las derivadas de mayor

orden, asi como también la regla de la cadena, la regla del producto, las series
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de Taylor y las funciones analiticas. Casi en paralelo, los trabajos de Leibniz
contribuyeron en gran medida a la formalizacion del trabajo con las cantidades
infinitesimales ya que logré desarrollar las derivadas de mayor orden, la regla de
la cadena, la regla del producto. La gran diferencia entre ambos es que Leibniz
puso mayor énfasis en el formalismo matematico. Después de los trabajos de
Newton y Leibniz, la derivada y la integral dejan de ser solo herramientas para
las nociones de tangentes, velocidad instantanea o calculo de areas, sino que
se convierten en conceptos basicos del calculo. Es por ello que es comunmente

aceptado afirmar que Newton y Leibniz son los creadores del calculo diferencial.
3.1.2 Segunda etapa (segunda mitad del siglo XVIil)

Con la teoria de las razones primeras y ultimas de Newton, los matematicos de
esa época pudieron resolver muchos de los problemas planteados. Asi, luego,
surge la necesidad de extender las operaciones desarrolladas en el calculo
infinitesimal hacia una mayor cantidad de funciones. Para ello, era necesario
clarificar el concepto de una funcidén y sus manipulaciones algebraicas y con ello

surge la necesidad de darle una definicion al limite funcional.
Euler (1707-1743):

Euler considera como base el calculo diferencial de Leibniz y el método de
fluxiones de Newton y los integra para crear una nueva rama de las matematicas
llamada Analisis. En esta rama, Euler se ocupa de estudiar los procesos infinitos
y logra separar el calculo de la geometria pues trabaja con funciones. Euler
formaliza la teoria de funciones y define una funcién de la siguiente manera: “una
funcién es cualquier expresion analitica formada con la cantidad variable y con
numeros o cantidades constantes.” El calculo que define Euler se centra en el
estudio de funciones, ya no necesariamente en el estudio de curvas. Segun
Boyer (1959), Euler, en su trabajo, logra realizar un estudio donde clasifica las

funciones elementales junto con sus diferenciales e integrales.

En esa época, los matematicos consideraban que lo que se cumplia para
cantidades finitas también se cumplia para cantidades infinitamente grandes o
infinitamente pequefas, del mismo modo pensaban que lo se cumplia en series
convergentes debia también cumplirse en divergentes. Por ello, Euler se

interesaba por los resultados y no en la fundamentacion de los métodos
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desarrollados. Segun Pons (2014), D'Alembert presentaba dudas sobre el
trabajo de Euler con las series divergentes y consideraba errénea la necesidad
de desvanecer una cantidad. Esto lo impulsa a brindar una primera definicion del

limite.
D’Alembert (1717-1783):

D'Alembert es el primero en crear la “Teoria de Limites” en su obra

Encyclopédie. En ella, brinda la siguiente definicion:

Se dice que una cantidad es el limite de otra cantidad cuando la segunda
puede aproximarse a la primera tan cerca como una cantidad dada, tan
pequefia como se pueda suponer, sin que la cantidad que se acerca pueda
sobrepasar la cantidad a la que se acerca; de suerte que la diferencia de
una semejante cantidad a su limite es absolutamente inasignable
(D’Alembert, 1765 en Enciclopedie, citado por Medina, 2000, p.12)

En esta definicién se debe destacar que, aunque se aproxime de manera intuitiva
a la definicion que actualmente se tiene para el limite, tiene una restriccion: la
magnitud que se aproxima no puede “alcanzar el limite”, es decir, no lo puede
superar (es decir, solo considera el limite como un proceso de aproximacion
unilateral)

Segun, Blazquez y Ortega (2002)

La concepcion que subyace a esta etapa es una concepcion algebraica,
puesto que los problemas de paso al limite, que se vinculan a las funciones,
se resuelven con ayuda de operaciones algebraicas (manipulacion de
series, calculos con infinitos), y, por tanto, las necesidades practicas y la
complejidad del concepto de limite reducen el andlisis a un conjunto de
calculos algebraicos. (p. 10)

Esto se refleja en los métodos heuristicos en los que actualmente se hace

énfasis en la ensefanza del limite.

Lagrange (1736-1813):

Segun Sanchez (2012), Lagrange identifica el calculo integral como el inverso
del calculo de derivadas. Lagrange también toma la concepcion algebraica del
limite. Segun Medina (2000), Lagrange se vio influenciado por el “horror al
infinito” y evita trabajar con el infinito y los infinitesimales. El trabajo de Lagrange
se centré en el desarrollo de funciones en series de potencias (series de Taylor)

y crey6 que podria prescindir del concepto del limite.
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En esta segunda etapa, el calculo infinitesimal se ve relacionado al algebra,

incluso podria ser considerado como extension del algebra (Pons, 2014).

3.1.3 Tercera etapa (Siglo XIX y principios del siglo XX -

Aritmetizacion del analisis)

A finales del siglo XVIIl y comienzos del XIX, los matematicos observaron la
necesidad de construir una teoria de limites como base del Analisis Matematico:
es decir, la aritmetizaciéon del mismo. Esta busqueda fue propiciada por el
desarrollo del concepto de funcién, el surgimiento de nuevos problemas
matematicas y el desarrollo de la ensefanza de las matematicas (debido a la
Revolucién Francesa, las matematicas se convierten en una disciplina obligatoria
en la Escuela Normal Superior y en la Politécnica). Ademas, se evidencia la
necesidad de la conceptualizacién del limite a partir de la necesidad de la
clarificacion de los conceptos de continuidad de funciones y derivada de una
funcion. Ya que, a partir de las definiciones que brinda Bolzano para el concepto
de continuidad y derivada, se evidencia la necesidad de la definicidon del limite
de una funcion.

Sanchez (2012) afirma que hay uno de los motivos principales que impulsé el
desarrollo de la concepcion aritmética del limite fue que los infinitésimos no eran
suficientes para resolver problemas relacionados con la convergencia o
divergencia de las series de Taylor, o problemas relaciones con la resolucion de
ecuaciones diferenciales.

Las bases rigurosas del analisis matematico y en particular de la teoria de limites
son atribuidos a los siguientes matematicos: Bolzano, Cauchy y Weierstrass.
Bolzano (1781-1848):

No trabaja directamente la nocion de limite. Pero logra plantear una definicion de
continuidad que evidencia la necesidad de la nocién de limite en ella. El define
una funcién continua en un intervalo de la siguiente manera: para cualquier valor
de x que pertenezca a este intervalo, la diferencia f(x + Ax) — f(x) se convierte
y sigue siendo menor que cualquier cantidad para Ax, suficientemente pequefia
(positiva o negativa). (Boyer, 1959). Ademas, Bolzano también propone la

siguiente definicion para la derivada de una funcién: F'(x) es el valor al que se

f(x+Ax)—f(x)
Ax

aproxima infinitamente cerca el ratio cuando Ax se aproxima a cero
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(con valores positivos 0 negativos). (Boyer, 1959). Esta definicion de la derivada
de una funcion evidencia la necesidad del concepto del limite para su definicion.
Cauchy (1789-1857):

Cauchy rechaza el planteamiento de Lagrange y retoma el trabajo de D Alembert
y propone la siguiente definicion para el limite:

..., cuando los sucesivos valores que toma una variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo, de manera que terminan por diferir de él en
tan poco como queramos, este ultimo valor se llama el limite de todos los
demas. (Cauchy, citado en Blazquez y Ortega, 2002, p. 11)

La necesidad de la definicién del limite surgié en base a la necesidad de la
formalizacién de los conceptos de continuidad y derivada. Cauchy define asi el
concepto de continuidad de la siguiente manera: f(x) es continua en un intervalo
si el limite de f(x), cuando x se aproxima a a es f(a), para cualquier valor a del
intervalo. (Boyer, 1959). Y define asi el concepto de derivada (que fue mas

precisa que la de Bolzano): Si la variable x de una funcion f(x) tiene un

By _ fG+D-F(0)
i

incremento Ax =i, se forma el ratio ~ y el limite de este ratio

(cuando existe) cuando i se aproxima a cero se representa como f’(x) y se llama
la derivada de y respecto a x. Estas dos definiciones son las que actualmente se
consideran para los conceptos de continuidad y derivadas y es Cauchy quien
evidencia la necesidad de la formalizacion del limite para estos conceptos.

Asi mismo, segun Boyer (1959), Cauchy presenta una definicion de la integral
definida como el limite de una sumatoria, incluso menciona que el simbolo [
debe ser entendido como el limite de una suma.

Segun Medina (2000), antes de Cauchy, el limite era visto como una “nocién
instrumental” y Cauchy fue el primero en formalizar el concepto de limite como
“objeto matematico”.

Las razones que impulsaron a Cauchy a establecer el concepto del limite fueron
“los problemas practicos de la cuerda vibrante y de la conduccién del calor, el
cambio social ocurrido en el interior de la comunidad matematica después de la
Revolucion Francesa” (Pons, 2014, p.18)

A partir de la definicion de Cauchy, se propone la siguiente visualizacién para el
concepto del limite: la circunferencia es definida como el limite de un poligono.
Sin embargo, esta propuesta de ejemplo de limite trajo las siguientes cuestiones:

¢Los lados del poligono se convierten en puntos de la circunferencia? ;El
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poligono se llega a convertir en la circunferencia? ¢ Las propiedades del poligono
y de la circunferencia son los mismos? Estas fueron las cuestiones que
retardaron la aceptacion de la definicion del limite (Boyer, 1959).

Segun, Pons (2014) la definicidon brindada por Cauchy evidencié imprecisiones
ya que usa frases “aproximan indefinidamente a un valor fijo”, “un crecimiento
infinitamente pequefo” que luego buscaran ser mejor precisados en el trabajo
de Weierstrass.

Weierstrass (1815-1897):

Finalmente, Weierstrass contribuyo a la aritmetizacién del analisis brindando la
definicion satisfactoria de numero real y otra del concepto del limite. La
formulaciéon que propone Weierstrass para el limite es considerada una
concepcion aritmética (Medina, 2000) e implica una formulacién métrica y
puramente estatica (Blazquez y Ortega, 2002). La definicién que brinda, que

aparece en la obra de discipulo, es la siguiente:

Si dado cualquier ¢, existe un ng, tal que para 0 < n < n,, la diferencia
f(xo £ n) — L es menor en valor absoluto que ¢, entonces se dice que L es
el limite de f(x) para x = x,.

A partir de este punto, la nocion de limite sirve como soporte para conceptos mas
avanzados de calculo (continuidad, derivada, integrales). Sin embargo, Blazquez
y Ortega (2002) afirma lo siguiente:

...esta definicion, que evoluciona desde la concepcion dinamica de Cauchy
a una concepcion estatica, no es el final de un largo proceso evolutivo, ya
que en el siglo XX surgen concepciones de tipo topoldgico, ligadas a la
generalizacion de los conceptos del calculo a conjuntos no necesariamente
numeéricos, lo que constituye una cuarta etapa en el desarrollo del concepto.

(p. 12)
La concepcién del limite es esencialmente numérica en esta tercera etapa. Se

observa una evolucién desde la concepcion dinamica del limite de Cauchy a la
concepcion estatica de Weierstrass.

Luego, de identificar las concepciones asociadas al limite, entenderemos a partir
de ahora las siguientes definiciones: definicion dinamica (asociadas a las
definiciones de D’Alembert y Cauchy), definicion estatica (asociada a la
definicion de Weierstrass).

Tabla 6: Definiciones dinamica y estatica del limite

Definicion dinamica o informal del limite Definicion estatica o formal del limite
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lim f(x) = L & cuando x se aproxima al valor
x—-a

de a, f(x) se aproxima al valor de L.

lim f(x) =L & Ve > 038 > 0/vx € Dom(f),

x—a

O<|x—al<d->|f(x)-Ll<e

Definicion de D Alembert:

“Se dice que una cantidad es el limite de otra
cantidad cuando la segunda puede
aproximarse a la primera tan cerca como una
cantidad dada, tan pequefia como se pueda
suponer, sin que la cantidad que se acerca
pueda sobrepasar la cantidad a la que se
acerca; de suerte que la diferencia de una
semejante cantidad a su limite es
absolutamente inasignable” (D’Alembert, 1765
en Enciclopedie, citado por Medina, 2000, p.12)

Definicién de Cauchy:

cuando los sucesivos valores que toma una
variable se aproximan indefinidamente a un
valor fijo, de manera que terminan por diferir de
€l en tan poco como queramos, este ultimo
valor se llama el limite de todos los demas.
(Cauchy, citado en Blazquez y Ortega, 2002, p.
11)

Definicion de Weierstrass:

Si dado cualquier ¢, existe un ngy, tal que para
0 < n < ny, ladiferencia f(x, =+ n) — L es
menor en valor absoluto que &, entonces se
dice que L es el limite de f(x) para x = x,.

En esta primera parte del capitulo, hemos visto la evolucién del concepto del

limite, asi hemos revisado las concepciones histéricas asociadas al limite y las

situaciones o problemas que fomentaron el desarrollo de cada concepcién. Este

analisis epistemoldgico es el paso inicial para revisar las transformaciones del

concepto del limite hacia el contenido que se encuentra en los libros de texto. A

continuacion, se mostrara una descripcion de la forma de abordar el concepto

del limite en algunos libros de textos de calculo seleccionados. Esta descripcion

es importante para la construccion del MER ya que, al evidenciar las

transformaciones propias de la transposicién didactica del concepto en estudio,

se pueden identificar “factores que posibilitan, condicionan, e incluso a veces

impiden, la construccion de ciertos saberes en una institucién determinada”

(Garcia y Sierra, 2015, p. 2).

3.2 Analisis de los libros de texto

Previamente, hemos revisado las concepciones histéricas asociadas al limite.

Luego, es necesario continuar con el estudio de la concepcién del limite dentro

de la comunidad matematica y orientado a la ensefanza de este concepto. Para
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llegar a analizar como este concepto sufre ciertas modificaciones para
constituirse como concepto dispuesto a ser ensefiado, revisaremos en primer
lugar la nocién de transposicion didactica, planteada por Chevallard en 1991.

Chevallard (1991) afirma que un contenido del saber que ha sido seleccionado
para ser ensefiado, sufre una serie de transformaciones de manera que este se
transforme en un objeto de ensefianza. Al proceso en donde se transforma un
saber sabio a un objeto de ensefanza lo llama transposicién didactica. A partir
del siguiente esquema, Chevallard muestra el proceso de transposicion

didactica:

Objeto de saber |————| Objeto a ensefiar ———| Objeto de ensefianza

Figura 28: Esquema de la transposicion didactica

Fuente: Chevallard (1991)

En este esquema se pueden evidenciar tres estadios del objeto en estudio: se
muestra la transformacion del objeto desde el saber sabio hasta ser objeto de
ensefanza. Para clarificar cada estadio, el autor presenta el siguiente ejemplo

asociado al concepto de distancia:

Figura 29: Ejemplo de los estadios de la transposicion didactica
Fuente: Chevallard (1980, p. 47)
En el caso de nuestro concepto en estudio: limite de una funcién en un punto, el
objeto de saber se puede encontrar en la epistemologia del concepto, que fue
desarrollado en la seccion anterior. El objeto a ensefiar se refiere al resultado de
realizar las transformaciones necesarias a este objeto de saber para convertirlo
en un concepto dispuesto a ser ensenado. Esto se puede encontrar en los libros
de texto relacionados a este concepto, en los manuales del curso o en los
materiales usados en el curso (separatas de ejercicios, evaluaciones, etc).

Segun Bravo y Cantoral (2012), para analizar la transposicion didactica de un
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objeto matematico (saber sabio) a un objeto de ensefanza, los libros de texto
resultan unidades de analisis tangibles. Es necesario realizar una investigacion
sobre la forma como los autores de libros de texto introducen, demuestran,
explican y ejemplifican los conceptos matematicos.

Ademas, sustentan su afirmacion de la siguiente manera:

Cuando la comunidad matematica produce conocimiento, comunica sus
resultados con el propdsito de mostrar su relevancia y su validez, de modo que
no reproducen la ruta de pensamiento de su creacion, sino que presentan el
conocimiento nuevo en forma lo mas axiomatica posible para que sea factible la
verificacion de su validez. Esta comunicacion da inicio a un proceso de
transformacion del conocimiento que constituye uno de los objetos de estudio
centrales de la Matematica Educativa. (Bravo y Cantoral, 2012, p. 3)

Luego de ser comunicado y aceptado en la comunidad matematica, un
conocimiento sufre otras transformaciones de manera que asi es llevado a la
escuela para ser ensenado. Entonces, vemos como estas transformaciones se
inician en el desarrollo del concepto en la comunidad matematica; asi, como el
propésito de esta investigacion es la de construir un MER para una institucion
educativa universitaria, planteamos la revision de algunas de las modificaciones
que sufre el concepto para convertirse en objeto a ensefar a través de los libros
de texto. Los libros de texto, debido a que presentan de manera explicita sus
explicaciones, teoremas, demostraciones, ejemplos propuestos y resueltos, etc,
permiten identificar las caracteristicas de las transformaciones que sufre un
objeto en el proceso de la transposicidn didactica. En ese sentido, Bravo y
Cantoral (2012) afirman que

...los textos son un punto esencial a lo largo del proceso de transposicion del
conocimiento matematico escolar; como también sefala Jeremy Kilpatrick
(1992): ellos nos proveen de una fuente en la cual algunos de los aspectos de la
transposicion didactica pueden ser investigados. (p.4)

Entonces, se podria concluir que el analisis de los libros de texto corresponde al
analisis de la transformacion del objeto como objeto a ensefar. Sin embargo,
esto no necesariamente es cierto para cualquier concepto y en cualquier
institucion educativa. Se debe tomar consideracion que, para la institucién
educativa en estudio, el concepto del limite tal y como se presenta en los libros
de texto de la bibliografia del curso, pasa por una transformacion adicional
correspondiente al encuadre que le dan al concepto los profesores del curso. Es
en este encuadre que se define la manera de presentar el limite, la definicion de

limite, los teoremas validos en la institucion, los ejercicios propuestos y resueltos,
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etc. En esta investigacion, se describen los estadios de la transposicion didactica

de la siguiente manera:

Saber sabio Saber a ensefar Saber ensefiado

por la comunidad por los profesores del en la escuela, en las

Conocimiento validado E Conocimiento delimitado E Conocimiento impartido
matematica curso aulas

Libros de texto de Calculo Implementacion en las
Instituciones Sistema Educativo: aulas:
productores del saber: Programa analitico del Clases correspondientes
Epistemologia del curso, delimitaciéon de las al limite, evaluaciones,
limite definiciones, teoremas y materiales de trabajo en
tipos de ejercicios clase

Figura 30: Interpretacion de la transposicion didactica en la investigacion
Fuente: Elaboracion propia

Por lo visto previamente, justificamos el analisis de los libros de calculo
relacionados al concepto del limite como parte del proceso de la construccién
del MER, que es el objetivo de esta investigacion. Y debido a que este MER se
construira para la institucién educativa universitaria en estudio (especificamente
para el curso de Calculo Diferencial), también se revisara el programa analitico
del curso.
Con respecto al analisis de los libros de texto de Calculo, debido a la gran
cantidad de producciones sobre el limite de una funcién, consideraremos que los
libros seleccionados son los de Apostol (1983), Haaser (1992), Leithold (1994) y
Rogawski (2012). Todos ellos son libros que fueron parte de la bibliografia de los
cursos en los que se revisaba el tema de limite funcional.
Para cada libro de calculo, se revisara el capitulo que incluya el concepto del
limite. Se mostrara un resumen sobre la forma de presentar el concepto, la forma
de presentar los teoremas y algunos de los problemas propuestos. Sin embargo,
debido a la extensién del trabajo de descripcidon de cada libro, se resumira cada
uno y nos enfocaremos en la identificacion de las praxeologias del libro de
Rogawski (2012).

Haaser (1992)
El libro Analisis Matematico tiene 15 capitulos. El tema de limite se encuentra en

el capitulo 8:“Limites y Derivadas”. El cual se estructura de la siguiente manera:
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LIMITES Y DERIVADAS Cap. 8 333
l. Introduccién 333
2. Tangentes 334
3. Limites 338
4. Algunos limites trigonométricos 356
5. Teoremas sobre limites 358
6. Continuidad 365
7. Velocidad 372
8. La derivada 375
9. Teoremas sobre derivadas 382
10. La derivada de la composicién de funciones 388
11. La derivada segunda 394
12. Diferenciales 395
13. Razén de cambio 401
14. Ecuaciones diferenciales 403
15. Limites infinitos 409

Figura 31: Estructura del capitulo de Limites y Derivadas en Haaser (1992)
Fuente: Haaser (1992, p.9)
El capitulo inicia con una introduccion sobre algunos problemas que dieron
origen al concepto del limite y resalta algunos matematicos importantes en el
desarrollo del concepto. En el punto 2: Tangentes, se presenta el problema de
tangentes: calcular la recta tangente a una curva en un punto. En esta parte se
presenta el problema mediante las aproximaciones con pendientes de rectas

tangentes y se define la pendiente de la recta tangente a g(x) en el punto x, con

la expresion: f(x) = M,x # x,. Luego, definen que lo que se busca es

X—Xg
aproximar x — x, a cero y mencionan la idea de que se busca el valor de f(x)

de tal manera que x — x, sea lo suficientemente pequefio. Para ello, presentan

de manera directa el siguiente calculo: m = lim f = lim 90-9(x0) Eq importante

X0 x-xg X—Xo
destacar que previamente no se define lo qué es el limite de una funcion;
ademas, tampoco muestran la forma de calcular ese limite. El calculo del limite

de manera intuitiva se realiza con el siguiente ejemplo:

2.2 Ejemplo. Encuéntrese la tangentc a la parabola y = g(x) = x* en
el punto Py = (xg, x,2).

Figura 32: Ejemplo de introduccion del limite en Haaser (1992)
Fuente: Haaser (1992, p.336)
Para la solucién de este ejercicio de introduccion, plantean la siguiente

expresion:

9 —g(x) _x* —xk _ (x—x0)(x + %)

X — X X — X X — X
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(x—x¢)
X—Xo

Cuando x # x,, = 1. Entonces, si x esta proxima a x,, el factor x + x, esta

muy cercano a 2x,. Vemos como aqui se maneja la nocién de limite como de un
proceso de aproximacion. Finalmente, el autor evidencia la falta de precision de
las frases “x es proximo a x,” y “x + x, es préximo a 2x,”. Y asi propone la
necesidad de brindar expresiones mas precisas, asi presenta a |x — x,| como la
distancia de x a x, y una forma de medir la proximidad de x a x,. La aclaracion
de x # x,, se traduce con la siguiente expresién 0 < |x — x,|. Finalmente, el
ejercicio se replantea de la siguiente manera:

g(x) — g(xo) _
X — Xo

_ |G =x0)(x +x0)

2x
0 X — X

2x0| = |x +x9 — 2x0| = |x —x0| <6

Donde 6 es algun numero positivo. Con ello, demuestran que w — 2x,

se puede hacer tan pequeno como deseamos si |x — x,| es lo suficientemente
pequeno. Aqui podemos observar que el libro brinda en la introduccién de su
capitulo un problema que origina la nocién de limite, luego presentan una manera
de calcular de manera intuitiva y algebraica y finalmente busca la formalizacion
de los términos usados mediante desigualdades (relacionada con la definicion
de Weierstrass). En el punto 3 del capitulo, se presenta la definicién formal del

limite:

3.1 Definicién. EI nimero L se dice que es el limite de la funcion f en
Xo 8i pard cada nimero & > 0, existe un niimero & > 0 tal que siempre que x
esté en el dominio de [ y

0<|x—xp] <&
enfonces
[f)—Ll <.
Las notaciones
limf=L y lim f(x) =L
xa

x—xg

se usan para denotar que L es el limite de fen x.

Figura 33: Definicion de limite en Haaser (1992)

Fuente: Haaser (1992, p. 338)
Y presentan la siguiente interpretacion geométrica para el limite:
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0 -8 % x,48

Figura 34: Interpretacion geométrica del limite en Haaser (1992)
Fuente: Haaser (1992, p. 339)
A partir de aqui, el trabajo con limite siempre se realiza siguiendo la definicién
formal presentada. Asi, los ejemplos del libro muestran el calculo de limites
mediante desigualdades. Y los teoremas presentados en este punto 3 son los

siguientes:

Figura 35: Teoremas de limites en Haaser (1992)
Fuente: Haaser (1992, p. 343, 348 y 349)
Sobre el libro, podemos resaltar la rigurosidad del trabajo matematico
presentado que se evidencia en la definicion formal del limite desde la
introduccion del trabajo, asi como del calculo de limites mediante desigualdades.
Ademas, cada uno de los teoremas propuestos presenta demostracion

matematica rigurosa.

Finalmente, en el punto 3 de este capitulo, se definen los limites laterales y el

teorema sobre el calculo de limites mediante la redefinicion de una funcion:
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3,18 Definicion. Sea & un conjunto y sed fy la funcién con dominio &nD,
y regla de correspondencia

f3(X) = f(x) para xebnDy,.
Entonces el limite de [ en x, restringide a & es L, escrito

lim /= L (sobre&)

Fa

lim f(x) =L (xe&ndy),
5i y sdlo 5i
lim fg = L.

i

Hay dos casos especiales que son de particular importancia.

3.19 Definicién. E! limite de [ en x, restringido a & = {—a0, Xy} se llama
limite izquierdo de [ en x,.
Las notaciones
limf=L y lim f(x)=1L

Xo- X=+xp=

se usan para denotar que L es ¢l limite izquierdo de f en xg.

3.20 Definicion, E/ iimite de f en x, restringido a & = {xy, @) se Hama
limite derecho de [ en x,.
Las notaciones
lim f=L y lim f(x)=1L

Xo* X—+xp*

se usan para denotar que L es el limite derecho de f en x;.

Figura 36: Definiciones de limites laterales en Haaser (1992)
Fuente: Haaser (1992, p. 351)
En el punto 4 de este capitulo, se presenta la demostracion de los limites
trigonométricos conocidos (mediante desigualdades) y no se presentan
ejercicios resueltos. Y finalmente, el punto 5 presenta los teoremas sobre limites
orientados a los métodos algebraicos para el calculo del limite (suma, resta,
multiplicacion y division de limites). Sin embargo, no se presentan formalmente
las técnicas de factorizacion, simplificacion, multiplicacién de una conjugada ni
se menciona el término de indeterminacién, que actualmente se usa. Ademas,
en el punto 5, solo se presentan dos ejercicios resueltos. Aqui se evidencia que
en los puntos 4 y 5, relacionados al calculo del limite, el enfoque del libro se
orienta a las demostraciones de los teoremas propuestos y no a los

procedimientos utilizados en el célculo en si.

De manera general, el libro busca dar la definicién del limite con la rigurosidad
con la que se trabaja en la definicion de Weierstrass y no se centra en los
métodos algebraicos para el calculo del limite. Vemos como presenta el limite de

modo que su enfoque se centre en los teoremas y sus demostraciones. Y el
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objetivo es brindar la rigurosidad de la definicion del limite como fundamento
matematico para los conceptos de continuidad y derivada que son parte de ese
capitulo, por ello cada teorema dado en el libro presenta su demostracion
mediante la definicion formal del limite (y usando desigualdades). También
podemos observar que no existe un enfoque tabular ni grafico para la nociéon del
limite, es decir, no se presenta una nocién intuitiva del limite, ni se desarrolla en
relacion a la nocion de sucesion. Finalmente, en el siguiente grafico,
presentamos un esquema de la forma de presentar el concepto del limite de una

funcion en un punto en Haaser (1992):

Introduccién Definiciéon del limite Calculo de limites

» Definicion formal/estatica del

* Problema de tangente de una limite en términos de

curva en un punto

Método algebraico-intuitivo del
calculo del limite

Necesidad de la formalizacién
de los términos usados en
términos de desigualdades
Calculo del limite mediante
desigualdades

Ejercicios propuestos

=

desigualdades

Teorema del cambio de
variable en limites

Teorema de la unicidad del
limite

Teorema del sandwich

Limite de una funcion
mediante el limite de otra con
igual entorno

Definicién de limites laterales

Presentacion y demostracion
de algunos limites
trigonométricos “notables”
Teoremas sobre limites:
suma, resta, multiplicacién y
cociente de limites

Ejercicios propuestos

» Ejercicios propuestos

Figura 37: Esquema de trabajo del concepto del limite en Haaser (1992)

Apostol (1983)
El libro Calculus presenta 16 capitulos y el tema de limites es abarcado en el

Capitulo 3: Funciones continuas. Este capitulo, se estructura de la siguiente

manera:

Figura 38: Estructura del capitulo Funciones Continuas en Apostol (1983)
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Fuente: Apostol (1983, p.15)
Antes de revisar la forma de presentar el concepto del limite de una funcién,
destacaremos la introduccion presentada en el libro como un capitulo preliminar:
en donde muestra algunos de los problemas que permitieron el desarrollo del
Calculo. En esta introduccién, se hace una descripcion del método de exhaucion
usado por Arquimedes para el area de una regién circular y a partir de él, se
propone la tarea del calculo de area de un segmento de parabola con el método
de exhuacion. Esta tarea es desarrollada en el libro mediante la division de la
figura en rectangulos y se obtienen dos aproximaciones del area, una por defecto

y otra por exceso.

Figura 39: Calculo del &rea del segmento parabdlico propuesto en Apostol (1983)

Fuente: Apostol (1983, p. 29)

Luego, el calculo de areas se plantea mediante una sumatoria de las areas de

los rectangulos en los que se divide la figura. Se propone que el area de la region

sera la suma de las areas de los rectangulos exteriores (por exceso) y los

rectangulos interiores (por defecto). Esta introduccién, aunque no menciona

explicitamente la nocidn de limite, esta relacionada a esta debido a uso del

método de exhaucion (que, como se ha visto en el analisis epistemoldgico,

estaba relacionado con la nocién de limites al infinito).

El tema de limite es presentado dentro del capitulo de Funciones continuas (en

el punto 1), el cual inicia con una nocion intuitiva de continuidad (previa a la

definicion del limite):
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Figura 40: Nocion intuitiva de continuidad en Apostol (1983)
Fuente: Apostol (1983, p. 179)

Ademas, se muestran dos casos de discontinuidad graficamente:

¥ ¥

SN

-3 -2 -1 o 1 2 3 4 0

a) Discontinuidad de salto en cada entero b) Discontinuidad infinita en 0.

Figura 41: Dos tipos de discontinuidad en Apostol (1983)
Fuente: Apostol (1983, p. 179)
En la descripcion de estos casos de discontinuidad se evidencia la presencia de
frases que evidencian la presencia de la nocion de aproximacion. Sobre el primer
grafico: “Por ejemplo, f(2) = 0, pero cuando el valor de x tiende a 2 por la
izquierda, f(x) tiende al valor de 1, que no coincide con f(2)...f(x) tiende a f(2)

si x se aproxima a 2 por la derecha...”

Luego, el autor presenta la evidencia de la necesidad de la definicion de la
continuidad de una funcién a partir de los trabajos de Fourier. Menciona que,
para definir correctamente este concepto, se debe definir previamente el
concepto del limite. Aqui podemos inferir que el concepto de limite de una
funcidon esta orientado en el libro a dar sentido matematico a la nocién de

continuidad.

Asi, autor introduce la siguiente notacién para el limite:
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Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contenga un punto p,

si bien no debemos insistir en que f esté definida en p. Sea A un nimero real.

La igualdad
-

se lee: «El limite de f(x), cuando x tiende a p, es igual a A», o «f(x) tiende a A
cuando x tiende a p». También se escribe sin el simbolo de limite, como sigue:

f(x)—> A4 cuando x—p.

Figura 42: Notaciones sobre limites en Apostol (1983)

Fuente: Apostol (1983, p. 180)

Para brindar la definicién de limite de una funcién, el autor introduce primera la

nocion de entorno en un punto.

DEFINICIGN DE ENTORNO DE UN PUNTO. Cualquier intervalo abierto que
contenga un punto p como su punto medio se denomina entorno de p.

Notacidn. Designemos los entornos con N(p), N.(p), N.(p), etc. Puesto
que un entorno N(p) es un intervalo abierto simétrico respecto a p, consta de
todos los niimeros reales x que satisfagan p — r < x < p + r para un cierto
r > 0. El niimero positivo r se llama radio del entorno. En lugar de N(p) ponemos
N(p; r) si deseamos especificar su radio. Las desigualdades p —r<x <p-+r
son equivalentes a —r < x —p <r,y a |x — p] <r. Asi pues, N(p; r) consta

de todos los puntos x, cuya distancia a p es menor que r.

Figura 43: Definicion de entorno de un punto en Apostol (1983)

Fuente: Apostol (1983, p. 181)

Esta nocion de entorno permite al autor plantear la definicién de limite de la

siguiente manera:

DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION. El simbolismo

limf(x) = A4 [o f(x)—>A cuando x-—p]

o=y

significa que para todo entorno N,(A) existe un cierto entorno N.(p) tal que

3.1 f(x) € N((A) siempre que xeNy(p) vy x#p.

Figura 44: Definicion de limite en Apostol (1983)
Fuente: Apostol (1983, p. 181)

Esta definicion de limite también es presentada graficamente de la siguiente

manera:

115



/ Entorno N, [f{p)]
f A
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Entorno N.(p) Entorno N:(p)
Fieura 23 Existe lim f(x) = A, pero Ficura 3.3 f esta definida en p y
T—p lim f{x) = f(p), de manera que f es
no se dice nada de [ en p. =P continug en p.

Figura 45: Representacion grafica de la nocion de limite en Apostol (1983)
Fuente: Apostol (1983, p. 182)
Nuevamente, podemos observar en el segundo grafico como la nocién de limite
esta relacionada a la nocion de continuidad, de manera que se presenta el limite
como concepto necesario para la definicion de continuidad. También, podemos
observar que el autor brinda una definicidon rigurosa del limite (asociada a la
definicion aritmética de Weierstrass). A partir de esta nocion de entorno, el autor
la traduce en términos del radio del entorno y de las distancias hacia el centro.
Asi define que decir que f(x) € N;(A) es equivalente a la desigualdad
|f(x) —Al <e y, del mismo modo, x € N,(p),x #p es equivalente a la

desigualdad 0 < |x — p| < §. Asi presentan la definiciéon de Weierstrass para el
limite:

El simbolo lim f(x) = A significa que para todo € > 0, existe un 6> 0
tal que il

(3.2) |f(x) — Al < € siempre que 0 < |x —p| < 9.

Figura 46: Definicion formal de limite en Apostol (1983)
Fuente: Apostol (1983, p. 182)
Al igual que en el caso del Haaser (1992), en este libro se presenta el teorema
del cambio de variable para el limite; sin embargo, esta es presentada de manera

menos estricta que en el Haaser de la siguiente manera:
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Al considerar limites cuando x — p, conviene a veces designar la diferencia
x — p con el nuevo simbolo A, y hacer luego que # — 0. Esto implica tan sélo
un cambio de notacién, porque, como se comprueba ficilmente, las dos igualda-
des siguientes son equivalentes:

limf(x) =4, limfip+ h)=4.
=0

X

Figura 47: Teorema sobre limites en Apostol (1983)
Fuente: Apostol (1983, p. 183)
Al igual que en el caso del Haaser (1992), a continuacién, se presenta la

demostracion de los limites de las funciones constante e identidad.

Los limites «laterales» pueden definirse en forma parecida. Por ejemplo, si
f(x) - A cuando x - p con valores mayores que p, decimos que A es cl limite
por la derecha de f en p, e indicamos esto poniendo

limf(x)=4A.

F-pt

En la terminologia de los entornos esto significa que para todo entorno N,(A),
existe algin entorno N,(p) tal que

(3.3) f(x) € Ny(4) siempre que x & Ny(p) y x>p.

Los limites a la izquierda, que se indican poniendo x = p—, se definen del mismo
tnodo restringiendo x a valores menores que p.

Figura 48: Definicion de limites laterales en Apostol (1983)
Fuente: Apostol (1983, p. 183)
A partir de la definicion de los limites laterales, se afirma que si f tiene limite A
en p, también tiene limite a la derecha y a la izquierda de p, siendo ambos iguales
a A. Es interesante destacar que esta definicion sobre el valor del limite
relacionada a los limites laterales no es presentada como una definicién, ni

teorema en el libro.

El punto 3 del capitulo esta relacionada a la definiciéon de continuidad: que se da
en relacion a la nocidn del entorno de un numero y en relacién a las

desigualdades planteadas a partir de las distancias hacia el centro del entorno.

El punto 4 de este capitulo esta relacionado a los teoremas fundamentales sobre
limites (suma, resta, multiplicacion y cociente de limites). Estos teoremas luego
serviran para demostrar los teoremas acerca de la suma, resta, multiplicaciéon y
cociente de dos funciones continuas. Y en el punto 5, se presentan las
demostraciones de los teoremas fundamentales de limites presentadas en el
punto 4, estas demostraciones se basan en la definicion formal del limite, en

términos de desigualdades.

117



De manera general, este libro introduce la nocién de entorno de un punto como
una introduccion a la definicion estatica del limite (definicion de Weierstrass). Es
evidente que, debido a la forma de presentar el concepto y la forma de presentar
sus teoremas, el concepto del limite tiene por objetivo brindar el fundamento
matematico necesario para el concepto de continuidad. Vemos como se
presenta el limite y sus teoremas de manera que le den sentido y rigurosidad
matematica a la definicion y teoremas del concepto de continuidad. Ademas, este
libro no se centra en las demostraciones de los teoremas relacionados al limite
debido a que estas son presentadas en un apartado final; sin embargo, si se
mantiene la misma rigurosidad matematica en las demostraciones que las
presentadas en el Haaser (1992). Ademas, en este libro, debido a la cantidad de
problemas desarrollados sobre el calculo de limites, podemos afirmar que
tampoco se centra en presentar los métodos algebraicos asociados a este. Como
ya se ha mencionado, el enfoque principal sobre el limite funcional en este libro
es el de sustentar las definiciones y los teoremas relativos al concepto de
continuidad. Por otro lado, también podemos observar que no se presenta una
nocion intuitiva del limite mediante la grafica de la funcién o mediante una
representacion tabular. Finalmente, en el siguiente grafico, presentamos un
esquema de la forma de presentar el concepto del limite de una funcién en un

punto en Apostol (1983):

- Demostracionde
. L . Calculode
Introduccion Definicion del limite - teoremas de
limites limites

Definicion del limite

Demostraciondel
limite trigonométrico

Nocién intuitiva en términos de . sinx

de continuidad entornos de un punto — }}_‘}})T =1 Demostraciones
Necesidad del Definicion Definicion Teoremas sobre de los teoremas
concepto de formal/estaticadel de limites: suma, resta, [> fundamentales
limite para la limite en términos de continuidad multiplicaciény de limites
definicion desigualdades cociente de limites Ejercicios
formal de Teoremadelcambio Teoremas sobre propuestos
continuidad de variable en limites limites: suma, resta,

Definiciénde limites
laterales

multiplicaciény
cociente de funciones
continuas
Teoremadel sandwich

Figura 49: Esquema de trabajo del concepto del limite en Apostol (1983)
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Leithold (1994)

En el libro El Calculo se presentan 14 capitulos y el tema de limites se trabaja en

el capitulo 1: Funciones, limites y continuidad. La estructura de este capitulo se

muestra a continuacion:

1.1
1.2

1.3
1.4
1.5

1.5
.7
1.8

1.10

v Funciones, limites y continuidad

Funciones y sus graficas

Operaciones con funcianas
y lipos de funciones

Funciones como madelos
matematicos

Introduccidn grdfica o los limites
de funciones

Definiciéin de limite de una funcién
y tecremas de [imites

Limites laterales

Limites infinitos
Continvidad de una funcién
en uh hiimero

Continuidad de una funcién
compuesta y confinuidad
en un Intervalo

Confinuidad de las funciones
frigonoméiricas y tecrema
de estriccion

" Revisién dal capitulo 1

20

28

38
49
55

67

76

83
93

Figura 50: Estructura del capitulo de Funciones, limites y continuidad en Leithold

(1994)

Fuente: Leithold (1994, p.6)

Sobre este capitulo, vemos que para la nocion del limite no se presenta una

introduccién relacionada a la evolucion histérica del concepto o los métodos

asociados a este. Sin embargo, se inicia con una introduccion grafica a los limites

de funciones. Para ello se trabaja con el caso de la funcion: f(x) =

———que

no esta definida en x = 1. Se presenta la tarea de analizar hacia qué valor se

aproxima f(x) cuando x se aproxima al valor de 1. Para ello, usan una

representacion tabular de la funcion alrededor del punto 1 como se muestra en

la siguiente imagen:
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Tabla 1 Tabla 2
i flx) = 2x2*x—3 2 f0x) = 212«-:—3
x =1 x =1
0 3 2 l 7
0.25 35 . LIS ] 6.5
0.5 4 1.5 ! 6.0
0.75 i 45 1.25 } 5.5
0.9 48 1.1 5.2
0.99 498 1.01 5.02
0.999 4.998 1.001 l 5.002
0.9999 4.9998 1.0001 | 5.0002
099999 | 4.99998 1.00001 L 5.00002

Figura 51: Limite de una funcién a partir de su representacion tabular en Leithold
(1994)

Fuente: Leithold (1994, p.54)

A partir de los datos de la tabla, muestra un analisis intuitivo del valor del limite
de la funcion en el punto 1 ya que cuando x se aproxima a 1, f(x) se aproxima
a 5. Sin embargo, este analisis intuitivo del limite se acompana de un analisis
aritmético de la siguiente forma: “se observa que cuando x difiere de 1 por
+0.001 (esto es x = 0.999 o x = 1.001), f(x) difiere de 5 por +0.002 (es decir
f(x) =4.998 0 f(x) =5.002). Y cuando x difiere de 1 por +£0.0001, f(x) difiere
de 5 por +0.0002.” (Leithold, 1994, p. 54) Con este andlisis, representan el
analisis de la siguiente forma: “Es posible hacer que los valores de f(x) estén
tan cercanos de 5 como se desee, si se toman valores de x suficientemente
cercanos a 1; esto es |f(x) — 5| puede hacerse tan pequefio como se desee

haciendo |x — 1| lo suficientemente pequefio.

Luego, presentan ese mismo analisis en términos de las diferencias pequefias
(¢,6). Asi, establecen que: si 0 <|x—1| < entonces |f(x) —5| <e. Esta
representaciéon que brindan corresponde a la definicion formal del limite
(definicion de Weierstrass). Ademas, reconocen que la funcién puede
presentarse de este modo:

2x* +x—3  (2x+3)(x—1)

flx) = 7 o

> f(x)=2x+3 , x#1

A partir de ella, presentan el analisis previo de manera grafica como se muestra

a continuacion:
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- - 64 e X
‘ﬂl—.&f 11+8
X, Xy

212 +x=3

Figura 52: Representacion grafica del limite de una funcion en Leithold (1994)
Fuente: Leithold (1994, p. 55)

Luego, el autor presenta una forma de encontrar un valor § para ciertos valores
de € dados. Y llegan a la siguiente conclusion: siempre se puede encontrar un
valor de § que depende del valor de ¢ elegido, de tal manera que se cumpla que
si0 < |x—1| < & entonces |f(x) — 5| < £. Con esto, se establece que “ el limite
de f(x) cuando x tiende a se aproxime a 1, es igual a 5, o expresado con
simbolos chl_rg f(x) = 5.” (Leithold, 1994, p. 56)

Finalmente, el autor hace la aclaracion de que la expresion 0 < |x — 1| asegura
la consideracién de los valores de f(x) cuando x esta cerca de 1, pero no para

el casode x = 1.

Luego, de la introduccion de la definicidon con el caso de la funcion seleccionada,

el libro de texto formaliza de la siguiente manera:

1.5.1 Definicion de limite de una funcion
mvfmmmenmmm&m'imm
que contiene & &, excepto posiblemente en el ndmero ¢ mismo. El
limite de f(x) conforme x se aproxima a a es L, lo que se escribe
como B :

}mﬂﬂL

hlamgmmMqu

dada cualquier € > 0, mmcmmﬂammunawg
&> 0 tal que

i 0<|x-af<é catonces Lﬂx)-L]f.t" (1

Figura 53: Definicion del limite en Leithold (1994)
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Fuente: Leithold (1994, p. 63)
Aunque esta definicién corresponde a la definicion estatica del limite, la
complementan con la siguiente afirmacion (que puede mostrar una vision
dinamica):
En palabras, esta definicién establece que los valores de funcién f(x) se
aproximan al limite L conforme x lo hace al nimero a si el valor absoluto de la

diferencia entre f(x) y L puede hacerse tan pequefia como se desee tomando x
suficienternente cerca de a pero no igual a a.

Figura 54. Concepcion dinamica del limite en Leithold (1994)

Fuente: Leithold (1994, p. 64)
Esta definicion es acompafiada por la siguiente representacién grafica:

¥ ¥y = flx)

o a~-6 aat+d

Figura 55: Representacion grafica de la definicion del limite en Leithold (1994)
Fuente: Leithold (1994, p. 64)
Luego, el autor se centra en la presentacion de los teoremas que simplificarian
el calculo del limite: presenta y demuestra, con desigualdades, el limite de una
funcidn lineal, constante y la funcion identidad. Adicionalmente, se presentan los
teoremas fundamentales del limite (suma, diferencia, producto, potencia,
cociente y raiz n-ésima de limites). Con estos teoremas propuestos, el autor
busca la simplificacién de los métodos usados para el calculo del limite. Por ello

agrega los siguientes teoremas:

1.5.12 Teorema
Si a es cualquier nimero real diferente de cero, entonces

1.5.13 Teorema

Bia > 0y nes un ndmero entero positivo, 0 sia = 0 y n es un ni-
0 entero impar, entonces

lim ¥x = ¥a

I=sa

Figura 56: Teoremas sobre limites en Leithold (1994)
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Fuente: Leithold (1994, p. 69 y p. 70)
Con ello, resuelve problemas sobre el calculo del limite y presenta el caso de un
limite indeterminado donde evidencia que los teoremas previamente brindados
no son suficientes. En estos ejemplos presenta casos donde el factor que causa
la indeterminacion se puede simplificar en el numerador y en el denominador.
Sin embargo, no presenta los teoremas que respaldan este proceso y los justifica

de la siguiente manera:

12—25: (x ~ 5)x + 5)
x=5 x=5

Six # 5, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse en-
tre x — 5 paraobtener x + 5. Recuerde que cuando se calcula el limite de
una funcidn conforme x se aproxima a 5, se consideran los valores de x
cercanos a 5, pero sin tomar este valor. Por tanto, es posible dividir el
numerador y el denominador entre x - 5. La solucién se expresa en la
siguiente forma.

2 -
lim == 25 _ lim (x = 5)(x + 5)
=5 x—35 15 x-5

= lin} x+95)

=10 (T.1L.) <4

Figura 57: Caso de limite indeterminado en Leithold (1994)
Fuente: Leithold (1994, p. 70)
Finalmente, esta seccién se termina con la presentacion de los siguientes

teoremas:

limf(x) = L siysblosi lim[f(x)-L] =0

1.5.15 Teorema

IEf(x) = L siys6losi Mf(r +a)=1

1.5.16 Teorema
Si limf(x) = L, y limf(x) = L,, entonces L, = L,.
x—sa A

Figura 58: Teoremas sobre limites en Leithold (1994)
Fuente: Leithold (1994, p. 71)
Aqui podemos observar una clara orientacion del libro hacia el calculo de limites,
ya que presentan los teoremas de manera directa y se centran en presentar su
aplicacion. Las demostraciones de los teoremas se complementan en los

anexos.
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El siguiente punto en este capitulo corresponde a los limites laterales. Para ello,

inician con la siguiente definicion:

1.6.1 Definicion de limite por la derecha
Sea f una funcién definida en cada nimero del intervalo abierto

(a, c). Entonces, el limite de f(x), conforme x tiende a a por la de-
recha, es L, lo que se denota por

xl_i.:?’f(x) =L

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequefia sea, existe una
8 > 0tal que

si0 < x ~a < & entonces ]f(x)-Ll(G

1.6.2 Definicion de limite por la izquierda
Sea funa funcién definida en cada niimero del intervalo abierto (d, a).

Entonces, el limite de f(x), conforme x tiende a a por la izquierda,
es L, lo que se denota por

Jim f() = L

si para cualquier € > 0, sin importar qué tan pequefia sea, existe una
- 8 > Otalque

si0 < a~1x< & entonces |f(x) - L| <€

Se referird al lim f(x) como el limite bilateral para distinguirlo de los
limites laterales, *~*
Losteoremas 1 a 10 de limites estudiados en la seccién 1.5 siguen siendo

validos si “x — a” se sustituye por “x — a*" o0 “x — a™".

Figura 59: Definicion de limites laterales en Leithold (1994)

Fuente: Leithold (1994, p. 75)
Y asi formalizacion la existencia del limite mediante los limites laterales:

1.6.3 Teorema

El lim f(x) existe y es igual a Lsi y sélosi lim f(x)y lim f(x) existen
x—a I—=sa= x—at

y son iguales a L.

Figura 60: Teorema de la existencia del limite en Leithold (1994)

Fuente: Leithold (1994, p. 75)
A partir de los capitulos anteriores, se presentan ejemplos en donde no se utiliza
la definicién formal del limite para su solucion. Es decir, solo se trabajan casos
donde es posible calcular el limite con la ayuda de los teoremas brindados. Y

casos en donde el limite lateral obtenido es un valor real.

Mas adelante, se presentan los casos donde los limites laterales son infinitos a
partir del siguiente ejemplo: f(x) = % (junto con su grafica). La introduccion de

limites infinitos se da de manera intuitiva a partir de su representacion tabular:
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Tabla 1

0.5
0.25
0.1
0.01
0.001

3
x (%) & =
S 3

3

12

48

300

30 000

3 000 000

Observe en esta tabla que f(x) crece conforme x se aproxima cada vez
mds a 0, a través de valores mayores que 0. En realidad, se puede hacer f(x) tan
grande como se desee para todos los valores de x suficientemente cercanos a 0
y mayores que 0. Debido a este hecho, se dice que f(x) crece sin limite confor-
me x tiende a 0 mediante valores mayores que 0, lo cual se escribe como

lim % = +o00
=0+ x

Figura 61: Nocion intuitiva de limites infinitos en Leithold (1994)

Fuente: Leithold (1994, p. 81)

Luego, se formaliza la definiciéon del limite al infinito en términos de

desigualdades; sin embargo, se mantiene la interpretacion intuitiva como se

muestra a continuacion:

1.7.1 Definicion de valores de funcion que crecen

Sea f una funcién definida en cada nimero de algiin intervalo abierto /
que contiene a a, excepto posiblemente en ¢ mismo. Conforme x se
aproxima a a, f(x) crece sin limite, lo cual se escribe como

lim f(x) = +oo ; (1)

si para cualquier nimero N > 0 existe § > 0 tal que

Esta definicién también puede establecerse en otra forma como sigue:
“Los valores de funcién f(x) crecen sin limite conforme x tiende a un nimero
a si f(x) puede hacerse tan grande como se desee (esto es, mayor que cual-
quier ndmero positivo N) para todos los valores de x suficientemente cerca-

nos a a, pero sin considerar a a, mismo.

si0<|x-a|<8 entonces flx)>N

sin limite

Figura 62: Definicion de limites infinitos en Leithold (1994)

Fuente: Leithold (1994, p. 81)

Sin embargo, en el libro no se le da mayor énfasis a la definicion formal del limite

infinito, sino que, en esta seccidon, se orienta al calculo del limite. Esto se

relaciona con la cantidad de teoremas que se muestran en este capitulo que se

muestra en la siguiente figura:
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1.7.3 Teorema 11 de limites

Si r es cualquier niimero entero positivo, entonces
(H lim 1. +00;

@) lim i’ g {—uu o r es impar
r0- x +% 5 respar

1.7.4 Teorema 12 de limites

Si a es cualquier nimero real y si Ilmffx) = 0y limg(x) = c, donde
€ s una constante dlferl:nte de 0, entonces

(@ sic > 0yf(x) = 0através de valores positivos de f(x), entonces

© lim g +00

x—sa f(x
(ii) sic > 0yf(x) — Oatravés de valores negativos de f(x), entonces

23)..
x=a f(x)
(iii) sic < Oyfix) — 0a través de valores positivos de f(x), entonces
&(x) _
lim
e f(5)
(iv) sic < 0yf(x) — 0a través de valores negativos de f(x), entonces
Ty g EE
a7
El teorema también es vilido si se sustituye “x — a”por*x — a*"o

“x = a”
1.7.5 Teorema

@ Si lim f(x) = +00 ¥y Iim 3(:) = ¢, donde ¢ es cualquier cons-
tante. emonces I|m [ f(x) + g(x)] = +oo
(i) Si limf(x) = —co y lim g(x) = ¢, donde ¢ es cualquier cons-
tante, entonces
H[f(x) + g(0)] = o0

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “x — a” por
o

‘x> aor > a
1.7.6 Teorema
Si Iimj'(x) = 400 y lim gx) =¢, dondc ¢ es cualquier constante
dlsunm de 0, entonces .
(i) sic > 0, limf(x) - g(x) = +o0;

x—a
(i) sic <0, mf(x)- g(x) = —oo.

x=+a e
Estos -teoremas’ también se cumplen si se sustituye “x — a” por
*x 2at"o"x = g

Si Ilmf(x) =-00y Iimg(x) = ¢, donde ¢ es cualquier constante
dmunta de 0, entonces

@) sic > 0, }mf(x) « g(x) = —oo;

(ii) sic < 0, }!ﬂf(x) - 8(x) = +oo.

Estos teoremas también se cumplen si se sustituye “x — a” por
“x 2 a”o"x = a™.

1
K

Figura 63: Teoremas de limites infinitos en Leithold (1994)

Fuente: Leithold (1994, p.83, 84, 87 y 88)

De manera general, este libro introduce la definicidon formal del limite a partir de
un analisis de la representacién tabular de la funcién alrededor de un punto. Este

primer analisis intuitivo es complementado con un analisis numérico que permite
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brindar la definicion formal del limite. Ademas, se puede observar que en cada
punto trabajado (definicion formal, limites laterales y limites infinitos), se ha
trabajado con un caso particular y partir de un analisis intuitivo (sobre la
representacion tabular). Esto también permite concluir que en el libro la
representacion grafica no permite brindar una justificacion suficiente para el
calculo y la determinacion de la existencia de un limite, ya que hemos observado
que los analisis intuitivos han sido respaldados por la tabla de valores de x y
f(x). Aunque la grafica siempre se ha presentado como una manera de

complementar el analisis.

En general, en el capitulo de limites no se ha evidenciado su conexion con otros
conceptos. Es decir, no se ha afirmado que la razén de ser del limite esta en
brindar la fundamentacion matematica a los conceptos de continuidad y
derivada, como se ha visto en los libros anteriores. Sin embargo, este concepto

es usado en la definicién de continuidad y derivada.

La cantidad de teoremas propuestos en el libro y la cantidad de problemas
resueltos y propuestos evidencian el enfoque del libro, orientado hacia los
métodos algebraicos para realizar el calculo del limite. Se evidencia la necesidad
de presentar diferentes tipos de funciones como una manera de ir ampliando las
herramientas usadas en las partes preliminares. En cuanto a la rigurosidad
matematica, en el capitulo de limites no se incluyen las demostraciones de los
teoremas brindados, que se presentan como herramientas para aplicar de
manera directa en los ejercicios. Finalmente, en el siguiente grafico,
presentamos un esquema de la forma de presentar el concepto del limite de una

funcion en un punto en Leithold (1994).
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Introduccion

Para el caso de
2x>+x—3
f0=""—1—

Introduccién graficaal

limite de una funcién
Introduccién tabular al

limite de una funcién

* Introducciénal limite de
una funcién en términos
de desigualdades

* Ejerciciosresueltos y
propuestos

Definicion del
limite y teoremas

Definicién formal/estatica
dellimite en términos de
desigualdades

Limite de una funcién
lineal, constante e
identidad

Teoremas sobre limites:
suma, resta,
multiplicacién y cociente
de limites

Limite de una funcién
mediante el limite de otra
conigual entorno
Teoremadelcambio de
variable en limites
Teoremade la unicidad
dellimite

Ejercicios resueltos y
propuestos

Limites laterales
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Figura 64. Esquema de trabajo del concepto del limite en Apostol (1983)

Rogawski (2012)

Fuente: Elaboracién propia

El libro Calculus presenta 18 capitulos. El tema de limite de una funcién se

encuentra en el capitulo 2: Limits que se estructura como se muestra:

Figura 65: Estructura del capitulo de Limites en Rogawski (2012)

Fuente: Rogawski (2012, p. 8)

En la seccion 2.1 del libro, se muestra una introduccién al concepto del limite a

partir del problema del calculo de la velocidad instantanea a partir de la pendiente

de la tangente a la curva de posicién-tiempo en cierto instante de tiempo. Para

ello, en el libro, se define primero la velocidad promedio de la siguiente manera,

también introducen la notaciones de As: cambio en la posicidén y At: cambio en

el tiempo.
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Figura 66: Definicion de la velocidad promedio en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p. 42)

También, presentan la interpretacion grafica de la velocidad promedio a través

de la grafica de la recta secante que se forma con los puntos:

Figura 67: Interpretacion gréfica de la velocidad instantanea en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p. 43)

Finalmente, presentan idea de la velocidad instantanea como la recta que se

obtiene al hacer mas y mas pequefio el At.

Figura 68: Introduccion a la velocidad instantanea en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p. 43)

Y plantean que el céalculo de la velocidad instantanea requerira el calculo de la
pendiente de la recta tangente a la curva; sin embargo, no realizan un

acercamiento a como calcularlo.
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En la seccién 2.2 del libro se realiza una aproximacién al concepto del limite a

partir de las representaciones numérica (tabular) y grafica. Y trabajan con el caso

sinx

de la funcioén f(x) = —

Figura 69: Acercamiento tabular y grafica al limite de una funcién en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p.49)

Se hace un analisis sobre a qué valor converge f(x) cuando x —» 0~ y cuando
x —» 0. A partir del acercamiento tabular y grafico, se concluye que f(x)
converge a 1 cuando x — 0 esto esta relacionado a la definicion del limite a partir
de la igualdad de los limites laterales. A partir de este ejemplo, presentan la

siguiente definicion del limite:

Figura 70: Definicion del limite en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p. 50)

Podemos observar que esta definicion esta relacionada a la definicion informal

del limite  (lim f(x) = L interpretada como f(x) = L cuando x = a);  sin
xX—a

embargo, se evidencia la busqueda de la formalidad al interpretar f(x) — L como
hacer muy pequena |f(x) — L| cuando x se aproxima a c.

Después de esta definicion del limite, se trabaja con las aproximaciones grafica
y numeérica (tabular) para valores donde x se aproxima a c por la izquierda y por

derechay se afirma en el libro que si f(x) se aproxima al mismo valor L en ambos
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casos, entonces se dira que L es el valor estimado del limite. Aqui se trabajan
casos donde el limite existe y cuando no existe.

Finalmente, en esta seccidon también se introduce la nocién de limites laterales,
a partir de las representaciones grafica y numérica de la funcién. Y se presenta

la nocién de limites infinitos con la siguiente definicion:

Figura 71: Definicion de limites infinitos en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p. 53)

En la seccion 2.3 de este libro, se busca formalizar el trabajo de los limites a

partir del calculo de limites a partir de los siguientes teoremas presentados:

Figura 72: Teoremas sobre limites en Rogawski (2012)
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Fuente: Rogawski (2012, p. 58)

Aqui podemos observar una clara orientacion del libro hacia el calculo de limites
porque los teoremas se presentan de manera directa y se centran en la
aplicacion de estos en los ejercicios posteriores. Las demostraciones de los
teoremas se presentan en los apéndices del libro.

En la seccién 2.4 del libro, se inicia con una definicién informal de continuidad
(aquella funcion cuya grafica no tiene brechas) y se formaliza esta definicion

usando el concepto del limite:

Figura 73: Definicion de continuidad en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p. 62)

Luego, se presentan los tipos de discontinuidad, las leyes basicas de continuidad
(suma, resta, multiplicacion y division de funciones continuas), se muestra como
teorema que las funciones polinomiales son continuas en todos los reales y asi

se presenta el analisis de continuidad de otras funciones.

Figura 74: Continuidad de algunas funciones en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p. 65)

Esto es importante mencionar ya que son estos teoremas los que luego son
usados para calcular limites de ciertas funciones que son conocidas como

continuas:
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Figura 75: Método de sustitucion para el calculo de limites en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p.66)

las formas de identificar una funcién continua, por ejemplo, se menciona que las
funciones polinomiales son siempre continuas

En la seccién 2.5 del libro, se presentan todas las técnicas para el calculo de
o . . .y 0 ,
limites en casos de indeterminacion a;g; . 0; oo — co. Presentan los métodos

de simplificacion de un factor en el numerador y en el denominador,
multiplicacion por la conjugada. Esta seccion también esta orientada al calculo
de limites y a los métodos algebraicos para encontrar una funcion que sea la
misma que f(x) excepto en el punto donde se evalua el limite.

En la seccion 2.6, se presenta el teorema del sandwich y los casos de limites

trigonométricos:

Figura 76: Teorema del sandwich en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p. 77)

A partir del teorema previamente mostrado, se presenta en el libro los siguientes

casos de limites trigopnométricos conocidos:

Figura 77: Limites trigonométricos conocidos en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p.77)

En la seccion 2.7, se presenta la definicion del limite al infinito de la siguiente

manera:
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Figura 78: Definicion de limites al infinito en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p. 81)
Esta definicién solo se ejemplifica a partir de la grafica de una funcidn; sin
embargo, no se presenta una definicion formal de este limite. Para el calculo de

los limites al infinito, se presenta el siguiente teorema:

Figura 79: Teorema de los limites al infinito en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p.82)

En estas dos secciones 2.6 y 2.7, el libro nuevamente se centra en la descripcion
de los métodos algebraicos necesarios para obtener el valor del limite.

Finalmente, en la ultima seccion 2.9 del capitulo de limites, se presenta la
definicion formal. Para ello, se formaliza que la distancia de f(x) a L se
representa mediante |f(x) —L| y que la distancia de x a ¢ se representa

mediante |x — c|. Y se relacionan ambas distancias con el siguiente grafico para

sinx

el caso de la funcién f(x) = —-

Figura 80: Relacion entre las distancias |f(x) — L|y |x — c| en Rogawski (2012)
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Fuente: Rogawski (2012, p. 92)

Asi, se presenta la definicion formal del limite:

Figura 81: Definicién formal del limite en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p.92)
Los siguientes ejercicios presentados estan orientados a hallar el valor de &
adecuado dado un valor de € y en demostrar, con la definicion formal del limite,
algunos limites dados. También el libro presenta una interpretacion grafica de

esta definicion formal del limite:

Figura 82: Interpretacion grafica de la definicion formal del limite en Rogawski (2012)
Fuente: Rogawski (2012, p. 95)
De manera general, el enfoque de este libro es el de presentar las concepciones
intuitivas del limite en primer lugar a partir de las representaciones numérica y
grafica de las funciones, luego, presentan los teoremas, las técnicas y los

procedimientos necesarios de manera que le den fundamento necesario para el
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calculo del limite. Es decir, el libro se centra en los métodos algebraicos del
calculo del limite; sin embargo, no deja de presentar las demostraciones de
muchas propiedades y teoremas presentados (aunque excluye el trabajo con
desigualdades de la definicion formal).

Luego, el libro presenta la nocion de continuidad de manera que esta sirva como
herramienta complementaria en el calculo de Ilimites. Los casos de
indeterminacion también son trabajados a partir de la redefinicion de la funcion
con una funcién continua. También se muestran los limites trigonométricos y
limites al infinito cuyo enfoque se encuentra en la resolucion de ejercicios a partir
de las técnicas y teoremas presentados. Y al final del capitulo 2, se presenta la
definicion formal del limite.

También, en este libro, debido a la cantidad de problemas desarrollados sobre
el calculo de limites, podemos afirmar que se centra en presentar los métodos
algebraicos asociados a este y no en las demostraciones y la riguridad
matematica presente en los otros libros analizados y muchas demostraciones o
analisis del libro se sustentan en la grafica de la funcién (analisis intuitivo). Esto
se ve reforzado por la presentacion de la definicién formal en la seccién final del
capitulo 2. Finalmente, en el siguiente grafico, presentamos un esquema de la
forma de presentar el concepto del limite de una funcién en un punto en el
Rogwaski (2012):

Introduccion

Problema del célculo
de la pendiente de la
tangente de una
curva en un punto a
partir de la nocién de
velocidad instantanea

=

Definicion informal
del limite

Calculodel
limite

Definicion
formaldel limite

Introducciéngraficaal
limite de una funcion
Introduccién numérica al
limite de una funcion
Definicionde la
existencia del limite a
partir de los limites
laterales
Definicioninformal del
limite

Estimaciéndel valor del
limite a partir de la
grafica o la tabulacién
Ejercicios resueltos y
propuestos

Limite de una funciéon
lineal, constante
Teoremas sobre limites:
suma, resta, multiplicacién
y cociente de limites
Limite de una funcién
mediante el limite de otra
conigual entorno
Definicion de continuidad
Calculo de limites a partir
de funciones continuas
conocidas

Teoremadel cambio de
variable en limites

Calculo de limites laterales
Teoremadelsandwich
Calculo de limites
trigonométricos

Calculo de limites al infinito
Ejercicios resueltos y
propuestos

Definicion de
distancias de f(x) aL
y de x a ¢ con valor
absoluto

Definicion formal del
limite

Ejercicios resueltos y
propuestos

Figura 83: Esquema de trabajo del concepto del limite en Rogawski (2012)
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En esta segunda seccién del capitulo, hemos visto la forma de presentar el
concepto del limite de una funcion en los libros de texto seleccionados a partir
de la bibliografica del curso de la institucion educativa seleccionada. Como se ha
mencionado previamente, el analisis de la transposicion didactica del concepto
permite la emancipacion institucional en la construccién del MER, es decir nos
permite observar las transformaciones que ha sufrido el concepto del limite.

Por ello, este analisis epistemoldgico es considerado como el primer paso para
la construccion del MER (que debe ser independiente de las ideologias

dominantes en la institucion).
3.3 Limite en la institucion en estudio

Como se ha visto, debido a que el MER debe ser construido para una institucion,
en esta investigacion, la institucion va a ser interpretada como el curso de
Calculo Diferencial de la PUCP. Por ello, a continuacién, se mostrara una breve

descripcion del limite para la institucion en estudio.

En primer lugar, se realizara una descripcion de cdmo se estructura el curso de
Calculo Diferencial (en donde se trabaja el concepto del limite) en la institucion
educativa en estudio. El curso tiene una duracion de 5 meses y consta de cuatro
elementos: clases tedricas (CT), practicas dirigidas (PD), practicas calificadas
(PC) y examenes. Las sesiones de las clases tedricas son de 4 horas semanales
y son desarrolladas por el profesor del horario (el coordinador de la parte tedrica
se encarga de planificar los contenidos de cada sesion). Distribuido a lo largo del
ciclo, se desarrollan cuatro practicas dirigidas de 2 horas cada una, donde los
alumnos resuelven un material con preguntas sobre los temas que se evaluaran
en la préxima practica calificada. En estas sesiones, son asesorados por cuatro

profesores (incluido el profesor de las clases tedricas).

A lo largo del ciclo, también tienen cuatro practicas calificadas de 2 horas cada,
donde los alumnos son evaluados sobre los temas trabajados hasta ese
momento. En estas sesiones, son asesorados de manera mas restringida que
en el caso de las practicas dirigidas. Finalmente, los examenes duran 3 horas
cada uno y solo se dan dos veces en el ciclo (en la mitad, examen parcial, y al
final del ciclo, examen final), en ellos, los alumnos son evaluados con todos los

temas trabajados hasta ese momento y no son asesoras durante la evaluacién.
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El curso de Calculo Diferencial que tiene cinco meses de duracion considera las

siguientes unidades didacticas:

. Limites y continuidad
. Derivada y sus aplicaciones
. Introduccidn a las integrales y a las ecuaciones diferenciales ordinarias

En este curso de Calculo Diferencial, para los conceptos de limites, continuidad,
derivadas e integrales, se trabaja con funciones de una variable real. Por ello, en
esta investigacion, cuando mencionamos funciones hacemos referencia a este
tipo de funciones. Y delimitaremos nuestro estudio al limite de funciones en un
punto. Por ello, cuando nos refiramos al limite de una funcién, se hara referencia

al limite de una funcién real de una variable real en un punto.

El disefio de los contenidos de cada unidad esta a cargo del profesor-coordinador
de la parte tedrica en coordinacion con los profesores del curso. Ahi se delimitan
los teoremas, definiciones y proposiciones fundamentales para la ensefianza de
las unidades. El disefio de los materiales de las PD y de las PC esta a cargo del
profesor-coordinador de las practicas en coordinacién con los profesores del

curso.

El contenido de cada unidad didactica se formaliza en el programa analitico del
curso. En este documento oficial, se detallan las competencias y resultados de
aprendizaje, la metodologia, la sumilla, resultados de aprendizaje relacionados
con la unidad didactica, la descripcion del programa, la bibliografia del curso y el
sistema de evaluacioén. En la primera unidad didactica (Limites y continuidad) del

curso de Calculo Diferencial se desarrollan los siguientes contenidos:

Figura 84: Contenidos de la unidad Limites y Continuidad

Fuente: PUCP (2018)
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3.4 Organizaciones matematicas identificadas en un libro de

texto

En el programa analitico del curso de Calculo, se muestra la bibliografia
recomendada del curso donde se incluyen libros de calculo de diferentes autores:
Leithold (1998), Rogawski (2012), Stewart (2012). Sin embargo, después de
consultar al coordinador de teoria del curso sobre el libro que sirve de referencia
para el concepto del limite, se selecciona el libro de Rogawski (2012) para
identificar las organizaciones matematicas presentes asociadas al limite de una
funcion. Este analisis ha sido fundamentado previamente en el andlisis de la
presencia de los libros de texto en el proceso de transposicién didactica y permite
delimitar el alcance del analisis del limite de una funcién en un punto para la

institucion en estudio.

Para ello, se ha tomado en cuenta solo el capitulo del concepto del limite de una
funcién en un punto. La identificacion de las OM se ha desarrollado sobre la base
del marco tedrico de la TAD, identificando las tareas, técnicas asociadas, y
tecnologias y teorias que respaldan las técnicas usadas en cada caso. Sin
embargo, debido a la extensién de un analisis praxeoldgico completo, a modo de
resumen solo se presentaran los géneros de tareas y las tareas asociadas a
cada uno de ellos (lo que no se presenta a continuacion es el bloque tecnolégico-

tedrico de cada uno de ellos).

1. Gi: Estimar
T,: Estimar el valor del limite de una funcion en un punto a partir de su grafica
T,: Estimar el valor del limite de una funcién en un punto a partir de una tabla de valores

T5: Estimar el valor de los limites laterales de una funcién en un punto a partir de su
grafica

T,: Estimar el valor de los limites laterales de una funcién en un punto a partir de una
tabla de valores

T5: Estimar el valor del limite de una funcién cuando x — +oo a partir de su grafica

2. Gy: Demostrar
Te: Demostrar el valor del limite de una funcién en un punto con la definicion formal de
limite

3. Gs: Determinar

T,: Determinar la existencia o no existencia del limite de una funcién en un punto a partir
de su gréfica
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Ty: Determinar la existencia o no existencia del limite de una funcién en un punto a partir
de una tabla de valores

Ty: Determinar la existencia o no existencia del limite de una funcién en un punto a partir
de los limites laterales

T,,: Determinar el valor de § dado un ¢ tal que cumplan que si |x — a| < § entonces se
cumple que |f(x) — L| < ¢

4. Gy4: Calcular

T,1: Calcular el valor del limite de una funcién en un punto a partir de las propiedades
de limites (suma, resta, multiplicacion y divisién de limites)

Ti,: Calcular el valor del limite de una funcidon en un punto usando la condicion de
funcién continua

T;3: Calcular el valor del limite de una funcion racional en un punto (forma indeterminada

%ogoooXOOmxoo)

Ti4: Calcular el valor del limite de una funcion irracional en un punto (forma

indeterminada %)

T,5: Calcular el valor del limite de una funcion trigonométrica en un punto

T,¢: Calcular el valor del limite de una funcién cuando x — +oo.

T,-: Calcular el valor del limite de una funcion en un punto con el teorema del sandwich
5. Gs: Hallar

T,g: Hallar las asintotas verticales de una funcion

T,9: Hallar las asintotas horizontales de una funcion

T,o: Hallar las asintotas oblicuas de una funcion
6. Ge: Evaluar

T51: Evaluar el limite infinito de una funcién en un punto

7. Ge: Representar graficamente

T,,: Realizar un bosquejo de la grafica de una funcion a partir de la informacion de
limites de la funcion

Se hace la aclaracion de que hay cuatro tipos de tareas del caso limite al infinito
qgue no corresponden al objeto en estudio (limite de una funcién en un punto) que
son aquellos que estan en letra roja; sin embargo, se consideraron importantes

de presentar ya que luego pertenecen al bloque tecnolégico-teérico de otros.

Cada una de los tipos de tareas identificados determinan una organizacion
matematica puntual (Chevallard, 1999). Por ello, se identificaran las OMPi como
aquella asociada al tipo de tarea T;. Ademas, se consideré que, para la
identificacion de las tareas, se presentan funciones con diversidad de
expresiones. Esto se refleja, en los tipos de tareas asociados al calculo del limite

de una funcién en un punto (del género Calcular), cada tipo de funcién (racional,
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exponencial, logaritmica, irracional, trigonométrica y polindbmica) presenta una

técnica diferente para su resolucién y por tanto define un tipo de tarea diferente.

Identificamos que la OM reconstruida sobre el limite de una funcién a partir del
capitulo de limite en el libro del Rogawski es una OML que se centra en la
problematica de determinar la existencia y el calculo del limite de funciones. Esta
OML se compone de 22 OMP.

De acuerdo con la forma de presentar el concepto del limite en el libro analizado,
se reconoce que la tecnologia que se consolida en algunas OMP justifican las

técnicas empleadas para realizar los tipos de tareas de otras OMP.

En el libro se presentan en primer lugar las OMP7, OMP8 y OMP9 (del género
determinar) que consolidan la tecnologia que justificaran luego las técnicas
empleadas en las OMP1, OMP2, OMP3, OMP4 (del género estimar).

Por otro lado, las OMP1, OMP2, OMP3, OMP4 (del género estimar) consolidan
la tecnologia relativas a las técnicas presentes en el desarrollo de los tipos de
tareas correspondientes a las OMP11, OMP12, OMP13 y OMP14.

Por otro lado, segun la presentacion del libro de texto guia, la OMPS justifica la
técnica empleada en la OMP16 y del mismo modo, esta ultima justifica la técnica
empleada en la OMP19 y OMP20.

Todas las tareas asociadas al género Calcular conforman las tecnologias de las
técnicas asociadas a la solucién de las tareas de las OMP18, OMP19 y OMP20.

Y estas ultimas justifican las técnicas usadas en las tareas de la OMP22.

La relacion entre las OMP identificadas se muestran en el siguiente grafico.
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CAPITULO IV: PROPUESTA DE MODELO EPISTEMOLOGICO
DE REFERENCIA EN TORNO AL LIiMITE

En este capitulo, se presenta una posible reconstruccion de la Organizacion
Matematica (OM) del limite de una funcion real de variable real, a partir de ella,
se planteara una propuesta de Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER). La
explicitacion de este modelo es importante, pues nos permitira describir, analizar,
comparar y finalmente proponer otros modelos. En esta investigacion, el MER
servira para analizar el modelo epistemologico dominante (MED) en una
institucion y partir de ello configurar un nuevo MER. En la misma linea, que en
los trabajos presentados por Garcia (2005), Fonseca, Gascon y Oliveira (2013),
Parra, Otero y Fanaro (2009) y Ruiz Munzén (2010), Munzén, Bosch y Gascon
(2015) quienes realizan construcciones de MER, para analizar como un objeto
matematico es entendido en una institucion para luego identificar y analizar el
MED a partir del MER construido.

4.1 Caracteristicas y objetivo del MER

Como ya hemos mencionado, tomaremos la definicion de MER que propone
Fonseca, Gascén y Lucas (2014) (ver el capitulo 2). Segun los autores, un MER
se elabora en relacion a una institucién. Por ello, en el capitulo anterior, se ha
presentado el programa analitico del curso de Calculo Diferencial de la PUCP
(institucion en estudio) y los libros de texto del curso. Entonces, en esta
investigacion se construird un MER en torno al limite de una funcién (entendido

como el limite de funciones reales de una variable real en un punto).

Para iniciar la construccion del MER se ha considerado, en primer lugar, el
analisis epistemoldgico del limite donde se evidencian las nociones matematicas
relacionadas al limite tales como sucesion, continuidad y derivada de una
funcién. Ya vimo en el capitulo 3 que el concepto del limite estuvo implicito en
los métodos infinitesimales para resolver ciertos problemas relacionados con
continuidad y derivada, y son estos los que evidenciaron la necesidad de la

formalizacion de la definicion del limite.

Por otro lado, se ha analizado la presentacion del concepto del limite en libros
de texto de calculo (Haaser (1992), Apostol (1983), Leithold (1994) y Rogawski
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(2012)), en cada uno de ellos, se ha revisado el capitulo correspondiente al limite
de una funcién (Cap8: Limites y Derivadas, Cap3: Funciones continuas, Cap1:
Funciones, limites y continuidad), se observd de qué manera se presenta el
concepto del limite (a partir de un problema relacionado a la epistemologia del
limite o a través de su definicion directa), también se observo si los libros ponian
énfasis en la teoria y las demostraciones de los teoremas relacionados al limite
o bien en la resolucion de ejercicios. Finalmente, se observd si los libros
presentan la definicion estatica o dinamica del limite y en qué orden las
presentan. Este analisis evidencia las transformaciones que sufre el limite (como
saber sabio) para convertirse en un objeto de ensefanza (transposicion
didactica). Producto de este andlisis, hemos podido visibilizar el objetivo de

presentar el limite en el calculo segun cuatro autores:

e Haaser (1992) introduce el concepto del limite mediante el problema de
tangentes a una curva, ademas afirma que el concepto del limite se desarrolla
de modo que brinde el fundamento matematico necesario para los conceptos
de continuidad y derivada.

e Apostol (1983) introduce el concepto del limite mediante la necesidad de
formalizar la nocién intuitiva de continuidad. En este libro, el limite se presenta
a partir de su definicion formal, sin embargo, ya no se enfatiza en las
demostraciones de los teoremas presentados, sino en el uso de cada uno de
ellos para el concepto de continuidad.

e Leithold (1994) introduce el limite como un proceso de aproximacion
(concepcién dinamica del limite) y realiza un analisis aritmético sobre estas
aproximaciones para asi presentar la definicién formal del limite. Debido a la
cantidad de problemas y teoremas propuestos en este libro, el enfoque del
concepto de limite se encuentra en los procedimientos algebraicos usados
para el calculo del mismo.

¢ Rogawski (2012) introduce el concepto del limite mediante la necesidad de la
obtencion de la pendiente de la recta tangente a una curva (posicion-tiempo)
para obtener la velocidad instantanea. La definicién inicial del limite que se
presenta corresponde a una descripcion informal, de modo que plantea la
existencia del limite y la estimacién del valor del limite a partir de las

representaciones grafica y tabular de una funcion. Debido a la cantidad de
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ejercicios resueltos, de teoremas y técnicas de calculo de limites del libro, el
enfoque de este radica en los procedimientos algebraicos (metodologias y
técnicas de resolucién). La definicion formal del limite se presenta en la parte
final del capitulo, las demostraciones de los teoremas presentados se
encuentran en un apéndice adicional, estos dos hechos evidencian que el libro
no busca la rigurosidad matematica que se encuentra en los otros libros
presentados.

¢ Finalmente, se ha seleccionado el libro de texto Rogawski (2012) pues es el
texto guia base para la institucién en estudio y se ha realizado un analisis
praxeolégico, para ello, se han identificado los géneros de tareas, los tipos de
tareas que conformaban las OMP identificadas y se muestra cémo algunas

OMPs forman parte del bloque tecnolégico-tedrico de otras.

Con respecto a la construccion del MER, Fonseca, Gascon y Oliveira (2014)
afirman que el MER no es absoluto ni Unico ya que debe ser considerado como
hipétesis inicial que luego sera contrastado con la experimentacion. Se sabe que,
en la teoria APOE, los datos provenientes de los alumnos como respuesta de las
actividades planteadas permiten modificar la DG planteada inicialmente y
realizar posibles reajustes. Este reconocimiento del aprovechamiento de los
datos provenientes de la experimentacion en el APOE puede ayudar a
complementar la metodologia de la construccion del MER en la TAD. Es decir,
la informacién obtenida de las actividades propuestas en APOE pueden ayudar
como criterios complementarios para contrastar y modificar el MER propuesto

inicialmente. (Trigueros, Bosch y Gascon, 2011).

Para la construccion del MER propuesto consideramos la modelizacion
matematica como herramienta principal, cuya nocion fue explicitada en el
capitulo de Marco Tedrico (en la seccién 2.1). Al tomar en consideraciéon la
epistemologia del concepto del limite, hemos evidenciado cémo la definicion del
limite surge debido a la necesidad de brindar la rigurosidad matematica a otros
conceptos del calculo (continuidad, derivada e integral de una funcion) (capitulo
3). Por ello, se considerara que el MER planteado responde a la necesidad de
dar fundamento matematico a otros conceptos del calculo (tales como
continuidad, derivada, integrales). Esto implica que se orienta a desarrollar los

conceptos matematicos necesarios y las herramientas matematicas necesarias
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para conceptos mas avanzados del célculo (como derivada, integral y limites,
derivadas e integrales de funciones de varias variables). En ese sentido, las
cuestiones planteadas para el MER corresponden a wun contexto
intramatematico. Es decir, se desarrollara un MER en torno a la modelizacion
intramatematica. EI MER propuesto ademas se realizara sobre la base de los
trabajos de modelizacion propuestos por Parra, Otero, Fanaro (2009) para el
concepto del limite y de Fonseca, Gascén, Oliveira (2014) para el concepto de

derivada.

A continuacién, se propondra una DG que toma en cuenta el analisis
epistemoldgico (capitulo 3), la DG planteada por Pons (2014) y el analisis
implicativo. Luego, esta DG sera usada como criterio adicional para la
construccion del MER propuesto inicialmente. Segun como plantean Trigueros,
Bosch y Gascén (2011), los mecanismos que forman parte de la DG pueden ser
reinterpretados en términos de tareas; es decir, se pueden identificar tareas a
partir del analisis de la secuencia de actividades propuestas para la revisién de
la DG. Esta reinterpretacion es la que nos permitira aportar a la construccién del

MER, aprovechando los datos de la construccién y revision de una DG.

Al analizar las actividades propuestas y sus resultados, en el trabajo de Pons
(2014) y sobre la base de lo revisado en los antecedentes de este trabajo,
podemos afirmar que una de las mayores dificultades asociadas al concepto del
limite estan relacionados a la comprension de su definicion formal. Por ello, se
considerara la propuesta de nueva definicion del limite propuesta por Blazquez
y Ortega (2002): limite como aproximacién Optima, sobre la base de las
concepciones de D'Alembert y Cauchy, que fue descrita en los antecedentes.
Esta nueva propuesta fue presentada a un grupo de alumnos de ingenieria
(Blazquez, Ortega, Gatica y Benegas, 2006), es decir fue puesta a
experimentacién y como conclusiones importantes se obtuvo que los alumnos
comprenden mejor la conceptualizacién del limite basada en la aproximacién

Optima que la concepcién métrica.
4.2 Aportes de otras investigaciones

En esta seccion, presentaremos el aporte de las investigaciones mencionadas.

Empezaremos con el aporte de la DG para la construccion del MER. Para ello,
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debemos tomar en cuenta que la DG es el modelo que permite describir las
construcciones mentales y los mecanismos que un estudiante necesitaria para
aprender un concepto matematico. Ademas, la DG puede incluir la estructura de
los prerrequisitos que un estudiante debe haber construido antes y puede lograr
explicar las diferencias entre las formas de construir un concepto en los
estudiantes (Arnon et al., 2014). Asi finalmente, los autores afirman que “la
descomposicion genética es un modelo de la epistemologia y cognicion de un

concepto matematico” (Arnon et al., 2014, p.28).

Acerca del didlogo APOE-TAD de Trigueros, Bosch y Gascén (2011)
(relacionada a los elementos DG de la teoria APOE y el MER de la TAD), se

menciona lo siguiente:

En este punto aparece un importante paralelismo entre la nocion de
«descomposicion genética» (DG) que permite describir la construccion de un
concepto o ambito matematico en APOS, y la nocion de «<modelo epistemolégico
de referencia» (MER) que se utiliza en la TAD para describir, analizar y evaluar
los modelos epistemoldgicos de las matematicas dominantes en las diferentes
instituciones que forman parte de su objeto de estudio. (Trigueros, Bosch vy
Gascon, 2011, p.18)

Y mencionan que el aporte de la DG hacia el MER se da en el siguiente sentido:

Dado que la comunidad cientifica que trabaja en el ambito de la teoria APOS
tiene mucha experiencia en el aprovechamiento de los datos provenientes de las
actividades de los alumnos para refinar las descomposiciones genéticas, sus
propuestas podrian ayudar a desarrollar la metodologia de la TAD,
proporcionando estrategias para utilizar sistematicamente dichos datos como
criterio complementario para contrastar y modificar progresivamente los MER
considerados. (Trigueros, Bosch y Gascén, 2011, p.18 y 19)

Por ello, para plantear el aporte del DG al MER y sobre la base de lo expuesto
por Trigueros, Bosch y Gascén (2011), proponemos, en primer lugar, la
identificacion de tipos de tareas a partir de la descomposicién genética del
concepto del limite. Sobre esto, Trigueros, Bosch y Gascén (2011) afirman que
...la teoria APOE formula siempre la descomposicion genética de los objetos
matematicos en términos de acciones de las personas que llevan a cabo la
actividad matematica y, tanto en los textos desarrollados como en las actividades
disefiadas para la investigacion y para la ensefianza, estas acciones se explicitan
en términos de tareas matematicas especificas y de actividades que permiten la

interiorizacion de dichas acciones en procesos, su encapsulacién en objetos o
su tematizacién en esquemas. (Trigueros, Bosch y Gascon, 2011, p.21)

Este fragmento del texto se puede reinterpretar de la siguiente manera: se puede

identificar a partir de las construcciones mentales y los mecanismos propuestos
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en la DG del limite y en la secuencia de actividades propuestas a partir de esta,
tareas que tenian por objetivo realizar esas construcciones o alguno de los

mecanismos.

A continuacion, se propondra una DG preliminar sobre la base del andlisis
epistemoldgico del concepto, la propuesta de Pons (2014), los resultados del
disefo de actividades de Pons (2014) y sobre la base de la DG de Cotrill et al.
(1996). Esta DG sera preliminar ya que, como se ha mencionado antes, la
refinacion de esta DG se da a través del disefio, la aplicacion de instrumentos y

el andlisis de los datos obtenidos.
Descomposicidon genética preliminar del limite de una funcién en un punto

En esta DG preliminar se proponen las estructuras mentales y los mecanismos
mentales que un alumno necesitaria para aprender el concepto del limite de una

funcién en un punto.
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Encapsulacién

Figura 86: Primera parte de la DG del limite



En esta primera parte de la descomposicion genética del limite, consideramos
que se produce el mecanismo de la desencapsulacién del objeto sucesion para
que el alumno construya la accion de observar el patron a partir de una o dos
secuencias de valores, la interiorizacion de esta accidén permite al alumno
identificar a qué valor tiende una variable a partir de una sucesién de valores
(que puede ser creciente o decreciente). La coordinacion entre esos dos
procesos permite la construccion del siguiente proceso: obtener hacia qué valor
tiende una variable en las dos sucesiones, la coordinacion se da mediante la
comparacion de las tendencias observadas en ambas sucesiones. Este proceso
se plantea tanto para la variable x como para otra variable y. La coordinacion
entre dos de estos procesos da lugar al siguiente proceso: observar las
tendencias de ambas variables en simultaneo. La desencapsulacion del objeto
funcién, permite al alumno regresar al proceso de la relacion funcional entre dos
variables que, al coordinarla con la anterior, se construye el proceso de la
estimacion de la tendencia de y dependiendo de la tendencia de la variable x.
La misma desencapsulacién del objeto funcion permite al alumno regresar al
proceso de construir una tabla de valores que relaciona x e y alrededor de cierto
punto x = ¢, al coordinar este proceso junto con el proceso de estimar la
tendencia de y partir de la tendencia de x, se construye el proceso de estimacion

del limite a partir de una tabla de valores.

Por otro lado, si se desencapsula el objeto funcién y se obtiene el proceso de
observar el comportamiento de una funcion alrededor de un punto este proceso
se puede coordinar con el estimar la tendencia de y partir de la tendencia de x,
y obtener asi el proceso de estimacion del limite a partir de la grafica de una

funcion.

La coordinacidon de estos dos procesos permite la construccién del proceso de
estimacion del limite de una funcién en un punto, que, al ser encapsulada, se
obtiene el siguiente objeto: definicién dinamica del limite. Esta encapsulacion se
puede dar a partir de las acciones que se pueden aplicar al proceso de
estimacion del limite como por ejemplo la estimacion del limite de una suma o

resta de funciones.

Ahora, continuamos con la construccion de la DG del limite como se muestra en

la figura:
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Objeto
Definicion dinamica del
limite de una funcion

Desencapsulacién

Proceso Proceso
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Coordinacion

Estima el valor al
que tiende la
variable y en una
sucesion que tiene
un solo sentido

Objeto

Funcién

Desencapsulacion:
interpreta pares

ordenados donde a
cada valor de x le

Proceso

Esti < valor tiend Proceso corresponde un
S Im?jr a qt‘_‘e éa oruen Ie y Coordinacion Relacion funcional valor de y
cuando x tiende a ¢ por la -
o P entre dos variables
izquierda o derecha de ese valor
Objeto
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Encapsulacion

Figura 87: Segunda parte de la DG del limite

Fuente: Elaboracion propia

En esta segunda parte de la descomposicién genética del limite, se produce el
mecanismo de la desencapsulacién del objeto definicion dinamica de una funcién
en un punto para obtener los procesos de estimacion de la variables x e y en
una sucesioén de numeros que tiene un solo sentido (esto se entiende por una
sucesion de numeros o creciente o decreciente, donde x e y tienden a un valor
solo por la izquierda o por la derecha de ese numero). La coordinacion de estos
dos procesos permite que el alumno construya la estimacion del valor al que
tiende y cuando x tiende al valor de c por la izquierda o por la derecha. Este
ultimo proceso al ser coordinado con el proceso de relacion funcional entre dos
variables, permiten construir el proceso de estimacién de los limites laterales de
una funcion. El mecanismo final de encapsulacion para obtener el objeto de la

definicion de limites laterales se obtiene cuando el alumno deja de ver este
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proceso de estimacion de limites laterales como dinamico y lo estabiliza a través

de acciones que le aplica, por ejemplo, puede encontrar la diferencia de la

estimacion de limites laterales por la izquierda y derecha.

Ahora, continuamos con la construccion de la DG del limite como se muestra en

la figura:

Objeto
Definicion dinamica del
limite de una funcion

Desencapsulacién

Proceso

Observar a qué valor tiende
y cuando x tiende a c a partir
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Objeto

Desigualdades

Desencapsulacion:

definiciéon de distancia de x a
¢ menor que [un cierto valor

Desencpapsulacion:
definicign de distanciade y a
L menof que un cierto valor

Proceso

Construccionde |x —c| < &8

Proceso

Construccién de |f(x) —L| < ¢

Coordinacién

Objeto

Cuantificadores

Proceso

Construccion de

Ve > 0,36 > 0 tal que

[f(x) =Ll < ecuando |x —c| < &

Coordinacién

Proceso

Encontrar el valor § dado un valor de ¢
de manera que se cumpla que

[f(x)—L| <ecuando |x —c| < &

Proceso

Encontrar el valor § para cualquier ¢ de
manera que se cumpla que

Ve > 0,36 > 0 tal que

[f(x)—L| <ecuando |x —c| < &

Objeto

Definicion estatica del limite

Encapsulacion

Figura 88: Tercera parte de la DG del limite

Fuente: Elaboracion propia




En esta tercera parte de la DG del limite, se desencapsula el objeto definicién
dinamica del limite para obtener el proceso de observar a qué valor tiende y
cuando x tiende a un valor de c. Por otro lado, se debe desencapsular el objeto
desigualdades, para que el alumno regrese a los procesos de redefinicion de una
distancia de x a un valor c o de y a un valor L por medio de desigualdades. Estos
tres procesos construidos se deben coordinar para que el estudiante construya
el proceso encontrar un el valor § dado un valor de € de manera que se cumpla
que |f(x)—L|<e cuando |x—c|<d. Al desencapsular el objeto de
cuantificadores, el alumno puede construir el proceso de la construccion de la
desigualdad Ve > 0,36 >0 tal que |f(x)—L|<ecuando |[x—c|<d. Y
finalmente al coordinar estos dos procesos, se obtiene el proceso de encontrar
el valor § para cualquier € de manera que se cumpla que Ve > 0,36 > 0tal que
[f(x) = L] < g cuando |x — c| < 6.

Aporte de la DG del limite de una funcion en un punto a la construccion del

MER

Antes de la identificacion de tareas a partir de la DG y de la secuencia de
actividades propuesta por Pons (2014), aclaramos que en esta investigacion el

autor trabaja con las siguientes representaciones para una funcion:

Numeérico Gréfico
x )
—2 0
4 1
2
0 2
3
1 3
4
4
§ 5
Algebraico Algebraico-numérico
x+2 x+2
x) = =13
f& x+3 x
x -2 -1 0 1 2
fx) 0 . c & i
2 3 4 5
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Es importante reconocer que el aporte de la DG a la construccion del MER no se

da de manera directa. El procedimiento que seguiremos sera el siguiente:

presentaremos la construccion mental o mecanismo que se identifica en las

actividades propuestas por Pons (2014) y, a partir de ellos se plantearan los tipos

de tareas que se puedan identificar a partir de ambos.

1)

En la primera parte de la DG, se desencapsula el objeto funcién para
obtener el Proceso construir tabla de valores de x e y y el proceso de
observar la tendencia de la grafica de una funcién . Esto se puede reflejar

en la siguiente actividad disefiada en Pons (2014)

2)

Figura 89: Actividades de las Tareas 3y 7 en Pons (2014)
Fuente: Pons (2014, anexo)

Aqui, podemos identificar los siguientes tipos de tareas:

Evaluar una funcién en un punto x =x, a partir de su regla de
correspondencia
Evaluar una funcién en un punto x = x, a partir de su grafica

En la primera parte de la DG, la coordinacion entre los Procesos obtiene
el valor al que tiene la variable x en una sucesion creciente y obtiene el
valor al que tiene la variable x en una sucesién decreciente es el
mecanismo que permite la construccion del proceso obtiene el valor al
que tiende x en ambas sucesiones. La actividad disefiada para este

mecanismo es la siguiente:
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Figura 90: Actividad de la Tarea 1 en Pons (2014)
Fuente: Pons (2014, anexo)

A partir del mecanismo descrito y la actividad correspondiente, se identifican los
siguientes tipos de tareas:

¢ Identificar a qué numero real se aproxima x a partir de una tabla de valores
(por la izquierda y por la derecha)

¢ Identificar a qué numero real se aproxima f(x) a partir de una tabla de
valores (por la izquierda y por la derecha)

3) En la primera parte de la DG, el mecanismo de la coordinacién donde el
alumno entiende el limite como un proceso dinamico es identificada en la
actividad c de la tarea 1 mostrada, el resultado de ese mecanismo es el
proceso de la estimacion del limite a partir de una tabulacién de valores,

esto se identifica con la actividad d planteada.

Figura 91: Actividades de la tarea 1 en Pons (2014)
Fuente: elaboracion propia

A partir del mecanismo de coordinacion y el proceso descritos, se identifican los

siguientes tipos de tareas:

¢ Identificar a qué valor se aproxima f(x) cuando x se aproxima a a a partir
de una tabla de valores

e Identificar a qué valor se aproxima f(x) cuando x se aproxima a a a partir
de la grafica de una funcion.
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4) En la segunda parte de DG, una de las construcciones mentales es el

proceso de estimar a qué valor tiende y cuando x tiende a una valor a por
la izquierda o por la derecha. Las actividades c y d propuestas en la
siguiente tarea estan relacionadas a este proceso. Mientras que la
actividad d esta relacionada con el proceso de la estimacion de los limites

laterales de una funcién.

Figura 92: Actividades propuestas en la Tarea 7 en Pons (2014)

Fuente: Pons (2014, anexo)

A partir del mecanismo de coordinacién y el proceso descritos, se identifican los

siguientes tipos de tareas:

Identificar a qué valor se aproxima f(x) cuando x se aproxima a a por la
izquierda o por la derecha a partir de una tabla de valores

Identificar a qué valor se aproxima f(x) cuando x se aproxima a a por la
izquierda o por la derecha a partir de la grafica de f(x)

Identificar a qué valor se aproxima f(x) cuando x se aproxima a a por la
izquierda o por la derecha dada su regla de correspondencia

Estimar la existencia o no existencia del limite de f(x) cuando x se
aproxima a a.
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5) En la tercera parte de la DG, una de las construcciones es el proceso de

encontrar el valor de § dado un valor de € de manera que se cumpla que
|f(x) —L| < ecuando |[x —c| < &

La siguiente actividad propuesta en Pons (2014) esta disefiada para

identificar este proceso

Figura 93:Actividad de la tarea 4 en Pons (2014)
Fuente: Pons (2014, anexo)

En este proceso, se ha identificado un tipo de tarea:

e Determinar el valor de § dado un ¢ tal que cumplan que si |x —al < &
entonces se cumple que |f(x) —L| < ¢

6) Enlatercera parte de la DG, la coordinacion entre el proceso de encontrar
el valor de § dado un valor de € de manera que se cumpla que
|f(x) —L| < ecuando |[x —c| < &

Con el proceso de construccion de la expresion

Ve > 0,36 > 0,tal que |f(x) —L| < e cuando |x —c| < §
Construye el proceso de encontrar el valor de § para cualquier valor de &
de manera que se cumpla que

Ve > 0,36 > 0,tal que |f(x) —L| < e cuando |x —c| <&
Este proceso se identifica en la siguiente actividad b propuesta en la tarea
4.
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Figura 94: Actividad propuesta en la tarea 4 en Pons (2014)

Fuente: Pons (2014, anexo)

Planteamos que las tareas matematicas asociadas a este mecanismo son las

siguientes:

Determinar el valor del limite de una funcién en un punto después de
hallar el valor de § para un ¢ cualquiera.

Finalmente, se mencionaran algunas observaciones que se detallaron en la

seccion de investigaciones de referencia de Pons (2014) y de las que

consideramos solo la interpretacion realizada.

1)

2)

Para comprender la aproximaciéon a un numero en modo tabular es
necesario poder calcular el valor de una funcién en un punto.

Para lograr comprender la aproximacion de f(x) a L (en modo tabular y
tabular-algebraico, es decir, acompanado de la regla de correspondencia)
es necesario poder establecer la aproximacién de la variable x en modo
tabular.

Para lograr la comprension de la aproximacibn a un numero, las
representaciones tabular y algebraico-tabular de una funcion tienen la
misma jerarquia (desempenan la misma funcion).

El autor menciona que, para que el alumno sea capaz de coordinar las
aproximaciones de ambas variables (x y f(x)) debe ser capaz de realizar
la aproximacion de una variable hacia un numero real. Segun esto,

podemos concluir que es necesario incluir tareas relacionadas a la
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5)

6)

7)

aproximacion de una sola variable a un numero real en la propuesta de
MER (este puede darse en el registro tabular o algebraico-tabular).
Luego, al analizar la implicancia de la coincidencia o no coincidencia de
las aproximaciones laterales sobre este mecanismo en el DG, Pons
(2014) concluye que para lograr la comprensiéon de la aproximacion de
f(x), es necesario iniciar en el registro algebraico-tabular y en el caso en
el que los limites laterales coinciden.

Y, para comprender la aproximacion a un numero (en el caso en el que
las aproximaciones laterales no son iguales), es necesario lograr
coordinar antes las aproximaciones de x y f(x) en los casos en los que
las aproximaciones laterales son iguales. Esto nos podria sugerir que para
que el alumno construya el proceso de estimacién del limite, se debe
iniciar primero con tareas donde las aproximaciones laterales coinciden y
luego ampliar estas con tareas donde las aproximaciones laterales no
coincidan.

En las conclusiones, Pons (2014) también sugiere un orden adecuado
para la construccion de la coordinacidon de las aproximaciones: registro
grafico, registro tabular y registro algebraico-tabular. Esto nos puede
sugerir que para que un alumno construya el proceso de observar a qué
valor tiende f(x) cuando x tiende a c, se sugiere iniciar con tareas donde
las aproximaciones laterales coincidan y en la representacion grafica de

la funcion.

Ademas, para complementar este analisis, Cotrill et al. (1996) propone un

acercamiento a la definicion formal del limite a partir del registro grafico de

una funcién en una actividad computacional. En esta actividad, los alumnos

trabajan con alguna herramienta informatica en la que a partir de la grafica

de la funcién y dadas las dimensiones verticales de una caja, se les pide

ajustar las dimensiones horizontales de la caja de manera que se logre que

la grafica de la funcién no salga de la caja formada. Por ejemplo, si

trabajamos con la grafica de la funcion f(x) = % y las graficas de las rectas

x =—0.1yx = 0.1, se pide encontrar rectas de la forma y = b de modo que

la grafica de f quedé dentro del recuadro formado.
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Asi podemos observar dos maneras de lograr que el alumno logre este

proceso de la definicion formal del limite.

Aporte de la investigacion de Blazquez y Ortega (2002) a la construccion
del MER

En la investigacion de Blazquez y Ortega (2002), se propone una nueva forma
de definir el limite (con la aproximacion optima) que fue puesta a
experimentacion y como conclusiones importantes se obtuvo que los alumnos
comprenden mejor la conceptualizacion del limite basada en la aproximacion
Optima que la concepcion métrica (definicion formal del limite). Por ello, sobre
esta investigacion, tomaremos en primer lugar, las aclaraciones que proponen
para los términos aproximar y tender hacia y, en segundo lugar, tomaremos su

propuesta de una nueva definicion de limite.

1) Diferencia entre aproximaciéon y tendencia: Pueden existir diferentes
aproximaciones de una sucesion, sin embargo, la sucesion se dice que
solo tiende a un valor que es identificado como la mejor de las
aproximaciones.

2) Se define el limite L de una funcién en un punto a como aquel L para el
que, escogida una aproximacién distinta del mismo, existe otra
aproximacién de a, de manera que las imagenes de los valores que
mejoran esta ultima aproximacién y son distintos de ella mejoran la

aproximacién de partida

4.3 Consideraciones preliminares para la reconstruccioén de un
MER

En este punto, revisaremos algunas consideraciones preliminares a la

presentacion del MER:

En primer lugar, se denominara equipamiento praxeoldgico inicial al conjunto de
técnicas y tecnologias necesarias con el que la comunidad en estudio cuenta
para cierta investigacion (Fonseca, Gascon, Oliveira, 2013). Para esta
investigacion, se supone que dentro del equipamiento praxeologico inicial de la
comunidad en estudio, ya cuenta con las técnicas y las tecnologias necesarias
para analizar las caracteristicas fundamentales de diferentes tipos de funciones

(polinémicas, racionales, irracionales, exponenciales, trigonométricas, etc.):
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tales como la obtencién del dominio, rango, representacién grafica (junto con sus
asintotas), su representacion tabular, las nociones intuitivas de asintotas y de

continuidad.

En segundo lugar, en la epistemologia del limite se mostré que la nocién de este
concepto surgio en las ideas preliminares de los matematicos griegos plasmadas
en el método de exhausion (usados por Eudoxo y Arquimedes, descritos en el
capitulo anterior), que actualmente seria interpretado de la siguiente manera:
para calcular el area de un circulo, se inscribe un poligono de n lados y se calcula
el area del poligono cuando la cantidad de lados tiende al infinito. Esto nos podria
sugerir que, para la introduccion del concepto del limite, se inicie con el estudio
de sucesiones convergentes tal y como proponen Bartle (2004) y Apostol (1996)
en sus libros de anadlisis matematico. En la misma linea, Blazquez y Ortega
(1997) proponen las sucesiones como una aproximacion al concepto del limite.
Con respecto a ello, Bergé (2006) afirma que, aunque la historia del concepto
del limite puede brindar una compresion genuina del origen de un concepto, esta
génesis no necesariamente puede y debe usarse directamente en un curso en
la actualidad. Ademas, la autora menciona que, en la época griega, para la
aplicacion del método de exhausion no fue necesario definir el concepto de
secuencia y no se uso esta como herramienta para la aplicacién por lo que se
puede afirmar que para introducir la nocion de limite no necesariamente se debe

iniciar con la nocion de limite de una secuencia.

Sobre la nocidon de secuencia, en la construccién del MER propuesto, se supone
que los estudiantes cuentan con este concepto en su equipamiento praxeoldgico
inicial sobre la base de la propuesta del Disefio Curricular Nacional (DCN) del
Peru. En ese documento, se precisa que los estudiantes terminan la secundaria
pueden interpretar y formular sucesiones con numeros naturales, fracciones y
decimales exactos. En el anexo 1, se muestran los logros de aprendizajes
relacionados al concepto de sucesion que estan considerados en el curso de

Numero, Relaciones y Funciones.
4.4 Propuesta de MER

Presentamos a continuacion la construccién del MER mediante el proceso de

modelizacion intramatematica: proceso de reconstruccion y articulacion de OM
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cada vez mas complejas. El MER esta descrito como una sucesion de preguntas
y respuestas, donde estas ultimas conforman praxeologias cada vez mas
amplias. Nos situamos en el momento en que el concepto de una funcién ya
forma parte del equipamiento praxeoldgico inicial de la comunidad de estudio
(Fonseca, Gascoén, Oliveira, 2014) y se muestran las praxeologias matematicas

qgue se construyen a medida que se avanza en la modelizacion intramatematica.

Las cuestiones planteadas para el MER han sido adaptadas de las
investigaciones de Parra, Otero, Fanaro (2009) y de Fonseca, Gascén, Oliveira
(2014).

El problema que se aborda en este parte de la investigacion es el siguiente:
¢,cOmMo conseguir los conocimientos matematicos necesarios en relacion al limite
de una funcién en un punto? Para empezar a responder esa pregunta, partimos

de la siguiente pregunta generatriz:
Qo: ¢ Qué es el limite de una funcién en un punto?

Esta pregunta es intencionalmente muy abierta (no se indica con qué tipo de

funcién se trabaja ni su tipo de representacion).
Iniciaremos el proceso de modelizacion con las siguientes notaciones:

Q;: representa la pregunta i planteada
Q;;: representa la pregunta j derivada de la pregunta i
T;;: representa el tipo de tarea j asociada a la pregunta Q;

tij: representa la tarea k correspondiente al tipo de tarea j asociada a la
pregunta Q;

t;n: representa la tarea bisagra m, que sera entendida en esta investigacion
como la tarea que evidencia el agotamiento de la técnicas producidas en la
resolucion de los tipos de tareas relativas a la tarea de la pregunta Q;, de manera
que asi se presente la siguiente pregunta Q; .

Ademas, se trabajara con las siguientes representaciones para una funcion:

Tabla 7: Representaciones de una funcion

Representacion Representacion grafica Representacion algebraico-
algebraica tabular
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fx) = x? Flx) = %2

x fx)
-2 4
—15 2.25
-1 1
—0.5 0.25
0 0
0.5 0.25

Para la primera pregunta planteada, consideramos el aporte del analisis
implicativo de los resultados de la investigacion de Pons (2014) sobre la cual se
evidencio la necesidad de iniciar este proceso con la evaluacion de una funcion
en un punto. Como ya hemos mencionado previamente, nos situamos en el
momento en que la comunidad en estudio ya cuenta con las técnicas necesarias
para analizar las caracteristicas elementales de una funcion: identificacion del
dominio, evaluacion de una funcidén en un punto, esbozo de la grafica de

funciones elementales, etc.
Asi, planteamos la primera pregunta:
Q1: ¢,Cual es el valor de una funcion en un punto?

Esta pregunta esta orientada a que el alumno identifique, halle o calcule el valor
de una funcién en un punto a partir de las representaciones grafico y algebraico
de una funcion. Algunas de las preguntas que se derivan de Q; son las

siguientes:
Q11: ¢Cual es el valor de una funcién f en un punto, a partir de la grafica de f?

Q12: ¢,Cual es el valor de una funcidon f en un punto, a partir de la representacion

algebraica de f?

Para responder a estas cuestiones se utilizan las técnicas que pertenecen al
equipamiento praxeoldgico inicial. Las preguntas derivadas definen cada una un
tipo de tarea (cada una de ellas presenta una técnica asociada y representan
una OMP).
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Tabla 8: Tipos de tareas asociados a la pregunta @,

Qq: ¢Cudleselvalor Qq1: ¢Cual es el valor de T44: Calcular el valor de
de una funcién enun  unafuncién f en un punto,a  una funcién f en un punto
punto? partir de la grafica de f? x = a a partir de su gréfica

Q12: ¢ Cudl es el valorde una T;,: Calcular el valor de una
funcion f en un punto, a funcion f enunpuntox =a
partir de la representacion a partir de su regla de
algebraica de f? correspondencia

Para cada de estos tipos de tareas, se presenta a continuacién, algunas tareas

representativas en donde se usan casos de funciones lineales y cuadraticas.

ti111: A continuacién, se muestra la grafica de una funcion lineal f, a partir de ella

calcule lo siguiente: f(—1), f(0), f(1).

Figura 95: tarea t;14
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ti12: A continuacion, se muestra la grafica de una funcion cuadratica f, a partir
de ella calcule lo siguiente: f(—1), f(0), f(1), f(2)

e
-

-2
-1
Il
1 1 1
2 R U
4

Figura 96: tarea t;4,

Es importante mencionar que, si bien esta tarea presentada es representativa,
pueden generarse diferentes variantes a la misma a partir de los diferentes tipos
de funciones con los que se puede trabajar: polindmicas, racionales, irracionales,
exponenciales, trigonométricas, seccionadas, etc. Sin embargo, la técnica para
su resolucion en cada caso seria la misma. A continuacion, presentaremos una

tarea que permite evidenciar la necesidad del planteamiento de la pregunta Q.

ti13: De la grafica de la funcion cuadratica f mostrada, ¢es posible calcular el
valor de f(1,5)?

T
=
[
e

-1
]
\I—/
B ] - 1 1
41

Figura 97: tarea t,3

Aqui podemos observar una tarea que evidencia la necesidad del analisis de la

funcién a partir de sus otras representaciones. Es decir, se evidencia la
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necesidad de la ampliacién de la técnica previamente utilizada. A continuacion,

se presenta una tarea representativa de Q.

. . x3-5x2+6x
ti21: A partir de la regla de correspondencia de f(x) = calcule lo

3
siguiente: f(—1), f(0), f(1), f(1,5).

En el mismo caso que el de la tarea t,,,, la tarea t;,; puede presentar diferentes
variantes al trabajar con diferentes tipos de funciones; sin embargo, la técnica

utilizada para su resolucion seria la misma.

Para presentar la segunda pregunta de este proceso de modelizacion,

planteamos la siguiente pregunta bisagra

ti,: A partir de la gréfica y de la regla de correspondencia de f, ¢;es posible
calcular el valor de f(3)? ¢,qué sucede con f en los alrededores de f(3)?
x3 —5x% + 6x

) =

\ 4 \ 4

t + 1 1

| \L/‘z 3 |
i

Figura 98: tarea t;,

En este caso, la técnica asociada a la resolucién de esta tarea resulta intuitiva.
Ya que se puede determinar que x = 3 no pertenece al dominio de la funcion y
por lo tanto es posible dar respuesta a la primera pregunta planteada; sin
embargo, la segunda pregunta implica una nocién intuitiva de proximidad o

aproximacion. Por ello, se plantea la segunda pregunta de la siguiente manera:

Q,: A partir de términos de una sucesidén de numeros, ¢,a qué valor se aproxima

la sucesion?

Esta pregunta esta orientada a que el alumno desarrolle la nocion de
aproximacion en el sentido definido por Blazquez y Ortega (2002) ya que segun

los autores el limite puede ser entendido como la aproximacion optima. Los tipos
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de tareas que surgen para dar respuesta a la segunda pregunta planteada son

los siguientes:

Tabla 9: Tipos de tareas asociados a la pregunta g,

Q,: A partir de términos T,4: A partir de términos de una sucesién de
de una sucesion de numeros, determinar si la sucesion se aproxima o no
nuameros, ¢a que valor se a un valor

aproxima la sucesion? , L ., ]
T,,: A partir de términos de una sucesién de numeros,

determinar a qué valor se aproxima la sucesion

T,3: A partir de términos de los términos de dos
sucesiones de numeros, determinar si se aproximan
al mismo valor

Para cada de estos tipos de tareas, se presenta a continuacién, algunas tareas

representativas:

t,11: A continuacion, se muestran algunos términos de diferentes sucesiones de

numeros, determinar si estos términos se aproximan o no a un valor.

5.732 5761 5.789 5.817 5.844 5871 5.897 5924 5949 5.975

5.87083 5.89737 5.92354 5.94936 5.97484 5.99750 5.99975

5.000 5.225 5.414 5.581 5.732 5.871 5.975

6.191 6.168 6.145 6.121 6.098 6.074 6.049 6.025 6.002

En esta primera tarea, se han considerado los casos donde los tipos de
respuesta son del tipo si/no. Por lo tanto, se desarrolla la técnica asociada a la

identificaciéon de la aproximacién hacia un valor.

t221: A continuacion, se muestran algunos términos de diferentes sucesiones de

numeros, determinar a qué valor se aproxima la secuencia

5.732 5761 5.789 5.817 5844 5.871 5897 5924 5949 5.975

5.87083 5.89737 5.92354 5.94936 5.97484 5.99750 5.99975

5.000 5.225 5.414 5.581 5.732 5.871 5.975
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En la tarea asociada al segundo tipo de tarea, se busca desarrollar una nocién
intuitiva de aproximacion como parte de la técnica en su resolucién, aunque
como indica Blazquez y Ortega (2002), este tipo de tareas pueden tener
diferentes respuestas ya que se pueden considerar aproximaciones a diferentes
valores para una misma sucesion de numeros. Por lo tanto, aqui se desarrolla la
técnica asociada a la identificacion del valor al que se aproxima una sucesion de

numeros. Para el tipo de tarea 3, se muestra la siguiente tarea representativa:

ty13: A continuacion, se muestran algunos términos de dos sucesiones de
numeros, determinar si ambas sucesiones se aproximan al mismo valor en la

direccion de las flechas.

»
»

13.69 1391 14.14 1436 14.59 1490 15.21 15.52 15.84 15.98

17.06 16.99 16.84 16.64 16.59 16.44 16.33 16.23 16.18 16.01

»
>

»
»

5.000 5.225 5.414 5581 5.732 5.871 5.975 5.924 5949 5.975

6.025 6.049 6.074 6.098 6.121 6.145 6.168 6.191 6.214 6.236

&
<

En este tipo de tarea, las técnicas asociadas a su resolucién resultan una
ampliacion de la técnica anterior ya que se trabajan con comparaciones entre las
aproximaciones de dos sucesiones. Finalmente, la tarea bisagra para el
planteamiento de la siguiente pregunta debe evidenciar la necesidad de la
coordinacion entre las dos aproximaciones segun lo visto en el analisis preliminar
de Pons (2014).

t;,: Determine a qué valor se aproxima x en sus dos sucesiones siguiendo la
direccion de las flechas, luego, determine a qué valor se aproxima f(x) en sus
dos sucesiones siguiendo la direccion de las flechas , ;como se relacionan las

aproximaciones de x y f(x)?

fl) =x?
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Y

X

1.9

1.95

1.959

&

2.001

2.01

21

flx)

3.61

3.96

3.9%6

4.004

4.04

4.41

2

i
-

En esta tarea, se evidencia que no son suficientes las técnicas desarrolladas en
la pregunta anterior, por ello surge una ampliacion de esta técnica sustentada en

la nocion de coordinacion entre aproximaciones.

Qs: ¢ A qué valor se aproxima una funcién cuando la variable independiente se

aproxima a un punto?

Esta pregunta esta orientada a que el alumno coordine las aproximaciones de
las variables x y f(x), a partir de las representaciones grafico y algebraico-
tabular de una funcién. Siguiendo el analisis de los resultados de la investigacién
de Pons (2014) el desarrollo de la técnica de la coordinacion entre las
aproximaciones de las variables debe iniciarse en la representacion grafica. Por

ello, las preguntas que se derivan de Q5 son las siguientes:

Q31: ¢A qué valor se aproxima una funcion f cuando la variable independiente

se aproxima a un punto, a partir de la grafica de f?

Qs,: ¢A qué valor se aproxima una funcién f cuando la variable independiente

se aproxima a un punto, a partir de su representacion algebraico-tabular?
Las preguntas derivadas definen cada una dos tipos de tareas.

Tabla 10: Tipos de tareas asociados a la pregunta @,

Qs31: (A qué valor se
aproxima una funcion f

cuando la variable se aproxima aun valor x = a

T34:A partir de la gréfica de f, calcular
el valor al que se aproxima f cuando x

Q3: A qué valor
se aproxima una
funcion cuando la
variable
independiente se

independiente se aproxima
a un punto, a partir de la
grafica de f?

izquierda y por la derecha

T5,: A partir de la gréfica de f, calcular
el valor al que se aproxima f cuando x
se aproxima a un valor x = a por la

aproxima a un

punto? Q32: ¢A qué valor se T33:A partir de la representacion
aproxima una  funcién algebraico-tabular de f, calcular el
f cuando la variable valor al que se aproxima f cuando x se

independiente se aproxima aproxima aun valorx = a
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a un punto, a partir de su
representacion algebraico-
tabular?

T34 A partir de la representacion
algebraico-tabular de f, calcular el
valor al que se aproxima f cuando x se
aproxima a un valor x = a por la
izquierda y por la derecha

Para cada de estos tipos de tareas, se presenta a continuacién, algunas tareas

representativas:

t311: A partir de la grafica de f, ¢a qué valor se aproxima f cuando x se aproxima

a3?

=

-2
-1
L L
] 1 | | |
2 -1 \l/z 3 4 5
. .

Figura 99: tarea t4

Nuevamente, podemos mencionar que una ampliacion de este tipo de tareas se
presenta al estudiar diferentes tipos de funciones (polinomiales, racionales,
irracionales, trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, secciones, etc.).
Considerando solo los casos donde las aproximaciones laterales son iguales ya
que como se muestra en los resultados de la investigacion de Pons (2014) la
coordinacién entre los procesos de aproximaciones de las variables debe
iniciarse en el caso donde las aproximaciones laterales coinciden. Por lo tanto,
una ampliacién a la técnica desarrollada en este tipo de tarea se da en el caso
de aproximaciones laterales no coincidentes. Para ello, mostramos una tarea

que evidencia la necesidad de la ampliacion de la técnica.
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t312: A partir de la grafica de f, ¢ se puede afirmar que f se aproxima a un valor
cuando x se aproxima a 37?

Figura 100: tarea t3;,
Asi, una tarea representativa del tipo T;, se muestra de la siguiente manera:

ts1: A partir de la gréfica de f, ¢a qué valor se aproxima f cuando x se aproxima

a 3 por la izquierda? ¢ a qué valor se aproxima f cuando x se aproxima a 3 por
la derecha?

Figura 101: tarea t3,4

Una ampliaciéon de la técnica empleada en el desarrollo de esta tarea se

evidencia en la siguiente tarea:
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ts,,: A partir de la gréfica de f, ¢a qué valor se aproxima f cuando x se aproxima

a 2 por la izquierda y por la derecha?

Figura 102: tarea t3,,
Esta tarea evidentemente implica una ampliacion de las técnicas desarrolladas
previamente ya que es necesaria identificacion de la aproximacién hacia el
infinito.
Por otro lado, para evidenciar la necesidad de la ampliacion de las técnicas
desarrolladas en el registro grafico, se presenta la siguiente tarea:

senx

ts,3: A partir de la grafica de f(x) = ¢se puede afirmar que f se aproxima

x )

a un valor cuando x se aproxima a 0 por la izquierda y por la derecha? Use una

graficadora para representar la grafica de la funcion si fuera necesario.

Figura 103: tarea t3,3

Esta tarea permite la ampliacion de las técnicas en el registro algebraico-tabular.
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ts331: A partir de la regla de correspondencia de f, complete la siguiente tabla. ;A

qué valor se aproxima f cuando x se aproxima a 27

x%—4
fx) = p—
X 1,9 1,99 1,999 1,999 2,0001 2,001 2,01 2,1

f®

Nuevamente la ampliacion de la técnica desarrollada, se evidencia en las tareas
de casos de limites laterales no coincidentes. Asi se presenta la siguiente tarea

que evidencia la necesidad de la ampliacion de la técnica.

tz3,: A partir de la regla de correspondencia de f, complete la tabla. ¢ Se puede

afirmar que f se aproxima a un valor cuando x se aproxima a 3?

_(—x+3, x <3
f(x)_{Zx—l, x >3

x 29 2,99 2,999 2,9999 3,0001 3,001 3,01 3,1

f)

El tipo de tarea T, se ejemplifica con la siguiente tarea:

t341: A partir de la regla de correspondencia de f y de tabla completa, ¢a qué
valor se aproxima f cuando x se aproxima a 3 por la izquierda? ¢ a qué valor se

aproxima f cuando x se aproxima a 3 por la derecha?

_(—x+3, x <3
f(x)_{Zx—l, x >3

x 2,9 2,99 2,999 2,9999 3,0001 3,001 3,01 3,1

f()
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Antes de continuar con la ampliaciéon de las praxeologias, se presentan las

siguientes notaciones, definiciones y consideraciones:

e Como ya se ha mencionado antes, se supone que la comunidad en
estudio ya conoce la idea de aproximacion en una sucesion, por lo que
se denotara la aproximacion de una variable a un valor de la siguiente
manera:

x->a V fx)-L
Se considera inicialmente que ambas son dos aproximaciones para
magnitudes y que no implica una coordinacion entre ellas. Ademas, se
considera que en la aproximacion x — a, x no llega a tomar el valor de
a; es decir, se consideran aproximaciones por la izquierda y por la
derecha de a.

e Ademas, para identificar la aproximacién, representada por x — a, se
leera como “x tiende a a” y la aproximacion, representada por f(x) = L,
se leera como “f(x) tiende a L”.

¢ Cuando la variable x tiende al valor de a con valores menores que a, se
identifica como “x tiende a a por la izquierda” y se representa de la
siguiente manera: x - a".

e Cuando la variable x tiende al valor de a con valores mayores que a, se
identifica como “x tiende a a por la derecha” y se representa de la
siguiente manera: x — a™.

¢ Se dice que existe el limite de f(x) cuando las imagenes de x tienden a
un valor real L cuando x — a (y este valor L debe ser el mismo tanto
cuando x - a~ como cuando x — a*). Caso contrario, se dirda que el
limite de f(x) cuando x — a no existe.

e Como ya se ha mencionado que los alumnos cuentan con la nocién de
asintota como parte de su equipamiento praxeoldgico inicial, entonces
se consideraran las siguientes definiciones:

o Enlaaproximacion x — a~, si se cumple que las imagenes de x crecen
y la funciéon presenta una asintota vertical por el lado izquierdo, se dira
que el limite no existe, pero que f(x) —» 4+ (es decir, f(x) tiende al
+00). Como notacion se representara de la siguiente manera:

lim f(x) =+
x—-a
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o En la aproximacion x — a~, si se cumple que las imagenes de x
decrecen y la funcidon presenta una asintota vertical por el lado
izquierdo, se dira que el limite no existe, pero que f(x) » —oo (es decir,
f(x) tiende al —0). Como notacion se representara de la siguiente
manera:

lim f(x) = —o0
x—-a

o Enlaaproximacion x — a*, si se cumple que las imagenes de x crecen
y la funcion presenta una asintota vertical por el lado izquierdo, se dira
que el limite no existe, pero que f(x) —» 4+ (es decir, f(x) tiende al
+00). Como notacion se representara de la siguiente manera:

Jim f6) = oo

o En la aproximacién x — a*, si se cumple que las imagenes de x
decrecen y la funcidn presenta una asintota vertical por el lado
izquierdo, se dira que el limite no existe, pero que f(x) » —oo (es decir,
f(x) tiende al —o0). Como notacion se representara de la siguiente
manera:

Jn @)= e
e Se llama valor estimado del limite de una funcién f(x) al valor L al cual
tienden las imagenes de x cuando x tiende a a.
e Se usara la siguiente notacion en el calculo y las aproximaciones del

limite de una funcion: lim f(x) =L; lim f(x) = L; lim f(x) = L.
x-a x—a x—a

Es importante destacar que debido a que se iniciara con la nocién dinamica de
limite, se usara el término tiende como una forma de asociar el limite a un solo
valor tal y como lo plantean Blazquez y Ortega (2002). Ademas, se hace
referencia al valor estimado del limite cuando se calcula el valor del limite a partir
de las representaciones gréafica o algebraico-tabular ya que se usa la nocion
dinamica del limite. La forma de calcular el valor del limite como un proceso
dinamico no es considerado como un calculo riguroso matematico segun la
bibliografia revisada, por lo que usamos el término estimar el valor en lugar de

calcular el valor del limite.
Asi, se plantea la siguiente pregunta:

Q,: ¢ Cual es el valor estimado del limite de una funcién en un punto?
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Esta pregunta esta orientada a la definicion dinamica del limite.

Q41: ¢, Cual es el valor estimado del limite de una funcion a partir de su grafica?

Q4,: ¢Cuadl es el valor estimado del limite de una funciéon a partir de su
representacion algebraico-tabular?

Q43: ¢, Cuales son los valores estimados de los limites laterales de una funcion a
partir de su grafica?

Q44: ¢ Cuales son los valores estimados de los limites laterales de una funcion a
partir de su representacion algebraico-tabular?

Los tipos de tareas que se presentan para las respuestas a estas preguntas se

muestran a continuacion:

Tabla 11: Tipos de tareas asociados a la pregunta @,

Q4 iCual es el
valor estimado del
limite de una

T4,: Determinar la existencia o no existencia del limite de una funcién
fenunpuntox =a

funcion —en un 1. calcular el valor estimado del limite de una funcién f en un punto

?
punto? X =a

T,43: Calcular los valores estimados de los limites laterales de una
funcion f enun puntox = a

Las tareas representativas a de cada uno de estos tipos de tareas se muestran

a continuacion:

t411: A partir de la grafica de f, determinar si existe o no existe el limite de f en

el punto x = 2

Figura 104: tarea t444
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t412: A partir de la grafica de f, determinar si existe o no existe el limite de f en

elpuntox =0

Figura 105: tarea t41,

t413:A partir de la gréafica de f, determinar si existe o no existe el limite de f en

elpuntox =0

Figura 106: tarea t4q5
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t414:A partir de la grafica de f, determinar si existe o no existe el limite de f en

elpuntox =0

Figura 107: tarea t414

Como se muestra, las tareas presentadas buscan evidenciar diferentes tipos de
casos, de manera que se genere asi un entorno técnolégico-tedrico para las
siguientes praxeologias. Las siguientes praxeologias hacen referencia a la
estimacion del limite, por lo que las tareas anteriores conforman el entorno
tecnoldgico-tedrico donde se define que existe el valor del limite cuando los

limites laterales son iguales.

Para los casos de los limites laterales coincidentes, se puede evidenciar una
ampliacion a la técnica desarrollada a partir del calculo del valor estimado del

[imite de la funcion:

t421:A partir de la grafica de f, calcular el valor estimado de f en el punto x = 2

Figura 108: tarea t,,,
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t4o2:A partir de la grafica de f, calcular el valor estimado del limite de f en el

punto x =0

Figura 109: tarea t,,,

Una necesaria ampliacion hacia el siguiente tipo de tarea se evidencia en la

siguiente tarea:

t4o3:A partir de la grafica de f, ¢ es posible calcular el valor estimado de f en el

punto x = 07?

Figura 110: tarea t4,3

Por ello, se ejemplifican las tareas del tipo de tarea T,;.
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t431:A partir de la gréfica de f, calcular los valores estimados de los limites

laterales de f en el punto x = 0

Figura 111: tarea t,34

t43:A partir de la grafica de f, calcular los valores estimados de los limites de f

enelpuntox =6

Figura 112: tarea t,3,

Del mismo modo se puede evidenciar, la ampliacion de las praxeologias en el

registro algebraico numérico con las siguientes tareas:

t411:Después de completar la tabla, determinar la existencia o no existencia del
limite de la siguiente funcién en x = 4.

x—16

Vx —4

fGx) =

x 3.9 3.99  3.999 4.001  4.01 4.1
fx)
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t412:Después de completar la tabla, determinar la existencia o no existencia del

limite de la siguiente funcion en x = 2.

2x + 3, x <2
f(x)—{ x?, x=>2

X 1.9 1.99 1.999 1.9999 2.0001 2.001 2.01 2.1
f(x)
t421:Después de completar la tabla, calcular el valor estimado de f en el punto
x=4

x 3.9 3.99  3.999 4.001  4.01 4.1
f(x)

t431:Después de completar la tabla, calcular los valores estimados de los limites

laterales de f en el punto x = 2

2x + 3, x <2
o) = { x?, x=>2
X 1.9 1.99 1.999 1.9999 2.0001 2.001 2.01 2.1

f)

Las resoluciones de estos tipos de tareas requieren de nuevas técnicas
apoyadas en las técnicas desarrolladas a partir de la cuestion Q5 y a partir de la
definicion dinamica del limite. Esta ampliaciéon de las OM planteadas han
generado entonces nuevas necesidades tecnoldgico-tedricas por ello se afirma

que se presenta una ampliacion de la praxeologia.

Una posible ampliacién a las preguntas planteadas resulta al evidenciar la
necesidad de los registros grafico y tabular para el analisis del limite de una

funcién. Esto se muestra en la siguiente pregunta:

Q4.: ¢Cudl es el valor estimado del limite de una funciéon a partir de su

representacién algebraica?
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Q4.: ¢ Cuales son los valores estimados de los limites laterales de una funcion a

partir de su representacion algebraica?
Para dar respuesta a estas preguntas, se generan los siguientes tipos de tareas:

T44: Calcular el valor estimado del limite de una funcién f en un punto x = a a

partir de su representacion algebraica

T,s: Calcular los valores estimados de los limites laterales de una funcion f en

un punto x = a a partir de su representacién algebraica

Para la resolucién de esta pregunta es necesario utilizar las técnicas aprendidas
en las praxeologias previas. Es decir, se encontrard aqui la necesidad de
representar la funcion para facilitar el analisis de la existencia del limite como un
proceso dinamico (representaciones algebraico-tabular y grafica). Por ello, para
la resolucidon de esta pregunta, se utilizan las técnicas asociadas a estas tareas
con la ampliacion de la representacion algebraico-tabular o grafico de la funcion.
Para ello, como se mencion6 antes se supone que dentro del equipamiento
praxeolégico inicial los alumnos ya cuentan con las técnicas y tecnologias
necesarias para ciertas funciones (polindmicas, racionales, exponenciales y
trigonométricas). Sin embargo, para el caso de funciones mas complejas (con
asintotas o con puntos de discontinuidad), se podria responder a la cuestion

planteada con la ayuda de un asistente matematico (por ejemplo, Geogebra).

La siguiente tarea se propone como articuladora pues se evidencia que el

alcance de las técnicas desarrolladas no es suficiente.

. e .y 1
tz,: Calcular el valor estimado del limite de una funcion f(x) = sen (;) en el

punto x =0

En esta pregunta se evidencia que las representaciones algebraico-tabular y
grafico no son suficientes para su resolucion ni tampoco la nocién intuitiva de la
estimacion del limite como se muestra en las siguientes figuras. En la segunda
figura, se muestra como al tratar de mejorar la escala del eje X para identificar el

valor del limite, esto es insuficiente.

182



1
x f(x) =sen (;)
0.1 0.54402
0.01 —0.50636
0.001 0.82687
0.0001 —0.30561
—0.0001 0.30561
—0.001 —0.82687
—-0.01 0.50636
—-0.1 —0.54402

Figura 113: Evidencia de la insuficiencia en el registro algebraico-tabular

Figura 114: Evidencia de la insuficiencia en el registro grafico
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Entonces, se evidencia el agotamiento de la técnica y surge una necesidad de
ampliar esta mediante el calculo de los limites. Asi se define la siguiente

pregunta:
Qs: ¢, Coémo calcular el valor del limite de una funcién en un punto?

Para responder esta pregunta, no es suficiente la técnica usada en la pregunta
anterior (que mostraba un trabajo intuitivo con las representaciones grafica y
tabular). Esta pregunta busca generar las técnicas asociadas a los diferentes
métodos algebraicos para calcular el limite de una funcién en un punto por lo que
se trabaja solo con la representacion algebraica de una funcion (en base a la
manipulacion de las funciones). Las preguntas derivadas de la cuestion Qs estan
orientadas a considerar dos casos de funciones: funcion continua y funcion

discontinua.

Qs4¢,Como calcular el limite de una funcién continua en un punto?

Qs2: ¢, Como calcular el limite de una funcion discontinua en un punto?
Previamente, se revisaran algunas notaciones, aclaraciones y teoremas:

e Se considera previamente que se entiende que una funcién continua es
aquella cuya grafica se puede realizar “sin levantar el lapiz”; es decir, su
grafica no presenta interrupciones. En este momento, se supone que los
alumnos deben trabajar con funciones cuyos esbozos de graficas puedan
realizar (casos sencillos de funciones polinomiales, exponenciales,
racionales, irracionales, trigonométricas y seccionadas); es decir, pueden
identificar, a partir de la grafica, qué funciones son continuas y cuales no lo
son. En los casos de funciones mas complejas este analisis se realizara con
la ayuda de una herramienta informatica (como Geogebra). Esta definicion
esta basada en la definicidn preliminar de continuidad brindada en el libro de
Apostol (1983), donde se identifica si una funcién es continua o no a partir de
su grafica.

e Cuando una funcién no es continua, se dice que es discontinua. Y aqui se
definen dos tipos: discontinuidad removible (la funcién no esta definida en un

punto, pero no presenta asintota en ese punto) o discontinuidad no removible
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(la funcién presenta asintota en ese punto o la funciéon no presenta asintota
en ese punto y los limites laterales son diferentes).

e Se presentan en esta etapa, una seleccion de los teoremas asociados al
trabajo de limites (estos se muestran en el anexo 2)

e Para el caso de funciones continuas, se cumple que
lim f(x) = f(a)
Xx—a

e En el caso de una funcién seccionada f(x), para el planteamiento del limite
lim f;(x) en una funcién seccionada se debe tomar en consideracion el
x—-a—-
dominio de la funcion para seleccionar la regla de correspondencia que esta
asociada a esta.

e Sial evaluar el limite lim f(x) se obtienen algunas de las formas
xXx—-a

0 o 00 0 0
0 T ©.0; 1%; 0% o

Se dice que se obtiene una forma indeterminada.

e Sial evaluar un limite lim f(x) se obtiene la formaé con ¢ # 0, entonces
X—a
lim f(x) =0
Xx—a
e Sial evaluar un limite lim f(x) se obtiene la forma% con c # 0, entonces
X—a
lim f(x) = oo (los teoremas para definir el signo, se presentan en el anexo2)
xX—a
Los tipos de tareas que se presentan para las respuestas de las preguntas
derivadas de Qs se muestran a continuacion:

Tabla 12: Tipos de tareas asociados a la pregunta Qs

: ¢, Cémo : ¢ Cémo calcular el .
Qs: ¢ Qs1° ¢ Ts,: Calcular el valor del limite en una
calcular el valor del limite de una funcién funcién f continua en un punto x = a
limite de una continua en un punto?

funcién en un

: ¢ Cémo calcular el o
Qs2° ¢ Ts,: Calcular el valor del limite en una

limite de una funcion funcién f en un punto x = a donde f
discontinua en un punto? tiene una discontinuidad removible

punto?

Tg3: Calcular el valor del limite en una
funcion f en un punto x = a donde f
tiene una asintota vertical
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Las tareas representativas a de cada uno de estos tipos de tareas se muestran

a continuacion:
tsq11: Calcular el valor del limite de la funcién f

limx3 +5x+7

xX—2

Evidentemente, se puede producir una extensién bastante amplia de las tareas
asociadas a este tipo de tarea segun diferentes tipos de funciones (que pueden
hacerse cada vez mas complejas). Pero resaltaremos solo el siguiente caso, que

nos permitira ampliar esta praxeologia.
tsq1: Calcular el valor del limite de la funcion f

I x>+ 2x -3
x1£r21 x2 -1

En este caso, todavia es posible resolver la tarea con técnica desarrollada; sin
embargo, la tarea que articula hacia la siguiente praxeologia se presenta de la

siguiente forma:
ts13: ¢, ES posible calcular el siguiente limite?

I x%>+2x -3
xlll} x2 -1

Con esta tarea, se evidencia la necesidad de la ampliacién de la técnica para el

calculo de limites de una funcién discontinua.
ts,1: Calcular el valor del limite de la funcion f

I x>+ 2x -3
xlll} x2 -1

Las técnicas de resolucion estdn asociadas a los métodos algebraicos para
redefinir una funcioén con discontinuidad removible f a una funcion continua que

tenga el mismo entorno que f.
Esta técnica también se agota al presentar la siguiente tarea
tso2: ¢ Es posible calcular el siguiente limite?

limx+3
x-1x2—1
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Aqui, las técnicas asociadas a la redefinicion de la funcién no son suficientes ya
que este caso corresponde al de una funcién con discontinuidad no removible

(funcién que presenta una asintota vertical).
ts31: Calcular el valor del limite de la funcion f

li x+3
xlgfxz—l

Para la resolucion de esta tarea ya se presenta una ampliacion en la técnica.

Finalmente, para la presentacion de la ultima pregunta, se presenta la siguiente
tarea bisagra:

t<,: ¢, Como se interpreta que el limite de la funcién x? + 5x cuando x tiende a 2 sea

igual a 147

En esta tarea, se pide expresar con palabras una definicién preliminar del limite.
Que permite evidenciar que las técnicas presentadas en las organizaciones
matematicas preliminares no son suficientes para dar una definicion rigurosa del
limite de una funcién en un punto. Por lo tanto, se produce la necesidad de la

ampliacion de las técnicas desarrolladas a partir de la siguiente pregunta:
Qe: ¢, COmo definir el limite de una funcién en un punto?

Antes del desarrollo de esta pregunta, se revisaran algunas notaciones,

aclaraciones y teoremas:

e Se redefine la nocién de aproximacion x — a, como la medida de la
distancia hacia el punto |x — a|

e Se redefine la nocién de aproximacion f(x) — L, como la medida de la
distancia hacia el punto |f(x) — L|

e Se presenta la definicion del limite propuesta por Blazquez y Ortega
(2002): Se define el limite L de una funcién en un punto a como aquel L
para el que, escogida una aproximacion distinta del mismo, existe otra
aproximacién de a, de manera que las imagenes de los valores que
mejoran esta ultima aproximacion y son distintos de ella mejoran la

aproximacion de partida
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e En esta definicion, se realizan redefiniciones propuestas de manera que
el limite se interprete de la siguiente manera:
Siempre es posible encontrar una aproximacion de x (|x — a| < §) de tal

manera que f(x) se aproximaa L (|]x — a| < ¢€)

Asi, los tipos de tareas que se presentan para las respuestas de las preguntas

derivadas de Q, se muestran a continuacion:

Tabla 13: Tipos de tareas asociados a la pregunta @,

Qs ¢COmo definir T¢1: Dada la grafica de f y un valor de & determinar el valor de é de tal

el limite de una manera que la grafica de f quede dentro de la caja formada por
funcion en un lx—a|<&ypor|f(x)-L| <e

punto?
Te,: Dada la regla de correspondencia de f y un valor de e determinar el
valor de § de tal manera que |x —a| < & implique que |f(x) —L| <&

Las tareas representativas de cada tipo de tarea se muestran a continuacion:

te11: Mediante un asistente matematico, grafique la funcién f(x) =x+2 y
grafique la regién |y — 4| < 0.2 . Luego, determine un valor de § de tal manera
que al graficar la regién |x — 2| < &, la grafica de la funcién no salga de la

rectangulo formado

El objetivo de esta tarea es que se construya la siguiente figura, de manera que
se prueben valores de 6 para el cual se asegura que la grafica de la funcién lineal
f(x) = x + 2 se quede dentro del recuadro formado. En el caso en el que se elija

el valor de § = 0.2 esta seria la grafica obtenida.
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Figura 115: Graficade f(x) =x+ 2, |ly—4| <02y|lx—2|<0.2

te21: Para la funcion f(x) = x + 2, determine un valor de § de tal manera que se

cumpla lo siguiente:
[x —2|<8—-|f(x)—4] <0.2

Finalmente, la construccion del MER completo se muestra en la siguiente figura:

Figura 116: Esquema de MER propuesto
Los criterios para la construccion y seleccion de las preguntas del MER

propuesta han sido enriquecidos por el analisis desarrollado en el capitulo 4.2 en
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donde se identificaron tareas a partir de los mecanismos de la DG revisada
propuesta por Pons (2014). Adicionalmente, a partir del analisis implicativo del
mismo autor se pudieron considerar los siguientes criterios para la construccion
del MER:

e Son necesarias las tareas relacionadas a la evaluacion de una funcion en un
punto previas a las tareas de aproximacion de una variable a un valor.

e Son necesarias las tareas donde el alumno identifique los valores hacia los
cuales se aproximan dos variables independientes previas a las tareas
donde deban usar la coordinacién entre ambas aproximaciones. Segun esto
se decidieron incluir tareas relacionadas a la aproximacion de una sola
variable a un numero real.

e Las tareas donde se calcule el limite de una funcién en un punto debe
iniciarse con los casos en donde los limites laterales coinciden. Y estas
ultimas se deben iniciar en la representacién grafica de la funcién.

e Se debe considerar el registro algebraico-tabular previo al registro

algebraico.
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Figura 117: Preguntas y tipos de tareas del MER propuesto
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CONCLUSIONES

En este capitulo, presentaremos las conclusiones obtenidas en el desarrollo del
trabajo en relacibn a los objetivos planteados de la investigacion.
Adicionalmente, indicaremos algunas recomendaciones que quedaran como
problemas abiertos para futuras investigaciones relacionadas al limite de una
funcién en un punto o para construccion de un MER como un instrumento de

modelizacion.

Con respecto al primer objetivo de la investigacion, el analisis de la epistemologia
del limite permitid identificar los conceptos matematicos relacionados a la
concepcion del limite, asi como también permitié describir los métodos
infinitesimales donde la nocién del limite estuvo implicita. Por otro lado, también
nos permitié evidenciar las nociones del limite preliminares a la definicion formal.
Adicionalmente, las descripciones de los libros de Calculo seleccionados
permitieron observar el concepto del limite transformado como un objeto de
ensefanza. Este analisis de la epistemologia del concepto y de la forma de
presentarse en los libros de texto permite la independizacion institucional

necesaria para la construccion de un MER.

Con respecto al segundo objetivo de la investigacion, se logré identificar las
organizaciones matematicas asociadas al concepto del limite en un punto. El
analisis praxeolégico evidencia como algunas OMP se consolidan luego como el
entorno tecnoldgico-tedrico de otras. Este analisis fue importante para la
construccion del MER ya que delimita el concepto del limite para la institucién de

referencia (define el alcance del concepto en la institucién).

Con respecto al tercer objetivo de la investigacion, mediante el proceso de
modelizacion matematica, se plantea un Modelo Epistemoldgico de Referencia
asociadas al limite de una funciéon en un punto para el curso de Calculo
Diferencial de la PUCP. Este MER evidencia que el concepto del limite puede

ser estructurado en praxeologias matematicas sucesivas y ampliadas.

También, se resalta que la TAD permitié a través del modelo epistemoldgico de

referencia (MER) describir las organizaciones matematicas asociadas al
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concepto del limite, asi como también permitid articularlas a través de la

modelizacion matematica.

Finalmente, en esta investigacion, se ha podido ejemplificar cémo las teorias
APOE y TAD pueden cooperar a partir del dialogo propuesto por Trigueros,
Bosch y Gascén (2011). Este aporte de la teoria APOE surge de la necesidad de
complementar los criterios de construcciéon del MER en la TAD, ademas, el MER
es una cuestion preliminar planteada que debe ser contrastada y modificada, en
ese sentido, también se pudo aprovechar los datos obtenidos del ciclo ACE de
la teoria APOE. Sin embargo, debido a que cada teoria se basa en principios
diferentes, el articulo de Trigueros, Bosch y Gascoén (2011) permitié lograr una
conversacion entre teorias sin violentar sus principios fundamentales. Esta
conversacion fue traducida en esta investigacion a través del aporte de la DG a
la construccion del MER. Asi, se realizé una reconstruccion de una DG sobre las
propuestas por Cotrill et al. (1996) y Pons (2014) y, a partir de las actividades
propuestas en el disefio de actividades de Pons (2014), se logré identificar, a
partir de ellas, tareas que luego formaron parte de las praxeologias incluidas en
la construccidon del MER. Adicionalmente, en cuanto al aprovechamiento de la
experimentacién de la DG revisada, el analisis implicativo de Pons (2014)
permitid aportar informacion que complementd los criterios considerados al

plantear las praxeologias cada vez mas complejas en la construccion del MER.

Para futuras investigaciones, se propone que este MER sirva de referencia para
el analisis del modelo epistemolégico dominante en la institucion en estudio. Esta
descripcion del modelo epistemoldgico dominante se debera hacer sobre la
ensefianza del limite en la institucion: clases tedricas, clases practicas,

preguntas de limites presentes en los materiales de clase y en las evaluaciones.
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ANEXOS

Anexo 1: Logros de aprendizaje relacionados al concepto de sucesion en el
DCN.

Anexo 2: Teoremas sobre limites

Teorema de limites 1

Sea & un conjunto y sea f. la funcion con dominio enD; y regla de

correspondencia

fe(x) = f(x) parax € e N Dy
Entonces el limite de f en x, restringido a ¢ es L, escrito

limf =0 (sobr ¢)
Xo

lim f(x) = L (x € e N D)
x—0
Siy solo si
lim f, = L.
Xo

Teorema de limites 2

El lim f(x) existe y es igual a L siy solo si lim f(x) y lim f(x) existeny son
xXx—-a x—-a xX—-a
iguales a L.

Teorema de limites 3
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Si existe un intervalo abierto § que contiene a x, tal que para todo x # x, en &,

f(x) < g(x) < h(x),ysilimf =limh =L, entonces lim g existe limg = L.
x0 x0 x0 x0

Limite de una funcién constante. Teorema 4

Si ¢ es una constante, entonces para cualquier numero a

limec=c
xX—a

Limite de la funcion identidad. Teorema 5

limx =a
x—a

Limite de la suma y de la diferencia de dos funciones. Teorema 6

Si lim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
x—a x—-a
lim[f(x)tg(x)] =L+t M
x—-a

Limite del producto de dos funciones. Teorema 7

Silim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
Xx—a Xx—a
lim[f(x) - g(x)]=L-M
Xx—a

Limite de la n-esima potencia de una funcién. Teorema 8

Si lim f(x) = L y n es cualquier numero entero positivo, entonces
X—a
lim[f(0)]" = L*
Xx—a

Limite del cociente de dos funciones. Teorema 9

Silim f(x) = Ly lim g(x) = M, entonces
Xx—a Xx—a

1im@=§siM¢o

x—a g(x)

Limite de la raiz n-esima de una funciéon. Teorema 10

Sin es un numero entero positivo y lim f(x) = L, entonces
x—a

lim %/f(x) = VL

xX—a
Con la restriccion de que sin es par, L > 0

Teorema de limites 11

200



chigllf(x) = L si y solo si chiir}l[f(x) —Ll=0

Teorema de limites 12

limf(x) =Lsiysolosilimf (t+a)=L
x-a t-0

Teorema de limites 13

lim f(x) = Ly y lim f(x) = L,, entonces L; = L,
xX—-a xX—-a

Teorema de limites 14

Si r es cualquier numero entero positivo, entonces

. . 1 .
O Jim = e

1 {—oo sir es impar

ii lim — = .
(i1 x—0+ xT +oo sirespar

Teorema de limites 15

Si a es cualquier numero real y si lim f(x) = 0 y lim g(x) = ¢, donde c es una
X—a X—a
constante diferente de 0, entonces

(i) Sic >0y f(x) - 0 através de valores positivos de f(x), entonces

o fG)
m-—-c

ag@

(i) Sic >0y f(x) » 0 através de valores negativo de f(x), entonces

lim £ _
x-a g(x)

(i)  Sic< 0y f(x)— 0através de valores positivos de f(x), entonces

lim £ _
x-a g(x)

(iv) Sic<0yf(x)— 0através de valores negativos de f(x), entonces

o
M=t

”

El teorema también es valido si se sustituye “x - a” por “x - a*” 0 “x - a~
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Anexo 3: Descripcion de las praxeologias reconstruidas en el MER
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Tipo de tarea

Técnica

Tecnologia

Teoria

T,1: Calcular el valor de una
funcion fen un punto x =a a
partir de su grafica

Trazar la grafica de x = a.

Identificar el punto de corte de x =
a con la gréfica de la funcion f

Ubicar la ordenada del punto de
interseccion

Definicion de grafica de una
funcion: La grafica de una funcién
f es el conjunto de todos los
puntos (x, y) del plano R? para
los cuales (x,y) es un par
ordenado de f

Teoria de funciones

T,,: Calcular el valor de una
funcion f en un punto x =a a
partir de su regla de
correspondencia

Reemplazar el valor de x = a en
la regla de correspondencia de f.

Definicion de funcion: Una funcién
f es unarelacién de dos variables
(x e y), en donde a cada valor de
x le corresponde un Unico valor
de y.

Teoria de funciones

T,1: A partir de términos de una
sucesion de numeros, determinar
si la sucesién se aproxima o no a

Identificar el patron de los
numeros de la sucesion

Nocién de aproximacién

Definicion de sucesion

Teoria de sucesiones

un valor Identificar la tendencia de la
sucesion
T,,: A partir de términos de una | Identificar el patron de los | Nocion de aproximacion Teoria de sucesiones
i0 ] i nimeros de la sucesion e L .
sucesion de numeros, detgrmlnar . o ; Definicion de sucesion
a qué valor se aproxima la |identificar la tendencia de la
sucesion sucesion
Identificar el patron de los | Nocion de aproximacion Teoria de sucesiones
Ty3: A partir de términos de los | numeros de  la sucesion & | nonicion de sucesion
términos de dos sucesiones de identificar la tendencia de la
sucesion

numeros, determinar si se
aproximan al mismo valor

Identificar si ambas sucesiones
tienden al mismo valor
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T5,:A partir de la gréfica de f,
calcular el valor al que se
aproxima f cuando x se aproxima
aunvalorx =a

Identificar el comportamiento de
la grafica de la funcién alrededor
del punto (a, f(a))

Definicion informal del limite
como un proceso: f(x) tiende a L
cuando x tiende a a.

Teoria de limites

Ts;,: A partir de la grafica de f,
calcular el valor al que se
aproxima f cuando x se aproxima
a un valor x = a por la izquierda y
por la derecha

Identificar el comportamiento de
la grafica de la funcién alrededor
del punto (a,f(a)) por Ila
izquierda y por la derecha

Definicion informal del limite
como un proceso: f(x) tiende a L
cuando x tiende a a.

Teoria de limites

Ts33:A partir de la representacion
algebraico-tabular de f, calcular
el valor al que se aproxima f
cuando x se aproxima a un valor
X=a

Identificar el comportamiento de
la grafica de la funcién alrededor
del punto (a, f(a)).

Identificar el comportamiento del
valor de f(x) cuando x se
aproxima a a a partir de las
sucesiones de los valores de la
tabla

Definicion informal del limite
como un proceso: f(x) tiende aL
cuando x tiende a a.

Teoria de limites

Ts54: A partir de la representacion
algebraico-tabular de f, calcular
el valor al que se aproxima f
cuando x se aproxima a un valor
x =a por la izquierda y por la
derecha

Identificar el comportamiento de
la grafica de la funcién alrededor
del punto (a,f(a)) por Ila
izquierda y por derecha

Identificar el comportamiento del
valor de f(x) cuando x se
aproxima a a a partir de las
sucesiones de los valores de la
tabla por la izquierda y por la
derecha.

Definicion informal del limite
como un proceso: f(x) tiende aL
cuando x tiende a a.

Teoria de limites
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T,1: Determinar la existencia o no
existencia del limite de wuna
funcién f en un punto x = a

Identificar a qué valor se
aproxima f(x) cuando x se
aproxima a a por la izquierda

Identificar a qué valor se
aproxima f(x) cuando x se
aproxima a a por la derecha

Si ambos valores son iguales, se
determina que existe el limite,
caso contrario, se determina que
el limite no existe

Definicion de la existencia del
limite de una funcién a partir de
los limites laterales

Definicion de limites laterales
Teorema de la unicidad del limite

Teoria de limites

T,,: Calcular el valor estimado
del limite de una funcién f en un
punto x = a

Identificar a qué valor se
aproxima f(x) cuando x se
aproxima a a por la izquierda

Identificar a qué valor se
aproxima f(x) cuando x se
aproxima a a por la derecha

Estimar el valor del limite de la
funcion a partir de los valores
identificados en los pasos
anteriores

Definicion de la existencia del
limite de una funcién a partir de
los limites laterales

Definicion de limites laterales
Teorema de la unicidad del limite

Teoria de limites
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T,3: Calcular los  valores
estimados de los limites laterales
de una funcion f en un punto x =
a

Identificar a qué valor se
aproxima f(x) cuando x se
aproxima aa por la izquierda o
por la derecha, considerando los
casos donde puede ser un punto
donde la funcién es continua,
discontinua con discontinuidad
removible o no removible

Definicion de limites laterales
Definicion de limites infinitos

Teoria de limites

Ts1: Calcular el valor del limite en
una funcion f continua en un
punto x = a

Reemplazar el valor de x = a en
la regla de correspondencia de

f)

Definicion de una  funcién

continua

Teoremas presentados en el
anexo 2

Teoria de limites

Ts,: Calcular el valor del limite en
una funcion f en un punto x = a
donde f tiene una discontinuidad
removible

Identificar la  discontinuidad
removible de la funcién a partir del
analisis del dominio de la funcién
y de su grafica

Redefinir la funciébn a una
continua a partir de métodos
algebraicos (factorizacion,
simplificacion, multiplicacion por
la conjugada)

Teoremas presentados en el
anexo 2

Teoria de limites

Ts3: Calcular el valor del limite en
una funcién f en un punto x = a
donde f tiene una asintota
vertical

Identificar la discontinuidad no
removible de la funcion a partir del

Teoremas presentados en el
anexo 2

Teoria de limites

206



andlisis del dominio de la funcién
y de su grafica

Identificar la asintota de la funcion

Definir el signo del infinito en el
limite a partir del teorema 15 del
anexo 2

Te1: Dada la gréafica de f y un valor
de & determinar el valor de § de tal
manera que la grafica de f quede
dentro de la caja formada por |x —
a | <6ypor|f(x)—L| <eg

Graficar la funcion
Graficar la region |f) — L| <e

Y probar valores de §, de manera
que la grafica de f quede dentro de
la caja formada por |[x —a|<d vy

por |f(x) —L| <eg

Definicion formal del limite de una
funcién en un punto

Teoria de limites

T¢o: Dada la regla de
correspondencia de f y un valor de
& determinar el valor de § de tal
manera que |x —a| < &§ implique
que |f(x) —L| <e

Transformar |f(x) —L| <e en
[x—al<§

Determinar 6 en términos de ¢

Definicion formal del limite de una
funcion en un punto

Teoria de limites
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