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Resumen

El trabajo trata sobre encontrar una representacién para superficies espaciales inmer-
sas en IL? con curvatura media constante y con métrica de Lorentz. Basado en el paper
[1], esto conlleva a estudiar la aplicacién de Gauss, la ecuacién de Beltrami y la férmula
de representacién para la superficie espaciales inmersa en L3, en funcién de la aplicacién

de Gauss y la curvatura media de la superficie. Entre otros, se ha utilizado principalmente
las bibliografias [2], [3], [7], [13], [14].

Palabras claves: Superficies espaciales, aplicacién de Gauss, espacio de Minkowski.
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Introduccion

Se llamada eliptica, hiperbdlica o plana a una variedad riemanniana de curvatura cons-
tante segin su curvatura seccional positiva, negativa o cero. También se les conoce a estos
espacios como formas espaciales.

En general, es posible relacionar propiedades de la aplicacion de Gauss con la geo-
metria de la subvariedad cuando se tiene una subvariedad isométricamente inmersa en
una variedad riemanniana de curvatura constante. Se encuentra algunos resultados, por
ejemplo Akutagawa y Nishikawa [1], senalan: Dada una superficie espacial M inmersa en
L3, se puede expresar la férmula de representaciéon para M en términos de la aplicacién
de Gauss U y la curvatura media H de M, donde L3 es el espacio de Minkowski tridi-
mensional con métrica Lorentziana.

Una vez fundamentado el lineamiento general, la tarea siguiente se basara en describir
las formulas de Weierstrass para superficies espaciales de curvatura media conocida con
métrica inducida de Lorentz que sera desarrollados en dos capitulos.

En el primer capitulo se desarrolla temas necesarios para alcanzar el objetivo de la tesis.
Estos temas abarcan desde algunas definiciones que son usadas en Geometria de Lorentz,
nociones basicas de geometria diferencial y geometria semiriemanniana.

En el segundo capitulo se abordaré el objetivo del trabajo. Ademads, se describen algunas
propiedades sobre superficies espaciales orientadas en IL3, las cuales satisfacen un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales. Estos sistemas de ecuaciones involucran la aplicacion
de Gauss y la curvatura media de la superficie.

Lo anterior conllevan a estudiar la aplicacién de Gauss, y se obtiene una féormula de repre-
sentacién para superficies espaciales inmersas en I3, en funcién de la aplicacién de Gauss
y la curvatura media de la superficie.

Luego, se tratara la condicién de integrabilidad la cual garantiza que M pueda ser expre-

sada en funcion de la aplicacién de Gauss y la curvatura media. Finalmente, se mostrara
ejemplos de superficies espaciales con curvatura media conocida.
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Capitulo 1

Resultados preliminares

En este capitulo presentamos una serie resultados y conceptos necesarios de geometria
diferencial. El desarrollo del presente capitulo es gracias a los grandes aportes encontrados
en [2]. Asi como también destacamos [3], [7], [13] y [14], por sus aportes significativos.

1.1. Espacio de Lorentz - Minkowski

Definicién 1.1. (Forma cuadrdtica). Sea V un espacio vectorial real. Una forma simétrica
bilineal o forma cuadrdtica es una aplicacion §: V x V — R que satisface

(1) B(z, y) =By, ),
(2) B(ax +by,z) = aB(z, 2) + b3(y, 2),

donde a,b € R, z,y,z € V.

Ademas:
» [ es definida positiva (Negativa) si x # 0 implica que B(z, x) > 0 (f(z, =) <0).
» 3 es no degenerada si para todo z € V' y f(x, z) =0, entonces = =0

Ejemplo 1.1. El producto escalar estdandar (, ), en el espacio Euclidiano R" es una forma
cuadratica definida positiva.

La representacion matricial de la forma bilineal 3 respecto a una base e;,1 <7 <n de V
es la matriz (g;;) :== (B (e, €j))

Definicién 1.2. El indice v de 3 es la dimension del subespacio maximal W C V' tal que
Byw es definida negativa. Es decir, 0 < v <n.

Proposiciéon 1.1. Sea [ una forma bilineal simétrica sobre un espacio vectorial V' de
dimension finita, 5 es no degenerada si y solo si su matriz asociada es invertible.

Demostracion. La demostracion la podemos encontrar en [13]. [



1.1.1. Espacio de Minkowski

En el espacio R" se puede introducir una métrica seudoeuclidiana definiendo el pro-
ducto escalar, entre dos vectores, £ = (£1,--- ,€"), n=(n', -+ ,n™) como

<£777> — glnl 4. +§y77y o 51/—‘,-1771/—&-1 . én’f]n,

para algtn indice fijo, donde v, 1 < v < n.

Lo que quiere decir que la matriz que representa la métrica seudoeuclideana asociada a
la base canodnica de R", viene dada por

1 0 .. 0
01
(bij)nxn = . ) .
o0 .. -1
Definimos el espacio de Minkowski como el par (R™, ( ,)), para n > 2, donde ( ,) es un
producto escalar de indice v = 1. Esto suele denotarse por R} o L".

En particular cuando n = 4 se tiene el conocido espacio tiempo L*, que es el espacio de
la teoria de la relatividad especial, ver [3].

La métrica de Minkowski en L%, de coordenadas (z,y, z,t) estd dado por
di* = (dz)* + (dy)? + d(2)* — (dt)*

Obervemos que en L™ el producto de un vector consigo mismo puede resultar negativo,
por ejemplo ((0, ..., 1), (0, ..., 1)) = —1. Debido a esto, daremos la siguiente clasificacion.

Definicién 1.3. Un vector & € L™ se dira:
» Temporal si (§,&) <0,

» FEspacial si (£,§) >00&=0.
» Luminoso si (£,€) =0 con & # 0.

Sea 7 = {& € L"/(¢, &) < 0}, notemos que T estd formada por dos componentes conexas
abiertas contenidos en el cono.

Al conjunto de todos los vectores luminosos se le conoce como el cono de luz.

Proposiciéon 1.2. Sean ¢ y n dos vectores en 7. Si &, n se encuentran en la misma
componente de 7, entonces (£,n) < 0; caso contrario, &, n) estan en diferentes componentes.

Demostracion.

Sea ., : R"! x R — R"™ ! definido por m (&Y, ..., "1 &m) = (... &1,
Ademds definimos la norma de £ € R como ||€]| = 1/(£,€), siendo € = 7.(€) y
£=(&....&LeEn.

(€,6) = =€+ €I <0y ()= —(")? + |I7lI* < 0
2 > 1€ (™) > [lall” (1.1)
Por otro lado,



TIEMPD,_,

COno b ez FUTURD.

CHSERAVADOR-— }4_, Fﬁ;{'\lﬁ

o
o “,.gnﬁ’ff”b\

“zEpel

Cong g Lz shsADS

Figura 1.1: Cono de luz

(&m) =€+ byl
=" + [l [cos ()
< - + [l

donde ¢ es el dngulo entre las proyecciones de los vectores. De las desigualdades (1.1) se
obtiene

(€ ™) > (IENAN?  es decir — [€""( > [IE]I7

Si € y 1 se encuentran en la misma componente, entonces "1 > ||€]|||77]|. Por lo tanto

(& m) < =€ + J€llllall < o.

Si "™ < 0 se encuentren en distintas componentes convexas, usando las desigualdades
(1.1) se obtiene

(& m) = —=&"n" = |IEllllF] > o.
[l

Presentamos a continuacién la desigualdad de Cauchy-Schwarz invertida y la desigual-
dad triangular invertida, es decir

= Si &y n vectores temporales en L. Entonces
&=l €N Tl (1.2)

= Si £y n son dos vectores temporales en L™, que se encuentran en la misma compo-
nente convexa de 7, entonces

+nlzl el + 1l
La igualdad se verifica si y solo si £ y 1 son proporcionales.
Definamos el caracter causal de cualquier subespacio, restringida a la métrica de LL".

Definicién 1.4. Sean (V,(,)), y W C V un subespacio vectorial. Decimos que

W es espacial si  (,) en W es definido positivo;
W es temporal si () en W es no degenerado con indice uno;
W es luminoso si () es degenerada en W.

Ejemplo 1.2. En LL? se tiene los siguientes subespacios.
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» W) = span{e;,es} es espacial.
» Wy ={t(a,b,c):teR y a*+b*—c* <0} es temporal.

» Wy ={t(1,0,1) : t € R} es luminoso.

1.1.2. Grupo de Isometrias de Lorentz

A igual que en el caso del espacio euclideano, mostraremos que toda isometria de IL” es
la composicion de una transformacion lineal con una traslacion.

Definicién 1.5. Sea F': L™ — L™ una funcién biyectiva. Decimos que F' es una isometria
de L™ si para todo u,v € L™ se cumple

(F(u) = F(v), F(u) = F(v)) = (u—v,u—v)
La traslaciéon L : L™ — L™ dado por L(z) = x + a es una isometria. En efecto,

(L(u) — L(v), L(u) — L(v)) = {(u4+a— (v+a),u+a—(v+a))
= (u—v,u—v),

Proposicién 1.3. Si & : L™ — L" es una isometria tal que ®(0) = 0, entonces se
cumple:

1. ®(cu) = c®(u), ceR
2. d(u+v) = P(u) + P(v), para todo u,v € L™
Es decir, ® es lineal.

Demostracion. Como ® es biyectiva, entonces para todo v € L™ existe un tinico w tal que
®(w) = v, luego, V ¢ € R se tiene.

De donde,

(®(cu),vy = (cP(u),v) Vu,velm

y como la métrica es no degenerada se cumple, lo deseado.

Anélogamente.



(@(u) + @(v), w) = (P(u) + P(v), P(w))
= (2(u), 2(w)) + (2(v), D(w))
= (®(u) — ©(0), 2(w) — 2(0)) + ((v) — (0), P(w) — (0))
= (u, w) + (v, w)
= (u+v,w)

De donde,

(O(u+v),w) = (P(u) +P(v),w) Yuvwel",

y como la métrica es no degenerada, entonces

O(u+v) =D(u) + D(v).

Proposicién 1.4. Si ® es una isometria tal que ®(0) = 0, entonces se cumple:
® € O(1,n),
donde, O(1,n) = {A € GL(n+ 1,R) : ATeA =¢}, y ¢ = diag(1,1, ..., —1)

Demostracion. Tenemos que ® es lineal, por tanto ® lo consideramos, como una matriz.
Sea € = diag(1,1, ..., —1) la matriz que representa a (, ) en la base canonica de R™, ademas
(u,v) = uTeu, entonces, si A = [®], es la matriz que representa a ®,

uleu = (Au)Te(Av) = v (®Ted)u
esto implica que € = ®Te®, como consecuencia
® € O(1,n)
O

Ahora si, ®(0) = a, con a fijo en L™, L(v) = v—a es una traslacién, tenemos que ¥ = Lo®
es una isometria tal que

VU(w)=®v)—a y Y(0)=0.
Esto implica por las afirmaciones anteriores que
U eO(l,n)

Asi ® = L7 o U, es decir toda isometria es una composicién de una traslacién y una
transformacion lineal en O(1,n).



1.2. Resultados de geometria diferencial

Las variedades diferenciales son objetos que generalizan los espacios euclideanos y donde
se pueden hacer cédlculo diferencial e integral. Localmente las variedades son espacios
euclideanos y por tanto, si el analisis es local, este no difiere del calculo diferencial clasico.

1.2.1. Variedades diferenciables

Definicién 1.6. Sea M un espacio topolégico de Hausdorff con base numerable. Un atlas
de dimensién n para M es una familia

A:{@a . Ua_>M}OcEA

de aplicaciones continuas, tal que ¢, : U, — ¢4(U,) es un homeomorfismo del abierto
U, C R™ sobre un abierto ¢,(U,) de M para cada a € A, cumpliendo con las siguientes
condiciones

1. Los abiertos ¢, (U,) cubren M, es decir:

U 0a(Ua) = M

acA
2. Para todos los indices «, f € A, con o (Uy) Ns(Us) = Vi # 0, las aplicaciones
Pap = 95 0 Pa: Py (Vag) = 95" (Vag)

Voo = o' © 05 05" (Vap) = 00" (Vap)

son diferenciables.

Un atlas diferenciable A sobre M es llamado maximal si, ademas de cumplir con
las condiciones de la definicion de atlas, se cumple la condicién siguiente:

3. Sip, : U, = M es un homeomorfismo de un abierto U, C R", sobre ¢, (U,) de M, de
modo que para todo sistema de coordenadas ¢, € A con ¢, (Us) Ny (U,) = Vo, # 0,
se tenga que

90;1 O Pa 90;1<Va'y> - 90;1(‘/017)

es diferenciable. Entonces ¢, € A.

Una estructura diferenciable para M es un atlas maximal.

Observacion 1.2.1.

» Cada aplicacién ¢, es llamada una parametrizacién de una vecindad de M,y ¢, (U,)
es denominada vecindad coordenada.

» Sip = .zl ..., 2"), entonces x',...,x" son llamadas las coordenadas de p en la

parametrizacién ¢,. Por este motivo, la aplicacion ¢, también es denominada un
sistema de coordenadas locales.



Definicién 1.7. Una variedad diferenciable M de dimensién n es un espacio topologico
de Hausdorff con base numerable, y con una estructura diferenciable de dimensién n.

Ejemplo 1.3. La esfera S™ posee un atlas formado por dos cartas. En efecto, denotemos
a los polos norte y sur de S™ por N = (0,...,0,1) y S = (0,...,0,—1) respectivamente.
Las proyecciones estereograficas de N y S estan definidas por

1 2 n

x x x
1 —gntl’ 1 —gntl? 777 — gntl )’

01: 8" —{N} — R", ¢i(a',..., 2"

x! x? "

1+xn+1’1+xn+1"”’1+xn+1>’

0y 1 S" —{S} — R", py(xt, ... 2" = (
Sus respectivas inversas estan dadas por

ot R — S" — {N}, o7 (2. 2" (22!, 222, ..., 22", ||| — 1), v

"1 e

oyt iR — 8" — {S}, oyt (.. 2" = (221,222, ..., 22", 1 — ||z|?).

1 [f]f?
Definimos un atlas de S™ por A = {(S™ — {N}, 1), (S™ — {S},v2)}. No temos que los
cambios de coordenadas son difeomorfismos. Por ejemplo pp0p; " : R* —{0} — R"—{0}
es el cambio de coordenadas definido por

- n 1 n
(90209011><x17'--71: )Z ||IH2<$17.H,$ )7

el cual es C°.

Cuando denotemos una variedad por M™, el indice superior n indicard la dimension de M.

A continuacién tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.8. Sean M"™ y N™ variedades diferenciables. Una aplicacion f : M — N
es diferenciable en p € M si dada una parametrizacion ¢ : V.C R™ — N en f(p) existe
una parametrizaciéon ¢ : U C R®™ — M en p tal que f(p(U)) C ¥(V) y la composicién
Yvto fop:U CR"— R™ es diferenciable en ¢~ 1(p).

Decimos que f es diferenciable en un abierto de M si es diferenciable en todo los puntos
de este abierto.

Definicién 1.9. Sean M™ y N™ variedades diferenciables. Una aplicaciéon f : M —
N es un difeomorfismo si ella es diferenciable, biyectiva y su inversa f~! es también
diferenciable. Decimos que f es un difeomorfismo local en p € M si existe vecindades U
de py V de f(p) tal que f: U — V es un difeomorfismo.

Definicién 1.10. Sea M una variedad diferenciable y « :] — €, ¢[— M una curva dife-
renciable en M. Supongamos que a(0) = p € M. Denotemos por C;°(M) al conjunto de
todas las funciones diferenciables reales definidas en un abierto de M que contenga a p.



El vector tangente a la curva a en t = 0 es el operador &(0) : C3;°(M) — R definido

por ;
d<0)f = a(foa) ’t:O

con f € Co(M).
En base a ello, definimos un vector tangente en p como el vector tangente a alguna curva

a:]—¢eel— Ment=0,con a(0)=p. El conjunto de todos los vectores tangentes de M
en p es denotado por T,M, y es denominado el espacio tangente de M en p.

Si elegimos una parametrizacion ¢ : U — M™ en ¢ = ¢(p), podemos expresar la funcién
f vy la curva « en esta parametrizacién dada por fop(q) = f(xl, ), qg= (2t ... 2") €
Uy (g7t oa)(t) = (2'(t),...,2"(t)) respectivamente. Por tanto restringiendo f en a,
obtenemos

a(0)(f) = 4(foa) l=o
=4((fop)o(p o)) l=o

~

= L@ (t), ... 2™(t)) |i=o, donde f=foyp

= 3 A (71 0 a)(0)%(0)
= >, 24 (p) % (0)
=3, = 0) 2L (p)

:(Z:‘L:l ii(o)% p) I

En otras palabras, el vector &(0) puede ser expresado por la parametrizacién ¢ por

a(0) =) i*(0) aii Iy -

=1

Observe que % |, es un vector tangente en p a una curva coordenada:

t— o(qg+te;),i=1,..,n.

.z . _ n . q 8
De la expresion &(0) = > | *(0) 55 [, se muestra que el vector tangente a una curva o
en p depende de las derivadas de o en un sistema de coordenadas. De alli también que el
conjunto de T, M, con las operaciones usuales de funciones, forma un espacio vectorial de
dimensiéon n, y que la eleccién de una parametrizacién ¢ : U C R™ — M determina una

base asociada
0 0
Bt 177 g 7

en T,M, generalmente se denota %
x

-

Observacion 1.2.2.



» S5i denotamos a un elemento arbitrario de 7, M por X, este operador satisface, por
definicién las siguientes dos propiedades

e Linealidad
Xp(af +9) = a(X,f) + X9
e Regla de Leibniz
Xp(fg) = (Xpf)g(p) + f(p)(X,p9);

para todo a € Ry f,g € C*(M).

» Por otra lado, las operaciones de espacio vectorial en T}, M estan definidas por

(Xt V) f =X, f+ Y f v (aX,)f = a(X,f)

1.2.2. Campos vectoriales

Definicién 1.11. Un campo vectorial X es una aplicacion que asocia a cada punto p € M
un vector tangente X (p) € T,M. Este es llamado diferenciable cuando a demés se cumple
lo siguiente: si ¢ = (2!, ...,2") son coordenadas locales sobre un subconjunto abierto U

de M™, entonces podemos escribir:

X() = Y X 0) s |y

i=1

donde requerimos que las funciones X* : U — R sean diferenciables. Estas son llamadas
n

las componentes de X con respecto al sistema de coordenado local x!, ..., z™.
Es conveniente denotar X (p) por X, donde X, : C*°(M) — R es un vector tangente.

Denotemos el conjunto de los campos vectoriales diferenciables en M por X(M).

Podemos entender a un campo vectorial como un operador diferencial X : C*(M) —
C*°(M), donde, definimos la funcién X f sobre M por

(XF)(p) = X(p)f = Xp(f) conpeM

Dada una carta (U, ¢ = (z',...,2™)), podemos expresar

(XN B =Y X o)

lo cual muestra que X f es diferenciable, y es llamada la derivada de f en la direccién
de X. Esto es equivalente a que X es C* .

En el conjunto de los campos de vectores diferenciables sobre M podemos definir dos

operaciones naturales, la suma y el producto por funciones diferenciables, del siguiente
modo:

Si X,Y € X(M) entonces X +Y : C®°(M) — C*°(M) definida como:
(X+Y)(f): M —R,

9



(X +Y)(N)p) = Xp(f) + Y, (f)-
SiXeX(M)y feC®M) entonces fX : C®°(M) — C®°(M) es definida por:
(fX)(g) : M = R,
(FX)(9)(p) = f(p) X (9)-

Con las dos operaciones anteriores, el conjunto X(M) admite una estructura de médulo
sobre el anillo C*°(M) de las funciones diferenciables.

Rescribiendo lo anterior podemos definir un campo vectorial deferenciable apartir de
las propiedades mencionadas arriba:

Definicién 1.12. Sea M una variedad diferenciable. Un campo vectorial diferenciable en
M es una aplicacién X : C*°(M) — C*°(M) que satisface las siguientes propiedades.

1. El campo vectorial X es lineal: X(af + bg) = aX f + bXg, para todo a,b € Ry
f9 € C=(M)

2. El campo vectorial X satisface la propiedad de Leibniz: X (fg) = (X f)g + f(Xg),
para todo f,g € C®(M).

Observe que si X,Y € X(M) campos diferenciables en My f : M — R es una funcién
diferenciable, entonces podemos considerar las funciones X (Y f) y V(X f). En general,
tales operadores no conducen a campos vectoriales, pues se prueba que Y X no es una
derivacién. Pero (XY — Y X), si es un campo vectorial.

Definicién 1.13. Sean X,Y € X(M). El corchete de Lie es una funcién.
[, : X(M) x (M) — X(M) definida por:
X, Y](f) = X(Y(f) = Y(X(f)) para todo f € C=(M)
Proposicién 1.5. El corchete de Lie [-, -] en X(M) cumplen las siguientes propiedades:
1. [, ] es R-bilineales,
2. [fX, gY] = fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y /)X,
3. [X,Y] =-[Y, X],

4. (La identidad de Jacobi) [X,[Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0,
para todo X,Y, Z € X(M)

Demostracion. Ver [7]. O
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1.2.3. Meétricas y conexiones

Definicién 1.14. (Variedad Riemanniana). Sea M una variedad diferenciable de dimen-
sién n. Una métrica Riemanniana en M es un campo 2-tensoriall covariante diferenciable
g, que es simétrico (es decir, g,(u,v) = g,(v,u) para todo u,v € T,,M) y positivo definido
(es decir, g,(u,v) > 0, para u # 0). Una variedad diferenciable M que admite una métrica
Riemanniana g es llamada variedad Riemanniana.

Definicién 1.15. (Variedad de Lorentz). Sea M una variedad diferenciable de dimensién
n. Una métrica de Lorentz en M es un campo 2-tensorial covariante diferenciable g, que
es simétrico (es decir, g,(u,v) = g,(v,u) para todo u,v € T,M), no degenerada (es decir,
gp(u,v) = 0, para todo v € T,M entonces v = 0) y con indice constante v = 1. Una
variedad diferenciable M que admite una métrica de Lorentz g dada es llamada variedad
de Lorentz.

Observacion.

» La definicién anterior se puede formular para un indice arbitrario v. Con esto, g,
tendria indice v para cada espacio tangente.

» En el caso de tener una métrica de indice arbitrario, al par (M,g,) es llamada
variedad semiriemanniana.

= Toda variedad Riemanniana admite una métrica Riemanniana, sin embargo, en el
caso semiriemanniano no siempre ocurre.

Acontinuacion escribimos el tensor métrico en coordenadas. Sea ¢ : U C R" -V C M
una parametrizacién de una vecindad V de M, B, = {32 |,, ..., 32|, } una base coordenada
de T, M asociada a esta parametrizacion, para cadap € V,y By = {dz'|,, ...,dz"|,} base
dual para el espacio cotangente T; M, luego

gp: T,M x T,M — R

Denotemos g,(u,v) = (u,v),. Escribiendo u,v € T,M en coordenadas, se obtiene

Luego, la matriz que representa a g en la base { 8‘; }. Esta dada por (g;;) donde g,( a?gi , %).

En forma tensorial podemos escribir.

gp(ua U) = Z gij(p)dxi|p ® dl‘j|p(u, U)

1,j7=1

1'Un tensor de tipo (k, 1) es un tensor k-covariante y l-contravariante, es decir, una funcién multilineal
real . T:V X ... xVxV*x...xV*—= R donde V es espacios vectoriales real de dimensién finita y V*

k—veces l—veces
su espacio dual.
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donde las funciones g¢;; : V' — R son definidas por

0
gij(p) = <%|pv %Mp

Observacion.

La métrica es diferenciable en el siguiente sentido. Sea ¢ : V' — R es una parametrizacion
de una vecindad V de M, y B, = {3%|,, ..., 52 |»} una base coordenada de T,,M asociada
a esta parametrizacion: Para cada p € V, y By = {dz'|,,...,dz"|,} base dual para el
espacio T M, entonces las funciones

gUVCRn—)R

el Is) . .
P D7 »)p son diferenciables.

9z’

definidas por p — g;; (p) =

Dado que la métrica es no degenerada la matriz [g;;(p)] es invertible (ver proposicién
(1.1)). Su inversa se denota como [g”(p)], donde los coeficientes g/ (p) son funciones C'*.

Definicién 1.16. (Conezxion Afin). Sea M una variedad C*°. Una conexidn afin V sobre
una variedad diferenciable M es una aplicacién V : X(M) x X(M) — X(M) denotada
por (X,Y) — VxY que satisface las siguientes propiedades:

1. fo+gyZ = vaZ + gVyZ,
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
para todo f,g € C*(M)y X,Y,Z € X(M).

La expresién VY es la derivada direccional del campo Y en la direccién de X.

Si V es una conexién sobre una variedad diferenciable M, entonces (VxY'), depende del
valor de X en p y del valor de Y a lo largo de una curva tangente a X,.

Sea M una variedad con una conexién V. Si B = {2 (p), ..., 52:(p)} es una base del
espacio tangente 1), M, entonces

(V5,0;) Zr ij=1,..n. (1.3)

Definicién 1.17. (Simbolos de Christoffel). Las funciones diferenciables Ffj definidas
por la expresién (1.3) son llamadas simbolos de Christoffel asociados a la parametrizacién
utilizada.

Sea M una variedad con una conexiéon V,y X,Y € X(M). Si B, = {01,...,0,} es una
base coordenada del espacio tangente T,M, X =37 | X'0;, Y =377 | Y70; y VxY estd
dada por

ViV =) <X(Y’“) +) XWTZ) 0
k=1 ij=1

12



Definicién 1.18. Se dice que una conexién afin V sobre una variedad M es simétrica si
para X,Y campos tangentes a M se verifica que [X,Y] = VxY — Vy X.

Si (Xa,U,) es una parametrizacion y {2} es la base asociada, donde 7,5 = 1,...,n, se

ozt
tiene
0 0 0 (DF\_ D (05 _,
ozt Ozl Ozt \ Oxd Oxd \oxi )

Y en términos de la conexion, se tiene

[i i]:v 2 v, 2

ozt OxI 2zt Oxd a7 Ot

Esto es equivalente a:

- 0
Z rk rk
g 8:6’“ N T Qgk
k=1

Por tanto F"“’ =TI% donde k=1,....n

Jji>

Definicién 1.19. Se dice que una conexién afin V sobre una variedad M es compatible
con la métrica si para X,Y, Z campos tangentes a M se verifica que

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y,VxZ).

Pasamos ahora al siguiente teorema vélido para toda variedad riemaniana, semirie-
manniana asi como su demostracion.

Teorema 1.1. (Conezion de Levi-Civita). Sea M una variedad semiriemanniana entonces
existe una tunica conexiéon V en M tal que:

1. V es simétrica [X,Y] =VyxY — Vy X

2. V es compatible con la métrica: X (Y, Z) = (VxY, Z) + (Y, Vx Z),

para todo X,Y,Z € X(M). V es llamada la conexion de Levi-Civita de M, y es
caracterizado por la formula de Koszul.

2UVy X, Z) = XY, 2)+Y (X, Z) — Z(X,Y) = ([Y, Z], X) — (X, Z], V) — (|X, Y], Z)

Demostracion. Ver ([2])
[

Seguidamente presentamos en forma explicita la conexién semimanniana en términos de la
métrica de M. En efecto sean X' campos vectoriales asociados al sistema de coordenadas,

tal que Vx: X7 = ka X*_ En la expresién de Koszul, elegimos: X = 8:5“ Y = arﬂ y
k=1

Z = se obtiene

3k7

o 0 1.0 9, 0
Vit our 5ar) = 3 a0 ¥ g9~ urtih

por otro lado
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o 0 .
<V%%, %> = < Fzgaxp aﬂfk ZFZJ.glkv k= 17 ey T
l

De esta ultima igualdades, obtenemos

ot (’) 0 0
Z ij 9k = 8 a9kt 97 Ik~ ngj}

Llevando a la forma matricial la igualdad anterior, se obtiene

o [T e 0 0
z]? ) ’L] . t. . t. . - 2 a Zg]k‘ axjglk: axkglj .
gn1 *° Gnk " Gnn

Como la matriz (g;,) admite inversa (¢'*), concluimos que

- 0 0 0
I _
Cy = 5 2 ol + g0 = gyl

Ejemplo: El caso lorentziano Ffj =0.

1.2.4. Geodésica

Definicién 1.20. Una curva parametrizada v : I C R — M, es una geodésica en ty € I,
si dt(f;) = 0 en el punto ty. Se dice que 7 es una geodésica si v es una geodésica en cada

t € 1. Si[a,b] C I, entonces la restriccién 4 es el segmento de geodésica uniendo (a)
y 7(b).

Proposiciéon 1.6. Una curva v es una geodésica en M si para todo entorno coordenado
se cumple que

(" 07 —i—ZF xoy)d(x]oy)’ para 1<k <n. (1.4)
dt
Al tratar con curvas, a menudo es conveniente usar una abreviatura comun, escribiendo
las funciones de coordenadas de v como z? en lugar de ¢ ov. En cualquier contexto razo-
nable no debe haber confusion entre estas funciones en el dominio I de v y las funciones
de coordenadas de M. Las ecuaciones geodésicas se convierten en

d*z* i rk dx' da?

2 Mgy~ pe ks )

3,j=1
A continuacion, se va a determinar las ecuaciones locales que verifican una geodésica en
una parametrizacién (U, ) alrededor de 7(tg). Sea v : I — M una curva cuya imagen
estd contenida en ¢(U). En U C R” se tiene



donde x(t) = (x'(t),...,2"(t)). De ahi que,

L) = i B0 00).

Asi tenemos,

n

dry dr? 0
— = —_— 1.
dt < dt Ox’ (1.6)

=

Por otro, lado usando la ecuacién (1.6) y las propiedades de derivada covariante,
tenemos

D (d D n  dxd 9
0 =52 -2 (T %)
n D (dxd 9
=2 (&) (L.7)
J

n d?zd da? D (9
':1( dt &w + dt dt (8:&)) :

Por otro lado,

D/ 0 0 0
a(%) = Vaow = Vs s o
S d_ o
— dt %axj

0
- Z Ua Dk

lo cual implica que:

D[(d\ <« “drt .\ 0
ilan) =2 ( %“ﬁ) Fra (18)

=1

Sustituyendo la ecuacién (1.8) en la ecuacién (1.7), obtenemos

&2 0 "L drd | & dx’ 0
o - S () ]

j=1 k=1 \i=1

" dPaF 0 - da? dat 0
274 ook t2 (ijzl ar dt ) da*

O I N L
SED D L e
dt2 4= dt dt Y| OzF
k=1 i,j=1

Luego v es una geodésica si y solo si
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D (dy d?a® "L _pdridad\ 0

dt(dt) zk:<dt2 +JZ::1 9 di ) ot (1.9)

Como los % son linealmente independientes, entonces

Rl dxt da?
R,

dt? Z Yodt dt

=0, paratodo k=1,2--- n.

1,j=1
Lo anterior es conocido como las ecuaciones locales satisfechas por una geodésica v en
una parametrizacion (U, ¢).

Lema 1.2.1. Sea p € M y v € T,M, existe un intervalo I que incluya al 0 y una tnica
geodésica v : I — M tal que 7(0) =py 2(0) = 0.

Proposicién 1.7. Dado p € M y v € T,M, hay una tnica geodésica v, en M que inicia

en p con velocidad inicial v (es decir, Z—Z(O) = v), y el dominio I, es el mayor posible.

Demostracion. Ver ([2]). O

Definicién 1.21. = La geodésica 7, en la que el dominio es el mayor posible se dice
que es maximal, o inextendible.

» Una variedad semi riemanniana para la cual cada geodésica maximal esta definida
en toda la recta real es llamada geodésicamente completa o simplemente completa.

Notar que si una variedad M es completa, entonces M — {p} no serd completa, pues las
geodésicas que originalmente pasaban por p ahora deben terminar en ese mismo punto.

Proposicion 1.8. Si v es una geodésica, entonces ||dzl—§t)|| (o longitud de vector tangente)
es constante para todo t € I.

Demostracion. Como, %(‘2—?) = 0, se cumple que

d dy dy, _,Ddy dy,
dt<dt’dt>_2<dtdt’dt>_0

Es decir, la longitud del vector velocidad de ~ es constante. O

A partir de esta proposicion, podemos deducir que si v es geodésica, entonces el
caracter causal de su vector tangente no cambiard, y por lo tanto, siempre caerd en una, y
solo una de las tres clasificaciones causales. Las geodésicas son entonces temporales, nulas
o espaciales.

Ejemplo 1.4. Considere L con la métrica de Minkowski, entonces en simbolos de Chris-
toffel Ffj = 0 para todo 1, j, k. Entonces el sistema (1.5) toma la forma

d? (z¥ 0 7)
dt?

cuyas soluciones tienen la forma

=0, paratodo k=1,2,--- n,

v(t) = (v1t + by, ..., vit + by)

para las constantes vg, by, k = 1,2,--- ,n. En otras palabras, las geodésicas de L son
lineas rectas con velocidad constante. En particular, I es completamente geodésica.
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En el siguiente ejemplo se ilustran las geodésicas del plano hiperbélico H?2.

Ejemplo 1.5. Sea H? = {(z,y) € R? y > 0} con la métrica g;;(z',2%) = (Qf;’jQ, Conexién

de Levi-Civita V, y con simbolos de Christoffel dadas por

F%l - Fé2 - Pf2 - F%l =0,

1
F%l = _ng = _F%Q = _Fél = g

Para resolver este sistema, consideremos dos casos:

Caso 1. Si ‘Zl—f = 0, entonces de la primera ecuaciéon tenemos que ‘Zl—f = 0. En este caso,
x(t) = xo, donde zq = constante, y de la segunda ecuacién tenemos

d?y 1 dy 2 _0
a2 oy \dt)
dy

5 » entonces

Si reducimos el orden, esto es, definimos z =

dy _

dt722

dz __ d°y __ 1 2 dz __ =z
=F=2()=F=% con y>0.

dat T dt? Ty Y’
Por lo tanto, % = %, entonces In|z| = In|y| + ¢, para alguna constante ¢ € R. Luego
z = (e®)y = by, para alguna constante b € R, asi que % = by, entonces y(t) = yoe',

donde ¥, es constante positiva. Consecuentemente, en este caso las geodésicas son

,Y(t) = (l’o, yoebt)at eR

las semirectas superiores del plano hiperbdlico.

Caso 2. Si Cfl—f # () entonces, por la primera ecuacién obtenemos

d*x 2dvdy
a2 ydt dt’
Esto implica
d
In <d—f) =2lIn(y) + ¢
luego consideramos
dz 9
— =cy”. 1.10
=Y (1.10)

La geodésica v parametrizada por longitud de arco, esto implica que

D

=1
dt

’
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donde, v(t) = (x(t),y(t)). Por lo tanto usando la ecuacién (1.10), tenemos

S\ dt’dt
) H
1| /de\®  [dy\?
- (%) (Y
y? dt dt

dy

dt

= % (ey®)? + (%)2] :

De donde

— =y 1—c?y2 (1.11)

Usando regla de la cadema y las ecuaciones (1.11) y (1.10) se obtiene: esto implica

dr = Ldy.
V1= c2y?
Integrando
dy  y\/1—c*y?
dr cy
Asi ey
dr = ———=dy
1 — c2y?

Luego llegamos a (z — d)? = 5(1 — ¢*y?), donde d € R.
Finalmente se obtiene la ecuacion con ¢, d € R

_d2 2:_.
(& —d)*+y" = -

Por lo tanto, en este caso, las geodésicas son semicirculos superiores centrados en los
puntos (d,0) del eje z.

1.3. Inmersiones Isométricas

Intuitivamente una subvariedad M™ C N™ esta situada en N, de modo andlogo una
superficie M™ C R", situada en R"™.

Definicién 1.22. (Inmersién, encajamiento y subvariedad) Sea M™ y N™ variedades
diferenciales y la aplicacion diferenciable f : M — N. Con n < m, decimos que:

1. f es una inmersién en p, si df, : T,M — Ty M es inyectiva.
2. f es una inmersién, si f es una inmersion en cada punto.

3. f es una inmersion inyectiva, si f es una inmersion y f es inyectiva.
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4. f es un encajamiento, si f es una inmersiéon 1-1y f: M — f(M) C N, es un
homeomorfismo, donde f(M) tiene la topologia inducida por N.

5. M es una subvariedad de N, si M C N y lainclusiéon i : M — N es un encajamiento.

En geometria es indiferente trabajar con inmersiones o encajamientos para cuestiones
locales, lo cual se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.2. Sea f: M — N inmersién, entonces f es localmente un encajamiento.

Demostracion. Sea (U,, X,) y (Us, Ys) parametrizaciones en p € M y f(p) € N, respec-
tivamente.

Seah:Yﬂ_lofoXa:Ua%Uﬁ tal que

h(xl,... ’xn) — (yl(l'l:"' 7xn)7"' ,yn(iﬁ,"' 7xn)7"' 7ym(x1>"' 7xn))
Notemos que (dh)(z1, -+ ,x,) es 1-1. Luego definimos ¢ : U, x R¥ — Ug x R™,
por ¢(@1, -+ Ty b1y v k) = (W1 Y Yt 1, Y + k), @ € CF
donde y; = yi(z1,- -+ ,x,), i=1,--- ,n+k, n+k=m.

Notemos ¢ (x1, ...., Ty, 0,...,0) = h (x1, ..., ;)

.. Oum
ox1 Oxn 0 0
Oyn .. Oyn
d(b _ ox1 Oxn 0 0
0= | Qvnta .. %mur | ...
6301 8xn
Onk .. Wnik
oz Oxn 0 1 mxm

Notemos que det(dgg) # 0, entonces deg es un isomorfismo. Por el teorema de la funcién
inversa existe U,, C U, x R*, Uy, C Up, tal que ¢ : U,, — Up, es un difeomorfismo.

Luego ¢~ ' o h : U, — Up estd dada por ¢~ o h(T) = (7,0). Es decir, es la inmersién
canonica. Luego f es localmente un encajamiento. O]

Definicién 1.23. (Inmersién Isométrica) Sea f : M — N una inmersién entre varieda-
des Riemannianas. Se dice que ¢ es una inmersion isométrica si

(u,v)p = (dfp(w), dfp(v)) £(p)
para todo uw,v € T,M y p& M.

Continuando, como toda inmersién f es un encaje local, existe un abierto U alrededor de
p € M tal que f(U) es un objeto geométrico. Entonces se puede asociar a cada vector
u € T,M un tnico vector df,(u) € T,N para todo p; asi, T,M serd siempre un subespacio
no nulo de 7, N. Con esto, diremos que:
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Observacion 1.3.1. Si f : M — LL? es una inmersién diremos que.

» S5i M es tipo tiempo si el espacio tangente 7, M es un subespacio tipo tiempo de
T,N para toda p € M

= M es tipo espacio si T,M es tipo espacio y
» Si M es nulo T,M es nulo para toda p € M

Entonces, T),M sera un subespacio no degenerado de T,N.

De ahora en adelante siempre que se hable de una inmersiéon o un encaje, siempre debe
entenderse que se habla de uno que sea isométrico.

1.4. Curvatura

En una curva plana a € C*([a, b], R?), la curvatura es una funcién real de variable real
que nos indica que tan lejos la curva deja de ser una recta. Asi por ejemplo tenemos que la
curvatura de la recta es cero. Como veremos a continuacién, en una variedad riemanniana
tenemos un concepto similar que nos indica cuando una variedad riemanniana deja de ser
euclidiana.

Definicién 1.24. Una curvatura R de una variedad semiriemanniana M es una corres-
pondencia que asocia a cada par X,Y € X(M) una aplicacién R(X,Y) : X(M) — X(M),
dada por

R(X,Y)Z =V ixy|1Z —VxVyZ +VyVxZ, 7 e X(M), (1.12)

donde V es la conexién de Levi-Civita.

Proposicién 1.9. La expresién R(X,Y)Z := Vxy)|Z — VxVyZ 4+ VyVxZ dada en la
definicién anterior, define un tensor curvatura 1 - contravariante y 3 - covariante.

Demostracion. Ver ([7]). O

A continuacion se define la curvatura seccional.

Definicién 1.25. Sea p € M y o C T,M subespacio generado por {v,w} linealmente
independientes. Se define la curvatura seccional en p, segin o,
(R(v, w)v, w)

Q(v, w)
donde Q(v,w) = (v, v){w,w) — (v,w)?, para todo v,w € T,M.

Ky(o) = (1.13)

El valor de K,(0) es invariante al aplicar las transformaciones elementales:
{v,w} = {w,v}, {v,w}— {Iv,w}, {v,w}—{v+I\w,w}.

Q # 0, es el area del paralelogramo formado por los vectores v y w en el plano o.

Se dice que una variedad M tiene curvatura constante si su curvatura seccional es cons-
tante.
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1.5. Segunda Forma Fundamental

Es importante el estudio de la segunda forma fundamental asociada a una inmersion
f+ M — N, pues nos permite obtener la relacién existente entre la métrica y la cone-
xion de la subvariedad con la conexion y métrica del espacio ambiente.

Definicién 1.26. Sean XY € X(U) extensiones locales de X,Y € X(U), donde los
abiertos U C M, U C N. Luego definimos:

VxY = (VxY)!

El simbolo V representa la conexién Levi - Civita de M.

Proposicién 1.10. Sean X,Y € X(U) extensiones locales de X,Y € X(U), donde los
abiertos U C M, U C N, la aplicacién B : X(U) x X(U) — X+(U) dada por

B(X,Y) =VxY — VY.
Es bilineal sobre C'* (M) y simétrico.

Demostracion.
Veamos que B esta bien definido, en efecto, sea X otra extension, entonces

(vyl? — VXY) — (vy? — V)(Y) = VYIY - VYY = vyl_y?’peM;

en M, se cumple X;(p) = X = X(p), luego v(ylj)? = VoY =0.

Anélogamente, si Y es otra extensién de YV
(VxY1 = VxY) = (VxY = VxY) =Vx (Y1 =Y) |pem =0,
pues, si a (t) es la trayectoria de X, entonces Y, (o (t)) =Y (a (t)) =Y (a (1)).
B es bilineal,
B(X+2)Y)=VgzY —Vx;7Y =VxY + VzY — VxY — VY,

asi tenemos B (X + Z,Y) = B(X,Y)+ B(Z,Y). Anédlogamente para la segunda compo-
nente.

_Resta ver la segunda condicién de linealidad, para lo cual consideramos f € C>*(M)
y f una extensién de f en N. Luego

B(fX,Y)=VY —VixY = fVxY — fVxY.

En M, B(fX,Y) = fB(X,Y).

Ademés, B(X, fY) =VxfY = VxfY =X ()Y + fVxY — X (f)Y — fVxY. En
M, se tiene:

X (7)) =X0) (D) =X @) () = 5 (Foal) =Xw) Sy f=7
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entonces B (X, fY) = f (VgY —VxY) = fB(X,Y).

Finalmente. Sea B (X,Y) = VX — VxY v B(Y, X) = VX — Vy X, restando las
ecuaciones, se tiene

B(X,Y)-B(Y,X)=[X,Y] - [X,Y], (1.14)
como en M,
(X Y], () =X, (Y (1) =Y, (X () = X, (Y () - Y, (X (F))
luego considerando las curvas que pasan por p y es tangente a X e Y respectivamente,

por lo tanto,
B(X,Y)=B(Y,X).

Por el caracter tensorial de B, tenemos que B (X,Y") (p) solo depende de X, y Y.
Definicién 1.27. Seape M yn € (TpM)L, definimos la aplicacién
hy : T,M x T,M — R
(2, y) = hy (2,y) = (B(z,y),7)
donde x,y € T,M, y por la proposiciéon (1.10) h,, es bilineal y simétrica.

Definicién 1.28. La forma cuadrética [[, definida en T,M por [], (z) = hy, (z,2) es
llamada la sequnda forma fundamental de f en p segun el vector normal 7.

Se usa también la expresion segunda forma fundamental, para designar la aplicacién
B que toma valores en (7,M )l. La aplicaciéon bilineal h, tiene asociado una aplicacién
lineal auto - adjunta S, : T,M — T,,M dada por

(Sy(@),y) = hy (z,y) = (B (2,y),n) (1.15)

La siguiente proposicién relaciona una aplicacién lineal, asociada con las segunda forma
fundamental en términos de la derivada covariante.

Proposicién 1.11. Seape M,z € T,M yn € (Tp]\/[)L. Si 77 es una extensién local de n
normal a M, entonces

S, (2) = — (V.7) .

Demostracion. Sean z,y € T,M y X e Y extensiones locales de = e y respectivamente,
tangentes a M entonces

(Sy(@),9) = (B(X,Y)),77) = (VxV = VxV7),,

Como (Y,7) = 0, derivando covariantemente con respecto a X, se tiene

(VxY, )+ (Y, Vx7) = 0.
Luego (S, (z),y) = <VXK ﬁ>(p) = —<Y,vxﬁ>(p), es decir (S, (z),y) = <—V:cﬁ, y> —
<— (ﬁxﬁ)L ’y>’ para todo Yy < TpM. 0
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Proposicién 1.12. La aplicaciéon S definida como,
S:X (M) x Xt (M) = X (M),
(X,m) = S(X,n) =5, (X),
es bilineal sobre C™ (M).
Demostracion. Basta notar que S, (X) = (B(X,Y),n) y que By (,) son bilineales sobre
. O
Si f: M — N es una inmersion isométrica, se define una conexion en el fibrado normal

V5 X (M) x X (M) — X5 (M)

= L
Vxn = (Veoom)
donde X € X (M), n € X7 (M), f.(X)(p) =df, (X(p)), p € M.
Proposicién 1.13. V' es una conexién afin en el fibrado normal, es decir si X, Y €

X(M), &n € XE(M), h : M — R de clase C™, entonces la conexiéon V+ cumple las
siguientes propiedades:

1) Vixiy€ = hVz+ Vi

i) Vx (£ +n) = Vx{+ Vxn

iii) VLihe = X(h)E+ hVie

iv) X (&n) = (Vx&n) + (6 Vin)

Demostracion. Solo veremos (7). En efecto, como V& = Vx&+ Se (X) . Entonces, de la
linealidad de V y S¢ se tiene:

Vixsv€ = Vaxav€+ S (hX +Y)
= Vix& + Vy& 4+ hSe(X) + Se(Y)
= h (VxE+ VxE) + Vy& + Vi€ — hVxE — Vye,

donde luego de efectuar la expresién anterior, se concluye la demostracién. O]

Sea {E;},_, ., base ortonormal de vectores en X (U )L, donde U es una vecindad de p en
la cual f es un encajamiento, podemos escribir, en p.

B(x,y) =Y hi(z,y)E;, x,y€T,M,

i=1
donde h; = hg,. Luego el vector normal es dado por.

m

1
H=—- t Si) E;,
- ;( razo S;)
donde S; = Sg,. El vector H es llamado vector curvatura media de f. Se puede probar
que H no depende de la base ortonormal escogida.

Es oportuno fijar términos y notaciones para el segundo capitulo, donde trabajaremos en
superficies regulares.
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Definicién 1.29. Sea f una inmersion isométrica de M en N y g la métrica de N. Si el
pullback f*(g) es una métrica de Lorentz sobre M se tienen los siguientes casos:

= M es tipo tiempo si f*(g) es no degenerado y tiene indice v = 1.
= M es tipo espacio si f*(g) es no degenerado y tiene indice v = 0.
Si f*(g) es una métrica degenerada para todo p € M se dice que M es tipo luz o nulo.

Tomemos de aqui en adelante el caso no degenerado.

Denotemos al espacio de Minkowski tridimensional con métrica Lorentziana g y de asig-
natura (+, 4, —) como.

3 _ (03 =\ _ o3
L” = (R 79) - IRl‘
En términos de las coordenadas canénicas (2!, 2%, 23) de R3, la métrica g queda expresada
como

7 = (dz')? 4 (d2?)* — (da®)2. (1.16)

Sea M? una 2-variedad diferenciable conexa orientable y X : M? — L3 una inmersién
de M? en 3. A lo largo del trabajo asumiremos que X es una inmersién espacial, o que
M? es una superficie espacial en 3. Esto quiere decir que el pullback X*g de la métrica
Lorentziana g via X es una métrica definida positiva.

Denotemos a M = (M?, g) como la 2-variedad Riemanniana M? con métrica inducida
g = X*g. Es decir, X : M? — L3 es una inmersién isométrica.

Definicién 1.30. Sea el conjunto H := {(z!, 22, 23) € L3 | (z)? + (2?)? — (23)? = -1},
llamado el hiperbéloide de dos hojas, es una variedad diferenciable 2-dimensional.

Suele escribirse también, H := {(z', 2% 23) € L? | ((z!, 22, 27%), (2!, 2%, 23)) = —1}

Definicién 1.31. Sean v = (a,b,¢) , v = (z,y,2z) € L3 Definimos el producto cruz
Lorentziano como

~

PG =k
uxv:i=|a b c¢ |=(bz—cy,cr—azbr—ay)
Ty

En la base candnica {eq, e, e3}, el producto cruz resulta.
e1 X eg = —eg, €1 X g3 = —€9 y e3 X €9 = —€7.

Por otra parte, sea M una superficie en L2 tipo espacio y sea X : U C R? — L3 una
parametrizaciones compatible con la orientacion.

Definimos:

X, X X,

N=uZfv
| Xy X X,
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La aplicaciéon normal de Gauss como G : M — H, donde G(p) = N(p). Notemos que
la imdgen estd contenida en la superficie espacial H en L3. Pues, en cada punto de la
superficie se cumple (N, N) = —1.

Sean p € M y a(t) = X(u(t),v(t)) curva parametrizada en M. Para simplificar la nota-
cién, vamos a suponer que las siguientes funciones estan evaluadas en p. El vector tangente
aat)enpesd =uX,+vX,ydN()=uN,+v'N,, dN(a/) = V,N, donde V es la
conexién de Levi-Civita en 3.

Desde que Ny, N, € T, M, tenemos

{ Ny, = hnX, + haX, (1.17)

Ny = hio Xy + hao X,
Por lo tanto, dN (') = (hjyt' 4 ho1v") Xy + (hoyu/ 4 hogv') X, Luego, en la base {X,, X, },

u’ ]’LH h12 u’
dN ( U/ ) o (h21 h22 Ul '
En otras palabras, la expresién matricial de dN en la base {X,, X,}, estd dada por la
. (h11 h . o
matriz ( 1 12). Esta matriz en general no es simétrica, a pesar de que dN sea auto

ho1  hao
adjunto.

En esta base, la expresion de la segunda forma fundamental es dada por,
hy(a) = — < dNy(d/), o >
= — <uN, + VN, v X, +vX, >
=— <N, X, > W)= (< Ny, Xy >+ < N, X, >) () (V)= < Ny, Xy > (V)2

Seae=— <N, X,> f=— <N,X,> g=— <N,, X, > teniendo en cuenta que
<N, X, >=< N, X, >=0, tenemos

e=<N, Xy >

f=<N,X,,>=< N, Xy, >= — <N, X, >

g=<N,X,, >.

Por otro lado de (1.17), tenemos

—f =< Nu,XU >=hy 1 F+ hayG
—f =< N, X, >= hioFE + hoo I
—e =< Nquu > = hllE + hglF
—g=< Nva > = h12F+ hZQGa

(1.18)

donde E, F'y G son los coeficientes de la primera forma fundamental en la base {X,,, X, }.

El sistema (1.18) puede ser escrito de forma matricial como

D=0 () -
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Counsiderando la matriz

E F\' 1 G -F
F G)] ~EG-F*\-F E

obtenemos las expresiones de los coeficientes (h;;),

h_fF—eG h_eF—fE
Y BEG - FY " EG-F?
h gF - fG _ fF—gFE
¥ EG - FY " EG-F?*
De (1.19) tenemos que la curvatura Guassiana de M es,
K = det(hy;) = 41 (1.20)
I oTe R '

La curvatura media resulta ser,

1 1(eG—2fF + gE)

= == . 1.21
pUmthe) =5 —pr (1.21)
Veamos a ver un ejemplo de superficie espacial en la cual calculamos la curvatura de
Gauss K y curvatura media H.

H—

Sea
H = {(1’1,1’271‘3) < L? | <(IL‘17ZL’2,J]3), (l‘l,$27173)> - _1}

Parametrizando H, con 2® > 0.

X(w,0) = (cosBsenhw,senfsenhw,coshw) (1.22)

donde w € Ry 0 < 6 < 2m. Tenemos

X, = (cosOcoshw, senfcoshw, senhw) (1.23)

Xy = (—senfsenhw,cosfsenhw,0).

Induciendo la métrica .3 en H.

E = g = <Xw7Xw> - 17
F= g2 =ga = (X, Xp) =0, (1.24)
G = g2 = (Xp, Xp) = senh’w.

Consideremos el campo vectorial normal N de H, dado por

X X X
N = ]Xw—i)é = (senhwcosh, senfsenhw, coshw).

Luego calculamos los coeficientes de la segunda forma fundamental:
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e=< N, Xy, >=—1
f=< N, X,>=0
g=<N,X,, >= —senh?w.

Reemplazando en (1.20) y (1.21) obtenemos la curvatura gaussiana y curvatura media,
respectivamente, K = —1, H = —1.
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Capitulo 2

Superficies espaciales con curvatura
media constante

Definicién 2.1. Sea (M, g) una variedad Riemanniana con una parametrizacién = : U C
R™ — M. Si (2!, ...,2") son coordenadas locales isotérmicas, entonces la representacién
de la métrica g en estas coordenadas es de la forma g = e®((dx')? + ... + (dz™)?) donde ¢
es una funcion diferenciable de clase C*° . Esto significa que, la métrica es conforme a la
métrica euclideana.

En ese sentido podemos considerar a M como una superficie de Riemann introduciendo
coordenadas complejas &' + i€2, donde i = y/—1. Para nuestro caso denotaremos como
¢ = (£4,€?) las coordenadas isotérmicas compatible con la orientacién sobre M, por la
cual g es expresada localmente como

g= A2<(d51)2 + (d§2)2>, donde A >0,

La existencia de coordenadas isotérmicas en torno a cada punto esta probada para cual-
quier variedad Riemanniana 2-dimensional. Ver ([5]).

Sea X : M — L3 una inmersién tipo espacial.

Definimos un campo local de base Lorentziano {ey, ez, e3} adaptado a M en L3 de la
siguiente manera:

X(§) = (X'(¢1, ), X%(,€2). X*(6. ).

Esta es la expresién local de la inmersién X con respecto a coordenadas isotérmicas (&1, £2)
sobre M.

Definimos para k£ = 1, 2 los vectores e como

10X 1({0X' 0X? 0Xx3
[ = —— = —
FTNoek A\ gk agk T ek
Luego {e1, €2} define una base ortonormal sobre M, y compatible con la orientacién.

Ahora definimos e3. Este vector es definido como e3 = —(e1 X e3).
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Observemos que apartir de la definicién se verifica las siguientes igualdades: (eg, e3) = —1
y (es,ex) = 0 para k = 1,2. En términos de coordenadas locales y usando el producto
cruz se tiene que

1 {0X30X? 0X?20X3 0X'0X3® 0X30X!' 0X'oX? 0X?oX! (2.1)
€3 = — — — — .2
Y ogt 02 OEL 0€27 9E €2 0EL 0€27 9 €2 o¢t 0¢?

Por otra parte, ya denotemos por h a la segunda forma fundamental de M en L3.
Con respecto al campo con base Lorentziano {ej, es, €3}, h es representado por la matriz
(hij)lgi,jg% donde

hij = —(Ve,€j, e3).
Donde V denota la derivada covariante en 3.

Tenemos <gTXk7 g—gi) =N ye, = %% para k = 1,2 y podemos expresar un vector como

combinacion lineal, es decir,

0?X
W = a.ey + b.€2 + C.€s3,
con a, by c escalares.

(2D h= 22}

Haciendo calculos respectivos encontramos que a = 560 —e yC= A2hq; vy de forma

analoga para las otras ecuaciones.

Luego, las féormulas fundamentales de Gauss para M en L3 estdn dadas por las siguientes
expresiones:

9?X 1 oX0X 10X0X

W - Xﬁ_ﬁlﬁ_fl - X8_£28_§2 + )\2h11€3, (22)
_(92X — lﬂ@_X lﬁﬁ_X A2h

D608 ~ No@2odl T xogioe TN M2ts

_82X - _l@@_X EQG_X \2h

08208 ~ hodiog | hogog Tt

Asimismo se obtienen las expresiones de Weingarten para M en 3.

des 0X 0X
961 = hll_f){l + h12—a£27 (2.3)
des 0X 0X
pre = h218_£1 + h228_§2

A continuacién veamos como se consigue (2.3).

En efecto, derivando la expresion g—g = Aeq, se tiene
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o (0X\ 0 O\ dey 1 ONOX  dey
(50) = 0 0 = v+ 3553 = R+

ot \ ot
Ordenamos esta ultima parte y usando la primera igualdad de (2.2) conseguimos:
0] 10X 0X PX 1oX0X 10X0X 10XN0X 9
A—e1=——————Ft ——— = —t+ === — ~== = + A°hpi€s.

8511_ AOELOgt  0ETOE! AOEL Q& NOET OEt N OE? 02
Luego

Oe 1 0\

a—é = )\ 652 —€9 + >\h1163 (24)
Andlogamente

de 10X

—85 Y ¢! S761 T Ahiges. (2.5)

Ahora, como —e3 = e; X es, entonces derivando esta expresion obtenemos.

0 de; des
—8—5163 8{1 X €y + €1 X — 851
Luego reemplazando (2.4) y (2.5) en la ecuacién anterior, resulta:
_g_? = ( ig;@ + )\hueg) X e9 4+ e1 X g;
= M€z X ey + Ahiges
= Ahy1e1 + Ahiges.

Finalmente

(963 0X 0X
e hll@f h12662

De forma similar conseguimos la segunda parte de la ecuacién (2.3).
La curvatura media, H, de una superficie M en un punto p € M es el promedio de las

curvaturas principales (la méxima y minima curvatura de las secciones normales), es decir,

1
H= 5(]111 + hao).

Si H es idénticamente nula sobre M, entonces M es llamado mdzimal. Se verifica de las
ecuaciones (2.2) que M es méximal si y solo si cada funcién componente de la inmersién
X es arménica sobre M.

Sea ¢ = %(hll — hay) —i hio, la complexificacién de la segunda forma fundamental h de M.

Note que de ocurrir ¢(p) = 0 en un punto p € M, entonces p es un punto umbilico de M.
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Sean

9 _17/9 .0 o _1(9 0
9. 2\oct  oe Y oz 2\act  laez )

Proposicién 2.1. Sea X : M — LL? una inmersién espacial, H la curvatura media y ¢ la
complexificacién de la segunda forma de M.

Entonces se cumple,

863 0X 0X

— =H— —

22 s TPz

% 0X n —0X

0z 0z 0z
Demostracion. En efecto:

es _ L (0es _ Oes
0z 2\ 0L o¢

1., 0X 1, 0X 1, 90X 1, 0X
Por otra parte sabemos que:
OX _ (hutha) 1[0X _ 0X
0z 2 2 | 0&! 02|’
0X hi1 4 hoo " 10X _HGX
— = ——i —|=—=+i=—=].
oz 2 )2 locr " ae
Sumando estas dos expresiones se tiene
0X 0X 10X (hii+hoy  hig—hoy .
RS _— —_= _— - h
e % 2851( 2 T 2 “2)
i 8X h11 + hQQ hll - h22 .
g (- (M) T )
10X , 10X .
= 50_51 (h1y — thig) + 58_{’2 (—hga — ihi2)
10X 10X i 0X 10X
= §a—§1h11 —+ Ea_éah12 — 58—61]121 — éa—@hgg. (29)
Como las ecuaciones (2.8) y (2.9) son iguales, concluimos que:
863 0X 0X
8 gz el
0. 1o 0%z
De similar forma obtenemos (2.7).
]
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2.1. La aplicaciéon de Gauss

Sea M C 3. La aplicacién de Gauss G es por definicién una aplicacién de M en L3, el
cual asigna a cada punto de p € M el punto en L3 obtenido al trasladar paralelamente el
vector unitario normal e3(p) de M en el punto p hacia el origen de 3.

Definicién 2.2. Sea M una superficie espacial en L3. La aplicacién G : M — L3 que
toma valores en H := {(z', 22, 2%) € L? | (2')*4 (2?)*— (2*)? = —1} es llamada aplicacion
de Gauss de M.

Como e3(p) es un vector unitario tipo tiempo en p € L3, la aplicacién de Gauss G es de
hecho la aplicacién de M en la seudoesfera unitaria H en L3, es decir, la imagen de G
estd contenida en una superficie espacial H en L3.

Figura 2.1: H := {(2!, 22, 23) € L3 | (2')? + (2%)? — (23)* = -1}

Por otro lado, sobre H podemos definir una estructura compleja natural de la siguiente
manera. Sean U; = H — {(0,0,1)} y Uy = H — {(0,0,—1)}. Introducimos coordenadas
complejas por medio la aplicacién estereograficas v, : Uy — C y 1) : Uy — C, las cuales
estan definidas, como:

ol +i2?

@/}1(1)) = 1_—%'3, Tr = (l’l,[L’Q,.Ig) - Ul, (210)
bt —ia?

¢2<l’> = w, xr = (1’1,1'2,333) c UQ,

respectivamente.
De hecho, 1 () es la representacién de la recta uniendo z € U, y el polo norte (0,0, 1) € H.
Similarmente 9(x) representa el conjugado de la aplicacién estereogréfica desde el polo

sur (0,0,—1) € H.

Se puede ver geométricamente que las imagenes de 1)1 y 1) estan contenidas en el conjunto
C — {|¢| = 1}. Las inversas ¢; ' y ¥, ' de 11 y ¥, estan dadas respectivamente, por

(2.11)

2Re¢ 2Im( _1+|C|2>
L—[¢P 1= |¢c*" 1—|¢]*/
2Re(  2Im( 1+]c!2>

1 - o
0= (i T T
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donde ¢ € C — {|¢| = 1}.

Ademas se verifica que ¢ (z)19(x) = —1 para x € Uy N Uy, y el conjunto {11,1,} define
una estructura compleja sobre H, esto es debido a que

_ 1 _ 1
w20¢11(<):__ y wlowzl(é)z——-
¢ ¢
Los 11 vy 199 son conformes con respecto a la métrica inducida sobre H y la métrica plana

en C. (De hecho, la métrica inducida sobre H puede ser escrita como 4%, siendo (

coordenadas complejas definas por las aplicaciones estereograficas).

A menudo nos referiremos también a la aplicacién composiciéon ¥, = 1, o G para
k = 1,2 como la aplicacion de Gauss de M en C, pues es su representante de G.

De ahora en adelante se omitira el indice k en Wy, y escribimos simplemente como ¥
si no existe confusion o si la afirmacion bajo consideracion se cumple para ambos Wy.

2.2. La ecuacion de Beltrami

Sea X : M — L3 una inmersién tipo espacial. Denotemos por ¥ la aplicacién de Gauss
de M en C como en la seccion (2.1). El objetivo de esta seccién es probar que W satisface
la ecuacién de Beltrami.

Para comenzar, presentamos algunas definiciones y resultados.

0X oX' 9Xx?* 9Xx3

0z (82’32’ 8z>’
0X oX' 0X? 0X3

0z (82’ 0z’ 8z>’
<8X (9X>_3X1(9X1 0X20X?%? 0X30X3

907/ 92 9z " 0: 07 92 07

OX OX\ _ (OX'\T(0X*\' (09X
92" 02/ \ 0z 0z 0z )~

Donde {(,) es el producto escalar que proviene de una forma bilineal de L3,

Proposicién 2.2. X = (X!, X? X3): M — L3 es una inmersién espacial, si y solamente
si,

2
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Demostracién. En efecto; sea z = &' + i€? donde (¢!, €%) son coordenadas isotérmicas

sobre M, se sigue que
(“)X’“_l(?X’“_i@X’C 8Xk_18Xk+i8Xk
9-  20¢t 202 Y oz 20t 202
Luego,

oxtox! <10X1 ié)Xl)(l@Xl i8X1>

0= 0z \29a 202 /)\30a T20e
1/0X'N\2  1/0X1\2
- z(a—gl> +1<3—52)~

0X20X? (18)(2 _3’8)(2)(18)(2 +3’8X2>
e 20a 202 )39 T2ae

R RIC

_8_)(38X3 _<18X3_£8X3><18X3+3’8X3)
0z 0z 2081 20€2/\20¢0 206

- 1) 1)

Sumando (2.14), (2.15) y (2.16) obtenemos:

o0X O 2 V2 2
() =573

0z 02/ N

Para la segunda parte:

(axl)Q B <1aX1 iaX1>2

0z 2 961 2 0¢2
1(8)(1)2_3'8)(18)(1_1(8)(1)2

4\ p¢! 2 961 02 4\ 9¢?

(0X2)2 B <18X2 i8X2>2

0z 2 080 2 0¢?

_ 1<8X2>2_£8X28X2_1<8X2)2
A AN A

N2 _(102(3_3'6)(3)2
0z N 2 061 2 0¢2
e
4\ et 2 01 062 4\ 9g2
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(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)



Sumando (2.17), (2.18) y (2.19) e igualando la parte real e imaginaria obtenemos:

0X 0X A2 )2 0X 0X
GO
0z 0z 4 4 o0&’ 0g?

De forma similar para la conjugada.

Ahora para el regreso demostremos que:

X X\ ., 0X 09X
kil k=12 gr CRN L
<aék’ask> A operak=l2 oy <asl’a§2> 0

En efecto, partimos de (2.13),
) (0X 0x
S \0z 9z /)
L L([0X X\ X ox\ Jox ox
! 0L 9l 0L D€ 0E27 OE2

Igualando la parte real e imaginaria obtenemos:

0X 0X
0X 0X 0X 0X
<5€1’0§1> ) <052’852>' 2

Luego de (2.12) tenemos,

B 0X 0X /00X 0X /00X 0X 0X 0X
- (<a_fl’a_£1>“<a_él’a_f2>_’<6_£2’0_51>+<8_52’8_§2>)

B 0X 0X 0X 0X
- (<%£>*<£%>)

Finalmente, reemplazando (2.20) y (2.21) en esta ultima ecuacién obtenemos lo deseado.

De forma similar si usamos la conjugada. [

Para calcular las derivadas complejas de la aplicacién de Gauss ¥ , probaremos el siguien-
te lema.
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Lema 2.2.1. Si X = (X!, X? X3): M — L3 es una inmersién espacial, entonces

(X' +iX?) 0x3
T - hg (2.22)
X3 I(X! —iX?)
N R P (223)
3 1 <V 2 2
OX3 (X J:zX) __ Ny (2.04)
0z oz (1— |0 2)?

Demostracién. Como {ey, €5, e3} es una base Lorentziana adaptada a M en L3, entonces
de la ecuacion (2.1) se tiene

1 (0x%0X? 0x*0X® 9X'oX' 0X*0X' 0X'0X® oX*ox
PTN2\ 0¢l 92 Ofl 02 9¢t a2 O€l 02 Oft 0z OEL oe?

Ademas, también tenemos las féormulas

ox*k 1ox*  iox*
0z 2061 2 02

ox* 1ox* N i ox*
0z 2061 2 0¢

Para £k =1,2,3.

Sumando y restando adecuadamente las dos ecuaciones anteriores conseguimos:

ox* ox* ox*

o8~ o o

oxk  ox*  oxk
=1 —1 :
0&? 0z 0z
Ahora construimos las componente de e3 en términos de ‘%: y aai;. De los resultados
anteriores se obtienen

OXPOX? _(0X* OX*\ (0X® X
oct oz oz oz )\ Vo
OXPOX?  OXPOXP  OXPOXP  OXPOX?

~ 0 oz 0z 0z 0z 0- 0z 0z

OXPOX® _(0X? 0X?\ (0X' OX®
oct ez oz oz )\ Vo
OXPOX?  OXPOX'  OXPOX'  OX*0X

~ 02 oz 0z 0z 0z 0- 0z o0z
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0X?20X3 O0X?20X3  0X?20X3®  9X?0X®  0X?0X3

oo T "o: 0 or oz "oz o: oz 07

Luego, sumando las expresiones anteriores primera y tercera obtenemos:
0X30X?% 0X?0X3 ,8X38X2+2,8X28X3
— = —2{—— i
ot 02 ¢t 0g? 0z 0z 0z 0z

De manera analoga, obtenemos la segunda y tercera componente de es, es decir,

. 2i<0X38X2 0X?20X3 0X'0X3 0X30X! 0X'0X? @X28X1)
3= — - )

ﬁ _
3

0z 0z 0z 0z 9z 9z 0z 0z 0z 0z 0z 0%
Por otro lado de (2.10) y considerando ez = (€}, €3, e3) se tiene

B1(5) = 1 Glp) = aleatr)) = S
es decir,
%:%ff.
Como (el)* + (e2)* — (€3)* = —1, tenemos
(1—0,?) (1—¢) = {1 _ [(1 i§€§)2+ <1 i?, §>2] } (1—¢3)

(0= (1_[<; +()°]) o)
C(a=a’ = (e -1))
- (1)
(A=’ —eh L +ed)
- (1))
= (1—e3) + (1+¢5)
= 2.

Es decir,

(1= 01 —e5) =2,
Ahora probemos (2.22).

En efecto, notemos que ¥, se puede expresar como:

(2.25)

(2.26)

(2.27)



ox3

Luego multiplicando W; con < resulta.
z
9x3 2 X% _ 9x?ox39x3 + iaxl ax3a9x32 . (oax3 2 ox!
@X?) 2 0z 0z 0z 0z 0z 0z 0z 0z 0z oz
vy = ——
2 3
0z A (1—e3)

Notemos que el denominador es igual a

l—e; = 1+

2 <8X1 0X? 0X? 8X1)

N\ 9z 9z 9z 0z (2.28)

Usamos (2.13) en el numerador.
C 2 [(OXTN (OXE\T) 0XF 09X (OXTOXT  OXPOXE A

A2 0z 0z 0z 0z 0z 0z 0z 0z 2
+0X1 6X18X1+8X28X2_)\_2 s 2+ ox2\?\ ox!
o0 \oz oz Tz oz 2) "\ oz 2 oz

2 [<0X1>2 0X? (8X2)2 0X*  9X’0X'9X! (0)(2)2 0X>

vi\a: ) "\ ) 5 9 0 02 o) o

0X2)X2  /0X'\?0X' 0X'0X20X2 O9X')\2  [oX'\?ox!
+ -+ — +1 — — 1 — =1 —

0z 2 0z 0z 0z 0z 0Oz 0z 2 0z 0z
S (oxXP X!
0z 0z

2 [8X18X2(8X1 ,8X2) 0X?20X! (8)(1 0X2>

=l 9z Lo o 9. 9z \ o, o
o (0X! X
2 ¢ 0z ¢ 0z '

2 Kaxl fzaXQ) (axla)@ 0X?0X! /\2,)]

9. " os 9 0z 0z 9z 2"

Es decir,

ox! 10X2 2i [ 0X! X2 X2 9x!
\IIOX?’__(az T &)[ﬁ(az oz 02 82>+1]
Yo {1 2i (axlax? 6X26X1)]
/\2

dz 0z 0z 0%

L (‘9_X1 N i0X?
N 0z 0z
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Ahora probemos (2.23),

0z ! 0z

0x3 <(9X1 .(9X2>
— v - .
0z

1 -
En efecto, hacemos €2 = <63)i — z%) se tiene

) 8_?@’.8_)@_0_)@.8_X3+2' axt  9x3 _ 9x3  axt
21 \ oz 0z 9z 0z 0z 0z 0z 0z O

Efectuando el producto en el numerador.

9z 0z 0: 02 0z 02 0z ) oz "o: 0z o

_OXPOX?0X? [ 0X? 28X3+8X28X36X1_8X36X28X1
oz 0z 0- 02 ) 0z 0z 0z 02 02 02 02

_ 2 |OXT (OXPOXT OXTOXEY L0XP [(0XTNT (XN
T 0 oz 0 oz 0: ) oz 02 2
| 0XT (0X! X! 0X*0X?

0. oz 02 T oz o2

% [ax3 0X20X' HX29X3 X! (axl)QaX?) OX39X X!
- = 1
)

Luego, aplicando (2.12), y (2.13), tenemos

20 [9XP (0X?0X! 9X'OX?\ | 9X? [(9X*\?
- 92 \ oz 02 0z 0z ) "oz \ oz
oX? ()\2 aXBaX?’ﬂ

; A

0z

5 Tz o-

0z \ 0z 0z 0z 0z 0z \ 0z

AOXE (X 0X?
270, "o 0z

_ 2 [8){3 (ax? oX'  ox! ax?) L 0x (@X3)2

factorizando 22X~y usando (2.28)

ax! oy <8 3> [ < él 85(32 _ 8§Z2 8)il> X 1]
o ( 0= 0z > B [1 gz (axlax? ax?axlﬂ
A2

0z 0z 0z 0%

X3
0z
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Finalmente (2.24), resulta de las dos igualdades anteriores y (2.27).

]

Las derivadas complejas de la aplicacion de Gauss V. Estan dadas en la siguiente
proposicion:

Proposicién 2.3. Las derivadas complejas de la ecuacion de Gauss ¥, estan dadas por

ov, H b O(XT +iX?)
U LLd(X +iX?)
MOy pp XD (230)

Demostracion. Diferenciando la ecuacién (2.26) con respecto a z y aplicando (2.6), obte-
nemos

1

ov, 1
9z 1—é3

X' _oxX' s 09X _9X?
7= 9% “(H 7% +¢8z> T H—g—+ 072

3‘111
€3

X3 —8X3]

Luego, por las ecuaciones (2.22), y (2.23), del lema anterior y usando la (2.27), se verifica
que

ovy  1— || (X' +iX?)  _O0(X!'+iX?)
R AL
1—|Uy? o O(XT+iX?)  —0(X!'+iX?)
—— || [°H
7|l oz % e
H I(X!' +1iX?)
- S ppft T
SR A R s
De manera similar se prueba (2.30). O

Por argumentos similares, también podemos probar para la aplicaciéon de Gauss ¥y. Es
decir,

Proposicion 2.4. Las derivadas complejas de la aplicacion de Gauss ¥, estan dadas por

oV, H LO(XT —iX?)

_ = J— 2

gz~ gl 0z (2.31)
s _ ¢ g eedX —iX%)

2= S e (2.32)

De estas dos proposiciones el siguiente teorema es inmediato para W, y Ws.

Teorema 2.1. La aplicacién de Gauss ¥ de una superficie espacial M en L3 satisface la

ecuacion de Beltrami:
ov ov
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Es conocido que la aplicacién de Gauss de una superficie minimal en el espacio Eucli-
deano es una aplicacién holomorfo en una esfera de Riemann. Tomando en cuenta esto,
podemos resaltar lo siguiente.

Proposicién 2.5. Sea M una superficie espacial en 3. Entonces en p € M se tiene

ov

H(p) =0 siy solo si E(p) =0 (2.34)
ov
¢(p) =0 siy solosi E(p) =0 (2.35)
Demostracion. De las ecuaciones (2.23) y (2.24) obtenemos.
O (2t —iX?)\ 0 (X' +iX?) A2,y
—¥ 0 0z T v
¥4 Z (1 — |0y )
Luego,
<8(X1—2'X2) 8(X1—|—iX2)) A2,y
qjl * — — —22
0z 0z (1—[9,]%)
Cancelando ¥, en ambos lados obtenemos
A O(X!—iX?) 9(X'+iX?)

(1_‘@1’2)2 B 0z 0z

(8(X1 +z’X2)> O (X! 4iX?)

0z 0z
C|o(xt +ax?))?
0z
De esto se concluye que
A o(x'4ix?)
= i 2.36
‘1 - ‘\I;1|2‘ 0z ( )
Tomando el médulo en la ecuacién (2.29),
ov H 2|0 (X! 4+ iX?
it U b (1- |\1;1|2) ¥
0z 2 0z
Reemplazando en la ecuacién anterior
8\111 H 2\ 2 A
— = |=|(1—-|¥ _—
0z ‘2‘( ) 11— Ty
H
= %Ap—mflﬂ. (2.37)
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AL — T
2
8\111 _O

Tomando o = # 0, conseguimos | 22| = |H|a.

Por lo tanto siysolosi H =0.

Andlogamente para la otra ecuacién, tomando médulo en la ecuacién (2.30)

oy ¢ o2 0 (X! +iX?)
55 =3 U= 10l) =5

ovy| |¢ 2
wei 5’(1—|‘1’1|)

y reemplazando en la ecuacién (2.36)

2|0 (X1 +iX?)
0z

‘8\1!1

Bl i
11— [Ty
= [¢] o

De esto se concluye que

ov,

—— =0 siysolosi ®=0
0z

2.3. Foérmula de representacion

Dada una superficie espacial M en L3, probaremos una férmula de representacién para
M en términos de la aplicacion de Gauss ¥ y la curvatura media H de M.

Teorema 2.2. Sea X = (X', X% X?): M — LL? una inmersién espacial. Denotemos H y
VU, (i=1,2) la funcién curvatura media de M y la aplicacién de Gauss de M en C, definido
como en la seccién (2.1), respectivamente. Entonces:

1. Sobre ¥ (C), se cumple

LOXT 14w o,
Dz (1—|9y2)2 92
0X? 1— 2 a@l
H = 1 2.
0z (1 — |Wy]?)? ’ (2.38)
H@X?’ _ vy 8@1‘
0z (1—1]U4]2)2 0z
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2. Sobre W, *(C), se cumple

Haxl B 1+02 00,
9z (1— [Wu2)? 9z
0X? 1-02 v,

Hor = Ao mpr o (2.59)
X3 Wy OV,

H e = 20 [wmpyr o

Demostracion. Veamos la parte (1). Tomando la conjugada a la ecuacién (2.29). Se obtiene

ov, H ,O(X! —iX?)

- = — 2
0z 2(1 V1] 0z

Sobre W (C), la ecuacién (2.22) lo reemplazamos en la ecuacién (2.23), para obtener la
siguiente igualdad.

. (2.40)

19X +iX?) (X! —iX?)

v? 0z B 0z ' (2.41)
Esté tltimo lo reemplazamos en (2.40), obtenemos
ov, H (X! +iX?)
vl g pp 2D 2.42)
Sumando (2.42) y (2.40),
vy X!
1+ U)— = H(1 — |¥]*)* —.
(1402 = H(1 w2
De igual forma restando (2.42) de (2.40), obtenemos
o0y 0X?
1= U))—— = —iH(1 - |¥]*)*—.
(1w T = (1w
Dado que 1 — |U2| # 0, se sigue las férmulas
oX! 1+92 9V,
H = 2.43
0z (1 —|¥42)2 9z (243)
0X? 1-9 0V,
H—— =i ! : 2.44
9z (11— [0, 2 o2 (244)
Ahora de (2.23) tenemos
0x3 O(X! —iX?
H—— = —\Plﬂ%. (2.45)
Se sigue entonces de (2.40) y (2.45), la siguiente igualdad
0x3 Uy 00,
H = -2 2.46
0z (1—|Uy)2)2 92 (2.46)

para 1 — [W]? # 0.

La segunda parte puede ser probado de una manera similar, o se puede derivar de la parte
(1) por medio de la relacién ¥; Wy = —1, lo cual es valido sobre ¥;1(C) N ¥, 1 (C). O
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La contraparte euclidiana del teorema (2.2), a saber, la férmula de representacién co-
rrespondiente para superficies en espacios euclideanos tridimensionales fue probado por
Kenmotsu [6].

Si llevamos a cabo el mismo argumento utilizando las ecuaciones (2.30), (2.32) en vez

de (2.29), (2.31); entonces obtenemos la siguiente férmula de representaciéon en términos
de ¥ y ¢, sobre U;'(C), se cumple

_0X' 1493 09,
0z (1 —|U)2)2 0z’
_9X?2 C1-12 9T
p— 2.4
" NS AR (2.47)
a(’3X3 _ v,y 8_11’1
0z (1 —|Wq2)2 0z

Sobre W, !(C), también se consiguen expresiones similares.
Ahora, sea M una superficie espacial inmersa en 3 por X = (X! X2 X3): M — L3

Asumiendo que ¢ # 0, definimos:

. 1 (a\m)
G(1— w22\ 0z /-

Entonces de la ecuacién (2.47) se sigue que

<8X1 0X? 0X3

R ) = (F(1+W2),iF(1 — ¥2), —2F,). (2.48)

En consecuencia,

1{oX! 0X?

2.4. Condicion de integrabilidad

En esta secciéon mostraremos que la aplicacion de Gauss ¥ de una superficie espacial ar-
bitraria M en LL? satisface una ecuacién diferencial parcial no lineal de orden 2 en ¥ y H.
La ecuacién que obtendremos resultara ser la condicién de integrabilidad del sistema de
EDP que aparece en el teorema (2.2).

Primero probaremos dos hechos importantes necesarios para la demostracion:
Lema 2.4.1. Si X = (X! X? X3): M — L3 es una inmersién espacial, entonces

O (X' +iX?) U,
=NH—— 2.50
020% 1— |y (2:50)
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_2\111 8\111 8\1/1 . (1 _ |\I’1’2) [H

0x?3 axﬁawl N H?
1— |02 9z 0z

- 2
P +¢a§ 5 T (1— [ *)w, (2.51)

Demostracion. Empecemos probando el primer item, se tiene

0 (OX'OXT\ _ 9 [1(0X'  OX'\ i (0X* OX?
-\ oz oz ) 0z |2\act ez ) T2\ et T ae

1 (1 o id > [axl O0X'  9X? 8X2]

~2\20¢ “20e) |ogt Tae T o T o

Reduciendo la expresion anterior conseguimos:

§ (0X' 0X? INNED CRNGLD G CE D ¢
+ = - +i - . (2.52)

z\oz "oz 9E10er T 9€20¢ OE10€r T 9€20¢?
De la ecuacién (2.2) tenemos:

O’°X' 1 oxOX' 10MN0X' .,

delog ~ Nogt ogt  aog2oe TN
X1 1oXNOXY  1oxox' .,
908 ~ noel ogr T noe ge2 TNt

Sumando las dos expresiones se tiene

2xt oex!
o608 T 0

Anélogamente obtenemos para X?

=\? (h11 + ha2) 6;_1;-

2X? 9PX?
26081 T pe20e

Luego reemplazando estas iltimas expresiones en (2.52) se tiene

= )\2 (hll + hgz) 8%.

0 (6X1 0X?

1 )
& 82 +1 83 ) = Z [)\2 (h11 + hgz) 6% + Z)\2 (hll + hzg) 6%}

hii + hoo) A2 .
— —( 1 5 22); (eé + zeg)
(e} +ied)

5 .

= H)\?

Como €} + ie3 =W (1—¢e}) =V entonces

17 - 2
1— |0
ey +ies3 Uy

2 1— |0,
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asi obtenemos

9% (X! +iX?) , U

020z T 1— o[~

Ahora queda demostrar la segunda parte del lema. En efecto, contamos con los siguientes
hechos:

» Tenemos la tercera ecuacién de (2.38),

0x? 20, 0V,
N = -jmpro: (2.53)

» También tomando el conjugado de la tercera ecuacién en (2.47),

0x? 20, IU,

or T A PE 0s

» En (2.37), elevamos al cuadrado, para obtener

v, |2 A2H?
W " (1— 0?2 (2.54)

0z

Pero esta tltima igualdad es equivalente a

20U, 0V, 0¥, N H?

_ 2
A=) o= oz~ 2 4 (2.55)

Luego sumando (2.53) y (2.55) conseguimos:

ox3  ox? —2U, oW, —2U, oW,
H = . 2.
5. "5 T UCuPR o G- o (2.56)

Luego multiplicando a (2.56) por (1 — |¥;|?) y % llegamos a,
0Xx3 0X3 0V, A2 H? 20, O, 0V,
1— [0 *)[H =— 1= |0y )0, — :
(=M + 05152 R A we T =
N H?

(1—|¥[*)¥; al otro lado de la igualdad conseguimos lo desea-

Finalmente pasando —
do.

2

]

Teorema 2.3. Sea X : M — L2 una inmersién espacial. Entonces la funcién curvatura
media H de M y la aplicacion de Gauss W de M en C satisface la siguiente ecuacion
diferencial parcial de segundo orden

2y 20 U Ov H OU
(8 ov 0 >_0 0 (2.57)

0207 T 1-[WP s 0z) " 02 0%
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Demostracion. Probaremos (2.57) para V. Para hacer esto, podemos considerar el caso
donde H # 0. De hecho, si H(p) = 0 en p € U;'(C), entonces Z2(p) = 0 gracias a la
ecuacién (2.34); y de aqui que (2.57) se cumple.

Por otro lado, de (2.27) y (2.29) tenemos

ov, 1 (X' +iX?)
o= M aTar e

Asimismo, como ya hemos verificado (2.50)

(2.58)

M = )\2 HL7

0207 1 —|Py)?
diferenciando (2.58) con respecto a z y aplicando (2.6) y (2.50), obtenemos
9V 1 0H oV,

e o 2
907 T 0. oz Tl )[H

0Xx? +¢8X3 ov, n A2 H?
0z 0z 1 0z 2

Sustituyendo la igualdad (2.51) en la ecuacién anterior, obtenemos

(1= 0120, (259)

02, 2U, 9V, 0¥, 1 90H IV,

=——— 2.60
0202 1|, 0z 0z H - 0% (2.60)

Por lo tanto hemos probado (2.57) para ¥;.
Se tiene similar ecuaciéon para ¥, por un argumento similar. m

La ecuacién (2.57) no depende de la métrica sobre M, solo depende de la estructura com-
pleja sobre M.

Por otra parte ver anexo, para concluir lo siguiente.

Corolario 2.1. La curvatura media de una superficie espacial M en LL? es una constante
no nula si y solo si la aplicacion de Gauss ¥ no holomorfa de M es una aplicacién armoénica
en H.

En lo que sigue, sea M una superficie de Riemann, y H denota, como antes, la seudo-
esfera en IL? con la métrica inducida de curvatura media Gaussiana negativa constante y
con estructura compleja natural definida en la seccién (2.1).

Sean H : M — R no nula y G : M — H, dos funciones diferenciables, definimos los
siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden:

oxX' 1 1+4¥E 0V,

0z  H(1—|U»)? 9z’

HX?2 L i 1=U2 9, _1

5 = (—1) = [02)2 02 sobre W, (C) (2.61)
0z H(1—|Ug)?)? 0z
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Donde W, denota la composicion ¥, = 1), o G de G y la aplicacion estereografica 1y
definido por (2.10), para k = 1,2. Se debe notar que teniendo la relacién ¥, - Wy = —1,
los lados derechos de (2.61) para k = 1,2 son compatibles sobre ¥;*(C) N ¥;*(C). De
aqui que las ecuaciones de (2.61) definen un sistema global definido sobre M.

Con esto, estamos preparado para probar la siguiente.

9% 20 9V 9V

OH OV n oV v
020%Z 1-|¥|?2 9z 0z

Proposicion 2.6. La ecuacion 55 = H(
grabilidad del sistema (2.61).

) es la condicién de inte-

Demostracion. Basado en la ecuacién (2.61), definimos,

P = (Sl + ), (=1 ifi(1 = ), (1) 2f0 ), (2:62)

donde .
B 1 0V,

Ji= H(L—|U,2)? 8z

Asumiendo que H y ¥ satisfacen (2.57), mostraremos que (2.61) es un sistema integra-

ble. Para hacer esto, es suficiente ver que 2£ € R?, pues esto es equivalente a la condicién

oz
de integrabilidad de (2.61).

con =1,2.

En efecto.

Tomando conjugada a (2.57) conseguimos

0. = Tt 1 Z [0, F 0z 5 ) (2:63)
Por otra lado
0z 0z = U P (2.64)

Las componentes de P son:

_ -1 (493) aw _ k—1;77-1_(1-9%) ow
Po=H"qogpe e, D= (D ol 5

Py = 2(=1)"H it

Y sus derivadas con respecto a Zz, son:

_ 1402 _ -

oP _ _Hfza_H (1+V3) 0vy H18<(1|\I/kk2)2) oV, L g (1+02) 920,

o2 5z (1— |02 92 . oz 0z (1 |W,[2)2 202
) () (111)
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@:< 1)k3 1{ H- 20H (1- ‘ljk) d\Ifk +H_

vi) 07, 1_(-95) 929,
% 5z (1-0:2)° = e THT ———k}

% 1—-|Tk|2)2 9z02

P k—1 20H @ a\p 19U 8((17;32)2) H-1U, 927
ors _ - k k —10¥f k k
0z 2( 1) { H~ 0z (1—|9[?)2 +H 0z 0z + (1—|Wg|?)2 %62}

Luego si reemplazamos (2.63) en (I) este serd igual a:

_ —1 (14+93) 527 1 (1+%3) 97, T
([)=-H 1(1_|\1:J2)2 705 —H- N”m [T%]2)3 55 o7

Por otra lado desarrollando la derivada en (II) en cual usamos (2.64), tendremos:

00, 2V +T) O —1 (+%) 57, o7
(1) =—H" ! e = |k\1/ |2I§3 =t 2V H 1(14\11,;\?2)36_; e

Luego sumando (I), (II) y (III) llegamos a,

90 _ g — H? (—) A=
oz (1—[T.2)% 92 0z TENTTAEY A H1 — [0, )‘ |
El cual viene a ser la primera componente de aP .
De forma similar calculamos las otras dos componentes, es decir,
oP H 2 2R€\I’k k—1 2]m\11;€ kl + |\I/k|2
— =\ —, (-1 — (—1 —> 2.65
0z 2 (1—|\I/k|2’( ) 1—|‘11k]2’( ) 1 — |02 ( )
ov
donde \ = gty | 52 -

]

2.5. Superficies espaciales con curvatura media cono-
cida
Probaremos ahora una forma reciproca del teorema (2.2). A saber, resolviendo el sistema

EDP (2.61), construiremos una superficie espacial M en L3 con curvatura media no nula
H y aplicacion de Gauss G. Para ser precisos, vamos a probar el siguiente:

Teorema 2.4. Sea M una superficie de Riemann simplemente conexa, H : M — R una
funcién real diferenciable no nula sobre M, y G : M — H una aplicacion diferenciable no
holomorfa de M en la seudoesfera unitaria H en L3. Denotemos por ¥, la composicién
Yy o G, de G y la aplicacién estereografica ¢ definido por (2.10), con k = 1, 2.

Si H y Wy, satisfacen la ecuacién diferencial (2.57), entonces existe una inmersién espacial
X M — L3 tal que:

1. La curvatura media de M es H, y la aplicacién de Gauss de M esta dada por G.
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2. La inmersién X = (X!, X? X3) estd dada explicitamente como

1 1402 9,
1 — 9 k 1
X' (z) Re/a 1= [0 02 dz+c,
? 1 -W2 0V
X2(z) = 2 et k 97k g, 42 2.
(2) Re/a( ) Ao o B (2.66)

z 2 \ ov
X3 = 9 -1 k= k k’d 3.
(2) Re/a( P T e e

donde z € U, *(C), ¢ = (c!, %, ¢?) € R3, y la integral est4 siendo tomada a lo largo de un
camino arbitrario desde un punto fijo hacia al punto z.

Demostracion. Apartir de G, H y ¥y, dadas en la hipdtesis, podemos definir un sistema
de EDPs como en (2.61). Luego la solucién real de este sistema estd dado por

X(z)= 2Re/ Pdz + ¢, (2.67)
donde P es definido por (2.62)

Por otro lado como M es simplemente conexo, entonces en la aplicacién dada por (2.67),
esta bien definida pues no depende del camino que une a con z.

Ahora demostremos que X es una inmersién tipo espacio. Para ello verificamos los si-
guientes hechos:

X satisface las ecuaciones
0X 0X A2 0X 0X 0X 0X
donde A = 2[H(1 — |V |*)]7|0¥,./0z|.

=0, (2.68)

En efecto, como

907 /) " 92 0z T o: oz 0 07

. k k
y debido a que X es real, entonces se cumple 2 = 9X%
’ 0z 0z

<(9X (9X> X' OX'  9X? 9X?  0XP 9X?

De (2.61) se tiene.

OXT OX' (1 1+49F OV (1 1+97 09V
8z 9z (Eu — | T]?)? 02 ) (Eu — | T2)? 02 )
_ 1 L+ 9P 0T
T OH?(1— \xpk|2)4’ 5 |
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De manera analoga en el segundo sumando también tenemos

0X? 0X*  [((=D)F Y (1-U2) 00\ [(-D* 4 (1-03) OV,
0z = 0% _< Ho (1= [W[?)? ) ( Ho (1= [W[?)? )
1 1= o,
T OH2(1-— |xpk|2)4| 9z

i

Finalmente para el tercer sumando obtenemos

L0xXPax®  (2(=1)* U, 00\ [2(—1)F U, 0,
9z 9z H (1 —]0[2)2 H (1 —|0,[2)2
4 W20y,

- 2
A= [0 as

Sumando estas ultimas tres expresiones obtenemos la igualdad

0X 0X 1 OV, o o5 o9 )
— — ) = 14 |0 1— |0 —4|\¥
(5o 5 ) = oyl g (U 1P+ (1= P = )
2(1 — [W[?)? |3@|2
H2(1 — |24 9z
B 2 |a@|2
COH2(1— |22 02
)\2
:?’
donde A = m 8;’;’ 8‘1"“} N’“ Wk # 0, pues en ninguna parte este es

holomorfo.

De la misma manera:

(35.%) - (35, -

Basta probar una de ellas, pues la otra se expresa en funcién de la primera. De (2.61),

X' 9X' 1 (14122 9V,

ox” _ 1 2
0z 0z  H?*(1- |\I/k|2)4( 0z )

Para el segundo sumando,

0X? 0X* -1 (1-9})? O,

ox” _—1 2
0z 0z  H?(1-— |‘I’k\2)4( Dz i
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mientras para el tercer sumando,

LOXPOXP 4 () (a@)z
0z "0z  H2(1—|Up2)4" 9z 7

Luego sumando las tres expresiones anteriores llegamos a la igualdad

<68_)Z(7 88_)2(> N H2(1 —1|\Ifk|2)4(a(3q;k)2 (1 4+ 3)° + (=1)(1 = ) — 4¥5)

1 OV o >
- 402 — 4V
H2(1— |x1/k|2)4( 5z ) (40 )
= 0.
0X 0X

Con respecto a < >, tenemos que

9z 9z

o0X' ox!t n 0X? 0X? B 0X3 0X3 B oX! oXx1! n 0X? 0X?2 B 0X3 0X3
0z 0z 0z 0z 0z 0z \ 0z 0z 0z 0z 0z 0z )

Asi, debido a lo probado anteriormente se tiene

0X X\ _
oz’ o0z /)

Es una inmersion y ademas es espacial pues la métrica en M, inducida por X es,

2
2 oT
_\2 2 il 2
9 =Nl = [H(l— |qu2)‘ 82‘ dzI".

Usando las ecuaciones (2.61), (2.25) y (2.10), vamos a verificar que la aplicacién de Gauss
de M coincide con G y la curvatura media de M estd dada por H.

Sea G la aplicacién de Gauss de M en L3, dada por la inmersién X y definimos
Uy =1 0G
Demostremos que Wy, = 0. Si esto sucede y debido a que v, es biyectiva, esto implicarfa

que G = G.

Tenemos, que Uy, verifica las ecuaciones (2.61), es decir,

ox' 1 1+92 09,

0: H(1- |92 0z

0X" _ (— )k’li L=V} 0% sobre ¥, }(C)
0z H (1 — [0 [2)2 0z ’
oX3 L2 W, 0,

ke O ) ok L .

0z H(1—|¥,2)2 0z
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También, se tiene por (2.61):

X' 1 1+02 9y,

0z  H(1—|U2)2 9z’

5X? i 1= 0, »
5, = (—1) 0= [022 02 sobre W, (C)
0X 2 W OV

0z H(1—|U2)? 0z

Igualando los sistemas anteriores obtenemos.

U, 1492 1-02
U, 1+02 0 1-12

Asi obtenemos ¥, = £V, en el caso usemos ¥, = —WV,, ¥, es nula.

Lo cual implica )
U, = Uy,

Ahora veamos que H es la curvatura media.

Sabiendo que Uy, = Uy, y por la primera ecuacién de (2.38), H satisface,

~0X'  1+07 9V,

0z (1= |Tg)?)? 0z

PR /i a@(axl)‘l

(1 —19,]2)2 0z 0z
Reemplazando la primera ecuacién de (2.61) se obtiene,
H=H,

es decir, H es la curvatura media.

]

En el teorema (2.4), si solo asumimos que G : M — H es una aplicacién suave, la
cual satisface la condicién de integrabilidad (2.57), con H dada, entonces la aplicacién
X : M — L2 dado por (2.67), en general, no es una inmersién espacial, sino que puede

tener singularidades en 0¥, /0z = 0.

Corolario 2.2. Sea X : M — L3 una inmersién espacial dada por el teorema (2.4).

Entonces se cumple.

1. La métrica inducida g sobre M esta dada por

2

2 ‘8\11‘ dz ]2,

9= [H(l — Rl oz

23



2. La curvatura Gaussiana K de M esta dada por

4

Demostracion. La parte (1) ya estd probada. Para la parte (2), esta resulta del teorema
(2.1):

\E

K = H?
U

ov ov
H— =¢—.
0z 0z
Despejando ¢ y tomando el médulo al cuadrado, conseguimos
v (2
o = |H 2
bz
y utilizando la ecuacién (?7?),
obtenemos:
K = —H*+ o[,
oV |2
2 oz
K=H |~ 1.
oz

]

Como en el caso de superficies minimas en espacios euclideanos tridimensionales, se prueba
que dos superficies espaciales maximales no congruentes pueden tener la misma aplicacion
de Gauss. Sin embargo, para superficies espaciales con curvatura media no nula tenemos
el siguiente resultado de unicidad.

Proposicién 2.7. Sean X, X dos inmersiones espaciales como en el teorema (2.4) de
una superficie de Riemann simplemente conexa M en LL? con funcién de curvatura media
no nula H, H y las aplicaciones de Gauss G, G, respectivamente. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Existe un difeomorfismo holomorfo ¢ sobre M y una isometria 7 preservando orien-
tacién de L2 tal que para z € M se tiene

70 X(2) = X o p(2). (2.69)

2. Existe un difeomorfismo holomorfo ¢ sobre M y una isometria o preservando orien-
tacion de H tal que para z € M se tiene

00G(2)=Gop(z), v H(z)=Hoyp(z). (2.70)

Demostracion. Veamos que el enunciado (1) implique (2). Haciendo w = ¢(z), o X =T
y como ¢(z) = 7(2) +is(z) = (r(&, €2),s(€4, €?)) luego diferenciando la ecuacién (2.69),
tenemos por regla de la cadena.

0X, . 9(Xoy), ., 0X ,
T*g(z) = T(Z’) = a—w-<ﬂ (2),
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Afirmamos que:

9x g—iu_(.gp’(z), para z € M.

En efecto:

Derivando (X o () con respecto a &' y €2 tendremos respectivamente:

dXop) _oXor 0% s
oL Or 98t 0s &Y’

G(Xogp)_@ﬁ 0X Os

e~ or o 0s og
Dado que ¢(z) es holomorfa, se cumple:
or 0Os Os or

e ae U am o

De aqui se obtiene:

a_T+Z'8_T — §ﬁ+gﬁ+l<%ﬁ+gﬁ
ol 0g? or 01~ 0s o0&t or 062 0s 0¢?
oX or . or_  0X,60s . 0s
W(ﬁ_@Jﬂa_g?)Jrg(@_ﬁlJﬂa_g?)
oxX ,or . or_  0X,—0r  Or
E(a—gl—i-la—g)—i-E(a—g—Fla—gl)
0X 0X_ or  0s
(WJM%)((?_@_Z@_E)'

)

Es decir,

10T OT 10X 0X or 0s
2o Tiae) = 2o Ty e e
oT 0X
) = 5= w)@(z).

Finalmente obtenemos:

0X, . 0X

T*E(Z) = 5o (2), para z € M.

Para las inmersiones X, X tenemos.
0X 09X\ _ [oX 0X\ ¢
ouw’ou/ \Novw ov/ 7

OX OX\ _ [oxX ox\
<8_£1’8_€1>_<8_£2’8_§2>_ '

95

Por otra parte



oX ,  OX——\ . . ,/0X 90X
<8_w <Z)’8_w (Z)> = | ¢'(2) ]| <8_w’8_@>

o2 A
= 19E) 1S (271)

0X 0X 0X 0X A2

Como (2.71) y (2.72) son iguales, encontramos que:

A=X¢(2) ]

Denotando por (eg)(respec. (é)), k = 1,2,3, con base Lorentziano adaptado a X (resp.
X) en L3

Considerando w = u + 4, las coordenadas de X.

@1+ i) (p(2) = 5 (R +iX0)(0(2)
2 0X
= i(a—w)@ﬂ(z))
2 0X———1
= AT*E (2)
_ 2|¢;Z)|T*%—)_Z(W_l-

Es decir,

(€1 41i62)(p(2)) = 1¢'(2)] - ¢'(2) Tler +ie)(2).

y su respectivo conjugado.

(61— ie2)(p(2)) = |¢'(2)] - ¢/ (2) ' Tuler — ie2) (2).

Escribiendo é3 de la siguiente forma.

2e3(p(2)) = (e +iea)(p(z)) x (€1 —i€2)(p(2))
- (m(el +ien)(2) X Tuler — i@)(z))

Usando el hecho que 7 es una isometrica que preserva orientacion, tenemos:

28,(p(2)) = T*(z<el+z62)(z)x<el—z‘62)<z))
= 27(es3(2)),
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Por lo tanto.

ea(p(2)) = Teles(2)),

Estableciendo o = 7, obtenemos una isometria preservando orientacién o de H tal que

Goyp(z)=00G(z) para z€M

Ahora diferenciando é3(p(z)) = T.(e3(z)), tenemos:

dés(p(2)) ;.\ _ _ Oes(z)
“ow YE=TT

sustituyendo lo anterior en (2.6), se llega a H(p(z)) = H(z) para z € M, por lo tanto se
cumple (2.70).

De regreso, veamos que (2) implica (1). Denotamos también por ¢ la extensién de o a
una isometria preservando orientacién de 3.

Para mostrar (2.69), hacemos X = 00X sigue siendo una imersion espacial, y su aplicaciéon
de Gauss es G(z) = 0 o G(z), puesto que o preserva orientacién y por hipdtesis tenemos,
G(z) = G(p(2)), y su representante es, U(z) = U(p(z)), entonces para X, X en (2.61) y

H(z) = H(p(2)) llegamos a:

O(X(2) - X:(p(2)))

5 =0, para k=1,23.

Por lo tanto, X (z) = X ((2)) + ¢ para algin ¢ € R®.

Esto implica que 0 o X(2) = X (p(z)) + ¢, la composicién de isometrias es una isometria
7= L_.o0 de L? y que preserva la orientacién, asi:

ToX(2)=Xop(z) para zeM
[l

En el caso que H sea constante real no nula en el teorema (2.4), la condicién de integrabi-
lidad (2.57) es equivalente a que G sea arménica. Consecuentemente, dada una constante
real no nula H y una aplicacién armoénica nunca holomorfa G de una superficie de Rie-
mann simplemente conexa M en H, podemos construir por (2.66), una inmersién espacial
X : M — L3 con curvatura media constante H y una aplicacién de Gauss G' conocida.

Desde este punto de vista, exhibiremos algunos ejemplos de superficies espaciales con
curvatura media constante en L3,

Ejemplo 2.1. Sea D = {z € C : |z| < 1} el disco unitario en C. Tomemos H = —1,
y definamos ¥, : D — C por ¥,(z) = —Z. Entonces U, satisface (2.57), y la inmersién
espacial X definida por (2.66) esta dado por

_ (2Re(z) 2Im(z) 1+ |z|?
X(”‘(1—\z|2"1—\z|2’1—rz|2 '

o7




2 . ./
En efecto. Tenemos: % = —1, gz‘é’% =0, % = 0, por lo tanto ¥, satisface la ecuacion

(2.57).
Luego por el teorema (2.4), existe una inmersién espacial X : M — L3. Para encontar
X = (X' X2 X3) tal que:

oxt 147
0= (1-|zP)
ox* 1=z
0=~ (-2
ox® 2z
02 1P

Dicho sistema de ecuaciones es equivalente a resolver:

z 1+w2
Xl(z) = 2R6/ mdw + Cl, (273)
2 R 2

donde ¢ = (!, 2, ¢*) € R3.

Recordando la integracion en C

[ = [ lu.pw)e 0 - v,y @
i [ o0y 0) + v(a(t) y0)a' ()

donde f(2) = u(z,y) +iv(z,y) y v(t) = (z(t),y(t)), con t € [a;b].
Eligiendo el camino (t) = (z(t), y(t)) = (tcosh, tsend), con t € [0;r].

Luego se tiene

ox!t 1+ 72 1+ 22— 2 + —2xy
—= = VA .
9z (1—[zPP)* (A—-(2>+y*))? (1—-(22+¢?))

Ademas: 2'(t) = cosf, y'(t) = send.

Reemplazando en la integral se obtiene
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" (1 + t*(cos?0 — sen?0)) .cos  (—2t%cosfsend).senb
x') = 2 - dt + ¢!
0 -2 i-rp a-ep T
" cosl + t*cosl(cos*0 + sen?0) 1
= 2/0 -y dt +c
r 1 + t2 "
= 20089/0 mdt +c
2rcost
= 12 +c.
Tomando ¢! = 0, entonces tenemos
2Re(z)
X'(2) = :

Para resolver (2.74) elegimos el mismo camino 7(t) = (tcosf, tsend), t € [0;r]. Asi tenemos

6X2:¢ 1 — 72 _ —2zy 1= 2?4

0 A-PE (- @t@P (- @t AP

Luego se tiene la integral,

" —senf — t*senf(cos*0 + sen?0)
X?(z) = 2 dt + ¢
(2) /0 (1 — t2)2 te
" send(1 + t?)
= 2| —/—————Zdt+ ¢
| S
_ —2rsentl
12
—2Im(z)
- Top ¢
Tomando ¢ = 0, obtenemos
—2Im(z)
X(z) = —/——-.
Para (2.75) tomamos el mismo camino. Luego tenemos
0x3 2z 2x —2y

0: " U-]PF (-@+r U@+

De esta manera la integral queda definida por:

" 2tcosl.cos@  —2tsen.sent
3 _ 3
X(z) = /O 0_22  a_p)p dt + ¢
r 2t
= 2| ——=dt+¢
/o a—ept e
1+ 72 3
a 1—r2_1+c’
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Tomando ¢ = 1, obtenemos:

1+ |2|?
3 _
R

Por lo tanto:

2Re(z)  2Im(z) 1+ |2|?
X(2) = _ .
) (1—|z|2’ TP =P

Es decir,

X = (

Esta es la inmersién espacial estandar del hiperboloide o la hoja superior de H en L3.

2u 2u 1+ u? + v?
1—u2—02" 1—u2—0v2"1—u2—0%2)"

Ejemplo 2.2. Tomemos H = —1/2, y definamos ¥; : C — C por
et —1
\P _ .
1(2) e#tz + 1
Veamos que ¥ satisface (2.57), luego como es la inmersién espacial X.

Tenemos

0w, 2eF 0w, 2e7 0?W; 271 — 7]

7 (=12 9z (et Y 0207 (e 1)

Por otra parte vemos que

\1’1 - ‘111.
Esto quiere decir, que ¥, es real, y
R ez+§_ —
20 2A%=) 2(er)r -1
T=[U2 11— (S5)? etz 7

ov ow

Entonces multiplicando por las expresién = obtenemos
0z 0z

20 QUAv  2[(e*tF) 1] 9V OV

1—|U]2 0z 0z 4et? 9z 9z’
resultando
20 QU OV 2etEF[etE 1]  2e7FF[1 — e
1—- V202 02 (est2+1)3 (e#+% + 1)3

Luego reemplazamos lo anterior y datos del enunciado en la ecuacion:

H(82\IJ N 20 8\118\IJ> _0H 0V
0202 1—|W]20z 02/ 0z 0%’
Obteniendo:
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1, /2e57[1 — e#+7) 2e2+7[] — ¢#+7] OV
0= () (T T ) = 0% =
2 (e*T7 + 1) (e*T7 + 1) 0z
Entonces satisface (2.57), luego por el teorema (2.4), existe una inmersién espacial X :
M — 13, talque

0.

oxXt  1(e41)
2z 2 e#tz 7
0X? _
dz
8X3 - 1 (62(z+2) _ 1)
dz 2 e*tz '
Es decir,
z_1q 2(w+w) 1
Xl(z) - 2R€/ 7(6610——“0_’_)6&1}_’_617 (276)
X%*(z) = 2Re / —idw + ¢, (2.77)
X3(z) = 2R / L™ 1) s (2.78)
z) = e ——‘dw+ . .
2 ew—i—w

Elegimos el camino v(t) = (x(t),y(t)) = (tcosb, tsenh), con t € [0;r], donde z'(t) = cosb
y y'(t) = senb.

Entonces.

ox! L(e*+1) .
9. = 2 e T

Ademas, usaremos la identidad.

QM)
[\~
)
N =

Luego

T 4tcosl 1) . Ja
W = o [ L o,

e2tcos€

Para resolver (2.77) tenemos:




Elegimos el mismo camino (t) = (z(t),y(t)) = (tcosb, tsenb), con t € [0;7].

Luego

X%(2) = 2/ 1.senfdt
0

= 2rsent
= i(z —2).

Para resolver (2.78) usando el mismo camino y(t) = (z(t), y(t)) = (tcosh, tsend), t € [0; 7]

La tercera funcion integrando esta dada por:

X% 1(e**—-1)
0z 2 e +4(0),

y, usaremos la siguiente identidad.

dz_q 1 1
/—(6 )dx = 56296 + 567296 + c.

eQ:v

Luego:

"1 (e4tc"39 — 1) .cost
3 _
X (Z) - 2/(; 5 thcosO dt

1 1
— (562:64-56_2&:)

1 . _
= §(ez+z + e R,

Por tanto, la inmersion espacial X esta dada por:

1 s § 1 ,
X(2) = (—5(6”2 — e )iz 2), (e + e‘@“))-)

Es decir,
X(u,v) = (—senh(2u),2v, cosh(2u)) .

Esta es la inmersién estandar del cilindro hiperbélico. La superficie es definida por (x3)? —
(z')> =1, con 2* > 0 en L3.
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Apéndice A

Anexos

A.1. Aplicaciones armodnicas

Sean (M, g) y (N, h) dos variedades Riemannianas, tales que M y N son compactos,
orientables, conexas y f : M — N una aplicacién diferenciable. La energia de f, se define
por:

E(f) = /M IV 7|2,

donde ||V f|*(p) = Y0y lldf(e;)]|?, con {eq,...,e,} base ortonormal de T,M. El campo
de tensién de la aplicacién f viene dado por 7(f)(p) = > i~ V., df (E;), donde E; es un
campo ortonormal local paralelo en p.

Definicién A.1. Una aplicacion entre dos variedades riemannianas f : M — N es
armoénica si 7(f) = 0.

De forma local, con (X, U) parametrizado en p € M, (Y, V) parametrizado en f(p) € N
V f(@1, e mm) = (FH 21, o Tin)s ooy (21, ooy T)), se tiene

=AY ST
hj ap

con o, B,vy=1,...,dim N.

donde:
. f]a = % es la derivada parcial.

» g% es la entrada ij de la matriz inversa del tensor métrico.

= [ 5 =T}5(f(2)) los simbolos de Christoffel de M.

Ahora para el caso de dos dimensiones:

El laplaciano asociado viene dado por,

90 0 0 90
Y2 2 = B -2 7 7
A=A (aglagl+ag2a§2) A =pe
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Luego 7(f)” en coordenadas complejas:

a B
T(f)Y = AfY 4+ 4\~ Zraﬂaaé 8afz

v — 2017
como, AfY =4\~ =52

asi,

o o 0f?
() =4x7 <8z@z + Zro‘ﬁ 0z 0z )

Oé

El campo de tensién 7(f) se anula cuando los 7(f)? se anulan, esto es,

8fa8fﬁ
Zraﬁ 0z 0z =0

Oé

0% fr
0z0z

es decir, f es armonica.

Proposicién A.1l. Sea una aplicacion f : M — H de clase C?, siendo H el espacio

Hiperbdlico. Luego la aplicacion f es armoénica si y solamente si

0*f 2f ofof _
0202 1—|f2020z

Demostracion. En efecto: Como H es una variedad con tensor métrico (g;;) y los coefi-

cientes se expresa como,
4
ap?

(gij) = .
0 ape

Por otra parte, con los g;; encontrados, obtenemos los simbolos de Christoffel de H.

F%l = 1_2|9;\2 F%Z = 1_2\yz|2 F%l = 1_2‘y2|2 F%Q = 17|2;i2
F%Z = 13|i\2 F%l = 172‘9;2 F%l = 1:‘2Zy|2 F%2 1 2|yz|2
Luego de
Of' &~ Of0f°
gz 2 T gr gz O
y
o f? o Of*0f° _
9707 Z Vo7 D2
Esto es, si f = (f1, f?) = f' +if?,
o2 1 , of° 8f5 s 2 afe o fb
r2 2L %
70z Z 09z 0z | |202 +QZ: 09z 02
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Luego reemplazando los simbolos de Christoffel de H, igualando y agrupando conve-
nientemente obtendremos:

an+ 2f 9fof
0202 1—|f|2020%

]

Observacion A.1.1. Se demuestra que H = {(z!, 22, 23) € L3 | (') + (2?)? — (2%)? = -1}
es difeomorfa a D = {(z',2?) € R? | (2')* 4+ (2%)® < 1} y este es difeomorfo a H? =
{(2',2?) € R? | 22 > 0}.
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Conclusiones

Dado una aplicacion diferenciable G de una superficie de Riemann simplemente conexa
M sobre la pseudoesfera H que satisface la condicién de integrabilidad y la funciones
diferenciables no nulas H en M, podemos construir explicitamente una inmersién espacial
de M en L3, tal que la curvatura media de M es H y la aplicacién de Gauss de M estéd
dado por G. Esto permite, en particular, producir una riqueza de superficies espaciales de
curvatura media constante en L3, y més ain, relacionar la geometria de esta superficie a
la teoria de aplicaciones armonicas a través de la aplicacion de Gauss.

66



Bibliografia

[1] Akutagawa. K. and Nishikawa. S. (1988). The Gauss map and spacelike surfaces with
prescribed mean curvature in Minkowski 3 - space. Tohoku Math. J. 42(1990), 67-82.

[2] B. O’Neill (1983). Semi-Riemannian geometry, Academic Press.

[3] Biezuner, R. j., (2017) Notas de Clases - Relatividade FEspecial, Geral e Geometria
Lorentziana. Universidade Federal de Minas Gerais, Brasil. Recuperado de http :
/Jwww.mat.wfmg.br/ «~ rodney/

[4] Figueroa. C., (2009) Introduccion a las Aplicaciones Armonicas. Pro Mathematica,
23. 45-46 (2009), 113-125. ISSN 1012-3938.

[5] Jost. J. (2011). Riemannian Geometry and Geometric Analysis. Universitext, Springer,
Sixth Edition.

[6] Kenmotsu. K (1979). Weierstrass formula for sufaces of prescribed mean curvature,
Math. Ann., 245 , 89-99.

[7] Do Carmo, M. P., (1988) Geometria Riemanniana. Impa, 2% Edicao.

[8] Kobayashi. O (1983). Mazimal surfaces in the 3-dimensional Minkowski space L3,
Tokyo J. Math., 6 , 297-309.

[9] Kobayashi. O (1984). Mazximal surfaces with conelike singularities, J. Math. Soc. Ja-
pan, 36 , 609-617.

[10] Milnor. T. K. (1983). Harmonic maps and classical surface theory in Minkowski 3-
space, Trans. Amer. Math. Soc., 280 , 161-185.

[11] Run. E. and Vilms J. (1970). The tension field of the Gauss map, Trans. Amer. Math.
Soc., 149 ,569-573.

[12] Mezzerra C., (2014) Geometria Lorentziana y singularidades. (Tesis). Universidad de
la Republica de Montevideo, Uruguay.

[13] Nunez Ortiz J., (2015) Superficies en el espacio de Minkowski con vector de curvatura
media afin(Tesis). Universidad Nacional Auténoma de México, México.

[14] Obando. P. (2011) Variedades Riemannianas de cohomogeneidad uno en el espacio
Educlideano. (Tesis). Pontificia Universidad Catdlica del Per.

67



