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Resumen

Las superficies (2-variedad conexa) homeomorfas a un abierto de la esfera S,
son llamadas superficies topoldgicamente planas. En esta tesis, caracterizamos a

estas superficies y estudiamos la conexion entre estas caracteristicas.

Es claro que el plano y la esfera son planas. Notemos que una caracteristica
que presentan estas dos superficies, es que ambas satisfacen el famoso Teorema de
la Curva de Jordan, i.e., el complemento de cualquier curva cerrada simple en el
plano o la esfera, tiene exactamente dos componentes conexas. Otra cualidad que se
exhibe en estas dos superficies, es que toda 1-forma diferencial de clase C*° cerrada

con soporte compacto necesariamente es exacta.

Finalmente, describimos la relacién que mantienen estas caracteristicas, ademas,
obtenemos un resultado de rigidez. A saber, una superficie de Riemann homeomorfa

a un abierto de S? es biholomorfa a una abierto de la esfera de Riemann.
Palabras claves: Variedades suaves. Formas diferenciales. Teorema de la Curva

de Jordan. Superficies de Riemann. Funciones holomorfas. Funciones armonicas. El

Problema de Dirichlet.
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Introduccion

Una superficie (2-variedad conexa) es plana, si topoldgicamente es un abierto de
la esfera S?. En este trabajo revisamos que la condicién de ser plana se codifica a

través de las siguientes caracteristicas:

(1) Una superficie plana satisface el Teorema de la Curva de Jordan, i.e., el
complemento de cualquier curva cerrada simple sobre la superficie tiene

exactamente dos componentes conexas.

(i1) Toda 1-forma diferencial de clase C'* cerrada con soporte compacto sobre

una superficie plana necesariamente es exacta.

Un trabajo realizado por Simha [Sim89] nos ofrece una caracteristica mds. A
saber, una superficie de Riemann plana es biholomorfa a una abierto de la esfera de
Riemann.

El objetivo de esta tesis es exhibir la equivalencia entre estas cuatro propiedades.
Para ello, desarrollamos elementos de la teoria de 1-formas diferenciales de clase

C*, funciones holomorfas, funciones arménicas y de curvas suaves.
A continuacién, detallamos el contenido de este trabajo:

En el Capitulo 1 revisamos los conceptos de variedades suaves, aplicaciones
suaves, sub-variedades, variedades orientables y con borde, particién de la unidad.

Enunciamos el Teorema de Sard y el Teorema de Clasificacién de 1- Variedades.

En el Capitulo 2 desarrollamos teoria de la Cohomologia de deRham. Enunciamos
la Secuencia de Mayer - Vietoris y presentamos nuestro primer resultado. A saber,

cualquier dominio en la esfera S? cumple el Teorema de la Curva de Jordan.



En el Capitulo 3 trabajamos con las funciones holomorfas en el plano. Probamos
el Teorema de Uniformizaciéon de Riemann y generalizamos un resultado presentado

en [For12] sobre las familias de funciones schlicht.

En el Capitulo 4 revisamos los conceptos y propiedades de las superficies de
Riemann, funciones arménicas. Brindamos un criterio para saber cuando dos anillos
son equivalentes de manera holomorfa y resolvemos el Problema de Dirichlet usando

el Método de Perron.

En el Capitulo 5 nos dedicamos a estudiar las relaciones entre las caracterisisticas

de una superficie plana y presentamos nuestro principal resultado :

Teorema. Sea X una superficie de Riemann. Las siguientes proposiciones son

equivalentes:
(1) X es plana.

(13) X satisface el teorema de la curva de Jordan, i. e., el complemento de cualquier

curva cerrada simple sobre X tiene exactamente dos componentes conexas.

(1i1) Toda 1-forma diferencial de clase C* cerrada con soporte compacto en X es

necesariamente exacta.
(iv) X es biholomorfa a un abierto de C.

Ademas, obtenemos el siguiente teorema de rigidez:

Teorema. Si una superficie de Riemann es homeomorfa a un abierto de la esfera

entonces es biholomorfa a un abierto de la esfera de Riemann.



Capitulo 1

Variedades Suaves

Una variedad topologica de dimensién m es un espacio topologico M el cual es
Hausdorff, admite una base enumerable de abiertos y es localmente homeomorfo a
R™. Esta ultima condicion significa que en torno de cada punto p € M podemos
obtener un abierto U en M y ¢ : U — V un homeomorfismo entre U y un abierto

V en R™. Llamamos al par (¢,U) carta o sistema local de coordenadas sobre M.

1.1. Variedades suaves

Un atlas sobre M es una coleccién A = {(pa,Us)}, o, de cartas sobre M de

a€N

modo que la coleccion {U,}necn €s una cobertura abierta de M . Decimos que un
atlas A sobre M es de clase C™ si cualquier par de cartas (po,Us) y (¢s,Us) en A

son C'*°- compatibles; es decir, si satisfacen una de las siguientes condiciones:
1. Uy =U,NUg =10
2. Si Uap # 0 entonces
Yap = 050 Pa " Pa(Uas) = ©5(Uap)
es un difeomorfismo de clase C™ entre los abiertos ¢, (Uag) v ¢5(Uasp) en R™.
Si A es un atlas de clase C* sobre M entonces la coleccion
M(A) ={(p,U) | (p,U) es C* — compatible con toda carta en A}

es una atlas C°°—maximal sobre M que contiene al atlas A y que es el tnico atlas
sobre M con estas propiedades. El atlas M(A) es llamado estructura diferenciable

de clase C° sobre M.
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Definicién 1.1. Una wvariedad suave es un par (M,Y) donde M es una variedad

topoldgica y ¥ es una estructura diferenciable sobre M.

Es preciso mencionar que un atlas A de clase C* sobre una variedad topolégica M
determina de manera tnica una estructura diferenciable de clase C'*° sobre M. Por
abuso de lenguaje el par (M, A) también serd llamado una variedad suave, aunque

formalmente nos estemos refiriendo a (M, M(A)).

Observacion 1.2. En este trabajo llamaremos superficie a una variedad

topoldgica bidimensional conexa.

Ejemplo 1.3. [La Esfera S?|. Sean los puntos N = (0,0,1) y S = (0,0, —1) en 52
Consideremos las proyecciones estereograficas respecto a estos puntos :
onv: SP\{N} — R? ps: S*\{S} — R?

( D1 D2 ) ( b1 D2
1—ps'1—p; 1+p;s' 1+4ps

(P17P27P3) (p17p27p3)

cuyas inversas respectivamente son:

o R = S2\{N}
2.T1 2[['2 ZE%—}‘I%—l
1+22 423" 1+ a3 +22 1+ 22 423

)

(z1,22) =

gpglz R? — S2\ {S}
21 215 1—y%+y§
<1 2 2] 2 277 2 2>
+yrt+y; L+yr+y; L+yi+y;3

Notemos que las aplicaciones de cambio de coordenadas:

(Y1, Y2)

pns: R2\{0} — R\ {0} . psn s R2\{0} — R*\ {0}

T i) n Y2
(x1,22) = ( , ( , )
x] + 23 w] + a3 yi+us Yl +us

) (1, 92)

son de clase C'*°. Por consiguiente, la coleccion

Ase = {(en, S*\{ND), (on, ST\ {S}H)}

es un atlas de clase C™ sobre S2. Como los abiertos S? \ {N} y S?\ {S} son conexos
. .z ’ . 52 P 1 52 ﬁ .
con interseccién no vacia, se sigue que S* es conexo. Por lo tanto, S* es una superficie

suave.
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1.2. Aplicaciones suaves

Sean (M™, A) , (N"™, B) variedades suaves y f : M — N una aplicacién continua.
Decimos que f es suave si para todo par de cartas (¢, U) € Ay (¢, V) € B tal que
f(U) C V se tiene que

vfemh i (U) = (V)

es una aplicacion de clase C'™ entre los abiertos p(U) C R™ y (V) C R™.

Es facil ver que esta definiciéon no depende de la eleccién de las cartas sobre M
y N, por lo tanto, es posible obtener que la composicién de aplicaciones suaves
es suave. Decimos que la aplicacion f : M — N es un difeomorfismo si f es un
homeomorfismo de modo que f y f~! son suaves. Decimos que las variedades M y

N son difeomorfas si existe un difeomorfismo f : M — N.

1.3. Espacio tangente a una variedad en un punto

Dado (M™, A = {(¢a,Ua)}4ep) tna variedad suave y p € M. Consideremos el

conjunto A, :={a €A | peU,} yen A, x R la relacién de equivalencia

(@, a) ~p (B,6) <= b= d(¢ap)ga(@)
El conjunto de clases de equivalencia
T,M =A, xR"/ ~,

es llamado espacio tangente a M en p.
Ademas, T, M puede ser dotado de una adicién y una multiplacién por escalares de

la siguiente manera:
L. [a,a] + [, a] :== [o,a + @
2. Ma,a] :=[a, Aa] con A € R

Luego, T),M tiene estructura de espacio vectorial cuya base para cada oo € A, y cada

base {v1,vs,...,v,} de R™ es el conjunto

{[a, v1], [, va], .. ., [ov, v, ]}

12



1.4. La derivada de una aplicacion suave

Sean (M™, A = {(¢a:Ua)}taen) + (N",B = {(¥5,Vs)}gep) variedades suaves,

pe My f: M — N una aplicacién suave. Definimos

dfpi TpM — Tf(p)N
[a,a] = [B,d( Vs fr")pam)(a)]

donde a € A, y B € 'y son tales que f(U,) C V3. La aplicacién df, esta bien

definida y es llamada la derivada de f en el punto p; ademas, df, es lineal.

1.5. Variedades orientables

Sean V' un espacio vectorial de dimensién finita y B, B’ dos bases ordenadas de
V. Diremos que B y B’ son equivalentes si la matriz cambio de coordenadas tiene
determinante positivo. Esto define un conjunto de clases de equivalencia que solo
tiene dos elementos y cada uno de ellos es llamado una orientacion de V. Cada
base ordenada {vy,...,v,} define una orientacién [vy,...,v,], que es su clase de
equivalencia.
Una orientacion O en una variedad suave M™ es una correspondencia que asigna
a cada p € M una orientaciéon O, € T,M de manera continua, es decir, para cada

punto p € M existe una carta (¢, U) en torno de p tal que

[ Npig) €1, - - -, AP g - €m] = Oy

para todo ¢ € U. Decimos que una variedad suave es orientable si existe una

orientacién O sobre M. Una variedad orientada es el par (M, O).

1.6. Variedades con borde

Recordemos que una aplicacion f : A — R™ definida sobre un conjunto A C R™
es suave si admite una extensién F' : U — R”™ suave definida sobre un abierto U que
contiene a A. Una aplicacion f : A — B es llamada un difeomorfismo suave entre
los conjuntos A C R™ y B C R" cuando f es un homeomorfismo tal que fy f~*

son ambas aplicaciones suaves.

Sean H™ = {(z1,...,zy) € R™ | x,, > 0} yOH™ = {(24,...,2,) € R™ | z,, = 0}.

13



Con la extension descrita lineas arriba se tiene que la aplicacion cambio de
coordenadas es un difeomorfismo, a saber, si ¢, : Uy = Ay @3 : Ug — B son cartas
sobre una variedad suave tal que U, # 0 y A, B son abiertos en H™ o R™, entonces
Vap : PalUap) = pp(Usp) es un difeomorfismo de clase C*°. Asi conseguimos lo que
frecuentemente se llama variedad suave con borde.

Sea A = {(¢a,Ua)}acn es un atlas de clase C™ sobre la variedad con borde
M™. Definamos OM = {p € M | pu(p) € OH" para algina € A}, se sigue
que ©o(Uy NOM) = po(U,) N OH™ para todo a € A. Asi, el espacio M con la
topologia inducida del ambiente, es una variedad sin borde (m — 1)—dimensional
y OA = {(Paj, g Ua M OM)} es un atlas de clase C> sobre 9M. La variedad
suave (OM,0A) es llamada borde de M. Y su complemento intM := M\ OM es
un abierto de M y por lo tanto tiene estructura diferenciable inducida por M. La

variedad suave sin borde (intM, Ajinar) es llamada interior de M.

1.6.1. Orientacion inducida en el borde

Sea M™ una variedad suave con borde y p € M. Decimos que v € T,M apunta
hacia afuera de M cuando para alguna carta (v, U) en torno de p se satisface que
dpy(v) ¢ H™. No es dificil ver que esta definicién no depende de la eleccién de la
carta tomada. Sea M™ con m > 2, una variedad suave con borde y orientada. Sea
O la orientaciéon de M y p € OM. Definimos en OM la correspondencia O como
p — 00, = [v1,...,Up_1] donde {vi,...,v,,_1} es una base ordenada de T,0M
para la cual existe un vector v € T, M que apunta hacia afuera de M de modo que

[V,01,..., V1] = O,. Asi pues, 0O es una orientancién en OM.

Definicién 1.4. Sean M™, N™ variedades suaves y f : M — N una aplicacion

suave. Entonces:

1. Decimos que f es una submersion en p € M si df, : T,M — Ty, N es

sobreyectiva, de ahi que m > n.

2. Decimos p € M es punto regular de f si f es submersion en p; caso contrario,

decimos que p es punto singular.

3. Sea ¢ € N. Decimos que ¢ es valor reqular de f si todo punto de f~!(q) es

regular (pudiendo ser vacio); caso contario, decimos que q es valor singular.

14



Proposicion 1.5. Sea U un abierto en R™ y f : U — R™ una funcion suave. Si
0 € R"™ es valor regular de f entonces f~1(0), si no es vacio, es una variedad suave

de dimension (m —n).

Prueba. Sea p € f~*(0). Por hipGtesis df, : R™ — R™ es sobreyectiva. Tomemos
E C R™ subespacio de dimensién n tal que df,(E) = R" y V C R™ de dimensién
(m —n) tal que E ® V = R™. Podemos asumir que £ = R* y V = R™™".

Counsideremos la funcién

F: UCR" — R > R
T — (:El,l’g,...,xm—mf(x))

Es facil ver que F' € C*(U) y dF, : R™ — R™ es un isomorfismo. Luego, por el
teorema de la funcién inversa, existe un abierto U C U en torno de p tal que F (U ) es
un abierto en R™y Fi : U — F(U) es un difeomorfismo de clase C*°. Consideremos
aW =F(U)N (R™™ x {0}) entonces F‘a} ‘W — f~40)N U es un difeomorfismo
de clase C'°. O

1.7. Subvariedades

Sea M™% una variedad suave. Un subconjunto N C M es una subvariedad suave
de dimensién n de M, si para cada p € N existe una carta (p,U) en torno de p de
modo que p(NNU) = ¢(U)N (R™ x {0}). La estructura diferenciable sobre N esta
generada por el atlas Ay = {(¢|vnn, U N N)}.

Proposicion 1.6. Si g es un valor reqular de la aplicacion suave f : M™ — N™

entonces f~1(q) es una subvariedad de dimension (m —n).

Prueba. Sea p € f~'(q). Tomemos cartas (¢,U) en torno de p y (¢, V) en torno
de ¢ tales que p(p) = 0y ¥(q) = 0. Luego, 0 € R" es valor regular de
Yo fopt:pl)— R Usando la proposicién 1.5 se sigue que f~!(q) es una

subvariedad de M de dimensién (m — n). O

Teorema 1.7. (Teorema de Sard). Sea f : M — N wuna aplicacion suave.

Entonces el conjunto de valores singulares de f tiene medida nula en N.

Prueba. Ver [MW9T7]. O

15



Teorema 1.8. (Clasificacion de 1-variedades). Toda variedad suave conexa

I-dimensional es difeomorfa al circulo S* o a algin intervalo de R.

Prueba. Ver [MWO7]. O

1.8. Particion de la unidad

Recordemos que en un variedad suave M™ para cada p € M existe una carta
(p,U) en torno de p de modo que ¢(p) =0y p(U) = By
Decimos que la coleccion de subconjutos {U, }aen de M es localmente finita si para

cada p € M existe una vecindad V' de p de modo que el conjunto
{ae A | VUU, # 0}
es finito.

Proposicién 1.9. Sean M™ una variedad suave y V = {Vz}ger una cobertura
abierta de M. Entonces existe una coleccion {(¢n, Uy,) tnen de cartas sobre M tales

que :
(1) {Un}nen es una cobertura localmente finita de M que refina a V.
(77) pn(Un) = BY* para cada n € N.

(i11) La coleccion {@, (B)} todavia cubre a M.

Prueba. En M podemos obtener una base (B, )nen tal que B,, es compacto, luego,
construimos una secuencia de compactos K1 C ... C K; C ... tal que M = ‘UNK j
je

y K; C intKji. Sea Ki = By, tomemos al menor entero ny > 1 tal que K; C

BiU...UB,, y definamos al compacto K := By U...U B,,. Nuevamente, elijamos

al menor entero ny > n; tal que Ky C B1U...UB,, ...UB,, y definamos al compacto

K3 := ByU...UB,,. Supongamos que tenemos los j—primeros compactos de la

secuencia, tomemos al menor entero n; > n; 1 tal que K; C By U ... U By,

y definamos al compacto Kj;; := B1U...UB,,. Para j € Z, consideremos el
compacto C; = Kj1 \intK; y el abierto D; = intK;i9\ Kj_1 con K; = () para
J <0, claramente, C; C D;. Luego, para cada C; podemos encontrar una cantidad

finita de cartas {(¢}, U)}L, tal que:

16



1. Uij esta contenido en D; para cada i € {1,...,4;} y en Vj para algin J € I.
2. ¢](U}) = By".

3. La coleccién {W/}., cubre a C;.

Claramente la coleccién {(¢F,U") | n € N;1 <i <1,} es localmente finita, pues si
p € M entonces existe algin D,, tal que p € D,,. Luego, p € C}, y como Uij NnC, =10
para j > n+2ei € {1,...,4;}, se sigue D, tiene intersecciéon no vacfa con una

cantidad finita de abiertos U/ y satisface las condiciones requeridas. ]

Definimos el soporte de la funcién continua f : M — R como

supp(f) :=={p € M | f(p) # 0}

Si V = {Vs}ser es una cobertura abierta de M, una particion de la unidad
subordinada a V es una coleccién de funciones suaves {&g : M — [0,1]}ger que

satisfacen las siguientes propiedades:

1. supp(&p) C V.

2. La coleccién {supp(&s)}ser es localmente finita.
3. > &s(p) =1 para todo p € M.
ger
Proposicién 1.10. Sea M™ wuna wvariedad suave. Para toda cobertura abierta
V = {Vs}ger de M existe una particion de la unidad {s : M — [0,1]}ger

subordinada a la cobertura V.

Prueba. Sabemos que existe una cobertura {U, },en localmente finita que refina V
tal que ¢, (U,) = BY". Consideremos la funcién suave n: R”™ — R con n = 1 en B}"

y definamos la funcion &, : M — R como

n(en(p)) , sipeU,

fn(p) =
0 , sipe M\ U,

que es suave, pues &, =nop, en U, y &, =0 en M \ supp(&,), ademés,la coleccién
de {supp(&,) tnen es localmente finito. Luego, la funcién &, : M — R esta bien

neN
definida, pues sip € M y V es una vecindad de p entonces {n € N | VNU, # (0} es

17



finito. Asi, Y _ &, es suave, pues localmente es suma de funciones suaves y es positiva
neN
para todo p € M. La funcién suave

G
=S

neN

cumple que Y ¢, = 1 y la coleccién de soportes {supp(¢,)} es localmente finito.
neN
Definamos la aplicacién f : N — I' como f(n) =  tal que supp(¢,) C Vp—p(n). Asi,

para cada § € I' tenemos que :

L &= > ¢n
B=(n)

2. su C U ¢ (BR)C U @ Y(BY) C V.
pp(&s) B:f(n)%z (B3") 5 fn)SO (By") B
3. La coleccion de soportes es localmente finita.

Por lo tanto, la coleccion {& : M — [0,1]}ger es una particién de la unidad

subordinada a V. O
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Capitulo 2

Formas Diferenciales

Sea V' un espacio vectorial de dimensién m. Dado k£ > 0, una k-forma alternada

es una funcion

w:Vx.. xV->R
———

k—wveces

que es k-lineal y antisimétrica. El espacio de las k-formas alternadas en V' se denota

por AR(V).

Propiedades 2.1.
1. A*(V) es un espacio vectorial.
2. A°(V):=R y AY(V) = V* (espacio dual).
3. AR(V) = {0}, sik > m.

Sean f1,..., fr € AY(V). Definimos la k-forma producto exterior fiA...Afi € A¥(V)

como
AN fa NN fi(vr,va, .0 ) = det(fi(vi))1<ij<k

para todo vy, ve, ..., v € V.

Sea {ey,eq,...,6e,} una base de V entonces su base dual {dxy,dz,, ..., dz,,} es

una base de A'(V). Sean el multi-indice I = {1 < 4y < iy < ... < i, < m},
er = (€5, €y, ..., €5,) y duy = dxy, ANdxy, A .. Ndx;,. Luego, la coleccién {dwy}zj—k
es una base de A*(V), o sea, si w € A*(V) entonces w = >, ardz; donde a; = w(ey).

En particular dimA*(V) = (7).
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Proposicién 2.2. Sea V' un espacio vectorial de dimension m. Dado k,l > 0 existe

un operador
A ARV) x A(V) — ARY(Y)
(w,0) = wAl

que satisface :

(1) A es bilineal.

(1) wAO=(-DFOAw,Vw e AF(V), VO e AYV).
(1ii) A es asociativa.

Prueba. Sea {dx,...,dr,} una base de A'(V). Para cada multi-indice I = {1 <

ih<ig<...<i,<m}lyJ={1<j1 <js<...<js<m} definamos
dey Ndxy:=dxy, A...Ndz;, Ndzj, A .. A dzj,

Dados w =), ardz;y 0 =) ; bydx; una k-forma y l-forma respectivamente, como

los coeficientes ay, by estan univocamente determinados. Definamos el operador

A AR(V) x AHV) — AFH(V)

como
wAl = Z(Z[b(]dl’[/\dl’]
1,J
el cual satisface las propiedades descritas. O

Sea VW espacios vectoriales de dimensién finita y A : V' — W una aplicacién

lineal. Dado w € A¥(W) definimos A*w € A*(V) como
A*w(vy,vg, ..., vg) = w(Avy, Avg, ..., Aug)

para todo vy, ve, ..., v € V.

2.1. Formas diferenciales

Sea M™ una variedad suave. Una k-forma diferencial sobre M es una

correspondencia w que asigna a cada punto p € M una k-forma w, € A*(T,M).
wip€ M — w, € NT,M)
El espacio de las k-formas diferenciales sobre M se denota por QF(M).
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Propiedades 2.3.
1. QF(M) es un espacio vectorial.
2. Q°%(M) = {espacio de funciones de M sobre R}.
3. QF(M) =0, sik > m.

Sea M una variedad suave. Dado k,l > 0 definimos el producto exterior de formas

diferenciales
A QF(M) x QM) — QFY(M)

(w,0) = wAf
como

(WAB), :=w, A, € N*T (T, M)

Sea f : M — N una aplicacén suave. Dado w € QF(N) definimos f*w € QF(M)

Ccomo
(ffw)p = (dfp)*wf(p)

para todo p € M.

Propiedades 2.4. Sean M, N, P variedades suaves, f : M —- Ny g: N — P

aplicaciones suaves, w € QF(N) y 0 € QY(N). Entonces :
1. f* es lineal.
2. fflwAnl) = frfw A f*0.
3. (gof)r=["og"
4. Si f es un difeomorfismo entonces f* : QF(N) — QF(M) es un isomorfismo y

vale que (f*)71 = (/)"

2.1.1. Representacion local

Sea M™ una variedad suave y (y,U) una carta en torno de p € M. Luego
{dp1,dpa, ..., dpn} es una base de A'(T,M) donde dy; := (dp,)*(dx;) para 1 <
i < m, pues (dp,)* : AY(R™) — AY(T,M) es un isomorfismo y {dx1,dxa,...,dz,,}
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es la base canénica de A'(R™). Se sigue que {dy;} 7= es una base de A¥(T,M), o

sea, si w € QF(M) entonces

w = Za;dgpl donde {a; : U — R} =
I

Oew = Z ardrren(U)

1

Decimos que w € QF(M) es de clase C" (r > 0) si en cualquier representacién local

de w se tiene que las funciones {a;} ;= son de clase C".

Observacion 2.5. En este trabajo las k-formas diferenciales son de clase C*°. En

particular, Q°(M) = C*(M).

2.1.2. Derivada exterior

Sean M™ una variedad suave, f € QM) y (¢ = (¢1,---,9m),U) una carta en

torno de p € M entonces la derivada de f

d: QO(M) — Ql(M)
e
En coordenadas locales
df = ;a—%dgoi ,enU

donde
of
dp;

)= AL

A continuacién, definimos al operador derivada exterior

(¢(p)) ,para todop € U

d: QM) — QL)

w — dw

En coordenadas locales

dw = Zdal/\dgolenU
I
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Afirmacion: El operador derivada exterior esta bien definido.
En efecto, recordemos que para todo f : M — N de clase C* y para todow € Q°(N)
se cumple que d(f*w) = f*(dw). Luego en U se tiene que
e (D_pdar Ndor) = Y2 pu(dar) Adry
= Y ;d(p.ar) Ndxg
= A, psardry)
= d(p.w)

Consideremos dos cartas (¢a,Us) v (¢s,Us) en torno de p € M, entonces
w= Z ajde] = Z a?dgpﬁ enUyp
I J

CcOo1mo

(9a)x O da A dp) = d((0a)sw) en 9o (Us)

(08)«(> _ daj A digh)) = d((i05)w) en 05(Up)

entonces

(ap)e(d(Pa)sw) = d((Pap)s © (Pa)w) = d((pg).w) en pp(Uas)

Por lo tanto

Za?/\dgpﬁ‘zZaﬁ-/\d@? en Uyg
I J

Propiedades 2.6. Sean M, N variedades suaves, F': M — N una aplicacion suave,

feC®(M),weQ¥M),0eQ(M)yneQFN). Entonces :
1. d es lineal.

2. d* = 0.

w

Cd(fw) =df Nw+ fdw.
4. dwNb0)=dwAb+(—1)“w A db.
5. d(F*n) = F*(dn).

Teorema 2.7. (Teorema de Stokes). Sea M™ una variedad suave orientable con

borde y w € Q™Y (M) con soporte compacto. Entonces

/dw:/ w
M oM

Prueba. Ver [Spi70]. O
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2.2. Cohomologia de deRham

Sea M™ una variedad suave. La siguiente sucesion de homomorfismos

0— QM) S .S (M) S Qb (M) L o () S S om(M) = 0

es llamada complejo de deRham. Esta sucesion es semiexacta, es decir, d od = 0.

Definimos al espacio de las k-formas diferenciales cerradas como
Zh(M) = {w € Q*(M) | dw =0} = Ker (d: Q" (M) — Q*'(M))
y las exactas como
Bip(M) :={we QM) | w=da, a € (M)} =Im(d: Q" (M) = Q*(M))
Propiedades 2.8.
1. Bip(M) C Zgp(M).

2. Zm (M) = Qm(M).

w

CZ9% (M) ={f: M — R | feslocalmente constante}.

W

. B3 (M) :={0}.

Definicién 2.9. Llamamos el k-ésimo grupo de cohomologia de deRham de M al

cociente

cuyos elementos son las clases de cohomologia
W] ={w+dac QM) | ac Q"1 (M)}
Propiedades 2.10.

1. H%,(M) es un espacio vectorial.

Qm(M)

2 Hip(M) = gy

3. Hip(M)={f: M — R | fes localmente constante}.

4. Si M es conexo entonces Hip(M) ={f: M — R | f es constante} = R.
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Si M = J,c, My es la descomposicién de M en componentes conexas entonces
Hip(M) = [Ler HJp(M))
Wl = (wpn)aer

En particular, H,(M) = RE.
Sean M, N variedades suaves y f : M — N una aplicacién suave. Considerando la
propiedad f*(dw) = d(f*w) se sigue que f*(ZE(N)) C Z(M) y F*(Bln(N))

BYo(M). Lo cual nos permite definir el pull-back en cohomologia de deRham como

frr Hjp(N) — Hjp(M)

Wl = ]

Propiedades 2.11. Sean M, N, P variedades suaves, f : M —- Ny g: N — P

aplicaciones suaves. Entonces :

1. f* esta bien definida y es lineal.

2. (go f)*=frog"

3. Si f es un difeomorfismo entonces f* : HX.(N) — HE.(M) es un isomorfismo

y vale que (f*)~' = (f71)".

2.2.1. Invariancia por homotopias

Definicién 2.12. Sean M una superficie suave, v, : [0,1] = M y 72 : [0,1] - M
dos curvas C! por partes. Decimos que v, y 72 son homotdpicas con extremos fijos

si existe una aplicacién continua H : [0,1] x [0,1] — M tal que :

H(0,5) =71(0) =%(0)  H(t,0) = n(t)
(1) H(t 1) = ()

Proposicion 2.13. Sea M una superficie suave y w una 1-forma diferencial de clase

C™ cerrada sobre M. Si v, y v2 son dos curvas C* por partes sobre M homotdpicas

/”:/“
71 72

Prueba. Ver [NR11]. O

con extremos fijos. Entonces
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Definicién 2.14. Sean M, N variedades suaves y f,g : M — N aplicaciones

suaves. Decimos que f y g son C*°—homotdpicas si existe una aplicacién suave

H: M x[0,1] — N tal que :

H(p,0) = f(p) y H(p,1) = g(p)

Escribiendo H(p) := H(p,t) podemos ver a la aplicacién suave H como una familia

de aplicaciones suaves H; : M — N tal que Hy= fy H, = g.

Teorema 2.15. (Invariancia homotdpica). Sean M, N wvariedades suaves y
f,g : M — N aplicaciones suaves. Si f y g son C*°—homotdpicas entonces las

aplicaciones

f*g* - Hip(N) = Hjp(M)
son iguales.

Prueba. Ver [FM09]. O

Lema 2.16. Sean M, N variedades suaves y f : M — N wuna aplicacion continua
(propia). Entonces para toda funcion continua € : M — (0,400) existe una
aplicacion g : M — N suave (propia) tal que d(g(p), f(p)) < e(p) para todop € M.
Mas aun, si f es suave en un subconjunto cerrado C' C M es posible elegir g de

manera que gic = fic-
Prueba. Ver [Mil58]. O

Lema 2.17. Sean M, N wariedades suaves y f : M — N wuna aplicacion
continua (propia). Entonces existe una funcién continua 6 : M — (0,400) tal
que toda aplicacion g : M — N suave (propia) que es una 0—aproximacion de f

necesariamente es (propiamente) homotopica a f.
Prueba. Ver [Mil58]. O

Proposiciéon 2.18. Sean M, N wvariedades suaves y f,g : M — N aplicaciones

suaves. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) Existe una C*°—homotopia H : M x [0,1] — N tal que Hy= f y H; = g.
(i1) Ewiste una C°—homotopia H : M x [0,1] — N tal que Hy = f y H, = g.
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Prueba. Basta probar (ii) = (). Definamos la aplicacién H : M x R — N como

f(p) ,s1 <0
H(p,t):={ H(p,t) ,si 0<t<l1
glp) st t>1

la cual es continua. Por el lema 2.17 existe L : M x R — N suave con
[L(p,t) — H(p,t)| < 6(p,t) , para todo (p, 1) € M x R

Por el lema 2.16 se tiene que Ljpsx[o,] s una C'°°—~homotopia entre Loy L;. Como f

y ¢ son suaves, se sigue que f < Loyyg < Ly. Luego f < g, por transitividad. [J

Proposicién 2.19. (Invariancia topolégica de la cohomologia de

deRham). Si M y N son variedades suaves homeomorfas entonces
Hyp(M) = Hgp(N)

Prueba. Sea h : M — N el homeomorfismo. Como h: M — Ny h™' : N — M son
continuas, por el lema 2.17 existen f : M — N suave tal que f < h yg:N—M
suave tal que g < h

Las aplicaciones f* : H¥.,(N) — HY.,(M) y g* : Hf(M) — HE,(N) son inversas
una de la otra. Como fog o P Qi Idy v go f A4Sy, — Idy; por la
proposiciéon 2.18 se tiene que f o g e Idy y go f - Idy;. Por el teorema 2.15 se
sigue que f*og* = Idyk )y g*o f* = Idps (N). Es decir, HY (M) y HE(N) son

isomorfos. O

Motivados por la proposicion anterior, definamos el pull-back de una aplicacion

continua en cohomologia de deRham.

Sean M, N variedades suaves y f : M — N una aplicaciéon continua. Definimos

f*: HY(N) — HY.(M) como f*:= g*, donde g : M — N es cualquier aplicacién

suave homotopica a f, que existe por el lema 2.17. La aplicacion f* esta bien definida,
0

. L . C
pues si g1, g2 : M — N son aplicaciones suaves homotépicas a f entonces g ~ go y

por la proposiciéon 2.18 resulta que ¢; < g2. Luego por el teorema 2.15, g7 = g5.
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Propiedades 2.20. Sean M, N, P variedades suaves, f : M —- Ny g: N — P

aplicaciones continuas. Entonces :
1. f*: H5o(N) — HE5,(M) es lineal.
2. (gof)r=["oyg"

3. Si f es un homeomorfismo, entonces f* : HE(N) — HF (M) es un

isomorfismo y vale que (f*)~! = (f~1)*.

Definicién 2.21. Dos espacios topologicos M e N son homotopicamente
equivalentes, si existen aplicaciones continuas f : M — N y g : N — M tales

que go f~Idy y fogn~ Idy.

Proposicion 2.22. Si M, N son variedades suaves homotopicamente equivalentes
entonces

Hp(M) = Hip(N)

Prueba. Sean f : M — N y g : N — M dos aplicaciones continuas tales
que go f ~ Idy y fog ~ Idy, entonces f*o g = (go f)* = Idg () ¥
g*Of*Z(fog)*ZlngR(N)- —~

Corolario 2.23. Si M es una wvariedad suave contrdctil (homotdpicamante

equivalente a un punto) entonces

st S\
0 , st E#0

Hyp(M) =

2.2.2. La Secuencia de Mayer-Vietoris

Sea M una variedad suave y U, V abiertos en M tal que UUV = M. Consideremos

la siguiente secuencia corta

0 — QM) 5 QFU) B Q) = QKU NV) — 0
w — (Wi, wv)
(wur, wyv) — (W) v — (@) jpav

Afirmacion: La secuencia escrita es exacta.

Prueba. Ver [Lim01].
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A continuacién, definamos la aplicacion
§: Hip(UNV) — HEH (M)

llamada homomorfismo de conexion. Sea [w] € HY,(UNV) una clase de cohomologfa
y w € Z,(UN V) un representante, entonces w = wy — wy en U NV donde

wy € QFU) y wy € QF(V) . Definimos

doy , en U
ow =
doy ,en V

Luego
bw € ZE1(M)
Por lo tanto, d[w] := [dw].
Afirmacion: [dw] solo depende de w.
En efecto, si w = @y — @y en UNV donde &y € QF(U) yv @y € Q¥(V), entonces

wy —wy =wy —wy en UNV. Luego, definimos 6 € Qk(]\/[) de clase C*° como

wy —wy ,en U
0 :=
wy —wy ,en V

entonces Wy = wy + 0y wy = wy + 0. Asi
Oy oy W = 0w +df ,en M

Por lo tanto, [0z, &, w| = [0w]
Afirmacion: [dw] solo depende de [w].

En efecto, consideremos al representante w + df con 8 € Q*1(U N'V) entonces

w—+db = (wU+d9U) —(wv+d9V),enUﬂV

dlwy +dby) , en U
d(wv+d9V) , en Vv

d(w+dh) =

Luego, [6(w + df)] = [éw]. Por lo tanto, la aplicacién
§: HE(UNV) — HYEHM)
@] = (o]

estd bien definida y es lineal.
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Teorema 2.24. (La Secuencia Larga Exacta de Mayer-Vietoris). Sea M™
una variedad suave y U,V abiertos en M con U UV = M, entonces la siguiente

secuencia larga

I q(U) @ HI (V) —= Hn(UNV) —=0

S.
O

- HéR(U) D HéR(V) — HéR(U N V) )

C"H%(M)
(»Hég(M)

s.
0

00— H((i)R(M) - Hc(i)R(U) D HgR(V) — H((i)R(U N V) )

es exacta.

Prueba. Ver [MT97]. O

2.2.3. Cohomologia reducida

Sea M™ una variedad suave. Recordemos que Hi,(M) es el espacio de funciones
localmente constante sobre M. Sea C' una componente conexa de M y consideremos
las funciones constantes sobre M dadas por la restriccion de las funciones localmente

constantes sobre M en C. Definamos

—0 {funciones localmente constante sobre M}
Hp(M) ==

{funciones constantes sobre M}

Propiedades 2.25.
1. dimH (M) = dimHS (M) — 1.
2. M es conexo <= FSR(M) = {0}.

Sif: M — N esuna aplicacion suave entonces el pull-back f* : ﬁgR(N) — ﬁgR(M)

estd bien definido. Sea M = U U V. Consideremos la secuencia
-0 P —0 B — s
0 — Hyp(M) — Hzr(U)® Hyp(V) — Hip(UNV) — H;R(M) —

Afirmacion: ©* es inyectiva.
En efecto, sea [f] € FZR(M) tal [f] € ker i*. Entonces fiy = cy y fijv = ¢y, como

UNV #{ se sigue que cy = ¢y = ¢. Por lo tanto, f = c.
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Afirmacion: Im i* = Ker —.
En efecto. Im i* C Ker —, pues — oi* = 0. Por otro lado, sean [fy] € ﬁgR(U) y
[fv] GﬁgR(V) tal que fy — fy =cen UNV.Luegoc=c—0conce Uy 0 eV, se

sigue que fy —c= fy —0en UNV. Definimos

fu—c ,en U
fV , €n Vv

Consideremos [f] € ESR(M) tal que [fiu] = [ful v [fiv] = [fv]. Por lo tanto,
Ker C Im 1.

Afirmacion: Im — = ker ¢.

En efecto. Kerd C I'm —. Sea [fyy] € ﬁO(UﬂV) tal que d fyy = dg con g € C*(M),
ademds, fuy = fu— fy donde [fy] € ﬁgR(U) v [fv] € FSR(V). Luego, d(fu—g) =0
en Uy d(fy —¢) = 0 en V. Definimos

vi=fv—g ,en U
fvi=fr—g ,en V

Luego, [fu] € FSR(U) y [fv] € FSR(V). Por lo tanto la secuencia de Mayer-Vietoris
con esta simplificaciéon de cohomologia en dimension cero esta bien definida y es

exacta.

Ejemplo 2.26. [Cohomologia de la esfera 5?]. Consideremos en S? los abiertos
U= S*\{N} yV = S2\{S}. Se sigue que S? = U UV; ademas, U y V son
homeomorfos a R? y U NV es homeomorfo a R?\ {0}. Por la invariancia topoldgica
de la cohomologia de deRham se tiene que Hn(S?) = HIL(U) = HI(V) =
Hgp(UNV) = Hyp(UNV) 2 R, Hyp(U) = Hip(V) = Hip(U) = Hip(V) = 0.

Usando la secuencia de Mayer-Vietoris tenemos que :

R ,si k=02
0 ,si k=1

Hap(S?) =
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2.3. Dualidad de Alexander

Teorema 2.27. (Dualidad de Alexander). Si Cy y Cy son subconjuntos cerrados

en R™ homeomorfos entonces
Hip(R™\ C1) = Hip(R™\ Cs)
para todo k > 0.

Prueba. Sea el homeomorfismo h : C7 — C.

Afirmacion: Existe un homeomorfismo H : R™ x R™ — R™ x R™ tal que
H(z,0) = (0, h(z)) para todo = € C}.

En efecto, como h : C; — (5 es continua y ¢ : R™ — R™ su extensién continua,
posible por Tietze !. Definimos el homeomorfismo ® : R™ x R™ — R™ x R™ de modo
que ®(z1,79) = (z1, 72 + ¢(x1)). Como h~! : Cy — C} es continua y ¢ : R™ — R™
su extension continua. Definimos el homeomorfismo ¥ : R™ x R™ — R™ x R™ tal
que VU (y1,y2) = (y1 + ¥(y2), y2). Finalmente definimos H : R™ x R™ — R™ x R™
como

H:=U'lod

el cual es un homeomorfismo y satisface lo deseado. Con ello se concluye que
R*™\ Cy x {0} y R*™\ {0} x Cy son homeomorfos.

Afirmacion: Si C' C R™ es cerrado entonces los conjuntos U = R™™1\ C x [0, +00)
y V =R™1\ C x (—o0,0] son contréctiles.

En efecto, consideremos la aplicacién continua

F: Ux[0,1] — U
('Ta(l_ﬂy) 7Si y>0

((@,9),1) — |
('Tuy) ; Sy <0

el punto (0, —1) € U y la aplicacién continua

G: Ux]|0,1] — U
(1 —=1t)(x,0) +t(0,—1) ,si y>0

((z,9),t) — ,
(I —t)(x,y)+t0,-1) ,si y<oO0

1Sea C' C R™ un subconjunto cerrado y f : C' — R™ una aplicacién continua, entonces existe

una aplicacién continua g : R™ — R™ tal que gic = f
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Definamos la aplicaciéon

H: Ux|[0,1] — U
F((x,y),2t) , si
G((.T,y),Qt—l) aSi %

o
IN

t

IA
f—t N

((z,9),t)

IN

t

IN

vemos que H es continua, Hy = Idy y Hy = Cp 1. Por lo tanto, U es contractil.

Consideremos el homeomorfismo
¢: R 5 RmMHL
(J:’ y) = (ZE, _y)

el cual cumple que ¢p(U) = V. Por lo tanto, V' es contractil.

Asimismo se tiene que
UuV = R™1\C x {0}
UNV = R"™N\CxR=(R"\C)xR~ (R™\C)
Afirmacion: Si C C R™ es cerrado entonces se satisface lo siguiente:
Hip®R™\C) = Hi'(R™\C x {0}) k>0
70 [ m
Hap(R™\C) = Hjp(R™\ C x {0})

En efecto, usemos la secuencia de Mayer-Vietoris.

Para k > 0. Como U y V son contrictiles se tiene que H¥,(U) = H5,(V) =0y

0 — HY(R™\C) -5 HMYR™I\Cx{0}) -5 0

Por lo tanto, Hk,(R™\ ) = HEFL(R™1\ C x {0})
Para k = 0. Como U y V son conexos se tiene que ﬁgR(U) = ﬁgr(\/) =0y

0 — Hyp(R™\C) -5 HLR™\Cx{0}) - 0

Por consiguiente, H,;(R™\ C) 2 Hl(R™T\ C x {0})

Ya estamos listos para culminar la prueba, pues para k > 0 tenemos que
Hap(R™\ C1) = Hgg™ (R*™\ Cy x {0})

Como R*™\ Cy x {0} y R*™\ {0} x C son homeomorfos, por la proposicién 2.19 se
tiene que

Hap™ (R*™\ Cy x {0}) = Hy™ (R*™\ {0} x C)
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Asi
HJp(R™\ Cy) = Hyp(R™\ Cy)

Para k = 0, tenemos que
Ha(R™\ C1) & Hig(R™1\ Cy x {0}) & Hip(R™ 1\ {0} x Cy) = Hyp(R™\ C)
dR 1) = Hgp 1 = R 2) = Hygr 2
Como HSR(M) @ R ~ HY,(M) para cualquier variedad M, entonces
Hap(R™\ C1) = Hyp(R™\ Cy)

Por lo tanto,
Hip(R™\ C1) = Hip(R™\ Cs)

para todo k > 0. ]

Teorema 2.28. (Dualidad de Alexander en S™). Si Cy y Cy son subconjuntos

cerrados en S™ homeomorfos entonces
Hip(S™\ Ch) = Hip(S™\ Cy)
para todo k > 0.

Prueba. Sea el homeomorfismo h : C; — Cy tal que ps = h(p;1) con p; € C;. Para
i=1,2. Sea m; : S™\ {p;} — R™ la proyeccién estereografica respecto a p;. Como
Ci\{pi} = C;n (S™\ {pi}) es cerrado en S™ entonces m;(C; \ {p;}) es cerrado en
R™. Luego, mpohom : m(Cy\ {p1}) = m2(Cs \ {p2}) es un homemorfismo. Por el

teorema 2.27 se tiene que

Hap(R™\m(CL\ {p1})) = Hip(R™ \ m2(Ca \ {p2}))

Como m; : S™\{p;} = R™ es un homeomorfismo entonces los conjuntos S™\ C; y

R™\ m;(C; — {pi}) son homeomorfos. Asi
Hap(S™\ C;) 2= Hop(R™ \ 7i(Ci \ {pi}))

Por lo tanto,

Hap(S™\ C1) 2= Hyp(S™\ C)

para todo k£ > 0. O
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2.4. El Teorema de la Curva de Jordan en
dominios de la esfera S?

Definicién 2.29. Sea X una superficie suave y v : [0,1] — X una curva. Decimos
que 7 es cerrada si y(0) = y(1). Decimos que 7 es simple si y(t1) = y(t2) si y solo
si tl = tz (6] {tl,tg} = {O, 1}

Denotemos al espacio de curvas cerradas simples sobre X definidas en el intervalo
I =10,1] por C:(I,X) y las definidas en S* C C por C(S*, X).

Afirmacidn: Existe una correspondencia natural entre Cy, (I, X) y C(S*, X).

En efecto, sea v € O (I, X) y definamos 7 € C(S', X) como 7(z) := 7(t) donde
t € I tal que 2™ = 2.

La correspondencia es:
{Co(1,X)} «— {C(s", X)}

) — (=) = (1)
a(t) := a(e*™™) <+ a

La aplicacién 7 estd bien definida. Consideremos la aplicacién ¢ : I — S! definida

como () = €™ entonces 7 es continua, pues si C' es una curva cerrada simple en

X entonces 7 H(C) = p(y71(C)) es cerrado en S'. Como 7 es continua biyectiva ,

St es compacto y X es Hausdorff entonces 7 es un homeomorfismo entre S y tr7.

Proposicién 2.30. (Teorema de la Curva de Jordan). Sea v : [0,1] — R?
una curva cerrada simple. Entonces R?\ trvy tiene exvactamente dos componentes

conexas.

Prueba. Como tr~ y S' C C son homeomorfos. Por el teorema 2.27 se sigue que
Hgp(R*\ try) = Hyp(R*\ S') = R

Por lo tanto, R? \ try tiene exactamente dos componentes conexas. O
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Proposicién 2.31. (Teorema de la Curva de Jordan en S?). Sea v : [0,1] —
S? una curva cerrada simple. Entonces S?\ try tiene ezactamente dos componentes

conexras.

Prueba. Como try y S' x {0} C S? son homeomorfos. Por el teorema 2.28 se tiene
que

Hgp(S*\ try) = Hap(S*\ §' x {0}) = R?
Por lo tanto, S%\ trvy tiene exactamente dos componentes conexas. O

Proposicién 2.32. (Teorema de la Curva de Jordan para dominios en
R?). Sea U un abierto conexo en R* y v : [0,1] — U una curva cerrada simple.

Entonces U \ try tiene exactamente dos componentes conexas.

Prueba. Consideremos el abierto V' = R?\ ¢try entonces UUV = R2y UNV =

U \ trv. Por Mayer-Vietoris tenemos la secuencia
—0 2 —0 —0 —0 1 2
0= Hyp(R%) = Hyp(U) ® Hyp(V) = Hig(UNV) — Hyp(RY)

Como HSR(RQ) = ﬁgR(U) ~ Hix(R*) =0y HSR(V) = R, por el teorema 2.30.
Luego ﬁgR(U \ try) = R. Por lo tanto, U \ try tiene exactamente dos componentes

conexas. O

36



Capitulo 3

Analisis Complejo

3.1. Funciones holomorfas

Sea U un abierto en Cy f : U — C una funcién continua. Decimos que f es

derivable en zy € U, si existe

limf(Zo +h) — f(2)

h—0 h

El valor de este limite es denotado por f’(zg). Decimos que f es holomorfa en U, si
f es derivable en todo z € U. El espacio de funciones holomorfas en U se denota por

O(U). Ademas, si f = u+iv € O(U) se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

ou_ov ou_ o
dr Oy’ Oy  Ox

Definamos los operadores :
of _1(of 0f\ of 1(0f of
0z 2\ 0x oy) 0z 2 \ox Ay

Es claro que f € O(U) siy solo si % = 0. Més atn, f' = g—f y la 1-forma diferencial
z z

fdz es cerrada.

Teorema 3.1. (Casorati - Weierstrass). Sea U un abierto en C y zy € U. Las

siguientes afirmaciones respecto a una funcion f € O(U \ {z0}) son equivalentes:
(1) El punto zy es una singularidad esencial de f.

(i1) Para toda vecindad V' C U de zy, la imdgen f(U\{z0}) es densa en C.
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(1ii) Eziste una secuencia z, en U\ {2z} con lim z, = zy tal que f(z,) no tiene
n—oo

limite en C U {o0}.
Prueba. Ver [Rem12]. O

Teorema 3.2. (Teorema Integral de Cauchy). Sea f € O(U) y D un disco tal

que D C U. Entonces para todo zy € D wvale que
1 f(¢
fen=5m | I
T Jop € — 2o

Prueba. Ver [Ahl53]. O

Sea D = D(p,r). Entonces para todo z € D se tiene

1 /(<) 1 [ oo 1
9= e -=0" T mdw = T (Z)"
_ b 1O 1+z—p+(2—p)2+‘” d¢ pues|z_p|<1
2mi Jop ¢ —p (=p \¢-»p ’ (—p
_Lﬂiff(o_ Lff(C)_
 2miJap C—pd€+ 21 J o ((—p)Q(Z p)de + 21 J o (C—p)3(z pIdCt
Luego
f(z2)=co+ea(z—p)+clz—p)?+...
con ¢, = = &d(’ Derivando n—veces y evaluando en z = p, se sigue
" 2miJop ((—p)tt Y b
que ¢, = fn('p), para todo n € N. Por lo tanto
B WY
0= 55 [ e
Ademas, la integral L 5 %d( , para n > 0 no depende del radio de D.

Definicién 3.3. Sea la secuencia de funciones f, : X C R¥ — R! con k,l € N.

1. Decimos que la secuencia f, converge uniformemente si existe una funcién

f: X — R tal que para todo € > 0, existe N € N tal que

n>N,zeX = |fulz)— f(z)|<e

2. Decimos que la secuencia f, converge uniformemente en compactos de X si
existe una funcién f : X — R! tal que para todo compacto K C X la secuencia
fnji converge uniformemente, i.e., dados K C X compacto y £ > 0, existe
N € N tal que

n>N,zeK=|fulzx)— f(z)] <e
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Cabe mencionar que si la secuencia f, € O(U) converge uniformemente en
compactos de U a f : U — C entonces f € O(U) y f/ converge uniformemente

en compactos de U a f’.

Definicién 3.4. Sea F una familia de funciones de X C R* en R!. Decimos que F
es uniformemente acotado si existe M > 0 tal que |f(x)| < M , para todo f € Fy
todo z € X.

Teorema 3.5. (Teorema de Montel). Sea U un abierto en C y F una familia de
funciones holomorfas uniformemente acotada en cada subconjunto compacto de U.
Entonces toda secuencia de funciones en F posee alguna subsecuencia que converge

uniformemente en compactos de U.
Prueba. Ver [Rem13]. O

Proposicién 3.6. (Hurwitz). Sea U un dominio en C y f, una secuencia de
funciones en O(U) que converge uniformemente en compactos de U a una funcion
no constante f € O(U). Entonces para todo z € U existe un indice n, € N y una

secuencia z, tal que z, — z y fon(z,) = f(2) , para n > n,.
Prueba. Ver [Rem13]. O

Corolario 3.7. (Hurwitz). Sea U un domino en C y f,, una secuencia de funciones
en O(U) que converge uniformemente en compactos de U a una funcién no constante

f e OW). Sitodos los f, son inyectivas entonces f es inyectiva.

Prueba. Fijemos 2z, € U. La secuencia de funciones f,, — f,(z0) no se anula en
U\ {z0}. Entonces la funcién no constante f — f(z9) no se anula en U\ {z}; es

decir, f(z) # f(z0) , para todo z € U\ {2}. Por lo tanto, f es inyectiva. O

3.2. Uniformizacion de Riemann en el plano

Lema 3.8. (Lema de Schwarz). Sea f € O(D) tal que |f(z)| <1 para todo z € D
y f(0) =0. Entonces | f'(0)] < 1 y|f(2)] <|z|. Mds ain, si|f'(0)]=1o|f(z) =|z|

para algun z # 0, entonces f(z) = cz con ¢ constante y |c| = 1.

Prueba. Ver [Ahl53]. O
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Recordemos que si f € O(U) inyectiva entonces f : U — f(U) es un biholomorfismo.

Proposicién 3.9. (Koebe). Sea U un dominio en D , U # D con 0 € U.
Supongamos que para cualquier f : U — D holomorfa sin ceros en U, existe
g : U — D holomorfa tal que g*> = f. Entonces existe k : U — I holomorfa

inyectiva tal que k(0) =0 y |z| < |k(2)| , para todo z € U\ {0}.

Prueba. Tomemos a € D\ U y la funcién z — - —_a sobre U. Luego, por hipdtesis
—az

existe ¢ € O(U) tal que ¢g?(z) = 1Z —_a , ademds, se sigue que g es inyectiva y
—g(0

g(U) C D. Consideremos la funcién h(z) := % , para todo z € g(U). Luego,

la funcién ho g : U — D es holomorfa inyectiva, (ho ¢)(0) =0y (hog)(U) C D.

Consideremos las funciones s(z) = 22 sobre Dy H := ftosoh™ : (hog)(U) - U
que no es inyectiva, ademéas, H(0) =0y H = (hog)™! en (ho g)(U). Luego, por
el lema de Schwarz se tiene que |H(¢)| < || , para todo ( € (ho g)(U)\{0}.

Considerando ¢ = (h o g)(z) tenemos que
|z] < |(hog)(2)|,para todoz € U\ {0}
[

Sea D = D(a,r) en C entonces la funcion f : C\D — D definida como

= es holomorfa inyectiva.
z—a

Teorema 3.10. Sea U un dominio en C con la siguiente propiedad : “dada cualquier
f € OU) sin ceros en U, existe g € O(U) tal que g*> = f 7. Si U # C entonces U

es biholomorfo a D.

Prueba. Tomemos a € C\ U. Como la funcién z — z —a no tiene ceros sobre U, por
hipétesis, existe g € O(U) tal que g?(z) = 2z —a, ademds, g es inyectiva y si ¢ € g(U)
entonces —( ¢ g(U); caso contrario, existen z1, 22 € U tal que g(21) = —g(22) = w,
luego z; = z5. Lo cual implica que w = 0. Absurdo, pues 0 ¢ g(U).

Mas atin, si ¢y € g(U) y r > 0 tal que D((o, r) C g(U) entonces D(—(o, 7)Ng(U) = 0;
caso contrario, sea w € D(—(p,r) N g(U) entonces —w € D((y, 7). Absurdo, pues
si w € g(U) entonces —w ¢ ¢g(U). Luego, considerando 0 < 7’ < r se tiene que

/
g(U) € C\ D(—Cp,7"). Asi, la funcién h : U — D definida como h(z) =

r

—— es
9(2) + o
holomorfa inyectiva.
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ﬁ\

Tomemos zp € U , 0 < € < y consideremos la funciéon holomorfa inyectiva

e(h(z) — h(z0)), es claro que 0 = o(z) € o(U).

N

0 : U — D definida como o(2)

Ademss, si la funcién f € O(c(U)) no tiene ceros en o(U) entonces f oo € O(U)
no tiene ceros en U. Luego, por hipétesis existe ¢ € O(U) tal que ¢? = f oo, lo cual
implica que (¢ oo~ 1)? = f.

Counsideremos a la familia
F={f:0(U)— D | fes holomorfa inyectiva, f(0) =0}

Por la proposicién 3.9 se tiene que F # (). Fijemos zg € o(U) \ {0} y consideremos
p = sup|f(p)|, entonces 0 < pu < 1.

Aﬁr;;Lea];io'n: Existe f € F tal que |f(z)| = p.

En efecto, sea la secuencia f,, C F tal que |f,.(20)] = p. Como |f,(2)| < 1, para
todo z € o(U), por el teorema de Montel existe una subsecuencia f,, que converge
uniformemente en compactos de o(U) a f € O(a(U)). Como f(0) =0y |f(20)| = u,
entonces f es no constante y por Hurwitz se concluye que f es inyectiva. Ademas,
f(o(U)) € D; pues si f(o(U)) C D entonces existiria ¢ € o(U) tal que |f(q)| =1y
por el principio del maximo f serfa constante. Luego, f € F.

Afirmacion: f : o(U) — D es un biholomorfismo.

Basta mostrar que f es sobreyectiva. Supongamos lo contrario. Como 0 € f(o(U))
y f(o(U)) # D por la proposicién 3.9 existe k € O(f(a(U))) tal que |k(2)| > ||
para todo z € f(o(U))\{0}. Si consideramos la funciéon F' = ko f : o(U) — D
entonces F' € Fy |F(20)| = |k(f(20))| > |f(20)] = p. Absurdo. Por lo tanto, U y D

son biholomorfos. OJ

Definicién 3.11. Sea U un dominio en C y v : [0,1] — U una curva cerrada con
extremo en a € U. Decimos que 7y es homotopicamente nula en U si v es homotopica
a la curva constante a. Decimos que U es simplemente conexo si toda curva cerrada

es homotépicamente nula en U.

Definicién 3.12. Sea U un dominio en C. Llamamos cadena en U a cualquier suma

formal

P=m+rnt+...+m

donde v; con i € {1,...n} son curvas en U.
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Decimos que las cadenas C! por partes I'y v I'y son equivalentes si

/F1 f(2)dz = /F2 f(2)dz

para toda funcién f continua sobre trI'y U trI's. Cuando las cadenas son
equivalentes, denotaremos la suma de ellas de como un miltiplo de una de ellas.

Con estas observaciones, una cadena en U se puede escribir, en general, como :
I'=aimy +aya+... 4+ ap¥n

donde a; € Z y ; con i € {1,...,n} son curvas en U. Ademds, una cadena serd

llamada ciclo si v1,...,7, son curvas cerradas.

Definicién 3.13. Sea U un dominio en C y I" un ciclo C*' por partes.Decimos
que I' es homoldgicamente nula en U si [ f(z)dz = 0 para todo f € O(U).
Decimos que U homoldgicamente simplemente conexo si todo ciclo C* por partes

es homoldgicamente nula en U.

Lema 3.14. Sea U un dominio en C y v : [0,1] — U una curva cerrada C' por
partes. Sty es homotopicamente nula en U entonces v es homologicamente nula en

U.

Prueba. Sea v : [0,1] — U una curva cerrada C' por partes con extremo en a € U.

/fdz:/fdzzo
g 5

para todo f € O(U). O

Luego

Teorema 3.15. (Uniformizacion de Riemann en el plano). Sea U un

dominio en C. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) Toda 1-forma diferencial de clase C* cerrada en U es ezacta.
(17) U es homoldgicamente simplemente conexo.

(i1) Toda f € O(U) tiene primitiva.

(iv) Para toda f € O(U) sin ceros, existe g € O(U) tal que g* = f.
(v) Si U # C entonces U es biholomorfo a D.
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(vi) U es homeomorfo a C.
(vii) U es simplemente conezo.

Prueba. (i) = (ii). Sea w € QYU,C) cerrada entonces es exacta, pues w =
Rew + i Imw donde Rew,Imw € QY(U). Como Rew y Imw son cerradas, por
hipétesis existen Rea, Ima € Q°(U) tal que Rew = d(Rea) y Imw = d(Ima).
Por lo tanto, existe a € Q°(U, C) tal que w = da.

Sea ' =7 + 75 + ...+ 7, cualquier ciclo C! por partes en U y f € O(U) entonces

/Ff(z)dz:/rda:g;/%da:O

Por lo tanto, U es homolégicamente simplemente conexo.
(it) = (ii4). Sea «y : [0,1] — U una curva cerrada C' por partes y f € O(U).
Fijemos zy € U y definamos
F: U — C
s o [ FOdC
donde v, es una curva C* por partes en U que conecta 2y con z.

Afirmacion: F esta bien definida.

En efecto. Sea 7, otra curva C'! por partes en U que conecta 2, con z. Entonces

/le f(¢)d¢ = /7 f(Q)d¢ - /V F(O)d¢ =0
/7 1O = / e

En efecto, dado h € C suficientemente pequeno tal que [z,z + h| C U. Luego,

Por lo tanto

Afirmacion: F'(z) = f(2).

7, * [z, 2 + h] es una curva C' por partes que conecta 2y con (z + h) € U. Entonces

Luego
F(z+h) - / 7(¢
Definamos
g [FEEBZEO ol 2 [ 00 - sen g




1

Si tomamos | — z| < 0 entonces |f(¢) — f(2)] < e. Asi F < 7

tanto, F'(z) = f(z).

|hle = €. Por lo

!/
111) = (). Sea f € O(U) sin ceros, entonces L € O(U). Por hipdtesis existe
f

!/

F e O(U) tal que F' = L Entonces

f
Ff-f =0
(F'f = f)ef = 0
el
(7) =0
Como U es conexo, existe ¢ € C tal que e = ¢, més atin, ¢ # 0 pues ef” # 0.

f
1
Entonces existe d € C tal que — = e? y asf tenemos que f(z) = ef'®)*? donde
G

(F +d) € O(U). Si denotamos por §(z) = F(z) + d y definimos
— eap(d
g = exp(3)

se tiene que f = ¢°.

(iv) = (v). Como U # C. Por teorema 3.10 resulta que U y D son biholomorfos.
(v) = (vi). Si U = C, obvio. Si U # C entonces U es biholomorfo a D. En
particular, U es homeomorfo a C.

(vi) = (vii). Como U es homeomorfo a C y C es simplemente conexo. Se sigue
que U es simplemente conexo.

(vit) = (i). Consideremos la curva v : [0,1] — U C R? cerrada C" por partes y la

1-forma w € QY(U) cerrada. Entonces

/w-O
.

Fijemos zy € U y definamos la funcién f: U — R por

donde v, es una curva C'! por partes en U que conecta xy con x = (z1, ).

Afirmacion: df = w.
of

En efecto, w = aidx; + axdwy con {a; : U — R} . Basta mostrar que 5

= ;.

Notemos que

of(x) _d -2
o = @@t — SN =5 /[mted :
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Definamos la curva s — x + se; con 0 < s <t, en U. Luego

0f(:v) d t d t
= — Y. eds = — A Vs — a.
axi d‘[fi&:()/ov W(l‘ + Sez) €ias d.[:t:()/ov al(x + S@z) S a,(x)
Por lo tanto, df = g?fdxl + %dx2 = 0«1d$1 —+ agdx2 = w. N
1 2

3.3. Funciones schlicht

Counsideremos a la familia de funciones schlicht
S ={f€0O) | fes inyectiva, f(0) =0y f'(0) =1}

Teorema 3.16. Toda secuencia de funciones f, de la familia . posee una
subsecuencia que converge uniformemente en compactos de D a una funcion f que

pertenece a la misma familia.
Prueba. Ver [Forl2]. O

Proposicion 3.17. Sea D un disco arbitrario en C, p € D y las constantes ¢ > 0,

m, M > 0. Entonces toda secuencia de funciones f, de la familia
Foemm ={f € O(D) | fes inyectiva, [f(p)] < cym < [f'(p)| < M}

posee una subsecuencia que converge uniformemente en compactos de D a una

funcion f € Fpem.mr-

Prueba. Desarrollemos la prueba en tres casos.
Caso 1. D=D,p=0
Sea f, una secuencia en O(D) con f, es inyectiva, |f,(0)| <cy m < |f'(0)] < M

para todo n € N. Consideremos la secuencia (g, )nen en O(D) dada por

- fn B fn<0)
I = 0)

Luego, g, es inyectiva, ¢,(0) =0y ¢/,(0) = 1, para todo n € N.

Sean los subindices ny < ng < ... < ng < ... tales que
gn, — g € O(D), ges inyectiva, g(0) =0y ¢'(0) =1

En tal sentido

fn,(0) — a, |a| < ¢
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[, (0) — B, m < B <M

n

Luego

i = Fr(O)gny, + fr, — [ = Bg+a € O(D)
donde

fes inyectiva, |f(0)] < cy m <|f'(0)| < M.
Caso 2. D=D

Sea f, una secuencia en O(D) tal que f, es inyectiva, |f.(p)| < cym <|f.(p)| < M

para todo n € N. Consideremos la secuencia g, en O(D) dada por

_ zZ+Dp
9n(2) = fn (1 +pz)

Entonces g, es inyectiva, |g,(0)] < cy m(1—|[p|*) < |¢,(0)] < M(1—|p|?), para todo

n € Ny por el caso 1, g, posee una subsecuencia g,, que converge uniformemente en
compactos de D a g, con g inyectiva, [g(0)| < cy m(1—|p|?) <|g'(0)] < M(1—|p|?).
Luego

) =g (£ ) — 1) =9 (=L ) € o)

1-pz 1—pz
donde
fes inyectiva, |f(p)| < ¢y m < |f/(p)] < M.

Caso 3. D = D(a,r)
Sea f, una secuencia en O(D) tal que f, es inyectiva, |f,(p)| < cym < |fl.(p)| < M
para todo n € N.

—a
Tomemos q = p—, lg| <1y consideremos la secuencia g, en O(ID) dada por
r

gn(2) = fu(rz +a)

Luego, g, es inyectiva, |g,(q)| < cy mr <|g/(q)| < Mr, para todo n € N y por el
caso 2, g, posee una subsecuencia g,, que converge uniformemente en compactos de
D a g, con g inyectiva, |g(q)| < cy mr < |¢'(q)] < Mr.

Por consiguiente

zZ—a

=g (51) — 10 =9 (1) c 0w

donde
fes inyectiva, [ f(p)| <cym < |f'(p)| < M
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Corolario 3.18. Sea f € F,cmm y un punto ¢ € D,q # p entonces existen

constantes ¢, > 0, mgy, My, > 0 tales que

1f(@)] <cgymy < 1f(q)] < M,

Prueba. Usando la férmula integral de Cauchy en el punto ¢ se obtienen las
constantes ¢, y M,. Por otro lado, supongamos que no existe la constante m, > 0
y consideremos la secuencia f, € F,.n.m tal que |f)(q)| < % Como f,, posee una
subsecuencia f,, que converge uniformemente en compactos de D a f. Se sigue que

f'(q) = 0. Absurdo, pues f es inyectiva. [

Proposicion 3.19. Sea U un abierto conexo en C, p € U y las constantes ¢ > 0,

m, M > 0. Entonces toda secuencia de funciones f, de la familia

{£€0OU) | fes inyectiva, | f(p)| < cym < |f'(p)| < M}

posee un subsecuencia que converge uniformemente en compactos de U a una funcion

f que pertenece a la misma familia.

Prueba. Dado ¢ € U, basta probar que dada una secuencia f, de la familia
o una subsecuencia de ella, es acotada en un disco en torno de ¢. Tomamos
Do, Dy, Dy, ..., D, discos en U tales que p € Dy, g € D, y p; € Dj-1 N D;
para todo j € {1,...,v}.

En Dy se tiene la secuencia fn‘ Do € Fpemm, por la proposiciéon 3.17, existe
una subsecuencia f,, — f € O(Dy) y por el corolario 3.18 existen constantes
c1 > 0,mq, My > 0 tales que |f(p1)| < c1ymy <|f'(p1)| < M.

En D, se tiene la secuencia fnk| p, € Fpicrmi, My POr la proposicién 3.17, existe
una subsecuencia f,,, — f € O(D;) y por el corolario 3.18 existen constantes
ca > 0,mg, Ma > 0 tales que [f(p2)| < o y mo < |f'(p2)| < M.

Ejecutando este proceso v — 1 veces se obtienen las constantes ¢,y > 0 |

Myy1, My1 > 0 tales que [f(q)] < cvir y M1 < [f(q)] £ Myt L

47



Corolario 3.20. (Koebe). Sea U un abierto conezo en C, p € G. Entonces toda

secuencia de funciones f, de la familia

{f €OW) | fes inyectiva, f(p) = 0, f'(p) = 1}

posee un subsecuencia que converge uniformemente en compactos de U a una funcion

f que pertenece a la misma familia.

Prueba. Consideramos ¢ =0, m = M = 1, entonces f’(p) = a donde |a| = 1.

En este caso, la correspondencia

feOWU) | fesinyectiva Al f€eOW) | fesinyectiva
f@)l=0 . [f)l=1 flo)=0 ,  fp)=1

;oo 7=t
i (6
F=af «— f

lleva sucesiones convergentes en sucesiones convergentes a un elemento de la misma

familia, por Hurtwiz. O
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Capitulo 4

Superficies de Riemann

4.1. Superficies de Riemann

Sea X una variedad topolégica bidimensional y A = {(¢4, Us) }aca un atlas sobre
X. Decimos que el atlas A sobre X es complejo si cualquier par de cartas (¢q,Us,)
y (¢3,Us) en A son holomorficamente compatibles; es decir, si satisfacen una de las

siguientes condiciones:

L Uy =10

2. Si U,p # 0 entonces
Pap : 9a(Uas) = ¢5(Uap)

es un biholomorfismo entre los abiertos ¢, (Uasg) ¥ ¢5(Uas) en C.

La coleccién M(A) formada por las cartas que son holomorficamente compatibles
con toda carta en A es un atlas complejo maximal sobre X. Llamado estructura

compleja sobre X.

Definicién 4.1. Una superficie de Riemann es un par (X,Y) donde X es una

variedad topoldgica bidimensional conexa y ¥ es una estructura compleja.

En particular, una superficie de Riemann es suave. Decimos que una aplicacion
continua entre superficies de Riemann es holomorfa si su representaciéon local
es holomorfa. Decimos que una aplicacién entre superficies de Riemann es un
biholomorfismo si es un homeomorfismo tal que la aplicacién de ida como la de
vuelta son holomorfas. Decimos que dos superfices de Riemann son biholomorfas si

existe un biholomorfismo entre ellas.
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Ejemplo 4.2. [La Esfera de Riemann C|. Sea el espacio C := C U {c0}. La
topologia en C viene dada por los abiertos usuales en C o los conjuntos de la forma
UU{oo} con U C Cy C\U es compacto. Consideremos las cartas (¢1,C) donde
¢1 = 1dy (¢2,C* U{o0}) definida como

1/z ,si 2z # o0
P2(2) = '
0 ,s8 2z = o©
Veamos que las aplicaciones de cambio de coordenadas
$pr2=0¢n: C — C*
z = 1/z

son biholomorfismos. En consecuencia, la coleccion

Az = {(¢1,C), (¢2,C" U {o0})

es un atlas complejo sobre C, ademés, los abiertos C y C* U {oo} son conexos con

interseccién no vacia. Por lo tanto, C es una superficie de Riemann.

Ademass, las superficies C y S? son homeomorfas mediante la aplicacién:

h: C - §?
2R 2
( e(z)j?]m(z)7|z| 1) -
z 2+ 17 |22+ 1) |2 + 1
(0,0,1) , 81z = o0

cuya inversa es:

h=t: S? —

(p1, P2, p3) 1 —Ds
) sl (p17p27p3) - <07071)

Maés ain, son difeomorfos. Consideremos las proyecciones estereograficas respecto a

C
b2 :
{ 1 ) y S1 (p17p27p3) 7& (anvl)
—Ps

los puntos N = (0,0,1) y S = (0,0, —1) de la siguiente manera:

@N(p1p2p3):( o +1 b2 )Y@(mpng):( LA )
Y I—p3 1-—p3 S I+ ps 1+ ps

Definamos la aplicacién ® : C — S? tal que identifica el abierto ¢;'(C) con o' (C)
y el abierto ¢, ' (C* U {00}) con 75" (C). La aplicacién ® esté bien definida, pues

5 (22) = o5 (21) <= 2 =500y (21)
= =067 (1)

= ¢ () =¢7 " (21)
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Ademis, ® es suave, pues localmente se tiene que pyo®ogp;* = pgodo byt iz — 2

1 .
sobre Cy pyo®og,' =pgo®o¢p;': 2 — — sobre C* son funciones suaves.
z

Ejemplo 4.3. El Semiplano Hiperbdlico H = {z € C | imz > 0} y el Disco

Unitario D = {z € C | |z| < 1} son biholomorfos mediante las aplicaciones :

H — D
zZ—1
z = W= -
zZ+1
1+z
w=1 z
1—2z

Claramente C no es biholomorfo a C ni a I, pues topolégicamente son diferentes
por un criterio de compacidad. Ademas, C no es biholomorfo a ID; caso contrario
existiria f : C — D holomorfa, entera, acotada y no constante, contradiciendo el

teorema de Liouville.

Proposicién 4.4. (Comportamiento local de las aplicaciones holomorfas).
Sean X,Y superficies de Riemann y f : X — Y wuna aplicacion holomorfa no
constante, p € X e q = f(p) € Y. Entonces existen un entero k > 1, cartas
¢:U —V en torno de p con ¢(p) =0 y 1 : U — V en torno de q con (q) = 0

tales que:
(1) f(U) CU.
(i) F:=vofop ' :V =V esdela forma z — z~.
Prueba. Ver [Forl2]. O

Corolario 4.5. St f : X — Y es una aplicacion holomorfa no constante entonces

f es una aplicacion abierta.

Prueba. Sea p € X. Tomemos las cartas (¢,U) en torno de p y (¢,V) en torno de
f(p) tal que f(U) C V. Por la proposicién 4.4 la representacién local de f es una

funcién abierta. Por lo tanto, f es una aplicacién abierta. O

Corolario 4.6. St f : X — Y es una aplicacion holomorfa inyectiva entonces

f: X — f(X) es un biholomorfismo.

Prueba. Como f es inyectiva y por la proposicion 4.4 se tiene que £ = 1 en
la representacién local de f. Por lo tanto, la aplicacién f=! : f(X) — X es

holomorfa. O]
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Teorema 4.7. Toda superficie suave orientable posee estructura de superficie de

Riemann.
Prueba. Ver [Rey89]. O

Definicién 4.8. Sea X una superficie de Riemann, w € Q'(X) y (¢, U) una carta en
torno de p € X. Definimos el operador conjugacion * que asigna a w = ad@, + bdgps
la 1-forma diferencial *w — bd¢ + adpy. Es claro que xw € Q'(X), pues fijando

una orientaciéon en X definamos Rx - v := v para todo v € T,X. Por lo tanto,

2
xwp, = —w, - (Rr) € AHT,X).

2
Propiedades 4.9. Sean X una superficie de Riemann, w,f € Q'(X), f € C>(X)

y (¢,U) una carta. Entonces :

1. #(w+0) = xw + *0

2. #(fw) = f(xw).

3. xxw = *x(xw) = —w.

4. Siw = adp;+bdps y 0 = add, +bdps entonces w0 = Oxw = (a&+bg)dgb1 Ndpo

5. WA *w = (CL2 +b2) d¢1 /\d¢2

0 0
6. x(df) = (xd) f, donde *d = i do, + 3751@52'

4.2. Funciones armodnicas

Definamos al siguiente operador

N
A L 8,009
022 o7 9% 02

Definicién 4.10. Sea U un dominio en C y w : U — R una funcién de clase C?.

Decimos que u es armonica si Au = 0.

Notemos que si f € O(U) entonces Re f e I'm f son funciones armonicas. Ademas,

0
la funcién u : U — R es arménica si y solo si a_u € O(U).
z

Proposicion 4.11. Sea U un dominio simplemente conexo en C yu: U — R una

funcion armonica. Entonces eziste f € O(U) tal que Re f = u.
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0 0
Prueba. Definamos la funcién F : U — C como F = o= — ;2% Se sigue que

ox dy

F € O(U). Como U es simplemente conexo, por el teorema de uniformizacion,

existe g € O(U) tal que ¢’ = F'. Entonces

8Reg_@ dlmg  Ou
or  O0x' 0xr Oy

dImg  OReg
or dy
la funcion f = g — c entonces Re f = u O

Ademas, . Luego, existe ¢ € R tal que Re g = u+ c¢. Consideremos

Definicién 4.12. Sea U un dominio en C y f € O(U). Decimos que u = Re f y

v =1Im f son armdnicas conjugadas.

Proposicién 4.13. Sea U un dominio simplemente conexo en C. Entonces cualquier

funcion armonica u : U — R tiene armodnica conjugada v : U — R.

Prueba. Tomemos un disco D = D(z,r) C U y definamos

v(2) ::/*du,zeD
v

donde v es una curva C! por partes que conecta z, con z € D. La 1-forma *du es
cerrada, pues u es armonica. Por lo tanto, v esta bien definida ya que no depende

del camino. Ademds, v es de clase C! y se cumple

ov B ou Ov ou

dy oz’ oy
Por lo tanto, la funcién f = u +iv € O(D).
Consideremos otro disco D otro disco contenido en U tal que D N D # () y sea f

una funcién holomorfa en D construida como en el proceso anterior. Podemos elegir
ftal que f = f en DN D entonces f € O(D U D). Luego, f € O(U) e Im f es la

armonica conjugada de wu. O

Proposicién 4.14. Sea U un dominio en C y u : U — R una funcion armdnica.

Las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) u tiene armdnica conjugada.

ou
(i1) = tiene primitiva en U.

0z

i xdu = 0, para toda curva y cerrada C* por partes en U.
~ Y
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Prueba. (i) = (i1). Sea v : U — R la arménica conjugada de u y consideremos

0
f =u+iv € O(U) y usando las ecuaciones de Cauchy-Rieman se sigue que f’ = p

0z

1
(822) :; (¢). Tomemos f € O(U) tal que f' = % entonces 8]6%29 + i@@n;g =
u .ou

— — i—. Nuevamente, usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann se sigue que

ox dy
Im g es la armoénica conjugada de wu.

ou
0z
por partes. Usando el teorema de uniformizacion de Riemann en el plano,se obtiene

(i) <= (iii). Notemos que [ ——dz = %fv xdu donde 7 es una curva cerrada C!

la equivalencia. O

Lema 4.15. Sea U un dominio en C y u : U — C wuna funcion continua.

Supongamos que u satisface

1 27 )
u(z) < —/ u(z + re')dh
0

27
para todo z € U y todo disco D(z,7) C U. Entonces u satisface el principio del

mdzimo: “ St existe zg € U tal que u(z) < u(zp) para todo z € U entonces u es

constante”.

Prueba. Supongamos que zg € U es el punto maximo de u. Notemos que para todo
disco D(z,7) C U se tiene

u(zo + re®) < u(zo)

entonces

1 27 ] il 2
u(zo + re??)df < —/ u(zo)dl
0

2 0 2m
Si existiera z = 2y + 7€ tal que u(z) < u(z0) y D(20,7) C U entonces
27

— u(zo + re')do < u(z)
2 Jq

lo cual es absurdo. Luego , la funcién u tiene que ser constante en D(zg,7), para

todo r > 0 tal que D(zy,7) CU. Sea A= {2z € U | u(z) = u(z)}. A es cerrado en
U y por lo descrito arriba A es abierto. Luego A = U. O

Definicién 4.16. Sea U un dominio en C. Decimos que la funcion u : U — R tiene

la propiedad del valor medio si para todo disco D(z,7) C U, > 0 se cumple

1
o

u(z) /0 " u(z +re)do
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Proposicion 4.17. Sea U un dominio en C y u : U — R una funcion armdnica.

Entonces u tiene la propiedad del valor medio.

Prueba. Fijemos zg € U tal que D(zg,7 +¢) C U. Como u es armonica entonces
existe una funcién holomorfa f en (29,7 + ) tal que Re f = u. Tomemos el disco

D = D(zy,r) y por el teorema integral de Cauchy se obtiene lo requerido. [

Teorema 4.18. (Férmula de Poisson). Siu : D = D, — R continua en D y
armonica en D entonces
1 27 0 ,',.2 _ |Z‘2
= — ) ————=df
u(2) 27r/0 u(re”) el — ]2

para todo z € D.
Prueba. Ver [Ahl53]. O

Corolario 4.19. (Extension armdnica). Si ug : 0D, — R es una funcion
continua entonces existe una unica funcion u : D, — R tal que u es armodnica
en D, yu=ug en 0D,.

r? — |2)?

do

. I ;
Prueba. Definamos a la funcién v : D, — R como z = —— [7 ug(re”) - ———
27 [ret? — z|

que es armonica en D, y se extiende continuamente a D, como uyg. O
Proposicion 4.20. Sea U un dominio en C y u : U — R un funcion que tiene la

propiedad del valor medio. Entonces u es armonica.

Prueba. Como u satisface la propiedad de la media en U. Fijemos zg € U y un
disco D = D(zy,7) C U. Por extensiéon arménica, existe v continua en D, arménica
en D tal que vjpp = ujpp. Definamos la funcion w = u — v : D — R, entonces w
es continua en D, satisface la propiedad de la media en D y wpp = 0. Siw # 0
entonces w tiene punto maximo o minimo en D y por lema 4.15 se sigue que w es

constante, es decir, w = 0. Luego, u = v en D y u es de clase C*™ y armonica en

D. O
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4.2.1. Anillos

Consideremos los anillos del tipo A(r,R) = {z € C | r < |z| < R} con

0<r<R.

Proposicién 4.21. Dos anillos A(ry, Ry) y A(ra, Ry) son biholomorfos si y solo si

R Ry

T1 N T2 ’
T2 Ry .,

Prueba. (<). Tomemos A = — = T entonces la funciéon f : A(r, R;) —
™ 1

A(rg, Ry) definida como z — Az es un biholomorfismo.

(=). Sin pérdida de generalidad podemos asumir que r; = ro = 1. Por lo
tanto, consideremos los anillos A; = A(1, Ry), Ay = A(1, Ry) y al biholomorfismo
f: A — Ay Tomemos el circulo C' centrado en el origen con radio r = /R, v al
compacto f~1(C). Luego, para algin ¢ > 0 se tiene que A(1,1+¢)N f1(C)=0y
f(A(1,1+¢))NC = 0. Considerando V' = f(A(1,1+¢)), se tiene que V C A(1,r)
oV C A(r, Ry), para este tltimo componemos f con la funcién z — %
Consideremos el caso V' C A(1,r). Sea z, una secuencia en A; tal que 1 < |z,| < 14¢
v |za| — 1 entonces f(z,) € V' y nh_)nolof(zn) ¢ A,. Por lo tanto, Jingo\f(zn)] = 1.

Analogamente, sea z, una secuencia con iguales condiciones tal que |z,| — R;

entonces lim |f(z,)| = Ro.
n—oo

logRg

logR1

Tomemos a = y definamos la funcién u : A; — R como

u(z) = log| f(2)|* — alog|2|”

o o f du - f2)
Como P (log|f|?) = 7 se sigue que - 3.2

o
— — es holomorfa en A;.

flz) =z

En consecuencia u es armoénica en A;. Mas atun, puede extenderse a A; con u = 0
en JA;. Como una funciéon armoénica no constante no tiene maximo ni minimo, se

sigue que © = 0 en A;. En particular

O_(?u_ f'(z) «
T 0z f(r) =z

Definamos la curva v : [0, 27| — A; como ~(t) = /Ry ¢". Entonces

1 a, 1 f(2)
“=omi ) 2% o ) )

dz = indy.(0)
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Entonces o es un entero positivo. Por otro lado, la funcién g(z) = —=,2 € Ay,
2
cumple que ¢'(z) = 0. Entonces f(z) = c¢z* donde ¢ es una constante distinta de

cero. Como f es inyectiva, se sigue que @ = 1 y con ello Ry = R,. O]

Definicién 4.22. Sea X una superficie de Riemann y v : X — R una funcién de
clase C2. Decimos que v es armdnica si para todo p € X existe una carta holomorfa
(¢,U) en torno de p de modo que uo ¢! es arménica en ¢(U) C C. Claramente, la

definicién no depende de la carta.

Definicién 4.23. Sea X una superficie de Riemann y (¢, U) un carta en torno de

p € M. Entonces :

1. Sea f € C?*(X). Definamos el operador A = d*d en coordenadas locales como

82f  8f
o | Py

Af_d*df_( )d¢1Ad¢2

Claramente, Af = 0 si y solo si f es arménica.
2. Decimos que w € Q'(X) de clase C' es armdnica si dw =0y d*w = 0.

Proposicién 4.24. Sea X una superficie de Riemann y w € QY(X) de clase C'.
Entonces w es armonica si y solo si para cualquier carta (¢,U) sobre X existe una

funcion arménica f tal que w = df en U.

Prueba. (=). Como w es armonica entonces dw = d * w = 0. Se sigue que w es
localmente exacta, asi pues, consideremos un abierto conexo U tal que w = df con
f € C*(U). Notemos que d*w = d*d f =0 en U. Por lo tanto, f es arménica en U.
(«<=). Como w = df en U con f arménica entonces w es cerrada, pues es localmente

exacta. Ademas, d*xw = d*d f = 0. Por lo tanto, w es armonica. O

4.3. El Problema de Dirichlet

Sea X una superficie de Riemann y U un abierto conexo en X con 90X # () y
f :0U — R una funcion continua. Una solucion del Problema de Dirichlet en U es
una funcién u : U — R, continua en U, arménica en U vy tal que ugy = f. Para la

solucién del Problema de Dirichlet necesitamos la nocién de funciones subarmodnicas.
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Definicién 4.25. Sea X una superficie de Riemann y u : X — R una funciéon
continua. Decimos que w es subarmodnica si para todo abierto conexo U C X y toda
funcién armoénica v : U — R, la diferencia v — u, o es constante o no tiene maximo.

Claramente, esta nocién es local.

Ademas, si uy, us son funciones subarménicas en X y ¢ > 0 una constante, entonces

Uy + ¢ - ug y max(u, ug) son subarmonicas.

Definicién 4.26. Decimos que un dominio D en la superficie de Riemann X es un
disco conforme si existe una carta holomorfa (¢, U) en X tal que D = ¢~'(D(a,r))

donde D(a,r) C ¢(U).

Proposicién 4.27. Sean X una superficie de Riemann, u : X — R wuna funcion
continua y D un disco conforme en X. Entonces existe una unica funcion continua

up : X — R con las siguientes propiedades:
(1) up|x\p = Ux\D-
(i7) up es armdnica en D.

Prueba. Sea la carta holomorfa (¢,U) y el disco conforme D = ¢(D,) con D, C
»(U). Luego, u o ¢|_6>1DT : 0D, — R es continua y existe v armoénica en D, tal que

Vjop, = U O qﬁ‘ggr. Basta definir la funcién

¢ ltov ,enD
u ,en X\ D

up =

O

Proposicion 4.28. Sea X una superficie de Riemann y u : X — R una funcion

continua. Las siguientes propiedades son equivalentes:
(1) w es subarmdnica.
(i1) Para todo disco conforme D C X se tiene que u < up.

(1ii) Para todo disco conforme D C X y ¢ : U — C carta local tal que ¢(D) =

D(z, R), entonces
1 2m )
uo ¢ z) < — / wo ¢ (2o + Re)df
2 Jo
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Prueba. (i) = (ii). Notemos que u —up =0 en X\D y u — up es subarménica en
D. Como no puede tener maximo, se sigue que v — up < 0.

(i) = (iii). Obvio.

(791) = (i). Sea v una funcién arménica en un abierto conexo U C X. Queremos
probar que si v — v tiene maximo en U entonces u — v es constante en U. Sea zg € U
tal que u(z) < u(z) para todo z € U. Fijemos un disco conforme (¢, D) tal que
#(D)=D(0,R) y ¢(z2) =0. Sean uy =uo ¢ 'y v, =vo¢ ' Luego

1 [ .
u1(0) —v1(0) < %/0 (uy —v1)(r - )df
Por otro lado, si 0 es el punto maximo de u; — v; entonces

1

ur(0) = v1(0) = o /02”(u1 —o)(r - €)df

Si u; — v; no fuese constante en D(0, R), por el lema 4.15 obtendriamos una

contradiccion para algin 0 < r < R. ]

Definicién 4.29. Sea X una superficie de Riemann y F C C°(X,R). Decimos que

F es una Familia de Perron de funciones, si:
1. Todas las funciones de F son subarmonicas.
2. Siu,v € F entonces max(u,v) € F y existe w € F tal que w < max(u,v).
3. Siu e Fy D un disco conforme en X entonces up € F.

Teorema 4.30. (Teorema de Perron). Sean F una familia de Perron de
funciones en la superficie de Riemann X. Definamos la funcion u : X — R como

u(p) = sup{v(p) | v e F}. Siu(p) < +oo, para todo p € X entonces u es armonica.

Prueba. Primero probaremos lo siguiente :
Afirmacion: Dado un disco conforme D con centro en p € X, existe una secuencia
u, en F tal que u(p) = h_)m un(p) y u, es arménica en D | para todo n > 1.

n [o.¢]
En efecto, sea p € D y elijamos una secuencia v, en F tal que nhg)lo v, (p) = u(p). La
secuencia u, serd construida por induccién en n. Sea u; = vy p y supongamos que
tenemos uq, ..., u, tal que u; < ... < u, en D Y U, ..., U, son armoénicas en D.

Definamos wy, 11 = max{uy, ..., Uy, Upi1} Y Uni1 = Wp41,p Y NOtEmMos que :
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1. u, < wpyq entonces Uy, < Wy < Wyy1,p = Up41; MAS aUN, Up4; €S armonica

en D.

2. ulp) = limuv,(p) < limu,(p) < sup{w(p) | w € F} = u(p). Luego
Tim u, (p) = u(p).

b Dg) = nh_)rgoun(q) Entonces

Luego, definamos la funcién v~ : D — R como v
vP(q) < u(q) , para todo q € X.

Sean p € X, D un disco conforme con centro en p y u, una secuencia en F tal que
up, es armonica en D y nh—>r£10 un(p) = u(p) < +oo. Para ver que u es arménica en D
vamos a probar que u = v” en D. Como sabemos, por Harnack v” es arménica en
D, ademss, v (q) < u(q) para todo ¢ € D.

Afirmacion: Si vP # u entonces existe una funcién w : X — R tal que w es arménica
en D, vP? <w <wen D, w(p) =0"(p) y w(q) > vP(q) para algin q € D.

En efecto, supongamos que existe ¢ € D tal que v”(q) < u(q). En este caso, existe
una funcién w, en F tal que v”(q) < w,(¢) < u(q). Consideremos la secuencia

P(

w, = max(u,, w,)p € F, la cual no es decreciente y satisface w,(p) = v”(p) =

u(p), wy(q) > v(q) y w, es arménica en D. Basta tomar w = lim w,,.
n—oo

D D

Se sigue que v© = u en D. Caso contrario la funcién w — v* seria armoénica y no

negativa en D, teniendo un punto minimo en p y w # v”. Absurdo. O

Sean U un abierto conexo en la superficie de Riemann X tal que oU # 0 y

f : OU — R una funcién continua y acotada. Consideremos la familia de funciones
F:={u:U — R|ues continua en U , subarménica en U, u < fen U yu < supyy (f)}

y definamos la familia

Fr={uy | ve F}

Proposicién 4.31. La familia Fy es una familia de Perron y la funcion ug(p) ==

sup{u(p) |u € F} definida en U es arménica en U.

Prueba. Se tiene que Fy # 0, pues la funcién infay (f) € Fy. Es fécil ver que si
u,v € Fy entonces max(u,v) € Fp. Si D C U es un disco conforme y u € Fy

entonces uy\ p = up|y\ p, 10 cual implica que up es continua en U, subarménica en

60



Uy up < fen dU. Falta verificar que up < supyy(f), en efecto
sipe U\ D entonces up < supgy(f)
sipe D entonces u(p) < supyy (up) = supgy (u) < supgy (f)
Por otro lado, uf(p) < supyy(f) < +oo y por el teorema de Perron, se sigue que uy

es armoénica en U. O

Definicién 4.32. Sea U un abierto conexo en la superficie de Riemann X con
OU # (). Decimos que p € OU es reqular para el Problema de Dirichlet si para toda

funcién continua y acotada f : QU — R entonces qli_r)r%uf(q) = f(p). Decimos que OU
qeU
es regular si todos los puntos de QU son regulares. En este caso, para toda funcion

continua y acotada f : OU — R, el Problema de Dirichlet con condicién de contorno

f tiene solucion.

Definicién 4.33. Sea U un abierto en la superficie de Riemann X con oU # ().
Decimos que p € QU admite una barrera si existen una vecindad V' de p € X y una

funcién continua v : VNU — R, subarménica en U NV tal que v(p) =0y v <0
en UNV\{p}.

Lema 4.34. Dado m < ¢ € R, existe una funcion continua v : U — R y una

vecindad V' C Vi de p tal que:

(1) v es subarmdnica en U.

(ii) v(p) =c,v<cenUNV yv=m en U\V. En particular, m <v < c en U.
Prueba. Sea o : VoNU — R una barrera en p. Si V. = V; N V5 entonces
1 = Ay €S una barrera en p. Reduciendo V' (si es necesario), podemos suponer
que V C V; y que V es compacto. Como aq < 0 en el compacto U N IV entonces
a = inf{Ja1(¢)] | ¢ € UNOV} > 0. Considerando d > m —c <0y B =d - %,

tenemos que:

(1) [ es una barrera en p.

(ii) B<m—c<0enUNJIV.

Sea v =max(f+c,m)en UNV yv=men U\V. Como f+c<menUNV
se sigue que v = m en U N OV. Luego, v es continua en U y subarmdnica en
U. Por otro lado, vy = m, v = max(3 + ¢,m) < max(e,m) =cen UNV y

v(p) = max(B(p) + ¢, m) = max(c,m) = c. O
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Proposicion 4.35. Si un punto p € OU admite una barrera en p entonces es reqular.

Mds ain, si U es compacto entonces:
(1) OU es reqular si y solamente si todos los puntos de OU admiten barrera.

(13) Si U es reqular y f : OU — R continua y acotada entonces uy es la unica

solucion del Problema de Dirichlet con condicion de contorno f.

Prueba. Supongamos que existe una barrera en p € JU. Sea f : OU — R una

funcién continua y acotada. Recordemos que us(q) = sup{u(q) | v € F;} donde
Fr:={wy | wes continua enU , subarménica enU , u < fendU yu < supyy(f)}

Queremos probar que qli_% ur(q) = f(p)

Dado € > 0. Como f (g Ucontinua en p, existe una vecindad V' de p en X tal que
f(p) —e < f(x) < f(p) + € para todo x € VN 9oU. Como f es acotada en OU,
supongamos que k = infay (f) < f < supyy(f) = K.

Usando el lema 4.34 con m = k —e y ¢ = f(p) — €, obtenemos una funcién continua
v : U — R continua, subarménica en U tal que v(p) = f(p) —¢ , v < f(p) —c en
UNnVyv=k—ecenU\V.

Afirmacion: vy € Fj.

En efecto, v es continua en U y subarménica en U. Basta verificar que v < f en 0U

y que v < K en U.

Se verifica que v < f en OU, pues

sig € U NV entonces v(q) < f(p) —e < f(q)
sig € OU\V entonces v(q) =k —e < f(q)

y que v < K en U, pues

sige UNV entonces v(q) < f(p) —e < K

sige U\V entonces v(q)=k—ec<K
Por lo tanto, vjy € Fy. Esto tltimo implica que us(q) > v(q) en U. Luego, para

todo € > 0 se tiene que

f(p) —e=wv(p) = limo(g) < lim infus(g) = f(p) < lim infus(qg)
qeU qeU qeU
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Aplicando el lema 4.34 con m = —K y ¢ = — f(p), obtenemos una funcién continua
w : U — R, subarménica en U tal que w(p) = —f(p) , w< —f(p)enUNVy
w=—-KenU\V.

Afirmacion: vy +w <e en UNV.

En efecto, basta verificar que para toda v € F; se tiene que u+ w < € en unv.

Primero verifiquemos que u +w <ecen dUNV) = QU NV)U (U NIV).

qgedUnV = (g <flg) = ulg)+wlg <flg)—flp)<e
w(q) < —f(p)

qelUnNidV = ulq)<K = ul@)+w(@ <K-K=0<e¢
w(q) = —K
Por lo tanto, u+w < € en (U NV). Como u+ w es subarmédnica en U NV se sigue
que u+w < € en UNV, caso contrario, u + w tendria un punto maximo en U NV

En consecuencia, uy +w < € en U N V. Luego, para todo € > 0 se tiene que

Jim supug(q) < lim (e —w(q)) = € + f(p) = lim supuy(q) < f(p)
qeU qeU qeU

Finalmente,

fp) < lm infup(q) < lim supug(q) < f(p) = limuy(q) = f(p)
qeU qeU qeU

Prueba de (i). Basta probar la condicién suficiente. Sea p € OU y (¢, U) una carta
en torno de p. Fijemos un disco conforme D en U tal que ¢(D) = D. Definamos la

funcién f : OU — R como

“min(l6(q)],1/2) , siq€ AU N D
—1/2 , sig € OU\ D

Se sigue que f es continua y acotada en OU.

Sea h : U — R una solucién para el problema de Dirichlet con condicién de contorno
f.

Afirmacion: h es una barrera en p.

En efecto, h es continua en U, arménica en U y hpv = f. Ademas, h(p) = 0
h(q) = f(q) <0, siq € U \ {p}. Falta mostrar que h(q) <0, sig € U\ {p}. Como
p no es punto aislado de U, pues U es compacto. Se sigue que f es no constante y

en consecuencia, h es no constante.
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Basta mostrar lo siguiente: Sea gy € U tal que h(q) < h(qo) para todo ¢ € U entonces
h(q) =0y qo = p-

Por un lado, si h(go) < 0 entonces h(p) < 0. Absurdo. Si h(go) > 0 entonces gy € U
y h tendria maximo en U, luego, h es constante. Absurdo. Por lo tanto, h(gy) = 0.
Por otro lado, si ¢y # p entonces gy € U y h tendria maximo en U. Absurdo. Por lo
tanto, gop = p.

Prueba de (ii): Sea f : U — R continua acotada y us,v : U — R dos soluciones
del problema de Dirichlet con condicién de contorno f. Definamos w = uy — v,
continua en U, arménica en U y wjpr = 0. Se sigue que w = 0, caso contrario w

tendria maximo o minimo en U. Absurdo. Por lo tanto, u; = v. O

Para el enunciado reciproco de la proposicién 4.35 no es necesario que U sea
compacto. Por otro lado, el problema que un punto tenga barrera es local, asi pues,

veamos el siguiente criterio para que un punto admita barrera.

Proposicién 4.36. (Condicion del disco externo). Sea U un abierto en C. Si
a € OU pertenece a un disco cerrado D(m;r) contenido en el complemento de U

entonces U admite una barrera en a.

-
Prueba. Sea ¢ = entonces u(z) = log(ﬁ) —log|z — ¢| define una barrera en a.

Por lo tanto, a es un punto regular. O
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Capitulo 5

Caracterizacion de Superficies

Planas

Una superficie suave X es topoldgicamente plana (de aqui en adelante, plana) si
es homeomorfa a un abierto de la esfera S2.

En esta secciéon nos ocuparemos en probar el siguiente teorema:

Teorema 5.1. (Caracterizacion holomorfa de superficies planas). Sea X

una superficie de Riemann. Las siquientes proposiciones son equivalentes:
(1) X es plana.

(17) X satisface el teorema de la curva de Jordan, i. e., el complemento de cualquier

curva cerrada simple sobre X tiene exactamente dos componentes conexas.

(i1i) Toda 1-forma diferencial de clase C™ cerrada con soporte compacto en X es

necesariamente exacta.
(iv) X es biholomorfa a un abierto de C.

Prueba. Ejecutaremos la demostracién conduciendonos por la siguiente secuencia:

(ii) — (iii) — (iv)
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5.1. De la condicién topoldgica al Teorema de la
Curva de Jordan

Proposicion 5.2. Sea X wuna superficie topolégica que satisface el Teorema de
la Curva de Jordan. Entonces cualquier superficie Y homeomorfa a X cumple el

teorema de la curva de Jordan.

Prueba. Sea v : [0,1] — X una curva cerrada simple. Luego X \trvy tiene
exactamente dos componentes conexas, pues X cumple el Teorema de la Curva
de Jordan. Si h: X — Y es un homeomorfismo entonces h o~ : [0,1] — Y es una
curva cerrada simple. Més aun, Y \ tr(h o v) tiene exactamente dos componentes

conexas, pues X \ tr(v) y Y \ tr(h o v) son homeomorfos. O

Teorema 5.3. St X es una superficie plana entonces X satisface el Teorema de la

Curva de Jordan.

Prueba. Por la proposiciones 2.30, 2.31 y 2.32 sabemos que la esfera S? y cualquier
abierto conexo U en R? satisface el Teorema de la Curva de Jordan. Como X es
homemorfo a un abierto de S? entonces X satisface el Teorema de la Curva de

Jordan. O
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5.2. De la condiciéon topoldgica a la propiedad
cohomoldégica

Proposicién 5.4. Si X es la esfera S? o un dominio en R? entonces toda 1-
forma diferencial de clase C*° cerrada con soporte compacto en X necesariamente

es exacta.

Prueba. Si X = S? entonces el soporte de toda 1-forma diferencial es compacto y
H}(X) = 0. Por lo tanto, toda 1-forma diferencial de clase C™ cerrada con soporte
compacto en X es exacta. Si X es un abierto conexo U de R? y w una 1-forma
diferencial C'*® cerrada con soporte compacta en U.

Definamos la 1-forma diferencial & en R? como

w ,en U

0 ,en R 2\U

&
li

la cual es cerrada y de clase C*°, pues @ = w es C® en U y @ = 0 en R?\ supp(w).
Como H}n(R?*) = {0} entonces existe f € C(R?) tal que w = df. Luego

w =&y = (df)jv = d(fiv). Por lo tanto, w es exacta. O

Teorema 5.5. Si X es una superficie plana entonces toda 1-forma diferencial de

clase C* cerrada con soporte compacto en X necesariamente es ezracta.

Prueba. Por un lado, si X es homeomorfo a S? entonces el soporte de toda 1-forma
diferencial es compacto y por la invariancia topolégica de la cohomolégia de deRham
se sigue que toda 1-forma diferencial de clase C'™ cerrada con soporte compacto en
X es exacta. Por otro lado, sea h el homeomorfismo del abierto U en R? sobre X.
Como h y h™! son continuas propias, existen f : U — X y g : X — U aplicaciones
C> propias tales que f ~ hy g~ htasi, gof ~ Idyy fog ~ Idx. Si
w es una 1- forma diferencial C'™° cerrada con soporte compacta en X entonces
f*w es 1-forma diferencial C*> cerrada con soporte compacto en U; ademas, existe
a € C®(U) tal que f*w = da. Luego, (f o g)*w = g*(da) = d(a o g) y tomando su
clase de cohomologia [(f o g)*w]| = 0. Por lo tanto, w es exacta, pues por invariancia

homotdpica se sigue que [w] = 0. O
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5.3. Del Teorema de la Curva de Jordan a la
propiedad cohomolégica

Definicién 5.6. Sea X una superficie suave y v : [0,1] — X una curva.

1. Sea t € (0,1), decimos que v es suave en t si para alguna vecindad de ¢, 7 es

una aplicacion suave con v'(t) # 0.

2. Decimos que v es suave en 0 si v se extiende a una curva sobre X que esta
definida en el intervalo [—e¢, 1], para algin € > 0. Andlogamente, decimos que
v es suave en 1 si v se extiende a una curva sobre X que esta definida en el

intervalo [0, 1 + ¢], para algin € > 0.

3. Si v una curva cerrada. Decimos que v es suave en 0 (o en 1) si para alguna

vecindad de 1 = ?™0 = 7l ¢ S C C, la curva asociada 7 : ST — X es suave

con 7'(1) # 0.

4. Decimos que 7 es una curva cerrada suave si es una curva suave en t, para

todo ¢t € (0,1) y es suave en 0.

Proposicion 5.7. Sea X una superficie suave orientable que satisface el teorema

/w:()
Y

para toda 1-forma diferencial w de clase C* cerrada con soporte compacto en X y

de la curva de Jordan. Entonces

toda curva cerrada simple suave v en X.

Prueba. Sea v : [0,1] — X una curva cerrada simple suave. Como X \ try tiene
dos componentes conexas X; y Xo con 0X; = 00X, = 7, orientemos la curva ~
positivamente con respecto a X;. Sea w una l-forma diferencial C'*° cerrada con

soporte compacto en X, por Stokes se sigue que
/ w = / dw =10
¥ X1
O

Sea 7 : [0,1] — X una curva cerrada simple suave por partes y sea {0 =ty < t; <

... < t, = 1} una particién del intervalo [0, 1] tal que y;;_, ) es suave para cada
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j €{Ll,...,n}. Tomemos a la constante ¢ > 0 tal que 2¢ < 1r§nji£n(tj —t;_1). Para cada
j€{l,...,n—1}, consideremos las curvas v; = 7|;—c,+c) ¥ 10s intervalos cerrados
[t;j—(c—¢),tj—¢]y [tj+e,t;+ (c—e)], para algin € > 0 (suficientemente pequeno).
En particular, las curvas v; : (t; —¢,t;+¢) — X son aplicaciones continuas y por los
lemas 2.16 y 2.17 existe una aplicacién suave I'; : (t; — ¢, t; + ¢) = X homotdpica a
v;tal que I'; =5 en [t; — (c —e),t; —€| v [tj +¢,t; + (¢ — €)]. Definamos la curva

7 :[0,1] = X como

o ) s t€[01]\U Sl = (e—e)tj+ (c—e)
() = .

Li(t) , st teltj—(c—e),tj+ (c—¢)], paraalginj € {1,...,n—1}

Es facil ver que 7 es una curva cerrada simple suave y homotopica a v. Ademas,
usando la proposicion 2.13 podemos extender la proposicion 5.7 a curvas cerradas

simples suaves por partes.

Lema 5.8. Sea X wuna superficie suave. Si p y q son dos puntos distintos en X

entonces existe una curva simple suave sobre X que conecta p con q.

Prueba. Tomemos la coleccién de cartas {(pn, Un}nen sobre X tal que {U,} es
una cobertura localmente finita y ¢, (U,) = D3;. Como X es conexo por caminos
entonces existe una curva « : [0,1] — X que conecta p con ¢q. Ademsds, al ser tr «

un compacto entonces la cobertura abierta
tracU;U...UU

admite un nimero de Lebesgue § > 0, i.e., cada subconjunto C' C tr~ con
diam(C') < ¢ estd contenido en U;, para algin ¢ € {1,...,k}.

Por otro lado, al ser « : [0,1] — X uniformemente continua, existe 7 > 0 tal que
para cualquier ¢, t' € [0,1] con |t — /| < T se tiene que d(a(t), a(t')) <

Luego, tomemos m € N suficientemente grande (% < 7) y dividamos [0, 1] en partes
iguales {0 =ty < t; < ... < t,, = 1}. Se sigue que «a([t;_1,t;]) C Da( (tj)), para
todo j € {1,...,m}. Como diam(a([t;_1,t;])) < 0 entonces ([t;1,t;]) C U;,;, donde
i;e{l,....k}yje{l,...,m}.

Para cada j € {1,...,m}. Definamos las curvas a; : [t;_1,t;] — U;, como

t o= i (L=t) gy (altj-r)) +t i (alty)))
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Finalmente, definamos la curva v : [0,1] — X como v(t) = «a;(t), sit € [t;j_1, 1],
para algin j € {1,...,m}. Claramente, v es una curva simple suave por partes y
por lo escrito lineas arriba, se sigue que existe una curva I' : [0, 1] — X simple suave

homotdpica a v e igual a ella en cerrados en torno de t;, para j € {1,...,m}. O

Sea X una superficie suave orientable y 7 : [0,1] — X una curva suave por partes.
Decimos que el punto p = (t) es un punto maltiple si existe s € [0,1] tal que s # ty
v(s) = ~(t). Mas atin, si p € tr~ es un punto miltiple entonces existe una cantidad
finita {s1,...,s,} € [0,1] tales que v(s1) = ... = 7(sn) = p, pues de no ser finita
podemos considerar una secuencia s, € [0, 1] tal que y(s,) = p, la cual posee una
subsecuencia s,, que converge a ¢ € [0,1]. Luego, ]}Lrgov(snk) = 7(c). Por lo tanto,

v'(¢) = 0. Absurdo, pues 7 es suave por partes.

Proposiciéon 5.9. Sea X wuna superficie suave orientable. Si v : [0,1] — X es
una curva cerrada suave por partes y w una I-forma de clase C* cerrada sobre X.

Entonces existe una cantidad finita de curvas cerradas simples suaves por partes

Prueba. Desarrollaremos la prueba en dos casos.

Y1, ..., tales que

Caso 1. v tiene finitos puntos multiples.

En ese caso existe una cantidad finita 0 < t; < ... < t; < 1 tal que para cada t;
existe al menos un t; con k # i que cumple y(tx) = v(¢;). Luego, identifiquemos a
todos los pares t; < tj tal que v(t;) = (;) y denotemos por t;,t;, al par ¢;,t; (en
ese orden) tal que la diferencia ¢, — t; sea la més pequena.

Sia; =t; y by =t entonces y(a;) = y(b1) y y(t) # v(s) con a1 <t < s < by.
Luego, definamos la curva 7 : [a1,b1] — X, la cual es cerrada simple suave por
partes. Ademads, denotemos por I'y a la curva cerrada suave por partes que resulta

de remover la tr~; de la tr~ y defindmosla como

y(t) , 81 te[0,a]
'y(t—a1+b1) ,Si te[al,l—bl—l—al]

/w:/w—ir/w
vy Y1 I
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Ejecutando este proceso una cantidad finita de veces, se obtiene que :

[+=%]-

Caso 2. v tiene infinitos puntos multiples.

Sea {Up, }nen una cobertura localmente finita de X con U, discos coordenados. Como
try es compacto entonces existe una cantidad finita U; de abiertos que cubren a tr .
Luego, podemos encontrar un entero m tal que cada curva 7 : [cx_1,cx] — X con
= % , para k € {1,...,m} que pertenece a Uj). Asi pues, 7 = v * ... % Y.
Ademds, como los Uj(;y son discos se sigue que w = dfx) en Uj).

Por lo tanto

/ w = Fia((er)) = Fiw(V(ck1)

i
Notemos que f% w esta determinado por los puntos y(cx—1) y v(cx) de . O sea,

el valor de f% w no varia si reemplazamos la curva 7, por una curva simple 4, que
conecta y(cp—1) con y(ck) en Ujy). Se sigue que f% w= [, w.

Elijamos curvas simples suaves por partes 71, . . .,V en ese orden tal que 7, intersecta
a7y, *...%Y,_1 en una cantidad finita de puntos. Luego, la curva ¥ = 7, * ... 7, es

cerrada suave por partes con una cantidad finita de puntos multiples. Ademas, se

cumple que f7 W= f& w. O

Proposicién 5.10. Sea X una superficie suave y w una 1-forma diferencial de clase

C™> sobre X. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) w es ezxacta.
(i1) f,yw =0, para cualquier curva vy cerrada suave por partes en X.

(141) LW = fw w, para cualquier par de curvas suaves por partes i y Yo con los

mismos extremos fijos.

Prueba. (i) = (ii). Sea « : [0,1] — X una curva suave. Por hipétesis, existe

f € C>(X) tal que w = df. En consecuencia

[a=] o (df) = / (foa) = / 2 fa(0)dt = f(a(1)) - F(a(0)

Tomemos una particion {0 = ¢, < t; < ... < t, = 1} de [0,1] tal que para
je{l,...,n} lacurva v; = 7y, +,_,) s suave. Se sigue que :
[ dr=rae) - 1)
el
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para j € {1,...,n}. Por otro lado, v = 71 * 72 * ... % 7, entonces

Adfszjdf

Por lo tanto,
[ =32 10) - £6-0)) = F6M) - F(0) =0

(ii) == (iii). Tomemos la curva cerrada suave por partes v = 1 * 7, *. Luego

OZ/w:/w—/w
ol 71 Y2
L]~
7 2

(1ii) => (7). Fijemos p € X y sea x cualquier punto en X. Por el lema 5.8 existe

Por lo tanto

una curva 7, suave por partes que conecta p con x. Definamos la aplicacion

la cual estd bien definida, por hipotesis.

Afirmacion: f € C*(X).

Prueba: Dado ¢ € X. Tomemos una disco coordenado (¢, D) en torno de ¢ tal
que ¢(q) = 0. Para cada x € D, definamos la curva suave o : [0,1] — D como

o(t) = ¢ H(tp(x)). Asi, localmente se tiene que :

f(w)Z/wawszw/aw:f(qH/gw

Recordemos que localmente w = ajdyp; + asdps donde {aj,as : D — R} son

aplicaciones suaves. Si denotamos p(z) = (x1,x2), tenemos que

(Foe ™) m) = (Fo@™)0)+ Xk, fylasog™) (try tns) (tr)di
= (fou™)(0)+ X7 2y [i(aiog™) (twy, tay) dt
Asi, f es diferenciable en 0. En consecuencia, f es suave en D. Ademas, al ser ¢ un
punto arbitrario, se sigue que f es suave en X.
Afirmacion: w = df.
Prueba: Sea o : [0,1] — X cualquier curva suave por partes y sea 7,(o) una curva

suave por partes que conecta p con «(0). Luego



Entonces
[ =ta) - sao) = [
Por lo tanto, fa w —df = 0, para cualquier curva « suave por partes. Lo cual implica

que w = df. O

Teorema 5.11. Si X es una superficie suave orientable que satisface el teorema
de la curva de Jordan entonces toda 1-forma diferencial de clase C™° cerrada con

soporte compacto en X es exacta.

Prueba. Sea w 1-forma diferencial de clase C'*° cerrada con soporte compacto en X y
v :[0,1] — X una curva cerrada suave por partes en X. Luego, existe una cantidad

finita de curvas cerradas simples suaves por partes v; tal que

o= [
il =1 Y7V
Ademas, para cada i € {1,...,k} se tiene que ~; es homotépico con extremos fijos a

una curva cerrada simple suave C;. Por proposicon 2.13 se sigue que fv- w= | o W-
1 2

k
=— =0
/f" gfcw

pues X cumple el Teorema de la Curva de Jordan. Por lo tanto, w es exacta. O

Luego, tenemos que
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5.4. Teorema de Uniformizacion de Koebe

Una superficie suave orientable X es cohomolégicamente plana (de aqui en
adelante, plana) si toda 1-forma diferencial de clase C'* cerrada con soporte

compacto en X es exacta.

Lema 5.12. Sea X una superficie suave y orientable.
(1) Si X es simplemente conexo entonces X es plana.
(i7) Si X es plana entonces todo dominio en X es plana.

Prueba. (i) Sea vy una curva cerrada C'' por partes sobre X y w una 1-forma cerrada
con soporte compacto en X. Por las proposiciones 2.13 y 5.10, se sigue que w es

exacta. (i7) Basta emular el inicio de la prueba de la proposicién 5.4. O

Teorema 5.13. (Teorema del Anillo). Sea X una superficie plana compacta y A
la union disjunta de dos discos cerrados en X . Entonces, para cualquier estructura de

superficie de Riemann en un vecindad de X \ A se cumple que X \ A es biholomorfo

al anillo A(1, R), con R > 1.

Probaremos este teorema en el marco donde A esta contenido en un disco conforme
(¢, D) sobre la superficie de Riemann X. Sean p y ¢ dos puntos distintos en D.
Para cualquier ¢ > 0 (suficientemente pequeno), consideremos P. = {|z — p| < ¢}
y Q- = {|z — q| < e}. Tomemos X, = X \ (P- U Q.) con orientacién O tal que
doy A\ dps > 0y orientemos la curva C' = {|z — p| =1}, con r > ¢ (préximo a ¢) tal

~ ~ 1 d d
que [0 =1, donde 0(z) = %lm ( ¢ ¢ ) sobre D N Xj.

£—q Z—p

Lema 5.14. Toda 1-forma diferencial w de clase C™ cerrada sobre X, con fcw =0

necesariamente es exacta.

Prueba. En torno de 0F., tomemos un dominio V,, que es un anillo que contiene a
C' como el circulo del medio. Limitando w a V), se sigue que f7 w = 0, para cualquier
curva vy cerrada C' por partes en V,, pues fcw = 0. Luego, w es exacta en V, y
existe f € C*(V},) tal que wyy, = df. Consideremos la funcién suave n : V, — R
tal que 7 = 1 en el anillo limitado por OP. y OP. + § con § > 0 (suficientemente
pequeno) y definamos la funcién F: X \ P. - R como F'=nf en V, y F' = 0 fuera
del anillo limitado por dF. y 0V}, — é.
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Andlogamente, en torno de 90(Q)., tomemos un dominio V, que es un anillo y la
curva C' = {|z — q| = r}. Consideremos los discos cerrados C = {|z —p| < r} y
C' = {|z —q| <r} y por Stokes se sigue que Joww = 0. Luego , existe g € C™(V,)
tal que wyy, = dg. Consideremos la funcion suave A : V, — R tal que A = 1 en el
anillo limitado por 0Q. y Q. + 0 y definamos la funcién G : X\ Q. — R como
G =MXgen V, y G =0 fuera del anillo limitado por 9@, y 9V, — ¢.

Tomemos la 1-forma diferencial @ sobre X como

w—dF —dG , en X,
0 cen X\ X,

&
i

que es de clase C™ cerrada y con soporte compacto en X, pues w se anula en
vecindades de 0X.. Como X es plana existe h € C*(X) tal que dh = @. Por lo

tanto, w = d(h|x.) es exacta. O

Lema 5.15. Ezxiste una 1-forma diferencial 0 de clase C*° cerrada sobre X tal que

fC 0=1y f7 0 € Z, para cualquier curva v cerrada C' por partes en X.

Prueba. Sea (¢, Dg) el disco conforme de radio R, entonces los puntos p y ¢ estén
contenidos en el disco D, , para algin r € (0, R). Como

/ 0=0

|z|==5+

entonces existe f € C®(A(r, R)) tal que § = df. Consideremos la funcién suave

n:A(r,R) > Rconnp=1en D% y definamos la 1-forma diferencial 6 sobre X

como
0. 0 , en D%\{p,q}
| dm) L en x\D,
que es de clase C* cerrada y claramente satisface lo requerido. O

Lema 5.16. Para toda 1-forma diferencial w de clase C'* cerrada sobre X.. St

fow € 7 entonces fvw € 7Z, para cualquier curva «y cerrada C' por partes en X..

Prueba. Tomemos la 1-forma diferencial de clase C* cerrada & = w—( [, w)f. Como
/. o w = 0 entonces w es exacta en X.. Luego f7 w = 0, para cualquier curva ~y cerrada

C' por partes en X.. Por lo tanto, [\ w = ([, w)([,0) € Z. O
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Prueba del teorema 5.13. Como 0X. es regular entonces el problema de Dirichlet
tiene solucién para X., es decir, existe u; continua en X, y arménica en X, tal que
up =1en OFP. y hy =0 en 0Q)..

Para A > 0, definamos u := Auj. Notemos que u = A en OP. y u = 0 en 0Q..
Ademas

d(u - *du) = du A *du+u - d * du = du A *du

pues d x du = 0. Por Stokes y convergencia mondtona se sigue:

lim du A *du = lim u-*du:)\/*du>0
OXeyt c

t—0 Xegs t—0

pues a traves del disco conforme (¢, D) se tiene:

ou \° ou \’
/DdU/\*duz/D(OTﬁ> —f‘(%) d¢1/\d¢2>0

Como u es armoénica no constante, esta desigualdad se mantiene para toda carta
sobre X.. Por lo tanto, f o *du > 0. Si decretemos f o *du = 1 entonces la funcién u
es Unica.

Fijando zy € X,

£(2) = exp {27r (/Z:(du +ix du)) + 27Tu(zo)}

define una funcién holomorfa bien definida, con |f| = ¢*™. Notemos que

g - 0 - -l 27
Jim |f()| =1y Jim |f(:)| = R o=

Afirmacion: f es propia.

En efecto, cualquier compacto K en A(1, R) estd contenido en un subanillo, asi pues,
podemos asumir que K = {z € C | r; <|z| <rp}conl<r; <ry < R. Sean >0
tal que 1 +mn <1 y rs < R—mn, entonces existe 6 > 0 tal que |f(z)| <14 n con z
en una vecindad V, que es el anillo limitado por 0Q. y 0Q. + ;v |f(2)] > R—n
con z en una vecindad V, que es el anillo limitado por 0P, y 0F: + 4.

Afirmacion: f es sobreyectiva.

2
£

En torno de p, tomemos el anillo A(p;e—t, —t)’ para algin ¢ > 0 (suficientemente
8 —_—

pequeno) y consideremos la funciéon R(z) = p+——. Es facil ver que R(0F:) = 0P
Z=p
2

5
y que el anillo A(p; ¢, —t) se aplica en el anillo A(p; e—t, €). Realizando este proceso
€

76



para ¢, podemos extender la funcién f de manera holomorfa a una vecindad de X..

Notemos que f(X.) es cerrado, pues f es cerrado. Luego
Of(X) C f(0Xc) C 0A

pues f es abierto. Por lo tanto, f es sobreyectiva.
Con estas afirmaciones se tiene que f es un cubrimiento ramificado.
Afirmacion: f es inyectiva.

Basta mostrar que este cubrimiento solo tiene una rama. Como

() = exp {27 (/z:(du i du)> o u(zo)}

entonces
df =2nf - (du+i*du)ydf =2nf-(du—ixdu)
Ademas
df Ndf = —2i-47% - |f|* - du A *du
Luego

% df Ndf = 4% e*™ du A xdu = 7 d(e*™) A xdu = 7 d(e*™ - xdu)

pues d * du = 0. Nuevamente, por Stokes y convergencia mondtona se sigue:

lim ~ df Adf = lim 7r/ ™ xdu =T (647T>\/ xdu +/ *du)
t—0 2 Xt t—0 OXept c ,

Por Stokes se tiene que fc *xdu + fC, xdu = 0 entonces fc *xdu = — fC, wxdu = 1.

En consecuencia

%/ df Adf = m(R2—1)

Localmente tenemos que df A df = |f'|>dé A dp = —27|f'|>dé, A dgs y usando las

€

proposiciones 1.9 y 1.10, se concluye que :

i _
§/Edf/\df>0

O sea, R > 1. Finalmente

/ dedf:/ dz Ndz
X, A(LR)

Por lo tanto, f es inyectiva y con ello, X. y A(1, R) son biholomorfos. O
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Lema 5.17. (Del Encaje Creciente). Supongamos que una superficie de Riemann
X es una union creciente de abiertos coneros X, y para cada n € N existe
fn + Xo = C funcion holomorfa inyectiva. Entonces existe f : X — C holomorfa

myectiva.

Prueba. Fijemos p € X; y tomemos una carta holomorfa (¢,U) en torno de p. A
través de una suma y producto de constantes obtenemos que f,(p) =0y %(p) =1.
Dado n € N la sucesion fo,>, o fit : fu(X,) — C posee una subsecuencia que
converge uniformemente en compactos de f,,(X,) a una funcién holomorfa inyectiva,
por corolario 3.20. De este modo, en f;(X;) la secuencia f,>; o f; ' posee una
subsecuencia f,, o f; ! convergente, en fo(X3) consideremos la secuencia f,,, 20 f5 '
la cual posee una subsecuencia fmk,, of, ! convergente. Asf sucesivamente, obtenemos
las sucesiones ... C fi,. C ... C fmk,, C fm,- Por el proceso de la diagonal existe
una subsucesion (f,,) comun a todas las sucesiones halladas; ademds, X = U X,.

neN
Por lo tanto, f := lin% fm : X — C es una funcion holomorfa inyectiva. m
me

Proposicion 5.18. Si X una superficie de Riemann no compacta entonces X es
una union de creciente de de abiertos conexos X, relativamente compactos, con

borde suave que cumplen X, C Xpi1.

Prueba. Tomemos la coleccién de cartas {(¢n, Uy ) }nen sobre X tal que {U,} es una
cobertura localmente finita y ¢,(U,,) = Ds. Definamos f,, := oy, : X — R, donde
¢ es una funcién bump. Asf pues, f,, son C* con soporte compacto en U, y {f, < 1}
aun cubre a X. Por ultimo, definimos la funcién f := > nf, la cual es C* propia
y no negativa.

Por Sard, elijo r; valor regular de f tal que r; > 1, tomamos al compacto
K, = {f < r} vy de no ser conexo construimos al compacto conexo K; uniendo
las componentes conexas de K por caminos; luego, elijo s; valor regular de f tal

que s1 > 71, max{f(p)}. Por lo tanto, definimos a X; como la componente conexa
peEKy

de {f < s1} que contiene a K.
Igualmente, elijo ro valor regular de f tal que ro > 2, s;, tomamos al compacto
Ky = {f < ry} y construimos al compacto conexo K, de forma andloga a K1, luego,

elijo sy valor regular de f tal que sy > 7o, max{f(p)}. Asi pues, definimos X3 como
pEK>

la componente conexa de {f < sy} que contiene a K.
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Asi sucesivamente construimos los abiertos conexos X,, que satisfacen la condiciones

descritas lineas arriba, pues, {f < n} C K, C K,, C X,,. ]

Lema 5.19. Sea X un espacio métrico localmente compacto, Y un esapcio métrico

y [ X =Y wuna aplicacion continua. Sea K C X un conjunto compacto tal que
(i) fix es inyectiva.
(it) Cada p € K tiene una vecindad V, tal que fly, es inyectiva.

Entonces existe una vecindad V' que contiene a K tal que fjy es inyectiva.

Prueba. Por contradiccién. Supongamos que no existe V', entonces por cada &, > 0
podemos encontrar z, , y, distintos tal que d(z,, K), d(yn,, K) < e, v f(zn) =
f(yn). Como X es localmente compacto y K es compacto, existe § > 0 tal que el
conjunto L = {z € X | d(x, K) < d} es compacto. Luego, para €, < J se tiene que
Zn , Yo € L. Tomando subsecuencias z,, e y,, tal que z,, — = e y,, — y. Se sigue
que z,y € Ky f(z) = f(y). Por lo tanto, si  # y se contradice el item (i) y si

xr =y = p se contradice el item (ii). O

Para cada n € N se tiene que X,, es compacto y 0X,, tiene una cantidad finita de
componentes conexas. Sea 0.X,, = UJ’QIC} la unién disjunta del borde de X,, en sus
componentes conexas. Por el teorema de clasificacién de 1-variedades suaves cada C;
es difeomorfo a S y extendamos este resultado a una aplicacién suave g; : V; — S,
donde V; es una vecindad de C;. Ademds, existe f; : W; — R aplicacién suave,

donde W; es una vecindad de C; tal que
(1) C={peW; | f;(p) = 0}.
(i) W;N X, = {p €W, | fi(p) <0}
(i13) df; # 0, en C}.

Consideremos la aplicacion ¢; = (gj, f;) : V; N W; — S x R. Notemos que esta
aplicacién tiene matriz Jacobiana no singular en todo punto de C;. Por el teorema
de la Funcién Inversa y el lema 5.19, existe ¢ > 0y V;/ C V;NW; vecindad de Cj tal
que @; : V] = S x (—¢,¢) es un difeomorfismo. Si vemos a S' x (—&,,¢) dentro de

S?, se sigue por el Teorema del Anillo que S* x (—¢,¢) es biholomorfo a A(1, R;).
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1

Recordemos que los anillos A(1,R;) vy A(—,r;) son biholomorfos siempre que
Ty

R; = r2. Asi, tenemos el biholomorfismo

1 _
(I)j : A(Fﬂ”) — P 1(51 X (_575))
j
(o art . ~1 ~1 1
Miés atin, podemos asumir que f; " (—¢) <— {|z| = r;} y f; " (e) «— {|z| = —},
Tj
caso contrario, componemos el biholomorfismo con la funciéon z — —.
z
1

1
Definamos la inclusion W; del anillo A(—,7;) en el disco D, como z +— —.
T z

Consideremos la funcion
1 1
c A(—.r) — A(—,r;
Q (Tj7rj> (Tjarj)
z — 1/z

Asi, obtenemos la suma conexa Y, = X, # U;;l D, definida como

1% 1 1% 1
Yo = [Xa\ Uiy @5(AC=75)] Ugjaest (U520 D \ PIA(, 7))
J J
1 1
identificando ®;(A(—,r;)) con ¥;(a(A(—,r;))) para cada j € {1,...,v,}.
T T

Se sigue que Y,, es una superficie de Riemann compacta y la inclusion natural de X,

en Y, es un biholomorfismo de X,, sobre ¥, \ U2, D1 .

Lema 5.20. Sean X una superficie suave orientable y (¢, Dg) un disco coordenado

sobre X eY = X\ D,, 0 <r < R. Entonces Y es plana si y solo si X es plana.

Prueba. (<=). Como X es plana e Y es un dominio de X entonces Y es plana.
(=>). Sea w 1- forma diferencial C*° cerrada con soporte compacto en X. Por otro
lado, en Dpg existe f € C*(Dg) tal que w = df en Dg. Consideremos la funcién
suave ) : Dr — R tal que n = 1 en Dy, para algin s € (r, R) y definamos la 1-forma
diferencial @ = w — d(nf), la cual es de clase C* cerrada y con soporte compacto
en Y. Luego, existe g € C*°(Y') tal que @y = dg, pues Y es plana.

Por otro lado, @ = dg = 0 en A(r,s), o sea, g es constante. Tomemos g = 0 en ese

dominio y definamos en X la aplicacién

~ g ,en Y
g
0 ,en X\Y
que es de clase C®, pues § = ges C* enY e g = 0 en X \ supp(g). Se sigue que
w=w+d(nf)=d(g+nf). Porlo tanto, X es plana. O
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Teorema 5.21. Si X es una superficie de Riemann plana entonces X es bitholomorfa

a un abierto de C.

Prueba. Si X es compacto tomemos el disco conforme (¢, D) en X y los puntos
p,q € D. Para € > 0 (suficientemente pequeno), se tiene que X. es biholomorfo al
anillo A(1, R), por el Teorema del Anillo. Luego, X \ {p, ¢} = UX. es biholomorfo a
un abierto conexo de C, por el lema del Encaje Creciente.

Por Casorati - Weierstrass, los puntos p,q no son singularidades esenciales. Asi,
podemos extender esta funcién holomorficamente a la aplicacién F : X — C.
Afirmacion: F es inyectiva.

En efecto, caso contario existen z,{ € X tal que F(z) = F({). Sean V, y V;
vecindades en torno de z y ( respectivamente tal que F'(V,) = F(V¢). Luego, si
quitamos los puntos p y ¢ de esta vecindades, contradecimos la inyectividad de la
funcién original. Por lo tanto, F' es inyectiva.

Afirmacion: F es sobreyectiva.

En efecto, F(X) es abierto en C. Ademas, se tiene que F es propia, pues X es
compacto. Se sigue que F' es un apliacion cerrada. Por lo tanto, I’ es sobreyectiva.
En consecuencia, X y C son biholomorfos.

Si X es no compacto entonces X = U, cnX,, con X,, abierto conexo, relativamente
compacto, con borde suave y X, C X,,i. Para cada n € N, se tiene que X, es
biholomorfo a un abierto de una superficie de Riemann compacta Y,,. Se sigue que
Y, es plana, pues X, es plana. Luego, Y, y C son biholomorfos. Entonces X,, es
biholomorfo a un abierto en C. Finalmente, por el lema de Encaje Creciente, se

tiene que X es biholomorfo a un dominio en C. O]
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5.5. Resultados del teorema 5.1

Del teorema se desprenden los siguientes resultados:

Corolario 5.22. Si X es una superficie de Riemann homeomorfa a un abierto de

S? entonces X es biholomorfa a un abierto de C.
Prueba. Inmediato. O

Corolario 5.23. (Teorema de Uniformizacion de Riemann). Si X es una
superficie de Riemann simplemente conexa entonces X es biholomorfa a una y solo

una de las siquientes tres:
(i) La esfera de Riemann C
(1) El plano complejo C
(731) El disco unitario D

Prueba. Como X es simplemente conexa es plana, por lema 5.12. Por el teorema
de caracterizacion de superficies planas, se tiene que X es biholomorfo a C o a un
abierto de C. Si fuera el segundo caso, por el teorema de uniformizaciéon de Riemann

en el plano se sigue que X es biholomorfo a C o a D. O

Corolario 5.24. (Caracterizacion diferenciable de superficies planas). Sea

X una superficie suave orientable. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(1) X es plana.
(17) X satisface el teorema de la curva de Jordan.

(1ii) Toda 1-forma diferencial de clase C™ cerrada con soporte compacto en X es

necesariamente exacta.
(iv) X es difeomorfa a un abierto de S*.

Prueba. Basta demostrar (iii) = (iv). Como X es orientable, posee estructura de
superficie de Riemann. Por el teorema de caracterizacion de superficies de Riemann
planas, X es biholomorfo a un abierto de C. En particular, X es difeomorfo a un

abierto de S2. O
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