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RESUMEN

El presente trabajo tiene por objetivo el analisis de las diversas situaciones —
problema asociadas a los conceptos fundamentales de la probabilidad presentes en
los cuadernos de trabajo propuestos por el Ministerio de Educacion para la
educacion basica en el Peru. El marco tedrico adoptado para la investigacion es el
del Enfoque Ontosemidtico de la cognicidn e instruccion matematica. Para la
realizacion de este analisis, fue necesario construir el significado de referencia de la
Probabilidad en su sentido fundamental. Para ello, se realizé un estudio de distintas
posturas matematicas y didacticas con el fin de identificar y organizar los elementos
presentes en el significado. Una vez establecido el significado de referencia, se
realiz6 una comparacion de los elementos del mismo con el significado pretendido
segun los desempenos presentados en el Curriculo Nacional. Para el analisis de las
tareas escogidas de los cuadernos de trabajo, se establecié las configuraciones
epistémicas de las mismas a fin de identificar los objetos primarios y detectar
posibles errores e inconsistencias. El analisis realizado permitié concluir que muchas
de las tareas propuestas contribuyen a reforzar sesgos o inducen a errores en la
comprension de la probabilidad. Ademas, se concluy6 que dichas tareas carecen de
la profundidad y variedad necesaria para presentar un significado completo a los
estudiantes. Esta problematica tiene consecuencias negativas tanto en los
estudiantes como en los profesores. Entre las recomendaciones principales de este
trabajo, se aconseja la inclusidn de situaciones problema que involucren los distintos
significados de la probabilidad, asi como el disefio de experimentos aleatorios
basados en situaciones cotidianas en los que se evidencie la aplicacién de los

conceptos estudiados.
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ABSTRACT

The objective of this research was to analyze a sample of tasks involving the core
concepts of probability in workbooks proposed by the ministry of education in Peru
for the instruction of elementary and high school students. This investigation followed
the theoretical framework proposed by the Onto-semiotic Approach to Research in
Mathematics Education. To achieve the proposed objectives, it was necessary to
establish the referential meaning of the core concepts in probability. In order to do so,
it was necessary to gather and review a wide array of historic and mathematical
postures about the subject and propose an organization of the elements involved.
After establishing the referential meaning, it was compared to the contents of the
National Curriculum to find similarities and possible conflicts. For the analysis of the
chosen tasks, the epistemic configuration was determined for each of them
identifying the primary objects in order to detect inconsistencies or contradictions.
After the analysis, it was apparent that several of the proposed tasks contributed to
the existence of cognitive bias, such as equiprobability bias, and comprehension
errors about probability. Another conclusion was that most of the analyzed tasks lack
the depth and variety necessary to transmit the complex meaning of probability.
Among the main recommendations, it is advised to include problematic situations in
which more than one meaning of probability is involved, as well as real life situations

in which the concepts studied are applied in a concrete manner.
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CAPITULO I: PROBLEMATICA

En este capitulo, se presentaran las investigaciones que sirvieron como guia base
del presente trabajo. Las primeras tratan acerca del estado reciente de la educacion
estadistica; luego, se presentan otras investigaciones relacionadas ya de forma
especifica con la probabilidad y el conocimiento didactico - matematico de los
profesores sobre el mismo. A continuacidén, se presenta la justificacion y la
relevancia del trabajo, para lo cual se describe el estado actual de la ensefianza de
la probabilidad en el Peru. Finalmente, se plantea la pregunta de investigacion y los

objetivos general y especificos.

1.1 Investigaciones de referencia

La didactica de la Estadistica ha sido abordada por distintos autores desde multiples
perspectivas. Sin embargo, se trata de un campo de estudio relativamente joven
dentro del contexto de la Didactica de las Matematicas, ya que la mayoria de
investigaciones al respecto se empezaron a realizar hacia finales de la década de
los 90 a diferencia de otras areas de la didactica de las Matematicas, cuyo desarrollo
se inici6 mucho antes. Como mencionan Cafizares, Batanero, Valecillos y Estepa
(2017), actualmente, la ensefianza de la estadistica se encuentra presente, de forma
generalizada, en los curriculos de ensefianza de primaria y secundaria de la mayoria
de paises. Ello, ha dado lugar a multiples problemas didacticos que los

investigadores buscan responder.

Estos investigadores refieren que, en el contexto iberoamericano, el Grupo de
Estadistica, Probabilidad y Combinatoria de la SEIM (Sociedad Espanola de
Investigacion en Educacion Matematica) viene realizando y promoviendo la

investigacion en esta area.

Ademas, Canizares et al. mencionan que, a pesar de la importancia cada vez mayor,
practicamente no existe formaciéon de profesores es este ambito especifico. Por una
parte, los egresados de carreras de Matematicas no reciben formacién en Didactica
de la Estadistica. Por otro lado, los egresados de carreras de educacidon secundaria
0 educacion con mencion en Matematicas reciben uUnicamente un curso de

estadistica que suele resultar insuficiente. Ademas, son pocos los profesores de



primaria que poseen formacion basica en Estadistica. Esta observacion fue hecha en
el contexto europeo, pero se trata de una situacidn que es aun mas comun en

Latinoamérica.

Inzunza y Guzman (2011) realizaron un estudio exploratorio en un grupo de
profesores de secundaria en México sobre la comprension de los conceptos
relacionados con la Probabilidad. Para ello, aplicaron un cuestionario de 17
preguntas a 80 profesores de escuelas secundarias con orientacién tecnolégica. Del
estudio, se concluyd que los profesores no acostumbran usar representaciones,
tales como diagramas de arbol, diagramas de Venn o tablas. También, se observé
dificultades para manejar el enfoque frecuencial de la Probabilidad. A su vez, al
emplear el enfoque clasico, se evidencié que existia un dominio limitado de las

técnicas combinatorias.

Batanero y Diaz (2012), en un trabajo de reflexion teorica, analizan las razones por
las cuales es necesaria una formacidén especifica para ensefiar probabilidad. Al
realizar un analisis sobre la naturaleza de la probabilidad, las autoras afirman que es
comun encontrarse con resultados contra intuitivos en todos los niveles. La
probabilidad requiere un mayor nivel de abstraccion que la aritmética o la geometria,
y es dificil de trabajar con material concreto. Sin embargo, muchas de las ideas
basicas relacionadas con la probabilidad, como los conceptos de azar y suerte son
manejados de manera informal por los estudiantes incluso antes de su presentacion

formal.

En cuanto a la formacién de los profesores, enfatizan que se debe tener claro que
ellos requieren un entendimiento profundo de las relaciones entre la probabilidad y
los distintos topicos ensefiados en la escuela. A diferencia de las matematicas
tradicionales, el conocimiento estocastico es susceptible a interpretaciones diversas

y las actividades estan mas relacionadas a las aplicaciones de los conceptos.

Adicionalmente, Batanero y Diaz sostienen que la formacion del profesor debe
comprender el conocimiento probabilistico y también el conocimiento profesional
sobre la didactica especifica de la estadistica. Los conocimientos profesionales
implican, por ejemplo, la reflexion epistemoldgica de los significados de los
conceptos que ensefan, asi como la capacidad de adaptar estos conceptos segun el
nivel de los estudiantes a los cuales se dirijan. También, es importante la capacidad
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de conocer y predecir las posibles dificultades, errores y obstaculos que pueden

presentar los estudiantes en el proceso de aprendizaje.

Hannigan, Gill y Leavy (2013) realizaron un analisis de los conocimientos y las
actitudes de los profesores de secundaria hacia la estadistica y su ensefianza. Esta
investigacion fue realizada en Irlanda con profesores de matematicas de secundaria
en formacién y también en ejercicio. Los autores mencionan que la International
Comission on Mathematical Instruction (ICMI) reporté que existen diversas falsas
concepciones y errores respecto a las ideas fundamentales de la Estadistica por
parte de muchos profesores. A su vez, afirman que, hoy en dia, es cada vez mas
aceptado que las ideas centrales de la estadistica no son matematicas en naturaleza
y que, de hecho, la estadistica no tiene su origen en la matematica. Una idea
fundamental es que el pensamiento estadistico depende profundamente de la

interpretacion y el juicio critico.

Adicionalmente, Hannigan et al. manifiestan que el profesor de Estadistica suele
tener formacion matematica y existe una concepcion errada entre los estudiantes y
profesores de que la Estadistica es tan solo un campo particular de la Matematica.
Ensefar a los maestros a “pensar estadisticamente” y transmitir esas habilidades a
sus estudiantes es un reto importante. La investigacién ya mencionada tuvo diversos
componentes, tanto cuantitativos como descriptivos. Se trabajé con evaluaciones
denominadas CAOS y SATS, que son consideradas herramientas objetivas para
medir el conocimiento de los profesores. De forma paralela, también se trabajaron
discusiones enfocadas en analizar cuales deben ser los conocimientos y actitudes

de los profesores hacia la Estadistica que ensefan en sus respectivas instituciones.

En su disertacion doctoral, Ortiz (1999) analiza los significados de los conceptos
probabilisticos a partir de las definiciones y propiedades presentadas en distintos

libros de texto.

En la presente investigacion, se entiende el concepto de “libro de texto” como aquel

libro que sirve como guia de ensefianza en el nivel escolar.

Entre los conceptos analizados por Ortiz se encuentran el espacio muestral,
experimento aleatorio, clases de sucesos, frecuencia relativa, dependencia e
independencia, entre otros. El estudio pretende obtener un conjunto de

caracteristicas esenciales de cada concepto, lo cual permitira definir el significado de
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cada uno. Para ello, realiza una reflexidén epistemoldgica en la que toma elementos
de otros autores para afirmar que el concepto de aleatoriedad es punto basico en el
aprendizaje de la Probabilidad, la cual muchas veces involucra ideas contradictorias

y no intuitivas.

Al comparar los distintos significados presentados en los libros de texto, Ortiz (1999)
observa como la terminologia varia de forma sutil; por ejemplo, algunos textos
mencionan al “azar’” como el causante de las situaciones aleatorias, y solo algunos
mencionan la repetibilidad como caracteristica de los experimentos aleatorios.
También, el autor da importancia al analisis del concepto de espacio muestral y sus
operaciones, asi como su relacion con la definicién de suceso, asi como las distintas

clasificaciones de sucesos que suelen presentar los libros de texto.

A lo largo del tiempo, distintos autores han identificado, analizado y catalogado las
dificultades que presentan tanto los alumnos como los profesores relacionadas con
la Probabilidad. Serrano, Batanero, Ortiz y Cafizares (1998) realizaron una
investigacion sobre los distintos sesgos y su prevalencia entre los estudiantes del
primer y tercer curso de bachillerato. Una de las interrogantes planteadas fue
determinar si los conocimientos recibidos en el bachillerato reducian o
incrementaban los sesgos. Los principales sesgos trabajados y descritos por los
autores son la Heuristica de la Representatividad, el Sesgo de Equiprobabilidad y el

Enfoque en el resultado aislado.

La Heuristica de la Representatividad (Kahneman et al, 1982) hace referencia a la
tendencia de estimar la probabilidad de un determinado suceso A dado otro suceso
B teniendo en cuenta que tan frecuentemente ocurre que B es representativo de A.
Ello conduce a suponer una correlacién que no necesariamente existe. Por ejemplo,
si en una determinada poblacién, casi todas las enfermeras son mujeres, una
persona podria estimar que la probabilidad de que una mujer sea enfermera es muy

alta, cuando ello no necesariamente es cierto.

El denominado Sesgo de Equiprobabilidad es la tendencia que tienen las personas a
pensar que, en los procesos aleatorios, los posibles resultados tienen la misma
probabilidad de ocurrencia. Este es analizado desde una perspectiva psicoldgica y
matematica por Gauvrit y Morsanyi (2014). Si bien este tema ha sido abordado por la

psicologia previamente, a menudo no se ha tenido en cuenta la naturaleza
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matematica de la problematica; otros autores lo han caracterizado como un error
cognitivo, pero podria ser mas bien el resultado de una paradoja matematica. Para
ello, los autores analizaron las respuestas de un grupo de alumnos ante distintos
problemas clasicos sobre probabilidad. Una observacion interesante fue que existe
una tendencia de las personas a asignar una cierta “uniformidad” a los procesos
aleatorios. Finalmente, los autores recomendaron tareas especificas para combatir
este sesgo, asi como también destacaron la importancia de realizar actividades que
puedan inducir una mejor comprension de los procesos aleatorios y la ley de los

grandes numeros.

El Enfoque en el resultado aislado (Konold, 1995) hace referencia a la tendencia de
las personas de estimar la probabilidad de un determinado suceso en base a una o
pocas observaciones. Por ejemplo, si a una persona se le dice que existe un 70% de
probabilidad de que llueva, y luego no llueve, esta podria pensar que, en
consecuencia, la prediccién era incorrecta. Este tipo de razonamiento implica una

falta de interiorizacion de la aleatoriedad.

La identificacion y la comprension de los sesgos relacionados a la probabilidad ya
trabajados por otros autores permitiran emplearlos como elementos del analisis que

se realizara para las tareas seleccionadas en esta investigacion.

En su trabajo, Serrano et al (1998) aplicaron un cuestionario de siete items y
realizaron un analisis de la correlacion entre distintas respuestas y como ello podia
evidenciar la presencia de los distintos sesgos y sus manifestaciones. Una
importante conclusion es que las dificultades o conceptos errados de los estudiantes
no son solo explicables mediante el estudio de los procesos mentales; es necesario

reflexionar sobre la complejidad de los objetos matematicos.

Otros sesgos cognitivos asociados a la Probabilidad son, por ejemplo, la “falacia del
jugador” y la “recencia positiva”, “la recencia negativa® y el sesgo de
representatividad. Estos sesgos han sido mencionados, observados y analizados por
distintos autores. (Batanero y Diaz, 2012).

Las referencias presentadas en la parte inicial de la presente investigacion tienen
por objetivo brindar una perspectiva general de las posturas y avances relacionados
con la ensefanza de la probabilidad en distintos ambitos. Las distintas ideas y
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conceptos presentes en estos trabajos permitiran el analisis de las tareas y brindaran

herramientas para proponer mejoras en las mismas.
1.2 Justificaciéon

Previamente, se ha hecho referencia a distintas investigaciones que evidencian la
importancia de la educacion estadistica en la actualidad. Ademas, se puede apreciar
cémo diversos investigadores han trabajado sobre las dificultades que alumnos vy
profesores presentan al ensefar o aprender conceptos relacionados con la
Probabilidad.

Como mencionan Batanero, Burrill y Reading (2011), la Estadistica se vuelve cada
dia mas importante para los ciudadanos de todos los niveles, ya que cada vez se
dispone de mas datos para la toma de decisiones. Por ello, es importante reconocer
la importancia de la ensefianza de la Estadistica y como su enfoque debe cambiar
del calculo hacia la inferencia. Como menciona el autor, ello implica una
reconceptualizacién, no solo de los métodos de la ensefianza, sino de sus

fundamentos.

Diversos autores han manifestado que la naturaleza de la Estadistica, y de la
Probabilidad especialmente, resulta fundamentalmente distinta a la del resto de las
Matematicas. La escasa formacién en este tema de la mayoria de los docentes
genera que los conceptos estadisticos los “incomoden” debido a que su vision de las

Matematicas suele ser determinista (Batanero, 2009).

Es por ello que los contenidos relacionados a la estadistica y la probabilidad suelen
relegarse al final de los diversos cursos escolares y a menudo son cubiertos de
manera superficial o incluso sacrificados, tal como afirma Osorio (2013).

La labor docente de los profesores que ensefian Estadistica en la educacion basica,
a menudo como parte de un curso general de Matematicas, esta fuertemente
influenciada por creencias, percepciones y sesgos que son resultado de la propia
formacion en esta area, la cual, en muchos casos, se remonta a su propia
escolaridad. Por ello, como mencionan Batanero, Burrill y Reading (2011), es
frecuente que los docentes se basen excesivamente en los libros de texto escolares
que emplean en su actividad cotidiana como sustento tedrico. De hecho, en el Peru,
la probabilidad no necesariamente formé parte importante de la formacion escolar de

muchos de los docentes de mayor edad. Como mencionan Bazan y Aparicio (2008),
13



recién el Curriculo Nacional del afio 2005 presenta a la Estadistica como elemento

transversal a todos los ciclos que conforman la educacion basica.

Como menciona Rodriguez (2004), a pesar de que la cantidad de investigaciones en
didactica de la estadistica se ha incrementado en los afios recientes, estas siguen
siendo escasas con respecto a las multiples investigaciones sobre la didactica de
otros campos de las matematicas como, por ejemplo, el algebra y la geometria. Mas
aun, dentro de las investigaciones en didactica de la estadistica, aquellas realizadas
sobre la probabilidad son aun mas escasas. Ello esta relacionado al hecho de que,
como menciona la autora, en la actualidad persisten las controversias filosoficas
sobre la interpretacion de los conceptos basicos relacionados con la probabilidad y
la aleatoriedad, entre otros, mientras que ello no ocurre con otras ramas de las

matematicas como la geometria o el algebra.

Ya que este trabajo se realiza en el Peru, es necesario conocer la estructura de la
educacién basica en este pais, asi como el rol que en ella juegan la estadistica y la
probabilidad.

En el Pery, la educacién basica regular esta organizada en tres niveles: inicial,
primario y secundario. A su vez, estos niveles estan clasificados en siete ciclos. En
la siguiente tabla, se muestran los ciclos y grados correspondientes a los niveles

primario y secundario.

Nivel Ciclo Grado Edades
Primero
11 ! 6 a 8 afos
Segundo
. . Tercero N
Primario \Y 8 a 10 ainos
Cuarto
Quinto N
Vv 10a 12 anos
Sexto
Primero N
Vi 12 a 14 anos
Segundo
Secundario Tercero
VI Cuarto 14 a 16 anos
Quinto

Tabla 1:Estructura de los niveles de educacién primario y secundario en el Peru

En este trabajo, las tareas que seran analizadas se tomaran de los libros de texto
correspondientes a toda la etapa escolar, especialmente el nivel primario, ya que es

en esta etapa que se trabaja los conceptos fundamentales relacionados con la
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probabilidad. ElI Curriculo Nacional propuesto por el MINEDU en el afio 2017,

clasifica el aprendizaje de los estudiantes mediante competencias. La competencia

correspondiente al pensamiento estadistico se denomina “Resuelve problemas de

gestion de datos e incertidumbre”. A su vez, esta competencia implica las siguientes

capacidades:

Representa datos con graficos y medidas estadisticas o probabilisticas
Comunica la comprension de los conceptos estadisticos y probabilisticos
Usa estrategias y procedimientos para recopilar y procesar datos

Sustenta conclusiones o decisiones con base en informacidén obtenida

En los estandares de aprendizaje, resulta relevante analizar qué niveles de

desarrollo de competencia estan relacionados con la Probabilidad en los niveles 3, 4,

5, 6 y 7. Segun lo estipulado en el Curriculo Nacional, se puede identificar lo

siguiente:

Expresa la ocurrencia de sucesos cotidianos usando las nociones de posible
o imposible y justifica su respuesta. (Nivel 3)

Expresa la ocurrencia de sucesos cotidianos usando las nociones de seguro,
mas probable menos probable, justifica su respuesta. (Nivel 4)

Realiza experimentos aleatorios, reconoce sus posibles resultados y expresa
la probabilidad de un evento relacionando el niumero de casos favorables y el
total de casos posibles. (Nivel 5)

Elabora y justifica predicciones, decisiones y conclusiones basandose en la
informacion obtenida en el analisis de datos o en la probabilidad de un
evento. (Nivel 5)

Expresa la probabilidad de un evento aleatorio como decimal o fraccion, asi
como su espacio muestral. (Nivel 6)

Interpreta que los sucesos seguros, probables e imposibles se asocian a los
valores de probabilidad entre 0 y 1. (Nivel 6)

Hace predicciones sobre la ocurrencia de eventos y las justifica. (Nivel 6)
Expresa la ocurrencia de sucesos dependientes, independientes, simples o
compuestos de una situacion aleatoria mediante la probabilidad y determina

su espacio muestral. (Nivel 7)
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e |Interpreta las propiedades basicas de la probabilidad de acuerdo a las
condiciones de la situacion. (Nivel 7)
e Justifica sus predicciones con base a los resultados de su experimento o

propiedades. (Nivel 7)

Al observar los contenidos propuestos en el Curriculo Nacional, se puede afirmar
que se maneja de forma casi exclusiva el planteamiento clasico para el céalculo de la
probabilidad. Sin embargo, como menciona Batanero (2005), existen hasta seis
significados para la Probabilidad. En el presente trabajo, como parte del significado
de referencia de la Probabilidad en su sentido fundamental, se hara referencia a los
significados clasico, frecuencial y subjetivo. Al respecto, el Curriculo Nacional
presenta el significado clasico de forma explicita y existen indicios de que ciertas
tareas presentes en los libros de texto buscan despertar el significado frecuencial en

los estudiantes, aunque ello no se menciona en el mismo.

Adicionalmente, en las diversas carreras universitarias del medio peruano, la
Estadistica se encuentra relegada con respecto a otros contenidos matematicos. En
la mayoria de casos, el primer curso de Estadistica en el nivel superior esta
programado hacia el tercer afo de estudio a pesar de que varios conceptos
estadisticos se encuentran involucrados en otras areas del saber que se estudian

desde el principio de una carrera universitaria, tales como la Fisica o la Quimica.

Todo ello lleva a plantear la importancia de cambios sustanciales en la educacién
estadistica a nivel escolar en el Peru. Para ello, la formacion de docentes es clave y
requiere de un modelo del conocimiento que deben poseer. Este modelo debe
procurar acercarse a los estandares internacionales de la educacion estadistica
como, por ejemplo, el GAISE (Guidelines for Assessement and Instruction in

Statistics Education) en Estados Unidos.

Por ello, como menciona Batanero (2009), “el cambio de la ensefianza de la
estadistica en las escuelas e institutos dependera de qué tanto se pueda convencer
a los profesores de que la estadistica es uno de los temas mas interesantes y utiles
para sus estudiantes y que todos ellos tienen capacidad para adquirir algunos

conceptos elementales”.

Batanero también menciona que existen muy pocas investigaciones acerca del
conocimiento profesional que debe tener el profesor para ensenar estadistica.
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Ademas, afirma que este conocimiento esta correlacionado con su conocimiento

estadistico, que a menudo suele ser deficiente.

Osorio (2013), quien trabajé en el contexto peruano, analiz6 el proceso de
instruccién asociado a la introduccion de concepto de Probabilidad en la educacién
superior. Entre sus recomendaciones, se puede destacar la necesidad de redefinir
los instrumentos empleados en la ensefianza de la probabilidad. Ello implica formular
procedimientos y argumentos distintos, asi como replantear el lenguaje que se

emplea en las situaciones propuestas a los estudiantes.

En el contexto latinoamericano, y especialmente en el Peru, recién estan surgiendo
investigaciones que aborden este tema y que, en el futuro, permitiran el disefio de
actividades de formacion de profesores, asi como también sirvan de sustento tedrico
para el diseio de libros de texto. Un antecedente cercano es la ya mencionada
investigacion de Vasquez y Alsina (2015), que sienta las bases para trabajos como

el que aqui se presenta.

Por lo anteriormente descrito, se puede considerar que resulta necesaria la
existencia de una propuesta tedrica que organice el significado de referencia de la
probabilidad en la educacion basica con el fin de determinar cual debe ser el
conocimiento didactico-matematico del docente de educacién basica para ensenar
Probabilidad. Para ello, se realizara la propuesta de un significado de referencia y un
analisis de las tareas presentadas en los libros de texto empleando las herramientas

del Enfoque Ontosemiotico.
1.3 Pregunta y objetivos de la investigacion

Ante las necesidades previamente expuestas, surge la siguiente pregunta de

investigacion:

¢ Qué errores o inconsistencias presentan las tareas propuestas en los cuadernos de
trabajo elaborados por el MINDEU en el afio 2017 para la educacion basica regular
en el Perud en relacion con el desarrollo del pensamiento estocastico y en

concordancia con el significado de referencia asociado a la Probabilidad?
Con el fin de responder a esta pregunta, se plantea los siguientes objetivos:

Objetivo general
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¢ Identificar errores e inconsistencias en las tareas propuestas en los cuadernos
de trabajo del MINEDU del afio 2017 sobre Probabilidad teniendo en cuenta
el significado de referencia propuesto para los conceptos basicos asociados a
la Probabilidad

Objetivos especificos

e Organizar el significado de referencia asociado a los conceptos basicos de la
Probabilidad

e Establecer las conexiones entre el significado de referencia propuesto y el
significado de referencia pretendido segun los desempefios presentes en el
Curriculo Nacional

e Realizar un analisis didactico de las tareas propuestas en los cuadernos de

trabajo del MINEDU con el fin de identificar errores e inconsistencias.

CAPITULO IIl: MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este capitulo, se presentara la metodologia que se empleara en la investigacion,
asi como los pasos que seran realizados a fin de responder a la pregunta de

investigacion y alcanzar los objetivos especificos propuestos.

También, se presentara el marco tedrico, el Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento e Instruccion Matematica, que se empleara para la realizacion del
analisis de las situaciones — problema elegidas. Debe mencionarse que hay poco
consenso entre los investigadores acerca de cual debe ser el marco tedrico
especifico para la ensefianza de la Probabilidad, por lo cual el significado de
referencia propuesto se basara en trabajos previos de otros autores, pero también

en ideas propias de la presente investigacion.
2.1 Metodologia y procedimientos

Ante la necesidad de establecer una metodologia para esta investigacion, es
importante reconocer, en primer lugar, que su naturaleza es cualitativa, en el sentido
que establece Martinez (2006). Se entiende que la metodologia de una investigacion
es la ruta que permitira alcanzar los objetivos planteados. De manera general, la

metodologia cualitativa pretende brindar una perspectiva en la que se considera al
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objeto de estudio, denominado unidad de analisis, como un todo integrado, de

manera que se pueda comprender su naturaleza en un sentido holistico.

Adicionalmente, como menciona Lépez (2009), en la investigacion cualitativa, el
investigador es considerado el “instrumento de medida”, ya que toda la informacion
involucrada en la misma sera filtrada de forma subjetiva de acuerdo al propio criterio
de quien la realiza. Es por ello que el investigador debe desarrollar lo que el autor
llama “subjetividad disciplinada”. A diferencia de otras clases de investigaciones, la
investigacién cualitativa no pretende confirmar o descartar hipétesis, sino plantear
nuevas preguntas y sentar las bases de nuevas teorias. Ademas, el mismo autor
menciona que no existen reglas de procedimiento definidas; estas deben ser
determinadas por el investigador segun la naturaleza del trabajo que realice. Esta
clase de investigaciones se caracterizan por su flexibilidad, adaptabilidad y

capacidad de evolucionar de forma recursiva en el tiempo.

Sin embargo, se debe mencionar que este y otros trabajos en el area de educacion
matematica poseen caracteristicas que los diferencian claramente de otras
investigaciones cualitativas. La mayoria de definiciones, metodologias y técnicas
propuestas por los autores en este campo han surgido para hacer frente a
cuestionamientos relacionados con las ciencias sociales y el estudio de los grupos
humanos, por lo cual el lenguaje y el enfoque que presentan parece ser mas propicio

para disciplinas como la antropologia, la sociologia, la psicologia, entre otras.

La metodologia cualitativa explicada por autores como Taylor, Bogdan y De Vault
(2015) confiere gran importancia a dos aspectos: la observacion y la recoleccion de
datos. Sin embargo, como ya se menciond, este trabajo pretende plantear una
propuesta tedrica y, por ello, se debe explicitar que no se realizara una recoleccion
de datos ni tampoco observaciones directas de fenémenos.

En este sentido, se debe reflexionar sobre aquello que la mayoria de autores
denominan “datos”. En esta investigacion, se trabajara bajo el supuesto de que los
libros y los articulos que seran revisados y analizados con el fin de alcanzar los
objetivos propuestos no son datos en el sentido que expresan Taylor et al, sino
documentos que forman parte de una estructura mas grande del conocimiento. Los
conceptos e ideas recolectados permitiran realizar una reconstruccion epistémica en

la que se empleen las herramientas tedricas que proporciona el EOS con el fin de
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realizar una reflexién profunda y, posteriormente, una propuesta que permita cumplir

con los objetivos previamente trazados.

Esta claro que existe una necesidad de investigaciones de corte experimental en el
campo de la ensefianza de la probabilidad, pero las mismas requieren de un
esquema conceptual previo para el analisis, que estara constituido principalmente
por el significado de referencia relativo a los conceptos fundamentales de la
Probabilidad. De esta manera, se establece que este trabajo tiene como uno de sus
objetivos la organizacién del significado de referencia, segun lo definido por el EOS,
que sirva de guia y sustento para futuras investigaciones y actividades de formacién

de profesores.

Adicionalmente, como herramienta para la reconstruccion de los significados de
referencia institucionales, se recurrira, de forma parcial, al método denominado
Analisis del Contenido, en el sentido explicado por Lopez (2009). Este autor destaca
que existe una gran cantidad de fuentes a la disposicion del investigador y que ello
genera que el estudio riguroso y metddico de los documentos escritos sea un

componente crucial de las investigaciones que se realizan en la actualidad.

Dentro del analisis del contenido, se ha considerado como relevante para esta
investigacién la importancia que se le otorga a la inferencia ya que, empleando el
lenguaje propio del EOS, se pretende construir, a partir de distintas fuentes,
estructuras y modelos. Ello implica realizar una labor de cierta forma hermenéutica,

como menciona Lopez (2009).

Finalmente, para el analisis de las tareas que sean seleccionadas, una accion
fundamental sera el establecimiento de las configuraciones epistémicas de cada una
y la identificacion de los objetos primarios segun lo propuesto por Font y Godino
(2007).

En base a lo expuesto, la presente investigacion estara enmarcada en una
metodologia eminentemente cualitativa. Para poder alcanzar los objetivos que han

sido propuestos, se propone seguir los siguientes pasos:

e Revisar las distintas posturas historicas y matematicas relacionadas con los

conceptos fundamentales de la probabilidad
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e Revisar las distintas investigaciones realizadas acerca de la didactica de la
probabilidad y los conflictos y sesgos que surgen durante la ensefianza de la
misma.

e Revisar el Curriculo Nacional vigente en el Peru (2017) a fin de identificar la
propuesta de ensefanza para la Probabilidad.

e Organizar el significado de referencia para la probabilidad en la educacién
basica siguiendo los lineamientos tedricos propuestos por el EOS.

e Identificar los tipos de tareas que se propone a los estudiantes en los
cuadernos de trabajo del MINEDU para alcanzar el entendimiento de la
probabilidad.

e Seleccionar algunas tareas sobre Probabilidad que se consideren
significativas y proponer sus configuraciones epistémicas teniendo en cuenta
el significado de referencia establecido

e Realizar el analisis didactico de cada tarea teniendo en cuenta la clasificacion
de objetos primarios propuesta por el EOS, que involucra las situaciones, las
definiciones, los conceptos, el lenguaje, las propiedades y los procedimientos
asociados a cada tarea.

e Realizar propuestas de mejora para la elaboracion de tareas relacionadas con

la probabilidad
2.2 Marco teodrico

En este trabajo, se adoptarda como postura tedrica el Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instrucciéon Matematica (EOS). Este enfoque ha sido desarrollado
a lo largo de las tres ultimas décadas en Espafia, principalmente en la Universidad
de Granada. Sus fundamentos tedricos son detallados en distintos trabajos, entre los
que destaca el articulo denominado “Un Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y

la instruccién matematica” presentado por Godino, Batanero y Font (2007).

Este enfoque tiene por objetivo analizar la actividad matematica en su totalidad
como parte de los procesos de ensefanza y aprendizaje, para lo cual recoge los
aportes de otras disciplinas como la psicologia, la filosofia, entre otras.
Adicionalmente, el enfoque pretende reflexionar acerca de la naturaleza de los
contenidos matematicos y como estos evolucionan y se desarrollan como parte de

instituciones definidas.
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Godino et al (2007) mencionan que el desarrollo del EOS se puede descomponer en
tres etapas: inicialmente, su interés estuvo en desarrollar las nociones de
“significados institucionales y personales” para un determinado objeto matematico,
con lo cual se buscé dirigir la atencion en el conocimiento matematico
institucionalizado, pero sin olvidar la perspectiva del sujeto al que se pretende
ensefar; en una segunda etapa, el grupo de investigadores se propuso elaborar
modelos ontologicos y semidticos mas detallados y completos. Una de las
conclusiones importantes en esta etapa es que se debe estudiar de forma mas
amplia las interacciones entre las ideas matematicas, el lenguaje y las situaciones-
problema. Finalmente, en la tercera etapa, la propuesta consiste en proponer seis
dimensiones en el proceso de instruccion matematica. Ademas, estas dimensiones
generan facetas del conocimiento matematico, que posteriormente dan lugar al
Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico, que es una herramienta importante

para estructurar la propuesta que se pretende realizar en el presente trabajo.

Para comprender el EOS y establecer su utilidad para lograr los objetivos
previamente planteados, es importante hacer referencia a las herramientas tedricas
que este propone, especialmente aquellas que seran utilizadas en el presente

trabajo.

En primer lugar, Godino et al. (2007) definen como practica matematica a toda
actividad realizada por un individuo con el fin de resolver problemas matematicos,
validarlos, comunicar soluciones, asi como realizar generalizaciones relativas a otros
problemas o contextos. Algunas de estas practicas son relativas a una persona
especifica, y otras son aceptadas y compartidas dentro de una institucion
determinada. A su vez, los autores definen una institucion como un conjunto de
individuos involucrados en la resolucidn de ciertas situaciones — problema en un

contexto compartido de practicas sociales y reglas.

De esta manera, el “significado” de un objeto matematico involucra directamente al
sistema de practicas que pone en juego un individuo ante una situacion — problema.
Estas practicas pueden ser de naturaleza operativa o discursiva. El EOS propone

una tipologia basica de significados, los cuales se muestran en la siguiente figura:
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Figura 1:Tipologia basica de Significados
Fuente: Godino et al (2007, p.6)

En el presente trabajo, uno de los objetivos planteados involucra la reconstrucciéon
del significado institucional de referencia para la Probabilidad en su sentido
fundamental. Godino et al definen el significado de referencia como “el sistema de
practicas que se usa para elaborar el significado pretendido”. Considerando que el
significado pretendido es aquel que ha sido planificado en el proceso de estudio, los
autores mencionan que el significado de referencia debe ser global y abarcar la
totalidad del objeto matematico, por lo cual su construccion requiere de un estudio
de naturaleza historica y epistemoldgica que involucre el origen y la evolucién del
mismo, asi como también la variedad de contextos en los que este objeto sea puesto

en juego.

Un segundo conjunto de definiciones importantes para el EOS es el que comprende
los objetos matematicos emergentes de los sistemas de practicas. Para el EOS, la
emergencia de estos objetos es un proceso complejo para el cual se debe
considerar al menos dos niveles. En el primer nivel, se presentan aquellos elementos
que son observables en un texto matematico tales como problemas, proposiciones,
definiciones, entre otros. Por otro lado, en el segundo nivel, se presenta una
categoria que “emerge de las distintas maneras de ver, hablar, operar, etc. sobre los
objetos del nivel anterior” (Godino et al, 2007, p. 6). Estas definiciones y las
relaciones que se producen entre ellas pueden observarse en la figura que se
muestra a continuacion:
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Figura 2: Categorias relacionales.
Fuente: Godino et al. (2007, p.10)

En el primer nivel, aparecen los denominados objefos matematicos primarios:

o Elementos lingdisticos

e Situaciones — problemas
e Conceptos — definiciones
e Proposiciones

e Procedimientos

e Argumentos

Estos seis objetos, mencionados por Godino et al. (2007), seran empleados para la
construccion del significado de referencia asociado a la Probabilidad. Los autores
también mencionan que esta clasificacion supone una ampliacion respecto de la
dicotomia tradicional que unicamente comprendia objetos conceptuales vy

procedimentales.
En el segundo nivel, aparecen las denominadas dimensiones duales:

e Personal — institucional: un objeto se considera institucional si es compartido
por los miembros de una determinada institucion, mientras que lo objetos
personales son relativos al pensamiento y/o acciones que realiza un individuo

en una situacion problematica.
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e Ostensivo — no ostensivo: un objeto se considera ostensivo si posee el
atributo de ser publico, lo que quiere decir que es susceptible de ser mostrado
a otra persona. Por el contrario, se considera no ostensivos a aquellos objetos
que, adicionalmente, pueden ser imaginados o pensados.

e Expresion — contenido: en una funcion semidtica, se distingue dos elementos,
que son el antecedente, considerado como la expresion significantes, y el
consecuente, que es el significado atribuido por una persona o institucién.

e Extensivo — intensivo: esta dimension involucra el proceso de generalizacion,
en el que se diferencia entre casos particulares y clases de mayor
generalidad.

e Unitario — sistémico: esta dimension diferencia entre objetos que funcionan
como entidades unitarias, y otros que se presentan como sistemas. Con el
transcurrir del aprendizaje de una persona, un objeto sistémico se convierte

eventualmente en primario.

Para realizar el analisis didactico de un proceso de instruccién, el EOS propone
cinco niveles, mencionados por Font, Planas y Godino (2010), que son los

siguientes:

Nivel 1 — Identificacion de practicas matematicas

Nivel 2 — Identificacién de objetos y procesos matematicos

Nivel 3 — Descripcion de interacciones en torno a conflictos

Nivel 4 — Identificacion normas

Nivel 5 — Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de instruccién

En el presente trabajo, el analisis didactico de las tareas seleccionadas de los
cuadernos de trabajo estara enfocado particularmente en el nivel 1, dado que se
realizara una descripcion de las practicas matematicas correspondientes a las
tareas; en el nivel 2, ya que se tomara en consideracion los objetos y procesos
matematicos involucrados en la resolucién de la tarea por parte del estudiante; y
también el nivel 5, puesto que se realizara una valoracion de la idoneidad de estas
tareas como parte del proceso de instruccion y se presentara propuestas de mejora.

En este trabajo, resulta prioritario abordar de forma central las configuraciones

epistémicas.
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Para el nivel 2 de analisis, de acuerdo con la metodologia descrita por Font et al.
(2010), resulta fundamental la construccién de la configuracion de objetos y
procesos o configuracion epistémica. Godino et al. (2007) mencionan que una
configuracion epistémica es relativa a una tarea matematica y comprende los
procedimientos, lenguajes, conceptos, proposiciones y argumentaciones necesarias
para su soluciéon. Como se puede notar, esta configuracion esta intimamente ligada
a los significados de referencia y a los objetos primarios descritos previamente. La

siguiente tabla muestra los elementos que la componen:

Figura 3: Configuracion de objetos

Fuente: Godino et al (2010, p.8)

CAPITULO liIl: CONSTRUCCION DEL SIGNIFICADO DE
REFERENCIA

En este capitulo, se realizara una breve resefia del desarrollo historico de la
probabilidad, asi como su definicion matematica. Luego, se presentara el significado
de referencia que se empleara para el analisis y se describiran sus elementos y su

organizacion.
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3.1 El objeto matematico de estudio

El concepto de probabilidad ha atravesado un largo y complejo desarrollo historico vy,
con frecuencia, ha generado diversos cuestionamientos de indole epistemoldgica y
filosofica. Muchos de los cuestionamientos y dificultades asociados a este concepto

en la actualidad han sido influenciadas por este desarrollo.

El rol que se suele dar a los juegos de azar en la ensefianza de la probabilidad en la
educacion basica regular no es casual, ya que los juegos de azar y la idea de una
“voluntad divina” fueron fundamentales en el surgimiento de los primeros conceptos,
tal como sefalan Borovcnik y Kapadia (2014). De hecho, los mismos autores
mencionan que el astragalo, precursor del dado de seis caras empleado en la
actualidad, era utilizado para responder peguntas en ceremonias religiosas en la
antigua Grecia. Mas adelante, los dados eran reconocidos como un método “justo”

para tomar decisiones.

En la actualidad, la millonaria industria de los juegos de azar es un importante

campo de aplicacion de la Probabilidad.

El analisis combinatorio como herramienta para el calculo de probabilidades tedricas
no surge sino hasta el siglo XVI, época que se podria considerar bastante reciente
teniendo en cuenta que, por citar un ejemplo, la geometria plana fue axiomatizada
por Euclides hace mas de 2300 afos. Tal como recuentan Borovcnik y Kapadia
(2014), en el siglo XVII, matematicos como Pierre de Fermat y Blaise Pascal
intercambiaron ideas sobre diversos problemas matematicos relacionados con
juegos y apuestas. En este punto de la historia, aun no estaba del todo claro el

concepto de espacio muestral.

En cuanto al aspecto matematico de la Probabilidad, es necesario hacer referencia a
la teoria de la medida y el algebra de sucesos. Para ello, se tomara como base la

estructura propuesta por Grimmett y Stirzaker (2001).

Para definir formalmente la probabilidad, es necesario proporcionar primero la
definicion de sigma — algebra (o-algebra). Dado un conjunto no vacio Q, como es el
caso del espacio muestral de un experimento aleatorio, se afirma que una coleccion
de subconjuntos de Q es una o-algebra representada por F si se cumplen las

siguientes propiedades:
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e SiAcFyBeF,entoncesAUBefFyANBeF.
e SiA ¢F, entonces AS e F.
e El conjunto vacio ¢ es un elemento de todo F.

o SiAy A An € F,entonces Un,_; Ai € F.

Debe mencionarse que, de esta forma, los elementos de | seran los subconjuntos
de Q vy, cuando Q sea el espacio muestral de una situacion de incertidumbre, se

denominan eventos o0 sucesos.
Definiciéon matematica de probabilidad

Para un espacio muestral no vacio Q, si F es una o-algebra de Q, se define la

probabilidad P como una funcién de la siguiente forma:
P: F-R
A - P(A)

Asi, la funcion P hace corresponder a cada suceso A un numero real P(A) llamado

probabilidad de A. Los autores enuncian las siguientes propiedades:

e Paratodo A € F, se cumple que P(A) 20.

 P(¢)=0
e P(Q)=1
e SiAj; Ay € F de modo que AiN Aj= ¢ para i # j, entonces:
P CU A)= > P(A)
i=1 i=1

De esta manera, la probabilidad mide la ocurrencia de un determinado suceso
siempre que este suceso sea un subconjunto del conjunto potencia P(Q2) del espacio
muestral Q asociado a un determinado experimento aleatorio. El espacio muestral Q
es el conjunto de todos los resultados posibles del experimento aleatorio.

En esta definicion, se debe destacar que no es importante cémo se asigna la
probabilidad de un determinado suceso. Mientras los axiomas presentados se
cumplan, es posible calcular o estimar la probabilidad de distintas maneras, tal como

se presentara mas adelante.
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3.2 Significado de referencia

A continuacion, se presentara el significado de referencia correspondiente a los
conceptos fundamentales de la probabilidad en la educacién basica. Este significado
ha sido organizado y construido como una propuesta que involucra elementos
trabajados por otros autores, principalmente Batanero y Borovcnik (2016), Ortiz de
Haro (1999) y Osorio (2013), asi como también aportes propios surgidos durante la

elaboracion del presente trabajo.

Se debe mencionar que no todos los conceptos presentados a continuacion figuran
de forma explicita en el Curriculo Nacional (2017). Ademas, no existe un consenso
absoluto sobre la clasificacion de situaciones, sucesos o los métodos para calcular
probabilidades debido a que, tal como lo menciona Ortiz de Haro (1999), en muchos

casos no se trata de definiciones de naturaleza matematica.

El significado de referencia que se presentara es, por lo tanto, parcialmente, una
propuesta, pero también una recopilacion de definiciones generalmente aceptadas y
trabajadas por otros autores como Ortiz de Haro (1999) y Batanero (2005). Ademas,
se debe mencionar que los siguientes elementos se encuentran enlazados y no
siempre pueden ser ordenados de forma lineal. Finalmente, el orden en el que se
organizan estas ideas no coincide necesariamente con el orden que se emplea

habitualmente en la ensefianza en la etapa escolar.

El significado de referencia asociado a los conceptos fundamentales de la
probabilidad se puede descomponer en cuatro elementos que, a su vez, involucran

varias definiciones y conceptos propios. Estas ideas se presentan a continuacion:

e La situacion de incertidumbre
e El espacio muestral
e Sucesos Y clasificacién de sucesos

e Laidea de probabilidad

La situacion de incertidumbre

El punto de partida para el estudio de la probabilidad es la situacion de
incertidumbre. Esta es una idea que no suele presentarse en los libros de texto. Se
puede decir que una situacion de incertidumbre es aquella situacion en la que un
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individuo no tiene la seguridad de qué ocurrira. Podria afirmarse que la mayor parte
de las situaciones que se producen durante la existencia humana es una situacion

de incertidumbre. A modo de ejemplo, se puede nombrar las siguientes situaciones:

a) Miguel toma un taxi hacia su trabajo y no sabe si llegara a tiempo o no.

b) Claudia va a rendir un examen y no sabe qué nota obtendra.

c) Una persona le pregunta su edad a un desconocido y no sabe cual sera la
respuesta.

d) Juan se pregunta cual sera la seleccion campeona del préximo mundial de
futbol.

e) Adriana extrae tres naipes de una baraja tipica de 52 y no sabe si obtendra

alguna espada.

También, es importante mencionar que toda situacién de incertidumbre esta
compuesta por una accion o hecho y una observacion acerca del resultado. Para los

ejemplos recién mencionados, se puede realizar la siguiente descomposicion:

Ejemplo Accién o hecho Observacion

a) Que Miguel tome un taxi hacia su Si Miguel llega a tiempo o no
trabajo.

b) Que Claudia rinda el examen La nota que obtenga Claudia

c) Preguntar a un desconocido por su | La respuesta del desconocido
edad

d) Que se juegue el proximo mundial El nombre de Ila seleccion
de futbol campeona

e) Que Adriana extraiga tres naipes de | Si Adriana obtiene alguna espada
una baraja tipica o ho

Tabla 2: Componentes de la situacion de incertidumbre

Elaboracion propia

Las situaciones de incertidumbre existen en contraposicion a las situaciones
determinadas y conocidas, que son aquellas en las que toda la informacion es
conocida y para las cuales no existe incertidumbre. Esta clase de situaciones no

forman parte del campo de estudio de la estocastica y no seran consideradas como
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parte del significado de referencia de la misma. A continuacion, se presenta un
esquema de la clasificacion de las situaciones que se le pueden presentar a una

persona en su vida cotidiana.

Figura 4: Clasificacién de las situaciones en la realidad
Elaboracién propia
Para comprender la clasificacion presentada, es necesario definir qué se entiende
por aleatorio. A pesar de que existen diversas definiciones por tratarse de un
concepto cuyo significado ha sido motivo de cuestionamientos filoséficos a lo largo
de la historia, tal como Batanero, Green y Serrano (1998) afirman de forma
categorica: “el concepto de aleatoriedad es el punto basico en el estudio de la
probabilidad”. Para esta investigacion, se adoptara la siguiente postura:

e Aleatorio: una situacién se considera aleatoria cuando su propia naturaleza
implica que varios resultados son posibles y resulta imposible conocer con

certeza cual de los resultados ocurrira al realizar una accién u observacion.

La idea de qué situaciones pueden ser consideradas aleatorias suele ser difusa para
profesores y estudiantes. En ocasiones, se le suele denominar como aquello que
esta determinado por el azar o la suerte. Sin embargo, debe quedar claro para los

docentes que determinar si una situacion es o no aleatoria siempre sera, hasta cierto

31



punto, subjetivo y debe haber cierta flexibilidad en la discusién de estas ideas en las

clases.

En la mayoria de los casos, la ensefianza de la probabilidad empieza con la
definicion de “situaciones” deterministicas y aleatorias. Esta diferenciacion supone
un primer obstaculo epistemoldgico para el estudiante, ya que ambas categorias son
por naturaleza subjetivas y, ademas, son atributos de la situacion de incertidumbre

misma.

El hecho de realizar una separacion entre las situaciones de incertidumbre aleatorias
y las no aleatorias permite que la descripcion de la situacion también incluya el
conocimiento o desconocimiento del observador como posible causa de la

incertidumbre.

Por ello, es importante notar que la incertidumbre no implica necesariamente
aleatoriedad. La incertidumbre puede atribuirse al desconocimiento por parte del
observador o a la aleatoriedad de la situacion misma. Por ejemplo, en el caso de
una persona que pregunta a otra su edad en un determinado momento, existe una
unica respuesta que ya se encuentra previamente determinada, y por ende no es
aleatoria, pero que resulta incierta para quien realiza la pregunta. A esta clase de

situaciones, se les dara el nombre de situaciones de incertidumbre no aleatorias.

A continuacion, se delimitara cada concepto. Debe notarse que ninguna de estas
definiciones es de naturaleza matematica y que no todos los autores emplean la
misma clasificacion. Ello esta relacionado con el caracter subjetivo de muchas de las
ideas del pensamiento estocastico y, también, con la poca importancia que
histéricamente han tenido los conceptos previos al espacio muestral en el estudio de
la probabilidad. Para este trabajo, se tomara la siguiente clasificacion para el
analisis.

¢ Situacion de incertidumbre no aleatoria: es aquella en la cual la incertidumbre
proviene del desconocimiento del resultado de alguna acciéon que ya ocurrio,
o del desconocimiento de cierta informacion que es de naturaleza
determinada.

e Situacion de incertidumbre aleatoria: es aquella situacién para la cual se
pueden producir varios resultados, pero que aun no ocurre y, por lo tanto, es
imposible conocer que pasara hasta que la situacion se produzca.
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Ejemplos de situaciones de incertidumbre
no aleatorias

Ejemplos de situaciones de incertidumbre
aleatorias

Una persona le pregunta a un desconocido
su edad.

Una persona se pregunta quién ganara la
proxima Copa Libertadores.

Una persona le pregunta a un desconocido
cual es su color favorito.

Una persona se pregunta qué plato elegird

su novia cuando vayan a cenar esta noche.

Tabla 3: Ejemplos de situaciones de incertidumbre

Elaboracién propia

En este punto, es importante notar, como menciona Ortiz de Haro (1999), que la

vasta mayoria de libros de texto, escolares y no escolares, toman como punto de

partida del estudio de la probabilidad el concepto de experimento aleatorio. Sin

embargo, como se puede observar, se necesita una conexion clara entre los

conceptos de situacion de incertidumbre y experimento aleatorio. Segun la

clasificacion presentada, el segundo esta contenido dentro del primero, pero se debe

delimitar claramente sus caracteristicas.

A continuacién, se presenta una ampliacion de los conceptos ya mencionados para

poder situar la idea de experimento aleatorio dentro de esta clasificacion.

Figura 5: La situacion de incertidumbre
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Elaboracién propia
Como se observa en la figura, se define un experimento aleatorio como una
situacion de incertidumbre que es reproducible (Osorio, 2012). En este caso, se
entiende que una situacidén es reproducible cuando la accion y la correspondiente
observacion de la misma pueden ser realizadas varias veces en condiciones que se
pueden considerar constantes. Esta definicion también es subjetiva pues implica
considerar experimentos ideales ya que, estrictamente, nada en la realidad es
totalmente reproducible pues todo experimento ocurre en un determinado fragmento

unico del tiempo que no se repetira jamas.

Es habitual que el calculo de probabilidades se limite a los llamados experimentos
aleatorios. Sin embargo, en toda situacion de incertidumbre, es posible hablar de
probabilidad. Por ejemplo, se puede preguntar por probabilidades en los cinco

ejemplos propuestos al principio, tal como se muestra a continuacion:

a) ¢ Cual es la probabilidad de que Miguel llegue a tiempo a su trabajo en un dia
cualquiera?

b) ¢Cual es la probabilidad de que Claudia obtenga 16 en suexamen?

c) ¢Cual es la probabilidad de que el desconocido responda: 21 afios?

d) ¢Cual es la probabilidad de que Alemania gane el préximo mundial de futbol?

e) ¢Cual es la probabilidad de que Adriana obtenga al menos una espada al

extraer tres naipes de una baraja tipica?

En todos los casos es posible realizar preguntas sobre probabilidad a pesar de que
no siempre es posible calcular el valor de esa probabilidad. El enfoque tipico del
profesor de la educacién basica suele estar en el calculo ya que, como menciona
Stohl (2005), la incertidumbre y la imposibilidad de responder a una pregunta sin
calculos matematicos suele incomodar al profesor y generar inseguridad. La autora
también afirma que los profesores a menudo asumen que el propésito de la
ensefianza de la probabilidad es calcular probabilidades sin pensar en las
aplicaciones de estos resultados al mundo real. Por su parte, en Curriculo Nacional
(2017) solo menciona el calculo de probabilidades en experimentos aleatorios sin

hacer referencia a las aplicaciones de las mismas.

Por lo tanto, una primera observacion es que los elementos que conforman el

significado de referencia de la probabilidad no son exclusivos de los experimentos
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aleatorios, como podrian hacer creer muchos libros de texto, sino que pueden

asociarse a cualquier situacion de incertidumbre.

Adicionalmente, se debe destacar la categoria denominada situaciones de
incertidumbre de ocurrencia unica. Esta clase de situaciones son aquellas que solo
se produciran una unica vez en condiciones particulares. Para esta clase de
situaciones, tiene sentido trabajar la probabilidad subjetiva, tal como se trabajara

mas adelante en este capitulo.
El espacio muestral

Tradicionalmente, un primer concepto importante para introducir la probabilidad es el
concepto de espacio muestral. La definicion tipica de los libros de texto es el

conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio.
Sin embargo, la definicion de espacio muestral en este trabajo sera mas amplia.

e Espacio muestral: es el conjunto conformado por todas las posibilidades
asociadas a una situacion de incertidumbre. En el caso de un experimento
aleatorio, se suele llamar resultados a las posibilidades. La idea de resultado

esta asociada a la repetibilidad del experimento.

Esta claro que una definicion de esta naturaleza estara notablemente influenciada
por la forma exacta como se enuncia la situacion de incertidumbre. De esta manera,
cobran importancia los elementos denominados contexto, restricciones y condiciones

mencionados por Osorio (2012).

En este sentido, el contexto de una situacién de incertidumbre comprende las
caracteristicas asociadas al mundo real que pertenecen a la descripcion de la
misma. Por otro lado, las restricciones y condiciones son aquellas particularidades
de la situacion, que pueden ser explicitas o implicitas, que afectaran directamente
qué es posible y qué no lo es en una situacion particular.

Es valioso notar en este punto que el lenguaje tiene una influencia poderosa en la
ensenanza y el aprendizaje de la estadistica y la probabilidad de una forma mucho
mas notoria que para otras ideas matematicas. Por ello, los elementos presentados
tendran una naturaleza subjetiva, ya que son relativos a la persona que analiza la

situacion — problema presentada.
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De este modo, una misma situacion de incertidumbre podria tener distintas
restricciones y/o condiciones para distintas personas, asi como también dos
personas podrian proponer espacios muestrales sustancialmente distintos para una
misma situacion de incertidumbre. Por ejemplo, si se le pide a un nifio de 6 afios que
proponga el espacio muestral para la situacién “observar qué ha traido Juan en su

lonchera” este sera distinto al que propondra una persona adulta.

Como menciona Ortiz de Haro (1999), en muchos casos se suele trabajar el espacio
muestral olvidando el experimento que lo generd. Esto puede ser muy problematico
para la ensefanza ya que, como el autor menciona, “el espacio muestral de un

experimento dependera de las condiciones supuestas para el mismo”.

El mismo autor menciona que, para construir un modelo probabilistico, es necesario
describir claramente todos sus posibles resultados. Esta definicion de espacio
muestral estuvo relacionada histéricamente a la nocién de equiprobabilidad debido a
su relacion con los juegos de azar ya que, en los juegos de naipes o dados es
necesario organizar todos los resultados posibles a fin de conocer cuantos
escenarios son favorables o desfavorables bajo ciertas condiciones. Sin embargo, la
constitucién del espacio muestral puede llevar a conflictos y confusiones que son

frecuentes en el aprendizaje de la probabilidad.

Un claro ejemplo es la determinacion del espacio muestral del experimento “lanzar
dos dados de seis caras y observar la suma de los resultados obtenidos” (al lanzar
un dado, se le llama resultado al nUmero que muestra la cara superior del mismo).
En este caso, hay tres formas tipicas como una persona podria enunciar el espacio

muestral;

Qi ={(1:1); (1,2); (1:3); (1:4) 5 (1;5) 5 (1:6) ; (2,1) 5 (2:2) ; (2:3) 5 (2:4) ; (2;5) ; (2:6) ;
(3:1)5(3;2) 5 (3:3) 5 (3;4) 5 (3:9) 5 (3;6) 5 (41); (4:2) 5 (4:3); (4:4) 5 (45); (4:6): (5:1);
(5:2); (5:3) ; (5:4) 5 (5;5) ; (5:6) ; (6;1) ; (6;2) ; (6:3) ; (6;4) ; (6;5) ; (6:6) }
Q,={2;3;4;5;6;7;8;9;10;11;12}

Qs = {(1;1);(1;2) 5 (1;3) 5 (1:4) 5 (1:5) ; (1:6) 5 (2:2) ; (2;3) ; (24) 5 (2;5) 5 (2:6) 5 (3;3) ;
(3:4): (3:5) 5 (3:6) ; (4;4) ; (4:5) ; (4:6) ; (5:5) ; (5:6) ; (6:6) }

En el caso de Q,, se trata de un espacio muestral equiprobable en el que cada

elemento es un par ordenado que representa los resultados obtenidos en cada dado.
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Por otro lado, Q, es un espacio muestral no equiprobable en el que cada elemento
representa la suma de los resultados obtenidos en ambos dados. Finalmente, Q3
resulta interesante porque considera los resultados de ambos dados, pero si tener

en cuenta el orden, por lo que este espacio muestral tampoco seria equiprobable.

Es natural que exista confusion y que se considere como equiprobables a los
elementos de Q3 Este error incuso fue incluso cometido por matematicos como
D’Alembert en el siglo 18 (Székely, citado por Ortiz de Haro, 1999). Este es un
conflicto comunmente experimentado por los estudiantes que se inician en el estudio

de la probabilidad.

A pesar de las distintas formas de enunciar un espacio muestral, se debe notar que
ninguno de ellos es correcto o incorrecto per se. La aplicacion que se haga del
mismo determinara si una persona tiene una comprension adecuada de las ideas
involucradas. A menudo ocurre que los docentes proponen tareas a sus estudiantes
en las cuales deben construir el espacio muestral para una determinada situacion, y

deberian estar preparados para aceptar una variedad de respuestas distintas.
Sucesos y clasificacion de sucesos

Para definir las distintas clases de sucesos, es necesario diferenciar entre el espacio
muestral y el conjunto potencia del espacio muestral. Esta diferenciacion es la que

genera mas conflictos entre los docentes.

El conjunto potencia del espacio muestral P(Q) esta conformado por todos los
subconjuntos del mismo y, como tal, incluye al conjunto vacio ¢ y al mismo conjunto
Q.

Los elementos del espacio muestral son denominados sucesos elementales. A
menudo, los sucesos elementales también son llamados posibilidades o resultados
(en el caso de los experimentos aleatorios). Los subconjuntos del espacio muestral
(que también son elementos del conjunto potencia), formados por dos o mas
sucesos elementales, son denominados sucesos compuestos o0 simplemente

sucesos. Algunos libros de texto emplean la palabra evento en vez de suceso.

La siguiente figura muestra un esquema de la relacién entre el espacio muestral, su

conjunto potencia, los sucesos y su clasificacion.
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Figura 6: Espacio muestral y sucesos
Elaboracién propia
Como se puede observar, los elementos del espacio muestral pueden ser llamados
simultaneamente sucesos elementales, sucesos simples, resultados o posibilidades
segun la perspectiva trabajada. A su vez, el conjunto potencia contiene todos los

sucesos posibles, ya sean simples o0 compuestos.
La idea de probabilidad
Es en este punto que se define la idea de probabilidad de la siguiente forma:

e Probabilidad: es la medida de la ocurrencia de un suceso. La probabilidad se

expresa como un numero real comprendido en el intervalo [0;1].

En una situacion de incertidumbre, los distintos sucesos que pueden ocurrir pueden
ser clasificados de distintas maneras. En los libros de texto escolares, en
concordancia con el Curriculo Nacional (2017), se observa las siguientes categorias

generales de clasificacion de sucesos:

e Siempre, a veces y nunca
e Suceso seguro, suceso posible y suceso imposible

e Mas probable y menos probable
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En la siguiente tabla, se muestra la clasificacion de los sucesos segun su

probabilidad de ocurrencia.

Tipo de suceso Relacion con el espacio Probabilidad
muestral
A = suceso seguro A= Q P(A) =1
B = suceso posible BcQ 0<P(B)<1
C = suceso C¢Q P(C)=0
imposible

Tabla 4: Clasificacion de sucesos
Elaboracién propia
Se debe tener claro que la clasificacion de sucesos, el concepto del espacio
muestral y la probabilidad como numero son trabajados con los estudiantes en
distintos momentos a lo largo de la formacién escolar. Por ejemplo, segun el
Curriculo Nacional actual del Peru, la clasificacion siempre, a veces y nunca (sobre
la ocurrencia de un suceso) se trabaja en segundo grado de primaria, mientras que
el espacio muestral como conjunto recién se presenta en primer grado de

secundaria.

En la actualidad, diversos autores coinciden que la probabilidad comprende tres
significados claramente distinguibles pero que, al mismo tiempo, son todos
necesarios para comprender de forma completa el concepto de probabilidad. Como
menciona Steinbring (Citado por Stohl, 2005), la dificultad que afronta el profesor al
ensenar probabilidad radica en que su naturaleza no puede ser comprendida

apropiadamente solo con un significado.

Batanero y Borovcnik (2016) afirman que el concepto de Probabilidad es
multifacético. Por lo tanto, la ensefianza de la probabilidad debe involucrar multiples
enfoques. En la actualidad, se consideran tres enfoques asociados a tres

significados. Los tres significados son los siguientes:

¢ Significado clasico, también llamado a priori o de Laplace
Este es el significado de la probabilidad comunmente asociado a los juegos
de azar y el mas prevalente en el Curriculo Nacional del Peru. Este significado
implica trabajar con experimentos “ideales” en los cuales el espacio muestral
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pueda ser descrito como equiprobable. En las situaciones en las que es
posible aplicar el método clasico, la probabilidad de un suceso A se obtiene
de la siguiente forma:

Numero de casos en los que ocurre A n(4)
P(4) = =

Numero total de casos B n(Q)

Cuando se emplea esta definicion, cada caso es un suceso elemental de un
espacio muestral equiprobable.

Significado frecuencial o de frecuencias relativas

Este significado refiere al hecho de estimar la probabilidad de un determinado
suceso como la razon con la que este ocurre en un determinado numero de
experimentos o ensayos. La variabilidad de la estimacion se reduce conforme
se incrementa el numero de ensayos. Tedricamente, se podria obtener la
probabilidad real de ocurrencia del suceso cuando el numero de experimentos
tiende a ser infinito.

En este caso, se considera que la probabilidad “verdadera” existe, pero no es
posible determinarla de forma exacta. Por ello, la probabilidad de ocurrencia
de un suceso A se estima de la siguiente forma:

Numero de ensayos en los que ocurre A
P(A) = y q

Numero total de ensayos

El significado frecuencial de la probabilidad esta directamente conectado con
la Ley de los Grandes Numeros.

Significado subjetivo

A pesar de que no suele ensefarse este significado en la escuela de forma
explicita, es quizas el enfoque de la probabilidad que cuenta con mas
aplicaciones en el mundo real. Es frecuente que, para tomar decisiones en
areas tales como la ingenieria, la economia y la administracion, se recurra a
la determinacion de probabilidades estimadas por expertos o basadas en un
consenso general de personas. Este significado resulta especialmente Uutil
cuando se trata de situaciones que ocurriran una unica vez. Las tasas de
pago involucradas en las apuestas deportivas son un claro ejemplo de una

probabilidad subjetiva implicita para la determinacion de las mismas.
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De acuerdo a los tres significados y a la clasificacion presentada previamente, se
puede asociar cada significado a un tipo planteamiento o metodologia de trabajo

segun el esquema presentado a continuacion:

Figura 7: Clasificacion de planteamientos para determinar la probabilidad
Elaboracién propia
En este punto, se debe resaltar la importancia de la diferenciacién entre el “calculo”
de probabilidades y la “estimacion” de probabilidades. Debe quedar claro, tanto para
el docente como para el estudiante, que la probabilidad verdadera de ocurrencia de
un suceso solo puede ser calculada en casos en los cuales se cumplen condiciones
ideales como puede ser el lanzamiento de dados, monedas o sorteos. En la gran
mayoria de situaciones de la vida cotidiana, solo es posible realizar estimaciones de

la probabilidad.
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CAPITULO IV: ANALISIS DEL SIGNIFICADO PRETENDIDO DE LA
PROBABILIDAD EN LIBROS DE TEXTO

En este capitulo, se presentara el analisis de los desempefios presentados en el
Programa Curricular con el fin de identificar qué parte o partes del significado de

referencia establecido en el capitulo previo forma parte del mismo.

En vista de que los cuadernos de trabajo propuestos por el MINEDU son los libros
de texto mas representativos y de uso mas difundido en el Peru, seran tomados para
seleccionar las tareas que seran analizadas. Se debe mencionar que otros libros de
texto empleados en la educacion basica en el Peru presentan tareas bastantes
similares sobre probabilidad, por lo que se puede afirmar que las tareas analizadas

en este capitulo son representativas.

En la actualidad, el curriculo nacional trabaja el pensamiento estocastico de los
estudiantes durante toda la etapa escolar, desde el primer grado de primaria hasta el
quinto grado de secundaria (MINEDU, 2017). Sin embargo, en base al significado de
referencia establecido en el capitulo previo, el analisis abordara la etapa
comprendida desde el primer grado de primaria hasta el segundo afno de secundaria.
En los afos finales de la educacién basica, se aborda temas como la independencia
de sucesos y la probabilidad condicional. Estos ultimos temas son considerados mas
avanzados Yy, para este trabajo, no forman parte del significado de referencia de la
probabilidad, ya que se ha decidido considerar unicamente los elementos basicos de

la misma.

Los Programas Curriculares de educacion primaria y secundaria del Ministerio de
Educacion del Peru (2017) presentan una clasificacion de los desempefios
esperados para cada grado de la educacion basica. A continuacion, se muestra los
desempenos correspondientes a cada grado, asi como su relacion con el significado

de referencia establecido en el capitulo anterior.
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Grado

Grado

Desempeios

Desempeiios

Elementos del
significado de

Elementos del
significado de
referencia

Primer grado de

Expresa la ocurrencia de acontecimientos

“

cotidianos usando las nociones “siempre”, “a

Clasificacion de sucesos

primaria
veces” y “hunca”.
Expresa la ocurrencia de acontecimientos
Segundo grado o ) ) o
o cotidianos usando las nociones “posible” e | Clasificacion de sucesos
de primaria

“imposible”.

Tercer grado de

Expresa la ocurrencia de acontecimientos

cotidianos usando las nociones “seguro”, “posible”

e “imposible”.

Predice la ocurrencia de un acontecimiento o

Clasificacion de sucesos

primaria
suceso cotidiano. Asi también, explica sus
decisiones a partir de la informacion obtenida con
base en el analisis de datos.
Expresa todos los posibles resultados de la
Cuarto grado de | ocurrencia de sucesos cotidianos usando las
primaria nociones “seguro”, “mas probable” y “menos

Quinto grado de

primaria

probable”.

Predice que la posibilidad de ocurrencia de un
suceso es mayor que otro. Asi también, explica
sus decisiones y conclusiones a partir de la
informacién obtenida con base en el analisis de

datos.

Clasificacion de sucesos

Idea de probabilidad
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referencia

Sexto grado de

primaria

Determina todos los posibles resultados de una
situacion aleatoria a través de su probabilidad

como fraccion.

Expresa todos los posibles resultados de una
situacién aleatoria en forma oral usando las
nociones “mas probables” o “menos probables”, y

numeéricamente.

Selecciona y emplea procedimientos y recursos
como el recuento, el diagrama, las tablas de
frecuencia u otros, para determinar los casos
favorables a un suceso y su probabilidad como

fraccion.

Predice la ocurrencia de sucesos a partir del

analisis de los resultados de una situacion aleatoria

Espacio muestral
Clasificacion de sucesos
Idea de probabilidad

Planteamiento clasico

Primer grado de

secundaria

Determina las condiciones de una situacién
aleatoria, compara la frecuencia de sus sucesos y
representa su probabilidad a través de la regla de
Laplace (valor decimal) o representa su
probabilidad mediante su frecuencia dada en
porcentajes. A partir de este valor, determina si un

suceso es mas o menos probable que otro.

Expresa con diversas representaciones y lenguaje
matematico su comprensién sobre el valor de la
probabilidad para caracterizar como mas o menos
probable la ocurrencia de sucesos de una situacién

aleatoria.

Selecciona y emplea procedimientos para
determinar la probabilidad de sucesos simples de
una situacién aleatoria mediante la regla de
Laplace o el calculo de su frecuencia relativa
expresada en porcentaje. Revisa sus

procedimientos y resultados.

Plantea afirmaciones o conclusiones sobre la

probabilidad de ocurrencia de sucesos

Espacio muestral
Clasificacion de sucesos
Idea de probabilidad
Planteamiento clasico

Planteamiento frecuencial
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Elementos del
Grado Desempenos significado de
referencia

Determina las condiciones de una situacion
aleatoria, compara la frecuencia de sus sucesos y
representa su probabilidad a través de la regla de
Laplace (valor decimal) o representa su
probabilidad mediante su frecuencia dada en
porcentajes. A partir de este valor, determina si
un suceso es seguro, probable o imposible de

suceder.

) ] Espacio muestral
Expresa con diversas representaciones vy

lenguaje matematico su comprension sobre el | Clasificacion de sucesos

Segundo grado valor de la probabilidad para caracterizar como | |gea de probabilidad

de secundaria . . .
segura o0 imposible la ocurrencia de sucesos de

) » . Planteamiento clasico
una situacion aleatoria.

) o Planteamiento frecuencial
Selecciona y emplea procedimientos para

determinar la probabilidad de sucesos simples de
una situacion aleatoria mediante la regla de
Laplace o el calculo de su frecuencia relativa
expresada en porcentaje. Revisa  sus

procedimientos y resultados.

Plantea afirmaciones o conclusiones sobre la

probabilidad de ocurrencia de sucesos

Tabla 5: Desempefios
Adaptado de Programa Curricular (MINEDU, 2017)

A continuacién, se presentara las tareas escogidas de los cuadernos de trabajo
propuestos por el MINEDU a los estudiantes de educacion basica con el fin de
analizar, a través de las configuraciones epistémicas de cada una, su relacion con
los desempefios asociados a grado y también con el significado de referencia

propuesto.

Las tareas han sido escogidas por ser representativas de desempefos especificos.

Para algunas de ellas, se presentara la configuracion epistémica y el analisis de los
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objetos matematicos primarios. Otras seran presentadas con el fin de explicitar

errores o inconsistencias presentes en las mismas.

El objetivo de este analisis es identificar posibles errores o inconsistencias que
podrian generar conflictos, tanto en el estudiante como en el docente, especialmente
considerando que, por su formacion, estos libros de texto constituyen el principal

referente tedrico para los profesores.
Tareas elegidas del cuaderno de trabajo de primer grado de primaria

En el primer grado de primaria, se trabaja unicamente un tema, denominado
“Siempre, a veces o nunca”. Este tema pretende desarrollar las primeras nociones
relacionadas con la clasificacion de sucesos tal como lo indican los desempefos
asociados al grado en el programa curricular. A continuacion, se muestra una tarea
compuesta por dos partes que aparecen de forma conjunta en el cuaderno de

trabajo de primer grado.

e Situacion — problema:

Figura 8: Primer grado de primaria. Primera tarea. Parte |

Fuente: Cuaderno de trabajo. Primer Grado. Ministerio de Educacién (2017)
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Figura 9: Primer grado de primaria. Primera tarea. Parte ||
Fuente: Cuaderno de trabajo. Primer Grado. Ministerio de Educacién (2017)

Configuracion epistémica:

¢ Elementos linguisticos:
o Siempre, a veces y nunca: se espera que estas palabras formen parte
del vocabulario de un nifio de 6 o 7 afios.
o Suceso
o Sucede: en la figura 10, se pide responder sobre /o que sucede en el
Jjuego con el dado.
o Tabla: en la figura 10, se presenta una tabla para que los estudiantes
marquen la alternativa escogida.
e Definiciones:
o Siempre sucede: es aquel suceso que se produjo cada vez que se
realizo la accién (en este caso, lanzar el dado).
o A veces sucede: es aquel suceso que se produjo algunas de las veces
que se realizé la accion.
o Nunca sucede: es aquel suceso que no puede producirse al realizarse
la accioén.
e Proposiciones
o Lanzar el dado y que salga 6
o Lanzar el dado y que salga 0
o Lanzar el dado y que salga un numero
o Lanzar el dado y que salga 1
e Procedimientos / Procesos:
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o Lanzar los dados
o ldentificar todos los posibles resultados al lanzar los dados
e Argumentos:

o Los estudiantes pueden argumentar, para el suceso “lanzar el dado y
que salga 67, que a veces se obtiene el numero 6 porque es una
posibilidad entre varias. Por su parte, para el suceso “lanzar el dado y
que salga 0”7, pueden argumentar que nunca se obtiene el numero 0
porque el 0 no figura en ninguna de las caras del dado. A su vez, para
el suceso “lanzar el dado y que salga un numero” pueden argumentar
que siempre que se lance el dado se obtendra un numero, puesto que
todas las caras muestran un numero que, en este caso, se representa
por una cantidad determinada de puntos. De manera similar, para el
suceso “lanzar el dado y que salga 17, se espera que argumenten que

el numero 1 es una posibilidad y se obtiene a veces.
Analisis:
La tarea presentada en la figura 10 presenta a los estudiantes las primeras nociones
intuitivas acerca de la clasificacion de sucesos. Se espera que ellos puedan

diferenciar entre aquello que ocurre siempre, aquello que ocurre a veces y aquello

que nunca ocurre basados en la actividad de lanzar un dado.

El significado de las palabras siempre, a veces y nunca suele ser el mismo en este
contexto que el que se asocia cotidianamente; sin embargo, para nifios de esta
edad, las palabras siempre y nunca no tienen el significado absoluto que tienen para
un estudiante de mayor edad. Para un nifio pequefno, aquello que ocurre muy a

menudo ocurre siempre Yy aquello que ocurre muy rara vez nunca ocurre.

Sin embargo, en esta tarea, los alumnos responden a las preguntas después de
haber realizado la experiencia concreta con los dados. Podria ocurrir que, cuando
los estudiantes realicen la experiencia, no obtengan ningun 6 en los dados y
escriban que el suceso no ocurre nunca. Podria no quedar claro para el docente si la
intencién de la tarea es solo registrar y responder sobre lo ocurrido concretamente
en la experiencia reciente con el dado o sobre aquello que es posible para este

experimento.
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En las tareas presentadas, los estudiantes podrian realizar dos procesos mentales
distintos, pero validos. Algunos estudiantes responderan a las preguntas segun la
experiencia concreta que hayan tenido con los cuatro lanzamientos de los dados,
mientras que otros, quizas aquellos que hayan jugado antes con dados, tengan claro
cuales son todos los posibles resultados al lanzar un dado y respondan con respecto

a todos los resultados posibles.

El uso de conjugaciones en tiempo presente al preguntar sobre /o que sucede en el
juego con el dado podria resultar confuso ya que no se enfatiza si se pregunta por lo
que ya ocurrié en el experimento o sobre lo que puede ocurrir. En el primer caso,
seria mejor preguntar por lo que sucedio en el juego con el dado y, en el segundo,

por lo que puede suceder en el juego con el dado.

Por otro lado, la tabla mostrada en la figura 9 pide a los estudiantes calcular el
puntaje total. Este resultado no esta relacionado con los conceptos que se desea
presentar, sino que se trata de una forma de generar interés en la actividad a modo
de competencia. Ello podria suponer un problema, ya que el profesor podria pensar
que el puntaje total representa alguna idea relevante. Es recomendable evitar incluir
en las situaciones — problema preguntas que distraigan la atencion de las ideas que

realmente se desea trabajar.

En el mismo cuaderno de trabajo, se puede observar otra tarea propuesta para

estudiantes de primer grado que, a primera vista, parece mas apropiada:

Configuracion epistémica — Segunda tarea — Primer grado de primaria

Figura 10: Primer grado de primaria. Segunda tarea.
49



Fuente: Cuaderno de trabajo. Primer grado. Ministerio de Educacién (2017)

e Elementos linguisticos:

O

O

©)

O

Siempre
A veces
Nunca

Sucede

e Definiciones:

o

Siempre sucede: es aquel suceso que se produjo cada vez que se
realizd la accion (en este caso, lanzar el dado).

A veces sucede: es aquel suceso que se produjo algunas de las veces
que se realizo la accion.

Nunca sucede: es aquel suceso que no puede producirse al realizarse

la accion.

e Procedimientos / Procesos:

o

Para cada ruleta, verificar cuantas de las casillas corresponden al
elemento mencionado (0so, pelota o trompo)

Determinar el elemento mencionado se obtiene nunca, a veces o
siempre al girar la ruleta.

e Proposiciones

o

o

o

Nunca sucede que salga un 0so.
A veces sucede que sale una pelota.
Siempre sucede que sale un trompo.

e Argumentos:

o En la primera ruleta, no hay ningun oso, por lo que nunca sucedera que

Analisis:

salga un oso al girar la ruleta.

En la segunda ruleta, hay dos pelotas, pero también hay osos y
trompos, por lo que a veces sucedera que salga una pelota al girar la
ruleta.

En la tercera ruleta, solo hay trompos, por lo que siempre sucedera que
salga un trompo al girar la ruleta.
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En este caso, el estudiante no realizara el experimento, sino que tendra que predecir
queé puede y qué no puede ocurrir. Para ello, debe identificar que cualquiera de los

resultados de la ruleta es posible sin necesidad de efectuar ninguna accion.

Aunque no se explicita el uso de las palabras posible e imposible, el estudiante
deberia ir formando las nociones de estos conceptos, pues son dos definiciones
importantes para el trabajo futuro. Por su parte, el profesor debe reconocer que las
situaciones presentadas en esta etapa pretenden sentar las bases para presentar

conceptos como el experimento aleatorio y el espacio muestral.

Se puede concluir que, en efecto, las dos situaciones — problema analizadas para
este grado contribuyen a lograr los desempefos propuestos para el grado, pero no
queda del todo claro si los significados de siempre, a veces y nunca presentados
estan referidos a la frecuencia con la que cierto suceso ha ocurrido o a la posibilidad

de que el suceso ocurra.
Tareas elegidas del cuaderno de trabajo de segundo grado de primaria

En el segundo grado de primaria, siguiendo con los desempefios propuestos en el
programa curricular, se amplia las ideas trabajadas el afo previo y ya se introduce
los conceptos de posible e imposible. Las situaciones presentadas para ello son
similares a las empleadas para siempre, a veces y nunca. A continuacion, se
muestra una tarea presentada en el cuaderno de trabajo correspondiente a este

grado.
Configuracion epistémica:

¢ Situacion — problema:
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Figura 11: Segundo grado de primaria. Primera tarea.

Fuente: Cuaderno de trabajo. Segundo grado. Ministerio de Educacion (2017)

Elementos linguisticos:

o Posible

o Imposible

Definiciones:

o Posible: es aquel resultado que forma parte del conjunto de
posibilidades al realizar una accion enmarcada en una situacién de
incertidumbre. Se debe notar que aun no se habla de suceso posible,
sino Unicamente de un resultado que es posible bajo las condiciones
de la situacion de incertidumbre.

o Imposible: es aquel resultado que no forma parte del conjunto de
posibilidades al realizar una accion enmarcada en una situacién de
incertidumbre. Se debe notar que aun no se habla de suceso
imposible, sino Unicamente de un resultado no posible bajo las
condiciones de la situacion de incertidumbre.

Procedimientos / Procesos:

o Verificar si hay bolitas del color mencionado en cada urna para
responder si es posible o imposible que se saque una bolita de ese
color.
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e Proposiciones

o Es posible que saque una bolita verde / amarilla / roja.

o Es imposible que saque una bolita verde / amarilla / roja.
e Argumentos:

o Para la primera urna, por ejemplo, se espera que el estudiante
responda que es imposible sacar una bolita verde ya que no hay bolitas
verdes en la urna. Para la segunda urna, se espera que responda que
es posible sacar una bolita verde ya que si hay algunas bolitas de este
color en la urna. Para la tercera urna, se espera que responda que es
posible sacar una bolita verde ya que si hay algunas bolitas de este

color en la urna.
Analisis:
Las palabras posible e imposible suelen formar parte del vocabulario de un nifio de
segundo grado, pero es probable que aun no hayan adquirido el significado absoluto

que tienen para una persona de mayor edad. Un nifio de esta edad puede

considerar que algo es imposible solo porque nunca ha ocurrido en su entorno.

Se puede afirmar que la situacion — problema presentada en la figura 11 se alinea a
los desempefios propuestos en el programa curricular. Sin embargo, es necesario
mencionar que la accién de extraer una bolita de la primera urna no corresponde a

una situacion de incertidumbre puesto que hay una unica posibilidad.

A diferencia de los significados de siempre, a veces y nunca, los significados de
posible e imposible son mucho mas categéricos y, aparentemente, no dan lugar a
ambigledades. Al relacionar estas definiciones de forma paralela, el profesor podria

encontrar dificultades ante preguntas como las siguientes:

e En una situacién de incertidumbre o experimento, ¢el hecho de que un
suceso nunca haya ocurrido implica que este suceso es imposible?
e En una situacion de incertidumbre o experimento, ¢ podria ser que un suceso

sea posible a pesar de que nunca haya ocurrido?

Mientras las concepciones de siempre, a veces y nunca pueden estar relacionadas a
experiencias concretas, las nociones de posible e imposible son ideas abstractas

que requieren que el estudiante se situe en el universo de todo lo posible. Al tratarse
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de nifios que aun no desarrollan por completo el pensamiento abstracto, el profesor

debe ser consciente de todo lo que implica la construccién de estos significados.

Por otro lado, las situaciones presentadas en este nivel son concretas, como el
ejemplo de las bolitas en la urna, por lo que las nociones de posible e imposible, en
este nivel, permanecen enlazadas a las de siempre, a veces y nunca. Se espera que

mas adelante se expanda el significado de posible e imposible.
Tareas elegidas del cuaderno de trabajo de tercer grado de primaria

En el tercer grado de primaria, se introducen mas conceptos relacionados con la
probabilidad. Esta vez, el cuaderno de trabajo presenta dos capitulos distintos que
tratan sobre el tema. Es en este grado que se introduce la probabilidad como

concepto, por lo que se presentaran cuatro tareas para el analisis.

En el primer capitulo, se define el concepto de suceso y se clasifica en tres
categorias: suceso seguro, suceso posible y suceso imposible. Adicionalmente, se
realiza preguntas sobre qué suceso tiene mas o menos posibilidades de ocurrir, a
pesar de que se deberia preguntar por cual suceso tiene mayor o menor
probabilidad de ocurrencia. Resulta interesante notar que, en un primer momento, no

se emplea las palabras probabilidad, mas probable o menos probable.

Configuracion epistémica — Primera tarea — Tercer grado de primaria

e Situacion — problema:

54



Figura 12: Tercer grado de primaria. Primera tarea.

Fuente: Cuaderno de trabajo. Tercer grado. Ministerio de Educacion (2017)

Elementos linguisticos:

o Imaginar

o Suceso

o Extraer

Definiciones:

o Suceso posible: es cualquier suceso que puede ocurrir al realizar el
experimento. Formalmente, un suceso posible es cualquier
subconjunto no vacio del espacio muestral del experimento o situacion
de incertidumbre.

o Suceso imposible: es un suceso que no puede ocurrir a realizar el
experimento, ya que incluye al menos un resultado que no pertenece al
espacio muestral del experimento o situacion de incertidumbre.

o Suceso seguro: €s un suceso que ocurrira siempre que se realice el

experimento. Existe un uUnico suceso seguro, aunque puede ser
expresado de muchas formas. Se entiende que el suceso seguro
también es posible, aunque ello podria no estar claro para el profesor a
partir de esta tarea, ya que las tres clases de sucesos se presentan a
un mismo nivel y ello podria inducir a pensar que se trata de conceptos

disjuntos.

Proposiciones

O

Extraer una canica azul de la bolsa A es un suceso seguro.
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o Extraer una canica roja de la bolsa B es un suceso posible.
e Procedimientos / Procesos:

o Se espera que los estudiantes verifiquen si hay bolitas del color
mencionado en cada bolsa para responder si es posible, imposible o
seguro que se extraiga una bolita de ese color.

e Argumentos:

o Para el suceso “extraer una canica azul de la bolsa A”, por ejemplo, se
espera que el estudiante responda que es seguro extraer una canica
azul ya que todas las canicas de la bolsa son azules.

o Para el suceso “extraer una canica roja de la bolsa B”, se espera que el
estudiante responda que es posible extraer una canica roja de la bolsa
ya que esta contiene canicas de dos colores: rojas y amarillas.

o Para el suceso “extraer una canica morada de cualquier bolsa”, se
espera que responda que es imposible sacar una bolita morada ya que

ninguna de las bolsas contiene canicas de este color.

Analisis — Primera tarea — Tercer grado de primaria

La tarea presentada en la figura 12 pide a los estudiantes imaginar. Ello implica

realizar predicciones en el campo de todo lo posible para la situacion propuesta.

A partir de este grado, se incorpora la palabra suceso de forma explicita, aunque ya

ha sido usada esporadicamente en los grados previos.

Resulta interesante notar que, al igual que en otras tareas, se emplea verbos en
infinitivo, lo cual se suele asociar mas a una accion que a un suceso. Este aspecto

del lenguaje se mencionara mas detalladamente en el capitulo final.

Se puede afirmar que la tarea propuesta en la figura 13 esta alineada a los
desempefios propuestos por el Programa Curricular, ya que los estudiantes deben
clasificar distintos sucesos propuestos. Sin embargo, se puede notar algunas

posibles fuentes de conflictos:

e En este caso, la situacion de incertidumbre, que cumple las condiciones para
ser un experimento aleatorio, esta expresada como “Imagina que extraes una
canica”. Seria recomendable explicitar que la canica se extrae al azar o sin

mirar, ya que la aleatoriedad depende de ello. Se menciona que es una bolsa

56



oscura, pero es recomendable que se enfatice la aleatoriedad puesto que es
la condicion fundamental para que se trate de una situacidn de incertidumbre.
e En esta y otras tareas propuestas, los sucesos estan expresados como
acciones. Ello puede resultar confuso para estudiantes y docentes. En
realidad, la accion corresponde al experimento aleatorio, mientras que los
sucesos corresponden a los resultados del mismo. Por ejemplo, en este caso,
el experimento podria ser “extraer una canica de la bolsa” y el suceso podria
ser “que la canica extraida sea roja”. La diferencia es sutil, pero si el docente
no reconoce estas diferencias pueden generarse mas confusiones en el

futuro.

A continuacion, se presenta una segunda tarea correspondiente al tercer grado de

primaria.
Configuracion epistémica — Segunda tarea — Tercer grado de primaria

e Situacion — problema:

Figura 13: Tercer grado de primaria. Segunda tarea.
Fuente: Cuaderno de trabajo. Tercer grado. Ministerio de Educacién (2017)

¢ Elementos linguisticos:
o Posibilidades
e Definiciones:
o Probabilidad: si bien este concepto no se menciona explicitamente,
esta claro que la tarea pretende que los estudiantes comparen la
probabilidad de que la flecha se detenga en cada una de las frutas.
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e Procedimientos / Procesos:

o Se espera que los estudiantes cuenten cuantas veces aparece cada
fruta en la ruleta y determinen que la que aparece mas veces tiene
mayor probabilidad de ser aquella en la cual se detenga la flecha. Ya
que hay tres manzanas, dos limones y un platano, Manuel tiene mayor
probabilidad de acertar.

e Proposiciones:

o Es mas probable que la flecha de la ruleta apunte a una manzana.

o Es menos probable que la fecha de la ruleta apunte a un platano que a
un limon.

e Argumentos:

o Se espera que los estudiantes argumenten que, en esta situacién de
incertidumbre, que cumple con las condiciones para ser considerada
un experimento aleatorio, a pesar de que el resultado de la accion de
hacer girar la ruleta es aleatorio, es mas probable que la flecha de la
ruleta apunte a una manzana porque esta fruta aparece mas veces que

las demas.

Analisis — Segunda tarea — Tercer grado de primaria

En la tarea presentada en la figura 13, se pregunta “; Quién tiene mas posibilidades
de acertar?” cuando, en realidad, seria correcto preguntar “;Quién tiene mas
probabilidades de acertar?”. Todo indica que la intencion en este cuaderno de
trabajo es no presentar la palabra probabilidad aun, ya que esta se presenta en el
otro capitulo del mismo dedicado a la probabilidad. Sin embargo, tampoco ha
empleado la palabra posibilidad hasta ese momento. Este uso del lenguaje podria
generar confusiones mas adelante ya que, para esta tarea, las posibilidades son

tres: manzana, limon y platano, solo que una de ellas (la manzana) es masprobable.

También es esta tarea, se observa que los estudiantes ya deben cuantificar de cierta
forma la probabilidad, a pesar de que aun no se le da ese nombre, ya que deberan
comparar la cantidad de posibilidades o resultados asociados a cada fruta. Se puede
interpretar que, con esta tarea, se busca que surja en los estudiantes el significado
clasico de la probabilidad a pesar de que aun no se realiza calculo de

probabilidades.
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Como se menciond, en el segundo capitulo relacionado con probabilidad del mismo
cuaderno de trabajo, se observa que ya se emplea los términos mas probable y

menos probable como se muestra a continuacion:
Configuracion epistémica — Tercera tarea — Tercer grado de primaria

e Situacion — problema:

Figura 14: Tercer grado de primaria. Tercera tarea.

Fuente: Cuaderno de trabajo. Tercer grado. Ministerio de Educacion (2017)

e Elementos linguisticos:
o Experimentar
o Sucesos probables
o Mas probable
o Menos probable
o Posible
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Definiciones:

O

Mas probable: comparacion entre las probabilidades de dos sucesos.
Un suceso es mas probable que otro si la probabilidad de que ocurra
€s mayor.

Menos probable: comparacion entre las probabilidades de dos
sucesos. Un suceso es menos probable que otro si la probabilidad de

que ocurra es menor.

Procedimientos / Procesos:

o

Se espera que los estudiantes comparen las cantidades de fichas de
cada color que hay en la bolsa para identificar de qué color es mas o

menos probable que sea la ficha que se extraiga aleatoriamente.

Proposiciones:

o

o

Hay mas fichas rojas; entonces, es mas probable que la ficha extraida
sea roja.

Hay menos fichas verdes; entonces, es menos probable que la ficha
extraida sea verde.

Es imposible que se extraiga una ficha amarilla.

Argumentos:

o

La bolsa contiene cinco fichas rojas, dos fichas azules y solo una
verde, por lo que es mas probable que se extraiga una ficha roja. De la
misma manera, por ejemplo, es menos probable que se extraiga una
ficha verde que una azul.

Es imposible que se extraiga una ficha amarilla porque ninguna de las
fichas es amarilla.

Analisis — Tercera tarea — Tercer grado de primaria

Es interesante notar que, al principio de esta tarea, se afirma que “Paola y Paco
experimentan con los sucesos probables”. Parece ser una oracion confusa, pues no
existe el concepto “suceso probable”, sino que existen sucesos mas probables y
menos probables. Por lo demas, la tarea parece apropiada y acorde a los

desempefios correspondientes al tercer grado de primaria.

Finalmente, también dentro de las tareas propuestas en el cuaderno de trabajo de

tercer grado, se observa la siguiente situacion — problema:
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Configuracion epistémica — Cuarta tarea — Tercer grado de primaria

e Situacion — problema:

Figura 15: Tercer grado de primaria. Cuarta tarea.
Fuente: Cuaderno de trabajo. Tercer grado. Ministerio de Educacion (2017)
e Elementos linguisticos:
o Experimentar

o Probabilidad
o Tabla de puntaje
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e Definiciones:

o Experimento:

o Resultado:

o Variabilidad:

e Procedimientos / Procesos:

o Se espera que los estudiantes realicen predicciones antes de realizar
el experimento (aunque la tarea no lo pide) y luego las contrasten con
los resultados obtenidos.

e Proposiciones:
o Es mas probable que gane el estudiante que eligié el color amarillo.
o Es menos probable que gane el estudiante que eligio el color azul

e Argumentos:

o Ya que el dado tiene mas caras pintadas de amarillo que de cualquier
otro color, lo mas probable es que gane aquel que eligido el color
amarillo.

o Ya que el dado tiene solo una cara pintada de color azul, es poco
probable que gane aquel que eligio el color azul.

Analisis — Cuarta tarea — Tercer grado de primaria

Esta ultima situaciéon — problema debe ser analizada con cuidado. Las definiciones
presentadas en la configuracién epistémica, experimento, resultado y variabilidad, no
aparecen de forma explicita en la situacion — problema, pero se encuentran
involucradas y el docente deberia hacer mencion de ellas al trabajar esta tarea con

los estudiantes.

En esta tarea, cuando los alumnos realicen el experimento, es altamente probable
que el color que obtengan mas veces es el amarillo, ya que tres caras del dado
estan pintadas de este color, dos estan pintadas de color rojo, y solo una esta

pintada de color azul.

Sin embargo, al tratarse de un trabajo experimental, es posible que, para algunos
estudiantes, el color que salga mas veces sea el rojo o, incluso, el azul. Esta clase
de fendbmenos podrian generar confusiones entre los estudiantes si el docente no

tiene claros los elementos que estan involucrados.
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Diversos investigadores como, por ejemplo, Batanero y Diaz (2012) afirman que, en
esta clase de situaciones, el docente suele dar respuestas como “se debe al azar” o
“‘es mala suerte”. El docente deberia estar preparado para mencionar que, a pesar
de que cierto resultado es mas probable, existen varios resultados posibles. Por ello,

no todos los estudiantes obtendran los mismos resultados necesariamente.

Las explicaciones correctas sobre por qué el resultado de un experimento resulta
distinto al esperado tienen que ver con conceptos como la variabilidad de los
resultados, que se presentaran mas adelante en la formacién del estudiante. Sin

embargo, es posible que el docente empiece a introducir estas ideas en esta etapa.

Independientemente de cual sea el color que salga mas veces, se espera que de
todos modos los estudiantes identifiquen que la estrategia ganadora es elegir el

color amairillo.

También, esta ultima tarea podria permitir al docente trabajar con los estudiantes el
concepto de experimento, ya que la experiencia propuesta se puede repetir bajo
condiciones similares facilmente y es sencillo que los estudiantes observen que los

resultados no siempre seran los mismos.

En general, las tareas propuestas para los estudiantes de tercer grado se
encuentran alineadas a los desempefios del Programa Curricular. Sin embargo, es
necesario realizar ajustes para que las tareas realmente contribuyan a afianzar en

los estudiantes las ideas presentadas sobre probabilidad.
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Tarea elegida del cuaderno de trabajo de cuarto grado de primaria
Configuracion epistémica

e Situacion problema:

Figura 16: Cuarto grado de primaria. Primera tarea.

Fuente: Cuaderno de trabajo. Cuarto grado. Ministerio de Educacion (2017)

¢ Elementos linguisticos:
o Probabilidad
o Mas y menos probable: se emplea estos términos para comparar la
probabilidad de distintos sucesos posibles en un mismo experimento.
e Definiciones:
o Probabilidad: medida de la ocurrencia de un determinado suceso. En
este caso, la tarea hace referencia a la probabilidad de que el cuy entre
a una casita de un color determinado.
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o Mas probable: comparacion entre las probabilidades de dos sucesos.
Un suceso es mas probable que otro si la probabilidad de que ocurra
€s mayor.

o Menos probable: comparacion entre las probabilidades de dos
sucesos. Un suceso es menos probable que otro si la probabilidad de
que ocurra es menor.

e Procedimientos / Procesos:

o Los estudiantes deberan contar cuantas casitas hay de cada color.

o Los estudiantes deberan comparar las cantidades de casitas de cada
color para determinar qué color de casita es mas probable que elija el
cuy.

¢ Proposiciones:

o Es mas probable que el cuy elija una casita de color verde.

o Es menos probable que el cuy elija una casita de color amarillo.
e Argumentos:

o Se espera que los estudiantes argumenten que es mas probable que el
cuy elija una casita del color mas abundante (verde) y es menos

probable que elija una casita del color menos abundante (amarillo).
Analisis:

En esta tarea, se usa por primera vez la palabra probabilidad al preguntar ;qué color

de casita debe elegir Miguel para tener mas probabilidad de ganar?

Ademas, la tarea presenta una particularidad que se debe comentar. En el juego del
cuy, lo habitual es que cada persona que participa compre un boleto para una de las
casitas disponibles. En este juego, no se apuesta por un color de casita, sino por

una casita especifica.

Si bien es mas probable que el cuy entre a una casita verde (hay siete casitas
verdes, seis rojas y dos amarillas), el hecho de elegir una casita verde no hace que
sea mas probable ganar, ya que cada casita tiene la misma probabilidad de ser la
ganadora, independientemente del color. Cuando, al final, se pregunta “Miguel debe
elegir_”, todo indica que se espera que los estudiantes respondan que deberia

elegir una casita verde.
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Ello implica que se estaria incurriendo en una falacia si se afirma que Miguel debe
elegir algun color en particular. Es muy importante que el docente sea consciente de
ello, dado que es muy posible que algun estudiante haga notar en la clase que el

color no importa y se genere un debate que el docente debe poder manejar.
Tareas elegidas del cuaderno de trabajo de quinto grado de primaria
Configuracion epistémica — Primera tarea — Quinto grado de primaria

e Situacion — problema:

Figura 17: Quinto grado de primaria. Primera tarea.

Fuente: Cuaderno de trabajo. Quinto grado. Ministerio de Educacion (2017)

e Elementos linguisticos:

o Resultado favorable: hasta el momento, las tareas habian empleado la
palabra suceso para referirse a los resultados de una situacién de
incertidumbre. Suceso y resultado deberian tener el mismo significado
para el estudiante, por lo que es importante que el profesor también
reconozca esta equivalencia. Sin embargo, formalmente, ambos
términos son distintos. Solo los sucesos simples pueden ser

resultados, pero ya que al estudiante no ha enfrentado sucesos
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compuestos, no podra diferenciarlos en esta etapa. Ademas, se dira
que un resultado es favorable cuando satisface alguna condicion
mencionada en el contexto de la situacion — problema.

o Diagrama de arbol: permite listar todos los diferentes resultados de un
experimento aleatorio de forma visual empleando lineas para que el
diagrama comprenda todas las combinaciones posibles.

o Espacio muestral: sera presentado mediante la notacion de conjuntos.

e Definiciones:

o Resultado: es un suceso simple conformado por un unico elemento del
espacio muestral.

e Procedimientos / Procesos:

o Elaboracién del diagrama de arbol: se espera que los estudiantes
razonen de la siguiente forma: si la caja contiene tres papelitos, existen
tres posibles nombres para el primer papelito que se extraiga vy, para el
segundo, son posibles los dos nombres restantes.

o Construccién del espacio muestral: A partir de las posibilidades
identificadas en el diagrama de arbol, se elabora el espacio muestral:

Q = {(Camila Sandra); (Camila Marcela); (Sandra Camila);

(Sandra Marcela); (Marcela Camila); (Marcela Sandra)}

De esta forma, se obtiene seis nombres distintos, ya que se considera
el orden de los mismos. En este caso, habria cuatro resultados

favorables para el papa.
Analisis:
En la tarea presentada en la figura 17, se observa por primera vez en este nivel la

técnica del diagrama de arbol. Esta es una técnica que los alumnos emplearan a

menudo para poder visualizar todas las posibilidades.

Mediante esta técnica, se espera que los estudiantes construyan el espacio muestral
correspondiente a la situaciéon propuesta. Se debe mencionar que la construccion del
espacio muestral de un experimento aleatorio no es un desempeno que se presente
de forma explicita en el Programa Curricular a pesar de que es parte fundamental de
la construccién del significado pretendido e implementado de la probabilidad en los

estudiantes.
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El enunciado de la tarea dice “Para decidirse, escriben los nombres en papelitos,
gue ponen en una caja para sacar dos al azar”. Sin embargo, no queda claro cual es
el método de extraccion ni la forma de componer cada elemento del espacio
muestral, ni si el orden de los nombres importa. Por ello, sera fundamental que el
profesor tenga claro cdémo se realiza el experimento y cdmo se forman los elementos

del espacio muestral a fin de que la actividad se realice de la forma pretendida.

A continuacién, se presenta otra situacion — problema del cuaderno de trabajo de

quinto grado:

Configuracion epistémica — Segunda tarea — Quinto grado de primaria

Figura 18: Quinto grado de primaria. Segunda tarea.

Fuente: Cuaderno de trabajo. Quinto grado. Ministerio de Educacién (2017)

¢ Elementos linguisticos
o Se emplea la expresion “dejarlo a la suerte” para referir al hecho de
tomar una decision mediante un sorteo de naturaleza aleatoria.
o Probabilidad
o Resultados posibles
o Resultados favorables

e Conceptos y definiciones:
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o Resultado posible: es un elemento del espacio muestral asociado al

experimento.

Resultado favorable: los resultados favorables conforman un suceso
particular ya que cumplen con una determinada condicidén propuesta en
una situacion — problema. En este caso, por ejemplo, los resultados
favorables para Carola son aquellos en los que Gloria debera lavar los
platos.

Probabilidad: a partir de este punto, los estudiantes entenderan la
probabilidad como un numero que representa la ocurrencia de un
suceso y se calcula dividiendo el numero de resultados favorables a
ese suceso entre el numero de resultados posibles, siempre que todos

estos resultados sean equiprobables.

e Procedimientos:

o Los estudiantes identificaran cuales son los resultados favorables a

cada suceso. Si se obtiene 1 0 2 en el dado, Carola lavara los platos; si
se obtiene 3,4,5 0 6 en el dado, Gloria los lavara.

Calculo de la probabilidad de que cada persona lave los platos: en este
caso, los estudiantes no calcularan la probabilidad como fraccion, sino
que dirdn que es mas probable aquel suceso que tenga mas resultados

favorables.

o Comparacion entre el numero de resultados favorables a cada persona

e Proposiciones

o Es mas probable que sea Gloria quien lave los platos.

e Argumentos:

Analisis:

o Se espera que los estudiantes argumenten que es mas probable que

sea Gloria quien lave los platos a pesar de que no es posible predecir
quién lo hara, ya que se tomara la decision mediante el lanzamiento

aleatorio de un dado.

En esta tarea, resulta interesante notar que se pregunta por “quién tiene mas

probabilidad” sin presentar la probabilidad aun como un numero. Hasta este grado,

el cuaderno de trabajo solo menciona que el suceso mas probable es aquel que

tiene mas resultados favorables.
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Tarea elegida del cuaderno de trabajo de sexto grado de primaria

Recién en sexto grado de primaria, se calcula la probabilidad como un numero,

especificamente, como una fraccion, tal como se muestra en la siguiente tarea:
Configuracion epistémica:

e Situacion — problema:

Figura 19: Sexto grado de primaria. Primera tarea.

Fuente: Cuaderno de trabajo. Sexto grado. Ministerio de Educacién (2017)

e Elementos linguisticos:
o Sorteo
o Aleatoriedad
o Experimento
o Suceso
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o Casos: mientras que, en otros problemas, se ha empleado el término
resultados favorables, esta vez se emplea el término casos favorables.
Todo parece indicar que ambas palabras son equivalentes, pero ello

podria generar confusion entre el profesor y/o los estudiantes.

e Conceptos y definiciones:

o Experimento: es una accion con varios resultados posibles y que es
repetible en el tiempo. En este caso, extraer un papelito del anfora sin
mirar.

o Suceso: es un subconjunto del espacio muestral. En este caso, esta
conformado por todos los resultados en los que el papelito extraido
corresponde a una mujer.

o Casos favorables: resultados favorables

o Casos totales: numero de elementos del espacio muestral

o Probabilidad

e Procedimientos:

o Se espera que los estudiantes identifiguen que se trata de un sorteo
equiprobable en el que hay 55 resultados posibles. De esos 55
resultados posibles, 33 corresponden al suceso “que una mujer se lleve
el premio”.

o Los estudiantes deberan calcular la probabilidad de ese suceso
mediante el método clasico dividiendo 33 entre 55.

e Proposiciones y propiedades:
o La probabilidad de que una mujer resulte ganadora del sorteo seria:

pay= 332 3

55 5
o Los estudiantes pueden emplear la propiedad P(A’) = 1 — P(A) para

determinar la probabilidad de que un vardn resulte ganador del sorteo.
De esta forma:

—
I«
N

Pl
Analisis:

se pregunta a los estudiantes: ¢ se trata de un problema de aleatoriedad? Esta es

una pregunta que requiere que se haya discutido en clase acerca del significado del
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término aleatoriedad. Al tratarse de un concepto abstracto, este puede generar
confusién entre los estudiantes o incluso en el profesor. Se puede afirmar que es
aleatorio aquello cuyo resultado es impredecible y cuya impredictibilidad es causada

por la propia naturaleza.

Esta tarea resume de forma clara todo lo trabajado en primaria por los estudiantes.
Se inicia con la pregunta “; se trata de un problema de aleatoriedad?” y la respuesta
seria que si debido a que hay un sorteo cuyo resultado es incierto. A continuacion,
deben identificar cual es el experimento y analizar los casos favorables a un suceso
dado (que una mujer se lleve el premio). Luego, empleando la definicion clasica,
deben calcular la probabilidad. Finalmente, se pide calcular la probabilidad de que
un varon se lleve el premio, para lo cual podrian calcular el complemento de la

probabilidad hallada previamente

En general, el tratamiento de la Probabilidad en Primaria segun lo observado en los
cuadernos de trabajo propuestos por el Ministerio de Educacion del Peru presenta a
los estudiantes un panorama general de los elementos fundamentales de la
Probabilidad. Es notorio el uso casi exclusivo de problemas de ruletas, dados, fichas,

bolitas y similares.

Adicionalmente, se puede constatar la ausencia de situaciones en las que los
estudiantes deban formular experimentos identificando condiciones y restricciones
para construir espacios muestrales. Esta es una caracteristica que también fue
observada por Ortiz de Haro (1999) en su investigacidn sobre los significados de

conceptos probabilisticos en los libros de texto.

El principal significado de la probabilidad presente en los cuadernos de trabajo de
primaria es el clasico. En algunas tareas, como las mostradas en las figuras 8 y 15
se presentan actividades en las que los estudiantes deben realizar un determinado
experimento y registrar los resultados obtenidos. Estas tareas podrian servir para
introducir también el significado frecuencial, pero se trata de situaciones que se
ajustan al enfoque clasico por su naturaleza equiprobable. El significado subjetivo no

se presenta ni emerge en ninguna de las tareas propuestas.

Una deficiencia importante presente en los cuadernos de trabajo analizados es que
la probabilidad termina siendo mostrada a los estudiantes como un conocimiento
que se aplica a situaciones muy concretas y sencillas relacionadas a juegos y no
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parece tener mayor utilidad en la vida cotidiana, a pesar de las multiples aplicaciones
que realmente tiene en la toma de decisiones de todo tipo: en la organizacion del
tiempo de cada persona, al realizar compras, al planificar actividades, en la

administracion, la economia y la ingenieria, entre otros.

Al finalizar el sexto grado de primaria, los conceptos basicos de la probabilidad
contemplados en el significado de referencia establecido en este trabajo ya han sido
cubiertos en su totalidad. A continuacion, se presentara algunas tareas que
presentan errores tipicos que pueden ser fuente de conflictos en estudiantes y

alumnos. Para estas tareas, no se elaborara la configuracion epistémica.

En ciertos problemas, se comete el error de no mencionar el experimento al
peguntar sobre a probabilidad de un determinado suceso. Este fendbmeno se suele
replicar en niveles superiores. La siguiente tarea presenta el inconveniente

mencionado:

Figura 20: Quinto grado de primaria. Tercera tarea.

Fuente: Cuaderno de trabajo. Quinto grado. Ministerio de Educacion (2017)

Como se puede observar, en ningin momento se dice de forma explicita cual es el
experimento. Todo parece indicar que el experimento es “se toma un juguete al azar
de la pifata”; sin embargo, preguntas como ¢;cual es la probabilidad de sacar un
peluche? o ¢;cual es la probabilidad de no sacar un carrito? carecen de sentido por si
solas debido a que no esta claro cuantos juguetes tomara Patty de la pifata. Si el
experimento es “se toma dos juguetes al azar de la pifata”, la respuesta seria muy

diferente. Por ello, resulta mucho mas apropiado acompafar a la pregunta con el
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experimento de la siguiente forma: “Si se toma un juguete al azar de la pifata, ¢ cual

es la probabilidad de que no sea un carrito?”

A pesar de que los conceptos fundamentales son trabajados en primaria, es
necesario también analizar como son empleados en secundaria para identificar si
surgen contradicciones o inconsistencias y si se encuentran alineados a los

desempefios propuestos en el Programa Curricular.

A continuacién, se muestra una tarea correspondiente al primer grado de

secundaria:

Figura 21: Primer grado de secundaria. Primera tarea. Parte |

Fuente: Cuaderno de trabajo. Matematica 1. Secundaria. Norma (2017)
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Figura 22: Primer grado de secundaria. Primera tarea. Parte Il
Fuente: Cuaderno de trabajo. Matematica 1. Secundaria. Norma (2017)

En esta tarea, se emplea el término “espacio muestral” como una forma de escribir
todas las alternativas que se tiene para realizar una actividad de clasificacion de
mariposas a pesar de que no se trata propiamente de una situacion de

incertidumbre.

También es notorio en esta situacion — problema que las condiciones se encuentran
redactadas en presente y ello dificulta la lectura. A continuacion, se presenta una

tabla comparativa, asi como con una redaccién mejorada propuesta

Texto original Texto mejorado propuesto
Se envia a cada pais solo dos estuches... Se deberda enviar a cada pais solo dos
estuches...
Todos los paises reciben una mariposa Todos los paises deben recibir una
amarilla. mariposa amarilla.

Estados unidos solo puede recibir una | Estados unidos solo puede recibir una
mariposa roja / negra, pero no va al lado de | mariposa roja o negra, pero no deberd ir al

la amairilla. lado de una amairilla.

Francia no recibe mariposas azules/negras | Francia no deberd recibir mariposas

azules o negras.

Tabla 6: Mejora propuesta para tarea de primer grado de secundaria

Elaboracién propia
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Si bien se trata de diferencias pequenas en la redaccién, el impacto en la
comprension de la situacion — problema por parte de los estudiantes puede ser

notable.

Figura 23: Primer grado de secundaria. Primera tarea. Parte Il|
Fuente: Cuaderno de trabajo. Matematica 1. Secundaria. Norma (2017)

Es esta tarea, parece que la intencidon del texto es que los estudiantes empleen el
planteamiento empirico para responder a la pregunta “Al encontrar una mariposa,

;cual es la probabilidad de que provenga de una regiéon determinada?

Sin embargo, la unica informacion que conocen los estudiantes es la cantidad de
especies que existen en cada region y ello no brinda informacién acerca de cuantas
mariposas de cada especie existen realmente. Podria ser que una region tenga
muchas especies, pero pocas mariposas; asi como también una region que tenga
pocas especies y muchas mariposas. En ese caso, al encontrar una mariposa, seria

mas probable que pertenezca a la primera region y no a la segunda.

Por otro lado, la situacion de incertidumbre parece ser “encontrar una mariposa y
verificar de que region proviene”, pero se esperaria que ello esté influenciado por el

lugar donde se encuentre la mariposa. La tarea no menciona nada al respecto.
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Por lo antes mencionado, resulta imposible dar una respuesta coherente a las

preguntas de esta tarea, ya que carece de informacion suficiente para responder.

Como se puede observar, el problema con esta y la mayoria de tareas presentadas
en los libros de texto es que generan en el estudiante la idea de que toda
probabilidad puede ser calculada con el método clasico y que todas las situaciones
son equiprobables. Ello es una muestra del sesgo de equiprobabilidad en

concordancia con lo descrito por Gauvrit y Morsanyi (2014).

A continuacién, se muestra una tarea tomada de un libro de segundo grado de

secundaria;

Figura 24: Segundo grado de secundaria. Primera tarea.
Fuente: Cuaderno de trabajo. Matematica 2. Secundaria. Norma (2017)
La situacion mostrada ilustra uno de los clasicos problemas que suelen presentar los
profesores de la educacion basica y corresponde al sesgo de equiprobabilidad ya
mencionado antes en este trabajo. La persona que propuso esta situacion asumio,
errbneamente, que las probabilidades de pagar con tarjeta de crédito o en efectivo

son las mismas, es decir 1 — y L Ello es incorrecto y la pregunta, tal cual esta
2 2
planteada no se podria responder.

Este tipo de situaciones, mas bien, serian apropiadas para emplear la probabilidad

de frecuencias relativas como se propone a continuacion:

Ana, Liz y Rosa salen de compras. A continuacion, se muestra como realizaron sus

pagos en sus ultimas 20 compras:

Medio de pago Ana Liz Rosa
En efectivo 16 10 15
Con tarjeta de crédito 4 10 5

Tabla 7: Propuesta de mejora para pregunta de segunda grado de secundaria
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Si cada una de ellas realiza una compra, ¢cual es la probabilidad de que solo una de

ellas pague en efectivo?

Si bien este problema es considerablemente mas dificil que el anterior y quizas no
sea adecuado para alumno de segundo afio de secundaria, emplea el significado
apropiado de la probabilidad para el contexto propuesto. El docente deberia ser
capaz de identificar estas situaciones y realizar ajustes o proponer situaciones segun

convenga.

Se puede observar que, en el primer y el segundo grado de la educacioén secundaria,
no se introduce conceptos nuevos relacionados con la probabilidad, sino que se
expande aquellos que ya se habia trabajado en primaria. El principal significado
asociado a la probabilidad es el clasico y este se emplean incluso cuando no resulta
apropiado. Por su parte, hay indicios de la aplicacion del planteamiento empirico,

pero las tareas no permiten que el profesor explicite cuando su uso es apropiado

Hay un intento de desligarse de los problemas tipicos de dados, ruletas y bolitas,
pero no se logra proponer problemas adecuados sin recurrir a estos medios ya que,
al enfrentar situaciones mas variadas de la vida cotidiana, se hace evidente la

necesidad de movilizar todos los significados de la probabilidad.

A partir de la elaboracion de las configuraciones epistémicas y el posterior analisis

de las tareas seleccionadas, es posible extraer las siguientes conclusiones:

e En las tareas de los cuadernos de trabajo analizadas, se evidencia que no
hay una distincién clara entre el significado clasico y el significado de
frecuencias relativas de la probabilidad. Algunas de las tareas contribuyen a
generar confusién entre la probabilidad obtenida experimentalmente y aquella
que se puede obtener de modo tedrico mediante el planteamiento clasico.

e Las tareas de los cuadernos de trabajo no presentan a los estudiantes
situaciones de incertidumbre de la vida cotidiana en la que ellos mismos
deban identificar cuales son las posibilidades de acuerdo a determinadas
condiciones y/o restricciones, ya que las situaciones siempre estan definidas y
no permiten que el estudiante construya espacios muestrales diversos que le
permitan comprender la amplitud de los conceptos trabajados.

e En las tareas presentes en los cuadernos de trabajo, existe un empleo
inadecuado de las situaciones experimentales para trabajar la probabilidad.
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La mayoria de ellas se realizan con dados y provocan contradicciones al
estimar la probabilidad de forma frecuencial.

Las tareas analizadas no presentan a los estudiantes situaciones en las que
la probabilidad de un determinado suceso deba ser estimada de forma
subjetiva. Es posible que, para la mayoria de profesores, la estimacion
subjetiva no sea un método valido para trabajar con probabilidades.

En las situaciones presentadas en los cuadernos de trabajo analizados, no se
presta suficiente atencion a la redaccion de los enunciados. Existe un
descuido al emplear los tiempos verbales adecuados, los cuantificadores
precisos y los términos apropiados para referirse a los elementos de una
situacion de incertidumbre.

Existe una fuerte presencia del sesgo de equiprobabilidad en las tareas
presentadas, especialmente cuando se intenta presentar situaciones de la
vida cotidiana que no poseen los rasgos de equiprobabilidad de los dados o

ruletas.
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CONSIDERACIONES FINALES

Con respecto al primer objetivo especifico, a lo largo de esta investigacion fue
posible establecer una propuesta organizada y estructurada para el significado de

referencia de los conceptos fundamentales de la Probabilidad.

Se espera que esta propuesta u otras similares permita que los investigadores y
docentes empleen una terminologia comun para referirse a los elementos basicos de
la probabilidad y que esta pueda ser empleada de forma generalizada en los libros
de texto de manera que se reduzcan las confusiones y ambiguedades que, a
menudo experimentan profesores y estudiantes al trabajar las ideas basicas

relacionadas con las situaciones de incertidumbre y la probabilidad.

Con respecto al segundo objetivo especifico, se realizd una revision de los
elementos de la Probabilidad presentes en el Curriculo Nacional del Peru, asi como
su presencia en los desempefios de los Programas Curriculares de primaria y
secundaria con el fin de establecer la relacion de los mismos con las tareas
presentadas en los cuadernos de trabajo del MINEDU, asi como también con el

significado de referencia propuesto.

Al respecto, se concluyd que la descripcion de las competencias relacionadas con la
probabilidad en el Curriculo Nacional, asi como los desempenos presentado en el
Programa Curricular estan presentados de forma muy general y no comprenden
todos los aspectos considerados fundamentales para la educacién estocastica a

nivel mundial en la actualidad.

Con respecto al tercer objetivo especifico, se selecciond diversas tareas presentes
en los cuadernos de trabajo, algunas porque presentaban conceptos importantes por
primera vez y otras porque presentaban errores o imprecisiones resaltantes. Se
elabord las configuraciones epistémicas para las tareas mas significativas y se
realizd un analisis didactico, empelando las herramientas del EOS, de las tareas

seleccionadas.

Al realizar este analisis, fue posible identificar diversas formas en las que las
actividades presentadas en estos libros de texto contribuyen a que las concepciones
erradas y sesgos, que otros investigadores ya han identificado tanto en profesores
como en estudiantes, continden siendo reforzados y perpetuados en el tiempo.
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El cumplimiento de los objetivos especificos propuestos permite afirmar que fue
posible cumplir el objetivo general y responder la pregunta de investigacion

planteada de la siguiente forma:

Las tareas presentes en los cuadernos de trabajo propuestos por el MINDEU para la
educacion basica regular en el Peru presentan ciertos errores o imprecisiones con
relacion al significado de la Probabilidad y son insuficientes para el desarrollo del
pensamiento estocastico. La forma como estan disefiadas las tareas inducen al
docente a tener una vision limitada de la probabilidad, asi como también refuerzan el

sesgo de equiprobabilidad.

Es por ello que esta investigacion realiza las siguientes recomendaciones y
propuestas de mejora para que los docentes de la educacidon basica sean capaces

de desarrollar el pensamiento estocastico en los estudiantes a su cargo:

« Las tareas propuestas en los cuadernos del trabajo deben incluir la
presentacion de situaciones de la vida cotidiana en las que los estudiantes
deban analizar situaciones de incertidumbre, determinar las posibilidades o
resultados posibles y elegir un planteamiento adecuado para estimar la

probabilidad de los sucesos involucrados, tal como sugiere Osorio (2013).

+ Las actividades de formaciéon de profesores en Probabilidad deben enfatizar
las diferencias entre los diversos significados y métodos de calculo o
estimacion de probabilidades con el fin de que los profesores tengan
herramientas para decidir en qué casos tiene sentido obtener probabilidades
de forma empirica y en qué casos, de forma tedrica. La importancia de esta
diferenciacion ya fue notada previamente por Batanero et al. (2011) y
Hannigan et al. (2013).

* La revisién de diversos libros de texto para el nivel primario y el nivel
secundario evidencié que muchas de las ideas y la nomenclatura trabajadas
hasta sexto grado de primaria son abandonadas al iniciar el nivel secundario.
De hecho, los conceptos parecen estar mas claros en el nivel primario,
mientras que varias tareas del nivel secundario presentan inconsistencias
importantes Se sugiere que los programas curriculares de primaria y

secundaria estén integrados y posean una vision y lenguaje comunes.
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* La redaccion de los enunciados de las tareas propuestas debe ser revisada
con sumo cuidado teniendo en cuenta los elementos linguisticos involucrados
y los tiempos verbales empleados. Esta labor debe ser realizada por
especialistas que dominen tanto el contenido matematico — estadistico como

la estructura del lenguaje.

+ El significado subjetivo de la probabilidad debe ser un elemento importante
que forme parte de la formacién de profesores y que debe ser incluido en los

libros de texto escolares.

+ Es importante establecer guias y criterios para la creacion de situaciones —
problema sobre probabilidad que involucren todo el significado de referencia
establecido. Estos deben tener en cuenta elementos como el lenguaje y el

contexto de las situaciones

Durante la elaboracién del presente trabajo, surgieron las siguientes reflexiones que

pueden servir como base para futuras investigaciones:

+ La clasificaciéon de situaciones de incertidumbre propuesta en este trabajo
puede ser util en la formacion de profesores, ya que es mas completa y
pretende una clasificacion mas fina en contraposicién a la postura tradicional.
Ello podria ser corroborado por un estudio con profesores en el que se

implemente secuencias didacticas que trabajen el significado propuesto.

+ Se debe continuar reflexionado sobre la relacion entre la clasificacion de
sucesos siempre, a veces y nunca, y posible, imposible y seguro. Segun el
analisis realizado, la primera clasificacion hace referencia a la frecuencia
relativa de ocurrencia de un suceso, mientras que la segunda esta
relacionada con la pertenencia o0 no de un suceso elemental al espacio

muestral.

Adicionalmente, se presenta las siguientes preguntas abiertas surgidas durante la

elaboracién de esta investigacion:

e ;Qué tan importantes son la conjugacion y el tiempo de los verbos que se
emplean al describir una situacion de incertidumbre o al realizar una pregunta

sobre probabilidad?
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e ;Es pertinente realizar tareas experimentales para trabajar situaciones de
incertidumbre cuya naturaleza es equiprobable?
e ;De qué forma se puede incorporar el significado subjetivo de la probabilidad

en la educacion basica?
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