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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es el estudio de las superficies minimas
en el grupo de Heisenberg tridimensional, a partir de su aplicacion de Gauss.
Inicialmente estudiamos la geometria riemanniana del grupo de Heisenberg con
métrica invariante a izquierda, calculando los campos invariantes a izquierda, las
curvaturas, las geodésicas y el grupo de isometrias de este espacio. Luego estudiamos
las aplicaciones armonicas, desde un punto de vista geométrico, pues encontraremos
que nuestra aplicacion de Gauss es armonica en el disco de Poincaré. Esto nos
permitird construir una representacion tipo Weierstrass para superficies minimas
en nuestro espacio ambiente. Finalmente, con esta representacién obtendremos

diferentes ejemplos de superficies minimas en el grupo de Heisenberg.

Palabras Claves: Aplicacion de Gauss, Inmersiones minimas, Grupo de

Heisenberg, Aplicaciones armonicas.
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Introduccion

La aplicacién de Gauss de superficies minimas ha sido objeto de gran cantidad de
investigaciones. En particular, el estudio de la aplicacién de Gauss de las superficies
minimas en el espacio euclidiano, ha permitido obtener una representacion de
las superficies minimas en dicho espacio, la cual permitié estudiar con mayor

profundidad dichas superficies.

Nuestro objetivo en este trabajo serd el estudio de la aplicacion de Gauss de
superficies minimas en el grupo de Heisenberg H3. Encontraremos que la aplicacion
de Gauss es una aplicacién armonica entre la superficie minima y el disco de
Poincaré. Esto nos permitira construir una representacion tipo Weierstrass para

este tipo de superficies.
A continuaciéon mostramos los procedimientos que seguiremos en este trabajo:

En el Capitulo 1 estudiamos la geometria de nuestro espacio ambiente Hs, el cual sera
identificado con R? con una operacién de grupo. Luego calcularemos sus geodésicas

y su grupo de isometrias.

En el Capitulo 2 estudiamos las aplicaciones armonicas desde un punto de vista
geométrico. Diremos que una aplicaciéon es armonica, si su campo de tensiones es
cero, es decir, la traza de su segunda forma fundamental es nula. Luego obtenemos

una expresion local para este campo de tensiones.

En el Capitulo 3 estudiamos la aplicacion de Gauss de una superficie minima en
Hs v probaremos que esta aplicacién es arménica en el disco de Poincaré H?. Por
otro lado probaremos que cualquier aplicacién arménica no antiholomorfa en H?
es la aplicacién de Gauss de una superficie minima que nunca es vertical en Hs,
como consecuencia obtendremos una representacién tipo Weierstrass en términos de
la aplicacién de Gauss. También veremos que sucede con la aplicacion de Gauss g

cuando aplicamos una isometria del grupo de Heisenberg Hs a nuestra inmersion



minima y también como cambia nuestra inmersién minima si le aplicamos una
isometria del disco de Poincaré H? a nuestra aplicacién de Gauss g. Finalmente

obtendremos diferentes ejemplos de superficies minimas en Hs.



Capitulo 1
Grupo de Heisenberg

El algebra de Heisenberg, b3 es un dalgebra de Lie de dimension 3 el cual es
nilpotente de orden 2. Debido al Teorema de Ado que nos dice que cualquier dlgebra
de Lie de dimension finita se puede encajar en el algebra de las tranformaciones
lineales, entonces podemos considerar todo algebra de Lie como un subélgebra del
algebra de las transformaciones lineales gl(V'). En el caso particular de un algebra
nilpotente, debido al Teorema de Engel se garantiza que existe un vector v € V' no
nulo tal que Av = 0, para todo A en h3. En consecuencia A se puede representar

como una matriz triangular superior con ceros en su diagonal, es decir

A continuacion definamos la aplicacion exponencial exp : hs — Hs dada por

1 a c+%b
AQ
exp(A):I+A+7: 01 b ca, b, ¢ €R.
00 1

Luego, vemos claramente que la aplicacién exponencial es un difeomorfismo global.

Debido a la correspondencia biunivoca entre las dlgebras de Lie y los grupos
de Lie simplemente conexos dada por la aplicaciéon exponencial definida arriba, al
grupo simplemente conexo cuya algebra es b3 lo denotamos por Hs y lo llamaremos

el Grupo de Heisenberg, este grupo es el grupo de matrices 3 x 3 dadas por:



1 z 2
Hs = 01 vy x,y, 2 € R?
0 01
Al ser la aplicaciéon exponencial un difeomorfismo global, entonces podemos
darle una estructura diferenciable. Luego, aprovechamos esto para representar este
grupo de una manera mas simple. Primero identificamos el algebra b3 con el espacio

vectorial R mediante el siguiente isomorfismo (de espacios vectoriales) :

¢ZR3—>b3
dado por,
0 a c
(a,b,c) — | 0 0 b
0 0O

Con lo anterior formamos la composicién ¢ = exp o ¢

erp

R3S %5 hy B A,

dada por,
0 a c 1 a c+%b
@b~ loo0 b | B lo1 b
0 00 0 0 1

Observemos que con la composicién anterior de la aplicaciéon exponencial y el
isomorfismo ¢ obtenemos una estructura diferenciable en Hjs, luego Hjs es difeomorfa
a R3, es decir, cubriremos 5 con una dnica parametrizacién ¢ : R® — Hs.

Ahora veamos que Hs es un grupo isomorfo a R?, pero con una operacién distinta.
Para ello tendremos que la operaciéon grupal de Hs induce via (;3, el siguiente producto

en R3:

(2,9,2) % (a,b,0) = 37 (B(z,,2) - Bla, b))

a xb
:(a:+a,y+b,z+c—y7+?)

Luego el grupo de Heisenberg Hs3 es isomorfo, como grupo de Lie, a R® con la

operacién x dada por :

b
($>ya2)*(a>ba0):($+a,y+b,z+c—%+%)

4



Recordemos que en todo grupo de Lie la operacion * : G X G — G es C*. Si
fijamos un g € G, la restriccién sigue siendo C'*°. Esto afirma que las traslaciones a

izquierda Ly : Hz — H3 son difeomorfismos y su inversa esta dada por

L '=1L,.

g g

Ademas en Hjz se tiene
(a,b,¢)”! = (—a, b, —c)

porque se cumple

—ab  —b
(a,b,¢) * (—a, —b, —c) :(a—a,b—b,c—c+Ta—Ta):(O,O,O).

En adelante consideraremos al grupo de Heisenberg Hs como R? con la operacién *.

Como en todo grupo de Lie, definimos las traslaciones a izquierda

L(a,b,c) : H?) — H3
(®,9,2) — (a,bc)*(z,y,2)
definida por:

ay bx

Liapo) (2, Y, 2) = (a+w,b+y,c+z+7—?>.

Sip=(z,y,2) y 0 el elemento identidad de Hg3, entonces

(i) e TR AT

donde su matriz asociada a la base candnica es dada por:

1 00
dLy)o=1] 0 1 0
—5 3 1

Al tener la base en el espacio tangente en la identidad ToH3, en este caso visto como

el espacio tangente de R?, obtenemos los campos invariantes a izquierda

Ei(x,y,2) = dLy.(€), i=1,2,3.

donde {e;} es la base canénica de R3.



Como las traslaciones a izquierda son difeomorfismos, entonces su diferencial es un
isomorfismo y siendo {e;} una base del espacio tangente en la identidad, obtendremos

los campos invariantes a izquierda E;, donde E;(p) = (dLy), (€:)-

Calculando los E; en términos de los campos coordenados, tendremos:

o, 9 yo
Br=dloo(5) = 5: ~ 22
0 g x0
B =(ho)olp)) = 5, * 352
0 0
By = (dL)o(5-) = o

Considerando el producto interno en el espacio tangente de la identidad de tal
manera que la base candnica {ej, ey, e3} resulte una base ortonormal, resulta que

los {E;} forman una base ortonormal en cada p € Hs.

Por otro lado sabemos que el corchete del dlgebra de Heisenberg, en términos de

la base candnica {ey, ez, e3} de R3, estd dado por

[61762] = €3
[61,63] = O, 7 = 1,2,3

Teniendo esto, el corchete de los campos invariantes operard de la siguiente manera

OO )
N e
|9 o OELpNe) y o 0 yod x0
- {a_a_y} * a_ia_] - [53—3—@,} - [5@75@}
-2,

es decir

También tenemos



0z’ 0z
_ |9 9] [z9 0} _
|0y’ 0z 20z 0z
Resumiendo tenemos
[Ela EQ] — E37
[Ela E3] - 07
[E27 E3] =0

No olvidemos que el corchete de campos invariantes a izquierda sigue siendo
invariante a izquierda. El algebra de Lie h3 de los campos invariantes a izquierda es

generada por

{Ela EZ: E3} .

En un grupo de Lie siempre podemos colocar una métrica riemanniana. La
manera usual es empezar con un producto interno (,) en TyH3 en la cual la base
canénica {ey, es, e3} es ortonormal. Cuando w,v € T, . Hs definimos el producto

interno

() ) = (LG ) (@), AL, ()

Encontremos las componentes de la métrica, en la parametrizacién usual de R3.

Por definicién se tendrd entonces
J 0 0 0
={(=—,— e S R S (—
911 <ax7 ax>(x’y7z) < (z,y,z)(ax)7 (m,y,z)<a$)>0
0 0
= <dL(x,y,z>1(%), dL(z,y,z)l(%)>O-

Utilizando una curva en la direccién (1,0,0), calculamos

0 d

dL(x7y7z)_1 (%) = %(L(*w,fy,fz) (x + t? y? Z)) |t:0
_d -y  yr+yt
- %(t70> 9 + 9 ) ’t:O
- (17 0, y)

2

con esto se llega a que

2

Y Yy Yy
gn <( 7072>7( 7072) 0 + A



Anélogamente se calcula

33'2 Ty Yy
1 -1 - 27 —
922 | y 933 y 912 4 y 913 9

Ademas gy3 sera igual a g3;, pues la matriz es simétrica.

Luego la métrica invariante a izquierda asociada a este producto interno, puede ser

expresada de la siguiente forma.

1 1
ds* = da* + dy* + (Eydrzc — §£de + dz)?

Notemos que los campos invariantes a izquierda son ortonormales en esta métrica.

Provista de una métrica invariante a izquierda, el grupo de Heisenberg se
convierte en una variedad riemanniana en el cual su grupo de isometria Iso(Hs,

g) es de dimensién 4. Para este resultado ver Teorema 3.3 en [1] Pédg. 238.

1.1. Conexion de Levi-Civita en Hj

Ahora determinaremos la expresion de la conexién riemanniana V en la base
canénica {E1, Fa, F3}. Como esta base es ortonormal, la férmula de Koszul tiene la

siguiente expresion
(Vx,2) = S ({1X,Y],2) = (¥, 2], X) + (12, X), V)

donde V es la conexion riemanniana y X, Y, Z son campos invariantes a izquierda.

Luego tendremos

(VinBs, Ba) = 5 ({[Br, Bs] Ba) — {[Bs, B Bv) + ([, ), B

= 510 B — (0. B) + (~ B By)} = —

De manera analoga conseguimos

<¢E1E3,E3> —0

<@E1E3,E1> —0



Si escribimos Vg, E5 = aE; +bE> + cFE3 y al reemplazar en las ecuaciones anteriores

obtenemos a =0, c=0 y b= —%, y concluimos que
A 1
VEIE:J, == —§E2

Por la simetria de la conexién riemanniana (VxY — Vy X = [X,Y]) tenemos

@ElEg - @E3E1 == [El,Eg} == O

por tanto
Vi By = Vi, By
Anélogamente calculamos el comportamiento de la conexién de los campos

invariantes y tendremos lo siguiente:

~

Ve B =0, Vi Er = —3Es, Vi, By = —3 s,

~

Ve, By =3B,  VgE=0, VgE =3k,

A

Vi Bs=—1E,  VgB=3E, VgE=0.

Observacion 1.1. Identificamos el espacio tangente en un punto p = (x,y, z) con

el dlgebra de Lie bg, es decir, si v € T, Hs

0 0 0 1
V= al% + aga—y + aga = alEl + CZQEQ —+ (a3 + §(yCL1 — .ﬁEag)) Eg

1.2. Curvatura en H;

Nuestro siguiente objetivo es calcular la curvatura de H3. Para esto necesitamos
de la conexién riemanniana hallada anteriormente. Bastara saber como se comporta
la conexién en los campos invariantes a izquierda F;.

El comportamiento de la conexién nos permite conocer la curvatura. Por definicién

la curvatura esta dada por
R(X, ,Y)Z = @y@xz — @X@yz + ?[Xy]Z

donde X,Y, Z son campos en Hs.



Calculamos la curvatura en Hjz al evaluar en los campos invariantes a izquierda

E;. Obtenemos por ejemplo

R(El, EQ)EI - ﬁEzﬁElEl - ﬁElﬁEzEl + ﬁ[El,Eg]El
1

=V, (0) — @EI(—gEg) + Vi, By
1, 1 1 3

= (=ZE,)) — =Ey = —°F,.
5(m3fe) gk ==k

Se escribird R;;;; para indicar el valor de (R(E;, E,)E;, E;), esto es, la componente

del tensor curvatura en la direccion E;. En particular se tiene

3
Rig1z = (R(E, Ey) By, Ey) = ¥ 4

Anélogamente se calcula

R(Ey, E3)E, = @Eg,@ElEl - @ElﬁEgEl + @[E17E3]E1

A

A 1 A
= VE‘S (0) . VEl(_ﬁEQ) + VOEl

1.1 1

;- §<§E3) = _E37

entonces

También tendremos

R(Es, E3)Ey = @E3©E2E2 - @E2@E3E2 + @[Ez,E3]E2

A A 1 A
= VES(O) - VE2(§E1> + V()El

1,1 1
=——(—zF -FE
o (=3 =15
luego
1
Rases = 1
Anéalogamente obtenemos que
Ro113 =10

Esto muestra que algunas componentes pueden ser nulas. El resto de las componentes

se hallan usando las propiedades del tensor curvatura dadas por:

10



Rijr = Riij,
Rijri = —Rjint,
j j
Rijr = — Rijur.-
Sabemos que una variedad riemanniana tiene curvatura constante Ky si y sélo si
Rijij = —Ri;j; = Ko para todo @ # j, y R;jr = 0 en los otros casos. En Hj tenemos

que Ri313 = —Ri331 = % = Ky, pero Ris19 = —Ry991 = —%. Por lo tanto Hs es una

variedad de curvatura seccional no constante.

Ademas Hjs resulta ser una variedad riemanniana homogénea, ya que dados
x,y € Hs, existe una isometria (traslacién a izquierda) que lleva x en y. Por tanto

‘Hs es una variedad homogénea de curvatura seccional no constante.

1.3. Geodésicas de H;

En esta seccién calcularemos las geodésicas del Grupo de Heisenberg Hg3, Para
esto expresaremos los campos coordenados en funciéon de los campos invariantes a

izquierda E;, es decir

0 Y 0 3
B Ay = g — = F;s.
B 1+2 33 T, 2~ 588 B 3

Sea la curva t — ~y(t) € Hgs, luego v sera una geodésica si y sélo si V%Z—Z =0.

Si y(t) = (z(t),y(t), 2(t)) , entonces

d_’}/_i.i_i_'g_'_ R
at ~ “or Yoy T
=2(E, + %Eg) +y(Ey, — gEg) + 2E;4
T Xy
— iy + 9By + (5 — 4 £) By

Luego

1 1
VZ_,YZ—} = [&+ 5 (dyy — ai” + 292)} By + {y — 5 (@%y —wiy + 29‘:2)} E»
t
1
+ [5(333/ — xy + 2z)1 E; (1.1)

11



Entonces vi—j% =0, siy solo si,
i+ 3(dyy — xy® +292) =0

j — H(i%y — iy + 2i2) = 0 (1.2)

Ly —aj+2%) =0

\

El sistema anterior se puede expresar como:

0

(i)

0 (1.3)

j-o -+

2+ (3= =0

Sabemos que
d( - _
dt rYy —xY) = 1Y — 1Y

En la tercera ecuacién de (1.3) tendremos:

- 1| Ch
Z= §($y — By = 5@(% — 1y)

Entonces
™ %
Z i(xy—xy)—l—c (1.4)

Con los resultados en los sistemas anteriores, calcularemos las geodésicas que pasan

por el origen, es decir: z(0) =0, y(0) =0, 2(0) = 0.

Tendremos los siguientes casos:

(i) Cuando #(0) #0, ¢(0)#0 y 2(0) =0.

De (1.4): ¢ =0 y tendremos que

R
Z—§($y—$y)

12



Y asi reemplazando en la primera ecuacién de (1.3) tendremos
E+y(—2+2)=0

Con lo cual & = 0, es decir, z(t) = &(0)t.

Luego la solucion del sistema es:

Por tanto las geodésicas v serdan rectas contenidas en el plano XY.

Cuando £(0) =0, y(0)=0 y 2(0) #0.

Hacemos t = 0 en (1.4), y asi tenemos que ¢ = £(0)

Entonces

1
= §(xy — ay) + £(0)
Luego de (1.3), tenemos:

i+ #(0)y =0

ij— 2(0)i =0

Resolviendo el sistema anterior tenemos:

Entonces

Por lo tanto la geodésica v serd una recta vertical.

13



(iii) Cuando #(0)#£0 6 H(0)#0 y 2(0) #£ 0.

Con estas condiciones de (1.4) obtenemos que:
N VR :
£ = (o — ) + 2(0)
y reemplazando en las dos primeras ecuaciones de (1.3), se tiene
Z+2(0)y=0
ij—2(0)x =0
Integramos el sistema anterior y obtenemos:

i+ #(0)y =0

g —3(0)z =0

cuya soluciéon es

e % cos(2(0)t) + £ sin(2(0)t) — L9

y= _ﬁggg cos(2(0)t) + % sin(2(0)t) + 22

Notemos que

(- 50) (- 50) - (6) + (56)

_ #2(0) + 52(0)

22(0)
es decir, las geodésicas que pasan por el origen son espirales alrededor del
cilindro de radio jg(?g;(g;(m y centro (—%, %).

1.4. Isometrias de H;

En esta seccién mostraremos cuales son las isometrias del grupo de Heisenberg Hs

y cual es su grupo de Isometrias.

14



Proposicién 1.2. Toda traslacion a izquierda

L(a,b,c) : H?) — H3
(x,y,2) +— (a,b,c)x*(x,y,2)

en el grupo de Heisenberg Hs es una isometria.

Demostracion. Sea p = (a,b,c) € Hz. Como dL, en la identidad lleva la base
ortonormal {ey, €2, e3} en la base ortonormal { £y, Es, E3}, entonces se preservan las

distancias. Por lo tanto, se sigue que las traslaciones a izquierda son isometrias. [J

Observacién 1.3. Sabemos que la aplicaciéon exponencial exp : hs — Hg definida
al inicio del Capitulo 1 es un difeomorfismo, luego por la férmula de Campbell-
Hausdorff la aplicacién exponencial induce sobre h3 el grupo de estructura x en Hs
ya definido anteriormente y se tendra la siguiente igualdad:

1

Xl*X2:X1+X2+§[X1,XQ]

donde [ X1, Xo] = (1y2 — xay1) €3 v Xi = i1 + yier + zieg , 1 =1,2.

Ahora pasaremos a mostrar que el diferencial de una isometria ¢ : Hs — Hs que
deja fija la identidad es un automorfismo sobre el Algebra de Heisenberg bh3. Para
ello usaremos unos resultados dados a detalle en [2] y las geodésicas de Hj que pasen
por la identidad.

Se tiene que h3 = U @V es un algebra de Heisenberg con centro U, si existe una
representacién J : U — End(V) que satisface: J(a)? = —|a|* I, , Ya € U.
Donde U y V son espacios vectoriales y {es} , {e1,e2} sus respectivas bases

ortonormales. Ademés tenemos la aplicacién [,]: V' x V — U que satisface:

1. (J(es)er,ea) = (es, [e1, e2])

2. (J(a)x,y) = (a,[z,y]) ,a€ U, z,y e V.

Para las geodésicas de H3 usamos la parametrizacion dada por la exponencial.
Entonces sean t — z(t) € V, t — a(t) € U funciones vectoriales dadas por
x(t) = x1(t)er +z2(t)es y a(t) = x3(t)es. Luego obtenemos una curva t — y(t) € Hs
definida por

2 () = exp(e(t) + alt).

15



d
Por otro lado tenemos la expresion d—: el vector tangente a ~:

Z—Z =i+ (d—l—%[j:,x]) (1.5)

donde 7 y a seran las derivadas de las funciones vectoriales.

Notemos que la ecuacién anterior ya estd expresada en funcién de los campos

invariantes a izquierda FEj;, es decir

d 1
d_z =a1E) + 29 F5 + <1’3 + BY (129 — xlj’é)) Es

Vamos a considerar sélo las geodésicas que pasan por la identidad 0, entonces
z(0)=0, a(0)=0

Por tanto,

En adelante se denotard : #(0) =y , a(0) = 0.

Como {Es3} es una base de U y J(F3) € End(V). Entonces hallemos la regla de
correspondencia de J(E3) : V — V. Sea

J(E3) (21, 22) = (v, B)

Luego
J(Eg)(l’lEl + szg) = OéEl + ﬁEQ

Por otro lado, usando la segunda propiedad del operador [,] tenemos

(J(E3)Ey, Ey) =0
(J(E3)Eq, Ey) =1
(J(E3)Ey, By) = —1

(J(E3)Ey, ) =0

7\

Ahora hacemos el siguiente producto
(J(E3)(v1 By + 29 Ey), Ey) = (aEy + BE,, Ey)
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Luego
<I1J<E3)E1 + IQJ(E;;)EQ, E1> =«

Entonces

a4 = —XT9

Analogamente haciendo el siguiente producto
(J(Bs)(z1Ey + 2ok), By) = (aby + BEs, )

Obtenemos

p=mx
Por lo tanto J(E3) : V' — V es dada por
J(Es3)(x1,z2) = (—x2, x1).
Afirmacion. Se cumple la siguiente igualdad
Vai(t) = %J(a(o))j:(t) (1.6)

En efecto, al calcular V4, () tendremos
dt

V. i(t) = <:’t1 + (g + o xlf)) By + (9’&2 g+ =" - x;”’Q)) B,
(1.7)
Como estamos usando las geodésicas de H3 que pasan por la identidad entonces
se cumple el sistema de ecuaciones (1.3) y la ecuacién (1.4).
De (1.4) tenemos
T3 + é(a'clxg — T1l) = ¢

pero al tener que z(0) = 0y a(0) = 0, entonces para todo ¢ tendremos

Luego reemplazando la anterior ecuacion en las dos primeras ecuaciones del sistema

(1.3) tendremos

¥ = —a(0)iy , Iy = a(0)ay
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Y al reemplazar estas tltimas expresiones en (1.7) tendremos

dt

1 1
V() = —5a(0)i2Ey + a(0)i B

Proposiciéon 1.4. Sea ¢ : Hs — Hs, una isometria que deja fija la identidad
(6(0) = 0) y denotemos por ¢, el diferencial de ¢. Entonces ¢, es un automorfismo

sobre el dlgebra de Heisenberg bs.

Demostracion. Sea ¢ : Hsz — Hsz, una isometria que deja fija la identidad
(¢(0) = 0). Consideremos ahora el fibrado tangente T'(Hs) = Ty (Hs) & Ty (Hs)
inducido por h; = V @ U. Esto puede ser descrito por el tensor de Ricci dado
por r(z,y) = Traza{z — R(z,z)y}. Sabemos que el tensor de Ricci es una forma
bilineal simétrica, entonces existe la aplicaciéon S : T(H3z) — T(Hs), luego el tensor
de Ricci es dado por r(z,y) = (S(z),y). Al ser ¢ una isometria, su diferencial

¢s : T(H3) — T(H3) también es una isometria y asi r(¢,x, ¢,y) = r(x,y), de donde

(5(¢.7), 0.y) = (S(x),y) , para todo y.

Luego
¢ 'S¢, (x) = S(z) , para todo z.

Entonces
S, =¢.5

De lo anterior podemos afirmar que T'(#H3) queda definido por los espacios propios
de Sy que ¢, deja los subespacios Ty (H3) y Ty (H3) invariantes, pues si u; € U es

un autovector de S, entonces

So, (Uz) = ¢*S(Ui) = (b*()\iui) = \i®, (Uz)

De lo anterior vemos que ¢, (u;) es un autovector que corresponde a \;, donde
¢.(w) €U.
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Escojamos ahora y € V' |b € U y consideremos la geodésica v(t) = exp(x(t) + a(t))
d
que pasa por la identidad 0, con vector tangente inicial i = y + b, con

dt|,_,
#(0) =y, a(0) = b.

Como ¢(0) = 0 entonces t — ¢(~y(t)) es la geodésica que pasa por la identidad con
vector tangente inicial ¢, (y) + ¢, (b). Sea my (£ (¢ 07)) la Ty(Hs) componente del
vector tangente ¢, (%) y por (1.5) tendremos que my (Z(¢07)) = ¢, (2(t)).

Entonces la derivada covariante de esta componente a lo largo de la geodésica ¢ o~y

viene dado por:

Es decir,

Vd)*(%)cﬁ* (@(t)) = ¢. (Vi—zx(m

Por otro lado, usemos (1.6) y evaluando en ¢ = 0 tendremos:

ﬂmyZQ(v%ﬂw)

t=0

Luego

6.(J()y) = 6. (2 Varie(t)

) =29, (&)6.(2(8)

t=0 dt t=0
d 1
=29, (e (00)| =2 [5766.00.0.00] = 506000,
t=0
Y asi tenemos
¢.(J(b)y) = J(¢.(0))¢.(y) (1.9)
Usando la segunda propiedad del operador [, ], hacemos:

(b, 0. ([z,y])) = (o' (b), [z, y]) = (J(¢" b))z, y)
(¢.(J(¢'(0))x), ¢.(y)) (pues ¢, es una isometria)
(J(0.(6.1(0)9.(2)), ¢.(y)) (por(L.9))
(J(0)o.(x),0.(y))

(b, [¢.(

b,[¢.(x),¢.(y)]) para todo b,

(
(
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Y asi se tiene

(b, 0. ([, 9])) = (b, [0.(2), 0. (W)])

Por lo tanto ¢, es un automorfismo sobre el algebra de Heisenberg b3. O

Proposicién 1.5. Si G es un grupo de Lie con una métrica invariante a izquierda,
entonces todo automorfismo del grupo G cuya diferencial en la identidad preserva el

producto interno es una isometria.

Demostracion.

Afirmacion. Sea ¢ un automorfismo de Hs y p € Hs. Entonces

¥ = Lo 0o Ly
En efecto,
Loy opo Ly1(z) = Lw(p)(@(pil * 7))

= o(p) xp(p™") * p(2)
= ¢(x), paratodo z € Hs

Luego tenemos
dp(v) =d (Lw(p) R szl)p (v); veTHs

Entonces
dioy(v) = d (Ly) ) © A0 © (1), (0)

Al tener que dyq preserva el producto interno, entonces dyy es una isometria,
luego la composicién de la igualdad anterior es una isometria. Por lo tanto dy, es

una isometria.

Luego tendremos

(dy (), dgy ()., = (u,0),

Por lo tanto ¢ es una isometria.

O

A continuacién daremos a conocer el grupo de isometrias del grupo de Heisenberg
H3, para ello denotemos por A(Hjz) al grupo de automorfismos de Hsz que preservan

producto interno en bs.
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Corolario 1.6. El grupo de Isometrias de Hs coincide con el producto semidirecto

A(H3) oc Hy (con Hg actuando por traslaciones izquierdas).

Demostracion. Definamos el producto semidirecto A(H3) oc Hs

A(Hz) cc Hy ={Ly,00 | p€ A(H3) , p € Ha}

Como A(H3) es el grupo de Automorfismos de ‘Hs que preservan el producto interno,
entonces sus elementos seran isometrias, ademas sabemos que las traslaciones a
izquierda L, son isometrias. Luego todos los elementos de A(#Hjz) oc Hj son

isometrias.

Ahora probemos que toda isometria de Hjz estd en A(Hz) o« Hs, para esto
consideremos una isometria ¢ : Hs — Hs tal que ¢(0) = 0. Por el corolario
anterior tenemos que el diferencial de ¢ es un automorfismo sobre b3, luego ¢ es

un automorfismo de Hs.

Finalmente si ¢(0) = z , z # 0, entonces bastara tomar ¢ = L,-10¢ € A(H3) oc Hs.
O

Lema 1.7. 5@ f1 y fo son isometrias en una variedad riemanniana M conexa tal
que f1(p) = fa(p) y dfr, = dfs,, entonces fi = fa.

Demostracion. Ver [3] Pag. 84. O
Teorema 1.8. Si ¢ : Hy — Hs es una isometria tal que p(0) = 0, entonces

(xcos — ysinf, xsinf + ycos, z)
(,D(ZL’,y,Z) =

(rcos® +ysinf,xsinf — ycosl, —z)

Demostracion. Sea {ey, e, e3} la base de b3 y

ai; Qr2 as
A= ax ax az
azy a3z 0433
la matriz que representa a dyg : hs — h3 en esa base. Como dipy es un automorfismo

del algebra b3, entonces

dipo(es) = [dwo(er), dpo(ez)]

21



esto implica que aize; + agzes + asses = (a11a22 — G12a21)es, s decir

CL13:0
a23:O

11022 — A12Q21 = 433

Ademds dyq preserva el producto interno en b3, es decir AA* = I. De ésto y las

anteriores igualdades, se tiene

a11a21 + ai2a22 = 0
2 2

2 2
ay +ax =1

L 11022 — Q12021 = £1

Entonces tendremos los siguientes 2 casos:

i)

i)

Si ajiage — ajpas = 1, con aj; # 0, tendremos que azz = 1y a;; = ag, luego

a12 = —ao;. Por tanto

cosf) —sinf 0
A= | sinf cosf 0
0 0 1

Por otro lado la aplicacién ¢(z,y, z) = (xcosf — ysinf, xsinf + ycos b, z) es
un automorfismo de Hs tal que ¢(0) = 0 y dy, = A, entonces por el Lema
1.7 y la Proposiciéon 1.5, ¢ es una unica isometria con esas propiedades. Por

tanto, ¢ es una rotacion alrededor del eje z.

Si ajiage — ajpas; = —1, con aq; # 0, tendremos que azz3 = —1y a;; = —ago,

luego a2 = ag;. Por tanto

cosff sinf 0

A= sinf —cosf 0

0 0 -1
Por otro lado la aplicacién ¢(z,y, z) = (x cosf+ysinf, xsinf —ycos, —z) es
un automorfismo de Hs tal que p(0) = 0y dy, = A, entonces por el Lema 1.7 y
la Proposicién 1.5, ¢ es una tunica isometria con esas propiedades. Por tanto,
v es la composicién de una reflexion respecto al plano XY y una reflexion

respecto a una direccion paralela al plano XY'.
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]

Por lo tanto, toda isometria de H3 se obtendréa como composicién de una traslacion

a izquierda y una isometria dada por el Teorema anterior.
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Capitulo 2
Aplicaciones Armodnicas

Sabemos que las inmersiones minimas son aquellas cuya curvatura media es
nula. Generalizaremos este concepto, estudiando el campo de tensiones entre dos
variedades riemannianas. Para llegar a ello daremos algunas definiciones de fibrados

vectoriales y conexién lineal para obtener la expresion local del campo de tensiones.

2.1. Fibrados Vectoriales

En esta seccién recordaremos algunos conceptos de fibrados vectoriales que seran

usados mas adelante. Sea M una variedad diferenciable C'*° conexa y orientable.

Definicién 2.1. Un fibrado vectorial real de rango n sobre M consiste en :

1. Tres variedades diferenciables, el espacio total F, la variedad base M y F un

espacio vectorial real de dimensién n llamado la fibra estandar del fibrado.
2. Una aplicacién ¢ : £ — M sobreyectiva y C*°.

3. Un cubrimiento U, de abiertos en M tal que para cada abierto, U € U,
existe una aplicacién diferenciable ¢ : (7'(U) — F de tal manera que
(¢,p): CHU) = U x F es un difeomorfismo.

4. Cada fibra E, = ("'(p) es un espacio vectorial real de dimensiéon n y

© ‘ B, : £y — F es un isomorfismo lineal para cada p € M.

Denotaremos por C(F) al espacio vectorial de las secciones diferenciables de E; es
decir
C(E)={c:M — FE:(oo(x)=ux}
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Un ejemplo tipico de un fibrado vectorial es el fibrado tangente, donde
E=TM ={(p,v) :veT,M},

la proyeccién estd dada por ((p,v) = p y las secciones para este fibrado son los
campos vectoriales C*°.

A partir de unos fibrados vectoriales dados se pueden construir otros fibrados.
Por ejemplo, tenemos el fibrado dual ¢* : E* — M donde (¢*)7(z) = E? y las
secciones estan dadas por funcionales o(x) : E, — R.

Sin: W — M es otro fibrado sobre M construimos el fibrado producto tensorial
(RN EQW - M

donde las fibras (( ® n) ' () = E, @ W,. Si 0 € C(F) y 6 € C(W) entonces una
seccién en el fibrado producto tensorial estda dada por (o ®0)(x) = o(z) ®6(z), para
todo x € M.

Por dltimo, dada una aplicacién diferenciable f: M — N yn: W — N un
fibrado sobre NN, entonces el fibrado sobre M inducido por la aplicacion f se define

de tal manera que la fibra sobre x € M estd dada por Wy(,), y las secciones en este
fibrado son de la forma fo f, donde 8 € C(W). A este fibrado se le llamara el fibrado
inducido por f y lo denotaremos por f~1(W).

2.2. Conexion Lineal

Una conexién lineal en un fibrado vectorial ¢ : E — M es una aplicacién bilineal

V en el espacio de las secciones.
V:C(TM)x C(E)— C(FE)
tal que para cada funcién diferenciable f en M. Se cumple lo siguiente:
1. Vyxo = fVxo
2. Vxfo=X(f)o+ fVxo, donde 0 € C(F)

Si tenemos una conexion lineal en un fibrado podemos construir otra conexién
en otro fibrado. Por ejemplo V¥ es una conexién lineal en el fibrado E, definimos

la conexién dual en E* como
(Vx)0(o) = X(0(0)) — (Vo)
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donde § € C(E*) y 0 € C(F). Si V" es una conexién en el fibrado W, entonces la

conexion producto tensorial en V ® W esta dada por
V(@A) =(VE) @A +0@ (VYN

Si f: M — N es una aplicacién diferenciable y n : W — N un fibrado vectorial
sobre N con conexién lineal V', entonces definimos la conexién para el fibrado
vectorial f~'W de la siguiente manera: Sea p € M, y = f(p) € N, X € T,M y
0 € C(W), entonces

Vx(f*0) = f"Vigx)(0)
domde f*(0) = 0o f € C(f~'W). En particular si W = TN y df(Y) € C(T'N), con
Y € C(TM), entonces

Vxdf(Y) = VZ}/(X)df(Y)

2.3. Diferencial Covariante

En esta seccién observaremos la conexién lineal desde el punto de vista
tensorial, por medio del isomorfismo que nos permite indentificar el espacio de las
transformaciones lineales T": V' — W con el espacio V* @ W.

Sea ¢ : E — M un fibrado vectorial sobre M y V una conexién lineal en este
fibrado. Si ¢ € C(F), donde C(F) denota el espacio vectorial de las secciones

diferenciables en E, entonces, la aplicacion
V(o) : C(TM) — C(E)

dada por V(o)(X) := Vxo es lineal sobre R. Es decir podemos considerar V(o)
como una seccién en el fibrado TM*® E'y lo llamaremos el diferencial covariante
de la seccién o. Andlogamente ahora consideremos la conexion producto tensorial

en el fibrado TM* ® E
V:C(TM) x O(TM* ® E) — C(TM* © E)
Sid®@we C(TM*® E), entonces la aplicacion
Viiow): C(TM) - C(TM*® E)

serd tambien una transformacién lineal, luego el diferencial covariante V(§ ® w) €
C(TM*® (TM*®FE)) = C(®*TM*® E) y representard al diferencial covariante de

la seccién 0 @ w.
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2.4. Segunda Forma Fundamental

Sea f: M — N una aplicacion diferenciable entre dos variedades riemannianas.
Sabemos que el diferencial df, : T,M — Ty, N es una transformacioén lineal y por lo
tanto df, € T,M* ® Tt N, desde este punto de vista, df es una seccién del fibrado
producto tensorial TM* ® f~'TN sobre M, donde f~!TN es el fibrado inducido a
M cuyas fibras son Ty, N.

Veamos las cualidades de V(df), el diferencial covariante de la seccién df, donde
V es una conexién en el fibrado TM* ® f~'TN. Fijemos la seccién df del fibrado
vectorial TM* ® f~'TN, luego tendremos

V(df): C(TM) - C(TM*® f'TN)

Para un punto p € M, se tiene que V(df), € T,M* @ T,M* @ TN, es decir

via isomorfismo tenemos

V(df), € (LM @ T,M)* © Typ)N = L(T,M @ T,M, Ty N)

Lo anterior nos dice que la aplicacion V(df), : T,M x T,M — Ty N es bilineal
en T, M, pues el espacio de las bilineales es isomorfo a (®*(T,M)*) @ TN, luego
V(df) € C(@*TM*® f~'TN), es decir V(df) es una aplicacién bilineal en TM con

valores en f~'T'N. Esto nos lleva a la siguiente definicién

Definicién 2.2. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable entre dos variedades
riemannianas. Se define la sequnda forma fundamental de f como el diferencial

covariante de la secién df, es decir V(df).

Veamos la regla de correspondencia de este diferencial. Como df € C(TM* ®
f~YTN), entonces

V(df): C(TM) — C(TM*® f~'TN)

tal que V(df)(X) = Vx(df) € C(TM* ® f~'TN), para todo X € C(TM). De
donde, Vx(df) : TM — f~'TN, y por lo tanto

V(df)(X,Y) = (Vx(df)(Y). (2.1)

27



Por otro lado sabemos que desde el punto de vista tensorial podemos escribir df

de la siguiente forma:

con ¢; € C(TM*), w; € C(f~'TN). Entonces

(Vx(df))( va 8; @ w;)( va Y)w; + 6,(Y)Viw;

Por otro lado, de la conexiéon en el fibrado dula T'M* se tiene

Vi5(Y) = X(6,(Y)) — 6,(VxY).

De las dos ecuaciones, anteriores reemplazando y reordenando convenientemente

tendremos

(Vx(df)(Y) =7 [ X @Y )wi+ 6()Viws]| = 6,(TxY s

Y asi obtenemos
(Vx(df)(Y) = Vi Z ®@w)(Y) =) 5 ®@w(VxY)
Ahora usando la expresion tensorial de df y la conexién del fibrado se concluye que

(V(dN)(X,Y) = VA (Y) = df (V) = Vi df(Y) = df (VYY) (2.2)

Ahora presentaremos una expresion local para el diferencial V(df). Sean (X;, U;)
y (Ya,V,) dos parametrizaciones en p y f(p) respectivamente, {%} y { Foe } los
campos coordenados asociados a sus respectivas parametrizaciones, entonces

0
f M
ox;’ axj) vazl af( ac]) df(Vaxl oz

) (2.3)

Sea f*=y,of: M — R, a f*le llamaremos la a-ésima componente de f.

Si escribimos df Z Ji 5 (9 , donde f7 = oof) , entonces de las propiedades

x

de conexion lineal, obtenemos

Vi di(5 - va o —Z{Uaa TV ai
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De acuerdo a la definicién de conexién inducida, tenemos

vf
Eroy

T

df (5~

o 9 .
0 _ za:[”a + f Vg}?’a@zi)a—%]zgwa +ZZf fﬂvgV

Al tener en cuenta los coeficientes de Christoffel Fgﬁ de la conexién lineal en T'N e

T, Yo

intercambiando sumas convenientemente,

v/, df( Z

Ox;

T

Por otro lado,

0
v (o) =2 (Ve ) o

con f¥ =y, o f: M — R. Ahora consideremos la conexién en el fibrado dual T'M*

donde df” es una seccion

(Vdf )y = <Vagidf7) (axj) = df”( £ 8@)

Reemplazando tenemos

A )
i (V) =S U~ (V]

En (2.3)

V(df)i; = V(df) (5 => " |(

v

0
(V¥ df )+ D> f T, o (2.4)
a g v

Denotaremos por V(df)]; cada componente de la segunda forma fundamental V (df )

2.5. El Laplaciano

Definicién 2.3. Sea M una variedad riemanniana, con p € M. Indicaremos por
X(M) al conjunto de los campos vectoriales de clase C> en M y por D(M) el
conjunto de las funciones C* definidas sobre M. Siendo X € X(M) y h € D(M),

se definen:
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1. La divergencia de X, como la funcién divX : M — R, donde divX es igual
a la traza de la aplicacion lineal v — V,X, con v € T,M y V la conexién

riemanniana en M.

2. El gradiente de h, como el campo vectorial grad(h) en M, dado por

(grad(h(p)),v) = dh,v, v e T,M.

3. El laplaciano de h, como el operador A : D(M) — D(M), dado por
Ah = div(grad(h)).
Sean (U, x) una parametrizacién en p € M con base asociada {8%%} v h: M — R,
daremos a conocer la expresion local del Laplaciano.

Tenemos que
Ah = div(grad(h)) =Tr(T : X — Vxgrad(h))

Ahora determinemos las entradas de la matriz A que representa a la transformacion

lineal T', para esto escribimos

0 0
T(—)=) Ax—
((%ck) Z * O,

Y siendo (g;;) la matriz de la métrica en M, se tendra

0 0
<T(a—%),a—%>—;A <8x1 8ccj> ;Azkgu— gji) (Air.)

Luego A, se expresard asi

s () )

Y como la traza de T es igual a Z Aj;, entonces

i

Ah = div(grad(h)) = Zgij <Vaazigmd(h), %> (2.5)

]

Esta tultima ecuacion es la expresion local del Laplaciano de la funcién h, donde

(g"”) es la matriz inversa de la métrica en M.
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Por otro lado, de la compatibilidad de la conexién riemanniana tenemos

0 0 0 0
<V£igrad(h), a—%> = Bz, <grad(h), 8_:1:]> — <grad(h)’vaaxi6xj>

y de la definicion de gradiente se tiene

0 0 0 0
(et 5) = o (#(55)) (Va3

pero la ultima expresion de arriba es el diferencial covariante de la seccién dh y de

(2.2) se tiene

0 o 0
<Vaazig7“ad(h), %> = (Vdh) <8_xl’ 0—%> = (Vdh);;

J

Al sustituir esta dltima ecuacién en (2.5) obtenemos

Ah =" g%(Vdh); (2.6)

2.6. Campo de Tensiones

En esta seccion daremos la definicion del campo de tensiones y expresaremos
localmente como es este campo, para esto nos ayudaremos del laplaciano de una

funcién f y de su segunda forma fundamental.

Definicién 2.4. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable entre dos variedades

riemannianas. Definimos el campo de tensiones como

7(f) = Tr(V(df)).

Hay que recordar que Vdf es una bilineal con valores vectoriales y por lo tanto el

campo de tensiones 7(f) toma valores vectoriales en T’ N.

Ahora daremos a conocer la expresion local para el campo de tensiones de la

aplicacion f. De acuerdo a la definicién del campo de tensiones
T(f) =Tr ((Vdf)}) =Tr | (Vdf) 9 9
K ox;’ Ox;

representa la y-ésima componente del campo de tensiones, donde (Vdf)zj denota

cada componente de la ecuacién dentro del corchete dada en (2.4).
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Tambien de (2.6) se tiene para la funcién f7: M — R que
A= g9 (Vdf);;
ij

Luego la expresion local para el campo de tensiones de f estard dada por

Ahora usando la expresién del diferencial covariante dada en (2.4) tendremos

T(f) =) g7 (Vf)) =Y g7 (V) + D> > T,
4,J 4, a B

Y de la expresion local del laplaciano en (2.6), obtenemos

T(f) = AP+ I Tse” (27)
i af
con o, 8,7 = 1,.....,dimN, donde el laplaciano Af? esta asociado a la variedad

riemanniana M, los simbolos de Christoffel corresponden a la conexion de N y cada

componente del campo de tensiones 7(f) estd dado por (2.7) .

Definicién 2.5. Sean (M, g) y (N,h) dos variedades riemannianas y f : M — N

una aplicacién C*°. Decimos que f es arménica, si 7(f) = 0.
A continuacién mostraremos algunos ejemplos de aplicaciones armonicas.
Ejemplo 2.6. Si N = R entonces f es una aplicacién arménica en el sentido (2.6).

Ejemplo 2.7. La aplicacién identidad en M es armonica ya que Vdf(X,Y) = 0,
para todo X,Y € T'M (ver (2.2)).

Ejemplo 2.8. Sea f : S — R? una inmersién isométrica de una superficie regular
en R3, localmente parametrizada por coordendas isotérmicas, es decir g;; = A*4;;.

Entonces

TT=AfT = NAf, =123

donde A es el laplaciano en el plano R%. Por lo tanto, cada inmersién es minima, si

y solamente si, cada f7 es una funciéon arménica en el sentido euclideano.
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Ejemplo 2.9. Decimos que una aplicacién f : M — N es totalmemte geodésica
si su segunda forma fundamental es nula, es decir V(df) = 0. En particular toda

aplicacion totalmente geodésica es arménica.

Para finalizar los ejemplos, [4], [5] y [6] nos dicen que las isometrias son
aplicaciones armoénicas y que la composicion de una aplicacion armoénica con
una isometria en su dominio sigue siendo armonica. Pero la composicion de dos

aplicaciones arménicas no es armonica en general.

Sea X una superficie de riemann conexa y orientable, la cual admite un atlas
complejo y sean (u,v) coordenadas locales de una parametrizacién de este atlas y

z = u+ v la coordenada compleja. Se define

o _1(9 .0
dz 2\ ou Z(%

10 _ 17 e
9z 2 \ou ' ov

Sea M una variedad riemanniana y f : X — M una inmersion conforme tal
que la métrica inducida es ds = A\?(du® + dv*) = A\?||dz?||. El operador de Laplace

Beltrani sobre X estara dado por:

g0 00 0 0
S 2 R N ) | S S
L <8u8u+0vﬁv) 2 0z 0z

Teorema 2.10. Sea Y una superficie de riemann, M una variedad riemanniana
y f X — M una inmersion conforme de clase C*. Entonces f es una aplicacion

armonica, St Yy solo si

8282 erkgg - O 9 para 1 = 17 ceey dZm M

ik

donde Ty, = T",.(f(2)) son los simbolos de Christoffel de M.

Demostracion. Sabemos que la inmersiéon f serd armonica si su campo de tensiones

7(f) se anula.

Usando la expresion de las componentes del campo de tensiones para una inmersion

f 3 — M tenemos:

TN = ALY ST

af gk
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parai=1,...dim My o, =1,2.

Usando coordenadas isotérmicas de la anterior ecuacién obtenemos

YL YL
afr of _i_afjaf}

() = AL AT Z Fﬁk [ ou Ou  Ov Ov
ik

Can o ap
donde f{ = 9L f] =2~

Expresando la igualdad anterior en coordenadas complejas, obtenemos

ofl ofk +28fj ofF
0z 0z 0z 0z

(f) = Af' + /\_22:1?,c [2
ik

z 7 o ) .
De ahi, como I'}, = I',;, se tiene

. of oft

*9z 9z

T(f) =Af+437°) T
ik
Luego, como A fi = 4\"22L

0z0z

Finalmente

ey O ofk
—— 2 ¢\ A i
S A %:Fﬂ’f 97 02

Luego el campo de tensiones 7(f) se anula cuando los 7(f)" se anulen, es decir

o Copof
B s jzkfﬂﬂga =0

Por lo tanto la inmersién conforme f : ¥ — M es armonica, si 'y soélo si

o2 T
5555+ %Fﬂﬁa =0

]

Teorema 2.11. Sea f : M — N una inmersion isométrica entre dos variedades

riemannianas M y N. Entonces
T(f) =kH

donde k es la codimension de f y H es el vector curvatura media. En particular,

una mmersion 1sométrica es minima, st €S armonica.
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Demostracion. La segunda forma fundamental de la inmersiéon f es una forma
vectorial bilineal simétrica B : T,M x T,M — (Tf(p)M )L dada por

B(z,y) = (?XY)L

donde X y Y son campos en N, extensiones de x,y € T,M y V la conexién en N.
Para cada n € (Tf(p)M )L existe un tnico operador autoadjunto A, en T,M

llamado operador Weingarten y esta asociado a la forma bilineal B, dado por

(B(x,y),n) = (Ay(x),y) = (z, Ay(y))
donde z,y € T, M.

Escogiendo una base ortonormal {n,...,n} en (T,M )L, definimos el campo

curvatura media de la inmersién f

Z trA,, (2.8)

?vl»—k

donde k es la codimensién de f.

Por otro lado, tenemos

7(f) =Tr(V(df)) = Tr(B(X,Y))

donde X,Y son campos en M.

De (2.8) se tiene

Por lo tanto

(f) =kH
[
Proposicién 2.12. Sea f : ¥ — H? wuna aplicacion de clase C?, siendo
2
H? = {z € C;|z| <1} el disco hiperbdlico dotado con la métrica 1= Luego

(=)

la aplicacion f serd armonica si y solo si

2f
L=/

sz fzfz—
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Demostracion. En efecto, tenemos que H? es una variedad riemanniana con tensor
métrico (g;;). Sea f = (f' f?), con los g;; dados, obtenemos los simbolos de
Christoffel de H?:

2f1 2f2
Fh:F%Q:F%l:—,F}2:F§1:F§2:—,
1—|f)? 1—|f?
1 _Qfl 2 _2f2
20— T .32 111 —
1—|f? 1—|f

Luego al ser f arménica, usando el Teorema 2.10 obtenemos

82fl 2 af] afk 82f2 2 afg 8fk
ETAD IR e =i DR b

J:k=1 g.k=1

Y juntando las dos igualdades anteriores, se tiene

a2f1 ™ Z F af] afk 82f2 + Z ]kafg afk

9702 * oz 95 B

jk=1
Reemplazando los simbolos de Christoffel de H? en la igualdad anterior, usando que
f = f'+ if? para obtener una expresién mas corta en coordenadas complejas y

agrupando convenientemente obtenemos:

2f

Tt T

szfz = 0.
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Capitulo 3
La Aplicaciéon de Gauss

Sea Y una superficie de Riemann parametrizada por coordenadas isotérmicas
y z = u + t una coordenada en . Sea X : ¥ — 3 una inmersién conforme.
Denotemos por F' = m o X la proyeccién horizontal de X, donde 7 : Hs — R?,
(1,9, 23) — (x1,72) es una sumersién riemanniana, y por h : ¥ — R la tercera
coordenada de X, luego tenemos que X = (F, h). Consideremos F' como una funcién
de valores complejos e identifiquemos C con R?. Denotemos por N : ¥ — S? la

normal unitaria a X dada por

N : YCHy —» S?2cCTyH;
P = (dLy-1)p(&(p))

donde £ es un campo unitario normal a ¥ en Hsz y S? es la esfera unitaria de bs.

Observaciéon 3.1. Un vector expresado en funciéon de los campos invariantes a

izquierda {E;} serd denotado entre corchetes, es decir

U1

v B+ vy +v3E3 = | vy

U3
Definicién 3.2. La aplicacién de Gauss de X es la aplicacién g = ¢ o N : ¥ — C,
donde C es la esfera de Riemann y ¢ es la proyeccién estereografica de la esfera con

respecto al polo sur, es decir, g : ¥ — C estd definida por

2Reg

2 Im
1+ |g)? g
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La otra eleccién de la normal reemplazaria g por g = —

QI

Observacién 3.3.

1. En adelante (,) denotard la extensién de la forma bilineal real a los nimeros
complejos, es decir, sean w = a + ib y t = ¢+ id vectores complejos, donde

a, B, c, d son vectores reales, entonces
(w,f) = (a+ib,c+id)
= (a,¢) +i(a,d)+i(bc) — (b,d).
donde los productos internos anteriores, corresponden al producto interno

usual de vectores reales.

2. Sea X = (x,y,h) nuestra inmersién conforme, tendremos los vectores

complejos X, y X; dados por

1 1

X, == (Xy —1X, X;=—

5 (Xu—1Xo) 5

donde X, y X, son vectores de componentes reales, y tangentes a ..

(X, +1X,)

Definicién 3.4. Sea X : ¥ — H3 una inmersion conforme y Ej3 el tercer campo

invariante a izquierda. Definimos
n=2 <E3> XZ>
Llamaremos al par (g,n) el dato de Weierstrass de la inmersién X.

Proposicion 3.5. La funcion h : ¥ — R, satisface la siguiente igualdad

1 ) = _
h,=-n— -(FF, — FF,) (3.1)
2 4
Demostracion. En efecto, expresemos X, = (x.,¥,,h,) en funcién de los campos

invariantes a izquierda {F;}

Tz LYz
Xo = 2B+ . By + (he + 52 - 22 ) By

2 2
Luego,
Yyxr, TY.
E3, X.)=h, —
(B, X) T T
Es decir,
T, Ty,
g:hz+y —g (3.2)



y y= (F;F)i, se tiene

_ F+F
Luego usando que x = =5

n_ +_(F—F) (F+F), _E(F—i—F)(F—F)Z
2 72 2 2 2 2 2
Por lo tanto
1 1, = _
z = 31— z FFZ
5"~ 7 )
O
Proposicion 3.6. La inmersion X es conforme, si y solo si
2
FF=-L (3.3)

n-+n YTy  TYy
Re(n) = —5 = g 1 -5
i(n—n) YTy  TYy
—Im(n) = - 5 = h, + 5 T

Luego tendremos

Xu = qul + qu2 + Re(n)E?n
Xv - :U'vEl + vaQ = Im(n)ES

Como la variedad ¥ estd parametrizada por coordenadas isotérmicas y X es

conforme, se cumple

<Xu;Xu> = <Xv7Xv> = >\2 y <XU7XU> =0

Luego
IXull* = 2% + i + Re(n)]? = X* = &} + 7 + [Im(n)]* = || X, |

entonces
Im(n)]* — Re(m)]* =23 — 25 + v — vy
Tambien se tendra
Re(n)Im(n) = .20 + yuyo

Por otro lado tenemos

F.o=l(wu+y) Fiye —20)] o= (00— vo) — i(Yu + 20)]

1
2

N | —
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Entonces

_ 1
F.F, = Z[xi - 5’312; + yi - y?) — 2i(Ty Ty + Yulo)]

Por tanto, reemplazando las ecuaciones anteriores en la tultima ecuacion tenemos

que

2
PR =1
A

Ahora probemos que X es conforme. En efecto, tenemos

(Xu, Xu) = 2} + 92 + [Re(n
(X, Xo) = 22 + y2 + [Im(n
<Xua Xv> = Zy%y + YulYv — Re(n)lm(n)

Por otro lado, tenemos

Bl 1
Fze = Z[xi T4 1’12) =+ yi - y12) — 22<xuxv + yuyv)]

_ﬁinMWW—U%WV—%%WmMM

Y al cumplirse (3.3), de las dos igualdades anteriores tenemos
7y + v, + [Re(n)]* = 27 + y, + [Im(n)]*

TuTy + YuYp = Re(n)Im(n)

Y reemplazando estas dos tltimas igualdades en (3.4), obtenemos
<Xu7 Xu> = <Xv7 Xv> y <Xu7 X’U> = 0.
Por lo tanto, X es conforme. O

Observacién 3.7. De la definicién de F' : ¥ — C y la inmersién X = (F,h)

tendremos

= F=F, F=F

'FZZZFZZa FZEZFZZ

Proposicién 3.8. De la forma como estan definidos n y la aplicacion de Gauss g,

se cumple lo siquiente:
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a) g=0 000 siysdlosin=0.
b) g =0 siysdlosi F; =0
c) g=o00 siysdlosiF,=0

d) Si g # oo, entonces

Demostracion. En efecto,

a) Tendremos que n = 0 si y sélo si E3 es ortogonal a X, o que un vector paralelo
a Fs3, que en este caso es la normal N, sea ortogonal a X,. A partir de esto se

presentan dos casos:

» g=0siysolosien C lanormal N en el polo norte apunta hacia arriba, es

decir

» g =00 siysolosien C lanormal N en el polo sur apunta hacia abajo, es

decir

Ne=
-1
Xu X X,y .,
b) Primero, obtengamos la normal N = m en funcién de n, F, y F%.
De la definicién de X y 7 tenemos
| EHD: (F+F):
Xz:§ i(F—F), , Xz=< | i(F—F);
n n
Luego
Re(nFs — nF,)
X, X Xz = < | Im(nF; — qF,)
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Definiendo

X % X. = X, —1X, y X, +1X,
2 2
21

=Xy X Xy = — 2 Xy % X,
1 2

y teniendo que la regla del producto vectorial es la misma en este caso, tenemos

Re(nFs — nF;)
X, x X, = —2iX. x X: = | Im(yFs — 7F.)
|FL* — |Fs|?

Como la variedad X estda parametrizada por coordenadas isotérmicas y X es

conforme, se cumple

<Xu>Xu> = <X’U7XU> - )\27 <Xu>Xv> =0
Luego se tiene

2

(X X) + (X0 X} = 2

XZ7X2 =
(X, X:) -

>~ =

X > Xoll = [ Xull - [ X0l = A®

Luego de las dos igualdades anteriores, se tiene

10 x Xoll = 2, ) = (B 4+ EP + 5 2] (3.5)
Por lo tanto
Re(nFz —nF)
In(yF. — ) (3.6)
B — | R

1
N = 2 2, 1.2
|F,|" + | F| +§|77 |

Finalmente como g = 0 entonces n = 0, luego de (3.3) tendremos que F, = 0 o
F: =0, pero sabemos que la normal N tiene tercera componente positiva, por lo

tanto F; = 0.

En efecto, al ser n = 0 entonces de (3.3) tendremos que F, = 0 o F; = 0 pero
sabemos que la normal N tiene la tercera componente negativa, por lo tanto
F,=0.
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d) De la ecuacion (3.6), cuando g # oo, obtenemos

29 nF:-qF. L—lgI*  _ |E[-|EP
L+|g  |EP+IEP+3m 1+1g)? B +|F+ 1

y entonces

nFi_ﬁFz
g:
2|F)" + § |n?]

Usando (3.3), cuando g # oo, concluimos

ng:_ga F5:_~ (37)

]

Observacion 3.9. Las igualdades en (3.7) muestran que las funciones g y g7 pueden

ser extendidas diferenciablemente a puntos donde g = 0 o co.

Proposiciéon 3.10. Sea X : X — Hs una inmersion conforme. FEntonces su
aplicacion de Gauss g no puede ser idénticamente igual a 0 o co en un conjunto

abierto.

Demostracion. Supongamos que g = 0 en un conjunto abierto U. Luego por (3.7)
tenemos que n = 0y F; = 0 en U, entonces F, = 0. Por tanto por (3.1) obtenemos
que h, = —iFFZ, y entonces h,; = ile|27 como h,s = Z—i(hufl—hm,) € R, concluimos
que F, =0 en U, y entonces X, X X; = 0, luego esto es una contradiccién ya que
X es una inmersion.

Anélogamente g no puede ser identicamente igual a oo en un conjunto abierto. [J

Observacién 3.11. Las ecuaciones (3.3) y (3.7) caracterizan el dato de Weierstrass
(g,m), pues teniendo 1 y g obtenemos F' y asi obtendriamos nuestra inmersién

conforme X.
Lema 3.12. La inmersion conforme X es minima, si y solo st

2 |9|2;1
lgl

F.; = é!nl g

(3.8)
Nz + 1z = 0

La primera ecuacion en (3.8) ocurre cuando g # 0,00. Cuando g = 0,00 tendremos

que F.z = 0.
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Demostracion.

Afirmacion. La inmersion conforme X es minima, si y solo si
Vx,Xu+Vx, X, =0, V esla conexion en Hs.

En efecto, como la curvatura media H de la superfice es igual a cero, entonces la
traza del operador Weingarten A serd igual a cero, donde { es un campo normal

unitario a la superficie, es decir

tr(A¢) =0
Entonces
(Ae(Xy), Xu) + (Ae(X,), Xy) =0
(-Vx.6 Xu) +(-Vx,6, X, ) =0
(6, VX)) + (6, VX, ) =0
(6 9x. X0+ Vx, %) =0,
Por tanto

@XuXu -+ @XUX'U = 0.
Ahora demostraremos la proposicion

Sean X, y X, campos coordenados de . Expresando X, y X, en funcién de los

campos invariantes a izquierda, tenemos

Tuu + Re(n)yy Ty — Im(n)yy
VXuXu = Yuu — Re(n)xu ) VXUX’U = Yoo + Im(n)xv
(Re(n))u —(Im(n)).

Expresando x e y en funcién de F, obtenemos
. 2(F + F)yu +i(n+0)(F = F),
Vi Xu =1 | 20(F = Fluu— (n+0)(F + F),
1 2(F+F)vv_(n_ﬁ)(F_F)v
VXUXUZZ1 2i(F — F)yy —i(n —0)(F + F),
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Luego @XUXU + @XUXU = 0 equivale a

F22:i<ﬁFz+nF2> , 7]z+77z20

En efecto, tenemos que F,; = i[xuu+a:w + i(Yuu + Yuv)], ahora si las dos

primeras componentes de Vx, X,, + Vx, X, se anulan, tendremos

Ty, + Re(n)yu + Ty — Im(n)yv +1 [yuu - Re(ﬂ)fﬁu + Yoo + Im(ﬁ)l’v] =0

Luego
Tyy + Too + 1 (Yuu + Yoo) = Im(n)ys — Re(n)y, + 7 [Re(n)z, — Im(n)z,]
Asi
1 .
Fz =7 [Im(n)y, — Re(n)yu + i [Re(n)zy — Im(n)z,]]

Por otro lado, al calcular nF, + nFs obtenemos

nE, +nk: = Re(n)w, — Im(n)z, + i [Re(n)y, — Im(n)y,]
Entonces

i

L (IF. +nF%) = 7 (m(n)y, — Re(n)y + i [Re(n)z, — Tm(n)a)

Por lo tanto, se tiene que F.; = 7(7F, + nF%).

Analogamente, haciendo que la parte vertical de \Y, X, X, +V x, Xy se anule, se tendréa

que 1, + 1, = 0.

Para finalizar la demostracion, cuando g # 0, 0o, usando (3.7) concluimos que

2= QM ——3 9
87 gl
y cuando g = 0, 00 en un punto, tendremos que n = 0 y entonces F.; = 0. O]

Teorema 3.13. Sea X : ¥ — Hjz una inmersion minima conforme. Entonces su

aplicacion de Gauss g : ¥ — C satisface

Esta igualdad ocurre cuando g # oo; en la vecindad de un punto donde g = o0, g

serd reemplazado por é
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Demostracion. Primero restringimos nuestros valores a un dominio donde g # oo,
F.
es decir, F, # 0. Usando (3.7) tenemos que g = _F_Z y entonces
z

in FEFZE

2 Z:_—_+ S 5
99 F F%

y por (3.8) obtenemos cuando g # 0,

{
g- = 7 F=(1 = |g]")*. (3.10)

Por continuidad esta igualdad también ocurre cuando g = 0. Derivando (3.10) con
respecto a z, concluimos usando (3.7), (3.8) y (3.10), que g satisface (3.9).
De la misma manera, en una vecindad de un punto donde g = oo, probamos que %

satisface (3.9). O

Definicién 3.14. Se dira que una inmersion X : ¥ — Hjz es vertical, si el campo

invariante a izquierda Fj es tangente a X (X) en todos sus puntos.

Corolario 3.15. Sea X : ¥ — Hjz una inmersion minima conforme que no es
vertical. Supongamos que su normal tiene tercera coordenada positiva. Entonces su
aplicacion de Gauss g toma valores en el disco hiperbélico H? vy esta es armdnica

(por la métrica hiperbdlica).

.. 1—lal2
Demostracion. La tercera componente de N es ﬁ, luego esta componente es

positiva si y sélo si |g| < 1, es decir, g € H?. También, la ecuacién

nos dice que g es una aplicacién arménica en H? en el sentido de la Definicién 2.5 y

de la Proposicion 2.12. O

Observacion 3.16. Si |g| = 1 en un conjunto abierto, entonces por (3.9) obtenemos
que g es constante, y luego usando (3.7), obtenemos que gF +gF es constante. Luego
su normal es de la forma N = (a,b,0). Por lo tanto la superficie X (X) es un plano
vertical, es decir, una superficie de ecuacién ax + by = ¢, para algun (a,b) # (0;0)

y algin ¢ € R, y esta superficie es minima.
Proposiciéon 3.17. Sea X : X — Hz una inmersion minima conforme, tal que
X(X) no es un plano vertical. Sea (g,n) su dato de Weierstrass. Entonces tenemos
99-
PN
(1—1gl")?
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y la métrica inducida sobre X2 por X es

14 [g*)?
ds? — 16(—|m2)4 1.2 dz 2. (3.12)

(1—1gl")
Las expresiones anteriores ocurren en puntos donde g # 1,00 y extendemos
diferenciablemente en puntos donde g = 1,00. En particular, si |g| < 1, entonces g

no es antiholomorfa (es decir g, # 0).

Demostracion. La ecuacién (3.11) se obtiene de las ecuaciones (3.7) y (3.10).

Usando (3.7) y (3.11), obtenemos

1 2 E. NI B (1+|g|2)2
X, Xo)==(|F.|"+ |F5") + - =8
(X X = JORP IR+ =G

De la igualdad anterior obtenemos (3.12).

lg:I” |dz|?,

Por ltimo, tenemos que (X,, X;) > 0, desde que X es una inmersién; por tanto si

lg| < 1, esto muestra que g no es antiholomorfa. O

3.1. Inmersiones minimas con aplicacion de

Gauss dada

En esta seccion obtendremos una representacion tipo Weierstrass para superficies

minimas en términos de la aplicacion de Gauss g.

Teorema 3.18. Sea > una superficie de Riemann simplemente conexa. Sea g : ¥ —
H? una aplicacién arménica que no es antiholomorfa. Sea zy € ¥, Fy € C y hy € R.
Entonces existe una unica inmersion minima conforme X : X — Hs tal que g es la
aplicacion de Gauss de X y X (z9) = (Fp, ho).

Ademas si X = (F,h), entonces

F. = _4¢L2’ F. = _4'%
(1—1g%)? (1 —1g]")?
= 99 “(FF, - FF,).

4 ——Fp—
(L—1]gl)? 4
Observacién 3.19. Dado F(u,v) = (z(u,v),y(u,v)), tal que se tienen F, y F,,

para obtener F' se debe tener las siguientes condiciones de integrabilidad
LTyv = Tou 5y Yuv = You
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Demostracion. Primero obtendremos la parte horizontal F' a través del siguiente

sistema diferencial

FZ — _47/ ng
P (3.13)
S C

satisfaciendo F(zg) = Fo.

Luego, es suficiente verificar que F.,; = F%, (ya que X es simplemente conexo). Como

tenemos que g es arménica, obtenemos que F,; = F;, = —8i ( 1“’_“";9'5)3, que prueba lo

que consideramos inicialmente.

Ahora tenemos que obtener la funcién h. Sea

99:

n=8———— (3.14)
(1—|g*)?
Consideremos la ecuacién diferencial
1 g ), B >

satisfaciendo h(zg) = ho.
Luego, es suficiente verificar que

1 0, = =
-n——(FF,— FF, R.
(57- 3¢ ) e

z

pues tendriamos que hy, = h,,, la condicién de integrabilidad para h.

En efecto, usando el hecho de que g es arménica y (3.13), obtenemos

1 i, _ i
—n——(FF.—FF,))| = -(FF..— FF..) € R,
(2n L ))_ L ) €

que prueba lo considerado. Ahora sea X = (F,h) : ¥ — Hg, y verifiquemos que X

satisface las conclusiones del Teorema. Es claro que X (z9) = (Fo, ho).

» ) = 2(F3,X,), pues al tener las expresiones de 1, F, y F: en funcién de la
aplicacién de Gauss g, entonces por (3.15) tenemos h, = 7 — Y= + %= y por

la Proposicién 3.5 esto equivale a n = 2 (E3, X,).
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= X es conforme, pues de las ecuaciones (3.13) y (3.14), se cumple la ecuacién
(3.3).

= X es una inmersién, pues de la igualdad

(1+1g)

2
= 1oPy

1
1 X, x Xo|| = 2(X., X:) = |F.|> + |Fz|2—|—§ | = 16

los vectores X, y X, nunca serdn paralelos, ya que g, nunca se anula (g no es

antiholomorfa).

= g es la aplicacién de Gauss de X, pues de (3.13) y (3.14) se tiene

_ 1+g[*)? 1+g/”
nkz =k, = 329(—24 9" v 1Bl =I5 = 16% lg-*
(1 —1gl%) (L —1g")
Luego
nFE_ﬁFz 29 |17z|2_|}72|2 _ 1_|g|2

EP I+ 52 1+l RSB+ 57 1+ gl

Por lo tanto

» X es minima, pues de (3.13) y (3.14) se tiene

. 2 = 4
i, NG e, 0T g . 1—1g
zz—§|n| —g=—-8———""— y n;=8i————|g,
9]

0= oPy = jgP %!

Luego
Nz + 1 =0z + 7z = 0.

Finalmente, (3.8) se cumple, entonces X es minima.

3.2. La Accion de Isometrias

En esta seccién veremos que sucede con la aplicacién de Gauss g si le aplicamos
una isometria de Hs a la inmersién X y también veremos que le sucede a la superficie,

si le aplicamos una isometria del disco hiperbdlico a la aplicacion de Gauss g.
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Sea ¥ una superficie de Riemann simplemente conexa. Sea X : ¥ — H3 una
inmersién minima conforme que nunca es vertical y sea ¢ : ¥ — H? su aplicacién de
Gauss (tal que la normal tenga tercera coordenada positiva), la cual es armonica y
no es antiholomorfa. A continuacién veremos que sucede si tenemos una isometria ®
de H3 que preserva la orientacion de las fibras (traslaciones y rotaciones alrededor

del eje z).

Proposiciéon 3.20. Sea ® = L, una traslacion a izquierda de Hs , entonces la

aplicacion de Gauss de L, 0 X es g.

Demostracion. De la definiciéon de campo invariante a izquierda tenemos que
dL,(Ei(x)) = Ei(Lyr) luego la base candnica {Ei, Es, E3} es invariante por
traslaciones a izquierda.

Ahora calculemos la aplicaciéon de Gauss g; de Y = L, o X. Tenemos que

YTy  TYu

Luego,
Y = dLy(X,) = dLy (w.Br + yuBa + (ha + 2% = 22y
Ty  TYy,
= 2, By(Lp) + YuBa(Ly) + (hu + 5% = 29) Ea(Ly)

A

Del mismo modo Y, = X,. Luego la normal de ¢ o X sera la misma que la de X,
por tanto tendran la misma aplicacion de Gauss g.

De esto deducimos que si removemos la condicion inicial (Fp, ko) en el Teorema 3.18,
entonces la inmersién con una aplicacion de Gauss dada es tinica salvo traslaciones

en Hs. O

Proposicion 3.21. Sea ® una rotacion de un dngulo 0 alrededor del eje z, entonces
la aplicacion de Gauss de ® o X es po g, donde p es la rotacion del mismo dangulo 6
sobre el 0 € H? (no tomamos en consideracion las isometrias de Hz que no preservan
la orientacion de las fibras desde que solo consideramos superficies cuya normal

tengan tercera coordenada positiva).

Demostracion. En la seccion 1.4 obtuvimos la isometria de rotacion

O(x,y,2) = (xcosh —ysinb, zsinf + ycosb, z)
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Tenemos que X = (x,y,h) ysea Y = ®o X, calcularemos para esta nueva inmersién

su aplicacion de Gauss. Primero calculemos el vector £ =Y, x Y,,.

Hacemos lo siguiente

cosf) —sinf O Tu

d® = | sinf cosf 0 , Xy = Yu
Yu = dq)(Xu) = <$u cos ) — Yu sin 97$U sin 6 + Yu €OS 97 hu + y;u B %)
Y, =d®(X,) = <ajv cos — y,sinf, x,sinf + y, cos b, h, + ygy — xgv>

Luego

(xuhv i ijhu + %(xvyu _ -Tuyv)) sin 0 + (yuhv - yvhu = %(xvyu - $uyv)) cos
YVuxYy = | (yuho — Yohu + 4(@oyu — 2uy)) sin 0 + (z,hy — zuhy + £(23yy — Toyu)) cos b

TulYv — TolYu

Luego la aplicacion de Gauss de la inmersion Y serd g, = po (ﬁ), donde ¢ es la

proyeccion estereografica con respecto al polo sur. Entonces

(muhv - xvhu + %(xvyu - xuyv)) sin ¢ 5 (yuhv - yvhu + %(xvyu - xuyv)) cos 0

g :L 1+muyv_$vyu
' Hf” (yuhv - yvhu + %(xvyu i xuyv)) sind + (xvhu - xuhv + %(xuyv - xvyu)) cos 0

1 s ToulYv — TolYu

Por otro lado, al calcular la aplicacién de Gauss ¢ de la inmersion X, obtenemos

yuhv - yvhu + %(xvyu - $uyv)
1 + TulYv — TolYu

1

9=7v o v
Xy XX
|| “ X UH xvhu - xuhv _I_ %(zuyv - xvyu

1 + TulYv — TolYu
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Ahora hacemos p o g donde p es la rotacion sobre el 0 del angulo 6

Yuho = Yohu + 5(Toyu — Tuyo)
1 [ cosf —sinf ] 1+ ZuYo — Tolu
)

PO =T% w x1
[ Xu X X0l | sinf  cosf — Tuhy + 5(Tuls — Ty
” wlly ) uwYv vIU

1 + muyv - x'uyu

($uhv - xvhu + %(zvyu - xuyv)) sin ¢ + (yuhv - yvhu + %(wvyu - xuyv)) cos 0

— 1 1+ TulYv — TolYu
HXu X XUH (yuhv - yvhu + %(mvyu - xuyv)) Sine + (xvh'u - xuhv + %(xuyv - xvyu)) COSQ

1 + Tl — TolYu

Y al ser ® una isometria, entonces || X, x X,|| = ||£]|. Por lo tanto g, = pog.

]

Observacién 3.22. Las isometrias T : H? — H? del disco hiperbdlico, que preservan

orientacién, son de la forma

oz +
T(z) == ?
Bz +a
con |a)* =8> =1y a,p eC.
Proposicién 3.23. Sea T' una isometria positiva (es decir, preserva la orientacion)

de H?, entonces T o g es armodnica y no es antiholomorfa.

Demostracion. Tenemos que T'(g) = g o= ? Entonces
By +a
E
(Tog): = ="
(Bg + @)

Como ¢ no es antiholomorfa, entonces (T o g), # 0. Descartamos el caso donde
g = —%, pues de la Observacién 3.16 tendriamos que X (X) es un plano vertical.
Por lo tanto T o g no es antiholomorfa. También se tiene que T es arménica y por

lo tanto 17" o g es armonica. [

Gracias al Teorema 3.18, la proposicion anterior nos dice que T'og es la aplicacién

de Gauss de una inmersién minima conforme que nunca es vertical X : ¥ — Hs.

Corolario 3.24. Sea T una rotacién de un dngulo 0 sobre 0 € H2, y sea X la
immersion. minima conforme que nunca es vertical, cuya aplicacion de Gauss es
T o g, donde g es la aplicacion de Gauss de la inmersion minima conforme X que
nunca es vertical. Entonces X es ® o X, donde ® es una rotacién alrededor del eje

z del mismo dngulo 6.
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Demostracion. En efecto, dela Proposicién anterior tenemos que Tog es la aplicacién
de Gauss de una inmersién minima conforme X : ¥ — Hs que nunca es vertical. Por
otro lado, si ® o X es una inmersién minima conforme tal que no es vertical, donde
® es una rotacién del mismo angulo 0 alrededor del eje z, entonces de la Proposicion
3.21 tenemos que T o g es la aplicacion de Gauss de ® o X. Luego por la unicidad de

la inmersiéon minima conforme del Teorema 3.18, concluimos que X es o X. [
Observacion 3.25.

= Si 7" no es una rotacion sobre 0, entonces en general X no es una deformacién

trivial de X .

» Si T es una isometria negativa ( invierte la orientacién) de H?, entonces
T o g sigue siendo arménica pero no es antiholomorfa necesariamente. Ahora
si T o g no fuera antiholomorfa, su correspondiente superficie minima puede

ser completamente distinta a la superficie inicial.

3.3. Ejemplos de Inmersiones Minimas

Usando la representacion tipo Weierstrass para superficies minimas dada en la

seccion 3.1, daremos algunos ejemplos de inmersiones minimas.

Ejemplo 3.26 (El Hemisferio minimo). Sea ¥ = H? y g(z) = iz. Entonces g, = 1,

y usando las férmulas del Teorema 3.18 obtenemos (salvo una traslacion)

4 4
F, = Saovhi'W . —22
(1—z%)? (1—z[7)?
luego
4
F= / SIS
(1—]z7)?
integrando
4
F=——+k(2 3.16

Derivando con respecto a z el resultado anterior,tendremos

2|z — 1 0
Fo=4| S| 4+ =k
[22(1 o |Z|2)] az (Z)
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Luego se tendra

0 4
Zk(z) = —
0z 2 z2
integrando se tendra
4
k(z)=—=
(2) = —2

Luego reemplazando la ltima igualdad en (3.16) tendremos
4z
= 1_—’7;'2
Ahora haciendo los mismos célculos para h, tendremos que h, = 0, y asi h = 0,
por tanto obtenemos el plano de ecuaciéon z = 0. Esta es invariate por rotaciones
alrededor del eje z. Llamaremos a esta superficie el hemisferio minimo de polo
(0,0,0).

Ejemplo 3.27 (Superficies invariantes por traslacién). Asumamos que la imagen

de g es una geodésica de H? y que g no es antiholomorfa. Sea ¥ = C y

a(l — coshv) + ¢sinhv

¢(1 — coshv) + asinhwv

gu+iv) =
con |a|* — |¢|* = 1. Luego tenemos

) 1 — coshw

S (¢(1 — coshv) + asinhv)?

A menos de una rotacién sobre 0 € H?, podemos asumir que la geodésica intersecta
al eje {Re ¢ =0} ortogonalmente y es orientado de derecha a izquierda, ademés
podemos asumir que esta intersecciéon ocurre cuando v = 0. De esto obtenemos

9(0) € iRy g.(0) = —1g,(0) € iRy, que da a € Ry ¢ € iR. Por tanto a menos

de una multiplicacion por —1 de a y ¢ podemos establecer a = cosh 6 y ¢ = isinh 6

para algtin 6 € R. De las féormulas del Teorema 3.18, obtenemos

1
F, = §(cosh(29) + cosh v + i sinh(26) sinh v)

1
F; = §(Cosh(29) — cosh v — isinh(26) sinh v)
A continuacion hallaremos F'. Sabemos
F,=F.+F, y F,=i(F,—F)
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Luego tendremos el siguiente sistema

F,, = cosh(26)
F, =icoshv — sinh(26). sinh v

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos (a menos de una traslacién)
F = cosh(20)u — sinh(26) cosh v + i sinh v.
Por otro, lado del Teorema 3.18 haciendo unos céalculos obtenemos
1 : i i
h, = 2 cosh(26) sinh v — 7 sinh(20) — 2 cosh(20)u cosh v,

Ahora hallaremos h. Sabemos

1

h, = =(hy — th,

(= i)

Y al comparar ésta tltima ecuacién con la anterior, obtenemos el siguiente sistema

2

h, = % sinh(26) + 3 cosh(26)u cosh v

{ h, = % cosh(26) sinh v

y finalmente resolviendo el sistema anterior, obtenemos (a menos de una traslacién)

1 1
h = B cosh(20)u sinh v + = sinh(26)v.

Esta superficie es un gréfico entero sobre R?, dado por

1 1 /
T3 = §:E1x2 + B sinh(20) <arg sinh(22) + 224/1 + x%) :

Esta es invariante por la familia uniparamétrica de traslaciones a lo largo del eje x1.

Esto es descrito en [7].
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Figura 3.1: Superficie invariante por Traslacién para ¢ = %

Ejemplo 3.28 (Helicoides). En este ejemplo buscaremos una inmersién minima
cuya aplicacién de Gauss sea de la forma g(u + iv) = e™p(v), donde ¢ es una

funcién diferenciable de valores reales.

Sea ¥ = R X |—vp, vo| ¥ g(u+1iv) = e™p(v), para que g sea armodnica, debe verificar

la ecuacién (3.9).
Tenemos
(. / (. /
g: =50 —9) s gz =50t ¢) s g = — o —w)
Al reemplazar estos términos en la ecuacién (3.9) obtenemos

T =) +20(0) = p(1 +¢?)

=0
4 1— 2

Por tanto g sera armonica, si
(1=9)¢ +20(¢)° —p(1+¢*) = 0. (3.17)
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Por otro lado, sea a € R — {0} y ¢ una funcién de valores reales definida en un

intervalo abierto I satisfaciendo

/

() = 9" =a(l-¢*)’
y tal que no sea constante en un intervalo. Tenemos ¢’ — ¢ = —2ap(l — ¢?), y

entonces

(1= +20(9)? — (1 +¢*) = 0.

Supongamos que a > 0. Escojamos ¢ tal que p(0) = 0y ¢ > 0, y restrinjamos ¢ a un
intervalo |—vy, vo[ tal que ¢ (]—vo, vo[) =] — 1, 1[. (Si a = 1, entonces p(z) = tan(%)).
Tenemos que g es arménica, pues ¢ verifica la ecuacién (3.17). Como
b o ( ,>
2 — 7€ - )
9 =56 \$—¢

Entonces 3 )
2 iu(pZ 2"
(1 - p(v)2)?’ (1 —p(v)?)?

Integrando como en el ejemplo anterior, obtenemos (salvo una traslacién)

F, = 2¢™ F; = —2¢

_gsen W) ¢ (v)

= E

De ahi obtenemos que

h PO =2
(1 —p(v)?)?
que nos da, salvo una traslacién

h =au

Tenemos |F| — 400 cuando v — —wp, y |F| — 0 cuando v — vy. Entonces la
clausura de la superficie contiene al eje z, éste es la mitad de un helicoide derecho.
Obtendremos el helicoide derecho completo por rotaciéon del angulo 7 sobre el eje
z, pues estamos aplicando una isometria de Hsz a la superficie minima, la cual hace
que la superficie siga teniendo curvatura media igual a 0. Por lo tanto, el helicoide

completo sigue siendo una superficie minima.
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Figura 3.2: Helicoide para ¢(x) = tan (g)

3.3.1. Graficos Minimos

En esta parte presentaremos la ecuacion de los graficos minimos en el grupo
de Heisenberg H3 descrito a detalle en [8] y mostraremos dos ejemplos de graficos
minimos en el grupo de Heisenberg Hs.

Sea S una superficie en Hs que localmente es el grafico de una funcién
diferenciable f : U — R, donde U es un abierto de R%. Entonces una parametrizacion

local para S es
X(z,y) = (z,y, f(z,y)), (z,y) €U

Luego si p = (z,y, f(x,y)), entonces una base del espacio tangente 7,,S asociada a

esta parametrizacion es

Xw = %X(z,y) = (L()?fx) = El + (f:v + _) ES

0 x
X, = 5 X(wy) = (L0.£) = B+ (f, - ) B

Entonces el campo normal unitario a la superficie es

fz—(fz+%>E1—(ﬁ)E2+lE3
w w w

2

donde w = \/1+(fm+%) + (fy—§)2.
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Luego la metrica inducida por Hsz en S es
Y\ 2
B= (X, X.) =1+ (fo+35)
Yy x
F= (X500 = (f+5) (1 +3)

G=(X,X,)=1+ (fy—g)2

Si V es la conexion riemanniana de Hs, entonces por la formula de Weingarten para

hipersuperficies tenemos

Ag(Z) =-Vy, Z¢€ TpS

Luego los coeficientes de la segunda forma fundamental son

_ St (h=3) (o +])

L=—-(Vx,, X;)

w

L(p _z)2_ 1 )2
M=—<Vxx,Xy>:f$y+§(fy 23U 2(f$+g)
N o (T = B =D ey

Sabemos que para una superficie S su curvatura media estd dada por los

coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

H =

1 (EN+GL—-2FM
2 EG — F?

Ahora una superficie es minima si H = 0, luego al reemplazar las expresiones de
los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental en la férmula anterior

dada por H e igualando a cero, obtenemos que S es una superficie minima si

(14 (5-3)) 22 (8- 3) (4 B) do (14 (4 2)") f =0 19

La férmula anterior es la ecuacion de graficos minimos de una superficie en el
grupo de Heisenberg H3.
Ahora pasamos a presentar dos ejemplos de graficos minimos dadas por una

aplicacion de Gauss, la cual es arménica y no es antiholomorfa.
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Ejemplo 3.29. Sea ¥ = {z € C;Re 2 > 0} y

—1 + i cosh(2u) sinh(2v)
sinh(2u) + cosh(2u) cosh(2v)

g(u+ i) =

Esta es la aplicacion de Gauss de una superficie completa de curvatura media
constante en L3 llamada semicanal (ver [9] y [10] pag. 98). La imagen de g es
H?N{Re z < 0}.

Luego obtenemos

(cosh(2u) 4 1)(cosh(2u) 4 sinh(2u) cosh(2v) — i sinh(2v))

9= = (sinh(2u) 4 cosh(2u) cosh(2v))? ’
y entonces
P i cosh(2u) 4 sinh(2v) + i cosh(2v) sinh(2u)
“ % cosh(2u) — 1
e i cosh(2u) + sinh(2v) — i cosh(2v) sinh(2u)
N cosh(2u) — 1
A menos de una traslacion, y usando los mismo pasos hechos en el Ejemplo 3.27,
obtenemos
F = 2sinh v coshv cothu + i(coth u — 2u)
luego
. 5 ¢ sinhvcoshv | , 2 :
h, =icosh”v— - —u———— +7u coth u—2iu cosh” v coth u+sinh v cosh v coth u

sinh? u

y finalmente, a menos de una traslaciéon obtenemos

h = sinh v cosh v(2u cothu — 1)

La aplicaciéon F' es un difeomorfismo de > sobre C. Por tanto obtenemos un nuevo
ejemplo de un gréfico entero minimo sobre R%. Sean v = Re F, 2y =Im F y 23 = h
las coordenadas de esta superficie. La aplicacién S :]0, +oo[— R dada por S(u) = x5

es un difeomorfismo, luego

1
e (u a 200thu)

=1 (5769 - iy )
= 11 f(22)
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Por tanto la superficie es definida por una ecuacion de la forma

r3 = 11 f(12),

donde f es una funciéon. Cuando zo — —o0, es decir, cuando u — +o00, tenemos

f(zg) ~ —%xg; cuando zy — 400, es decir, cuando u — 0, tenemos f(z3) ~ % De
_1
2

que es invariante por traslaciones a lo largo del eje x5 (esta es la imagen del Ejemplo

ahi por un lado la superficie es asintotica a la superficie de ecuacién x3 = —sx129
3.27 para 0 = 0); por otro lado, la superficie es asintética a la superficie de ecuacién
x3 = 0, que es un hemisferio minimo.

Finalmente esta superficie al ser un grafico minimo cumple con la ecuacién (3.18).

Figura 3.3: Grafico Entero Minimo

Ejemplo 3.30. Sea X ={z € C;Re 2 >0} y

—1 — i cosh(2u) sinh(2v)
sinh(2u) + cosh(2u) cosh(2v)

g(u+iv) =

Esta es la conjugada compleja de la aplicacién de Gauss del Ejemplo 3.29. Luego

obtenemos

(cosh(2u) — 1)(cosh(2u) + sinh(2u) cosh(2v) + i sinh(2v))
(sinh(2u) + cosh(2u) cosh(2v))?

9. = —
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y entonces

i cosh(2u) — sinh(2v) + i cosh(2v) sinh(2u)
cosh(2u) + 1

F, =

_icosh(2u) — sinh(2v) — i cosh(2v) sinh(2u)
B cosh(2u) + 1

F;

A menos de una traslacion, usando los pasos hechos en el ejemplo anterior, obtenemos

F = —2sinh v cosh v tanh v — 7 tanh v + 2iu

y luego

, ) sinh v cosh v
h, = i cosh? v— AU et

+iu tanh u— 2iu cosh? v tanh u+sinh v cosh v tanh u
2 cosh” u

y finalmente, a menos de una traslaciéon obtenemos

h = sinh v cosh v(2u tanhu — 1)

La aplicacién F' es un difeomorfismo de ¥ sobre R x|0; +oco[. Por tanto la superficie
es un grafico sobre la mitad del plano. Sean ;1 = Re F, 2o = Im F' y x3 = h
las coordenadas de esta superficie. La aplicaciéon w :]0, +o00[—]0, +00] dada por

w(u) = x5 es un difeomorfismo, luego

cothu
T3 = T 5~ 2u

. (Cothwl(xg) B 2w1(x2))

2
=z f(72)

Por tanto la superficie es definida por una ecuacion de la forma

w3 = 21 f(22),
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donde f es una funciéon. Cuando zo — 400, es decir, cuando u — 400, tenemos
f(x2) ~ —325; cuando x5 — 0, es decir, cuando u — 0, tenemos f(z3) ~ ﬁ De ahi
por un lado la superficie es asintotica a la superficie de ecuacién x3 = —%mlxg, y por
otro lado la superficie no es completa y su clausura contiene al eje x3. La superficie
puede ser completada por rotacién del angulo 7 sobre el eje x3.

Finalmente esta superficie al ser un grafico minimo cumple con la ecuacién (3.18).

Figura 3.4: Grafico Minimo sobre la mitad del plano
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