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RESUMEN

La presente investigacion tiene como propédsito identificar los conocimientos
especializados que tienen dos profesores sobre los sistemas de ecuaciones lineales
(SEL) en un curso de Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria. Las
investigaciones realizadas a nivel universitario con respecto a este tema son muy
escasas en nuestro pais y la mayoria de ellas se han realizado con estudiantes en la
educacion secundaria. Esta investigaciéon se realiza aplicando el Modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) que se desarrolla dentro del marco
tedrico del Enfoque Ontosemidtico de la Cognicidn e Instruccidn Matematicos (EOS),
cuyas herramientas nos han permitido identificar los conocimientos especializados
que tiene un profesor universitario que ensefia contenidos matematicos. Esta
investigacion es de tipo cualitativo y el método empleado es el estudio de caso. Con
los antecedentes encontrados al buscar la literatura correspondiente sobre la
ensefianza y aprendizaje de los SEL se construye un instrumento, que contiene dos
cuestionarios (Actividad 1 y Actividad 2) relacionados con nuestro objeto matematico
de estudio que son los SEL, el cual fue aplicado a dos profesores que tienen un
posgrado en ensefianza de las matematicas y que dictan un curso de Algebra Lineal
en una universidad privada de Lima para obtener informacion de los conocimientos
comun, ampliado y especializado. A partir del analisis de los datos obtenidos, se
puede inferir que los dos profesores en este estudio tienen el conocimiento comun
del contenido necesario para resolver las tareas propuestas en los textos del nivel al
que ensefan; sin embargo, en relacion con los conocimientos ampliado del
contenido y especializados (en la faceta epistémica) hay algunos aspectos que son
limitados o desconocidos por ellos.

Palabras clave: Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion e Instruccion Matematicos

(EOS), conocimiento especializado, sistemas de ecuaciones lineales, algebra lineal.



ABSTRACT

The purpose of this research is to identify the specialized knowledge that two
professors have about linear systems of equations (SEL) in a Linear Algebra course
for engineering students. The research carried out at the university level regarding
this subject is very scarce in our country and most of them have been carried out with
students in secondary education. This research is carried out applying the Didactic-
Mathematical Knowledge Model (CDM) developed within the theoretical framework of
the Ontosemidtico Approach of Mathematical Cognition and Instruction (EOS), whose
tools have allowed us to identify the specialized knowledge that a university professor
has when he teaches mathematical contents. This research is qualitative and the
method used is the Case Study. With the background found when searching the
corresponding literature on teaching and learning of the SEL, an instrument is
constructed, which contains two questionnaires (Activity 1 and Activity 2) related to
our mathematical object of study, which are the SEL, which was applied to two
professors who have a postgraduate degree in mathematics teaching and who teach
a course in Linear Algebra at a private university in Lima to obtain common,
expanded and specialized knowledge information. From the analysis of the obtained
data, it can be inferred that the two professors in this study have the common
knowledge of the necessary content to solve the tasks proposed in the texts of the
level they teach; however, in relation to expanded content and specialized knowledge

(in the epistemic facet) there are some aspects that are limited or unknown by them.

Keywords: Ontosemiotic Approach of Mathematical Cognition and Instruction (EOS);

specialized knowledge; systems of linear equations; linear algebra.



AGRADECIMIENTOS

Deseo expresar mi agradecimiento a mi asesora la Dra. Norma Rubio Goycochea

por su dedicaciony su apoyo incondicional al desarrollo de la tesis.

A mis profesores de la Maestria en Ensefianza de las Matematicas de la Pontificia
Universidad Catdlica del Peru, por sus ensefianzas y por haber contribuido en la
mejora de mis conocimientos didacticos-matematicos. En especial a los profesores:
Dra. Jesus Victoria Flores, Dra. Cecilia Gaita, Dr. Uldarico Malaspina, Dr. Francisco

Ugarte y Dr. Alejandro Ortiz.

A mi esposa Lucia por su paciencia y apoyo constante para lograr mis objetivos, a

mis hijos Ana, Alonso y Alvaro.
A la memoria de mis padres Constanza y Nolberto.

A mis hermanos Daniel, Edgardo, Ysabel, Guillermo, Esteban y César.



INDICE

RESUMEN ...ttt ettt et e e et e e s e e e ae e e s e e e s e e e s eseaeeee e eseneen 1
ABSTRACT ..ttt sttt e e se st e sese e s e e s aesesees e e e seneasese e ene st ese e esaneasenessnseneasas 2
AGRADECIMIENTOS ...ttt e s ee e se e e s s e e seese e eae e esenessenesseneaeenas 3
LISTADE FIGURAS ...ttt ettt s et nenensennee 6
I S 1 B N = T 7
INTRODUGCCION ...ttt ses s s ess s s s seessen s sssannsas 9
CAPITULO I: PROBLEMATICA ..ot eeeeeeenaes e aenann s s aeneesas s anennnns 11
1.1 ANTECEABNLES ... et nne s 11
B2 T3 1o Vo o o TSRS 17
1.3 Pregunta y objetivos de la investigacion ..........ccccoooeiieiiie e 21
CAPITULO Il: MARCO TEORICO Y METODOLOGICO.......cooieeeeeeeeeeereeeeeeeeeeeseneenene 22
2.1 Aspectos teldricoS del EOS ...t 22
2.2 Modelo del conocimiento didactico-matematico del profesor ..........cccceeneeee. 27
2.3 Método y metodologia de investigacion ............ccoceveereeieneeneree e 31

CAPITULO Il ASPECTOS MATEMATICOS Y DIDACTICOS DEL OBJETO DE

S 1V 5 (0 RS 47
3.1 Aspectos historicos de los sistemas de ecuaciones lineales ..................c......... 47
3.2 Aspectos matematicos de los sistemas de ecuaciones lineales ........................ 50

CAPITULO IV: ANALISIS DE LAS RESPUESTAS .....coovoieeeeeeereeeteetesteseese s 58
4.1 Respuestas a la actividad 1 yanaliSiS ........ccoceoeiiiininiieceeeeeeeee e 58
4.2 Respuestas a la actividad 2 y analiSiS ........cccoeeveiiiiieiiieceeecee e 68
4.3 Sintesis del analisis de las actividades 1 Y2 ... 105

CONCLUSIONES, RECOMENDACIONES Y PERSPECTIVAS PARA FUTURAS
INVESTIGACIONES ..o 110

REFERENCIAS ...ttt 116



ANEXOS



LISTA DE FIGURAS

Figura 1: Tipos de significados institucionales y personales

Figura 2. Configuracion de Objetos matematicos primarios

Figura 3. Facetas y componentes del conocimiento del profesor...........cccoovveiieiieeeiieeens



LISTA DE TABLAS

Tabla 4.1 Respuestas de los profesores AyB al item 1......ccoooriiiiiiii e, 59
Tabla 4.2 Respuestas de los profesores Ay B al ftem 2., 59
Tabla 4.3 Respuestas de los profesores Ay B al ftem 3o, 60
Tabla 4.4 Respuestas de los profesores AyBal item 4. 61
Tabla 4.5 Respuestas de los profesores AyB al item 5........ccooooiiiiiiii e, 63
Tabla 4.6 Respuestas de los profesores AyB al tem 6..........oooocviieiiiiiieiiiie e, 64
Tabla 4.7 Respuestas de los profesores AyB al tem 7...........ooooviiiiiiiiii i, 65
Tabla 4.8 Respuestas de los profesores Ay B al item 8.........ooooviiiiiiiiiiiiee e, 66
Tabla 4.9 Respuestas de los profesores AyB al item 9........ooooiiiiiiiiii e, 67
Tabla 4.10 Respuesta al item 1 del profesor A..........oooio e 69
Tabla 4.11 Respuesta al item 1 del profesor B..........cooiiiiiieiii e 72
Tabla 4.12 Respuesta al item 2 del profesor A.............eveii oo 75
Tabla 4.13 Respuesta al item 2 del profesor B...........ccuivi i 78
Tabla 4.14 Respuesta al item 3 del profesor A..........oo e 81
Tabla 4.15 Respuesta al item 3 del profesor B............oceio i 85
Tabla 4.16 Respuesta al item 4 del profesor A...........veeiieiiiee e 89
Tabla 4.17 Respuesta al item 4 del profesor B...........cuive i 92
Tabla 4.18 Respuesta al item 5 del profesor A..........oo i 97
Tabla 4.19 Respuesta al item 5 del profesor B...........cccveeeiiiie e 101
Tabla 4.20 Conocimiento comun del contenido de los profesores Ay B.......cccccevvvvieeeenneee. 105
Tabla 4.21 Conocimiento ampliado del contenido de los profesores Ay B ........ccoceeeieene 106
Tabla 4.22 Conocimiento especializado de los profesores Ay B ... 108
Tabla A.1 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 1 de la actividad 2)........... 120
Tabla A. 2 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 1 de la actividad 2) .......... 122
Tabla A.3 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 2 de la actividad 2) ........... 125
Tabla A.4 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 2 de la actividad 2) ........... 127

7



Tabla A.5 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 3 de la actividad 2) ........... 129

Tabla A.6 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 3 de la actividad 2) ........... 131
Tabla A.7 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 4 de la actividad 2) ........... 134
Tabla A.8 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 5 de la actividad 2)........... 137



INTRODUCCION

Un profesor que imparte el curso de Algebra Lineal, como todo docente tiene que
tener dominio de los contenidos que ensefia, ya que no debe ensefiar un tema que
no sabe bien, porque ello tendra efectos negativos en el aprendizaje de sus
alumnos. En la universidad privada en donde se realizd la aplicacion del instrumento
de nuestra investigacion, la mayoria de los profesores que dictan el curso de Algebra
Lineal para estudiantes de ingenieria son ingenieros que se dedican a la docencia
universitaria, otros son matematicos puros o algunos son profesores de educacion
con mencién en Matematicas o en Matematicas y Fisica. Nuestro interés es realizar
una investigacion que permita identificar y evidenciar los conocimientos
especializados que tienen dos profesores sobre los SEL, ya que las actividades que
realizan en el aula con los alumnos dependen de los conocimientos que ellos
poseen. Esta investigacion tiene como propdsito central identificar ¢ qué
conocimientos especializados tiene un profesor universitario, que imparte un curso
de Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria, sobre las practicas matematicas y
la resolucion de problemas que involucran a los sistemas de ecuaciones lineales?
Para ello, aplicaremos el Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) que
es parte del marco tedrico del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la
Instruccion Matematicos (EOS). Desde este referente tedrico de la didactica de la
matematica, construimos un instrumento que nos ha permitido identificar los
conocimientos didacticos-matematicos en las faceta epistémica del CDM que tienen
los profesores; es decir, el conocimiento comun, el conocimiento ampliado y el
conocimiento especializado. Esta investigacion es de tipo cualitativo y el método

empleado es el estudio de caso.

La tesis ha sido organizada en cinco capitulos que a continuacion se describen
brevemente.

En el capitulo 1 exponemos la relevancia de nuestro problema de investigaciéon y
una sintesis de las investigaciones realizadas sobre los sistemas de ecuaciones
lineales y de los conocimientos didactico-matematicos de un profesor de
matematicas. Asimismo, justificamos la importancia de nuestra investigacion,
enunciamos la pregunta de investigacion y finalmente presentamos el objetivo

general y los respectivos objetivos especificos.



En el capitulo 2 hacemos una descripcion de los aspectos tedricos del Enfoque
Ontosemiodtico del Conocimiento y la Instrucciéon Matematicos (EOS) y del Modelo
del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) implementado por éste marco tedrico
de la didactica de la Matematica. Asimismo, el método cualitativo que se ha usado
(estudio de caso) y finalmente presentamos una descripcion de los aspectos
metodologicos de nuestra investigacion, en la cual describimos el disefio, la
construccion y la validacion del instrumento de investigacion basado en el Modelo
del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) del EOS que nos permite identificar
los conocimientos especializados que tienen dos profesores sobre los sistemas de
ecuaciones lineales (SEL)

En el capitulo 3 realizamos una sintesis de los aspectos matematicos y didacticos de
nuestro objeto de estudio, los sistemas de ecuaciones lineales (SEL). Asimismo, una
recopilacion de los aspectos histéricos de los SEL y su desarrollo a lo largo de la
historia.

En el capitulo 4 describimos y analizamos las respuestas obtenidas de la aplicacion
del instrumento a la parte relacionada a los SEL (Actividad 1 y Actividad) de dos
profesores egresados de una maestria en ensefanza de las matematicas. Se realiza
un analisis de la practica matematica segun el EOS y del Modelo del Conocimiento
Didactico-Matematico (CDM).

En el capitulo 5 se presenta las principales conclusiones a las cuales he llegado con
respecto a los objetivos propuestos. Asimismo, se realiza algunas recomendaciones
y perspectivas para futuras investigaciones con respecto a los conocimientos
especializados que tiene un profesor universitario que dicta un curso de Algebra
Lineal.
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CAPITULO I: PROBLEMATICA

En este capitulo se presenta la relevancia de nuestro problema de investigacion que
consiste en identificar los conocimientos especializados de dos profesores
relacionados con la ensefianza y aprendizaje de los sistemas de ecuaciones lineales
(SEL), el cual es un tépico indispensable en un curso de algebra lineal para
estudiantes de Ingenieria. También, hacemos una sintesis de las investigaciones
realizadas sobre los sistemas de ecuaciones lineales en el ambito de la educacion
secundaria y superior. Ademas, presentamos una sintesis de las investigaciones
realizadas sobre los conocimientos didactico-matematicos que debe tener un
profesor de matematicas segun el Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico
(CDM) desarrollado e implementado por la teoria del Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccién Matematicos (EOS) y las realizadas con otro marco
teérico como el del Mathematics Teachers Specialised Knowedge (MTSK).
Asimismo, justificamos la importancia de nuestra investigacion, enunciamos nuestra

pregunta de investigacién y los objetivos de la misma.

1.1 Antecedentes

En la didactica de la matematica es importante reconocer los conocimientos
especializados que tienen los profesores para una ensefanza efectiva de los tdépicos
de la matematica, ya que la mayoria de los profesores universitarios de matematicas
tienen conocimiento de la disciplina que imparten, pero no cuentan con una
formacion sobre ensefanza y aprendizaje de la matematica. Uno de los pioneros en
realizar estudios sobre los conocimientos del docente para la ensefianza ha sido
Shulman (1986) que propone tres tipos de conocimientos: “conocimiento de los
contenidos (Content knowledge, CK), conocimiento pedagodgico (Pedagogical
Knowedge, PK) y conocimiento pedagdgico de los contenidos o conocimiento
didactico de los contenidos (Pedagogical Content knowedge, PCK)” (p. 9). También
reconoce que aparte del conocimiento que deben tener para una ensenanza eficaz,
los profesores deben aprender y manejar otros tipos de contenidos. Ademas, con
respecto al conocimiento pedagdgico de los contenidos o conocimiento didactico de
los contenidos menciona que: “es aquel que se relaciona con las formas de ensenar
el contenido, por lo tanto va mas alla del contenido en cuestion, considerando sus

representaciones, ejemplos, demostraciones, etc., colocando especial énfasis en
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cdmo hacerlo comprensible para los estudiantes, para asi ensenarlo mejor’
(Shulman, 1986, p. 9).

En el marco de la teoria del Enfoque Ontosemiodtico del Conocimiento y la
Instruccion Matematicos (EOS), Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017)
desarrollan el Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM), el cual
posibilita el analisis del conocimiento didactico-matematico y de las competencias
profesionales que el profesor debe poner en juego a la hora de ensefiar matematicas

de manera que se promueva aprendizajes en sus alumnos.

Pocas investigaciones se han realizado en nuestro pais sobre la ensefanza de las
matematicas a nivel universitario y mas escasas aun son las investigaciones sobre
los conocimientos especializados que tiene el profesor. Sin embargo, se han
realizado investigaciones sobre otros aspectos, entre ellos podemos mencionar
sobre los errores y dificultades en la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
(SEL), como las realizadas por Valencia (2015) y Figueroa (2013); las dificultades
que tienen los alumnos en los problemas contextualizados que involucran a los SEL
desarrolladas por Neira (2012) y Figueroa (2013) y con respecto a las tareas
propuestas en los libros de textos a nivel secundario y superior sobre los SEL

llevada a cabo por Garcés (2013).

Una de las investigaciones mas recientes en el Peru con respecto a las tareas
propuestas en los libros de textos a nivel secundario y superior sobre los SEL en la
educacion secundaria y en la educacion superior tecnoldgica es la realizada por
Garcés (2013), quien tomando el marco tedrico el EOS, hace un estudio sobre la
idoneidad de las tareas sobre sistemas de ecuaciones lineales propuestos a los
estudiantes en los textos de matematica de educacion secundaria y superior
tecnolégica. En esta investigacion se utilizan las herramientas del EOS, tales como
sistemas de practicas operativas y discursivas, la configuracion de objetos y
procesos matematicos, las configuraciones epistémicas, y la idoneidad didactica en
las facetas epistémica, cognitiva y ecolégica. Se concluye que las tareas
matematicas propuestas en los libros de texto sobre sistemas de ecuaciones lineales
de la secundaria publica tienen una baja idoneidad epistémica y que los textos de
nivel superior poseen un alto grado de idoneidad epistémica. Ademas, en sus

conclusiones el investigador sugiere que en la educacion superior se desarrolle las
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tareas sobre sistemas de ecuaciones lineales a partir de problemas contextualizados
de modo que la actividad matematica sea mas integradora para el estudiante. Esta
investigacion es importante no solo por el objeto matematico de estudio, sino por la
extensién que realizaremos al nivel universitario al analizar el texto obligatorio que
utilizan los docentes que dictan el curso de algebra lineal en una universidad privada
de Lima.

Otra investigacion realizada en el Peru con respecto a los SEL a nivel superior es la
realizada por Neira (2012) que tiene como marco teorico la Teoria de la Matematica
en el Contexto de las Ciencias (MCC) para la resolucion de problemas
contextualizados mediante un sistema de ecuaciones lineales con dos variables en
estudiantes del primer afio de una universidad privada de Lima. Esta investigacion
tiene como objetivo analizar las dificultades que tienen los estudiantes al traducir un
problema contextualizado al lenguaje matematico y viceversa, las cuales utilizan a
los sistemas de ecuaciones lineales en su planteamiento y que se encuentran en el
libro texto de un primer curso de matematica el cual es utilizado por los alumnos. Se
concluye que los estudiantes presentan dificultades en la traduccion de los
problemas contextualizados del lenguaje verbal al lenguaje matematico y viceversa.
También, se observd que los alumnos no validan la relacion matematica que modela
al problema, ni verifican o interpretan los resultados. Los problemas contextualizados
de esta investigacidén son tomados en cuenta al elaborar el instrumento que se aplica

a dos profesores en nuestra investigacion.

Ademas, con respecto a los SEL en la educacion secundaria, en la investigacion de
Figueroa (2013) se identifican las dificultades que tienen los estudiantes del cuarto
afio de educacién secundaria, con respecto a su capacidad de resolucién de los SEL
con dos incognitas. En esta investigacion se utiliza como marco tedrico la Teoria de
Situaciones Didacticas (TSD), como proceso metodoldgico la Ingenieria Didactica y
analiza sus resultados con el apoyo de la Teoria de Representacion Semidtica. Entre
sus conclusiones, se menciona que la creacién de problemas en los que se
consideran los sistemas de ecuaciones lineales es una actividad que mejora la

habilidad de resolucién de problemas.

Hay que mencionar también, la investigacion realizada en el Peru por Valencia

(2015), que tiene como objetivo describir y explicar los errores que cometen y las
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dificultades que tienen un grupo alumnos de ingenieria de una universidad privada
de Lima al momento de describir el objeto de estudio: procedimiento al describir el
espacio generado por un conjunto de vectores de R". El paradigma de investigacién
que se utiliza es el empirico-analitico y realiza como parte de su metodologia un
analisis exploratorio para establecer las practicas realizadas por los estudiantes con
su objeto de investigacion. Se concluye que los estudiantes al tratar de referirse al
espacio generado por un conjunto de vectores, ellos cometen errores al pasar los
sistemas de ecuaciones lineales del registro algebraico al matricial, el concepto de
conjunto solucién de un SEL y no saben cuando un SEL tiene o no solucion. La
investigacion menciona algunas dificultades que tienen los alumnos en la resolucion
de los SEL, entre las cuales se menciona el regreso de una representacion matricial
de un SEL mediante la matriz aumentada a un forma algebraica, la resolucién de
SEL que tiene menos ecuaciones que el nimero de incognitas, la representacion del
conjunto solucion de un SEL que tiene infinitas soluciones y la dificultad que tienen
los alumnos en la resolucion de SEL con parametros. La investigacion realizada
muestra la importancia que tiene en la resolucion de los SEL el método de
escalonamiento de Gauss-Jordan, el uso de parametros en la resolucion de un SEL
y como determinar su conjunto solucion. Los errores y las dificultades encontradas
en esta investigacion con respecto a los SEL es usada en la elaboracion de los
tems del instrumento de la investigacién que se aplica a dos profesores de una

universidad privada de Lima.

Con respecto a la comunidad internacional, podemos mencionar algunas
investigaciones realizadas sobre los SEL, su resolucion por el método de

escalonamiento y su conjunto solucion, como la realizada por Barros, Fernandes y
Mendes (2012), Ochoviet (2009) y Tavares (2013).

En la investigacion realizada por Barros, Fernandes y Mendes (2012), de naturaleza
cuantitativa y descriptiva, se hace un andlisis de los raciocinios desarrollados por los
alumnos en la verificacion de las soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales.
Entre sus conclusiones se menciona la ausencia del significado de las operaciones
elementales en el estudio de un SEL por el método de eliminacion de Gauss,
afirmando que los alumnos no comprenden el significado de las operaciones
elementales y también la forma superficial como se resuelven si tiene infinitas

soluciones o cuando no tienen solucién. La construccion del instrumento de nuestra
14



investigacion toma en cuenta preguntas al profesor con respecto al conocimiento de
las dificultades y errores que cometen los alumnos al momento de la resolucion de
un SEL.

Asimismo, con respecto al conjunto soluciéon de los SEL, en la investigacion de
Ochoviet (2009) se realiza una secuencia de ensefanza y de actividades sobre el
aprendizaje del concepto solucion de un SEL con dos y tres variables en estudiantes
uruguayos del nivel secundario y superior. La investigacion da a conocer la
problematica existente en su comprension y la importancia que tienen los SEL como
un inicio al algebra lineal, asi como las relaciones entre las representaciones
geométricas y graficas de los SEL de modo que se facilite su aprendizaje. Nuestro
instrumento de investigacion consta de items sobre como el profesor introduce el

concepto de conjunto solucién de un SEL en una sesion con sus estudiantes.

Ademas, los SEL son estudiados en el contexto histérico por Tavares (2013) quien
menciona que la historia de la matematica puede ser una introduccion motivadora de
los topicos de matematica en la ensefianza media, ya que en los libros de
ensefianza media de Brasil es insertado como una ilustracion y no como una
metodologia de ensefanza. Su objeto de investigacion es la resolucion de los
sistemas de ecuaciones lineales por el método de Gauss. La importancia de conocer
el contexto histérico de nuestro objeto de estudio y su desarrollo a través del tiempo,

forma parte de nuestro instrumento de investigacion.

Por otro lado, la investigacion de Vasco (2015) sobre conocimientos especializados
del profesor de algebra lineal, tiene como marco tedrico a Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge (MTSK), es de tipo cualitativo y el método utilizado es el
estudio de casos. Esta investigacion tiene como objetivo analizar el conocimiento
especializado de dos profesores de Algebra Lineal a través del andlisis de su
practica educativa de los contenidos de un curso de algebra lineal como: matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales. Tomamos en cuenta esta
investigacion en la elaboracidén del instrumento que nos permita identificar los
conocimientos especializados que tienen los profesores de dictan un curso de

algebra lineal en una universidad privada de Lima.

Por otra parte, podemos mencionar algunas investigaciones recientes de la

aplicacion del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM), como las de
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Vasquez (2014) y de Castro, Pino-Fan y Velasquez (2013), que aplican el Modelo
del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM). Asi, la investigacion de Vasquez
(2014) tiene como propésito evaluar los conocimientos didactico-matematicos para la
ensefanza de la probabilidad que tienen los profesores de educacion primaria en
activo. Asimismo, la investigacion realizada por Castro, Pino-Fan y Velasquez (2013)
tiene como propdsito evaluar las tres facetas del conocimiento matematico para la
ensefianza de la derivada, como el conocimiento comun del contenido, el
conocimiento especializado del contenido y el conocimiento ampliado del contenido
de estudiantes del sexto y octavo semestre de las licenciaturas en Matematicas y
Fisica y Basica Matematica de la Universidad de Antioquia, Colombia. Aunque las
investigaciones mencionadas no tienen los mismos temas de nuestra investigacion,
estos nos sirven como referencia de la aplicacion que tiene el modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) para identificar los conocimientos

especializados que tiene un profesor.

Conviene subrayar que con respecto al marco tedrico EOS, utilizado en nuestra

investigacion, Godino (2011) afirma que:

La didactica de las matematicas debe aportar conocimientos descriptivos vy
explicativos de los procesos de ensefianza y aprendizaje de contenidos especificos
que ayuden a comprender dichos procesos. Pero también debe orientar, de manera

fundamentada, la accién efectiva sobre la practica y promover su mejora progresiva

(P 1)
Ademas, la investigacion de Pino-Fan y Godino (2015) amplian el sistema de
categorias de conocimientos didactico-matematicos del profesor, cuya base es la
aplicacion de las herramientas de analisis del EOS. En la investigacion se distinguen
las dimensiones matematica, didactica y meta didactico-matematica, y se tienen en
cuenta los conocimientos que intervienen en las fases de analisis preliminar, disefo,
implementacion y evaluacion del disefio instruccional. Para lograr identificar
concordancias y complementariedades, el modelo ampliado del conocimiento
didactico-matematico es comparado con otros modelos propuestos en la disciplina
de la Educacion Matematica. Asimismo, la investigacion de Godino, Giacomone,
Batanero y Font (2017) describen los conocimientos y las competencias del profesor
de matematicas basado en el EOS. En este sistema tedrico propuesto por el EOS se
toman en cuenta las nociones de sistema de practicas, configuracién ontosemidtica
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(epistémica y cognitiva), configuracion didactica, dimension normativa e idoneidad
didactica de dicho sistema tedrico, las cuales son consideradas como herramientas
de analisis de las practicas matematicas y didacticas. Ademas, se realiza una
descripcion de acciones formativas que permiten lograr el desarrollo de los
conocimientos didactico-matematicos y de la competencia de analisis e intervencion
didactica de los profesores de matematicas. Nuestra investigacion utilizara el Modelo
del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) implementado por el EOS que no
permita identificar los conocimientos especializados que tienen los profesores sobre

los SEL en un curso de Algebra Lineal.

1.2 Justificacion

En esta seccién presentamos la justificacion de nuestra investigacion para identificar
los conocimientos especializados que tienen los profesores sobre los sistemas de
ecuaciones lineales (SEL) en un curso de algebra lineal para estudiantes de
ingenieria. Ademas, la importancia de la realizacion de nuestra investigacién a nivel
universitario, ya que la gran mayoria de profesores universitarios de matematicas no
han sido formados como docentes y el tener solo dominio de las matematicas no es
suficiente para que nuestros alumnos aprendan. También, la posibilidad de
identificar que conocimientos especializados tienen los profesores sobre los SEL,
para posteriormente implementar capacitaciones que permitan mejoras en la

didactica del docente con respecto nuestro objeto matematico de estudio.

La gran mayoria de profesores de matematicas a nivel universitario no han sido
formados como docentes, por ello es de suma importancia identificar qué
conocimientos especializados tiene un profesor de Algebra Lineal sobre los sistemas
de ecuaciones lineales (SEL). Con respecto a la faceta epistémica del conocimiento
didactico-matematico (CDM), en la cual se toma en cuenta los conocimientos

puestos en juego para resolver una tarea matematica se senala que

El profesor debe ser capaz de movilizar diversas representaciones de un objeto
matematico, resolver la tarea mediante distintos procedimientos, vincular el objeto
matematico con otros objetos matematicos del nivel educativo en el que se ensefia 0
de niveles anteriores y posteriores, comprender y movilizar la diversidad de

significados parciales para un mismo objeto matematico (que integran el significado
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holistico para dicho objeto), proporcionar diversas justificaciones y argumentaciones,
e identificar los conocimientos puestos en juego durante la resolucion de una tarea
matematica. (Pino-Fan y Godino, 2015, p. 99)

Con respecto a nuestro objeto matematico de estudio, el profesor debe ser capaz
de: movilizar las distintas representaciones algebraicas, matriciales y geométricas de
un SEL; resolver en forma algebraica, matricial y geométrica un SEL; tener
conocimiento de los contextos intra-matematicos y extra-matematicos en donde se
utilizan los SEL; conocer los conceptos de SEL equivalentes, matrices equivalentes,
conjunto solucion de SEL equivalentes; determinar el conjunto solucion de un SEL a
partir de un SEL equivalente o del rango de la matriz ampliada de un SEL
(consistente determinado, consistente indeterminado e inconsistente); representar en
forma algebraica y geométrica (punto, recta o plano en el espacio) el conjunto
solucion de un SEL; conocer el método de Gauss-Jordan para la resolucién de un
SEL (operaciones elementales filas a una matriz) y de otros métodos de resolucién
de un SEL (el método de Cramer, matriz inversa); expresar en forma algebraica un
problema de contexto mediante un SEL e interpretar las soluciones segun el
contexto; tener conocimiento de los conceptos matriciales (matriz de coeficientes,
matriz ampliada, matriz escalonada, matriz equivalente y rango de una matriz),
algebraicos (SEL equivalente y conjunto solucién) y geométricos (punto, recta y

plano) involucrados en la resolucion de los SEL.

Segun Vasco (2015), los profesores universitarios de matematicas deben tener una
formacion especifica relativa a la ensefianza y aprendizaje de contenidos
matematicos, de manera que puedan realizar representaciones que ayuden a

desarrollar las habilidades matematicas de los estudiantes.

Asimismo, en la investigacion de Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017) se
menciona que no son suficientes los conocimientos puramente matematicos del
profesor para que pueda organizar, implementar y evaluar los procesos de
ensefianza y aprendizaje, sino que también es necesario que tengan un
conocimiento mas profundo de la matematica y de su ensefianza, a la cual llama

conocimiento didactico-matematico (CDM).

Lo dicho hasta aqui, supone que es de suma importancia realizar investigaciones

que permitan identificar los conocimientos especializados que tienen los profesores y
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las practicas que realizan para una ensefianza eficaz de los sistemas de ecuaciones

lineales.

Con respecto a la relevancia de nuestra investigacion sobre los sistemas de
ecuaciones lineales (SEL), hay que recalcar que los SEL es parte fundamental de un
primer curso del algebra lineal por la gran variedad de aplicaciones que puede
realizarse no solo en las matematicas puras, sino también en otras disciplinas como
la fisica, la quimica, el analisis de redes de transportes y redes eléctricas, los
modelos econdmicos lineales y también en los problemas cotidianos de la vida real.
En la educacion superior es un topico de cualquier curso de Algebra Lineal que se

imparte especialmente en las carreras de ciencias e ingenieria.

Hay que mencionar, ademas, que el tema de los sistemas de ecuaciones lineales
son investigados desde diversas perspectivas, mayormente a nivel secundario y muy
poco a nivel superior. La investigacion realizada a nivel superior de Garcés (2013)
sugiere que en la educacién superior se desarrolle tareas sobre sistemas de
ecuaciones lineales a partir de problemas contextualizados. Asimismo, en este nivel
educativo, Neira (2012) concluye que los alumnos tienen gran dificultad en la
resoluciéon de problemas contextualizados. En la educacion secundaria podemos
mencionar las investigaciones de Figueroa (2013) y Guerra (2012) en las que
también mencionan la importancia de los problemas contextualizados en este nivel
educativo. En nuestra investigacion, como parte del conocimiento especializado del
profesor se analizara las respuestas a tareas que involucren problemas
contextualizados relacionados con contextos extra-matematicos en el instrumento de

investigacion.

Acerca de las dificultades que tienen los alumnos en hallar el conjunto solucién de
un sistema de ecuaciones lineales, en particular, en el manejo de los parametros, las
investigaciones de Valencia (2015), Figueroa (2013) y Martinez y Saez (2013)
mencionan que dichas situaciones ocurren por la diversidad de métodos que se
utilizan en su resolucién. Considerando las dificultades que manifiestan sobre el
concepto de conjunto solucidén, en nuestra investigacién se buscara identificar los
conocimientos que tienen los profesores con respecto al conjunto solucion de un

SEL y la manera como introducen dicho concepto en una clase con sus alumnos.

19



Hay que mencionar, ademas que en la investigacion de Andrews-Larson (2015) se
discuten los contextos historicos que dieron lugar a los SEL. Asimismo, concluye que
la historia de la matematica es importante en la ensefianza de las matematicas, ya
que el desarrollo histérico como estrategia de ensefianza hace que los contenidos
puedan brindar una copiosa informacién de los contextos que han contribuido al

desarrollo de un SEL y sus soluciones.

Por tanto, es de suma importancia conocer qué conocimientos especializados tienen
los profesores de una universidad privada de Lima que dictan el curso de Algebra
Lineal con respecto a los SEL, no solo porque los SEL son un tépico que se imparte
en cursos de diversos niveles y carreras, en las carreras de ciencias e ingenieria,
sino porque puede servir para implementar capacitaciones en la formacién de
profesores que permitan mejoras en la didactica del docente con respecto a nuestro

objeto matematico de estudio.

En una breve revision de los silabos y programas de diversas universidades del
Peru, se observd que los SEL son parte del curso de Algebra Matricial y Geometria
Analitica que se imparte en primer ciclo de Estudios Generales Ciencias de la
Pontificia Universidad Catolica del Peru a los estudiantes de las carreras ciencias e
ingenieria, en un curso de algebra Lineal que se imparte en segundo ciclo del
Programa de Estudios Generales de la Universidad de Lima para las carreras de
Ingenieria. Asimismo, en los cursos de calculo vectorial y algebra lineal que se
imparten en las diversas facultades de la Universidad Nacional de Ingenieria. En el
extranjero, podemos mencionar a la Pontificia Universidad Catdlica del Ecuador en
donde se imparte en el curso de algebra lineal, la Universidad de Palermo en
Colombia en un primer curso de algebra, en la Universidad Nacional de Cérdova en
Argentina en un curso de introduccion a la Matematica, en el Instituto Tecnologico de

Aguas Calientes en México en un curso de algebra lineal, entre otras universidades.

Es necesario recalcar que pocas investigaciones se han realizado en nuestro pais
con respecto a los conocimientos especializados que tiene un profesor que dicta un
curso de Algebra Lineal y en particular sobre los SEL a nivel universitario, ya que la
mayoria de investigaciones se han realizado con estudiantes en el nivel secundario,
por lo cual es importante desarrollar investigaciones sobre los conocimientos

especializados del profesor sobre los SEL. Ello nos permitira reconocer los
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conocimientos que tienen los profesores, las practicas matematicas y didacticas que
realizan al resolver problemas sobre los SEL, que serviran para mejorar los procesos
de instruccion de este objeto matematico, ya que como hemos mencionado antes,

son diversas las dificultades que tienen los estudiantes al aprender este tema.

1.3 Pregunta y objetivos de la investigacion

¢, Qué conocimientos especializados tiene un profesor, que imparte un curso de
Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria, sobre las practicas matematicas y la

resolucion de problemas que involucran a los sistemas de ecuaciones lineales?

Para poder responder a la pregunta de investigacion se plantean los objetivos

siguientes:
Objetivo general

Identificar los conocimientos especializados que tiene un profesor en un curso de
Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria, sobre las practicas matematicas vy la

resolucion de problemas relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales.
Objetivos especificos

e Identificar el conocimiento mateméatico comun que un profesor de Algebra
Lineal pone en juego en la ensefianza de los sistemas de ecuaciones lineales
para estudiantes de ingenieria mediante una actividad que involucra la
resolucién de una serie de ejercicios y problemas adaptados del libro texto del
Curso.

e Identificar el conocimiento matematico ampliado que tiene un profesor de
Algebra Lineal mediante una actividad que involucre contextos intra-
matematicos y extra-matematicos en donde se aplican o estan presentes los
SEL.

¢ |dentificar el conocimiento matematico especializado que tiene un profesor de
Algebra Lineal mediante una actividad que involucre sus conocimientos
puestos en juego, el conocimiento de los tipos conflictos y dificultades en los
alumnos y el contexto en el que se desarrolla el proceso de ensefanza y

aprendizaje de los SEL.
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CAPITULO Il; MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este capitulo, presentamos los aspectos tedricos y la metodologia usada en
nuestra investigacion. El marco tedrico que usa nuestra investigacion es el Enfoque
Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS) y el método que
se aplica es el estudio de caso. La investigacion tiene por finalidad identificar los
conocimientos especializados que tiene un profesor universitario de una universidad
privada de Lima que dicta un curso de Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria
con respecto a los sistemas de ecuaciones lineales. Esta investigacion cualitativa es
de tipo exploratorio y descriptivo, pues nuestro objetivo general de investigacion es
el de obtener informacién de los conocimientos didactico-matematicos que tiene el
profesor con respecto a nuestro objeto matematico de estudio: los sistemas de

ecuaciones lineales.
2.1 Aspectos teoricos del EOS

Diferentes puntos de vista y nociones tedricas sobre el conocimiento matematico, su
ensefianza y aprendizaje son ampliados, profundizados y desarrollados por el EOS,
el cual surge a inicios de los afios 90. Segun Godino (2011), el EOS es “un marco
tedrico que ha surgido en el seno de la Didactica de las Matematicas con el
propésito de articular diferentes puntos de vista y nociones tedricas sobre el
conocimiento matematico, su ensefianza y aprendizaje” (p. 4). Se asumen
presupuestos antropoldgicos y semidticos sobre las matematicas, y se adoptan
principios didacticos de tipo socio- constructivista e interaccionista para el estudio de
los procesos de ensefanza y aprendizaje.

Dentro de marco tedrico del EOS, se introduce la nocion de practica matematica en
Godino y Batanero (1994) como una accién: “(...) toda actuacién o manifestacion
(linglistica o no) realizada por alguien para resolver problemas matematicos,
comunicar a otros la solucién, validar la solucion y generalizarla a otros contextos y

problemas” (p. 8).

Las practicas matematicas que realiza el profesor para resolver un problema
matematico pueden observarse; por ejemplo, cuando escribe la resolucién de un
problema de sistemas de ecuaciones lineales o cuando relata sus acciones para
resolverlo), los cuales pueden estar representados de diferentes maneras como

verbal, grafica, simbdlica o inclusive gestual.

22



La nocién de practica significativa se define en Godino y Batanero (1994) como:

Diremos que una practica personal es significativa (o que tiene sentido) si, para la

persona, esta practica desempefia una funcion para la consecucion del objetivo en

los procesos de resolucion de un problema, o bien para comunicar a otro la solucion,

validar la solucion y generalizarla a otros contextos y problemas. (p.9)

Si una practica cumple con alguna funcién en la resolucién de un problema o para su

comunicacion, validacion o generalizacién, se dice que es significativa, en términos

del EOS.

Dentro del marco tedrico del EOS, se han formulado y desarrollado diversos trabajos

con respecto al analisis didactico de los procesos de estudio. En la investigacion de

Godino, Batanero y Font (2009), se proponen cinco niveles de analisis o tipos de

analisis que se pueden aplicar a un proceso de estudio matematico que ya se ha

planificado o implementado, el cual permite un analisis de los procesos de

ensefanza y aprendizaje de las matematicas y son las siguientes:

1)
2)
3)
4)
5)

Anadlisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas.

Elaboracién de las configuraciones de objetos y procesos matematicos.
Analisis de las trayectorias e interacciones didacticas.

Identificacién del sistema de normas y metanormas.

Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de estudio. (p. 16)

En nuestra investigacion sobre los conocimientos especializados del profesor sobre

los sistemas de ecuaciones lineales, sélo se realizan los dos primeros niveles del

analisis didactico. Godino, Batanero y Font (2009) menciona que:

El primer nivel de andlisis se orienta a estudiar las practicas matematicas realizadas

en el proceso de estudio analizado. La realizacién de una practica es algo complejo

que moviliza diferentes elementos, a saber, un agente(institucion o persona) que

realiza la practica, un medio en el que dicha practica se realiza (en este medio

puede haber otros agentes, objetos, etc.). Puesto que el agente realiza una

secuencia de acciones orientadas a la resolucion de un tipo de situaciones

problemas, es necesario considerar también, entre otros aspectos, fines,

intenciones, valores, objetos y procesos matematicos.
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El segundo nivel de analisis se centra en los objetos y procesos que intervienen en
la realizacion de las practicas, y también los que emergen de ellas; su finalidad es
describir la complejidad ontosemidtica de las practicas matematicas como factor

explicativo de los conflictos semidticos que se producen en su realizacion. (p.17)
2.1.1 Sistemas de practicas (operativas y discursivas)

Segun Godino, Batanero y Font (2009) en relacién con los significados

institucionales, el EOS propone los siguientes tipos:

¢ Implementado: en un proceso de estudio especifico es el sistema de practicas
efectivamente implementadas por el docente.

e Evaluado: el subsistema de practicas que utiliza el docente para evaluar los
aprendizajes.

e Pretendido: sistema de practicas incluidas en la planificacién del proceso de
estudio.

o Referencial: sistema de practicas que se usa como referencia para elaborar el
significado pretendido. En una institucion de ensefianza concreta este significado
de referencia sera una parte del significado holistico del objeto matematico. La
determinacion de dicho significado global requiere realizar un estudio historico-
epistemoldgico sobre el origen y evolucion del objeto en cuestion, asi como tener

en cuenta la diversidad de contextos de uso donde se pone en juego dicho objeto.
(p-9)

En relacion con los significados personales se propone los tipos siguientes:

e Global: corresponde a la totalidad del sistema de practicas personales que es
capaz de poner en juego el sujeto con respecto a un objeto matematico.

e Declarado: corresponde a las practicas efectivamente expresadas a proposito de
las pruebas de evaluacion propuestas, incluyendo tanto las correctas como las
incorrectas desde el punto de vista institucional.

e Logrado: corresponde a las practicas manifestadas que son conformes con la
pauta institucional establecida. En el analisis del cambio de los significados
personales que tiene lugar en un proceso de estudio interesara tener en cuenta
los significados iniciales o previos de los estudiantes y los que finalmente

alcancen. (p. 5)
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Figura 1: Tipos de significados institucionales y personales

Fuente: Godino, Batanero y Font (2009, p. 6)

2.1.2 Configuracion de objetos y procesos matemaéticos

Segun Godino, Batanero y Font (2009) mencionan que: “la nocidon de sistemas de
practicas es Util para ciertos analisis tipos de analisis macrodidactico, en particular
como se adquieren los conocimientos matematicos en diferentes marcos
institucionales, contextos de uso o juegos de lenguaje” (p. 8). La definicién de objeto
como emergente de los sistemas de practicas, y la tipologia de objetos primarios
introducidos en el EOS responden a la necesidad que se tiene para la descripcion de
los sistemas de practicas, con la finalidad de compararlos entre ellas y tomar
decisiones en el disefio, desarrollo y evaluaciéon de procesos de ensefanza y
aprendizaje de las matematicas.
En el EOS se asumen los presupuestos de la epistemologia pragmatista y los objetos
se derivan (emergen) de las practicas matematicas. En concreto se considera que
los objetos matematicos son emergentes de las practicas matematicas. Dicha
emergencia es un fendbmeno complejo cuya explicacion implica considerar, como
minimo, dos niveles de objetos que emergen de la actividad matematica. En el primer
nivel tenemos aquellas entidades que se pueden observar en un texto matematico

(problemas, definiciones, proposiciones, etc.). En un segundo nivel tenemos una
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tipologia de objetos que emerge de las distintas maneras de ver, hablar, operar, etc.

sobre los objetos del nivel anterior; nos referimos a objetos personales o

institucionales, ostensivos o no ostensivos, unitarios o sistémicos, etc. (Godino,

Batanero y Font, 2009, p 6).

Segun Godino, Batanero y Font (2009), el EOS propone para el primer nivel del
analisis didactico la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios:

e Lenguaje: son los términos, expresiones matematicas, notaciones, simbolos,
representaciones graficas y otros en sus diversos registros (registro, oral, textual,
etc.).

¢ Situaciones-problemas: aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, tareas, etc.

¢ Conceptos-definicion: entidades matematicas para las cuales se puede formular
una definicion.

¢ Proposiciones: enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba.

e Procedimientos: técnicas de calculo, operaciones, algoritmos, etc.

e Argumentos: enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y

procedimientos, deductivos o de otro tipo, etc. (p. 7)

Figura 2. Configuracion de Objetos matematicos primarios

Fuente: Godino, et al. (2009, p. 7)
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2. 2 Modelo del conocimiento didactico-matematico del profesor

El EOS tiene como eje central la modelizacién del conocimiento matematico, en su
doble faceta epistémica (institucional) y cognitiva (personal), la cual se sustenta
mediante una aproximacion antropoldgica (la matematica como actividad humana) y
ontosemiodtica (en la cual la nocion de objeto y significado son primordiales). Esta
modelizacion aporta las categorias primarias del conocimiento didactico-matematico
(Godino, 2009; Pino-Fan y Godino, 2015).

Segun Godino (2009), el Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM), se
entiende como el conocimiento didactico y las competencias profesionales que el
profesor debe poner en juego a la hora de ensefiar matematicas para promover
aprendizajes en sus alumnos. El profesor de matematicas tiene que conocer las
matematicas en el nivel educativo en que ensefia (conocimiento comun), pero
también poder articular esos conocimientos con los correspondientes a algunos

niveles superiores (conocimiento ampliado).
Segun Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017):

Los conocimientos puramente matematicos no son suficientes para que el profesor
organice, implemente y evalue los procesos de ensefianza y aprendizaje de la
matematica, los factores que influyen en dichos procesos son complejos, y es
necesario tener también, un conocimiento mas profundo de la matematica y su
ensefianza, diferente del que adquieren los estudiantes, que Illamaremos

conocimiento didactico-matematico. (p. 291)

En la figura 5 se presenta el modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM).
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Figura 3. Facetas y componentes del conocimiento del profesor

Fuente: Godino, Batanero, Font y Giacomone (2016, p. 292)

Segun Godino, Giacomone, Batanero y Font (2017), el Modelo del Conocimiento
Didactico-Matematico (CDM) incluye las siguientes facetas:
Faceta epistémica. Es el conocimiento didactico-matematico sobre el propio
contenido, es la forma particular en que el profesor de matematica comprende y

conoce las matematicas.
Faceta cognitiva. Implica el conocimiento de cédmo lo estudiantes aprenden,

razonan y entienden las matematicas y como mejoran en su aprendizaje.

Faceta afectiva. Incluye los conocimientos sobre los aspectos afectivos,
emocionales, actitudinales y creencias de los estudiantes con relacion a los objetos

matematicos y al proceso de estudio seguido.

Faceta interaccional. Se refiere al conocimiento sobre la ensefianza de las
matematicas, organizacion de las tareas, resolucion de dificultades de los
estudiantes e interacciones que se puede establecer en el aula.

Faceta mediacional. Es el conocimiento de los recursos (tecnoldgicos, materiales y

temporales) apropiados para potenciar el aprendizaje de los estudiantes.
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Faceta ecologica. Implica las relaciones del contenido matematico con otras
disciplinas, la identificacion de elementos del curriculo que son abordados en la
realizacion de una tarea y los factores socio-profesionales, politicos, econémicos que

condicionan los procesos de instruccion matematica en los estudiantes. (p. 97)

Todas estas facetas forman parte del conocimiento especializado del profesor de
matematicas en la medida en que tales procesos ponen en juego algun contenido
matematico, sea comun o ampliado. Ademas, todas ellas se relacionan entre si; por
ejemplo, dada una tarea matematica determinada que involucra ejercicios y
problemas contextualizados sobre los sistemas de ecuaciones lineales obtenidos
extraido de un libro texto o material del curso (faceta mediacional), el profesor debe
ser capaz de movilizar la diversidad de significados que se ponen en juego (faceta
epistémica) y deben saber resolver la tarea utilizando distintos procedimientos,
mostrar diversas justificaciones y explicaciones, o bien poder variarla para adaptarla

a los conocimientos de los alumnos (facetas instruccional y cognitiva). (p. 97)

En la investigacion de Pino-Fan, Godino y Font (2013), se proponen las siguientes

tres categorias globales de conocimiento sobre el contenido matematico:

Conocimiento comun del contenido. Se analiza mediante la faceta
episttmica y son los conocimientos matematicos, no necesariamente
orientados a la enseflanza, que el profesor moviliza para resolver situaciones
problematicas relacionados a un tema especifico de las matematicas. Es el
conocimiento que el profesor comparte con los estudiantes del nivel educativo
en donde se desempefia o con otros profesionales que usan ese
conocimiento en cualquier ambito profesional o cientifico. Por ejemplo, en el
caso de que un profesor deba ensefiar los sistemas de ecuaciones lineales,
debe ser capaz de resolver situaciones problematicas que requieran el
dominio de los conceptos basicos en el nivel educativo en que se desempefia.
Es un conocimiento indispensable que debe tener todo profesor de
matematicas, ya que debe conocer el tema que ensena, debe reconocer si las
respuestas dadas por los estudiantes son correctas o incorrectas, o cuando el
libro de texto tiene una definicion adecuada.

Conocimiento ampliado del contenido. Es un conocimiento matematico que
se analiza a través de la faceta epistémica, y se refiere a que el profesor

ademas de saber resolver las situaciones problematicas sobre un
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determinado tema, para un cierto nivel en el cual imparte clases, debe poseer
conocimientos mas avanzados de este tema en el curriculo, de manera que
los contenidos matematicos que imparte se relacionen con temas mas
avanzados del curriculo; es decir, el profesor relaciona el contenido
matematico que imparte, los sistemas de ecuaciones lineales en un curso de
Algebra Lineal, a ofros temas mas avanzados del curricuo como
programacion lineal, circuitos eléctricos, sistemas de transporte, etc.
Conocimiento especializado. Es un conocimiento que se interpreta
mediante la faceta epistémica, y se refiere al conocimiento adicional que el
profesor debe saber, que lo diferencie de otras personas que saben
matematicas pero que no son profesores. El conocimiento especializado
ademas debe implicar conocimiento comun y parte del conocimiento
ampliado.

Segun Pino-Fan, Godino y Font (2013), el conocimiento especializado incluye
las cuatro subcategorias siguientes:

i. El conocimiento del contenido especializado. En este tipo de
conocimiento, el profesor no solo debe ser capaz de resolver
situaciones problematicas relacionados a un contenido matematico
haciendo uso de diversos significados que estan vinculados con el
objeto matematico, diferentes tipos de representaciones, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos, sino también debe ser
capaz de identificar los conocimientos puestos en juego (elementos
lingUisticos, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos) en
la resolucion de determinada situacion problematica.

ii.  El conocimiento del contenido en relacion con los estudiantes. Este tipo
de conocimiento se fundamenta en las facetas cognitiva y afectiva, en
ella el profesor hace una reflexion sistematica sobre el aprendizaje de
los estudiantes, es decir, la capacidad de describir los tipos de
configuraciones cognitivas que los estudiantes han desarrollado al
resolver una situacion problematica propuesta, describir los conflictos
de aprendizajes y dificultades que tienen los estudiantes en la
resolucion de wun cierta situacion problematica, asi como la

implementacion de estrategias para incentivar que los estudiantes se
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involucren en la resolucion de ciertas situaciones problematicas o en el
estudio de un determinado tema.

iii.  El conocimiento del contenido en relacién con la ensefanza. Este tipo
de conocimiento se fundamenta en las facetas interaccional vy
mediacional, en ella el profesor hace una reflexion sistematica sobre
las relaciones entre la ensefianza y el aprendizaje, asi como la
identificacion de las consecuencias que puede tener los modelos de
gestion en clase.

iv.  El conocimiento del contenido en relacién con el curriculo. Este tipo de
conocimiento se fundamenta en la faceta ecoldgica y esta relacionado
al contexto en el que se desarrolla la practica de la ensefianza y

aprendizaje.

2.3 Método y metodologia de investigacion

Esta investigacion es de tipo cualitativo y el método utilizado es el estudio de caso.
Segun Martinez (2006), el método de estudio de caso es una herramienta de
investigacion, cuya fortaleza radica en que a través de ella se mide y registra la
conducta de las personas con respecto al objeto matematico de estudio y en nuestro
caso, los sistemas de ecuaciones lineales (SEL), donde los datos se pueden obtener
desde una gran variedad de fuentes, tales como documentos, registros de archivos,
cuestionarios, entrevistas, observacion de los participantes e instalaciones u objetos
fisicos. En nuestra investigacion, se elabora y se aplica un instrumento que consta
de tres cuestionarios y se realiza una entrevista semiestructurada a los profesores

que dictan el curso de Algebra Lineal en una universidad privada de Lima.

Asimismo, Ponte (2006) menciona que los estudios de caso han sido utilizados en la
Educacién Matematica para investigar no solo el aprendizaje de los alumnos, sino
también sobre el conocimiento y practicas profesionales de los profesores, proyectos

de innovacioén curricular, nuevos curriculos, etc.

Los propdsitos de una investigacion realizada por estudio de caso pueden ser:
descriptivas, si lo que se pretende es identificar y describir los distintos factores que
ejercen influencia en el fendmeno estudiado, y exploratorias, si mediante ella se

pretende conseguir un acercamiento entre el marco tedrico utilizado y la realidad del
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objeto de estudio. Nuestra investigacién sobre los sistemas de ecuaciones lineales
(SEL) a nivel universitario se realiza por el método de estudio de caso y es de tipo
exploratorio y también descriptivo, pues es un area de la matematica que tiene
pocas investigaciones en nuestro pais y también de lo que se pretende es describir
la practica matematica e identificar los conocimientos especializados que tiene el

profesor de Algebra Lineal sobre los SEL.

En un estudio de caso se proponen cinco componentes principales para el disefio de
la investigacion, las cuales son los siguientes: “Las preguntas de investigacion, las
proposiciones teoricas, la(s) unidad(es) de analisis, la vinculacion l6gica de los datos
a las proposiciones y los criterios para la interpretacion de los datos” (Yin, 2001,
p.42).

Las preguntas de investigacidon y las proposiciones tedricas sirven como punto de
partida para la recoleccion de los datos desde distintos niveles de analisis del caso,
en nuestra investigacién se analiza un caso unico, los conocimientos especializados
que tienen dos profesores de un curso de Algebra Lineal sobre los sistemas de
ecuaciones lineales. Luego de la recoleccidon de los datos, estos deben vincularse
lbgicamente con los aspectos tedricos del EOS que tiene cinco niveles para el
anadlisis didactico, en nuestra investigacién se realiza el andlisis de practicas
matematicas y el analisis de los objetos y procesos de las practicas matematicas.
Finalmente, se presenta una serie de conclusiones a partir del analisis de los datos
obtenidos de la aplicacién del instrumento y de la entrevista semiestructura realizada

a los profesores.

También, Yin (2014) propone un protocolo para el estudio de caso como instrumento
principal que asegure la objetividad del mismo, tanto en funcién de su confiabilidad
como de su validez, lo cual constituye la guia de procedimientos que debemos
realizar durante la fase de obtencién de la evidencia. Contiene a los siguientes

elementos:

e Semblanza del estudio de caso. Es util para integrar a los miembros del equipo
de investigacion y tener un referente que pueda presentar a quien desee
conocer el proyecto. Sus elementos son: los antecedentes del proyecto, los
tépicos a investigar, los aspectos teoricos y la revision de la literatura relevante

en la investigacion.
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e Preguntas del estudio de caso. Son disefiadas por el investigador y en base a
ellas se debe garantizar que se obtenga la evidencia requerida para contrastar
los aspectos tedricos del estudio. Ademas, pueden y deben ser contrastadas
con informacién obtenida después de la recoleccion de datos, en las que se
deben utilizar diversas fuentes mediante el uso de la triangulacion de la
evidencia.

e Procedimientos a ser realizados. Antes de iniciar la fase de recoleccion de
datos se debe especificar las diferentes tareas a realizarse como: definir los
mecanismos para obtener acceso a la institucion, establecer suficientes
instrumentos de colecta de datos, contar con esquema y un cronograma de
actividades a realizarse para la obtencién de la evidencia y preparar el equipo
que colaborara en la investigacion para responder a situaciones no previstas.

e Guia de reporte del estudio de caso. Para reportar los resultados del estudio no
existe un formato aceptado por unanimidad, por el cual el investigador debera
disefiar un esquema basico para facilitar la obtencion de evidencia importante
para el estudio. Pues ella permite corregir errores en la obtencion de los datos,
prueba el funcionamiento del protocolo desarrollado y permite hacer una
revision continua de la literatura relevante lo cual facilita que la investigacion se

mantenga actualizado en el campo que se ubica.

En esta investigacion se busca identificar los conocimientos especializados sobre los
SEL que tiene un profesor que dicta un curso de Algebra Lineal para estudiantes de
Ingenieria en una universidad privada de Lima, a travées del disefio de un
instrumento que aborda las componentes del Modelo del Conocimiento Didactico-
matematico (CDM) propuesto por el EOS que son los conocimientos comun,
ampliado y especializado.

De acuerdo al método de investigacion que se ha elegido y asociado a los objetivos
de nuestra investigacion, se describen los pasos para el desarrollo de la misma.

Segun Yin (2001), un estudio de caso se inicia con la pregunta de investigacion:

¢, Qué conocimientos especializados tiene un profesor universitario, que imparte un
curso de Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria, sobre las practicas
matematicas y la resolucion de problemas que involucran a los sistemas de

ecuaciones lineales?
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Instrumento de investigacion

Para el logro del objetivo general y de los objetivos especificos propuestos, hemos
elaborado un instrumento que consta de tres cuestionarios. El primer cuestionario
(ver anexo 2) tiene por objetivo la de recabar informacién con respecto a la
formacion académica y profesional de los profesores de una universidad privada de
Lima que dictan el curso de Algebra Lineal, la cual es adaptado de un cuestionario

de la investigacion realizada por Vasco (2015).

Asi mismo, el segundo cuestionario (Actividad 1) consta de 9 items (ver anexo 2)
relacionados con nuestro objeto matematico de estudio, los sistemas de ecuaciones
lineales (SEL). Este cuestionario tiene por objetivo identificar los conocimientos que
tiene un profesor con respecto a los contenidos matematicos y los contextos en los
que se aplican o estan presentes los SEL, las dificultades sobre su ensefianza y
aprendizaje en los alumnos, el uso de los recursos tecnolégicos utilizados para su
resolucion, los aspectos histéricos en su ensefianza, los métodos matriciales para su
resolucion y el concepto del conjunto solucién. Para la construccion de esta
actividad, se han utilizado los antecedentes de nuestra investigacion, entre ellas
mencionamos a las siguientes: con respecto a lo errores y dificultades en la
resolucién de un SEL realizada por Valencia (2015), sobre las dificultades que tienen
los alumnos en los problemas contextualizados que involucran a los SEL realizadas
por Neira (2012) y Figueroa (2013), sobre las tareas propuestas en los libros de
textos a nivel secundario y superior sobre los SEL realizada por Garcés (2013), la
resolucion de un SEL por el método de Gauss-Jordan realizada por Barros,
Fernandes y Mendes (2012), el conjunto solucion de un SEL realizada por Ochoviet
(2009) y sobre los contextos histdricos de los SEL realizadas por Andrews-Larson
(2015) y Tavares (2013). Las preguntas de esta actividad tienen por objetivo, segun
el CDM, la de identificar los conocimientos ampliados y especializados (con sus
respectivas subcategorias) que tiene un profesor de Algebra Lineal con respecto a
los SEL.

Ademas, el tercer cuestionario (Actividad 2) consta de 5 items (ver anexo 2)
relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales (SEL). El objetivo de este
cuestionario es la identificar los conocimientos comun, ampliado o especializado

(con sus respectivas subcategorias) mediante la resoluciéon de ejercicios y
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problemas contextualizados. Las preguntas de este cuestionario han sido
elaboradas de los ejercicios y problemas propuestos del capitulo 4 de sistemas de
ecuaciones y determinantes del libro obligatorio del curso de Hoyos, Mitacc y Gémez
(2017) de una universidad privada de Lima y de ejercicios que han sido adaptados

de la investigacion de Ochoviet (2009) sobre los sistemas de ecuaciones lineales.

A continuacion, presentamos los objetivos de cada pregunta de los dos ultimos

cuestionarios denominados: Actividad 1 y Actividad 2.

Objetivos de la Actividad 1

El objetivo de la actividad es identificar el conocimiento que tiene un profesor en
relacion con los contenidos matematicos y los contextos en los que se aplican o
estan presentes los SEL, las dificultades sobre su ensefianza y aprendizaje en los
alumnos, el uso de los recursos tecnologicos utilizados para su resolucion, aspectos
histéricos en su ensefianza, los métodos matriciales para su resolucién y el concepto

del conjunto solucién.

La actividad se subdivide en tres partes: Parte A, B y C que constan de cuatro,

cuatro y un items respectivamente.
En relacion con la Parte A:

= E| objetivo de la pregunta 1 es obtener informacion relacionada con el
conocimiento ampliado del contenido. Nos referimos a los conocimientos mas
avanzados que tiene el profesor de los contenidos de las diferentes areas de
las matematicas (intra-matematico) en donde se utiliza los SEL, tales como:
espacios generados, programaciéon lineal, dependencia e independencia
lineal, ajuste de curvas mediante funciones polindbmicas y analisis numérico
de ecuaciones diferenciales parciales por diferencias finitas.

= El objetivo de la pregunta 2 es obtener informacion relacionada también con el
conocimiento ampliado del contenido. Nos referimos a los conocimientos mas
avanzados que tiene el profesor, en otras areas diferentes a las de
matematicas (extra-matematico), como en las ingenierias, en donde es
utilizado los SEL, por ejemplo: sistemas de transporte, circuitos eléctricos,

reacciones quimicas, nutricion, analisis de estructuras, entre otras.
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= E| objetivo de la pregunta 3 es obtener informacion relacionada con el
conocimiento especializado en la subcategoria de conocimiento del contenido
en relacion con la ensefianza. Se busca conocer las estrategias didacticas-
matematicas que realiza el profesor al inicio de una clase sobre los SEL.

= El objetivo de la pregunta 4 es obtener informacion relacionada con el
conocimiento especializado en la subcategoria de conocimiento del contenido
en relacion con el curriculo. Se busca conocer el conocimiento que tiene el
profesor de las caracteristicas del contenido y dificultades de los ejercicios y
problemas propuestos sobre los SEL del libro texto del curso utilizado en la

ensefianza y aprendizaje de los alumnos.
En relacion con la Parte B:

= Las preguntas 5, 6 y 7 tienen por objetivo obtener informacién relacionada
con el conocimiento especializado (en las subcategorias de: contenido
especializado, contenido en relaciéon con los estudiantes, contenido en
relacion con la ensefanza y del contenido en relacion con el curriculo) que
tiene un profesor. Asi, en la pregunta 5 nos referimos al conocimiento que
tiene un profesor con respecto a los errores y dificultades que tienen los
alumnos al aplicar el método de Gauss-Jordan para la resolucién de un SEL
mencionadas en las investigaciones de Valencia (2015) y Barros, Fernandes y
Mendes (2012); es decir, el conocimiento del contenido en relacién con los
estudiantes. En la pregunta 6 nos referimos a la utilizacién de los recursos
tecnolégicos en la ensenanza y aprendizaje de los estudiantes sobre los SEL
por parte del profesor; es decir, el conocimiento del contenido en relacién con
la ensefianza. En la pregunta 7 nos referimos al conocimiento que tiene un
profesor sobre aspectos historicos de los SEL, la pregunta responde a la
importancia que tiene la historia de las matematicas en la ensefanza
mencionado por Andrews-Larson (2015); es decir, el conocimiento del
contenido en relacion con el curriculo.

= E| objetivo de la pregunta 8 es obtener informacion relacionada con el
conocimiento ampliado del contenido del profesor. Se espera que el profesor,
aparte del método de Gauss-Jordan para la resoluciéon de un SEL, pueda
mencionar otros procedimientos o métodos para la resolucion de un SEL de n

ecuaciones lineales con n incognitas como, por ejemplo, la resolucion de los
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SEL mediante combinacién lineal de los espacios filas o columnas de la

matriz del sistema o de métodos numéricos, etc.

En relacién con la Parte C:

El objetivo de la pregunta 9 es obtener informacion relacionada con el
conocimiento especializado. Nos referimos al conocimiento del contenido en
relacion con la ensefanza que tiene el profesor para explicar el concepto de
conjunto solucion de un SEL a sus alumnos. Se espera que el profesor,
aparte de un subconjunto de R", pueda mencionar en su explicacion a otros
objetos matematicos, como rectas y planos, que podrian representar el
conjunto solucion. Esta pregunta no forma parte de las preguntas de la parte
B del cuestionario 1, porque es una pregunta de respuesta abierta y esta
depende de la reflexidon sistematica del profesor que por su experiencia tiene

sobre la gestion de una clase sobre los SEL.

Objetivos de la Actividad 2

El objetivo de la actividad es identificar los conocimientos comun, ampliado o

especializado que tiene un profesor que dicta un curso de Algebra Lineal en una

universidad privada de Lima sobre los sistemas de ecuaciones lineales (SEL),

mediante la practica matematica que realiza el profesor en la resolucion de ejercicios

y problemas sobre los SEL.

El objetivo de la pregunta 1a, es saber si el profesor aplica sus conocimientos
adquiridos del algebra lineal para resolver un sistema de tres ecuaciones
lineales con dos incognitas mediante procedimientos algebraicos, geométricos
o0 matriciales; es decir, el conocimiento comun del contenido. Mientras que el
objetivo de la pregunta 1b es conocer la forma como el profesor explica e
interpreta el conjunto solucion del SEL a sus alumnos, es decir el
conocimiento especializado en la subcategoria del conocimiento del contenido
especializado. Por ultimo, el objetivo de la pregunta 1c es identificar los
conocimientos mas avanzados del algebra lineal que el profesor utiliza para
agregar una ecuacion lineal al SEL de manera que su conjunto solucion no se

modifique; es decir, el conocimiento ampliado del contenido.
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El objetivo de la pregunta 2, es saber reconocer si el profesor aplica sus
conocimientos adquiridos del algebra lineal para resolver un SEL de tres
ecuaciones lineales con tres incognitas mediante procedimientos algebraicos
0 matriciales; es decir, el conocimiento comun del contenido. Mientras que
con respecto al conocimiento ampliado del contenido, se espera que el
profesor interprete el conjunto solucion en los contextos algebraicos y
geomeétricos.

El objetivo de la pregunta 3, es saber reconocer si el profesor aplica sus
conocimientos adquiridos del algebra lineal para la resolucion de un SEL de
tres ecuaciones con tres incognitas que contiene un parametro mediante
procedimientos algebraicos o matriciales; es decir, el conocimiento comun del
contenido. Mientras que con respecto al conocimiento ampliado del contenido,
se espera indagar si el profesor utiliza el concepto de rango de una matriz
para hallar e interpretar el conjunto solucién del SEL.

El objetivo de la pregunta 4, es corroborar que el profesor utilice
procedimientos matriciales para la resolucion de un SEL de tres ecuaciones
lineales con tres incognitas que contienen dos parametros mediante el
método de Gauss-Jordan; es decir, el conocimiento comun del contenido.
Mientras que con respecto al conocimiento ampliado del contenido, se espera
indagar si el profesor utiliza el concepto de rango de una matriz para la
resolucion del SEL. Asimismo, con respecto al conocimiento especializado en
la subcategoria de conocimiento del contenido en relacién con la ensefanza,
se espera examinar como el profesor interpreta geométricamente el conjunto
solucién del SEL.

El objetivo de la pregunta 5, es corroborar que el profesor resuelva un SEL
mediante el método de Gauss-Jordan; es decir, el conocimiento comun del
contenido. Mientras que con respecto al conocimiento ampliado, se espera
reconocer que el profesor utiliza el concepto de rango para hallar el conjunto
solucion del SEL. Asimismo, con respecto al conocimiento especializado en la
subcategoria de conocimiento del contenido especializado, se espera
confirmar que el profesor utiliza representaciones verbales, algebraicas y
matriciales en la resolucion de un problema de contexto e interprete las

soluciones obtenidas del SEL.
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Analisis del libro del curso

El analisis del libro del curso se hace necesario porque los profesores no solo lo
usan en el desarrollo de sus clases sino también para profundizar el aprendizaje de

sus alumnos mediante ejercicios y problemas propuestos.

En el caso de los profesores del curso de Algebra Lineal de una universidad privada
de Lima, que forman parte de esta investigacion, utilizan de forma obligatoria el libro
de Hoyos, Mitacc y Gémez (2017), el cual estd organizado en cuatros capitulos. El
primer capitulo se inicia con el estudio del sistema coordenado tridimensional, luego
se desarrolla el algebra y la geometria vectorial, en la cual podemos destacar a los
productos escalar y vectorial y a las aplicaciones geométricas del triple producto
escalar. En el segundo capitulo se estudia la forma vectorial del plano y la recta en el
espacio tridimensional. En el tercer capitulo se estudia a las matrices, se inicia con
las operaciones basicas de matrices, se hace mencién a las matrices especiales y al
calculo de la inversa de una matriz mediante operaciones elementales. En el cuarto
capitulo se estudia a los sistemas de ecuaciones lineales mediante el algebra
matricial y el calculo de la determinante de una matriz. En cada capitulo se refuerza

el aprendizaje de los alumnos mediante ejercicios y problemas propuestos.

El libro de Hoyos, Mitacc y Gomez (2017) dedica el tercer capitulo a los sistemas de
ecuaciones lineales (SEL). Este capitulo otorga un papel central a la resolucion de
los SEL mediante la representacion matricial de la matriz ampliada del SEL y su
resolucion mediante el método Gauss-Jordan. Se inicia el capitulo con una mencién
a un problema clasico de programacion lineal que es un problema de transporte, se
realiza un esquema grafico del problema, pero no se plantea un SEL. También, se
presenta una situacién de la vida real, cuya resolucién se requiere un SEL. Se
definen en el contexto algebraico una ecuacion lineal de n incégnitas, luego un
sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, después un SEL de tres ecuaciones
con tres incognitas y finalmente realiza una generalizacion de un sistema de m
ecuaciones lineales con n incognitas. También, se define el conjunto solucion de un
SEL y se realiza dos ejemplos. Se clasifica un SEL de acuerdo a los valores de los
términos independientes (homogéneo y no homogéneo) y al niumero de soluciones:
consistente determinado (soluciéon unica), consistente indeterminado (infinitas

soluciones) e inconsistente (no existe solucion), ademas se realiza una
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interpretacion geométrica del conjunto soluciéon de un SEL en el plano cartesiano y

en el espacio tridimensional.

Ademas, el tercer capitulo otorga un papel central a la resolucién de los SEL
mediante procedimientos matriciales usando el método Gauss-Jordan, para lo cual
representa la forma algebraica de un SEL a la forma matricial mediante la matriz
ampliada, luego realiza operaciones elementales a dicha matriz hasta obtener su
forma escalonada, después aplica el concepto de rango de una matriz para
determinar la solucion del SEL y finalmente halla el conjunto solucion del SEL
(consistente determinado, consistente indeterminado e inconsistente). También, los
ejemplos y ejercicios resueltos sobre SEL se presentan inicialmente en el contexto
algebraico para después representarse en el contexto matricial, para luego realizar
su resolucion mediante el método de Gauss-Jordan, pero no se realiza una
interpretacion geométrica del conjunto solucion. También, se abordan los problemas
contextualizados, los cuales son resueltos a fin de reforzar los conocimientos

adquiridos por los alumnos sobre los SEL.

Validacion del instrumento mediante triangulacion de expertos

En esta investigacion, se ha elaborado el instrumento a partir de las investigaciones
gue se mencionan en los antecedentes y de los ejercicios y problemas propuestos
en el libro texto obligatorio del curso de Algebra Lineal de una universidad privada de
Lima. El proceso de elaboracién del instrumento de investigacion ha sido guiado y
supervisado por una experta en didactica de la Matematica, nuestra asesora de
investigacion, que nos ha permitido reformular los tems propuestos en las diferentes
versiones que hemos presentado. Posteriormente, el instrumento de investigacion
fue sometido a un proceso de validacion por una experta en didactica de la
matematica de una universidad privada de Lima con experiencia en el tema de
sistemas de ecuaciones lineales (SEL) en un curso de Algebra Lineal. A partir de las
observaciones y sugerencias de la experta, con respecto a las preguntas del
instrumento, se hizo algunas reformulaciones en los iftems que consideramos
pertinentes, para una mejor evaluacion de los conocimientos especializados que
tienen los profesores que dictan el tema de sistemas de ecuaciones lineales para
estudiantes de ingenieria en una universidad privada de Lima. Finalmente, la version

final del instrumento que hemos elaborado para identificar los conocimientos
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especializados sobre los SEL que tiene un profesor de Algebra Lineal se presenta en

el anexo 2.

Las preguntas de investigacidon y las proposiciones tedricas sirven como punto de
partida para la recoleccidon de los datos desde distintos niveles de analisis del caso,
en nuestra investigacion se analiza un caso unico. La unidad de analisis es caso
unico: Los conocimientos especializados sobre los sistemas de ecuaciones lineales
(SEL) que tiene un profesor que dicta el curso de Algebra Lineal de una universidad

privada de Lima.

Antes de la aplicacion del instrumento, previamente el investigador se reunié con el
grupo de profesores que dictan el curso de Algebra Lineal para estudiantes de
ingenieria de una universidad privada de Lima. En esta reunion se les expuso el
propdsito de las actividades planteadas y la importancia de nuestra investigacion
que permitira tener informacién de los conocimientos especializados que tienen los
profesores de un curso de Algebra Lineal sobre los SEL. También, se les informé
que sus respuestas en las actividades realizadas seran tratados en forma
confidencial y solo seran utilizadas con fines de investigacion. Del grupo de
profesores presentes en la reunién, cinco de ellos aceptaron en forma voluntaria y
con buena disposicion para ser participes de nuestra investigacion.

La recoleccion de datos se realiza por medio de la aplicacién del instrumento y de

una entrevista semiestructurada, el cual fue supervisado por el profesor investigador.
Participantes

Para el analisis de las respuestas a las actividades, se consideraron solo dos de los
cinco profesores a los cuales se aplicé el instrumento de investigacion. La eleccidn
de los dos profesores es debida a que ellos completaron todos los items de las
actividades propuestas y de la informacion obtenida de su formacion académica,
ambos profesores tienen conocimiento de la didactica de la Matematicas ya que son
egresados de una maestria en ensefanza de las matematicas, y también por su

experiencia docente en el dictado del curso de Algebra Lineal a nivel universitario.

Para mantener el anonimato de los dos profesores participantes de nuestra
investigacion, se les asigna los seuddénimos: el Profesor A y el Profesor B. De

acuerdo a la informaciéon recabada mediante un cuestionario con respecto a su
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formacion académica y experiencia docente, mencionamos algunas caracteristicas

de los profesores Ay B.

El Profesor A tiene una formacién de pregrado en Educacién en la especialidad de
Matematicas y es Magister en Matematica y también tiene los estudios concluidos de
una maestria en ensefianza de las matematicas. Tiene 17 afios de experiencia como
docente en cursos relacionados con matematicas en instituciones de nivel
universitario y se ha desempenado durante los ultimos 10 semestres lectivos como
docente en el curso de Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria de una

universidad privada de Lima.

Profesor B tiene una formacion de pregrado en Ingenieria Industrial y ademas es
Magister con mencion en Ensefianza de las Matematicas. Tiene 18 afos como
docente en asignaturas relacionadas con matematicas en instituciones de nivel
universitario y se ha desempenado durante los ultimos 10 semestres lectivos como
docente del curso de Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria de una

universidad privada de Lima.

Institucion educativa

La institucién en donde se realiza la investigacion es una universidad privada de
Lima con 58 afos de fundada y cuya actividad econdmica se realiza sin fines de
lucro. Cuenta en la actualidad con aproximadamente con 15.000 alumnos
distribuidos entre su Programa de Estudios  Generales, sus doce

carreras pertenecientes a cinco facultades y su Escuela de Posgrado.

Los estudiantes de la universidad inician sus estudios en el Programa de Estudios
Generales, el cual tiene una duracion de dos semestres académicos. El curso de
Algebra Lineal se ubica en el segundo nivel (segundo Semestre) y es para

estudiantes que siguen las carreras de ingenieria.

Anélisis de los datos
El andlisis de los datos es realizado mediante las herramientas tedricas del EOS,
como el andlisis didactico de los procesos de estudio (el primer y segundo nivel del
analisis didactico) y del Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) que
consta de seis facetas que forman parte del conocimiento especializado del profesor

de matematicas. Mediante el andlisis de los datos, se busca obtener informacién de

42



los conocimientos comun, ampliado y especializado que tienen los profesores de

una universidad privada de Lima con respecto a los sistemas de ecuaciones lineales.

Las herramientas tedricas del EOS nos permiten describir actividad matematica
realizada por el profesor al resolver los ejercicios y problemas de la actividad 2,
como “los objetos matematicos primarios (elementos linguisticos, conceptos/
definiciones, proposiciones/propiedades, procedimientos y argumentos) y los
procesos de significativos que intervienen en las practicas realizadas en la
resolucién de las tareas” (Godino, Batanero y Font, 2007, p. 9). Para este analisis se
ha realizado las configuraciones epistémicas de los items de la actividad 2 (ver
anexo 1) que son los conocimientos esperados que tiene el profesor y de las
configuraciones cognitivas (andlisis de las de las respuestas de los profesores, que

son los conocimientos que efectivamente poseen).

La aplicacion del instrumento de investigacion tiene por objetivo la de identificar el
conocimiento comun del contenido, el conocimiento ampliado del contenido y
algunos aspectos del conocimiento especializado (en sus cuatro subcategorias)
relacionados principalmente a la faceta epistémica del CDM de dos profesores que
dictan el tema de sistemas de ecuaciones lineales (SEL) en un curso de Algebra

Lineal para estudiantes de ingenieria en una universidad privada de Lima.

Segun Pino-Fan, Godino y Font (2013) el conocimiento comun del contenido son los
conocimientos matematicos, el cual no es necesario que se oriente a la ensefanza,
que el profesor pone en juego para resolver situaciones problematicas de un tema
especifico de las matematicas, en nuestro caso, los sistemas de ecuaciones lineales.
Es el conocimiento que comparte el profesor con los estudiantes del nivel educativo
en donde se desempefa o con otros profesionales que usan ese conocimiento en

cualquier ambito profesional o cientifico.

Con respecto al conocimiento comun del contenido sobre los SEL, para resolver los

problemas propuestos, el profesor debe tener conocimiento de:

e La matriz de coeficientes y la matriz aumentada de un SEL.
e Rango de una matriz escalonada.
o Los sistemas de ecuaciones equivalentes.

e EIl método de Gauss-Jordan para la resolucién de un SEL.

43



Las operaciones elementales (O.E.) filas de una matriz para obtener su forma
escalonada.

La solucién de un SEL (consistente determinado, consistente indeterminado e
inconsistente).

La solucion de un SEL homogéneo.

La representacion algebraica del conjunto solucion de un SEL.

La resolucién de un SEL de tres ecuaciones lineales con dos incognitas
mediante procedimientos algebraicos (igualacion, eliminacién o sustitucion).
La resolucion de un SEL de tres ecuaciones lineales con tres incognitas
mediante procedimientos algebraicos (igualacion, eliminacién o sustitucion).
La resolucion de un SEL de tres ecuaciones lineales con tres incognitas
mediante procedimientos matriciales (método de Gauss-Jordan).

La resoluciéon de un SEL con uno o dos parametros mediante el método de
Gauss-Jordan.

El planteamiento algebraico de un SEL a partir de un problema

contextualizado.

Por otra parte, con respecto al conocimiento ampliado, Pino-Fan, Godino y Font

(2013) mencionan que el profesor ademas de saber resolver las situaciones

problematicas sobre un determinado tema (los sistemas de ecuaciones lineales) en

un cierto nivel en el cual imparte clases, debe poseer conocimientos mas avanzados

de este tema, de manera que los contenidos matematicos que imparte se relacionen

con temas mas avanzados del curriculo.

Acorde con el conocimiento ampliado del contenido sobre los SEL, el profesor debe

tener conocimiento de:

Los contenidos de las diferentes areas de las matematicas (intra-matematico)
en donde se utiliza los SEL, tales como: espacios generados, programacion
lineal, dependencia e independencia lineal, ajuste de curvas mediante
funciones polindbmicas.

Los contenidos en otras areas diferentes a las de matematicas (extra-
matematico), como en las ingenierias, en donde es utilizado los SEL, tales
como: sistemas de transporte, circuitos eléctricos, reacciones quimicas,

nutricién, analisis de estructuras.
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e Otros métodos diferentes al de Gauss-Jordan para resolver un SEL.

e La interpretacion de la solucion algebraica de un SEL a un contexto
geomeétrico.

e La interpretacion de la solucién de un SEL a partir del rango de la forma
escalonada de la matriz ampliada del SEL.

e La interpretacién de la solucion de un SEL a partir de contextos geométricos

de un SEL equivalente.

En relacién al conocimiento especializado, Godino, Giacomone, Batanero y Font
(2017) proponen en el Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) seis
facetas (epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional, mediacional y ecoldégica) que

forman parte del conocimiento especializado del profesor.

En nuestra investigaciéon no se realiz6 la observacion de las clases de los dos
profesores que forman parte de nuestro andlisis, ya que no aceptaron ser grabados
en una clase con sus estudiantes. Por lo cual, en nuestro analisis, nos situaremos
principalmente en la faceta epistémica y en algunos aspectos parciales de las otras

facetas (cognitiva, interaccional, mediacional y ecoldgica).

En la investigacion de Pino-Fan, Godino y Font (2013) mencionan que el
conocimiento especializado es el conocimiento que el profesor debe saber, que lo
diferencie de otras personas que saben matematicas pero que no son profesores. El
conocimiento especializado incluye las cuatro subcategorias: el conocimiento del
contenido especializado (CEsp), el conocimiento del contenido en relacién con los
estudiantes (CREst), el conocimiento del contenido en relacion con la ensefianza

(CRENs) y el conocimiento del contenido en relacion con el curriculo (CRCur).

Con respecto al conocimiento especializado sobre los SEL, el profesor debe tener

conocimiento de:

e La introduccién del concepto de conjunto solucion de un SEL en una clase
con sus estudiantes.

e La interpretacion geométrica del conjunto solucion de un SEL en el plano y en
espacio.

e Las representaciones verbales, algebraicas y matriciales en la resolucion de

un problema de contexto que involucra a los SEL.
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e La interpretacion de las soluciones de un problema de contexto que
involucran a los SEL.

e La conexion de la solucién algebraica de un SEL con el objeto matematico
que lo representa en el espacio.

e Las representaciones verbales para adicionar informacion a un problema de
contexto.

e Los errores y dificutades que tienen los alumnos al aplicar el método de
Gauss-Jordan (operaciones elementales) para la resolucion de un SEL.

e Las estrategias didacticas-matematicas al iniciar una clase sobre los SEL con
sus estudiantes.

e La utilizacion de los recursos tecnolégicos en la ensefanza y aprendizaje de
los estudiantes sobre los SEL.

¢ EIl concepto del conjunto solucién de un SEL y como los conecta con el objeto
geométrico en el plano.

o El transito de la representacién algebraica a la geométrica y viceversa del
conjunto solucién de un SEL.

e Las caracteristicas del contenido y dificultades de los ejercicios y problemas
propuestos sobre los SEL del libro texto del curso utilizado en la ensefianza y
aprendizaje de los alumnos.

e Los aspectos historicos de los SEL y la importancia que tiene la historia de las

matematicas en la ensefianza-aprendizaje.

Entrevista a los profesores
Las entrevistas semiestructuradas fueron realizadas después de la aplicacién a los
profesores del instrumento de investigacion. Con las preguntas de la entrevista se
pretende recabar informacion adicional de las observaciones realizadas al analisis
de las actividades, de manera que nos permitiera aclarar algunas dudas halladas en
las respuestas, profundizar y comprender mejor la practica realizada por los
profesores y a su vez, validar algunas de las interpretaciones realizadas por el

investigador en el analisis de las respuestas.
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CAPITULO lll: ASPECTOS MATEMATICOS Y DIDACTICOS DEL OBJETO DE
ESTUDIO

En el presente capitulo se presentan los aspectos matematicos y didacticos de
nuestro objeto de estudio, los sistemas de ecuaciones lineales (SEL). Iniciamos con
una sintesis del desarrollo histérico de nuestro objeto matematico de estudio y como
ha sido su desarrollo a lo largo de la historia. También, entre algunos aspectos
matematicos, definimos un SEL y su conjunto solucion, la representacion matricial de

un SEL, matriz ampliada y el método de Gauss-Jordan para la resolucién de un SEL.

3.1 Aspectos histéricos de los sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccidn realizamos una sintesis del desarrollo a lo largo de la historia de
nuestro objeto matematico de estudio, los sistemas de ecuaciones lineales (SEL).
Tratamos de describir la génesis historica de los SEL y de sus procesos de
resolucién. Los aspectos histéricos de nuestro objeto matematico de estudio tienen
como referencia las investigaciones realizadas por Andrews-Larson (2015), Dorier
(2000) y el texto de la historia de la matematica de Boyer (2016).

La investigacion de Andrews-Larson (2015) menciona los contextos histéricos que
dieron lugar a los sistemas de ecuaciones lineales y a sus soluciones. Ademas, los
organiza alrededor de un conjunto de ejemplos de la historia de la matematica, ya
que menciona importantes desarrollos conceptuales del algebra lineal a partir de los
sistemas de ecuaciones lineales y su conjunto solucion. También, la autora
menciona que a pesar de las diferencias que tienen los historiadores de las
matematicas sobre la contribuciéon del algebra lineal, hay consenso en que su
historia se puede ver desde dos puntos de vista; el primero, con respecto al
desarrollo con un enfoque coherente de los sistemas de ecuaciones y sus
soluciones, y el segundo mediante la forma axiomatica de las relaciones y

operaciones de vectores.

Con respecto al contexto histérico en la resolucion de los SEL, la autora manifiesta

que le caus6 asombro encontrar tres aspectos historicos trascendentales del algebra

lineal con respecto al método de la eliminacion de Gauss. La primera fue que la idea

de la eliminacion gaussiana precedio a Gauss en mas de 2000 afios, hay evidencia

que los chinos usaban un procedimiento equivalente hacia 200 a.C. La segunda, es

que Gauss desarrolld el algoritmo conocido como la eliminacion Gaussiana sin el
47



uso de la notaciéon matricial. La tercera fue que Gauss desarrollé su método para
encontrar la mejor aproximacion a la solucion de un sistema de ecuaciones lineales

inconsistente, en donde la cantidad de ecuaciones era el doble que las incégnitas.

Por otro lado, Boyer (2016) menciona que los sistemas de ecuaciones lineales
fueron resueltos por los babilonios hacia 2000 a.C. y que ellos lograron resolver
problemas que involucraban en su resolucion ecuaciones lineales, cuadraticas,
cubicas y los sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, para lo cual usaban para
las incognitas, palabras como longitud, anchura, area, o volumen, sin que ellas
tengan alguna relacion con problemas de medida. Un ejemplo sobre la resolucion de
un sistema de ecuaciones tomado de una tablilla babilonica se plantea en los
siguientes términos: 1/4 anchura + longitud = 7 manos, y longitud + anchura = 10
manos. La resolucion se halla reemplazando inicialmente cada mano por cinco
dedos y observando que una anchura de 20 dedos y una longitud de 30 dedos
satisfacen las dos ecuaciones. Para la comprobacion utilizaban un método parecido
al método algebraico de eliminacion y cuya notacion actual, seria: y + 4x = 28,

y +x =10, cuya solucién es x = 6 manos o 30 dedos e y = 4 manos 0 20 dedos.

También, el autor manifiesta que en China hacia 200 a.C., los matematicos chinos
resolvieron los SEL, la evidencia del uso de la eliminacion gaussiana se halla en el
texto escrito por Lui Hui realizado durante el reinado del Emperador Chin Shih
Huang, descrito en el capitulo octavo del texto ‘Los nueves capitulos sobre el arte de
la matematica’ que contiene 18 problemas sobre sistemas de ecuaciones lineales.
Ademas, el autor muestra el planteamiento y la resolucion de un problema del

Capitulo VIII del mismo texto, el cual se presenta mediante el siguiente SEL.:

3x+2y+z = 39
2x+ 3y +z 34.
x+2y+3z = 26

Segun Boyer (2016), los chinos representaban el SEL anterior, mediante la tabla:

1 2 3
2 3 2
31 1
26 34 39

(Boyer, 2016, p. 259)
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En la tabla mostrada, la primera fila de numeros son los coeficientes de la variable x,
la segunda fila, los coeficientes de la variable y, la tercera fila los coeficientes de la
variable z y la cuarta fila son los términos independientes.

Realizando operaciones columnas, se reduce a la siguiente tabla:

0 0 3

0 5 2
36 1 1
99 34 39

(Boyer, 2016, p. 260)
La segunda tabla representa el sistema de ecuaciones equivalente:
362=99,5y+z=34y3x+2y+z=39.

Para Andrews-Larson (2015) el progreso en el desarrollo de la teoria de los SEL y
sus soluciones, se inicia cuando aparece la idea de determinantes en Japén en el
afo 1683 con el matematico japonés Seki Kova. En Europa, en el afio 1750 el
Matematico Suizo Gabriel Cramer desarrolldé un método para resolver un SEL
mediante determinantes. Al mismo tiempo, el matematico Suizo Leonhard Euler,
cuestiona que un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas tenga una unica
solucidn, para ello usa como contraejemplo el SEL siguiente:
{Bx -2y =5
4y = 6x— 10

Conocido como la paradoja de Cramer. Euler solo usd reglas practicas de
eliminacién y sustitucion para la resolucion de un SEL, pero en ella muestra una
aproximacién descriptiva y cualitativa de su estudio, ya que aparece la idea de la
dependencia de las ecuaciones lineales, dando un primer paso para el concepto de
linealmente dependiente, que es un concepto mas general y valido para un gran

numero objetos matematicos.

Ademas, Andrews-Larson (2015) menciona que en el ano 1811 Gauss desarrollo el
método de eliminacion gaussiana en el contexto de astronomia para determinar la
orbita eliptica de un asteroide llamado Pallas. Para ello, utiliza el método de minimos
cuadrados para hallar la mejor solucion aproximada de un sistema de 12 ecuaciones
con 6 incognitas, en la cual realiza un bosquejo del método de eliminacion gaussiana

sin el uso de matrices. Gauss explicd detalladamente la relacion entre la eliminacion
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y la naturaleza de la solucién de un sistema de ecuaciones lineales: solucion unica,
infinitas soluciones y no tiene solucion, en el afio 1809 en Theoria Motus (Theory on
the Motion of Heavenly Bodies moving in Conic Sections). El término matriz fue
inventado en 1850 por el Matematico Ingles Joseph Sylvester, cuando trabajaba
sobre los determinantes, y que después en 1857 junto con su amigo y colega Arthur
Cayley lo publican en Treatise on the Theory of Matrices, en ella se introduce las

matrices a un SEL.

Asimismo, Dorier (2000) menciona que Frobenius fue uno de los primeros en
introducir la definicion de dependencia e independencia lineal para un SEL. En 1886,
Alfredo Capelli y Giovanni Garbieri, en su curso de analisis algebraico, demuestran
que un sistema de rango k es equivalente a un sistema triangular con exactamente k
términos no nulos en su diagonal, con lo cual demuestra que un sistema de rango k
es equivalente a un sistema triangular con exactamente k términos no nulos en su
diagonal. Este resultado tiene gran importancia en la busqueda de métodos efectivos
para la resolucion de un SEL. También, sugiere que en un primer curso de algebra
lineal, por su relacion con ideas y conceptos basicos y fundamentales, se debe
iniciar con el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales tanto por su aplicacion

como.

3.2 Aspectos matematicos de los sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccion se expone de forma sistematizada los aspectos tedricos de los
sistemas de ecuaciones lineales (SEL), como las definiciones de ecuacién lineal,
sistemas de ecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones equivalentes, resolucién
de un SEL mediante métodos algebraicos (lgualacién, reducciéon y eliminacién),
conjunto solucion de un SEL, clasificacién de los SEL segun su solucion, matrices,
operaciones elementales filas sobre una matriz, matrices equivalentes, matrices
escalonadas, rango de una matriz, representacion matricial de un SEL, matriz

ampliada, método de Gauss-Jordan para la resolucion de un SEL.

Tomamos como referencia para la descripcion de los aspectos tedricos de los
sistemas de ecuaciones lineales los textos de algebra lineal, como: Anton (2008),
Lay (2013), Hoyos, Mitacc y Gomez (2017), Lipschutz (1992) y Hernandez, Vasquez
y Zurro (2012).

50



3.2.1 Ecuacion lineal

Una ecuacion lineal en las variables x,, x,,---, x,, se define como una ecuacion de
la forma a,;x, +a,x, +--+ a,x,, = b, donde b y los coeficientes a,, a,,-:-, a,, son
numeros reales. Las variables en una ecuacion también se denominan como
incognitas.

Una solucion de la ecuacion lineal a;x; +a,x, + - +a,x,, = b es un conjunto de n
numeros s;, s,,**, S,, de manera que la ecuacion lineal se cumple cuando se
sustituye x, = s;, x, =5,,*, X, = S,.

El conjunto de todas las soluciones de la ecuacion se denominan conjunto solucion,

solucién general o solucion de la ecuacion.
3.2.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Sean m>1 y n >1 ndmero naturales. Un sistema de m ecuaciones lineales con n

incognitas x,, x,,++, x,, es de la forma:
(A%;  + apx, + -+ apx, = b
lamlx1 + a,px, + -+ aXx, = b,

Donde a;;, b; (1<i<m y 1<j<n) son numeros reales. Los nimeros a;; se

j’
denominan los coeficientes del sistema y a los b; son los términos independientes

del SEL.

3.2.3 Solucion de un sistema de ecuaciones lineales
Una solucion del SEL es un conjunto de valores de las incognitas, digamos x; = s,
Xy =S,,"*, X, =S, 0 una n-upla u = (s;;s,; ...; s,,) de constantes que es solucion
de cada una de las ecuaciones del SEL. Al conjunto de todas las soluciones del

SEL se le denomina conjunto solucion o la solucidon general del SEL.

Se dice que un SEL es inconsistente (o incompatible) si no tiene solucion; es
consistente (0 compatible) determinado si tiene una uUnica solucién y consistente (o

compatible) indeterminado si tiene infinitas soluciones.
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3.2.4 Sistemas de ecuaciones lineales equivalentes

Se dice que dos SEL con las mismas incégnitas son equivalentes, si tienen el mismo
conjunto solucion. Es decir, cada solucion del primer SEL es solucion del segundo

SEL, y cada solucion del segundo SEL es solucion del primer SEL.

Una forma de producir un SEL, que sea equivalente a uno dado, es efectuar un
numero finito de operaciones, llamadas operaciones elementales a las ecuaciones

lineales L, L,, ...,L,, de un SEL. Las operaciones elementales pueden ser:

e Intercambiar las ecuaciones i-€simay j-ésima: L; & L;

e Multiplicar a la ecuacion i-ésima por un escalar no nulo k: k L;

e Sumar ala ecuacion i-ésima k veces la ecuacion j-ésima: L; + k L;

Los métodos de resolucion de un SEL en forma algebraica pueden ser:

e |gualacién. Es una técnica comun para resolver un SEL de solos dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas y consiste en despejar la misma
incoégnita en ambas ecuaciones e igualar las expresiones resultantes. Se
resuelve la ecuacion resultante y el valor obtenido se reemplaza en una de
ecuacion del SEL inicial.

e Sustitucién. Consiste en despejar una incégnita de una de las ecuaciones y
se sustituye su valor en las otras ecuaciones del SEL. Se resuelve la ecuaciéon
resultante y el valor obtenido se reemplaza en las otras ecuaciones del SEL
inicial.

e Reduccion. Consiste en buscar un sistema equivalente en donde los
coeficientes de una de las incognitas sean iguales, luego se restan las dos
ecuaciones resultantes, con lo cual se elimina una incognita. Se resuelve la
ecuacion resultante y el valor hallado se reemplaza en una de las ecuaciones
del SEL inicial.

3.2.5 Representacion matricial de los sistemas de ecuaciones lineales

El sistema de ecuaciones lineales (S) se puede representar matricialmente de la

A1 Qg 0 Qqp
_ _ |91 Gz 0 Qyp , .
forma AX =B, donde A= - es la matriz de coeficientes,
Am1 Amz " Amal o
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X1
] es la matriz de incégnitas y B =
X

b,

X = : ] es la matriz de términos

b

ninx1 m-mx1

independientes.
La matriz aumentada del SEL se denota por A, = [A : B].

Se dice que el SEL es homogéneo si la matriz columna B es una matriz nula, y se
dice que es no-homogéneo si la matriz columna B tiene al menos un elemento

diferente de cero.

Una estrategia para la resolucion de un SEL es obtener un nuevo SEL que tenga el
mismo conjunto solucién, pero que sea mas facil de resolver. Para ello,
mencionaremos algunas definiciones y propiedades de matrices que seran de gran

utilidad en el trabajo que realizaremos con nuestro objeto de estudio.

Sea A una matriz. Se llama elemento pivote de una fila (o columna) de A al primer

elemento no nula de dicha fila (0 columna), si tiene alguno.

La matriz A se llama escalonada, o se dice que esta en forma escalonada por filas,

si cumple las siguientes condiciones:

1) Todas las filas nulas, si las hay, estan en la parte inferior de la matriz.
2) En cada fila no nula, el elemento pivote estd a la derecha del de la fila
superior.

3) Enuna columna todos los elementos debajo del elemento pivote son ceros.

Las siguientes matrices tienen la forma escalonada:

L3 1.0 31211}—21

A=10 2 -1 3| B=
00 o 4 000 2 4
0000 O

Una matriz que esta en forma escalonada, se dice que esta en forma escalonada
reducida (o forma escalonada reducida por filas) si satisface las siguientes

condiciones adicionales:

4) El elemento pivote de cada fila no nula es uno.
5) Los elementos que aparecen en la misma columna que el elemento pivote de

una fila son todos ceros.

Las siguientes matrices tiene la forma escalonada reducida:
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Lo 10 013 0 3

C=|0 1 -1 4| D=
00 0 0 0 0 01 4
0 0 0 0 O

Llamaremos operaciones elementales (o transformaciones elementales) por filas a

una matriz, a las siguientes operaciones:

 Intercambiar las filas i-€sima y j-ésima: f; & f;

e Multiplicar a la fila i-ésima por un escalar no nulo k: k f;

e Sumar ala fila i-€sima k veces la fila j-ésima: f; + k f;

Se dice que una matriz A es equivalente por filas a otra matriz B, si la matriz B
puede obtenerse a partir de la matriz A mediante un nimero finito de operaciones

elementales filas.

Para cada matriz A se puede obtener una matriz equivalente E en la forma
escalonada (o escalonada reducida) mediante un numero finito de operaciones

elementales filas.

Se define el rango de una matriz A, la cual se denota por r(4), como el numero de

filas no nulas de su forma escalonada por filas E.

3.2.6 Resolucidon de los sistemas de ecuaciones lineales

Dos SEL seran equivalentes, es decir tienen el mismo conjunto solucién, si sus

respectivas matrices ampliadas son equivalentes.

Para la resolucién de un SEL usaremos el método de Gauss-Jordan. El método
empieza representando el SEL (S) en forma matricial por medio de la matriz
aumentada A, = [A: B] y que mediante operaciones elementales filas se obtiene la

matriz E, = [A’ : B'] que tiene la forma escalonada(o escalonada reducida) por filas.

El método de Gauss-Jordan se puede justificar con los siguientes resultados

tedricos.

Teorema 1. (Hernandez, Vasquez y Zurro, 2012, p. 19) Dado un sistema de m
ecuaciones lineales con n incognitas, con matriz de coeficientes A y matriz ampliada

A, = [A: B], se tienen los siguientes resultados:

i) El sistema es compatible determinado siy solo si r(4) = r(4,) = n.

i) El sistema es compatible indeterminado si y solo si r(4) = r(4,) <n.
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iii) El sistema es incompatible siy solo si r(4) < r(4,).

Realizaremos un estudio de la estructura de las soluciones de un SEL. Iniciaremos
con el SEL homogéneo AX = 0, el cual tiene como solucion trivial X = O y por lo
tanto es compatible. Veamos que si el SEL homogéneo es compatible indeterminado

entonces tiene infinitas soluciones.

Proposicion 1. (Hernandez, Vasquez y Zurro, 2012, p. 20)

i) Si U= (uy; uy...;u,) s una solucién del sistema homogéneo AX = O,
entonces ciu es también solucion para todo nimero real c.
i) Si u=(u;ug;.esu,)y v=(y; v, ..;v,) son soluciones del sistema

homogéneo AX = 0, entonces i + ¥ es también solucién.
Proposicion 2. (Hernandez, Vasquez y Zurro, 2012, p. 20)

Si el sistema homogéneo AX = O es indeterminado, entonces existen k vectores
U,,U,, ..., U linealmente independientes de manera que todas las soluciones del
sistema son de la forma c,u, + c,u,+ -+ + ¢, U, donde los ¢; son nimeros reales.

Ademas, k = n —r(A).

La estructura de las soluciones del sistema no homogéneo AX = B se deduce a

partir de la estructura de las soluciones de su sistema homogéneo asociado AX = 0.
Proposicion 3. (Hernandez, Vasquez y Zurro, 2012, p. 24)

Si ¥ es una solucion de AX = B, entonces todas sus soluciones son de la forma

U + v, donde u es soluciéon de su sistema homogéneo asociado AX = 0.

-

Teorema 2. (Hernandez, Vasquez y Zurro, 2012, p. 24) Si v es una solucién del
sistema no homogéneo AX =B, entonces existen k vectores U, U,,..., U
linealmente independientes de manera que todas las soluciones del sistema AX = B
son de la forma ¥+ c,u, + ¢, + -+ ¢, U, donde los c,,c,,...,c, Son nimeros
reales, 1i,,u,,..,u, son soluciones del sistema homogéneo asociado AX =0 y
k =n—1r(4).

A la expresion v +c u, +c,u, + -+ ¢ U, se le denomina solucién general del

sistema AX = B y a ¥ se le denomina una solucion particular del sistema.
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La resolucion del SEL AX = B también puede realizarse utilizando otros conceptos

del algebra lineal, como combinacion lineal, matriz inversa y determinantes.

Veamos la siguiente definicidon: si la matriz de coeficientes del SEL AX =B es de
orden m xn con columnas A4, ..,4, y si X€R", entonces AX es una

combinacion lineal de las columnas de la matriz A utiizando como pesos las
X1
entradas correspondientes en X; es decir, AX =[4, 4,...4,] 5]=x1A1+x2A2 +
X

n

-+ x,4, (Lay, 2013, P.39).
Teorema 3. (Lay, 2013, p. 40) Si A es una matriz de orden m X n, con columnas
A A, ..., A, ysi BeR™, el sistema AX = B tiene el mismo conjunto solucion que la

ecuacion vectorial x4, + x,4,+ -+ x,A, =B, la cual, a la vez tiene el mismo

conjunto solucién que el SEL cuya matriz aumentada es [4, 4, ... 4, : B].

EL teorema anterior nos permite expresar un SEL en tres formas diferentes, pero
equivalentes: como una ecuacion matricial, como una ecuacidn vectorial o como un

sistema de ecuaciones lineales.

El SEL AX = B tiene una solucion si y solo si B es una combinacion lineal de las

columnas de A.

Teorema 4. (Lay, 2013, p. 41) Si A es una matriz de orden m X n, entonces los
siguientes enunciados son légicamente equivalentes. Es decir, para una matriz A en

particular, todos los enunciados son verdaderos o todos son falsos.

a) Paracada B € R™, el sistema AX = B tiene una solucién.
b) Cada B € R™ es una combinacién de las columnas de A.
c) Las columnas de A generan R™.

d) Atiene una posicion de elemento pivote en cada fila.

Otros resultados sobre la solucion de un SEL se obtiene cuando la matriz de
coeficientes A del sistema AX = B es de orden n xn, es decir es una matriz

cuadrada y cuyo orden coincide con el numero de variables del SEL.

Teorema 5. (Anton, 2008, p. 80) Si A es una matriz de orden n X n, entonces las

siguientes proposiciones son equivalentes.
a) A es una matriz invertible.
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b) AX = B tiene como unica solucion la trivial.
c) Laforma escalonada reducida de A es I,, (matriz identidad de orden n).
d) AX = B es consistente para toda matriz B de ordenn x 1.

e) AX = B tiene exactamente una solucion para toda matriz B de orden n X 1.

También, se puede hacer uso de la regla de Cramer, la cual da una solucion del SEL
cuando el sistema es consistente, es decir tiene solucién. El método usa el

determinante de una matriz.

Teorema 6. (Anton, 2008, p. 80) Si AX =B es un sistema de necuaciones y n

incognitas tal que det(A4) # 0, entonces la solucion del SEL es unica y esta dada por

det(4;) . . . o
xi=%t((£,l=1,2,...,n, donde A; es la matriz que se obtiene al sustituir los

elementos de la j-columna de la matriz A por los elementos de la matriz B.
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CAPITULO IV: ANALISIS DE LAS RESPUESTAS

En el presente capitulo se presentan y analizan las respuestas a los items obtenidos
de la aplicacion del instrumento que contiene diferentes items relacionados con los
sistemas de ecuaciones lineales (SEL). Como mencionamos en el capitulo anterior,
este instrumento consta de dos cuestionarios referidos a los SEL llamados: Actividad
1y Actividad 2.

En nuestra investigacion realizamos el analisis de dos profesores de una universidad

privada de Lima y a quienes hemos llamado el Profesor y el Profesor B.

Las respuestas de los profesores A y B a los items de las actividades 1y 2 serviran
para realizar un andlisis de los conocimientos didactico-matematicos puestos en
juego por el profesor de un curso de Algebra Lineal con respecto a los SEL mediante

el modelo de conocimiento didactico-matematico (CDM) propuesto en el EOS.
4.1 Respuestas a la actividad 1y andlisis

A continuacion, presentamos las respuestas y sus respectivos analisis a los items de
la actividad 1 (ver anexo 2) dados por los profesores A y B, segun las categorias del

conocimiento didactico-matematico implementado por el CDM.
Respuestay andlisis al item 1

El profesor A declara tener conocimiento de los todos los contextos intra-
matematicos (ver tabla 4.1) que se mencionan en este item con respecto a los SEL,;
es decir, de los contenidos de algunas de las diferentes areas de las matematicas en
donde se hace uso los SEL, tales como: espacios generados, programacién lineal,
dependencia e independencia lineal, ajuste de curvas mediante funciones
polinbmicas y analisis numérico de ecuaciones diferenciales parciales por diferencias
finitas. En la entrevista, el profesor A menciona que los contextos intra-matematicos

los aprendi6é cuando era jefe de practica en una universidad estatal de Lima

Por otra parte, el profesor B declara conocer un solo contexto intra-matematico, el de
programacion lineal, de las alternativas propuestas en éste item. En la entrevista, el
profesor B menciona que no tiene mucha referencia de las otras alternativas
propuestas en el item, pero que en la independencia y dependencia lineal se

requiere el uso de SEL.
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Tabla 4.1 Respuestas de los profesores Ay B al item 1

Pregunta 1
iEn qué temas del area de las matematicas se utilizan los sistemas de
ecuaciones lineales?

Profesor A

Profesor B
Espacios generados

Programacion lineal
Dependencia e independencia lineal

Ajuste de curvas mediante funciones polinémicas

DL—JDE\D

Analisis numérico de ecuaciones diferenciales parciales por diferencias finitas

Respuestay analisis al item 2

El profesor A manifiesta tener conocimiento de los todos los contextos extra-
matematicos (ver tabla 4.2) que se mencionan en este item con respecto a los SEL;
es decir, de los contenidos de algunas de las diferentes areas tales como: sistemas
de transporte, circuitos eléctricos, reacciones quimicas, nutricion y analisis de
estructuras. En la entrevista el profesor A menciona que los problemas los ha visto

en los ejemplos y en los ejercicios de los textos de nivel superior.

Por otra parte, el profesor B declara conocer un contexto extra-matematico de las
alternativas mencionadas en el item 2, que es el de sistemas de transporte. En la
entrevista el Profesor B menciona que lo aprendié en un curso en la universidad,

pero que las otras no los asocia.

Tabla 4.2 Respuestas de los profesores Ay B al item 2

Pregunta 2
Determine los problemas de contexto en donde se aplican los sistemas de

ecuaciones lineales.

Profesor A |  Profesor B
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Respuestay analisis al item 3

El profesor A sefiala que inicia una clase sobre los SEL con un ejemplo practico o
con un problema de contexto (ver tabla 4.3), lo cual posibilitaria al alumno conocer
las aplicaciones y la importancia de los SEL en su formacion profesional. En la
entrevista, el profesor A menciona la importancia de iniciar una clase sobre los SEL
con un problema de contexto de manera que se mejore el aprendizaje de los

estudiantes y no solo se conozca la parte abstracta de los SEL.

A su vez, el profesor B manifiesta iniciar una clase sobre los SEL representandolo
algebraica y graficamente mediante un software de geometria dinamica (Geogebra)
el cual es un recurso tecnoldgico para la ensefianza. En la entrevista, el profesor A
manifiesta que usa los temas de rectas y planos para indicar a sus alumnos que al

resolver un SEL se esta hallando una relacién con dichos objetos.

Tabla 4.3 Respuestas de los profesores Ay B al item 3

Pregunta 3
¢Con qué actividad inicia una clase que impare sobre los sistemas de
ecuaciones lineales?
Profesor A

Profesor B
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Respuestay analisis al item 4

El profesor A manifiesta tener conocimiento de los ejercicios o problemas del libro
texto del curso con respecto a los SEL (ver tabla 4.4), indicando que son suficientes
para el aprendizaje de los alumnos y contienen situaciones o contextos extra-
matematicos y ademas menciona a otros textos de algebra lineal que utiliza.
También, expresa la pertinencia de los ejercicios o problemas propuestos del libro
texto del curso con respecto a los SEL; es decir, conoce los materiales didacticos

disefiados para la ensefanza y aprendizaje del curso. En la entrevista el profesor A

Manifiesta que el libro texto del curso tiene muchos ejercicios y problemas de

contexto, pero que faltaba mas ejercicios de aplicacion sobre los SEL.

Mientras tanto, el profesor B declara que los ejercicios o problemas propuestos
sobre los SEL en el libro texto del curso son todos similares (ver tabla 4.4), con lo
cual no hace ninguna distinciéon de los ejercicios y problemas del libro texto del
curso, el cual es un material didactico disefiado para la ensefianza y aprendizaje. Sin
embargo, en la entrevista el profesor B manifiesta que no entendié bien la pregunta,
ya que cuando marca que todas son similares, se referia a las alternativas son
similares al objetivo de la pregunta; es decir, que son suficientes para que el alumno
aprenda, que son suficientes para la evaluacion y que contienen situaciones de
contexto.

Tabla 4.4 Respuestas de los profesores Ay B al item 4

Pregunta 4
Los problemas o gjercicios propuestos sobre los sistemas de ecuaciones lineales

en el libro texto que usted utiliza en su curso, en su opinion:

Profesor A
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Profesor B

Respuestay analisis al item 5

EL profesor A expresa tener conocimiento de las dificultades que tienen los alumnos
al aplicar el método de Gauss-Jordan para la resolucion de los SEL (ver tabla 4.5) ya
que manifiesta que tiene un conjunto de consideraciones previas (reglas) para su
aplicacion, los parametros en un SEL y las aplicaciones a los SEL de orden 3x3. En
la entrevista, el Profesor A manifiesta que el método de Gauss-Jordan lo asocia con
el calculo de la determinante de una matriz, porque hay ciertas operaciones que
pueden modificar el resultado, por ello trata de insistir en la utilizaciéon de tercera

operacion elemental, que es la de sumar a una fila el multiplo de oftra fila.

A su vez, el profesor B expresa que el método de Gauss-Jordan para la resolucion
de los SEL es un algoritmo muy estructurado y en cuyo proceso la posibilidad de
error en los estudiantes es muy alta. En la entrevista, el profesor B menciona que el
método de Gauss-Jordan se tienen que realizar muchas operaciones aritméticas y la
operacion elemental se complica si te encuentras frente a una fraccion, esto hace
que si el estudiante se equivoque en algun numero, dicho error se arrastre en todo el
procedimiento.
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Tabla 4.5 Respuestas de los profesores Ay B al item 5

Pregunta 5

Profesor A

Profesor B

Respuestay andlisis al item 6

El profesor A, a pesar de que declara no utilizar algun recurso tecnolégico (ver tabla
4.6), menciona usar la calculadora en la resolucion de un SEL de orden 3x3, lo cual
si es un recurso tecnolégico para la ensefanza. En la entrevista el profesor A
manifiesta que utiliza la calculadora como recurso tecnolégico para los SEL

cuadradas, para el método de Cramer y para verificar la solucién de un SEL.

Por otra parte, el profesor B manifiesta utilizar algun recurso tecnolégico (ver tabla
4.6). Menciona el uso del software de geometria dinamica (Geogebra), que es un
recurso tecnoldgico, para mostrar la representaciéon de las ecuaciones lineales
(planos en el espacio tridimensional) e interpretar las soluciones (consistentes e

inconsistentes) de los SEL.
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Tabla 4.6 Respuestas de los profesores Ay B al item 6

Pregunta 6

;Usa algan recurso tecnoldgico con sus alumnos para la resolucion de los
sistemas de ecuaciones lineales?

Profesor A

Profesor B

Respuestay andlisis al item 7

El profesor A expresa no tener conocimiento sobre algunos aspectos historicos de
los SEL y de su importancia en la ensefianza de las matematicas (ver tabla 4.7), solo
menciona la forma cédmo se representa matricialmente y lo asocia a las operaciones
elementales que se utiliza para su resolucion. En la entrevista el profesor A, a pesar
que manifiesta no tener cierta informacién histérica del contexto en que aparecio el
método de Gauss, hay una intencion de averiguar histéricamente como se desarrollé

y sistematizé el método Gauss-Jordan.

Asimismo, el profesor B manifiesta no tener conocimiento sobre los aspectos
histéricos de los SEL. No obstante en la entrevista, el profesor B manifiesta que en
los textos deben contener los contextos historicos de los SEL, para asi poder
conocer algunos aspectos epistemologicos sus origenes.
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En consecuencia, ambos profesores no realizan en su practica de ensefianza y

aprendizaje los aspectos historicos de los SEL.

Tabla 4.7 Respuestas de los profesores Ay B al item 7

Pregunta 7

¢ Conoce usted algunos aspectos historicos sobre los sistemas de ecuaciones
lineales?

Profesor A

Profesor B

Respuestay andlisis al item 8

El profesor A, aparte del método de Gauss-Jordan, conoce otros métodos para la
resolucién de los SEL (ver tabla 4.8), como el método (o regla) de Cramer, el uso de
la inversa de la matriz de coeficientes para resolver en forma matricial un SEL vy
también a métodos algebraicos usados en el colegio, pero no menciona a otros

métodos para la resolucién de los SEL con temas mas avanzados del curriculo

Por su parte, el profesor B, aparte del método de Gauss-Jordan, menciona que
utiliza como un algoritmo para la resolucion de un SEL al método de Cramer. No

hace mencion a otros métodos para la resolucion de los SEL.
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Tabla 4.8 Respuestas de los profesores Ay B al item 8

Pregunta 8

¢ Aparte del método de Gauss-Jordan conoce otro(s) método(s) para resolver los
sistemas de ecuaciones lineales de orden n x n ?

Profesor A

Profesor B

Respuestay analisis al item 9

El profesor A conoce los aspectos algebraicos y geométricos del conjunto solucion
de un SEL, ya que en la tabla 4.9, se observa que el conjunto solucién lo puede
distinguir como un subconjunto del plano, del espacio o de R"™ y de alli conectarlo
con un punto, una recta o un plano. Ademas, relaciona el conjunto solucién como las
n-uplas que satisfacen cada una de las ecuaciones de un SEL, pero no responde a
la pregunta de cémo introduce el concepto de conjunto solucion de un SEL en una
clase con sus alumnos de un curso de Algebra Lineal. Se puede apreciar que en la
ensefianza del conjunto solucion de los SEL, en el profesor A predomina la
interaccion de los aspectos algebraicos y geométricos para potenciar el aprendizaje
de sus estudiantes, pero no manifiesta como introduce el concepto de conjunto
solucion y qué recursos tecnologicos utiliza en una clase con sus alumnos. En la
entrevista el profesor A menciona que introduce el conjunto solucién de un SEL en

sus alumnos mediante ejemplos de los objetos que ellos han estudiado
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anteriormente, por ejemplo una recta, un plano. Ademas, que en SEL de 3x3 que

son tres planos, la solucion puede ser otro plano, una recta o un punto.

Por otra parte, el profesor B conoce los aspectos algebraicos y geométricos del
conjunto solucion de un SEL (ver tabla 4.9), para ello hace uso de un recurso
tecnoldgico, un software de geometria dinamica (Geogebra). Detalla mediante tres
etapas como introduce el concepto de conjunto solucién de un SEL, inicia con un
sistema de dos ecuaciones lineales que representan a dos planos que se intersectan
es una recta, luego propone ejemplos sobre los SEL consistente determinado
(solucién unica), consistente indeterminado (infinitas soluciones) e inconsistente (no
tiene solucion). A pesar de hacer uso de un recurso tecnolégico, no lo aprovecha
para distinguir otras formas de representaciéon del conjunto soluciéon, como un punto,
una recta o un plano. Ademas, no conecta el conjunto solucién con las n-uplas que
satisfacen cada una de las ecuaciones del SEL. Se puede apreciar que en la
ensefianza del conjunto solucion de los SEL, en el profesor B predomina la
interaccion de los aspectos algebraicos y geométricos, y el uso de los recursos
tecnolégicos para potenciar el aprendizaje de sus alumnos.

Tabla 4.9 Respuestas de los profesores Ay B al item 9

Pregunta 9

Detalle cémo introduce el concepto de conjunto solucion de un sistema de
ecuaciones lineales en sus clases con alumnos de curso de Algebra Lineal.

Profesor A

67



Profesor B

4.2 Respuestas a la actividad 2y analisis

La actividad 2 es un cuestionario que consta de cinco items entre ejercicios y
problemas relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales (SEL). Esta
actividad tiene por objetivo identificar mediante la resolucion de ejercicios vy
problemas los conocimientos comun, ampliado o especializado que tiene un profesor
de un curso de Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria con respecto a los
SEL. Se presenta a continuacion las respuestas a los items de los profesores AyB y

el analisis correspondiente.

Respuestay anélisis al item 1

En la resolucion de item 1 de la actividad 2, los profesores A y B utilizan los métodos
algebraicos de igualacidon y sustitucion para la resolucién de un sistema de tres
ecuaciones lineales con dos incégnitas. A continuacion, en la tabla 4.10 se muestra
la resolucién realizada por el Profesor A y luego se realiza el andlisis de esta
resolucién de acuerdo al primer y segundo nivel del analisis didactico propuesto por
el EOS.
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Tabla 4.10 Respuesta al item 1 del profesor A

Analisis de la practica matematica del profesor A

Se observa en la respuesta al item 1 (tabla 4.10), la practica matematica
desarrollada por el profesor A comienza con la resolucion del SEL en forma
algebraica y para ello utiliza la primera y tercera ecuacion, obteniendo x =3 e
y = 2. Luego, los valores obtenidos los reemplaza en la segunda ecuacion para
comprobar si x =3, y = 2 verifican la segunda ecuacion del SEL inicial. Con lo cual

concluye que la solucién es unica.

Después, el profesor A explica geométricamente la solucion como la interseccion de
dos rectas en el plano y luego, verifica que la tercera recta pasa por el mismo punto.
Ademas, menciona que el problema equivale a hallar la interseccion de las tres

rectas no paralelas en el plano.

Finalmente, agrega al SEL inicial la ecuacion lineal 2x + 3y =12, la cual por ser
parte de la familia de rectas que pasan por el punto (3;2),el conjunto soluciéon no

varia. La ecuacion lineal que se adiciona al SEL inicial, se obtiene al sumar las dos
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primeras ecuaciones del SEL inicial y por la propiedad de las operaciones

elementales, el conjunto solucién no se modifica.

Analisis de los objetos matematicos: Configuracion cognitiva

En la resolucion del item 1 realizada por el profesor A, es posible identificar algunos
elementos linglisticos (términos, notaciones y expresiones) en sus diversos registros
(verbal y simbdlico), también de las definiciones (o conceptos), procedimientos,

proposiciones (0 propiedades) y argumentos que el profesor utiliza.

Los elementos linguisticos observados son los siguientes: ecuacion, incognitas,
parametro, sistema, solucion, unica solucidn, ecuaciones lineales con dos incognitas,
interseccidon de dos rectas, interseccion de tres rectas, plano, familia de rectas y la

representacion simbdlica del conjunto solucion.

Entre las definiciones (o0 conceptos) que el profesor A utiliza en la resolucion del tem
1, se tienen las siguientes: ecuacidn lineal, conjunto solucion de un SEL, familia de

rectas que pasan por un punto y operaciones elementales.
Con respecto a los procedimientos se destacan los siguientes:

e La resolucion algebraica del SEL, para lo cual usa la primera y tercera
ecuacion y obtiene que x =3 e y = 2. Luego, los valores obtenidos se
reemplazan en la segunda ecuacién para comprobar si dichos verifican la
ecuacion.

e Se adiciona al SEL la ecuacién 2x + 3y = 12 , el cual se obtiene al sumar las

dos primeras ecuaciones del SEL inicial.

Con respecto a las propiedades, se destacan las siguientes: igualdad de ecuaciones,
ecuaciones equivalentes, igualdad de una ecuacién al sustituir una variable por su
valor, conjunto solucion de SEL equivalentes y las operaciones elementales no

modifican el conjunto solucién.
Entre los argumentos podemos identificar los siguientes:

1) EIl punto (3;2) es solucion del SEL, porque verifica todas las ecuaciones del
SEL y por el concepto de conjunto solucion, el punto (3;2) es solucién del
SEL.
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2) El SEL inicial y el obtenido al agregar la ecuacion lineal 2x + 3y = 12 al SEL
inicial son SEL equivalentes; es decir, tienen la misma solucion, ya que las
operaciones elementales no modifican el conjunto solucion y la nueva
ecuacion agregada al SEL inicial se obtiene mediante la suma de las dos
primeras ecuaciones del SEL inicial, luego tienen el mismo conjunto solucion.

3) El conjunto solucion es la interseccidn de tres rectas no paralelas en el plano,
porque cada ecuacion del SEL se representa geométricamente como una
recta en el plano que pasa por el punto (3;2). Luego, las tres rectas se

intersecan en el Unico punto (3;2), el cual es la Unica solucion del SEL.

En la resolucién del item 1a, el profesor A utiliza procedimientos algebraicos para
resolver un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas y usa correctamente el

concepto de conjunto solucién de un SEL.

Segun la respuesta del item 1b, el profesor el profesor A describe cémo explica a
sus alumnos la solucion del SEL, como un punto del plano bidimensional o
geomeétricamente como la interseccion de tres rectas que pasan por un unico punto;
es decir, hace uso de diferentes tipos de representaciones, como el algebraico y

geométrico.

Finalmente, al comparar la configuracion epistémica (CE) (ver anexo 1) con la
solucion al item 1 de la actividad 2 realizada por el profesor A, se observa que el
contexto es algebraico y geomeétrico, ya que utiliza los métodos algebraicos de
igualacion y sustitucion para la resolucion del SEL y conecta geométricamente las

ecuaciones del SEL con rectas en el plano que se intersecan en un punto.

En la tabla 4.11 se muestra la resolucion realizada por el Profesor B.
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Tabla 4.11 Respuesta al item 1 del profesor B

Analisis de la practica matematica del profesor B

De la respuesta al tem 1 (tabla 4.11), se observa que el profesor B inicia la
resoluciéon del SEL de forma algebraica y para ello, utiliza la primera y segunda
ecuacion, obteniendo x = 3, y = 2. Luego, verifica el resultado anterior en la tercera
ecuaciéon del SEL, con lo cual concluye que el SEL tiene como unica solucion al
punto (3;2) € R2.

Después, el profesor B explica de manera geométrica que en el sistema coordenado
bidimensional las ecuaciones del SEL representan a tres rectas que se intersectan
en el punto (3;2), el cual es la unica solucion del SEL. Ademas, menciona que en el
sistema coordenado tridimensional, las ecuaciones representan a tres planos
paralelos al eje Z, «cuya interseccibn es la recta con ecuacion
(x;y;2) =(3;2;0) + t(0;0;1). EI profesor B representa geométricamente las

ecuaciones que tienen dos variables en el espacio tridimensional.

Finalmente, el profesor B menciona que en R? se puede agregar cualquier recta
(familia de rectas) que pase por el punto (3;2) y adiciona la ecuacion lineal 2x —
3y =0 al SEL inicial. Del mismo modo para R3, se puede agregar cualquier plano
(familia de planos) que pase por la recta comun a los tres planos y adiciona la

ecuacion lineal 2x — 3y = 0. Justifica lo anterior con la propiedad de las familias de
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rectas y planos que pasan por el punto (3;2) y por el punto (3;2;k),

respectivamente.

Analisis de los objetos matematicos: Configuracion cognitiva

En la resolucion del item 1 realizada por el profesor B, es posible identificar algunos
elementos lingliisticos (términos, notaciones y expresiones) en sus diversos registros
(verbal y simbdlico), también de las definiciones (0 conceptos), procedimientos,

proposiciones (0 propiedades) y argumentos que el profesor utiliza.

Los elementos linguisticos son los siguientes: ecuacion, ecuacion lineal, sistema de
ecuaciones lineales, punto, sistema bidimensional, sistema tridimensional, solucion,
solucién unica, familia de rectas, familia de planos, interseccion de tres rectas,
interseccidn de tres planos vy la representacion simbdlica del conjunto solucion como

un punto en el plano cartesiano o una recta en el espacio.

Entre las definiciones (0 conceptos) que el profesor B utiliza en la resolucién del item
1, se tienen los siguientes: ecuacion lineal, conjunto solucion, familia de rectas que

pasan por un punto y planos paralelos.

Con respecto a las propiedades, se destacan la de igualdad de ecuaciones, la
igualdad de una ecuacion al sustituir una variable por su valor y la propiedad de

conjunto solucién de SEL equivalentes.
Entre los argumentos podemos identificar los siguientes:

1) El punto (3;2) es la unica solucion del SEL en R?, porque satisface todas las
ecuaciones del SEL.

2) El SEL inicial y el obtenido al agregar la ecuacion lineal 2x + 3y = 12 al SEL
inicial son SEL equivalentes, ya que son familias de rectan que pasan por el
mismo punto; es decir, tienen la misma solucién.

3) En R3, el SEL inicial y el obtenido al agregar la ecuacién lineal 2x + 3y = 12
al SEL inicial tienen el mismo conjunto solucion, ya que el conjunto solucion
del SEL inicial es la recta (x; y; z) = (3;2;0) + t(0;0; 1), que geométricamente
es la intersecciéon de tres planos paralelos al eje Z y el nuevo SEL obtenido al
agregar la ecuacién lineal 2x — 3y = 0 son familias de planos que pasan por
la misma recta; es decir, tienen el mismo conjunto solucion.
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En la resolucién del item 1a, el profesor B utiliza procedimientos algebraicos para
resolver un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas y usa correctamente el

concepto de conjunto solucién de un SEL.

Segun la respuesta del item 1b, se puede observar que el profesor B declara que
explica a sus alumnos la solucién del SEL de forma geométrica como la interseccion
de tres rectas que pasan por un unico punto del sistema bidimensional. Ademas,
presenta otra representacion de la solucion del SEL en el sistema tridimensional; es
decir, relaciona la solucion de un SEL mediante el uso de diferentes tipos de

representaciones, como el algebraico y geométrico.

Finalmente, al comparar la configuraciéon epistémica (CE) (ver anexo 1) con la
solucién al item 1 de la actividad 2 realizada por el profesor B, se observa que el
contexto es algebraico y geométrico ya que utiliza los métodos algebraicos de
igualacion y sustitucion para la resolucion del SEL y conecta geométricamente las
ecuaciones del SEL con rectas en el plano dimensional que se intersectan en un

punto o planos en el espacio que se intersectan en una recta.

Respuestay analisis al item 2

Los profesores A y B realizan la resolucién del item 2 llevando la representacion
algebraica de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas a una
representacion de la forma matricial de un SEL. A continuacién, en la tabla 4.12 se
muestra la resolucién realizada por el Profesor A y luego se realiza el analisis de la
resolucién de acuerdo al primer y segundo nivel del andlisis didactico propuesto por
el EOS.
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Tabla 4.12 Respuesta al item 2 del profesor A

Analisis de la practica matematica del profesor A

De la respuesta al tem 2 (tabla 4.12), se observa que la practica matematica

desarrollada por el profesor A comienza llevando la representacion algebraica del

x+y—2z =5
SEL {2x—y+3z = 8 , a una representacion de la forma matricial (matriz
x+4y -9z = 7

ampliada)deun SEL A, =2 -1 3 : 8|

1 4 -9 : 7

11—255]

Luego, resuelve el SEL por el método de Gauss-Jordan realizando operaciones

elementales filas a la matriz ampliada del SEL, obteniendo una matriz escalonada

1 1 -2 : 5
que es equivalente ala matriz inicial del SEL de la forma [0 -3 7 —2] .
0 0 0o : 0

Después, considerando la matriz escalonada, menciona que el SEL tiene infinitas
soluciones, pues su rango es igual a 2 y es menor a 3 el numero de incdgnitas del
SEL. La existencia de la solucién del SEL es justificada mediante la propiedad de
matrices equivalentes; es decir, dos matrices equivalentes tienen el mismo rango, en

este caso r(A) =r(A,). El Profesor A finaliza la resolucion de la pregunta 2,
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mencionando que oftra forma de resolver el SEL es mediante el uso de

determinantes (método de Cramer) pero no la realiza.

Analisis de los objetos matematicos: Configuracion cognitiva

En la actividad matematica realizada por el profesor A en la resolucion del tem 2, es
posible identificar algunos elementos lingiisticos (términos, notaciones vy
expresiones) en sus diversos registros (verbal y simbdlico), también de las
definiciones (o conceptos), procedimientos, proposiciones (o propiedades) y

argumentos que el profesor utiliza.

Los elementos linguisticos son los siguientes: ecuacion lineal, sistema de
ecuaciones lineales, numero de incognitas, existencia de solucién, la representacion
algebraica de un SEL, la representaciéon matricial de un SEL y la representacion

simbdlica de la matriz escalonada y el rango de una matriz.

Entre las definiciones (0 conceptos) que el profesor A utiliza en la resolucion del item
2, se tienen los siguientes: sistema de ecuaciones lineales, matriz ampliada de un
SEL, operaciones elementales, rango de una matriz, matrices equivalentes, SEL

equivalentes y solucion de un SEL (consistente e inconsistente).
Con respecto a los procedimientos se destacan cuatro:

e La asignacion de la matriz ampliada o aumentada del SEL mediante la matriz

1 1 -2 : 5
A=|2 -1 3 : 8|
1 4 -9 : 7

e La realizacion del método de Gauss-Jordan para la resolucion del SEL

mediante de operaciones elementales filas a la matriz ampliada, para obtener

1 1 -2 5
la matriz la matriz escalonada |0 -3 7 : =2]|.
0 O O : 0

e La obtencion de un SEL equivalente, al llevar la matriz escalonada a una

x+y—2z = 5

representacion algebraica de un SEL de la forma {—By +7; = —o

e La aplicacion del rango de una matriz para determinar la existencia de la

solucion del SEL.
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Con respecto a las propiedades, se destacan la propiedad de rango de dos matrices
equivalentes, la propiedad que el rango de una matriz no cambia mediante
operaciones elementales filas o columnas y la propiedad del conjunto solucién de
SEL equivalentes.

Entre los argumentos podemos identificar el siguiente: el SEL tiene infinitas
soluciones, ya que al realizar operaciones elementales a la matriz ampliada del SEL
para obtener su forma escalonada, el rango de la matriz de coeficientes y el de la
matriz ampliada son iguales 2, como éste rango es menor al numero de incégnitas
del SEL, el sistema es consistente indeterminado; es decir, el SEL tiene infinitas

soluciones.

En la resolucion del item 2, el profesor A utiliza procedimientos matriciales para la
resolucién de un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas aplicando el método
de Gauss-Jordan (mediante operaciones elementales filas para llevar a la matriz
ampliada a su forma escalonada) y relaciona la nocién de rango de una matriz con la
solucién de un SEL. También, moviliza otras representaciones del objeto matematico
llevando el SEL de la representacion algebraica al matricial. Ademas, menciona que

otra forma de resolver el SEL seria mediante determinantes, lo cual no lo realiza.

El profesor A, a pesar de movilizar las representaciones de un objeto matematico y
conectar la nocidén de rango de una matriz con el conjunto solucién de un SEL, no
argumenta por qué el SEL tiene infinitas soluciones, no realiza otra forma de resolver
el SEL ni interpreta geométricamente el conjunto solucion del SEL.

Finalmente, al comparar la configuracion epistémica (CE) (ver anexo 1) con la
solucion al item 2 de la actividad 2 realizada por el profesor A, se observa que el
contexto es netamente matricial, ya que representa matricialmente el SEL mediante
la matriz ampliada, para después usar el método de Gauss-Jordan para obtener su
forma escalonada y finalmente utiliza el concepto de rango de una matriz para hallar

la solucion del SEL.

La tabla 4.13 muestra la resolucién realizada por el Profesor B.

77



Tabla 4.13 Respuesta al item 2 del profesor B

Analisis de la practica matematica del profesor B

De la respuesta al item 2 (tabla 4.13), se observa que la actividad realizada por el

profesor B comienza llevando Ila representacion algebraica del SEL

x+y—-2z =5
{Zx—y+3z = 8, a una representaciéon de la forma matricial (la matriz
x+4y—-9z = 7

1 1 -2 : 5
aumentada o ampliada) del SEL de la forma: [2 -1 3 : 8‘.
1 4 -9 : 7
Luego, resuelve el SEL por el método de Gauss-Jordan realizando operaciones

elementales filas a la matriz ampliada, obteniendo la matriz escalonada de la forma

1 1 -2 : 5
0o -3 7 : —2], la cual es equivalente a la matriz ampliada de SEL inicial.
0 O 0O ¢ 0

Después, el profesor B menciona que el SEL tiene una ecuacion redundante. Luego,
a partir de la matriz escalonada obtiene un nuevo SEL equivalente al inicial de la

x+y—2z

3y4+7z = -2 Menciona que cada ecuacion representa un plano y

forma {

como los vectores normales n; = (1;1;—2) y n, = (0; —3;7) no son paralelos, los
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planos son secantes y cuya interseccion es una recta en el espacio. Finalmente, a
partir de la recta obtenida por esta interseccion, el profesor B menciona que el SEL

es consistente indeterminado; es decir, tiene infinitas soluciones.

Analisis de los objetos matematicos: Configuracién cognitiva

En la actividad matematica realizada por el profesor B en la resolucion del item 2, es
posible identificar algunos elementos lingiisticos (términos, notaciones vy
expresiones) en sus diversos registros (verbal y simbdlico), también de las
definiciones (o conceptos), procedimientos, proposiciones (0 propiedades) y

argumentos que el profesor utiliza.

Los elementos linguisticos son los siguientes: sistema, ecuacion lineal, sistema de
ecuaciones lineales, plano, planos secantes, interseccion de planos, recta, la
representacion algebraica de un SEL, la representacién matricial de un SEL y la

representacion simbdlica de la matriz escalonada.

Entre las definiciones (o conceptos) que el profesor B utiliza en la resolucién del item
2, se destacan las siguientes: sistema de ecuaciones lineales, matriz ampliada de un
SEL, operaciones elementales, matrices equivalentes, SEL equivalentes y solucion

de un SEL (consistente e inconsistente).
En cuanto a los procedimientos se destacan los siguientes:

e La asignacion de la matriz ampliada o aumentada del SEL mediante la matriz

1 1 -2 ¢ 5
2 -1 3 '+ 8}
1 4 -9 : 7

e La realizacion del método de Gauss-Jordan para la resolucion del SEL

mediante de operaciones elementales filas a la matriz ampliada, para obtener
1 1 -2 : 5

la matriz la matriz escalonada [0 -3 7 : =2].
0O 0 0 : O
e La obtencién de un SEL equivalente, al llevar la matriz escalonada a una
. . x+y—2z = 5
representacion algebraica de un SEL de la forma {—3y Y7, = —

e La obtencién del conjunto solucion, mediante la representacién geométrica de
cada ecuacion lineal de tres variables como un plano en el espacio, para

luego obtener sus vectores normales a n; =(1;1;-2) y n, = (0;-3;7) y
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verificar que no son paralelas, los planos son secantes y se intersectan en

una recta. La recta obtenida es el conjunto solucién del SEL.

Con respecto a las propiedades, se destacan la propiedad de rango de dos matrices
equivalentes, la propiedad que el rango de una matriz no cambia mediante
operaciones elementales filas o columnas y la propiedad del conjunto solucién de

SEL equivalentes.

Entre los argumentos podemos identificar el siguiente: el SEL tiene infinitas
soluciones, ya cada ecuacion del SEL equivalente se representa geomeétricamente
como un plano en el espacio y como sus vectores normales no son paralelos, se
intersectan formando una recta. La recta en el espacio es un conjunto que tiene
infinitos puntos, luego el SEL es consistente indeterminado; es decir, tiene infinitas

soluciones.

En la resolucion del item 2, el profesor B utiliza procedimientos matriciales para la
resolucién de un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas aplicando el método
de Gauss-Jordan (mediante operaciones elementales filas para llevar a la matriz
ampliada a su forma escalonada) y relaciona la forma escalonada de una matriz con
el numero de ecuaciones redundantes del SEL. También, moviliza otras
representaciones del objeto matematico llevando el SEL de la representacion
algebraica al matricial y de la representacion algebraica de una ecuacion a su

representacion de geométrica de un plano en el espacio.

El profesor B, a pesar de movilizar las representaciones de un objeto matematico y
conectar la nocion de rango de una matriz con el conjunto solucion de un SEL, no
argumenta por qué el SEL tiene infinitas soluciones, no realiza otra forma de resolver

el SEL y ni interpreta geométricamente el conjunto solucion.

Finalmente, al comparar la configuraciéon epistémica (CE) (ver anexo 1) con la
solucién al item 2 de la actividad 2 realizada por el profesor B, se observa que utiliza
el contexto matricial, ya que representa el SEL mediante la matriz ampliada, después
usa el método de Gauss-Jordan para obtener su forma escalonada, luego relaciona
las filas de la matriz escalonada con un SEL equivalente; es decir, la forma
algebraica de un SEL. Finalmente, utiliza conceptos geométricos de planos que se

intersectan en el espacio para hallar la solucién del SEL.
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Respuestay analisis al item 3

Los profesores A y B realizan la resolucién del item 3 de la actividad 2 llevando la
representacion algebraica de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas a
una representacion de la forma matricial de un SEL. A continuacion, en la tabla 4.14
se muestra la resolucion realizada por el Profesor A y luego se realiza el analisis de
la resolucién de acuerdo al primer y segundo nivel del analisis didactico propuesto
por el EOS.

Tabla 4.14 Respuesta al item 3 del profesor A
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Analisis de la practica matematica del profesor A

Como se observa en la respuesta al item 3 (tabla 4.14), la practica matematica

realizada por el profesor A se inicia reemplazando k=0 en el SEL

kx + y + z = &k
x + ky + z = k?.
x + vy + kz = k3

Después, el SEL resultante lo representa en la forma matricial (la matriz aumentada

0 11 : O
o ampliada) de la forma A=|1 0 1 : 0]. Luego, halla la determinante de la
1 1.0 ¢ O

matriz de coeficientes |A| =2 # 0, con lo cual verifica la parte a) del item 3, que el

SEL es consistente determinado.

Como el SEL inicial tiene tres ecuaciones y tres incdgnitas, calcula la determinante

k1 1
de la matriz de coeficientes e iguala a cero: |1 k 1|=(k—1)%(k+2)=0,
1 1 k

obteniendo k=1, k= —2. Luego, el profesor A concluye que el sistema es

consistente determinado Vk #1y V k # —2.

Para la parte b), reemplaza k =1 en el SEL inicial y obtiene el sistema equivalente
{x +y+z=1, para luego concluir la veracidad de que el sistema es consistente

indeterminado.

Para la parte c), verifica que k=2 € (R—{-2;1}) y concluye que el SEL es

consistente determinado.

Para la parte d), reemplaza el valor de k= —2 en el SEL inicial y después lo

-2 1 1 i =2
representa mediante la matrizampliada A= 1 -2 1 : 4
1 1 -2 : -8

Luego, resuelve el SEL por el método de Gauss-Jordan realizando operaciones

elementales filas a la matriz ampliada, obteniendo una matriz escalonada de la forma
1 1 -2 : -8

0 -3 3 : 12].

0 0 0 : -6

Finalmente, considerando la matriz escalonada, concluye que el SEL es

inconsistente, debido a que (ran(4) = 2) # (ran(A) = 3).
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Analisis de los objetos matematicos: Configuracién cognitiva

En la actividad matematica realizada por el profesor A en la resolucion del item 3, es
posible identificar algunos elementos lingiisticos (términos, notaciones y
expresiones) en sus diversos registros (verbal y simbdlico), también de las
definiciones (o conceptos), procedimientos, proposiciones (o propiedades) y

argumentos que el profesor utiliza.

Los elementos linglisticos observados son los siguientes: sistema, sistema de
ecuaciones lineales, la representacion algebraica de un SEL, la representacion
matricial de un SEL, la representacion simbdlica de la matriz escalonada y la

representacion de la determinante de una matriz.

Entre las definiciones (0 conceptos) que el profesor A utiliza en la resolucion del item
3, se tienen los siguientes: sistema de ecuaciones lineales, la matriz ampliada de un
SEL, operaciones elementales, rango de una matriz, matrices equivalentes, SEL
equivalentes y solucion de un SEL (consistente determinado, consistente

indeterminado e inconsistente).

En cuanto a los procedimientos se destacan los siguientes:

e La representacion de la matriz ampliada o aumentada del SEL obtenida al

reemplazar en el SEL inicial el valor del parametro k por cero, obteniéndose la

01 1 : 0
matriz A = \1 0 1 : 0]. Luego, al obtener la representacién matricial de
11 0 : O

un SEL homogéneo se calcula la determinante de la matriz de coeficientes

para concluir que el SEL es consistente determinado.
e El calculo de la determinante de la matriz de coeficientes del SEL
kK 1 1
Azll kK 1
1 1 k
determinado Vk #1y V k # 2.

para luego concluir que si |A| #0, el SEL consistente

e La obtencién del SEL {x+ y + z = 1, el cual es equivalente al SEL original al

reemplazar k = 1.

e La representacion de la matriz ampliada o aumentada del SEL obtenida al

reemplazar el valor del parametro k = —2, en el SEL inicial, para obtener la
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-2 1 1 : =2
matriz (1 -2 1 : 4]. Luego, al realizar operaciones elementales
1 1 -2 : -8
1 1 -2 : -8
filas obtiene la matriz la matriz escalonada |0 -3 3 : 12}|.
0O 0 0 : —6

e La aplicacion del rango de una matriz para determinar que el SEL es

inconsistente; es decir, no tiene solucion.

Con respecto a las propiedades, se destacan los siguientes: matrices equivalentes,
el rango de una matriz no cambia mediante operaciones elementales filas,
determinante de la matriz de coeficientes de un SEL homogéneo y conjunto solucion

de SEL equivalentes.
Entre los argumentos podemos identificar los siguientes:

1) EI SEL homogéneo es consistente determinado, ya que al calcular la
determinante de la matriz de coeficientes del SEL homogéneo, se obtiene que
es diferente de cero y por lo tanto el SEL homogéneo es consistente; es decir,
tiene solucion.

2) EI SEL es inconsistente para k= -2, ya que al realizar operaciones
elementales a la matriz ampliada del SEL obtenida al reemplazar k = -2, se
tiene que la forma escalonada la matriz de coeficientes tiene rango igual a 2 y
es diferente al de la matriz ampliada que es igual a 3. Por lo tanto, el SEL es

inconsistente; es decir, no tiene solucion.

Segun la resolucion del item 3, el profesor A utiliza procedimientos matriciales para
la resolucion de un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas que tiene un
parametro, aplica el método de Gauss-Jordan (mediante operaciones elementales
filas para llevar a la matriz ampliada a su forma escalonada) y relaciona la nocion de
rango de una matriz con la solucion de un SEL. También, sabe movilizar otras
representaciones del objeto matematico al llevar el SEL de la representacion
algebraica al matricial y ademas, utiliza la determinante de la matriz de coeficientes

para comprobar si el SEL tiene o no solucién.

El profesor A, sabe movilizar las representaciones del objeto matematico y conectar
la nocion de rango de una matriz con el conjunto solucion de un SEL, pero no

justifica por qué el SEL es consistente determinado.
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Finalmente, al comparar la configuraciéon epistémica (CE) (ver anexo 1) con la
solucién al item 3 de la actividad 2 realizada por el profesor A, se observa que el
contexto es netamente matricial, ya que utiliza la matriz ampliada del SEL, el método
de Gauss-Jordan para la resolucion de un SEL (operaciones elementales filas a una

matriz) y el concepto de rango de una matriz para hallar la solucién de un SEL.
La tabla 4.15 muestra la resolucién realizada por el Profesor B.

Tabla 4.15 Respuesta al item 3 del profesor B

Como se observa en la respuesta al item 3 (tabla 4.15), la practica matematica

realizada por el profesor B, se inicia llevando la representacién algebraica del SEL
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inicial a una representacion de la forma matricial (la matriz aumentada o ampliada)

Q 1 1 : Q
delaformaA=|1 Q 1 : Q?| en donde se puede advertir que el profesor B ha
11 Q : @

cambiado el parametro k por el parametro Q. Luego, aplicando el método de Gauss-

Jordan mediante operaciones elementales filas a la matriz ampliada, obtiene la

1 1 Q : Q®
matriz escalonada de la forma [0 Q-1 1-Q : Q?(1-Q) )
0 0 -Q+2)Q-1) : —-(Q+1*WQ-1)

habiendo un error en el ultimo elemento de la fila 3 de la matriz escalonada, ya que

falta el término Q.

La parte a) de item no lo realiza, pues reemplaza el valor de Q = 2, la cual es la

parte c) del item 3.

Para la parte b), reemplaza Q = 1 en la matriz escalonada y manifiesta que le queda
una ecuacion independiente, con lo cual concluye que el SEL es consistente

indeterminado; es decir, el SEL tiene infinitas soluciones.

Para la parte c), reemplaza el valor de Q = 2 en la matriz escalonada y manifiesta
que le quedan tres ecuaciones independientes, con lo cual concluye que el SEL es

consistente determinado; es decir, el SEL finitas soluciones.

Para la parte d), reemplaza el valor de Q = —2 en la matriz escalonada y manifiesta
que el SEL es inconsistente, pues se tiene una inconsistencia en la ultima ecuacion

de la forma 0 = 3.
Analisis de los objetos matematicos: Configuracién cognitiva

En la actividad matematica realizada por el profesor B en la resolucion del item 3, es
posible identificar algunos elementos lingiisticos (términos, notaciones vy
expresiones) en sus diversos registros (verbal y simbdlico), también de las
definiciones (o conceptos), procedimientos, proposiciones (0 propiedades) y

argumentos que el profesor utiliza.

Los elementos linguisticos observados son los siguientes: ecuacion, sistema,
sistema de ecuaciones lineales, la representacién algebraica de un SEL, la
representacion matricial de un SEL y la representacion simbodlica de la matriz

escalonada.
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Entre las definiciones (0 conceptos) que el profesor B utiliza en la resolucion del item
3, se tienen los siguientes: matriz ampliada de un SEL, operaciones elementales,
matrices equivalentes, ecuaciones independientes, soluciéon de una ecuacion y
conjunto solucion de un SEL (consistente determinado, consistente indeterminado e

inconsistente).

En cuanto a los procedimientos se destacan los siguientes:

e La asignacion de la matriz ampliada o aumentada del SEL mediante la matriz

Q 1 1 : Q
A=11 Q 1 : Q2.
1 1 Q : @3

e La realizacion del método de Gauss-Jordan para la resolucion del SEL

mediante de operaciones elementales filas a la matriz ampliada, para obtener

1 1 Q : Q®
la matriz la matriz escalonada [0 Q-1 1-Q : Q%(1-0Q) , la
0 0 -Q+2(Q-1) : -Q+D?@Q-1

cual tiene un error en el Ultimo elemento de la fila 3 de la matriz escalonada,

ya que falta el término Q.

Con respecto a las propiedades, se destacan la propiedad de matrices equivalentes,
la propiedad de que el rango de una matriz no cambia mediante operaciones

elementales filas y la propiedad del conjunto solucion de SEL equivalentes.
Entre los argumentos podemos identificar los siguientes:

1) Si Q =1 el SEL es consistente indeterminado, ya que al reemplazar Q = 1 en
la forma escalonada de la matriz ampliada del SEL, se obtiene una uUnica
ecuacion lineal del nuevo SEL y como la cantidad de ecuaciones es menor
que es el numero de variables, el SEL es consistente indeterminado.

2) Si Q = 2 el SEL es consistente determinado, ya que al reemplazar Q = 2 en la
forma escalonada de la matriz ampliada del SEL, se obtienen tres ecuaciones
lineales del nuevo SEL y cédmo la cantidad de ecuaciones es igual al nUmero
de variables, el SEL es consistente determinado.

3) Si k= -2 el SEL es inconsistente, ya que al realizar operaciones elementales
a la matriz ampliada del SEL obtenida al reemplazar k = —2, se tiene que la

tercera ecuacion obtenida de la forma escalonada de la matriz de coeficientes
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tiene una inconsistencia, pues se obtiene que 0 = 3. Por lo tanto, el SEL es

inconsistente; es decir, no tiene solucion.

Segun la resolucion del item 3, el profesor B utiliza procedimientos matriciales para
hallar la solucion de un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas que tiene un
parametro, para lo cual utiliza el método de Gauss-Jordan (mediante operaciones
elementales filas para llevar a la matriz ampliada a su forma escalonada) y relaciona
el numero de filas no nulas con el numero de ecuaciones resultantes del SEL

equivalente.

El profesor B sabe movilizar las representaciones de un objeto matematico de la
forma algebraica a la matricial, pero no relaciona el rango de una matriz con el

conjunto solucién de un SEL ni justifica por qué el SEL consistente determinado.

Finalmente, al comparar la configuracion epistémica (CE) (ver anexo 1) con la
solucion al item 3 de la actividad 2 realizada por el profesor B, se observa que el
contexto es netamente matricial, ya que utiliza la matriz ampliada del SEL y el

concepto de sistemas de ecuaciones equivalentes para hallar la solucion del SEL.

Respuestay analisis al item 4

Los profesores A y B realizan la resolucién del tem 4 de la actividad 2 llevando la
representacion algebraica de un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas a
una representacion de la forma matricial de un SEL. A continuacion, en la tabla 4.16
se muestra la resolucion realizada por el Profesor A y luego se realiza el analisis de
la resolucién de acuerdo al primer y segundo nivel del analisis didactico propuesto
por el EOS.

La tabla 4.16 muestra la resolucién realizada por el Profesor A.
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Tabla 4.16 Respuesta al item 4 del profesor A

Analisis de la practica matematica del profesor A

Como se observa en la respuesta al item 4 (tabla 4.16), la practica matematica

desarrollada por el profesor A, se inicia representando la forma algebraica del SEL

x — y + 2z =1
{Zx + 4y - z = -1 a la forma matricial (la matriz aumentada o
4x + 2y + az = b
1 -1 2 : 1
ampliada) A=(2 4 -1 : —1|. Luego, mediante el método de Gauss-Jordan
4 2 a : b
realiza operaciones elementales a la matriz ampliada hasta obtener su forma
1 -1 2 : 1
escalonada [0 6 -5 i =31
0 0 a-3 : b-1
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Usando la matriz escalonada se tiene lo siguiente:

Para la parte a), reemplaza a =3 y b =1 y obtiene que los rangos de la matriz de
coeficientes y de la matriz ampliada son iguales a 2, dicho rango es menor que el
numero de incégnitas. Luego, para dichos valores de los parametros a y b, el

sistema es consistente indeterminado; es decir, tiene infinitas soluciones.

Para la parte b), si a # 3, se obtiene que ran(4) = 3 = ran(A). Luego, el SEL es

consistente determinado; es decir, tiene una Unica solucion.

Para la parte c), sia=3y b=#1, se obtiene que (ran(4) = 2) # (3 = ran(A)).

Luego, el SEL es inconsistente; es decir, no tiene solucién y que C.S.= ¢.

Para la parte d), interpreta geométricamente la solucion del SEL como sigue a

continuacion:

e Para la parte a), se trata de tres planos cuya interseccién es una recta
(infinitos puntos).
e Para la parte b), se trata de tres planos que se cortan en un solo punto.

e Para la parte c), se trata de tres planos que no concurren en ningun punto.

Analisis de los objetos matematicos: Configuracion cognitiva

En la actividad matematica realizada por el profesor A en la resoluciéon del item 4, es
posible identificar algunos elementos lingiisticos (términos, notaciones vy
expresiones) en sus diversos registros (verbal y simbdlico), también de las
definiciones (o conceptos), procedimientos, proposiciones (0 propiedades) y

argumentos que el profesor utiliza.

Los elementos linglisticos observados son los siguientes: sistema, recta en el
espacio, plano, puntos, numero de incognitas, solucion, interseccién de planos, la
representacion matricial de un SEL, la representacion simbdlica de la matriz

escalonada y la representacion simbolica del conjunto vacio.

Entre las definiciones (0 conceptos) que el profesor A utiliza en la resolucién del item
4, se tienen los siguientes: sistema de ecuaciones lineales, matriz ampliada de un
SEL, operaciones elementales, rango de una matriz, matrices equivalentes, plano en
el espacio, SEL equivalentes y solucion de un SEL (consistente determinado,

consistente indeterminado e inconsistente).
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En cuanto a los procedimientos se destacan los siguientes:

La asignacion de la matriz ampliada o aumentada del SEL mediante la matriz

1 -1 2 : 1
A=12 4 -1 : -1]|.
4 2 a ¢ b

La realizacion del método de Gauss-Jordan para la resolucion del SEL

mediante de operaciones elementales filas a la matriz ampliada para obtener

1 -1 2 : 1
la matriz la matriz escalonada |0 6 -5 : -3 1.
0 0 a—3 : b—-1

La aplicacion del rango de una matriz para determinar la solucién del SEL; es
decir, si el sistema es consistente determinado, consistente indeterminado o

inconsistente.

Con respecto a las propiedades, se destacan la propiedad de matrices equivalentes,

la propiedad de que el rango de una matriz no cambia mediante operaciones

elementales filas, la propiedad del conjunto solucién de SEL equivalentes y la

propiedad de interseccion de planos en el sistema tridimensional.

Entre los argumentos podemos identificar los siguientes:

1)

2)

3)

Si en el SEL los parametros a y b asumen los valores 3 y 1, respectivamente,
entonces el SEL resultante tiene infinitas soluciones, ya que para dichos
valores de los parametros, los rangos de la matriz de coeficientes y la matriz
ampliada son iguales a 2, el éste rango es menor que el numero de
incognitas, el sistema es consistente indeterminado; es decir, tiene infinitas
soluciones

Si a # 3 entonces el SEL tiene uUnica solucion, ya que si a # 3 se obtiene
ran(A) = 3 = ran(A), el cual es igual al nUmero de incégnitas, el SEL es
consistente determinado; es decir, tiene una unica solucion.

Sia=3y b+#1, entonces el SEL no tiene solucion, ya que para éstos
valores de a y b, se obtiene que (ran(4) = 2) # (3 = ran(A)). Luego, el SEL

es inconsistente; es decir, no tiene solucion.

Segun la resolucion del item 4, el profesor A utiliza procedimientos matriciales para

la resolucion de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que tiene dos
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parametros y aplica el método de Gauss-Jordan (mediante operaciones elementales
filas para llevar a la matriz ampliada a su forma escalonada). También, relaciona el
concepto de rango de una matriz con el conjunto solucién de un SEL y sabe
movilizar otras representaciones del objeto matematico llevando el SEL de la
representacion algebraica al matricial. Ademas, conecta el conjunto soluciéon de un
SEL con el objeto geométrico que representa en el espacio tridimensional; es decir,

da una interpretacién geométrica del conjunto soluciéon de un SEL.

Finalmente, al comparar la configuracion epistémica (CE) (ver anexo 1) con la
solucién al tem 4 de la actividad 2 realizada por el profesor A, se observa que los
contextos son matricial y geométrico, ya que utiliza la matriz ampliada y el concepto
de rango de una matriz para hallar la solucién de un SEL y ademas, interpreta

geométricamente la solucion del SEL en el espacio tridimensional.

La tabla 4.17 muestra la resolucion realizada por el Profesor B.

Tabla 4.17 Respuesta al item 4 del profesor B
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Analisis de la practica matematica del profesor B

Como se aprecia en la respuesta al item 4 (tabla 4.17), la practica matematica

realizada por el profesor B comienza representando la forma algebraica del SEL

x — y + 2z = 1

2x + 4y - z = -1, a la forma matricial (la matriz aumentada o

4 + 2y + az = b
1 -1 2 : 1

ampliada) 2 4 -1 : —1|. Luego, mediante el método de Gauss-Jordan
14 2 a : b

realiza operaciones elementales a la matriz ampliada hasta obtener su forma
1 -1 2 : 1

escalonada [0 6 =5 : -3 |
0 0 -34+a i —=1+b

Para la parte a), reemplaza a =3 y b =1 en la matriz escalonada y menciona que
le quedan dos planos independientes cuya interseccion es una recta. Luego,

concluye que para dichos valores de a y b, el sistema es consistente indeterminado,

es decir tiene infinitas soluciones.
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Para la parte b), si a # 3, manifiesta que el sistema es consistente determinado, con

solucidn unica, ya que restan tres ecuaciones independientes y la solucion es un

unico punto.

Para la parte c), si a =3 y b # 1, muestra que una de las ecuaciones del sistema es
0=1-b ycomo b+ 1 se tiene una inconsistencia. Luego, concluye que el SEL es

inconsistente.
Para la parte d), interpreta geométricamente como sigue:

e Parala parte a), los tres planos se intersecan en una recta.

e Para la parte b), los tres planos que se intersecan en un punto.

e Para la parte c), menciona que puede ocurrir la interseccion del primer plano
con el segundo, el primero con el tercero, el segundo con el tercero, pero

nunca los tres planos a la vez. Estas se presentan mediante una grafica.

Analisis de los objetos matematicos: Configuracion cognitiva

En la actividad matematica realizada por el profesor B en la resolucion del item 4, es
posible identificar algunos elementos lingiisticos (términos, notaciones vy
expresiones) en sus diversos registros (verbal y simbdlico), también de las
definiciones (o conceptos), procedimientos, proposiciones (0 propiedades) y

argumentos que el profesor utiliza.

Los elementos linglisticos observados son los siguientes: ecuacion, sistema, recta
en el espacio, plano, solucion, interseccion de planos, la representaciéon matricial de

un SEL y la representacién simbdlica de la matriz escalonada.

Entre las definiciones (o conceptos) que el profesor B utiliza en la resolucion del item
4, se tienen los siguientes: matriz ampliada de un SEL, operaciones elementales,
matrices equivalentes, conjunto solucién de un SEL (consistente e inconsistente),
independencia de las ecuaciones lineales y la representacion geométrica de una

ecuacion lineal de tres variables como un plano en el espacio.
En cuanto a los procedimientos se destacan los siguientes:

e La asignacion de la matriz ampliada o aumentada del SEL mediante la matriz

1 -1 2 i 1
2 4 -1 : -1
4 2 a i b
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La realizacion del método de Gauss-Jordan para la resolucion del SEL

mediante de operaciones elementales filas a la matriz ampliada, para obtener

1 -1 2 : 1
la matriz escalonada |0 6 -5 : -3 |
0 0 —-34a : —-1+0»b

Determinar el numero de ecuaciones independientes del SEL y su
correspondiente representacion geomeétrica para obtener el conjunto solucion
del SEL.

Con respecto a las propiedades, se destacan las siguientes: matrices equivalentes,

el rango de una matriz no cambia mediante operaciones elementales filas, conjunto

solucion de SEL equivalentes e interseccion de planos en el sistema tridimensional.

Entre los argumentos podemos identificar los siguientes:

1)

2)

3)

Si en el SEL los parametros a y b asumen los valores 3 y 1, respectivamente,
entonces el SEL resultante tiene infinitas soluciones, ya que para dichos
valores de los parametros, los rangos de la matriz de coeficientes y de la
matriz ampliada son iguales a 2, entonces las ecuaciones representan a dos
planos que se intersectan en una recta, el sistema es consistente
indeterminado; es decir, tiene infinitas soluciones.

Si a+ 3 entonces el SEL tiene unica solucién, ya que si a #3 la forma
escalonada reducida representa geométricamente a tres planos cuya
interseccién es un unico punto, el SEL es consistente determinado; es decir,
tiene una unica solucién.

Sia=3y b+#1 entonces el SEL no tiene solucion, ya que para dichos
valores el SEL equivalente tiene una ecuacion inconsistente de la forma
0=-1+b, b #1. Luego, el SEL es inconsistente; es decir, no tiene

solucion.

En la resolucion del item 4, el profesor B utiliza procedimientos matriciales para la

resolucion de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas que tiene dos

parametros y utiliza el método de Gauss-Jordan (mediante operaciones elementales

filas para llevar a la matriz ampliada a su forma escalonada). También, conecta el

concepto de ecuaciones independientes en un SEL con el conjunto solucion de un

SEL y sabe movilizar otras representaciones del objeto matematico llevando el SEL
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de la representacion algebraica al matricial. Ademas, relaciona el conjunto solucion
de un SEL con el objeto geométrico que representa en el espacio tridimensional; es

decir, da una interpretacién geométrica del conjunto solucion de un SEL.

Finalmente, al comparar la configuracion epistémica (CE) (ver anexo 1) con la
solucién al item 4 de la actividad 2 realizada por el profesor B, se observa que el
contexto es matricial y geometrico, ya que utiliza la matriz ampliada y el concepto de
ecuaciones independientes para hallar la solucion de un SEL y ademas, interpreta

geomeétricamente la solucion del SEL en el espacio tridimensional.
Respuestay analisis al item 5

Los profesores A y B realizan la resolucion del tem 5 de la actividad 2 llevando un
problema de contexto a una representacion algebraica de un sistema de dos
ecuaciones con tres incognitas, para luego representarlo en la forma matricial. A
continuacion, en la tabla 4.18 se muestra la resolucién realizada por el Profesor A y
luego se realiza el analisis de la resolucidén de acuerdo al primer y segundo nivel del

analisis didactico propuesto por el EOS.

La tabla 4.18 muestra la resolucién realizada por el Profesor A.
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Tabla 4.18 Respuesta al item 5 del profesor A

Analisis de la practica matematica del profesor A

Como se observa en la respuesta al tem 5 (tabla 4.18), la practica matematica
desarrollada por el profesor A, se inicia desarrollando un esquema la informacion

obtenida del enunciado del problema de contexto de la forma

Precio
Modelos o
unitario
A1 10
A2 20
A2 30
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Luego, mediante el esquema, presenta en forma algebraica el SEL:

{x + y + z = 47
10x + 20y + 30z = 1110°

Después, representa el SEL matricialmente (la matriz aumentada o ampliada) de la

1 1 1 : 47

forma [10 20 30 : 1110)

Usando el método de Gauss-Jordan realiza operaciones elementales a la matriz

1 1 1 : 47

ampliada hasta obtener su forma escalonada [0 10 20 : 640l

Posteriormente, usa la matriz escalonada para obtener un SEL equivalente al SEL

x+y + z = 47

inicial de Iaforma{ y + 22 = 64

En el SEL anterior, expresa las variables x e y en términos de la variable z y obtiene

las desigualdades siguientes:
y=64—-2z>20, x=2z—-17=0.
Resolviendo las desigualdades, se obtiene 17 < z < 32.

Para la parte a), el profesor menciona que no es posible saber qué cantidad exacta

vendid, pero tomando numeros enteros se tiene un rango finito de posibilidades.

En la parte b), el profesor elige, de las alternativas propuestas, que hay un numero

finito de posibilidades para averiguar la cantidad vendida de cada modelo.

En la parte c), para averiguar la cantidad vendida de cada modelo, agrega al
enunciado del problema la informacién siguiente: el nimero de autos del modelo A2
excede al total de autos de los modelos A1 y A3 en uno. La informacién anterior se

expresa algebraicamente mediante la ecuacion y =x +z + 1.
Resolviendo el nuevo SEL se obtiene: x =3,y =24 y z = 20.
Analisis de los objetos matematicos: Configuracion cognitiva

En la actividad matematica realizada por el profesor A en la resolucién del item 5, es
posible identificar algunos elementos lingiisticos (términos, notaciones y
expresiones) en sus diversos registros (verbal y simbdlico), también de las
definiciones (o conceptos), procedimientos, proposiciones (o propiedades) vy

argumentos que el profesor utiliza.
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Los elementos linguisticos observados son los siguientes: numero de autos, precio,
cantidad, ecuacion, inecuacion, posibilidades, incognitas, la representacion
algebraica de un SEL, la representacion matricial de un SEL, la representacion
simbodlica de la matriz escalonada y la representacion simbdlica del conjunto

solucion.

Entre las definiciones (o conceptos) que el profesor A utiliza en la resolucién del item
5, se tienen los siguientes: ecuacion, variables, sistema de ecuaciones lineales,
matriz ampliada de un SEL, operaciones elementales, matrices equivalentes, matriz
escalonada, SEL equivalentes y solucion de un SEL (consistente determinado,

consistente indeterminado e inconsistente).

En cuanto a los procedimientos se destacan los siguientes:

e La asignaciéon de las variables x, y y z que representan la cantidad de autos
vendidos de los modelos A1, A2 y A3, respectivamente.
e La representacion del problema de contexto mediante el SEL de la forma

{x + y + z = 47
10x + 20y + 30z = 1110

e La representacion mediante la matriz ampliada o aumentada del SEL

1 1 1 : 47]
10 20 30 : 1110F

e La realizacion del método de Gauss-Jordan para la resolucion del SEL

mediante la matriz [

mediante de operaciones elementales filas a la matriz ampliada, para obtener

1 1 1 47

la matriz la matriz escalonada [O 10 20 : 640l

x+y + z

= 47 ,
L 2y = 64,apartlrde la

e La obtencion de un SEL equivalente {

matriz escalonada.
e Se adiciona una informacion al enunciado inicial del problema, que se
representa algebraicamente mediante la ecuacion y = x + z + 1, para obtener

la cantidad vendida de cada modelo.

Con respecto a las propiedades, se destacan las siguientes: matrices equivalentes,
el rango de una matriz no cambia mediante operaciones elementales filas, conjunto

solucién de un SEL equivalente y desigualdades.
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Entre los argumentos podemos identificar que el SEL tiene un numero finito de
posibilidades, ya que al llevar la forma escalonada del SEL a un SEL equivalente, se
obtiene las desigualdades siguientes: y =64 —2z >0, x =z —17 > 0, de las cuales
se obtiene 17<z<32 , y segun el contexto del problema las variables son
numeros enteros, por lo cual la variable z puede asumir solo valores enteros desde

17 hasta 32; es decir, hay 16 posibilidades que es un numero finito de posibilidades.

De acuerdo a la resolucion del item 5, el profesor A representa mediante un sistema
de dos ecuaciones lineales con tres incégnitas el problema de contexto. Luego,
representa matricialmente mediante la matriz ampliada el SEL y utiliza el método de
Gauss-Jordan (mediante operaciones elementales filas para llevar a la matriz
ampliada a su forma escalonada). También, agrega una nueva ecuacion al SEL
equivalente a fin de obtener una unica posibilidad o solucién del problema de
contexto. Ademas, utiliza representaciones verbales para adicionar una informacion
al problema de contexto y moviliza otras representaciones del objeto matematico
llevando el SEL de la representacién algebraica al matricial y viceversa, pero no

interpreta la solucion del SEL.

Finalmente, al comparar la configuraciéon epistémica (CE) (ver anexo 1) con la
solucién al item 5 de la actividad 2 realizada por el profesor A, se observa que el
contexto es verbal, algebraico y matricial, ya que representa el problema de contexto
mediante un SEL, luego transita al contexto matricial al representar el SEL mediante

la matriz ampliada.

La tabla 4.19 muestra la resolucién realizada por el Profesor B.
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Tabla 4.19 Respuesta al item 5 del profesor B
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Analisis de la practica matematica del profesor B

Como se observa en la respuesta al item 5 (tabla 4.19), la practica matematica
desarrollada por el profesor B, comienza representado mediante las variables x, y y

z, la cantidad de autos vendidos de los modelos A1, A2 y A3 respectivamente.

o 10x + 20y + 30z = 1110
Luego, construye el siguiente SEL {x vy 4 oz = 47

Después de simplificar la primera ecuacion lineal (se divide por 10), representa el

SEL resultante en la forma matricial (la matriz aumentada o ampliada)
[1 2 3 111]
1 1 1 : 477

Usando el método de Gauss-Jordan realiza operaciones elementales a la matriz
1 0 -1 : —-17

ampliada hasta obtener su forma escalonada reducida: [0 1 2 : eal

Usa la matriz escalonada para obtener la solucién del SEL de la forma siguiente:

x = =17+t
z = t

Halla las restricciones para t y obtiene el conjunto {t e N/ 17 <t <32}.

Posteriormente, muestra las posibles soluciones mediante la tabla:

t X y z
17 0 30 17
32 15 0 32

No responde la parte a).

En la parte b), elige de las alternativas propuestas, que hay un numero finito de

posibilidades para averiguar la cantidad vendida de cada modelo.

Para la parte c), elige la solucién (0;30;17) y menciona que con dicho punto obtiene
una ecuaciéon (no lo halla) que se adiciona a las otras dos verificando que no sea

redundante.
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Analisis de los objetos matematicos: Configuracion cognitiva

En la actividad matematica realizada por el profesor B en la resoluciéon del item 5, es
posible identificar algunos elementos linglisticos (términos, notaciones vy
expresiones) en sus diversos registros (verbal y simbdlico), también de las
definiciones (o conceptos), procedimientos, proposiciones (o propiedades) y

argumentos que el profesor utiliza.

Los elementos linguisticos observados son los siguientes: cantidad de autos,
ecuacion, inecuacion, posibilidades, incognitas, la representacion algebraica de un
SEL, la representacion matricial de un SEL, la representacién simbdlica de la matriz

escalonada y la representacion simbolica del conjunto solucién.

Entre las definiciones (0 conceptos) que el profesor A utiliza en la resolucién del item
5, se tienen los siguientes: ecuacion, variables, sistema de ecuaciones lineales,
matriz ampliada de un SEL, operaciones elementales, matrices equivalentes, matriz
escalonada reducida, SEL equivalentes y solucion de un SEL (consistente

determinado, consistente indeterminado e inconsistente).

En cuanto a los procedimientos se destacan los siguientes:

e La asignaciéon de las variables x, y y z que representan la cantidad de autos
vendidos de los modelos A1, A2 y A3, respectivamente.

e La representacion del problema de contexto mediante el SEL de la forma

{10x + 20y + 30z = 1110
x + y + z = 47"

e Después de simplificar la primera ecuacién lineal del SEL(se divide por 10),

representa el SEL resultante en la forma matricial (la matriz aumentada o

1232111]
1 1 1 : 477F

e La aplicacion del método de Gauss-Jordan para la resoluciéon del SEL

ampliada) [

mediante de operaciones elementales filas a la matriz ampliada, para obtener

, , , 1 0 -1 : 17
la matriz la matriz escalonada reducida [0 1 2 6 4].
x= —-17+t
e Laobtencion de las soluciones del SEL de la forma {y = 64 — 2t ,t €N.
z= t

e Larepresentacion de las soluciones mediante la tabla
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17 0 30 17

32 15 0 32

Con respecto a las propiedades, se destacan las siguientes: matrices equivalentes,
el rango de una matriz no cambia mediante operaciones elementales filas, conjunto

solucién de un SEL equivalente y desigualdades.

Entre los argumentos podemos identificar que el SEL tiene un numero finito de
posibilidades, ya que al llevar la forma escalonada del SEL a un SEL equivalente, se
obtienen las soluciones siguientes: x = —-17+t, y =64 —2t,z=t. Segun el
contexto del problema —17 4+t >0y 64 —2t > 0, se obtiene 17 <t <32,y como
las variables son numeros naturales, el parametro t puede asumir solo valores
naturales desde 17 hasta 32; es decir, hay 16 posibilidades que es un numero finito

de posibilidades.

Segun la resolucion del tem 5, el profesor B representa mediante un sistema de dos
ecuaciones lineales con tres incognitas el problema de contexto. Luego, representa
matricialmente mediante la matriz ampliada el SEL y utiliza el método de Gauss-
Jordan (mediante operaciones elementales filas para llevar a la matriz ampliada a su
forma escalonada). También, elige una solucién del problema de contexto. Ademas,
resuelve el problema de contexto verbal mediante un contexto verbal al algebraico y
moviliza otras representaciones del objeto matematico llevando el SEL de la
representacion algebraica al matricial y viceversa, pero no interpreta la solucion del
SEL.

Finalmente, al comparar la configuraciéon epistémica (CE) (ver anexo 1) con la
solucién al item 5 de la actividad 2 realizada por el profesor B, se observa que el
contexto es verbal, algebraico y matricial, ya que representa el problema de contexto
mediante un SEL, luego transita al contexto matricial al algebraico al hallar las

soluciones del SEL.
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4.3 Sintesis del andlisis de las actividades 1y 2

A continuacion presentamos una sintesis del analisis de las actividades 1 y 2
realizada a los profesores A y B, segun las categorias del conocimiento didactico-

matematico implementado por el CDM.

Segun Pino-Fan, Godino y Font (2013) el conocimiento comun del contenido son los
conocimientos matematicos que el profesor moviliza para resolver situaciones
problematicas con respecto a un tema especifico de las matematicas, en nuestro

caso, los sistemas de ecuaciones lineales.

La siguiente tabla muestra el conocimiento comun del contenido de los profesores A
y B.

Tabla 4.20 Conocimiento comun del contenido de los profesores Ay B

Descripcién Pregunta(s) Profesor Profesor
A B

Si No | Si | No

Define las matrices de coeficientes | P2, P3, P4 yP5| X X

y aumentada de un SEL. (Act. 2)

Determina la forma escalonada de | P2, P3 y P4| X X

una matriz. (Act. 2)

Resuelve algebraicamente un SEL | P1 (Act. 2) X X

Resuelve matricialmente un SEL. | P2 (Act. 2) X X

Resuelve un SEL con un|P3(Act. 2) X X

parametro por el método de

Gauss-Jordan.

Resuelve un SEL con dos | P4 (Act. 2) X X

parametros por el método de

Gauss-Jordan.

Plantea algebraicamente un SEL a | P5 (Act. 2) X X

partir de un problema de contexto.

Utiliza el método de Gauss-Jordan | P2, P3, P4 yP5| X X

para la resolucién de un SEL. (Act. 2)

Representa algebraicamente el|P1y P2 (Act.2) | X X

conjunto solucién de un SEL.
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Identifica cuando un SEL es|P3,P4yP5 X X
consistente (determinado e

Act. 2
indeterminado) e inconsistente. (Act. 2)

Fuente: Elaboracion propia

A partir de la tabla 4.20 podemos observar que los profesores A y B conocen la
representacion matricial de un SEL, ya que definen las matrices de coeficientes y
ampliada de un SEL. Asi mismo conocen el procedimiento para hallar la forma
escalonada de una matriz, para ello realizan operaciones elementales filas.
Ademas, resuelven en forma algebraica y matricial un SEL, y en el procedimiento
matricial utilizan el método de Gauss-Jordan (operaciones elementales filas).
También, resuelven un SEL con uno y dos parametros (variables libres) por el
método de Gauss-Jordan. Hay que mencionar, ademas que identifican si un SEL
tiene o no tiene solucion, realizan un planteamiento algebraico de un SEL a partir de
un problema de contexto y representan en forma algebraica el conjunto solucion de
un SEL.

Por otra parte, con respecto al conocimiento ampliado del contenido, Pino-Fan,
Godino y Font (2013) mencionan que el profesor ademas de saber resolver las
situaciones problematicas sobre un determinado tema (SEL) en un cierto nivel en el
cual imparte clases, debe poseer conocimientos mas avanzados de este tema, de
manera que dichos contenidos se relacionen con temas mas avanzados del
curriculo.

La siguiente tabla muestra el conocimiento ampliado del contenido de los profesores
Ay B.

Tabla 4.11 Conocimiento ampliado del contenido de los profesores Ay B

Descripcion Pregunta(s) Profesor Profesor
A B

Si No | Si | No

Conoce los contextos intra- | P1 (Act. 1) X X
matematicos en donde se utilizan (solo
los SEL (mencionados en la uno)
actividad 1).
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Conoce los contextos extra-| P2 (Act. 1) X X

matematicos en donde se aplican (solo
los SEL (mencionados en la uno)
actividad 1).

Conoce métodos diferentes al de | P8 (Act. 1) X X

Gauss-Jordan para resolver un
SEL.

Interpreta la solucion algebraica de | P4 (Act. 2) X X
un SEL a un contexto geométrico.

Interpreta la solucion de un SEL a | P4 (Act. 2) X X
partir del rango de un SEL. P2 (Act2 ) X X
Caracteriza la solucion de un SEL | P2 (Act. 2) X X

a partir de contextos geométricos
de una ecuacion lineal.

Reconocen que un SEL y su SEL | P1,P2y P5 X X
equivalente tienen el mismo que el (Act. 2)
conjunto solucion. '

Fuente: Elaboracién propia

A partir de la tabla 4.21 podemos observar que existen algunas diferencias entre los
profesores A y B en lo que respecta al conocimiento especializado del contenido. En
los contextos intra-matematicos y extra-matematicos en donde se utiliza los SEL
(mencionados en la actividad 1) el profesor A afirma tener conocimiento de todos
ellos, mientras tanto el profesor B solo hace mencién de uno en cada caso. Asi
mismo, ambos profesores tienen conocimiento de otros métodos diferentes al de
Gauss-Jordan para resolver un SEL, interpretan la solucion algebraica de un SEL a
un contexto geométrico, y reconocen que un SEL y su SEL equivalente tienen el
mismo conjunto solucion. Ademas, el profesor A utiliza el concepto de rango para
interpretar el conjunto solucion, mientras el profesor B caracteriza la solucion de un

SEL a partir de contextos geométricos (utiliza rectas y planos) de un SEL.

En relacién al conocimiento especializado, Godino, Giacomone, Batanero y Font
(2017) proponen en el Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) seis
facetas que forman parte del conocimiento especializado del profesor. Nuestra
investigacion no ha sido exhaustiva, ya que se hicieron preguntas de la faceta

cognitiva, pero no se ingresé al aula de los profesores, por lo cual nos situaremos
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principalmente en la faceta epistémica y en algunos aspectos parciales de las otras
facetas (interaccional, mediacional y ecolégica). Segun Pino-Fan, Godino y Font
(2013) el conocimiento especializado es aquel conocimiento que el profesor debe
saber, que lo diferencie de otras personas que saben matematicas pero que no son
profesores. ElI conocimiento especializado tiene cuatro subcategorias: el
conocimiento del contenido especializado (CEsp), el conocimiento del contenido en
relacion con los estudiantes (CREst), el conocimiento del contenido en relacién con
la ensefanza (CREns) y el conocimiento del contenido en relacion con el curriculo
(CRCur).

La siguiente tabla muestra el conocimiento especializado y sus respectivas

subcategorias de los profesores Ay B.

Tabla 4.22 Conocimiento especializado de los profesores Ay B

Descripcién / subcategoria Pregunta(s) Profesor Profesor
A B

Si No | Si | No

Introduce el concepto de conjunto | P9 (Act. 1) X X
solucién de un SEL en una clase
con sus estudiantes. (CEsp)

Interpreta en forma geométrica el | P4 (Act. 2) X X
conjunto solucion de un SEL en el
plano y en el espacio. (CEsp)

Conoce las representaciones | P5 (Act. 2) X X
verbales, algebraicas y matriciales
en la resolucion de un problema de
contexto sobre SEL. (CEsp)

Interpreta el conjunto solucién de | P5 (Act. 2) X X
un problema de contexto sobre los

SEL. (CEsp)

Conoce la conexion de la solucidon | P4 (Act. 2) X X

algebraica de un SEL con el objeto
matematico que lo representa en
el espacio. (CEsp)

Adiciona representaciones | P5 (Act. 2) X X
verbales a un problema de
contexto. (CEsp)
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Conoce los errores y dificultades
de los alumnos al aplicar el
método de Gauss-Jordan en la
resolucién de un SEL. (CREst)

Conoce estrategias didacticas-

matematicas al iniciar una clase
sobre los SEL. (CREnNs)

Utiliza los recursos tecnoldgicos en

la ensefianza y aprendizaje de los
SEL. (CREns)

Conoce el concepto del conjunto
solucién de un SEL vy los conecta
con el objeto geométrico en el
plano. (CREnNs)

Conoce el transito de la
representacion algebraica a la
geomeétrica 'y viceversa del
conjunto solucion de un SEL.
(CREns)

Conoce las caracteristicas del
contenido y dificultades de los
ejercicios y problemas propuestos
sobre los SEL del libro texto del
curso. (CRCur)

Conoce los aspectos histéricos de
los SEL y su importancia en la
ensefianza-aprendizaje  de las
matematicas. (CRCur)

P5 (Act.1) X X
P3 (Act. 1) X X
P6 (Act. 1) X X
P1b) (Act.2) X X
Pl b) y P4| X X
(Act.2)

P4 (Act. 1) X X
P7 (Act. 1) X X

Fuente: Elaboracion propia

A partir de la tabla 4.22 podemos

observar que los profesores A y B tienen el

conocimiento especializado, excepto que no conocen los aspectos histéricos de los

SEL y su importancia en la ensefianza- aprendizaje de las matematicas. Esto se

debe a que nuestra investigacion no ha sido exhaustiva, ya que algunas facetas que

forman parte del conocimiento especializado no han podido ser evaluadas por

razones ajenas al investigador.
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CONCLUSIONES, RECOMENDACIONES Y PERSPECTIVAS PARA FUTURAS
INVESTIGACIONES

Esta investigacion, como se ha mencionado en el capitulo 2, es de tipo exploratorio y
descriptivo y tiene por objetivo identificar los conocimientos especializados sobre los
sistemas de ecuaciones lineales (SEL) que tienen dos profesores que imparten un
curso de Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria de una universidad privada
de Lima. Con esta finalidad, se ha elegido como referente teérico el Modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) implementado por el EOS (Pino-Fan,
Godino y Font, 2013) y también como esta investigacion es de tipo cualitativo y el
método empleado es el estudio de caso, se ha elaborado un instrumento de
investigacion que nos ha permitido identificar el conocimiento comun del contenido,
el conocimiento ampliado del contenido y algunos aspectos del conocimiento
especializado (con sus cuatro subcategorias) relacionados principalmente a la faceta

epistémica del CDM que tienen dos profesores de una universidad privada de Lima.

A continuacion, se mencionan las principales conclusiones a las cuales se ha
llegado con respecto a los objetivos propuestos; ademas, algunas recomendaciones
y perspectivas para futuras investigaciones con respecto a los conocimientos

especializados que tiene un profesor universitario.

El objetivo general de esta investigacion es identificar los conocimientos
especializados que tiene un profesor en un curso de Algebra Lineal para estudiantes
de ingenieria, sobre las practicas matematicas y la resoluciéon de problemas

relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales.

En relacién al primer objetivo especifico, en el analisis de los items propuestos en la
actividad 2, identificamos que los profesores A y B tienen el conocimiento comun del
contenido con respecto a los sistemas de ecuaciones lineales (SEL), ya que segun
lo propuesto en Pino-Fan, Godino y Font (2013) y Godino, Batanero, Font y
Giacomone (2016), el profesor moviliza sus conocimientos matematicos para
resolver situaciones problematicas en relacion a los SEL en el nivel educativo que se

desempefia; es decir, en un curso de Algebra Lineal para estudiantes de ingenieria.

En efecto, los profesores A y B realizan la resolucion de un SEL mediante
procedimientos algebraicos para la resolucién de un SEL de tres ecuaciones con dos

incognitas y usan adecuadamente el concepto de solucion de un SEL. También,
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usan procedimientos matriciales para la resolucién de un SEL mediante el método
de Gauss-Jordan para obtener la forma escalonada de la matriz ampliada de un
SEL, recomendada por Barros, Fernandes y Mendes (2012), Ochoviet (2009) vy
Tavares (2013). Ademas, usan procedimientos matriciales para la resolucién de SEL
con un parametro y con dos parametros, mediante el método de Gauss-Jordan, el
cual es recomendado en las investigaciones de Valencia (2015), Figueroa (2013) y
Martinez y Saez (2013). Asimismo, mediante la forma escalonada de la matriz
ampliada de un SEL relacionan el concepto de rango con la solucion de un SEL.
Finalmente, resuelven el problema extra-matematico, mediante un sistema de dos
ecuaciones lineales con tres incognitas, el cual se representa mediante la matriz
ampliada del SEL vy utilizan el método de Gauss-Jordan para hallar su solucién. En
conclusion, los profesores A y B conocen el tema que ensefan; es decir, tienen el

conocimiento comun del contenido con respecto a los SEL.

En relacion al segundo objetivo especifico, el conocimiento ampliado del contenido
que tiene un profesor del curso de Algebra Lineal de una universidad privada de
Lima, observamos algunas diferencias entre los profesores A y B en lo relacionado a
los conocimientos mas avanzados del curriculo en donde se utilizan los SEL vy la
relacion de este contenido con otros ambitos del conocimiento. A pesar que la
investigacion realizada no ha sido exhaustiva, ya que habiendo muchos contextos
intra-matematicos y extra-matematicos en donde se utilizan los SEL a nivel
universitario, se propuso algunos de ellos en los items uno y dos de la Actividad 1
(ver anexo2), el profesor A manifiesta tener conocimiento de todos los contextos
intra-matematico y extra-matematico de las alternativas propuestas en los items uno
y dos de la Actividad 1, menciona a otros métodos matriciales para la resolucion de
un SEL, pero no menciona a los métodos iterativos para la solucién de un SEL, que
es un tema mas avanzado del curriculo. Por otro lado, el profesor B manifiesta
conocer un contexto intra-matematico y un contexto extra-matematico de las
alternativas propuestas en los items uno y dos de la actividad 1, con respecto a otros

métodos, manifiesta conocer sélo el método de Cramer.

En relacién al tercer objetivo especifico, tratamos de identificar el conocimiento

especializado que tiene un profesor universitario con respecto a los SEL. Al

respecto, Pino-Fan, Godino y Font (2013), manifiestan que es el conocimiento que el
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profesor debe saber, que lo diferencie de otras personas que saben matematicas
pero que no son profesores. A pesar que nuestra investigacion no es exhaustiva, ya
que no se realizd la observacion de las clases de los profesores A y B, esto es
porque no aceptaron a ser grabados en una clase con sus estudiantes, nos
situaremos principalmente en la faceta epistémica y en algunos aspectos parciales
de las otras facetas (interaccional, mediacional y ecolégica). De acuerdo analisis
realizado de las actividades 1 y 2 con respecto a las subcategorias del conocimiento

especializado, podemos concluir lo siguiente:

Con respecto al conocimiento del contenido especializado, los profesores A y
B tienen éste conocimiento, pues son capaces de resolver una situacion
problematica haciendo uso de los diversos tipos de representaciones, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos. Los profesores A y B son capaces de
relacionar e interpretar la solucion de un SEL mediante diferentes tipos de
representaciones, como el algebraico y geométrico. Ademas, al resolver un
problema de contexto saben transitar de un contexto verbal al algebraico. También,
movilizan otras representaciones del objeto matematico llevando el SEL de la
representacion algebraica al matricial y viceversa. Asimismo, interpretan el conjunto
solucién de un problema de contexto sobre SEL y adicionan adecuadamente

representaciones verbales a un problema de contexto.

Con respecto al conocimiento del contenido en relacién a los estudiantes, los
profesores A y B de acuerdo al item 5 de la actividad 1 tienen éste conocimiento. El
profesor A declara tener conocimiento de las dificultades que tienen los alumnos al
aplicar el método de Gauss-Jordan para la resolucion de los SEL y en la entrevista
menciona que el método de Gauss-Jordan lo asocia con el calculo de la
determinante de una matriz y que hay ciertas operaciones que pueden modificar el
resultado. Mientras, el profesor B expresa que el método de Gauss-Jordan para la
resolucién de los SEL es un algoritmo muy estructurado y que en el proceso la
posibilidad de error es muy alta, en la entrevista afiade que el método de Gauss-
Jordan realiza muchas operaciones aritméticas y que la operacion elemental se
complica si se realiza con una fraccion. Las respuestas de los profesores son a base
a su experiencia, porque en la entrevista mencionan que no tienen conocimiento de

los avances didacticos del tema.
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Con respecto al conocimiento del contenido en relacion a la ensefianza, los
profesores A y B tienen éste conocimiento, ya que utilizan diversas estrategias
didacticas al iniciar una clase sobre los SEL. EI Profesor A menciona que inicia una
clase sobre los SEL con un ejemplo practico o con un problema de contexto y el
profesor B representando un SEL en forma algebraica y graficamente mediante un
software de geometria dinamica (Geogebra). Asimismo, ambos profesores usan un
recurso tecnoldgico en la ensefanza de los SEL, el profesor A usa una calculadora
para la resolucion de un SEL de orden orden 3x3 y el profesor B un software de
geometria dinamica (Geogebra), los cuales fueron corroborados en la entrevista.
Ademas, en lo que respecta a la ensefianza del conjunto solucion de los SEL, en
ambos profesores predomina la interaccion de los aspectos algebraicos vy
geomeétricos, y también realizan el transito de la representacion algebraica a la

geométrica y viceversa del conjunto solucion de un SEL

Con respecto al conocimiento del contenido en relacion con el curriculo, los
profesores A y B tienen éste conocimiento, pues expresan que los ejercicios o
problemas propuestos del libro texto del curso con respecto a los SEL son
adecuados. Sin embargo, ambos profesores desconocen sobre los aspectos
historicos de los SEL y de su importancia en la ensefianza de las matematicas, lo

cual fue confirmado en la entrevista.

Las herramientas tedricas del EOS, como el analisis didactico de los procesos de
estudio (el primer y segundo nivel del analisis didactico) y la faceta epistémica del
Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM), nos ha permitido identificar,
mediante un instrumento de investigacion, los conocimientos especializados que
tiene un profesor que imparte un curso de Algebra Lineal para estudiantes de
ingenieria, sobre las practicas matematicas y la resolucién de problemas que

involucran a los sistemas de ecuaciones lineales.

Recomendaciones y futuras investigaciones

Dentro de las principales recomendaciones de nuestra investigacion que pueden
servir en la formacion inicial y permanente del profesorado hemos considerado las

siguientes:
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Realizar cursos de capacitaciéon para los profesores de un curso de Algebra
Lineal con respecto a la ensefianza y aprendizaje de los SEL, en donde se
realice el primer y segundo nivel del analisis didactico implementado por el
EOS.

Implementar en los cursos de formacion de profesores de matematica los
contextos historicos de la matematica de manera que permita una mejora del
conocimiento y comprension de objeto matematico que estan abordando.
Hacer de conocimiento a los profesores sobre la importancia de reconocer las
dificultades y errores que tienen los alumnos con respecto a un tema de la
Matematica.

Aplicar el instrumento de investigacion a estudiantes de posgrado que llevan
un curso de Algebra Lineal para realizar un analisis de sus conocimientos
especializados y contrastar sus respuestas con lo obtenido en nuestra
investigacion.

Ampliar la investigacion sobre el desempefio del profesor de Algebra Lineal
en el aula, que no se realiza en la presente investigacion, para poder
identificar otras facetas (afectiva, cognitiva, interaccional y ecoldgica) del

conocimiento especializado que tiene el profesor.

Limitaciones de la investigacion

Como toda investigacion, la nuestra también tuvo algunas limitaciones, dentro de las

cuales identificamos las siguientes:

La investigacion se ha aplicado a cinco profesores de un curso de Algebra
Lineal y de ellos sdlo se realizado el analisis a dos profesores. La eleccion de
los dos profesores es debida a que ellos completaron todos los items de las
actividades propuestas y de la informacion obtenida de su formacion
académica, ambos profesores tienen conocimiento de la didactica de la
Matematicas ya que son egresados de la Maestria en Ensefianza de las
Matematicas, y también por su experiencia docente en el dictado del curso de
Algebra Lineal a nivel universitario; por lo que los resultados podrian no ser

generalizables a todos los profesores de un curso de Algebra Lineal.
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e Los profesores no aceptaron ser grabados en sus clases, por lo cual solo se
realiz6 el analisis de algunos aspectos de las distintas facetas del Modelo del

Conocimiento Didactico-Matematico (CDM).
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ANEXOS

Anexo 1: Configuracion epistémica de la actividad 2

Tabla A.1 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 1 de la actividad 2)

(Contexto algebraico)

OoBJ ETQS CARACTERISTICAS
MATEMATICOS
Situacion- Dado el siguiente SEL:
Problema x + y =5
x + 2y =7
2x — y =4
a) ¢ Por qué este SEL tiene una unica solucién?
b) ;Como explicaria su respuesta anterior a sus
alumnos?
c) Agrega al SEL una ecuacién de modo que el conjunto
solucién no se modifique.
¢, Qué conocimiento matematico (concepto, propiedad,
teoremas, etc.) usé para dar su respuesta?
' Verbal: ecuacion lineal, sistemas de ecuaciones
Lenguaje lineales, conjunto solucién de un SEL
e Simbdlico: x, y
x + y =5
x + 2y =7
2x — y =4
Gréfico
o e Definicidn de una ecuacion lineal:
Definiciones ax, +ax, + +ax, =b
(Conceptos)

e Definiciobn de un sistema de ecuaciones lineales

(SEL).

e Definicibn de dos ecuaciones equivalentes: dos

ecuaciones son equivalentes si ambas tienen las
mismas soluciones.

e Concepto de conjunto solucién de un SEL.
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Procedimientos

Para la resoluciéon del SEL usaremos los métodos

algebraicos de igualacion y sustitucién. Para ello se

despeja la variable x en la primera ecuacion: x =5 —

y

Se reemplaza el valor de x en la segunda ecuacion:
5—y+2y=7

Resolviendo se obtiene: y =2, luego reemplazando

en el primer despeje se obtiene x = 3

Los valores de x = 3 e y = 2, satisfacen la tercera

ecuacion del sistema. EIl sistema tiene una unica

solucion: (3;2)

El punto (3;2), verifica las ecuaciones del SEL.

Se elige una ecuacibn que contenga como una

solucién a (3;2).

Agregamos al SEL original, la ecuaciéon lineal:

x—y=1

Por Ila definicibn de sistema de ecuaciones

equivalentes, se tiene que (3;2) es también solucion

del nuevo SEL.

Proposiciones-
propiedades

Propiedades de la igualdad de ecuaciones.
Propiedades de ecuaciones equivalentes.

La igualdad de una ecuacién al sustituir una variable
por su equivalente.

Propiedad del conjunto solucion de sistemas
equivalentes.

Argumentos

Tesis 1: EL punto (3;2) es solucion del SEL.
Justificacion: El punto (3;2) satisface todas las
ecuaciones del SEL. Por el concepto de conjunto
solucion, el punto (3;2) es solucion del SEL.

Tesis 2: La solucién del SEL es unica.

Justificacion: Las graficas de las ecuaciones lineales
del SEL se intersectan el punto (3;2). El conjunto
solucion de un SEL con dos incégnitas es el unico
punto (3;2) de R?.

Tesis 3: ElI SEL original y el nuevo SEL obtenido al
agregar una ecuacion lineal tienen las mismas
soluciones.

Justificacion: Los dos SEL son equivalentes y por la
propiedad del conjunto solucion de sistemas
equivalentes, ellas tienen al punto (3;2) como
solucion.
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Tabla A. 2 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 1 de la actividad 2)

(Contexto matricial)

OBJETOS CARACTERISTICAS
MATEMATICOS
Situacion- Dado el siguiente SEL:
Problema x + y =5
x + 2y =7
2x — y =4
a) ¢ Por qué este SEL tiene una unica solucién?
b) 4,Como explicaria su respuesta anterior a sus
alumnos?
c) Agrega al SEL una ecuacion de modo que el conjunto
solucién no se modifique.
¢ Qué conocimiento matematico (concepto, propiedad,
teoremas, etc.) usé para dar su respuesta?
_ e Verbal: sistemas de ecuaciones lineales (SEL),
Lenguaje conjunto solucién de un SEL, SEL equivalentes,
resoluciéon de SEL por el método de Gauss-Jordan,
operaciones elementales por filas a una matriz, matriz
de coeficientes, matriz ampliada, matriz escalonada,
matrices equivalentes.
1 1
e Simbodlico: x, y, AX=B, A=|1 2| A,=[A:B],
2 -1
El
fiefi, kfi, k=0, fi+kf
o e Definicidén de una ecuacién lineal:
Definiciones ax, +a,x, + -+ a,x, =b
(Conceptos)

e Definicidon de un sistema de ecuaciones lineales.
e Concepto de conjunto solucién de un SEL.
e Definicion de sistema de ecuaciones consistente e

inconsistente.

e Definicién de una matriz ampliada de un SEL.
e Definicién de operaciones elementales.
e Definicién de matrices equivalentes: Dos matrices son

equivalentes, si una de ellas puede obtenerse a partir
de la otra matriz mediante operaciones elementales
filas.

e Definicién de SEL equivalentes.
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Procedimientos

Asignacion de la matriz de coeficientes del SEL:

1 1
A=11 2 ]
2 -1
Asignacion de la matriz ampliada del SEL:
1 1 : 5
Aaz[ASB]z[l 2 7
2 -1 : 4

Resolviendo el SEL por el método de Gauss-Jordan.
Realizando operaciones elementales filas a la matriz
ampliada del SEL, se obtiene la matriz equivalente

11 : 5
E,=[0 1 : 2
00 : 0

El SEL es consistente determinado y tiene una unica
solucion (3;2).

Se elige una ecuacion lineal que contenga como
solucion a (3;2). Agregamos la ecuacion lineal: x —y =

1 al SEL inicial.

1 1 ¢ 5

, . 1 2 7

La matriz ampliada del nuevo SEL es 2 1 : 4
1 -1 : 1

Realizando operaciones elementales filas a la matriz

ampliada del nuevo SEL se obtiene la matriz equivalente
1 1 : 5
10 1 : 2
E2=10 0 : o
0 0 : O

El nuevo SEL es consistente determinado y tiene una
unica solucién (3;2).
Los SEL son equivalentes si tienen la misma solucion.

Propiedades

Propiedades de ecuaciones equivalentes.

Propiedad de matrices equivalentes.

Propiedad que el rango de una matriz no cambia
mediante operaciones elementales filas

Propiedad del conjunto solucién de sistemas
equivalentes.

Argumentos

Tesis 1: EL SEL inicial tiene una unica solucion a
(3;2).

Justificacion: La matriz ampliada A, =[A: B] tiene
como matriz equivalente a E,. El rango de la matriz

equivalente tiene rango 2 y es igual al numero de
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variables.

El SEL es consistente determinado y tiene una unica
solucion (3;2).

Tesis 2: EL SEL original y el nuevo SEL obtenido al
agregar una ecuacion lineal tienen las mismas
soluciones.

Justificacion: Las matrices ampliadas de los dos SEL
al llevarlas a sus respectivas formas escalonadas
tienen las dos primeras filas no nulas iguales.

Los SEL son equivalentes, es decir tiene las mismas
soluciones.
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Tabla A.3 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 2 de la actividad 2)

(Contexto algebraico)

OBJETOS CARACTERISTICAS
MATEMATICOS
Situacion Dado el siguiente SEL.:
Problema x + y — 2z =5
2x — y + 3z =28
x + 4y — 9z =7
Mencione si este tiene una Unica solucion, infinitas
soluciones o no tiene solucion. ;Como llegd a esa
conclusion? Justifique su respuesta.
_ e Verbal: ecuacion lineal, sistemas de ecuaciones
Lenguaje lineales,
conjunto solucion de un SEL
e Simbdlico: x, y, z
x + y — 2z =5
2x — y + 3z =8
x + 4y — 9z =7
o e Definicion de una ecuacion lineal:
Definiciones ax,+a,x,+-+a,x,=b
(Conceptos) e Definicion de un sistema de ecuaciones lineales

(SEL).

Definicion de dos ecuaciones equivalentes: dos
ecuaciones son equivalentes si ambas tienen las
mismas soluciones.

Concepto de conjunto soluciéon de un SEL.

Procedimientos

Para la Resoluciéon del SEL usaremos el método
algebraico de reduccion.
Eliminando la variable x enlas EC.1 y EC. 2 del SEL,

se obtiene:
(Ec.3)—(Ec.1): 3y—7z=2
(Ec.2) —2(Ec.1): -3y +7z= -2

(Ec.4)
(Ec.5)
Sumando la Ec.4 y E.5, se obtiene: 0 =0
EL SEL equivalente tiene infinitas soluciones.

DelaEc4: y=2-Zz

Reemplazando en la Ec.1 vy resolviendo se obtiene:
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Luego, la solucion es de la forma:
(x; 'Z)=(£—12'3—ZZ'Z)=
$ Vi 3 37’3 37

13 2 1 7

(?;5;0)+Z(—§;—§;1),ZE R

Por la definicibn de sistema de ecuaciones
equivalentes, se tiene el SEL tiene infinitas soluciones.

Proposiciones-

propiedades

Propiedades de la igualdad de ecuaciones.
Propiedades de ecuaciones equivalentes.
Propiedades de los SEL equivalentes.

Propiedad del conjunto solucién de SEL equivalentes.

Argumentos

Tesis 1: EL SEL tiene infinitas soluciones.
Justificacion: Al Resolver algebraicamente el SEL por

el método de reduccidn, se tiene que dos ecuaciones
son iguales.

AL resolver en términos de la variable z, se obtiene el
E _ 1
3

2 7 .
;z;;—;z;z), que verifica las

punto (x;y;2) = (
ecuaciones del SEL.

Como z € R, el SEL tiene infinitas soluciones.

Por el concepto de conjunto solucién de sistemas

equivalentes, el SEL tiene infinitas soluciones.
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Tabla A.4 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 2 de la actividad 2)

(Contexto matricial)

OBJETOS CARACTERISTICAS

MATEMATICOS

Situacion Dado el siguiente SEL.:

Problema x + y — 2z =5
2x — y + 3z =28
x + 4y — 9z =7
Mencione si este tiene una unica solucion, infinitas
soluciones o no tiene solucion. ;Como llegd a esa
conclusion? Justifique su respuesta.

_ e Verbal: sistemas de ecuaciones lineales (SEL),
Lenguaje conjunto solucién de un SEL, SEL equivalentes,

resolucion de SEL por el método de Gauss-Jordan,
operaciones elementales por filas a una matriz, matriz
de coeficientes, matriz ampliada, matriz escalonada,
matrices equivalentes, rango de una matrilz. ) ,
2 -1 3],
1 4 -9
A, =[A:iBL E fiof;, kfi, k#0, fitkf

e Simbdlico: x, y, z, AX=B, A=

Definiciones
(Conceptos)

e Definicidn de una ecuacion lineal:

a;x,+ax, +--+a,x,=>b

Definicion de un sistema de ecuaciones lineales.
Concepto de conjunto solucion de un SEL.

Definicion de un SEL consistente e inconsistente.
Definicion de una matriz ampliada de un SEL.
Definicion de operaciones elementales.

Definiciéon de matrices equivalentes: Dos matrices son
equivalentes, si una de ellas puede obtenerse a partir
de la otra matriz mediante operaciones elementales
filas.

e Definicién de SEL equivalentes.

e Rango de una matriz.

Procedimientos

e Asignacién de la matriz de coeficientes del SEL:

1 1 -2
A=|2 -1 3
1 4 -9

e Asignacion de la matriz ampliada del SEL:
1 1 -2 : 5
Aa=[AEB]=[2 -1 3 8]
1 4 -9 : 7
e Resolviendo el SEL por el método de Gauss-Jordan.
Realizando operaciones elementales filas a la matriz
ampliada del SEL, se obtiene la matriz equivalente
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1 0 1/3 : 13/3
E=]0 1 -7/3 : 2/3] la cual tiene rango igual a
0 0 0 : 0
2.
Como el rango de Ay el rango de A, son iguales a dos.
El SEL es consistente determinado; es decir tiene
infinitas soluciones.
Como r(A) =r(A,) =2 es menor que el nimero de
variables, que es 3, hay una variable libre o parametro.
Haciendo z = t, se obtiene: x = 13—3 —%t, y= %—gt
La solucion es de la forma:

o) = (B- 2t 2aiz) = (2:2:0) +
t(—g;—g;l), teR

Propiedades

Propiedades de ecuaciones equivalentes.

Propiedad de matrices equivalentes.

Propiedad que el rango de una matriz no cambia
mediante operaciones elementales filas

Propiedad del conjunto solucion de sistemas
equivalentes.

Argumentos

e Tesis 1: EL SEL tiene infinitas soluciones.

Justificacion: Al Resolver el SEL por el método de
Gauss-Jordan, la matriz ampliada A, = [A: B] tiene
como matriz equivalente a la matriz escalonada E. El
rango de la matriz equivalente es 2 y es menor que el
numero de variables. Luego el SEL es consistente
indeterminado y tiene infinitas soluciones.

e Tesis 2: La solucion del SEL es una recta en el

espacio.
Justificacion: Al resolver el SEL, se tiene que r(A) =
r(A,) =2 y es menor que el numero de variables,

que es 3, hay una variable libre o parametro.

Haciendo z = t, se obtiene: x = 13—3 —it, y = g—gt

La solucién es de la forma:

13 1 2 7 13 2 1 7
(yz2)=(T—-z-—-zz)=(7;50)+t(-2-251),
3 3 3 3 3 °3 3 3

t € R, la cual es una recta del espacio tridimensional.

128




Tabla A.5 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 3 de la actividad 2)

(Contexto algebraico)

OBJETOS CARACTERISTICAS
MATEMATICOS
Situacion Dado el siguiente SEL:
Problema kx + v + z =k
x + ky + z =k* keR
x + y + kz =k3
Verifique las siguientes afirmaciones para los valores de k:
a) Para k = 0, el sistema es consistente determinado.
b) Para k = 1, el sistema es consistente indeterminado.
c) Para k = 2, el sistema es consistente determinado.
d) Para k = —2, el sistema es inconsistente.
e Verbal: ecuacidon lineal, sistemas de ecuaciones
Lenguaje lineales,
conjunto solucion de un SEL, sistema
consistente, sistema consistente determinado,
sistema inconsistente, parametro
e Simbdlico: x, y, z
kx + v + z =k
x + ky + z = k?
x + y + kz =k3
o e Definicidén de una ecuacién lineal:
Definiciones a,x, +ayx, + -+ ax, =b
(Conceptos) e Definicion de un sistema de ecuaciones lineales

(SEL).

e Sistema de ecuaciones lineales homogénea y no
homogénea.

e Definicion de dos ecuaciones equivalentes: dos
ecuaciones son equivalentes si ambas tienen las
mismas soluciones.

e Concepto de conjunto solucién de un SEL.

Procedimientos

Reemplazamos el valor del parametro k en cada caso.
a) Alreemplazar k =0 en el SEL, se obtiene el SEL

homogéneo:
y+z =0
x+z =0
x+y =0

AL resolver el SEL se tiene como Unica solucidon a
(0;0;0). Luego, el SEL es consistente determinado.
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b) Alreemplazar k = 1 en el SEL, se obtiene tres

d)

ecuaciones iguales ala ecuaciéon x+y+z =1. Se
puede expresar una variable en términos de las otras
dos, porejemplo x=1—-y—z. ELSELes
consistente indeterminado, pues se tiene dos variables
libres o parametros.
Al reemplazar k = 2, se tiene el SEL siguiente:

2x + y + z =2
{x + 2y + z =4

x + y + 2z =8
Al resolver el SEL por métodos algebraicos, el SEL es

consistente determinado y tiene como unica solucion a
3 19

(=327
Al reemplazar k = —2, se tiene el SEL siguiente:
—2x + y + z = =2
{ x + -2y + z = 4
x + y + -2z = -8

Al resolver el SEL mediante métodos algebraicos
(sumando las tres ecuaciones), se obtiene que 0 =
—4.

Luego, el SEL es inconsistente; es decir, no tiene
solucién.

Proposiciones-
propiedades

Propiedades de la igualdad de ecuaciones.
Propiedades de ecuaciones equivalentes.
Propiedades de los SEL equivalentes.

Propiedad del conjunto solucién de SEL equivalentes.

Argumentos

Tesis 1: Para k =1 el SEL tiene infinitas soluciones.
Justificacion: Al reemplazar k=1 en el SEL, se
obtienen tres ecuaciones iguales a la ecuacién
x+y+z=1.

Expresando una variable en términos de las otras dos,
setieneque x=1—-y—z.

El conjunto solucién tiene la forma:
(y;2)=(A-y—-2zy2z)=(100)+y(-1,1;0) +
z(—1;0;1) Las variables y y z pueden asumir todos
los valores reales.

Luego, usando el concepto de conjunto solucion de
SEL equivalentes, el SEL tiene infinitas soluciones.
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Tabla A.6 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 3 de la actividad 2)

(Contexto matricial)

OBJETOS CARACTERISTICAS
MATEMATICOS
Situacion Dado el siguiente SEL.:
Problema kx + y + z =k
x + ky + z =k* keR
x + y + kz =k3
Verifique las siguientes afirmaciones para los valores de k:
a) Parak =0, el sistema es consistente determinado.
b) Para k = 1, el sistema es consistente indeterminado.
c) Para k = 2, el sistema es consistente determinado.
d) Para k = —2, el sistema es inconsistente.
_ e Verbal: sistemas de ecuaciones lineales (SEL),
Lenguaje conjunto solucién de un SEL, SEL equivalentes,
resolucion de SEL por el método de Gauss-Jordan,
operaciones elementales por filas a una matriz, matriz
de coeficientes, matriz ampliada, matriz escalonada,
matrices equivalentes, rango de una matriz
interseccion de planos, recta, punto.
k1 1
e Simbdlico: x, y, z, AX=B, A=|1 k 1|, A, =
1 1 k
[A:B], E, fiof;, kf,, k#0, fi+tkf;
o e Definicién de una ecuacion lineal:
?Ceoﬁr:‘(':‘;'stgess) a; X+ ax, + - +ax, =b

e Definicidn de un sistema de ecuaciones lineales.

e Concepto de conjunto solucién de un SEL.

e Definicidn de un SEL consistente e inconsistente.

e Definicién de una matriz ampliada de un SEL.

e Definicidén de operaciones elementales.

e Definicién de matrices equivalentes: Dos matrices son
equivalentes, si una de ellas puede obtenerse a partir
de la otra matriz mediante operaciones elementales
filas.

e Definicién de SEL equivalentes.

e Rango de una matriz.

e Ladeterminante de una matriz.

¢ Planos en el espacio.

e Interseccidon de planos.
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Procedimientos

¢ Asignacioén de la matriz de coeficientes del SEL:

k1 1]
A=11 k 1
1 1 Kkl

e Asignacion de la matriz ampliada del SEL.:
[k 1 1 : k
A,=[A:Bl=|1 k 1 : kzl
1 1 k ¢ k3
e Resolviendo el SEL por el método de Gauss-Jordan.
Realizando operaciones elementales filas a la matriz
ampliada del SEL, se obtiene la matriz equivalente

1 1 k ; k3
E=|0 k-1 1—k k? — k3 ‘
0 0 (k+2)(A—k) : k(k+12(1—k)

Analizando los valores del parametro k:

1 1 1 : 1
Si k =1, se obtiene la matriz [O 0 0 : 0].
0 00 : 0

Como r(A) =r(A,) =1 y el nimero de variables es 3, el

SEL es consistente indeterminado, es decir, tiene infinitas
soluciones. Por lo tanto b) es cierto.

1 1 -2 : -8
Si k = -2, se tiene la matriz [0 -3 3 : 12].
0 o 0 : -6

Como (ran(4) = 2) # (ran(A) =3), el SEL es
inconsistente; es decir, no tiene solucién. Por lo tanto d)
es cierto.

Si k+1y k# -2, setiene

11 Kk k3
01 -1 : —k?
0 0 1 k(k+1)2/(k+2)

Como r(A) =r(A,) =3y es igual al nUmero de variables,
el SEL es consistente determinado; es decir, tiene una
unica solucién.

Por lo tanto a) y ¢) son ciertas.

Ahora, interpretemos geométricamente la solucion del
SEL.

Si k =1, se tiene que r(A) =r(A,) =1y el nimero de
variables es 3, el SEL es consistente indeterminado; es

decir, tiene infinitas soluciones que estan ubicados en un
plano de R3, dado por la ecuacion x +y+z =1. Las
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ecuaciones representan a tres planos coincidentes.

Para k = —2, el SEL es inconsistente, es decir, no tiene

solucion. Geométricamente las ecuaciones representan a
planos que no se intersectan en un objeto en comun.

Si k+1y k=+-2,el SEL es consistente determinado,

es decir, tiene una Unica solucion. Geométricamente los
planos se intersectan en un Unico punto R3.

Propiedades

¢ Propiedades de ecuaciones equivalentes.

¢ Propiedad de matrices equivalentes.

e Propiedad que el rango de una matriz no cambia
mediante operaciones elementales filas

e Propiedad del conjunto solucion de sistemas
equivalentes.

e Propiedad de la interseccion de planos

e Propiedad de planos coincidentes.

e Propiedad del determinante de Ila matriz de
coeficientes de un SEL.

Argumentos

Tesis 1: Si k=0, el SEL homogéneo es consistente
determinado

Justificacion: AL reemplazar k=0 en la matriz

0O 1 1 : 0
aumentada del SEL, se tiene la matriz ll 0o 1 : 0].
1 1 0 : O

Al calcular la determinante de la matriz de coeficientes
del SEL homogéneo, se obtiene 2, que es diferente de
cero y por lo tanto el SEL homogéneo es consistente
determinado; es decir, tiene una unica solucién.

Tesis 2: Si k = —2, el SEL es inconsistente.

Justificacion: Al reemplazar k=-2, en la forma
escalonada de la matriz ampliada del SEL, se obtiene la

1 1 -2 : -8
matriz [0 -3 3 : 12].
0 O 0 : -6

La matriz de coeficientes tiene rango igual a 2 y es
diferente al de la matriz ampliada que es igual a 3. Por lo
tanto, el SEL es inconsistente; es decir, no tiene solucién.
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Tabla A.7 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 4 de la actividad 2)

(Contexto matricial)

OBJETOS CARACTERISTICAS
MATEMATICOS
Situacion Dado el SEL siguiente:
Problema x — y + 2z = 1
2x + 4y — z = -1, ab€eR
4x + 2y + az = b
a) ¢,Qué sucede con el conjunto solucionsi a=3 yb =
1?
b) ¢ Qué sucede con el conjunto solucion si a # 37?
c) ¢ Qué sucede con el conjunto solucion sia # 3y b # 17
d) Interprete geométricamente la solucion de los casos
anteriores.
_ Verbal: sistemas de ecuaciones lineales (SEL),
Lenguaje conjunto solucion de un SEL, SEL equivalentes,
resoluciéon de SEL por el método de Gauss-Jordan,
operaciones elementales por filas a una matriz, matriz
de coeficientes, matriz ampliada, matriz escalonada,
matrices equivalentes, rango de una matriz,
parametros interseccion de planos, recta, punto.
1 -1 2
Simboalico: x, y, z,a, b, AX=B, A=|2 4 —1],
4 2 a
A,=[A:Bl E fiof, kfi, k#0, fi+kf
o Definicion de una ecuacion lineal:
Definiciones A%, + ax, + - +ax, = b
(Conceptos)

Definicion de un sistema de ecuaciones lineales.
Concepto de conjunto soluciéon de un SEL.

Definicion de un SEL consistente e inconsistente.
Definicion de una matriz ampliada de un SEL.
Definicion de operaciones elementales.

Definicion de matrices equivalentes: Dos matrices son
equivalentes, si una de ellas puede obtenerse a partir

de la otra matriz mediante operaciones elementales
filas.

Definicién de SEL equivalentes.

Rango de una matriz.

Recta en el espacio
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¢ Plano en el espacio.
e Interseccién de planos.

Procedimientos

¢ Asignacién de la matriz de coeficientes del SEL:

1 -1 2
A=12 4 —1]
4 2 a
Asignacion de la matriz ampliada del SEL:
1 -1 2 1
Aa=[AEB]=[2 4 -1 : —1]
4 2 a ‘: b

Resolviendo el SEL por el método de Gauss-Jordan a la
matriz ampliada, se tiene la matriz escalonada

1 -1 2 : 1
E=|0 6 -5 : -3 |
0 0 a—3 : b—1
Analizando los valores de los parametros ay b.
1 -1 2 1
a)Sia=3yb=1,setiene [0 6 -5 : -3
0 0 0 : 0

Como r(A)=r(A,)=2 y el nimero de variables es 3,

el SEL es consistente indeterminado; es decir, tiene
infinitas soluciones.

1 -1 2 1
b) Si a # 3, se tiene [0 6 -5 : -3 ]
0 0 1 ¢ (b—-1)/(a—3)

Como r(A)=r(A,;)=3 y el numero de variables es 3, el

SEL es consistente determinado; es decir, tiene una
Unica solucion.

1 -1 2 1
c)Sia=3yb¢1,setiene[0 6 -5 : -3 ]
0 0 0 : (b—-1)

Como (r(A)=2)=#(r(A,)=3), el SEL es inconsistente;
es decir, no tiene solucion.

d) Ahora, interpretemos geométricamente la solucion del
SEL.

Sia=3 yb=1, la solucion del SEL representa a una
recta en R3 que es la interseccidn de tres planos en
R3.

Si a # 3, la solucién del SEL es un punto de R3, el
cual es la interseccion de tres planos en R3.
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Si a=3y b#1, el SEL no tiene solucion y las
ecuaciones representan a tres planos que no se
intersectan en pares pero no con el tercer plano.

Propiedades

e Propiedades de ecuaciones equivalentes.

¢ Propiedad de matrices equivalentes.

e Propiedad que el rango de una matriz no cambia
mediante operaciones elementales filas

e Propiedad del conjunto solucion de sistemas
equivalentes.

e Propiedad de la interseccion de planos

Argumentos

Tesis 1: Si a=3 y b=1, el SEL tiene infinitas
soluciones.
Justificacion: Al reemplazar a =3 y b =1, en la matriz

escalonada E, se obtiene la matriz
1 -1 2 1

[0 6 —5 : —3].
0 0 0 : 0

Como r(A)=r(A,)=2 y el numero de variables es 3, el

SEL es consistente indeterminado; es decir, tiene
infinitas soluciones.

Tesis 2. Si a# 3 entonces el SEL tiene una unica
solucion.
Justificacion: Como a # 3, la forma escalonada de la
matriz ampliada del SEL tiene la forma:

1 -1 2 : 1

0 6 -5 : -3

0 0 1 : (b—1)/(a—3)

Como r(A)=r(A,)=3 y el numero de variables es 3, el

SEL es consistente determinado; es decir, tiene una
Unica solucion.

Tesis 3: Si a=3y b=+#1, entonces el SEL no tiene
solucion.

Justificacion: Sia =3y b # 1, la forma escalonada de la

matriz ampliada tiene la forma:
1 -1 2 : 1
0 6 =5 : -3

0 0 0 : (b—1

Como (ran(4) =2) # 3=ran(A)), el SEL es
inconsistente; es decir, no tiene solucion.
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Tabla A.8 Configuracion epistémica del SEL (solucion del item 5 de la actividad 2)

(Contexto algebraico-matricial)

OBJETOS
MATEMATICOS

CARACTERISTICAS

Situacion
Problema

Una Tienda de juguetes vende tres tipos de autos de
juguetes. El modelo A1 se vende a un precio de 10 soles
la unidad, el modelo A2 a un precio de 20 soles la unidad
y el modelo A3 a un precio de 30 soles la unidad. En un
cierto dia se vendieron un total de 47 autos de juguetes
por un monto total de 1110 soles.

a) El gerente de la tienda con la informacién anterior
quiere averiguar cuantos autos de cada modelo se han
vendido. ;Es posible saber qué cantidad de cada
modelo se ha vendido?

b) Segun el contexto del problema. ¢;Cudles de las
siguientes interpretaciones es la correcta?

| Falta informacién para averiguar la cantidad vendida
de cada modelo de auto.

| Hay infinitas posibilidades que se ha vendido de
cada modelo de auto.

1 Hay un numero finito de posibilidades para averiguar
la cantidad vendida de cada modelo de auto.

Si no hay una unica solucidén, agrega una informacion
adicional al anunciado del problema para averiguar la
cantidad vendida de cada modelo de auto de juguete.

Lenguaje

e Verbal: sistemas de ecuaciones lineales (SEL),
conjunto solucion de un SEL, SEL equivalentes,
resolucion de SEL por el método de Gauss-Jordan,
operaciones elementales por filas a una matriz,
incégnitas, inecuacion, cantidad, precio, posibilidades,
conjunto solucion.

e Simbdlico: x, y, z, AX = B, A=[1 1 1],

10 20 30

A, =[AiBL E, fiof;, kfi, k#0, fi+kf
e Grafico:

Modelos de| A | A2 | A3
autos 1
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Precio (Soles) |1 |20 |30

Cantidad x|y z
vendida

Definiciones
(Conceptos)

Definicion de una ecuacion lineal:

a;x, +ax, +--+a,x,=>b

Definicion de un sistema de ecuaciones lineales.
Definicion de matriz ampliada de un SEL.
Definicion de operaciones elementales.
Definicion de matrices equivalentes.

Concepto de conjunto soluciéon de un SEL.
Definicion de un SEL consistente e inconsistente.
Definicion de SEL equivalentes.

Definicion de rango de una matriz.

Procedimientos

Representacion mediante un esquema la informacion
obtenida del enunciado del problema de contexto

Modelos de| A | A2 | A3

autos 1

Precio (Soles) |1 |20 |30
0

Cantidad x|y | z

vendida

Las variables x,y,z€ N
Mediante el esquema anterior, se presenta la forma
algebraica del SEL:

{ x + y + z = 47

10x + 20y + 30z = 1110
Representado el SEL mediante la matriz ampliada

_ [ 1 1 1 : 47

10 20 30 : 1110
Usando en la matriz ampliada el método de Gauss-
Jordan, se tiene la matriz escalonada
E— [1 0o -1 : —17]_

0 1 2 64

Como r(A) =r(A,) = 2 y el numero de variables es 3,
el SEL es consistente indeterminado, es decir tiene
infinitas soluciones. Hay una variable libre o parametro,
Haciendo z = t, se obtiene:

A, =[A:B]
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x = =17+t
y = 64—2t, teN
z = t
Segun el contexto del problema: —-17+t>0 vy

64—2t=>0

Se tiene que 17 <t <32 .Como t €N, se tiene que t
puede asumir 16 posibilidades; es decir, un numero
finito de posibilidades para averiguar la cantidad
vendida de cada modelo de auto.

Una condicion adicional para obtener una unica
solucion del problema de contexto puede ser: el doble
de la cantidad de autos vendidos del modelo A1 mas el
numero de autos vendidos de los tipos A2 y A3 es igual
a48.

Propiedades

¢ Propiedades de ecuaciones equivalentes.

e Propiedad de matrices equivalentes.

e Propiedad que el rango de una matriz no cambia
mediante operaciones elementales filas.

e Propiedad del conjunto solucion de SEL equivalentes.

¢ Propiedad de inecuaciones.

Argumentos

Tesis: El problema de contexto con la condicidon
adicional “el doble de la cantidad de autos vendidos del
modelo A1 mas el numero de autos vendidos de los
tipos A2 y A3 es igual a 58” tiene una Unica solucion.
Justificacion: Agregando la ecuacién obtenida por la
condicion adicional al problema de contexto inicial, se
tiene el SEL siguiente:

x + y + z = 47
10x + 20y + 30z = 1110
2x + y + z = 58

Resolviendo el SEL, se tiene: x =11, y =8, z =28,
como unica solucion. Luego, se han vendido 11 autos
del modelo A1, 8 autos del modelo A2 y 28 autos del
modelo A3.
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Anexo 2: Instrumento desarrollado

INFORMACION SOBRE EL PROFESOR

El siguiente cuestionario comprende siete ftems sobre la formacion académica, experiencia
docente y conocimientos sobre los sistemas de ecuaciones lineales a nivel universitario. El
desarrollo del cuestionario es anéonimo y se agradece su colaboracion y la sinceridad de sus

respuestas.

A. FORMACION ACADEMICA

1) Grado académico:

Bachiller [ ]
Magister [ ]
Doctor ]

2) Especial de estudio de pregrado:

Matematica pura
Educacion en la especialidad de Matematica y/o Fisica

Ingenieria (especifique especialidad):

O O O O

Otro (especifique):

B. EXPERIENCIA DOCENTE
3) Docente en instituciones de nivel universitario: afios
4) Docente en la universidad actual

Nombre de la universidad: , afios

C. CONOCIMIENTOS SOBRE EL OBJETO MATEMATICO

5) Usted adquiri6 micialmente los conocimientos sobre sistemas de ecuaciones lineales

en un curso de:

Antegrado: [ ]
Maestria: [ ]

Otro (especifique):
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6) Numero de veces que ha dictado un curso que contenga el tema de los sistemas de

ecuaciones lineales: veces.

7) (Qué libro(s) utiliza para la preparacion de sus clases? Especifique
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ACTIVIDAD 1

La actividad es un cuestionario que contiene nueve preguntas con respecto a los sistemas de

ecuaciones lineales (SEL) y se divide en tres partes. El desarrollo del cuestionario es anonimo

y se agradece su colaboracion y la sinceridad de sus respuestas.

Parte A

En las siguientes preguntas marque con una X la(s) alternativa(s) que usted crea conveniente.

1) (En qué temas del area de las matematicas se utilizan los SEL?

[]

Espacios generados

Programacion lineal

Dependencia e independencia lineal

Ajuste de curvas mediante funciones polindmicas

Analisis numérico de ecuaciones diferenciales parciales por diferencias finitas

2) Determine los problemas de contexto en donde se aplica los SEL.

N I O R B

Sistemas de transporte
Circuitos eléctricos
Reacciones quimicas
Nutriciéon

Analisis de estructuras

3) (Como danicio auna clase que imparte sobre SEL?

N I R O R I

Con un ejemplo practico
Con un problema de contexto
Con la teoria sobre los SEL
Con un video motivador

Otro. Especifique: .....o.oiiiiiii i
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4) Los problemas o ejercicios propuestos sobre SEL en el libro texto que usted utiliza en su

curso, en su opinion:

Son suficientes para la evaluacion que usted aplicara a sus alumnos.

Contienen situaciones o contextos extra-matematicos (problemas de otras disciplinas,

del rango laboral, de situaciones cotidianas, de la comunidad).
(] Todas son similares.

Especifique (autor del libro, titulo del libro, ciclo académico de uso del libro,
especialidad de los alumnos, Otros): . ........coiviiiiiieiiiiiii i,

Parte B

En las siguientes preguntas marque con una X en la opcion Si o No, segun crea conveniente.

Si su respuesta es afirmativa, utilice los espacios en blanco para justificar la opcion elegida.

5) ¢(Los alumnos tienen dificultades al aplicar el método de Gauss-Jordan para la resolucion

de los SEL?

] No

6) (Usa algin recurso tecnologico con sus alumnos para la resolucion de los SEL?

'] No
] Si

e ;Cual es este recurso?



7) ¢Conoce usted algunos aspectos historicos sobre los SEL?

'] No

8) ¢(Aparte del método de Gauss-Jordan conoce otro(s) método(s) para resolver los SEL de

ordenn X n?

'] No



ACTIVIDAD 2

La actividad contiene cinco preguntas entre ejercicios y problemas relacionados a los sistemas

de ecuaciones lineales (SEL). Para el desarrollo de la actividad se le pide responder en el

cuadernillo para justificar sus respuestas.

1) Dado el siguiente SEL:

2)

3)

X + y =5
X + 2y =7
2x -y =4

a) (Por qué este SEL tiene una tnica solucion?
b) (Coémo explicaria su respuesta anterior a sus alumnos?
c) Agrega al SEL una ecuacion de modo que el conjunto solucion no se modifique.

(Qué conocimiento matematico (concepto, propiedad, teoremas, etc.) usé para dar su

respuesta?

Dado el siguiente SEL:

X + Yy -2z =35
2X -y + 32 =8
X + 4y - 92 =7

Mencione si este tiene una Unica solucion, infinitas soluciones o no tiene solucion.

(Como llegd a esa conclusion? Justifique su respuesta.

Dado el siguiente SEL:

kx + y 4+ z = Kk
X + ky + z = k*, keR
X + vy + kz = K

Verifique las siguientes afirmaciones para los valores de k:
a) Parak = 0, el sistema es consistente determinado.

b) Para k=1, el sistema es consistente indeterminado.

c) Para k=2, el sistema es consistente determinado.

d) Parak = —2, ¢l sistema es inconsistente.
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4) Dado el SEL:

5)

X -y + 2z = 1
2x + 4y - z = -1, a,beR
4 + 2y + az = b

a) ¢Qué sucede con el conjunto solucion si a=3y b=1?

b) (Qué sucede con el conjunto solucion si a#3?

¢) ¢(Qué sucede con el conjunto solucion si a=3y b=#1?

d) Segin su practica docente, interprete geométricamente la solucion de los casos

anteriores.

Una tienda de juguetes vende tres tipos de autos de coleccion. Los modelos de autos Al,
A2 y A3, se venden a 10 soles, 20 soles 30 soles, respectivamente la unidad. En un cierto

dia se vendieron un total de 47 autos de coleccién por un monto total de 1 110 soles.

Con la informacion anterior, el gerente de la tienda quiere averiguar cuantos autos de

cada modelo se han vendido.
a) (Es posible saber qué cantidad de cada modelo se ha vendido? Justifique su respuesta.

b) Segin su respuesta dada en a). ;Cual de las siguientes interpretaciones es la correcta?

"] Falta informacion para averiguar la cantidad vendida de cada modelo de auto.
| Hay infinitas posibilidades de la cantidad de modelos vendidos.

| Hay un nimero finito de posibilidades de la cantidad vendida de cada modelo de
auto.
Cc) Si no hay una unica solucion, agregue una condicion adicional al anunciado del

problema para averiguar la cantidad vendida de cada modelo de auto de coleccion en
dicho dia.
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