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RESUMEN

En esta investigacion, se presenta un estudio del objeto matematico seno y coseno
enmarcado en la Teoria Antropoldgica de lo Didactico. El objetivo de la investigacion
es construir un Modelo Praxeologico de Referencia a partir del analisis de
documentos historicos, obras matematicas y libros de texto, que articule las
diferentes organizaciones matematicas cuando se trabajen el seno y coseno tanto
en el triangulo rectangulo, como en el plano cartesiano. El escaso conocimiento
trigonométrico observado en los estudiantes que cursan y terminan el 5to grado de
educaciéon secundaria en el Peru, evidenciado en la practica docente, donde ellos
tendrian que poder transitar por las diferentes organizaciones del seno y coseno,
nos lleva a plantear una revisién de los textos de ensefianza y proponer una nueva
organizacion matematica a través de un Modelo Praxeolégico de Referencia. La
construccion de este modelo permite tener una estructura para cuestionar la
organizacion didactica dominante en los libros de texto, reconocer rupturas
epistemoldgicas y una base para generar nuevos disefios didacticos. Asimismo, el
desarrollo de la presente investigacion se da bajo el enfoque cualitativo, en el
analisis de los libros de texto se utiliza la metodologia propuesta por Chaachoua y
para la construccion del Modelo Praxeoldgico de Referencia se toma como base la
estructura propuesta por Chaachoua, Ferraton y Desmoulins. Del estudio realizado,
se concluye que la razon de ser de las nociones trigopnométricas seno y coseno son
las identidades trigonométricas porque estan presentes en la génesis de la
trigonometria, y porque han permitido el avance de la misma, logrando ser el ente
articulador entre las diferentes etapas de su desarrollo, razén por la cual su estudio

debe estar presente en las organizaciones matematicas a ensefar.

Palabras clave: Funciones trigopnométricas; Seno y coseno; Modelo Praxeoldgico de

Referencia; Educacion secundaria.



ABSTRACT

This researching show the mathematics object study of sine and cosine focusing in
Didactic Anthropological Theory. The investigation’s goal to build a Praxeological
Reference Model since documents analysis, mathematics works and textbooks, to
articulate the several mathematical organizations when are working sine and cosine
how in the rectangle triangle, such as Cartesian plane. The poor trigonometric
knowledge looked in the students whose are studying and ending the fifth grade of
Peruvians High School, evidencing in the teacher practice, where they will have to
transit for different sine and cosine organizations it leads us to raise the checking
process of teaching texts and propose a new mathematical organization how the
Praxeological Reference Model. The construction of this model allow to have and
structure to question the text of the books in the dominant didactic organization, to
recognize the epistemological ruptures and a base to generate new didactic designs.
Likewise, the develop of this research about the qualitative, focus analysis of text to
use by Chaachoua methodology proposal and to the construction of Praxeological
Reference Model, it is taken as a base the proposed structure by Chaachoua,
Ferraton and Desmoulins. The study done it concludes that the reason of be of
trigonometrical sine and cosine notions are the trigonometrical identities due to they
are in the trigopnometric genesis and these have allowed the itself advance, getting to
be the articulator entity between the different stages of development for that reason it

study must be in the mathematics organizations to teach.

Keywords: Trigonometrical functions; Sine and cosine; Praxeological Reference
Model; High School.
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CONSIDERACIONES INICIALES

La presente investigacion se centra en el estudio del objeto matematico seno y
coseno desde la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD). Se analizan las
diferentes Organizaciones Matematicas del seno y coseno y como éstas se
presentan en los documentos historicos, las obras matematicas y los libros de texto
de la Educacion Basica Regular (EBR), para luego plantear una posible
Organizacion Matematica (OM) de los mismos a través de un Modelo Praxeolégico
de Referencia (MPR).

En el capitulo |, se plantea el problema de investigacion para lo cual se realiza una
breve revisidon de las investigaciones existentes en el campo de la trigonometria,
correspondientes al estudio del seno y coseno, enfocandose en los significados que
se les asignan. Es decir, como una razon trigonométrica en el triangulo rectangulo,
como coordenadas de un punto en la circunferencia trigonométrica, y como una
funcién real de variable real en el campo de las funciones trigonométricas, para
luego analizar si es posible una articulacion entre ellos a través del MPR. Asimismo,

se justifica su estudio, se propone la pregunta y los objetivos de la investigacion.

En el capitulo Il, se realiza un recorrido histérico-epistemoldgico por las nociones
trigonométricas desde las antiguas civilizaciones de Oriente, donde el seno y coseno
nacen ligados al estudio de la astronomia y la geometria. Luego, se analiza la época
medieval, donde el seno y coseno adquieren el estatus de objetos matematicos tal

como se conocen en la actualidad y pasan a formar parte del analisis funcional.

En el capitulo Ill, se muestran algunos elementos de la TAD que se relacionan con el
presente trabajo de investigacion, en particular, se definen la OM y sus elementos:
los tipos de tareas, las técnicas, la tecnologia y la teoria. También se mencionan
brevemente las dimensiones epistemoldgicas, econdmicas y ecoldgicas para un
problema didactico, y la metodologia empleada para el analisis de libros de textos

propuesta por Chaachoua (2014).

En el capitulo IV, se presenta el analisis de dos libros de texto de la EBR
correspondientes a 5to afio de secundaria. Para esto, se sigue la metodologia
empleada por Chaachoua (2014); asimismo, se realiza el analisis praxeoldgico de la
Organizacion Didactica (OD) de dichos libros.

12



En el capitulo V, se construye el MPR a partir de la siguiente cuestion generatriz Q,:
¢, Cuales son las nociones trigonomeétricas asociadas al seno y coseno?. A su vez
esta cuestion inicial genera otras nuevas cuestiones que son respondidas por tipos

de tareas buscando una cierta articulacion entre dichas praxeologias.

Finalmente, se presenta las consideraciones finales del trabajo de investigacion
dentro del marco tedrico y metodolégico, asi como las recomendaciones para futuras

investigaciones enmarcadas en la TAD.
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CAPITULO I: PROBLEMATICA

En este capitulo presentamos una revision de las principales investigaciones en
torno a las diferentes nociones, representaciones y significados asociados al seno y
coseno. Dentro de ellas, son de nuestro especial interés aquellas enfocadas en los
analisis de los libros de texto desde la TAD. También se justifica nuestro estudio, se

formula la pregunta y los objetivos de la investigacion.
1.1 Investigaciones de referencia

En relacion a la ensefianza y aprendizaje de las nociones trigonométricas seno y
coseno, en los ultimos afos se han desarrollado numerosos trabajos con distintos
focos de atencién y en los diferentes niveles escolares tal como lo afirma Cruz-
Marquez (2018) quien, a su vez, estudia el fendmeno de la aritmetizacién de la

trigonometria desde la socioepistemologia.

Por un lado, tenemos investigaciones referidas a las diferentes formas de
representacion del seno y coseno; es decir, como cociente, distancia, coordenadas y
funcién (Brown, 2005; Weber, 2008; Byers, 2010). Asi como también encontramos
trabajos sobre las dificultades en el aprendizaje de los estudiantes al transitar por los
diferentes significados trigopnométricos (De Kee, Mura y Dionne, 1996; Montiel, 2007;
Martin-Fernandez, 2013).

Asimismo, se encuentra investigaciones desde un enfoque histérico-epistemoldgico
donde se estudia la evolucion y el desarrollo historico del seno y coseno con la
finalidad de implementar secuencias didacticas (Montiel, 2005, 2013; Caballero,
2013; Abonia, Miranda, 2017 y Cruz-Marquez, 2018).

Por otro lado, se encuentra planteamientos como las de Kendal y Stacey (1997)
quienes llevan a cabo un estudio comparativo entre dos métodos para introducir a
los estudiantes de una escuela secundaria australiana, cuyas edades estaban
comprendidas entre los 14 y 15 afos, en el estudio de la trigonometria: el método de
las razones trigonométricas que trabaja con el tridngulo rectangulo y un angulo
agudo y el método de la circunferencia trigonométrica, en donde se considera una
circunferencia con centro en el origen de coordenadas cartesianas y radio igual a la

unidad.

14



En el primer método que proponen las investigadoras, el de las razones
trigonométricas; se definen al seno y coseno como relaciones de pares de lados de

un triangulo rectangulo en funcion de uno de sus angulos agudos.

Asi, por ejemplo, el seno de un angulo agudo se define como el cociente entre la

longitud del cateto opuesto y la longitud de la hipotenusa, tal como se muestra en

figura 1.
' Donde:
a: Cateto opuesto al angulo agudo ©
b b: Longitud de la hipotenusa

@ Entonces se define:
a
senfl = —
9 . sen b

A B

Figura 1. Definicion del seno como un cociente.
Fuente: Adaptado de Kendal y Stacey (1997, p. 323)

En el segundo método propuesto por las autoras, de la circunferencia trigonométrica,
se define al seno y coseno como coordenadas de un punto sobre la circunferencia
trigonométrica. Al respecto en la figura 2, podemos observar una adaptacién a lo

mencionado por dichas autoras sobre este método.

Figura 2. Definicion del seno y coseno como coordenadas.
Fuente: Adaptado de Kendal y Stacey (1997, p. 324)

Kendal y Stacey (1997) concluyen que el método de la razén trigonométrica es una
mejor opcion para introducir el estudio de la trigonometria; debido a que los
estudiantes lograron una mayor comprensién y aceptacion de ciertos conceptos

basicos. Por ejemplo, al ser capaces de reconocer qué razon trigonométrica es la
15



mas idénea para resolver los problemas, en cambio el método de la circunferencia
trigonométrica, representa mayor dificultad para los estudiantes porque se tenia que

reorientar los triangulos rectangulos de acuerdo al cuadrante.

Por otra parte, Bressoud (2010) realiza un estudio sobre el desarrollo histérico de las
nociones trigonométricas y cdmo estas se introducen en el ambito escolar, en un
inicio con la circunferencia trigonométrica y posteriormente con el triangulo
rectangulo. Segun dicho autor la trigonometria surge para explicar y entender
fendmenos relacionados con la astronomia y la navegacion; es decir, esta rama de
las matematicas tuvo su origen en la observacion del cielo y en las construcciones
geométricas, como la circunferencia, donde se estudian las relaciones entre las

cuerdas y las longitudes de arco.

Bressoud (2010) propone que la mejor forma de introducir dichas nociones en la
ensefianza de la trigonometria es mediante la circunferencia trigonométrica,
considerando que histéricamente el seno; por ejemplo, nace del estudio de las
relaciones entre las cuerdas y las longitudes de arco; ya que introducir este tema
mediante los triangulos rectangulos, como se acostumbra en la actualidad,
constituye un obstaculo cuando se requiere hacer la transicidon de las razones

trigonométricas a las funciones trigopnométricas.

Se considera que es importante la busqueda de nuevos métodos y nuevas formas
de organizar el saber matematico, con la finalidad de ser ensefado. En la presente
investigacion se estudia al seno y coseno en el triangulo rectangulo, en la
circunferencia trigopnométrica y en el campo de las funciones trigonométricas, con la

finalidad de articular dichas praxeologias mediante la propuesta de un MPR.

Siendo uno de los objetivos analizar la OM de los libros de texto, con la finalidad de
articular las diferentes praxeologias que aparecen cuando se trabajan el seno y
coseno tanto en el triangulo rectangulo como en el plano cartesiano, se presenta a

continuacion algunas investigaciones relacionadas con el estudio.
1.1.1 Estudios cuyo objeto de analisis es el libro de texto

Tavera (2013) lleva a cabo una investigacion sobre el pensamiento variacional en los
libros de texto de la educacién media y superior de Colombia, acerca de las razones
trigonométricas seno y coseno. Su objetivo principal fue analizar las tareas que

aparecen en los libros de texto desde una perspectiva variacional.
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En cuanto a lo variacional, las actividades analizadas en los libros de texto, segun el
autor, no evidencian los contextos simulados y reales, lo cual exige la integracion de
nuevas tecnologias como el uso de algun software; por ejemplo, el Geogebra, ya
que incorpora el movimiento en forma de variable para que el estudiante identifique

los fendmenos de cambio y variacion.

En dicho trabajo se concluye que existe una desarticulacién entre los lineamientos
institucionales y los libros de texto debido a que las editoriales encargadas de la
elaboracion de dichos materiales, no tomaban en cuenta las recomendaciones de
los Lineamientos Curriculares y de los Estandares Basicos de Competencia, como

por ejemplo el uso de software.

De lo anterior, se pone en evidencia una desarticulacion entre las normativas
curriculares y los libros de texto, dicha desarticulacion también se podria presentar
en el sistema educativo del Peru; el cual en las ultimas décadas ha experimentado
cambios en los Disefios Curriculares Nacionales (DCN), incorporando nuevos temas
y en el caso de la trigonometria, dejando de lado temas que son importantes para la
transicion de las razones trigonométricas a las funciones trigonométricas; por

ejemplo, las identidades trigonométricas.
Al respecto Chevallard (2013) afirma lo siguiente:

En el caso del curriculum nacional, el conjunto de cuestiones primarias para ser
estudiadas en la escuela constituye el “nucleo del curriculum” y, por lo tanto, el
fundamento del pacto nacional entre la sociedad y la escuela. En consecuencia,
corresponde a la nacion decidir cuidadosa y democraticamente de qué estara
formado el conjunto Q, asi como revisar y actualizar periédicamente sus contenidos

con un esmerado control del ciclo vital del curriculum. (p. 176)

Siguiendo la misma linea, Tavera y Villa-Ochoa (2016) en su estudio del tratamiento
de las razones y las funciones trigonométricas en los libros de texto del primer afio
de la educacion superior de Colombia, observaron que las tareas propuestas en
dichos textos se centran en lo algebraico, y no en como varian dichas razones y

funciones, por ejemplo, al variar el angulo.

Los autores llegan a la conclusién, que en la transicion de las razones
trigonométricas a las funciones trigonométricas se hacen cambios de notacién mas

no de significados. Por ejemplo se introduce la nocion de funciones trigonométricas a
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través de la circunferencia trigonométrica como y =senf y x = cosf, donde la
abscisa y la ordenada se interpretan como variables independientes. En cambio, en
las graficas de funciones "y = senx", "y = cosx" los simbolos "x" y "y" representan la
variacion entre dos variables, es decir, una variable independiente y la otra

dependiente.

Asimismo, dichos investigadores sugieren el disefio de ambientes donde los
estudiantes experimenten procesos de variacién, lo cual significa realizar
modificaciones en la OM de los libros de texto y ademas se planteen nuevas
situaciones que puedan ser abordadas a partir del uso del Software de Geometria

Dinamica como Geogebra.

Por otro lado, Cantoral, Montiel y Reyes (2015) realizaron un estudio de los libros de
texto de la educaciéon secundaria mexicana donde analizan los significados que
aparecen en los temas de trigonometria, especificamente las razones
trigonomeétricas, concluyendo que las tareas propuestas en dichos libros se reducen
a operaciones aritméticas y despejes algebraicos, lo cual despoja a las razones de

su significado trigonométrico.

En las investigaciones revisadas hasta el momento se observa que en los libros de
texto se trabaja el seno y coseno desde diferentes puntos de vista, como una razén,
como coordenada en la circunferencia trigonométrica o como funcién en el campo de
las funciones reales, pero no se indica la pertinencia de uno sobre otro; prevalece un
enfoque mas algebraico que geométrico, lo cual lo hace mas mecanico, por tal

motivo, se trabaja superficialmente.
1.1.2 Estudios realizados en el marco de la TAD

Es de suma importancia presentar dentro de las investigaciones de referencia, a las
que utilicen aspectos de la TAD, a fin de obtener informacién relacionada a la
organizacion matematica que proponen sobre temas relacionados a la trigonometria,

en particular, al seno y coseno.

Entre las investigaciones relacionadas al parrafo anterior, se encuentra la de Lérida
(2013), quien analiza la organizacion matematica en los libros de texto de
matematicas 4to de la ESO, en torno a las razones trigonométricas: los tipos de
tareas, las técnicas y tecnologias que aparecen en dichos textos.
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Dentro de sus objetivos estan el proponer actividades para que los estudiantes
construyan conocimientos trigonométricos funcionales y también realizar un estudio
entre los profesores de matematicas para ver su grado de satisfaccion en cuanto a

los libros de texto.

Con base en los resultados obtenidos, Lérida (2013) plantea una propuesta de OD
desde la TAD, teniendo en cuenta las carencias del libro de texto analizado, las

necesidades del alumnado y el uso de las TIC en el aula.

Ramalho (2016) en su trabajo de tesis de maestria, desarrolla el tépico de la
trigonometria en el triangulo rectangulo, con el objetivo de caracterizar la propuesta
de ensefianza de la trigopnometria en libros del 9° afo de la ensefianza fundamental
aprobados por el Programa Nacional del Libro Didactico (PNLD) del afio 2014. Para
lo cual dicho autor toma en cuenta los siguientes textos: Praticando Matematica,
Vontade de Saber Matematica, Projeto Telaris y Bianchini — Matematica, que a su

vez son los cuatro libros de mayor uso por las escuelas publicas brasilefias.

Dicho trabajo se desarrolla bajo en el enfoque tedrico y metodoldgico de la TAD vy del
trabajo de Gascon (2003). El analisis de los libros de texto, a la luz de estos
enfoques, evidencié actividades donde se prioriza el trabajo de las técnicas y la
construccion del bloque tecnoldgico- tedrico, evidencia de un abordaje clasico de la

ensefianza de la trigonometria.

En el analisis de la OD el investigador concluye que los cuatro libros hacen una
presentacion del tema de las razones trigonométricas sin la profundidad requerida,
donde el entorno tecnoldgico-tedrico esta constituido por la semejanza de triangulos

y por algunas demostraciones de las razones trigonométricas para angulos notables.

Por otra parte, Da Silva (2015) realiza un analisis de la transposicion didactica en los
libros de texto de la ensehanza media brasilefia desde la TAD, referidos a la
circunferencia trigonométrica, con la finalidad de identificar las tareas, las técnicas,

tecnologias y teorias que aparecen en dichos textos.

En dicha investigacion el seno y coseno para un angulo son introducidos, en uno de
los textos analizados por la autora, a través de la circunferencia trigonométrica y
luego son tratados en el triangulo rectangulo. Consideramos que es una nueva

forma de presentar estos objetos matematicos ya que tradicionalmente en los libros
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de texto primero se definen como una razon trigonométrica en el triangulo rectangulo

y luego como coordenadas en la circunferencia trigopnométrica.

La investigadora llega a la conclusion de que los saberes trigonométricos
relacionados a la circunferencia trigonométrica han sufrido muchas
transformaciones, reduciéndose dicho saber a férmulas mecanicas y calculos
algebraicos, evidenciandose asi una trigonometria algebrizada, lejos de su origen

histérico donde era mas de caracter geométrico y funcional.

El trabajar la trigonometria como un curso lleno de formulas evidencia rasgos de una
matematica tradicional enfocada exclusivamente en la resolucion de problemas y en
donde no se tiene en cuenta la complejidad creciente en el planteamiento de dichos
problemas. Esta caracteristica posiblemente también se evidencie en los materiales

de estudio que utilizan los estudiantes y profesores en nuestro pais.

Da Fonseca (2015) en su trabajo de tesis doctoral sobre la ensefianza de las
funciones trigopnométricas en la ensefianza media y superior de Brasil y Francia tuvo
por objetivo analizar la transicién de la ensefanza de las funciones trigonométricas
entre la ensefianza media y la ensefianza superior, bajo la optica de la articulacion

entre los cuadros de la Didactica de la Matematica y de la Neurociencia Cognitiva.

El investigador luego del analisis praxeoldgico e institucional concluye que tanto en
Brasil como en Francia existe una ruptura en la transicion de la ensefanza de las
funciones trigonométricas de la Educacion Media a la Educacion Superior, cuya
causa principal radica en el cambio de los dominios matematicos, es decir geometria
y funciones, con las cuales son trabajadas inicialmente las nociones trigonométricas
Seno y coseno como razones trigonométricas y luego como un numero real.
Ademas, considera que esta ruptura es del tipo epistemologico por estar ligada a
dos dominios diferentes de las matematicas, que a lo largo de la historia también
estuvieron distanciados por las tareas que resolvieron en su debido momento, unas

de caracter practico-utilitario y otros de caracter mas analitico formal.

Como una posible alternativa para mitigar esta ruptura epistemoldgica Da Fonseca
plantea una nueva organizacion matematica para el estudio de las funciones
trigonométricas tomando como eje principal a la circunferencia trigonométrica y
dejando para un segundo momento las razones de angulos agudos del tema
trigonometria del triangulo rectangulo.
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Esta nueva organizacion matematica propuesta por Da Fonseca se asemeja a lo
planteado por Kendal y Stacey (1997) y Bressoud (2010), con la diferencia que el
primero parte de un estudio epistemologico e institucional donde analiza diversos
programas de estudio, libros de texto y examenes de algunas universidades; sin
embargo, creemos que esta ruptura epistemologica también deberia considerar el
estudio de un tema articulador como son las identidades trigonométricas, que
también aparecen ligadas al origen, desarrollo y formalizacién de las nociones

trigonométricas seno y coseno.

Asimismo, para la construccion del MPR se toma como base otras investigaciones
denominadas sistemas de referencia relativos y que sirven en la descripcidon e
interpretacion de las nociones trigonomeétricas que deben ser trabajadas en la

educacion secundaria.
1.1.3 Sistemas de referencia relativos a la actividad trigonométrica

La propuesta del MPR se apoya en tres grandes pilares de la investigacion sobre la
actividad trigonométrica y que sirven como sistemas de referencia relativos. Dentro
de estos sistemas relativos se tiene a los principios basicos para la construcciéon del
saber trigopnométrico en un escenario histérico propuesto por Montiel (2011), que a
su vez complementa este estudio, en la dimension epistemoldgica; los dominios
conceptuales de Byers para las nociones trigonométricas; y las aportaciones de

Chevallard sobre las Organizaciones Praxeoldgicas relativas al teorema de Thales.

1.1.3.1 Principios basicos de la construccién del saber trigonométrico en un

escenario histoérico

En el estudio historico de las nociones trigonométricas, Montiel (2011) identifica tres
momentos en la construccion del conocimiento trigopnométrico: la matematizacion de
la astronomia, de la fisica y de la transferencia de calor. Estos momentos a su vez
estan encapsulados en lo que la autora denomina como anticipacion, prediccion y
formalizacién. Ademas, Montiel reconoce dos transiciones en el paradigma que rige
la actividad matematica, cuando se dan las transiciones de la anticipacién a la
prediccion (estudio del movimiento) en un primer encuentro y en el paso de la

prediccion a la formalizacion (estudio de la transferencia de calor).
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En el siguiente cuadro 1, se sintetizan los principios basicos de cada uno de estos

momentos de construccion del saber trigonométrico.

Cuadro 1. Principios basicos de la construccion del saber trigonométrico

Anticipacion

Prediccion

Formalizacioén

Matematizacion de

Practica de | Matematizacién de la | Matematizacion de .
) . . la transferencia de
referencia astronomia la fisica
calor
. . L - Estacionario-
Contexto Estatico-proporcional | Dinamico-peridédico .
analitico
Lenguaje Geométrico-numeérico | Curvas-ecuaciones | Funciones-limites

Racionalidad

Helenistica-
euclidiana

Fisica-matematica

Fisica-matematica

Herramienta

Razdn trigonométrica

Funcion
trigonométrica

Serie
trigonométrica

sen@ (longitud)

senx (distancia)

sent (temperatura)

Variables 6 angulo (grados) x tlemfé)a(lgadlan- t tiempo (real)
Espala de Finita Infinitesimal-infinito Infinito
tiempo

Fuente: Montiel (2011, p. 123)

Para la construccién del MPR es importante identificar los momentos histéricos y
epistemoldgicos de las nociones trigonométricas, ya que esto permite conocer qué
problemas y bajo qué condiciones se desarrollé particularmente el saber sabio
relativo al estudio de seno y coseno. Esta organizacion de los momentos sirve como
referencia para reconocer el las nociones

bloque tecnoldgico-tedrico de

trigonométricas seno y coseno.

1.1.3.2 Los dominios conceptuales de Byers para las nociones trigonométricas

Byers (2010) realiza un andlisis de datos y libros de texto sobre trigonometria de la

escuela secundaria y superior de Canada y reconoce algunos dominios
conceptuales que caracterizan el estudio de las nociones trigonométricas: el
triangulo rectangulo, las razones trigonométricas, la circunferencia trigonométrica,

las funciones trigopnométricas, la onda sinusoidal y el segmento dirigido o vector.

En el MPR se toma como referencia estos dominios conceptuales para una posible

OM agregando otros dominios conceptuales que se consideran importantes con
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base en el estudio epistemoldgico y de los libros de texto como son el plano
cartesiano, la funcion longitud de arco y las identidades trigonométricas,
considerando a estas ultimas como praxeologias articuladoras y una de las razones

de ser del estudio del seno y coseno en la educacion secundaria.

La incorporacion de nuevos dominios conceptuales pretende de alguna manera
evitar la transicién lineal entre las diferentes organizaciones matematicas relativas al

estudio del seno y coseno.

1.1.3.3 Organizaciéon Praxeoldgica para el teorema de Thales

El analisis praxeoldgico en torno al teorema de Thales realizado por Chevallard
(2000) proporciona ciertas directrices sobre cémo se deberia organizar el
conocimiento matematico en torno a Organizaciones Matematicas, como son la
Organizacion Matematica Puntual (OMP) generada por un unico tipo de tareas (T)
con al menos una técnica que las justifica y por ende unas tecnologias y teorias
[T/7;0/0 ], la Organizacion Matematica Local (OML) integrada por varias OMP, la
Organizacion Matematica Regional (OMR) conformada por diversas OML vy la
Organizacion Matematica Global (OMG) que surge cuando se van agregando varias

OMR, a partir de la integracién de diferentes teorias.

Por ejemplo, la construccion praxeoldgica del seno y coseno en el triangulo
rectangulo, como se observa en la figura 3, se fundamenta tedricamente en el
teorema de Thales (la semejanza de triangulos) y a partir de la cual se definen al

Seno y coseno como razones trigonométricas.

B,: Teorema de

B,: Semejanza - Ptagoras - 0,: Identidad
de triangulos B: Razones fundamental
O4: Teorema de Thales = - trigonométricas

Figura 3. Organizacion Matematica Regional relativa al teorema de Thales.
Fuente: Adaptado de Chevallard (2000, p. 68)

En esta OMR, se observa que la teoria del teorema de Thales justifica varias

tecnologias como son la semejanza de triangulos, el teorema de Pitagoras, las
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razones trigonométricas para angulos agudos y la identidad trigonométrica
fundamental, razén por la cual se considera que su estudio deberia estar presente

en los disefos curriculares y por ende en los libros de texto.

En el presente trabajo de investigacion, una de las primeras Organizaciones
Matematicas se construye en torno a la semejanza de triangulos, la misma que

justifica el siguiente bloque tecnolégico, cuadro 2.

Cuadro 2. Organizacion Matematica para la semejanza de triangulos.

Teoria (0) Tecnologias (6)

0,: Criterios de semejanza

0,: El teorema de Pitagoras

0,: Semejanza de
triangulos 65: Definicion de la razdn trigonométrica seno

6,: Definicion de la razon trigonométrica coseno

6,: Identidad trigopnométrica fundamental

Fuente: Elaboracion propia

En dicha organizacion matematica inicial se considera a la semejanza de triangulos
como el elemento tedrico, la misma que esta conformada por cinco tecnologias que
luego seran complementadas con otras tecnologias, que emergen del estudio de las
razones trigopnométricas en el triangulo rectangulo. Cabe mencionar que, en esta OM
propuesta, algunos elementos tecnoldgicos como las razones trigonomeétricas al ser
trabajadas en el triangulo rectangulo, son considerados como parte de un nuevo
bloque tedrico, que a su vez justifica nuevas tecnologias como por ejemplo, las
razones trigonométricas de angulos complementarios (6s) y las razones

trigonométricas reciprocas (6;).
1.2 Justificacion

La ensefianza de la trigonometria es fundamental en el nivel basico, ya que dota de
herramientas para comprender y explicar fenomenos fisicos, y constituye un
elemento clave en la formacion universitaria. Sin embargo, su ensefanza es
compleja debido a sus diferentes representaciones y significados: razones,

coordenadas, funciones y vectores.
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Segun Martin-Fernandez (2013) la trigonometria esta presente en diversos
fendmenos, tales como: fendmenos de medida, que pueden ser distancias y
angulos; en fendmenos fisicos, es decir de naturaleza peridédica y no periddica; y
también en fenémenos propios del saber matematico, como el estudio de los

numeros complejos.

Al respecto, Delice y Roper (2006, citado por Demir, 2012) sefalan que la
trigonometria dentro de las matematicas, es uno de los cursos fundamentales en la
transicion a las matematicas avanzadas y sus aplicaciones. Asi; por ejemplo, las
razones trigonomeétricas y las funciones trigonométricas tienen muchas aplicaciones
en el contexto real, el primero en el calculo de distancias inaccesibles y el segundo

en el estudio de las ondas y vibraciones.

Sin embargo, en el marco del nuevo Curriculo Nacional de Educacion Basica
(CNEB) implementado por el Ministerio de Educacion del Peru en el 2016, algunos
temas del curso de trigonometria han sido retirados sin tener en cuenta la
importancia de su existencia en los planes curriculares, ya que consideramos que
son temas que pueden articular las diferentes praxeologias asociadas al seno y
coseno cuando éstas son trabajadas en el triangulo rectangulo y en el plano

cartesiano, tal como se puede apreciar en el cuadro 3.

Cuadro 3. Temas de trigonometria en los dos ultimos Curriculos Nacionales

DCN 2009 (ANTERIOR)

CNEB 2016 (VIGENTE)

Razones trigonométricas de angulos
agudos, notables y complementarios.
Razones trigonométricas de angulos en
angulos en posicion normal: 0°, 90°,
180°, 270° y 360°.

Razones trigonométricas de angulos
negativos.

Reduccion de angulos al
cuadrante.

Triangulos oblicuangulos y ley de los
senos, cosenos Y tangentes.
Circunferencia trigonométrica.

Razones trigonométricas de la suma y
diferencia de angulos, angulo doble,
angulo mitad, etc. Deduccion de
férmulas trigonométricas.

Identidades trigonométricas.

primer

Razones trigonométricas de angulos
agudos, notables y complementarios.
Razones trigonométricas de angulos
negativos.
Reduccion  de
cuadrante.
Circunferencia trigonométrica.

Funciones trigonométricas seno vy
coseno

angulos al primer

Fuente: Adaptado del Curriculo Nacional (Peru, 2009, 2016)
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En el CNEB (2016) no aparecen temas como la resolucion de triangulos
oblicuangulos, en donde se estudian importantes teoremas como los de senos y
cosenos que son de utilidad en otras materias como la geometria y la fisica, y

tampoco se consideran a las identidades trigonométricas.

En la educacién secundaria urge la necesidad de incluir algunos temas como las
identidades trigonométricas, que complementen el estudio de las razones
trigonométricas y las funciones trigonométricas, aprovechando el caracter
transversal de la trigonometria y su estrecha relacidon con otros campos como la
geometria, el algebra y la aritmética. Teniendo en cuenta que dichos temas seran
requeridos mas adelante en la educacion superior por aquellos estudiantes que se

inclinen por una carrera de ciencias e ingenieria.

La presente investigacion esta motivada por el escaso conocimiento trigonomeétrico
observado en los estudiantes que cursan y terminan el 5to grado de la educacion
secundaria en nuestro pais, lo cual se ha podido evidenciar en nuestra practica
docente en diversos colegios y en los primeros ciclos universitarios de las carreras
de ingenieria, donde ellos tienen que transitar por las diferentes nociones del seno y

coseno.

Considerando que los temas de trigonometria se ensefan a través de libros de texto,
en nuestra investigacién nos proponemos analizar dichos documentos desde la TAD.
Al respecto, Cantoral, Montiel y Reyes (2015) afirman que el libro de texto es un
medio por el cual se construye el consenso educativo y ademas es un recurso
fundamental para la investigacion educativa, ya que brinda visiones institucionales

del saber que en muchos casos suelen ser distantes de los estudiantes.

Teniendo en cuenta que los libros de texto en muchas ocasiones sirven de
referencia para la elaboracion de clases, como consulta, y para la elaboracion de
examenes, partimos de la premisa que muchas veces los docentes utilizan otros
libros que complementan a los entregados por el Ministerio de Educacion, y en otras
ocasiones trabajan con sus propios materiales. Esto, posiblemente, sea debido a la
falta de articulacion entre los contenidos trigonométricos del libro de texto de la EBR.

Segun las investigaciones revisadas, las nociones de seno y coseno aparecen a lo
largo del desarrollo del curso de trigonometria, primero como una razén entre las
longitudes de los lados de un triangulo rectangulo, luego como coordenadas de un
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punto en el plano cartesiano, cuando se trabaja con la circunferencia trigopnométrica
o como una funcién real de variable real. Este tratamiento sugiere una transicion
como lo sefiala Montiel (2013), es decir, pasar del triangulo rectangulo a la
circunferencia trigonométrica y, finalmente, a la funcién trigopnométrica. Sin embargo,
en estas faces las definiciones, las representaciones y los significados del seno y

coseno cambian drasticamente.
Al respecto, Martin-Fernandez, Ruiz y Rico (2016) afirman lo siguiente:

Las diferentes maneras de aproximarse a estas nociones, asi como sus modos de
uso puede ocasionar conflictos de interpretacion; la expresion y transmision
deficiente de algun concepto basico de la trigonometria puede provocar confusion en

la explicaciéon de sus significados y, por tanto, dificultar su ensehanza y aprendizaje
(p. 52).

En los libros de texto de la EBR también nos encontramos con la secuencia triangulo
rectangulo - circunferencia trigonométrica - funcion trigonométrica y si bien es
cierto su tratamiento es desde la matematica contextualizada creemos que la falta de

articulacion entre sus diferentes significados dificulta su ensefianza y aprendizaje.

Considerando que el estudio de seno y coseno en la educacion secundaria se
presenta de forma desarticulada y con tareas incompletas en cuanto a su
organizacion praxeologica, en nuestra investigacion se propone un Modelo
Praxeoldgico de Referencia a partir del estudio epistemoldgico, del analisis del

modelo epistemoldgico dominante y de otras investigaciones.
1.3 Pregunta y objetivos de la investigacion

La literatura revisada pone de manifiesto que al estudio matematico del seno y
coseno se le asocian diferentes praxeologias tales como razén trigonométrica en el
triangulo rectangulo, coordenada de un punto en el plano cartesiano y como una

funcién de variable real en el analisis matematico.

Siendo nuestro foco de atencion la construccién del conocimiento, nos proponemos
indagar sobre las distintas praxeologias que aparecen en los libros de texto de la
EBR sobre el seno y coseno desde la TAD; lo cual nos lleva a formular la siguiente
pregunta de investigacion: ;Como la construccion de un modelo praxeoldgico de
referencia articula las diferentes organizaciones matematicas del seno y coseno en

quinto de secundaria?
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OBJETIVO GENERAL

Proponer un modelo praxeolégico de referencia que articule las diferentes

organizaciones matematicas del seno y coseno en la educacion basica regular.

Objetivos especificos

Realizar el estudio epistemologico del objeto matematico seno y coseno.

Analizar la organizacion matematica de los libros de texto de la Educacion

Basica Regular correspondiente al CNEB (2016).

Organizar las praxeologias del seno y coseno a partir de una cuestion
generatriz.

Identificar una organizacibn matematica que articule las diferentes

praxeologias del seno y coseno.

28



CAPITULO lI: OBJETO MATEMATICO EN ESTUDIO

En el presente capitulo se realiza un estudio sobre los objetos matematicos seno y
coseno. Primero, se muestra un recorrido histérico y epistemologico de dichas
nociones trigonométricas, desde sus origenes en las antiguas civilizaciones de
occidente (egipcia, babildnica, griega, hindu y arabe), pasando por la época
medieval, hasta el periodo Renacentista. Luego, se presenta las definiciones
formales del seno y coseno, que aparecen en los textos de matematica superior,

vistos como funciones trigonométricas de variable real.

2.1Recorrido histérico y epistemolégico por las nociones trigonométricas

seno y coseno

Las nociones trigonométricas seno y coseno estan estrechamente ligadas al origen
de la trigonometria. Esta nueva rama de las matematicas surge motivada por el
deseo de construir una astronomia cuantitativa, que luego seria utilizada para
predecir trayectorias y posiciones de algunos cuerpos celestes, para la medicion del

tiempo, para la navegacion y la geografia (Kline, 1972).

En las siguientes lineas se busca entender el origen, la evolucién y el desarrollo de
las definiciones y representaciones asociadas al seno y coseno, las condiciones y
problematicas que determinan su emergencia, asi como las preguntas que se
plantean para resolver dichas cuestiones. Para lo cual, se asume una postura
epistemoldgica en el sentido que le otorgan Sierpinska y Lerman (1996), es decir,
“‘como una reflexion sobre la naturaleza de los conceptos matematicos, sobre los
procesos y condiciones de su desarrollo, sobre las caracteristicas de la actividad

matematica actual y pasada” (p. 22).

Tal como lo afirma Montiel (2005) se cree que los conceptos trigopnomeétricos
emergen en la astronomia, se desarrollan en la trigonometria esférica y plana, y
pasan a formar parte del analisis matematico, dando explicacion a diversos
fendmenos astronémicos, fisicos y quimicos, los mismos que estan relacionados con

los movimientos, el sonido y el calor.

La trigonometria evoluciona desde las antiguas civilizaciones de occidente, como la
egipcia y la babildnica, donde se encontraron papiros y tablillas de arcilla que
contienen ciertos rudimentos trigonomeétricos.
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2.1.1 La civilizacién egipcia (2000-1800 a.C.)

La cultura egipcia se desarrollé a lo largo del rio Nilo y abarcé los territorios de la
actual Sudan hasta Egipto, como se observa en la figura 4. Segun lllana (2012) aqui
se iniciaron las matematicas con un sistema de base decimal y operaciones
aritméticas elementales realizadas por los escribas de las primeras dinastias
faradnicas. Se fijaron medidas para longitudes, superficies y volumenes, y se

trabajaron operaciones con fracciones (Raiol 2014).

Figura 4. Mapa comparativo entre el antiguo Egipto y el mapa politico actual.
Fuente: Adaptado de Caballero (2013, p. 6)

Los documentos matematicos mas importantes que han sobrevivido hasta nuestros
dias son dos papiros; el papiro de Rhind, descubierto por el escocés A. Henry Rhind
en 1858 y que se conserva en el British Museum y el papiro de Moscu, que se
encuentra en un museo de la capital rusa (Kline, 1972). Dichos papiros contienen
problemas y sus resoluciones; por ejemplo, el papiro de Rhind contiene una
coleccion de 84 problemas matematicos sobre aritmética, algebra y geometria.
Segun Kline (1972) dichos problemas podrian haber tenido una intencion
pedagogica, con ejemplos de problemas tipicos que los escribas tenian que saber

resolver.

En el problema 56, del papiro de Rhind, se encuentra uno de los primeros vestigios
de lo que podria ser una razén trigonométrica. En dicho problema se pide calcular el
seket de una piramide que tiene 250 codos de altura y 360 codos de largo en su
base (Boyer, 1986).
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En la figura 5, se muestra el enunciado y la resolucion propuesta por el escriba
Ahmes, quién divide la base en dos partes iguales, luego este resultado que es 180

codos lo divide entre 250 codos, finalmente como un codo equivale a siete manos se

T . .y 1
multiplica por siete obteniéndose 5 + > manos por codo, como respuesta.

1an noan

7 2l AR et Lo
My n 1’)@ MJ)\ fZ3 P«M,\;,.,,..,ﬁ 1Vﬁﬁﬂﬁy]7‘$ﬁz%:%i{
i A\ o %Pﬁiﬂirﬂ ;R‘Lg e TH \.4“ & i?&ﬂﬂmlﬁigf
N L e E

widm mmhdesl-te T C-ET-28 AT

2 nhonph  on nooesz

Figura 5. Problema 56 del papiro de Rhind.
Fuente: Maor (1998, p. 7)

El término seket “significa la separacién horizontal de una recta oblicua del eje
vertical por unidad de variacién en la altura” (Boyer, 1986, p. 40). Hoy en dia, la
pendiente de una linea recta se calcula mediante la razon entre la subida y el

avance y se le conoce como “desplome”.

En la piramide de base cuadrada ABCD de la figura 6, donde F es su centro, H su
vértice y E es el punto medio del lado BC, el seket seria igual al cociente entre la
longitud del segmento EF y la altura FH, que es equivalente a la cotangente del

angulo formado por la base ABCD vy la cara lateral BHC de la piramide (Maor, 1998).

Figura 6. Relacién entre “Seket” y la actual cotangente.
Fuente: Elaboracion propia
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Los egipcios usaban la nocién de seket para mantener la pendiente constante de las
caras de las piramides; sin embargo, no se puede ubicar en su matematica el
nacimiento de la trigonometria, debido a que su calculo era netamente numérico y

aun no se tenia la nocion de angulo.

Esta nocion de seket, introducida por los egipcios constituye un primer acercamiento
a las razones vistas como proporciones entre los lados de un triangulo rectangulo.
Lo cual nos lleva a concluir que para poder definir una razéon trigonométrica es
importante primero definir algunos conceptos geométricos como son el triangulo

rectangulo y el angulo.

La astronomia que es la ciencia que se ocupa de la observacion y el movimiento de
los cuerpos celestes, asi como del calculo de sus tamafios y sus distancias, tuvo una
enorme importancia para los egipcios, quienes elaboraron un calendario solar a
partir de las observaciones de la estrella sirio. Adoptaron un calendario civil con un
afo de 365 dias, dividido en 12 meses de 30 dias cada uno y 5 dias extras (Kline,
1972).

La observacion y los registros de los cambios en la ubicacién y posicion de las
estrellas y planetas, estuvo motivado por la busqueda de épocas adecuadas para las
practicas de la agricultura, la pesca, la navegacién y el comercio (Montiel, 2005).
Donde “la periodicidad de los fendmenos celestes se convirti6 en un puente entre la

practica empirica y la teoria predictiva” (Montiel 2005, p. 70).
2.1.2 La civilizacién babilénica (1900-1600 a.C.)

La civilizacion babiléonica comprendié una serie de pueblos que ocuparon, la region
comprendida entre los rios Eufrates y Tigris y sus alrededores, conocida también
como Mesopotamia y que hoy en dia forma parte de la republica de Irak (Kline,
1972).

Los babilonios desarrollaron un sistema numérico posicional y sexagesimal bastante
avanzado para su época, el mismo que se ha podido evidenciar gracias a las
tablillas de arcilla encontradas al sur de Irak. Segun Maor (1998) se cree que el
grado sexagesimal, como unidad de medida angular, se originé con ellos. Ademas,
conocian algunas relaciones para los lados de un triangulo rectangulo vy

trigonometria basica (Raiol, 2014).
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La tablilla Plimpton 322 (figura 7) que se conserva en la Universidad de Columbia,
contiene otro “germen” de las razones trigonométricas. En dicha tablilla se puede
apreciar una lista de ternas pitagoricas formadas por numeros enteros positivos y
aparece también la razon entre la hipotenusa y un cateto que seria el equivalente a

nuestra actual secante.

119 169 1
3367 4825 2
4601 6649 3
12709 | 18541 4

65 97 5

319 481 b
2291 3541 7

799 1249 8

481 769 9
4961 8161 10

45 75 11
1679 2929 12

161 289 13
1771 3229 14

56 106 15

Figura 7. Tablilla Plimpton 322.
Fuente: Gonzales (2008, p. 106)

La tablilla tiene cuatro columnas de numeros ordenados en 15 filas horizontales. En
la tabla de la figura 7 se presentan las tres ultimas columnas en notacion decimal,
donde la columna del extremo derecho numerada del 1 al 15, representa el orden de
cada linea de numeros y las columnas segunda y tercera representan el cateto

menor y la hipotenusa de triangulos rectangulos (Gonzales, 2008).

Esto indica que los babilonios sabian generar ciertas ternas antes que los
pitagodricos; sin embargo, fueron estos ultimos quienes extendieron su estudio.
Posteriormente, en el siglo Xlll Fibonacci, encontré la forma de generar todas las

ternas pitagoricas posibles (Porras, 2018).

Sean a, b y ¢ numeros enteros positivos (a < c¢,b < c) constituyen una terna
pitagorica (a, b, c) si dichos numeros son los lados de un triangulo rectangulo que
verifican la igualdad a? + b? = ¢? (Ortiz, 2005).
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Existen diferentes métodos para calcular las ternas pitagoricas, como el método de
Diofanto, el método de las dos fracciones o el de Fibonacci. A continuacién,
enunciaremos uno de estos métodos a partir del triangulo rectangulo ACB de la

figura 8.

Figura 8. Triangulo rectangulo ACB recto en C.
Fuente: Elaboracion propia

Por el teorema de Pitagoras tenemos:
a®+ b% =c?
Dividiendo ambos miembros entre b? obtenemos:

a’? b? c?
b2 T2
2

G 1=

. . a
Hacemos el cambio de variable: m = o=

2

<

b
m?+l1l=n’=>m?-n?=1

Por la diferencia de cuadrados: (m +n)(m—n) =1

u v

Haciendo un nuevo cambio de variable: m + n = Sm-n=-—

Resolviendo los sistemas obtenemos:

2uv

De donde: a = u? —v?, b =2uvy c = u? + v2.

De esta forma se obtienen ternas pitagéricas, simplemente asignandole valores a los

parametros m y n como por ejemplo, los numeros que aparecen en la primera fila de
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la figura 9, se obtienen a partirde u = 12 y v = 5 a los que corresponden los valores
dea=120,b =119y c = 169.

Figura 9. Ternas pitagoricas en base a la tablilla Plimpton 322.
Fuente: Gonzales (2008, p. 107)

Gonzales (2008) afirma:

La tablilla contiene 15 de las 38 ternas pitagoricas que existen en las condiciones
definidas y estan ordenadas en forma decreciente de la razén c/a, lo cual ha
permitido conjeturar que la primera columna de la tablilla seria una tabla de valores
de los cuadrados de la secante del angulo B o una tabla de valores de los cuadrados
de la tangente del angulo B. Al ser 1+ tan?B = sec?B, y comenzar todos los
numeros de la columna inicial por el digito 1, al estar la tablilla parcialmente
deteriorada por la izquierda, no es posible determinar cual de las dos hipétesis, la de

la secante o la de la tangente, es la cierta (p. 107).

Las tablillas y los papiros, nos revelan conocimientos matematicos de caracter
netamente practico, sin ninguna formulacion general, donde se prioriza el céalculo

numeérico; es decir, son matematicas totalmente utilitarias (Boyer, 1986).
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2.1.3 La civilizacién griega

Los griegos fueron uno de los primeros en presentar un estudio sistematico y
organizado de las relaciones entre los angulos centrales de una circunferencia y las

longitudes de las cuerdas que las subtienden (Boyer, 1986).

Aristarco de Samos (310 a.C. — 230 a.C.). Conocido por proponer el primer modelo
heliocéntrico, diecisiete siglos antes que Copérnico, y cuyo contenido no llegd a
nuestros dias. Sin embargo, lo que si se conoce es su tratado, titulado Sobre los
tamarios y las distancias del Sol y la Luna, considerando un universo geocéntrico

como se observa en la figura 10 (Boyer, 1986).

Figura 10. Modelo de universo geocéntrico de la época de Aristarco.
Fuente: L6pez, Refolio, Rubio y Moreno (2007, p. 3)

En dicha obra Aristarco, expone su método para calcular los tamarios del Sol y la
Luna basados en la geometria de los Elementos de Euclides. Lo cual tiene una
implicacidon doble, porque si conocemos sus tamanos es posible saber a qué

distancias se encuentran con respecto a la Tierra.

Segun Loépez, Refolio, Rubio y Moreno (2007) “Unos setenta afios después, cuando
Eratéstenes calcula el radio de la Tierra, el método de Aristarco proporcionara la
primera estimacién del tamafo de nuestro sistema solar, repetido mas tarde por

Hiparco y Ptolomeo” (p. 2).

Debemos tener en cuenta que los astrbnomos de la época entendian que los
eclipses lunares suceden cuando la tierra se interpone entre el Sol y la Luna. Es

decir, cuando la sombra proyectada de la Tierra cubre totalmente a la Luna. Para
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sus calculos Aristarco utilizé un modelo geocéntrico, donde la Tierra permanecia en
reposo, la Luna y el Sol giraban en torno a ella completando un periodo completo en

29,5 dias y un ano respectivamente (Lopez et al., 2007).

Aristarco plantea algunas hipétesis para simplificar su modelo, todas basadas en que
la circunferencia y la esfera eran formas geométricas perfectas y en consecuencia

debian ser el soporte de la construccién geométrica del universo:
1.- La Tierra, la Luna y el Sol tienen forma esférica.
2.- Las orbitas de la Luna y del Sol son perfectamente circulares.

3.- El radio de la orbita del Sol es mucho mayor que el de la Luna, por lo cual
podemos considerar que sus rayos de luz se mantienen paralelos entre la Luna y la
Tierra (Lopez et al., 2007, p. 2).

El tamano angular; es decir, el cono visual que determinan los ojos del observador y
el objeto observado, generan el angulo subtendido o abarcado por dicho objeto
(Meléndez, 1999). Medir el angulo subtendido; por ejemplo, de la Luna seria como
medir su tamano aparente. Lo cual significa que es posible calcular su distancia a

partir de su tamafo, o viceversa.

El angulo que subtiende el Sol (as) es casi igual que el subtendido por la Luna («;),
lo cual se sabe por los eclipses de Sol. En efecto, como el Sol es cubierto
completamente por la Luna, entonces a; > ag como se aprecia en la figura 11
(Meléndez, 1999).

Figura 11. El Sol y la Luna subtienden el mismo angulo.
Fuente: Adaptado de Meléndez (1999, p. 2)

37



Ademas, los eclipses de Sol confirman que la Luna esta mas cerca que el Sol y por
lo tanto su tamafio es menor. Es decir, sus distancias y sus tamanos deben ser
directamente proporcionales (Meléndez, 1999). De la figura 11 podemos obtener las

siguientes relaciones:

R R a
DT; - DT; =sen(3)

Donde Rs y R, son los radios del Sol y la Luna respectivamente, Dr, ¥ Do, Son las

distancias de la Tierra al Sol y a la Luna respectivamente.

La razén entre la distancia del Sol a la Luna y la distancia del Sol a la Tierra se

puede relacionar en lenguaje moderno como sen3° (Figura 12).

Figura 12. Célculo de la distancia entre el Sol y la Luna.
Fuente: Adaptado de Van Brummelen (2009, p. 23)

En la época de Aristarco aun no existian las tablas de cuerdas trigonomeétricas y por
ende era complicado calcular el sen3°, cuyo conocimiento segun Ortiz (2005)
hubiese sido util para establecer relaciones entre las distancias de la Tierra, la Luna

y el Sol; sin embargo, si se conocia el siguiente teorema:

sena tana
<

1 N° o E
Si0 <ﬁ<a<90,entoncessenﬁ 5 < tanp

. 1 1 . .
Con este teorema, Aristarco concluye que 70 < sen3° < = Y asi afirmar que el Sol

esta mas de 18 veces, pero menos que 20 veces, mas alejado de la Tierra que de la
Luna (Ortiz, 2005).

Eratéstenes de Cirene (276 a.C.- 194 a.C.). En el afio 240 a. C. Eratdstenes en su
trabajo “Sobre la medida de la Tierra”, realiza uno de los primeros célculos sobre el

tamano de la tierra con bastante precisién Maor (1998). Eratéstenes observo que los
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rayos del sol en un dia particular de verano (solsticio de verano) caen
perpendicularmente sobre la ciudad de Syena (actual Asuan); es decir, los rayos del
sol no generaban sombras; mientras que, en Alejandria, situada en el mismo
meridiano y 5000 estadios hacia el norte, los rayos formaban un angulo de 7,2°
desde el cenit, medido por la sombra de una varilla vertical (Boyer, 1986; Maor,
1998).

Eratéstenes considera que el Sol y la Tierra estan muy alejados, razén por la cual
sus rayos nos llegan practicamente paralelos; esta diferencia entre sus angulos de
elevacion, cuando se observan desde dos lugares, se debe a la forma terrestre
(Maor, 1998).

Asi, gracias a la igualdad de los angulos S'AZ y S”0Z (figura 13), se estima que la
longitud de la circunferencia terrestre ronda los 250 000 estadios; equivalente a unos
46 000 km (Boyer, 1986). El cual tiene un margen de error debido a que los valores
exactos son 40 075 km para la circunferencia ecuatorial y 40 008 km para la
circunferencia polar. Este error posiblemente este inducido por la falta de evidencia

sobre la longitud exacta del estadio empleada en dichas mediciones.

Z

W

Figura 13. Célculo de la longitud de la circunferencia terrestre.
Fuente: Tomado de Boyer (1986, p. 214)

De los trabajos de Eratdostenes se puede concluir que existe una primera
aproximacion a la relacién entre angulos de una circunferencia y distancias

(longitudes de arco).

Hiparco de Nicea (180 a. C. — 125 a.C.). Naci6 en la ciudad de Nicea (Iznik en la
actualidad, en el noroeste de Turquia), pero se establecio en la isla de Rodas, lugar

donde instal6 su observatorio (Maor, 1998). Considerado como el gran astronomo de
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la antigledad y padre de la trigopnometria por haber sido uno de los primeros en
elaborar una tabla de cuerdas trigonométricas. Hiparco emprendié la tarea de tabular
los valores correspondientes de arcos y cuerdas para una serie completa de angulos
(Boyer, 1986).

Segun Oliveira (2010) con la finalidad de estudiar la esfera celeste Hiparco se
plantea ciertas proposiciones que relacionan la posicidn de los astros con los
angulos y éstos con la longitud de la cuerda de una circunferencia. En ese sentido

Maor (1998) refiriéndose a Hiparco afirma lo siguiente:

El consideraba cada triangulo—plano o esférico—como inscrito en un circulo, tal que
cada lado viene a ser una cuerda. Con el fin de calcular las diversas partes del
triangulo necesitaba encontrar la longitud de la cuerda en funcién del angulo central,

y esto se convirtié en la tarea principal de la trigonometria para los préximos siglos.
(p. 24)

En la figura 14 se observa la definicién de cuerda utilizada en la época de Hiparco y
cuya definicién prevalece hasta nuestros dias; es decir, como un segmento de recta
AB en la circunferencia. Donde el punto O es el centro de la circunferencia, OAy OB

son las longitudes de los radios que generan un angulo central « .

Figura 14. Definicion de la cuerda AB (cuerda de «) en la circunferencia.
Fuente: Adaptado de Oliveira (2010, p. 30)

Las longitudes de las cuerdas (denotado como crd) dependen de un valor especifico
del radio (denotado por R) y las longitudes de los arcos generalmente se miden en

grados sexagesimales, donde 360° es la longitud del arco de la circunferencia.
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En la figura 15 tenemos algunos ejemplos de cuerdas faciles de encontrar.

Figura 15. Valores para cuerdas de circunferencia conocidas.
Fuente: Bressoud (2010b, p. 108)

De figura 14 se puede concluir que crd(90°) =+2R y la crd(60°) = R. Segln
Bressoud (2010b) Euclides calculd otras longitudes de cuerdas al trabajar con
poligonos regulares como pentagonos y decagonos y al calcular sus lados. Para
calcular cuerdas correspondientes a otros angulos, Hiparco utiliza los resultados

geométricos que en lenguaje actual serian como las que aparece en la figura 16.

Figura 16. Triangulo rectangulo inscrito en una circunferencia.
Fuente: Adaptado de Oliveira (2010, p. 31)

Por el teorema de Pitagoras en el triangulo ABC, tenemos:

crd?(2a) + crd?(180° — 2a) = (2R)?

crd(180° — 2a) =/ (2R)? — crd?(2a)

Mediante resolucién de triangulos en el triangulo OBC podemos relacionar la longitud

de la cuerda BC con el radio de la circunferencia es decir crd(2a) = 2Rsen(a), que

usaremos en la expresion anterior: 2Rsen(90° — a) = /(2R)% — (2Rsen(a))?
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2Rcos(a) = \/(ZR)2 — (2Rsen(a))?
(2R)%cos?*(a) = (2R)?*(1 — sen?(a))
sen?(a) + cos?*(a) = 1

Esta expresion viene a ser una de las identidades fundamentales de la

trigonometria. Hiparco también establecio el siguiente teorema:
crd?(a) = R(2R — crd(180° — 2a))

Utilizando convenientemente la relacion crd(2a) = 2Rsen(a), tenemos:

<2Rsen (%)) = R(2R — 2Rsen(90° — a))

a) 1—cosa

sen? (E 5

Con estos resultados Hiparco fue capaz de construir la primera tabla trigonométrica
de cuerdas, para angulos que son multiplos de 7,5°. Por ejemplo, el angulo de 15°

se obtenia a partir del angulo de 30°, el mismo que se puede obtener faciimente del
angulo de 60°.

Uno de los primeros problemas resueltos por Hiparco utilizando el conocimiento de
las cuerdas segun Ptolomeo fue el de las estaciones desiguales. Bressoud (2010b,
traduccién nuestra) afirma que: “En invierno, a los ochenta y nueve dias, es el mas
corto; el verano, a noventa y tres y cinco octavos de dias, es el mas largo” como se

observa en la figura 17.

Solsticio de
invierno

Eguinoccio de
primavera

Equinaccio de
otofio

Tierra

[ ]
Centro

Solsticio de
verano

Figura 17. Uso de las longitudes de cuerda para determinar distancias.
Fuente: Adaptado de Bressoud (2010b, p. 108)
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En dicha resolucién segun Bressoud (2010b, traduccion nuestra):

Hiparco utiliza las longitudes observadas de las estaciones para determinar la
longitud del arco recorrido por el sol en su érbita durante cada temporada. Luego
encontro las longitudes de las cuerdas que conectan la posicion del sol con los
extremos de las estaciones. Estas longitudes le permitieron determinar hasta qué

punto la tierra esta desde el centro de la 6rbita del sol. (p. 108)

En consecuencia, como lo afirma Cruz-Marquez (2018) Hiparco plantea que, para
hacer coincidir el modelo con los fendmenos observados respecto al sol, es
necesario que la tierra no esté ubicada exactamente en el centro de la llamada

ecliptica.

Menelao de Alejandria (70 d.C. — 140 d. C.). En su obra titulada Esférica establece
la base para el estudio de los triangulos esféricos los mismos que forman parte de la
trigonometria esférica que seria la predecesora de la trigopnometria plana. Menelao y
probablemente Hiparco conocian algunos lemas que sirvieron de base para

demostrar su teorema sobre transversales (Boyer, 1986).

Uno de estos lemas (figura 18) dice lo siguiente: “si la prolongacién de la cuerda AB

senAD’ ,,

corta a la prolongacion del radio OD' en (', entonces 2—2: = (Boyer, 1986, p.

senBD’

217).

Figura 18. Lema utilizado en la demostracién del teorema de Menelao.
Fuente: Tomado de Boyer (1986, p. 217)

Menelao es considerado como uno de los creadores de la trigonometria esférica por

sus aportaciones sobre los triangulos esféricos.
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En el libro | de su obra Esférica se define por primera vez el triangulo esférico, en
donde la suma de sus angulos es mayor que 180° y en el libro Ill se enuncia el

conocido teorema de Menelao (Ortiz, 2005).

Claudio Ptolomeo (85 d. C. — 165 d. C.). Nace en Egipto, pero su vida transcurre en
Alejandria, ciudad que era considerada como el centro cultural e intelectual de la
época. Es considerado como uno de los primeros matematicos polifacéticos, pues

incursiond en la astronomia, la geografia, la musica y la fisica (Maor, 1998).

Uno de los mayores aportes de Ptolomeo es el Aimagesto, que es un resumen de la
astronomia desarrollada hasta su época, conformado por trece libros, al igual que los
Elementos de Euclides. Ambas obras han ejercido una enorme influencia sobre las
matematicas; sin embargo, “a diferencia de los Elementos, que hasta la actualidad
constituye el nucleo de la geometria clasica, el Almagesto perdidé gran parte de su
autoridad cuando el sistema heliocéntrico de Copérnico fue aceptado” (Maor, 1998,
p. 25).

En el primer tratado del Almagesto, aparece la construccién de la tabla de cuerdas
de Ptolomeo, dicha lista considera la longitud de una cuerda en una circunferencia,
como se puede apreciar en la figura 19, en términos del angulo central a (Maor,
1998). Este angulo central toma valores en intervalos de medio grado para una

media vuelta.

Figura 19. Longitud de la cuerda de Ptolomeo.
Fuente: Maor (1998, p. 26)
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La longitud d se puede calcular mediante la resolucion de triangulos y seria:
a
d = 2rsen (E)

Ptolomeo considera una circunferencia de 120 unidades de diametro, de modo que

r =60. Si reemplazamos r =60 en la ecuacion anterior, entonces ésta se

transforma en d = 120sen (%) Asi, ademas de la proporcionalidad del factor de 120,
tenemos una lista de valores para el sen (%) en consecuencia, por identidades del

angulo doble se puede obtener el sena (Maor, 1998).

En el calculo de sus cuerdas Ptolomeo usa el siguiente teorema: si ABCD es un

cuadrilatero convexo inscrito en una circunferencia entonces:

AB-CD +BC-DA=AC-BD

En otras palabras, la suma de los productos de los lados opuestos de un

cuadrilatero, es igual al producto de sus dos diagonales, Figura 20.

D

Figura 20. Teorema de Ptolomeo.

Con base en este teorema, Ptolomeo deduce las primeras identidades para la suma
y diferencia de dos angulos y que son usados con mucha frecuencia dentro de la
trigonometria, para calcular nuevas razones trigonométricas; por ejemplo, el sen75°,

cos16° y la tan8°.
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En la figura 21, se tiene una circunferencia de centro 0 y radio R, donde 2a y 28 son

las medidas del angulo centrales AOC y AOB respectivamente.

Figura 21. Deduccion de la cuerda para la diferencia de dos arcos.
Fuente: Adaptado de Oliveira (2010, p. 35)

En el cuadrilatero ABCD inscrito en la circunferencia de diametro AD por el teorema

de Ptolomeo, se tiene:
AB-CD + BC-DA =AC-BD

Las longitudes de las cuerdas en términos de los angulos quedarian de la siguiente
manera:

crd(2B) - crd(180° — 2a) + crd(2a — 2B) - 2R = crd(2a) - crd(180° — 23)

crd(2a — 2B) - 2R = crd(2a) - crd(180° — 2B) — crd(2f) - crd(180° — 2a)
Como crd(2a) = 2Rsen(a) y sen(90° — ) = cosf, de la ecuacion anterior podemos
deducir la siguiente expresion moderna:

2Rsen(a — ) - 2R = 2Rsena - 2Rsen(90° — B) — 2Rsenf - 2Rsen(90° — a)

sen(a — B) = sena - cosf} — cosa - senf

Ptolomeo conocia, a partir de los pitagoricos, el valor de la cuerda del angulo de 36°,
que viene a ser el lado del decagono regular inscrito en una circunferencia. Asi, por
calculo de la diferencia de cuerdas, él fue capaz de calcular la cuerda de 6° como la
diferencia de 36° — 30°. Luego por bisecciones, llegd a las cuerdas de 3°, de 1,5°,y
de 0,75°. De ahi en adelante construydé una tabla de cuerdas con variaciones de
0,75° en 0,75° (Oliveira, 2010).
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En la figura 22 se muestra una seccién de la tabla de Ptolomeo, donde Maor (1998)

afirma lo siguiente:

Para el calculo de la tabla de Ptolomeo en la que usé el sistema de numeracién

sexagesimal babildnico o base 60, el sistema sélo es adecuado y disponible para el

manejo de las fracciones hoy en dia (..

.). Pero él lo utiliza en conjuncion con el

sistema griego en el que cada letra del alfabeto se le asigna un valor numérico: a =

1, B = 2 y asi sucesivamente. Esto hace que la lectura de su tabla sea un poco dificil

(p. 26).
Kavovioy Tovev iveAw evlewdv Table of Chords
n‘ ‘- M - ‘ - .
ff:gv eudelov egovcoctw arcs | chords | sixtieths
Fx Thxe (ap v 1" 0,25 0;1,2,5
® x p v |Tup v "’ 1; 2,50 0;1,2,50
| ol | xAie |Tap v |g® | w5 | 01,250
P f € p |Pxp v 2* 2:54% | o0;1,2,5
BL | BA5Y o By | 28" | 237.4 |o051,2,48
| Y, | Y e [T ap oy | 3% | 3828 |0:1,2,48
1A ! AMlvp [ ap i 3¢ 339,52 0;1,2,48
J. ‘“ g ‘Vasp [ ye ¥.11,16 0;1,2,47
I | Sppp |Pap s |4y | 4wz ¥o | 0:1,2,47
€ | €W 3 |Tap ps | | LMY [o;1.2,¥
el € pexy (o fope | 54° 546,27 | 0;1,2,45
= Siapd (o p b | 6° | 60649 | 0;1,2,44
Sl S M T ky | 6 6:48,1 0;1,2,43
5. | 5d A{ > us e 7, | %4933 |01,2,42
TL T vw [T ‘:“ 74 7.50,54 0;1,2.41
podl|pd v py |33 vy | 174" | ne.5i 43 | 00,255
poe |pB vy v (TP AG | 175° | 195300 0;0,2,36
poel ol vdkx | w | 1758 19.54.27 | 0:0.2.20
poq | pif ve Aa TPy | 176 | 1795538 [ 0.0,2,3
pocl| pif vg AV |or 5° p5 | 1764°| 195,39 | 00,1 47
oY Pl’ VEAP TP A | TE | “2,‘5]£2- 0;0,1,30
POrLll Pl vy v [T T B | 17757 19;58,18 | 0;0.1,1%
H pon pul va, ve "B vE | 178° | 19.58,55 | 0;0,0,57
L £o%¢ PO v b o 3 x| (784°| 119.59,29 | 0;0,0.41
pol PJ VO’J TTT ke | 179 119;59,4% | o;0 0,18
poblipd vOvgl v TT & | 1737 19:9.5 | 0;0.0.9
T | px T TETT T | 180° | (20;0,0 | 0;0,0,0

Figura 22. La tabla de cuerdas de Ptolomeo.
Fuente: Maor (1998, p. 27)
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2.1.4 La trigonometria hindu

Una contribucion importante de la cultura india a la trigonometria fue la introduccion
de lo equivalente a la funcion seno para reemplazar a las tablas de cuerdas griegas,
las mismas que figuran en los Siddhantas y en el Aryabhatiya (Boyer, 1986). En

estas tablas se dan valores del seno para angulos menores o iguales a 90° en

. 3 .z .
intervalos que van de 31° cada uno. Estas tablas también contienen los valores de

lo que hoy se conoce como el seno verso, es decir 1 — cosf.

Segun Esteban, Ibafiez y Ortega (1998) ya en los inicios del siglo VI los matematicos
de la india desarrollaron algunos conceptos de algunas razones trigonométricas.
Usaron la palabra jya-ardha para semicuerda y su abreviatura (jya o jiva) se empled

para denominar a la razon seno (ver figura 23).

B

Figura 23. Arco de un angulo.
Fuente: Adaptado de Esteban, Ibafiez y Ortega (1998, p. 61)

Los matematicos indios definieron y desarrollaron la teoria de tres razones
trigonométricas, cuyos equivalentes modernos a partir de la resolucion de triangulos

rectangulos seria los siguientes:
jya(a) = AM = rsen(a)
kojya(a) = OM = rcos(a)
ukramajya(a) = MC = 0C — OM = r[1 — cos(a)]

Un siglo mas tarde, Bhaskara |, en su obra Maha Bhaskarita, consiguié elaborar una
férmula, llamada Aryabhata |, que permitia obtener el seno de cualquier angulo sin
tener que acudir a la tabla trigopnométrica, (Esteban, Ibafez y Ortega, 1998).
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En el cuadro 4 se presentan algunas identidades trigonométricas con sus
respectivos autores, en cuyas obras aparecen por primera vez tal como se conocen

incluso hoy en dia.

Cuadro 4. Identidades trigonométricas y sus respectivos autores

Identidad trigonométrica Autores
cosa = sen (g - a) Verahamihira (c. 505-587 d.C.)
sen?a + cos’a =1 Verahamihira (c. 505-587 d.C.)

1 1 —— -
sen’a = 7 (sen?2a + versen?®2a) = 5(1 — cos2a) Verahamihira (c. 505-587 d.C.)

1 — sen?a = cos?aq = sen? (g _ a) Brahmagupta (n. 598 d.C.)

T a 1
4+ )= = Aryabhata Il (¢.900
sen(4+2) ’2(1isena) ry ( )

sen(A + B) = senAcosB + cosAsenB Bhaskaracharya (n.1114 d.C.)

Fuente: Adaptado de Morey (2003, p. 23)

En dichas identidades trigonométricas se puede observar también el uso de la

funcién seno verso que luego con el pasar de los afios perderia su vigencia.

Cuando los arabes tradujeron la Aryabhatiya, se mantuvo la palabra jiva sin traducir
su significado, asi jiva también podia ser pronunciada como jiba o jaib. Cuando la
version arabe fue traducida al latin jaib fue traducido como sinus que significa pecho,
bahia o una curva (Maor, 1998). Muy pronto el termino sinus gané popularidad en
toda Europa y llego a ser comun en los textos de matematicas, tal es asi que el
inglés Edmund Gunter (1581-1626) lo abrevio como sin para utilizarlo en su

dispositivo mecanico denominado “escala de Gunter”.

El término coseno segun Maor (1998) surge de la necesidad de calcular el
complemento del seno, Aryabhata lo denominaba kotijya. Mas tarde Edmund Gunter
lo abrevio como co.sinus; sin embargo, fue modificado por el profesor John Newton a
coseno Yy posteriormente en 1674 abreviado como cos por el matematico inglés Sr.
Jonas Moore (1617-1679).

Se puede observar que los hindus, asi como los griegos consideraban a la
trigonometria como una herramienta para la astronomia, esa trigopnometria era mas
de caracter aritmético que geométrico (Raiol, 2014).
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2.1.5 La trigonometria arabe

La trigonometria arabe segun Boyer (1986) se construyé en base al estudio de la
llamada funcién seno y fue gracias a ellos que pas6 a Europa como la trigonometria

del seno.

El imperio musulman o arabe logra importantes avances en las ciencias y en las
artes entre los siglos VIII y XI, debido a la difusion de la lengua arabe, que sustituye
al griego como lengua universal. Esta influencia arabe se inicia con la fundacién de
la Escuela de Bagdad en el siglo IX, siendo uno de sus maximos exponentes Al

Battani conocido como el Ptolomeo de Bagdad (Lobo Da Costa, 1997).

Al battani (850 d. C. — 929 d. C.). En su libro titulado Sobre el movimiento de las

asen(90°—A)
send

J

estrellas deja algunas férmulas trigonométricas como la siguiente b =

donde aparecen el seno y la funcion seno verso (Boyer, 1986). Estas expresiones ya
son ideas basicas de la trigopnometria moderna. Ademas, introduce la circunferencia
de radio igual a la unidad y demuestra que la razon jiva es valida para cualquier
triangulo rectangulo, independiente del valor de la longitud de la hipotenusa, figura
24 (Lobo Da Costa, 1997).

Figura 24. Férmula utilizada para construir la tabla Al Battani.
Fuente: Adaptado de Lobo Da Costa (1997, p. 20)

Con esta nueva formula se pudo construir una tabla trigonomeétrica de senos en
intervalos de un cuarto de grado. Segun Lobo Da costa (1997) “Al-Battani estaba
interesado en calcular la altitud del sol, para eso fue necesario utilizar las razones
trigonométricas y construir tablas mas precisas que las existentes en la época” (p.
20).
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Al Battani, segun Raiol (2014) también es responsable de la formulacion vy

establecimiento de las siguientes identidades trigonométricas:

senx = tanx tanx — senx
T VittanZx ~ cosx

1
COSX = —— secx = V1 + tan?x
V14cot?x +

Segun Kline (1972) los astrénomos arabes introdujeron las nociones de la tangente y
la cotangente, pero como longitudes de unidades determinadas. La sistematizacion
de la trigonometria plana y esférica la proporciona Nasir-Eddin con su trabajo de

astronomia titulado Tratado del Cuadrilatero.

En el siglo IX el astronomo arabe Al Hasib, al calcular la longitud de la sombra de
una varilla cuya longitud es de una unidad, clavada en una pared y paralela al
terreno, obtuvo una nueva razon que le daba la longitud s = tana (ver figura 25). Por
el contrario si la varilla estaba hincada verticalmente en el suelo, la longitud t, de su

sombra vendra dada por la razén reciproca t = cota.

Figura 25. Razones trigonométricas tangente y cotangente.
Fuente: Tomado de Esteban, Ibafiez y Ortega (1998, p. 65)

Abu’l-Wefa (939-998). Trabaja la relacion tangente en una circunferencia unitaria y
demuestra las formulas para el angulo doble como sen(2a) = 2senacosa y el angulo
mitad y ademas formula de manera clara y precisa el teorema de senos para
triangulos esféricos (Boyer, 1986). También construye una nueva tabla
trigonométrica de senos en intervalos que van de un cuarto de grado (15'), con

hasta ocho decimales, introdujo las funciones secante y cosecante y con esto definio
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todas las relaciones trigonométricas en la circunferencia unitaria, pues hasta
entonces, dichas relaciones solo habian sido trabajadas en el triangulo rectangulo
(Raiol, 2014). Dentro de estas nuevas relaciones trigonométricas Rariol (2014) hace

referencia a las siguientes identidades:

tanx = cos(2x) = 1 — 2sen?(x)

cotx

Al-Biruni (973- 1048). Escribié mas de 146 obras y trabajo la trigopnometria mediante
aplicaciones a otros campos como la astronomia, la geografia y el calendario. Fue
uno de los primeros en investigar las funciones trigonométricas tangente,
cotangente, secante y cosecante a través de su Tratado exaustivo sobre sombras,
donde ademas presenta varias demostraciones para identidades trigonométricas

que eran utilizados en la resolucion de problemas astrondmicos (Raiol, 2014).
senx = cos(90° — x) cotx = tan(90° — x) cscx = V14 cot?x

Al tratar el problema de inscribir un nonagono en una circunferencia se encuentra
con la ecuacion cubica x3 =1 + 3x, la cual resuelve con el uso de la identidad
trigonométrica del coseno del angulo triple (cos3x = 4cos3x — 3cosx), con una

aproximacion de seis cifras exactas (Boyer, 1986).

Ibn- Yunus (m. 1008). Introdujo la formula 2cosxcosy = cos(x + y) + cos(x — y), que
en la actualidad se le conoce como una identidad trigonométrica para la
transformacién de producto de cosenos a suma de cosenos. Segun Boyer (1986),
esta férmula se usé en Europa durante el siglo XVI, antes de la invencion de los

logaritmos que usaba el método “prostafairesis” para convertir productos en sumas.

Jamshid Al-Kashi (1390-1450). Al igual que sus predecesores Abu’l-Wefa y al-
Biruni, Al-Kashi también calculé el sen1® con un altisimo grado de aproximacion,
aplicando la identidad del seno para el angulo triple. A continuacion, se presenta la
resolucién propuesta por Usén y Ramirez (2012), a la que agregamos algunos

elementos de la TAD.

Tarea: Calcular el valor del sen1® por identidades del angulo triple.
Resolucion

Paso 1: Por identidades del angulo triple: sen(3x) = 3sen(x) — 4sen3(x)

sen3° = 3senl® — 4sen31°
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Paso 2: De la tabla trigonométrica de Abul-Wafa, el valor de sen3° = 0,052335956
0,052335956 = 3senl® — 4sen31°
Paso 3: Hacemos el cambio de variable sen1® = x y dividimos entre 4.
x3—0,75x + 0,013083989 = 0
Paso 4: Resolviendo la ecuacidn cubica por métodos iterativos.
senl® = 0,017452406437283571

Los matematicos arabes, segun Uson y Ramirez (2012) empleaban estas técnicas
iterativas aproximadamente desde el siglo Xll. Los demas valores de senos y
tangentes se obtienen mediante identidades trigonométricas; por ejemplo, él sen12°
se puede calcular a partir de sen(72°—60°) es decir utilizando la identidad
trigonométrica de la diferencia de dos angulos, como se muestra en la siguiente

tarea.

Tarea: Calcular el valor del sen12° por identidades de angulos compuestos.

Resolucién

Paso 1: Por la identidad trigonométrica: sen(x — y) = sen(x) cos(y) — cos(x) sen(y)
sen(72° — 60°) = sen72°c0s60° — cos72°sen60°

Paso 2: Reemplazando los valores notables de los angulos 72° y 60°.

sen(12°) = <—10 Z 2\/§> (%) - <\/§4_ 1> <§>

Paso 3: Operando las fracciones homogéneas y ordenando.

sen(12°) =%< /10+2\/§—\/1_5+\/§>

30
2

A partir del sen12° se puede obtener sen6°, sen3°, Sen( ) y sen (3:) mediante las

identidades del angulo mitad, como aparecen en Hobson (1957).

sen(6°) =%< /30—6x/§—\/§— 1)

sen(3°) = 1—16l(\/€ +v2)(V5-1)-2(V3-1)J5+ x/El
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De todo lo anterior se puede concluir que una de las principales tareas en la
antigedad era el calculo de los valores del seno y coseno con varias cifras
decimales, en un primer momento mediante técnicas asociadas a las construcciones
geométricas de poligonos regulares inscritos en circunferencias, en donde se
asociaba las cuerdas con los angulos, dando nacimiento a nuevas relaciones en el

triangulo rectangulo como las identidades trigonométricas.
2.1.6 La trigonometria como una ciencia independiente

La trigonometria inicia su periodo de consolidacion como una rama independiente de
las matematicas a mediados del siglo XV, en la llamada Liga Hanseatica alemana,
que en palabras de Stewart (2008) “controlaba la mayor parte del comercio y, en
consecuencia, era rica e influyente; por tal motivo, necesitaba mejorar los métodos
de navegacion, junto con mejoras en el calendario y en los usos practicos de las

observaciones astronomicas” (p. 93).

Johann Miller (1436 - 1476). Astronomo y matematico de origen aleman mas
conocido como Regiomontano, es considerado como el padre de la trigonometria
moderna. En 1464 presenta su obra titulada De triangulis omnimodis, donde se
exponia de forma sistematizada los métodos de resolucion de triangulos, tomando
como base las propiedades de la resolucion de triangulos rectangulos (Boyer, 1986).
Asimismo, trabajé “en una nueva versidn corregida del Almagesto y en 1471 calculd
una nueva tabla de senos y de tangentes” (Stewart, 2008, p. 95) utilizando como
radios 600 000 y 100 000 unidades respectivamente (Stewart, 2008).

Francgois Viete (1540 - 1603). Con su trabajo Canon mathematicus seu ad triangula
cum appendicibus publicado en 1579 es uno de los primeros en hacer un tratamiento
sistémico en la resolucion de triangulos planos y esféricos, utilizando las seis
funciones trigopnométricas (Montiel, 2011). Ademas desarrolla las otras tres formulas

para las identidades trigonométricas de transformacion de suma de senos y cosenos

a producto; por ejemplo, la siguiente senA + senB = 2sen (#) cos (%).

La trigonometria de Viete, asi como su algebra, tienen como caracteristica principal
la generalizacion. Ademas, fue el fundador del enfoque analitico para la
trigonometria, introdujo la nocién del tridngulo polar en el estudio de la trigonometria

esférica (Boyer, 1986).
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Segun Boyer (1986) en su obra Canon mathematicus (1579) Viéte calcul6 tablas
trigonométricas para intervalos de un minuto y en su Variorum de rebus

mathematicis (1593) encontramos un teorema equivalente a la actual ley de

tangentes ath tan(¥)
ob ™ tan(ZD)

La transicion de las razones trigonométricas a las funciones periddicas comenzo con
Viete en el siglo XVI, tuvo un nuevo impulso con la aparicion del calculo infinitesimal

en el siglo XVIl y culmino con los trabajos de Euler.

Roger Cotes (1682- 1716). En su obra postuma Harmonia mensurarum “se
reconoce el caracter periddico de las funciones trigonométricas, apareciendo quizas
por primera vez en forma impresa los ciclos de las funciones tangente y secante”
(Boyer, 1986, p. 536). Se trataria de uno de los primeros textos que sistematiza el

calculo aplicado a las funciones circulares y logaritmicas (Boyer, 1986).

Abraham de Moivre (1667- 1754). El famoso teorema de De Moivre que relaciona al
seno y coseno (cosf + isenfd)™ = cos(nf) + isen(nd) segun Boyer (1986) no viene
dado de forma explicita, pero si se puede reconocer a través de sus obras. Por
ejemplo, en las Philosophical Transactions de 1707 y en su Miscellanea analytica de

1730 aparecen las siguientes férmulas:
1 11 1
> (senn@ + vV—1cosnf)" + 3 (senn® — V—1cosnf)™ = senf

1 2km+ 0\  [2km+0
(senf + icosf)n = cos( - ) + lS€Tl< - )

La dltima expresion era utilizada para descomponer x?" + 2xcosf + 1 en factores

cuadraticos de la forma x2 + 2xcos@ + 1 (Boyer, 1986).

Leonhard Euler (1707-1783). En su obra Introductio, Euler realiza el estudio
analitico de las funciones trigonométricas, donde el seno de un angulo “ya no era un
segmento, sino simplemente un numero, la ordenada de un punto de la
circunferencia unidad, o bien el numero definido por la serie” (Boyer, 1986, p. 558).
Con Euler la trigonometria toma su forma actual, cuando adopta como medida del
radio de la circunferencia a la unidad y define funciones aplicadas a numeros reales

y no a angulos como se trabajaba hasta entonces.
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En el

cuadro 5 se muestra el

analisis praxeologico del estudio histérico

epistemologico realizado por Da Fonseca (2015), donde se reconocen algunas

tareas, las posibles técnicas que resuelven dichas tareas, el entorno tecnologico que

justifican dichas técnicas y las teorias que se generan.

Cuadro 5. Analisis praxeolégico del estudio historico-epistemologico.

Pre-historia Edad Antigua Edad Media Edad Moderna
- Calcular la - Analizar las - Resolver un - Construir
longitud de una fases de la luna, | triangulo. tablas
sombra los puntos - Construir trigonométricas.
cardinales y las | tablas - Calcular el
Tareas e§taciones del trigonométricas. | valor de_:l seno
ano. con varias
- Medir cifras
distancias, decimales.
longitudes y
profundidades.
- Tabular - Resolucion de | Resolucion de - Interacion
secuencias figuras planas y | triangulos entre al analisis
numeéricas para esféricas. planos y numeérico y
Técnicas | relacionar _ Utilizacién del | €Sféricos. geometrico.
longitudes de analisis.
sombras con
horas del dia.
- Angulos. - Triangulos - Relaciones - Razones
- Triangulos. rectangulos. métricas en trigonométricas.
- Semejanza. - Relaciones triangulos - Funciones
- trigonométricas. | planos'y trigonométricas.
Tecnologias | Proporcionalidad. | - Anguloy esféricos. - Series
- Esfera celeste. medida de - Nociones de infinitas.
angulos. cantidades
- Trigonometria | variables.
esférica.
- Funcion sombra | - Funcion - Funcion seno. | - Funcién seno
. sombra.
Teorias .
- Funcién
cuerda.

Fuente: Adaptado de Da Fonseca (2015, p. 210)

En el trabajo de Da Fonseca (2015) a los bloques que nosotros identificamos como

tecnologias y teorias el simplemente los menciona como “nociones” y “fases’

respectivamente. Ademas, hace mencién a otros bloques como las motivaciones, los

objetivos y los autores de estos conocimientos trigonométricos.

Siendo uno de nuestros objetivos situar nuestro objeto matematico de estudio dentro

del saber sabio de las funciones trigonométricas a continuacion presentamos un
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esquema de lo que concebimos como Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER)
donde se establece una cierta organizacion para el estudio del seno y coseno
(Figura 26).

Figura 26. Modelo Epistemolégico de Referencia para el estudio del seno y coseno.
Fuente: Elaboracion propia

En la trigonometria plana se estudia a las nociones trigonométricas seno y coseno
como razones trigonométricas en el triangulo rectangulo, en el plano cartesiano se
relacionan con las coordenadas de un angulo en posicién normal y finalmente en la

circunferencia trigonométrica se definen como coordenadas de numeros reales.
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Asi, la trigonometria, que en sus inicios sirvio a la Agrimensura y a la astronomia, se
convirtié en un primer momento en una disciplina independiente de las matematicas

para después ser incorporada a analisis matematico.

Tal como lo afirma Montiel (2005) creemos que los conceptos trigonométricos
evolucionaron desde la geometria dando explicacion a diversos fendmenos
astronémicos, fisicos, quimicos y que estan relacionados con los movimientos, el

calor y el sonido.
2.2 El seno y coseno como objeto matematico a ser estudiado

Para el estudio del seno y coseno tomaremos como referencia algunos libros de
texto, teniendo en cuenta ciertos criterios, tales como: que sean textos
recomendados en los programas de estudio de algunas universidades, que sean de
mayor uso tanto por la comunidad de estudiantes como por los profesores en la
educacion basica y superior y, finalmente, que desarrollen los temas propios del

curso de trigonometria tanto en el triangulo rectangulo como en el plano cartesiano.

En el cuadro 6 se presentan los libros de texto seleccionados para nuestro analisis,
donde nuestros principales referentes son los siguientes textos: Trigonometria de
Esteban, |bafiez y Ortega (1998), numeros y funciones reales de Lima (2013) y

algunos trabajos de investigacion como la de Carneiro (2014).

Cuadro 6. Libros de texto seleccionados para el estudio del objeto matematico

Autor (es) Ano | Nombre del libro de texto | Edicién | Editorial
Lima, E. L 2013 | Numeros y funciones reales | Primera | PROFMAT
Swokowsky, E. W, 2009 Algebra y Trigonometria Décimo | Cengage
Cole, J. A con geometria analitica segunda | Learning
Sullivan, M 2006 | Algebra y Trigonometria Séptima | Pearson
Esteban, Ibafez vy Primera

1998 Trigonometria SINTESIS
Ortega ediciéon

El estudio de las nociones trigonométricas seno y coseno engloba otras definiciones
como las de angulos, medidas de angulos, el triangulo rectangulo, la semejanza de
triangulos, la circunferencia trigopnométrica, las identidades trigonométricas, las
funciones trigonométricas entre otras y que seran trabajadas en las siguientes

lineas.
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2.2.1 Angulos y su medida

Definicién 2.2.1. Para Esteban, |Ibafiez y Ortega (1998) “un angulo esta constituido
por dos semirrectas con origen comun” (p. 143). En la figura 27, el angulo queda
definido por las semirrectas (rayos) OA y OB que se llaman lados del angulo y cuyo

origen es el punto 0, que se denomina vértice.

Y

O A

Figura 27. Representacion del angulo.
Fuente: Adaptado de Esteban, Ibafez y Ortega (1998, p. 143)

2.2.1.1 Angulo trigonométrico.

Definicién 2.2.2. Es aquel angulo generado por la rotacion de un rayo en un plano
alrededor de un punto fijo, llamado vértice, desde una posicion inicial (lado inicial)
hasta una posicién final (lado final). En la figura 28 se observa que el rayo OA gira
hasta la posicion OB en el sentido mostrado generando asi el angulo 8, donde la

letra P nos representa al plano.

Figura 28. Representacion del angulo trigonométrico.

Si el angulo gira en sentido anti horario es decir en el sentido contrario a las agujas
del reloj, por convenio, se le asigna sentido positivo y si el giro es en sentido horario

se le considera de sentido negativo.
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2.2.1.2 Medida de angulos

Los angulos se pueden medir en grados y en radianes. El grado sexagesimal (1°) se
define como la medida de angulo de una vuelta divido en 360 partes, a su vez este

se subdivide en minutos y cada minuto en segundos.

Definicién 2.2.3. Un radian (1 rad), se define como la medida del angulo central que
determina sobre una circunferencia un arco de igual longitud al radio de la
circunferencia que lo contiene, (Swokowski, 2009). En la figura 29 se observa su

interpretacion geométrica.

Figura 29. Definicion de un radian.
Fuente: Adaptado de Swokowski (2009, p. 402)

2.2.2 Semejanza de triangulos

Definicién 2.2.4. Segun Muniz (2013) dos triangulos son semejantes cuando existe
una correspondencia biunivoca entre los vértices de uno y otro triangulo, de modo
que los angulos en vértices correspondientes sean iguales y la razén entre las

longitudes de lados correspondientes sea siempre la misma (Figura 30).

Figura 30. Triangulos semejantes.
Fuente: Carneiro (2014, p. 17)
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Los triangulos ABC y A'B'C' mostrados en la figura 27 son semejantes, con la
correspondencia de vértices A & A’, B & B', C & (', y sus lados son proporcionales

dos a dos, es decir:
AB _BC AC _

A'B B C AC

Donde, XY es la longitud de un segmento XY y k es un numero real positivo

denominado razén de semejanza entre los triangulos ABC y A'B'C' (Carneiro, 2014).

2.2.2.1 Casos de semejanza de triangulos en el plano
De acuerdo con Muniz (2013) existen tres casos para la semejanza de triangulos:

Caso 1: Angulo, Angulo (AA). Para que dos tridngulos sean semejantes, es

suficiente que ellos tengan dos angulos respectivamente congruentes.

Caso 2: Lado, Lado, Lado (LLL). Para que dos triangulos sean semejantes, es

suficiente que ellos tengan los lados respectivamente proporcionales.

Caso 3: Lado, Angulo, Lado (LAL). Para que dos triangulos sean semejantes, es
suficiente que ellos tengan dos lados respectivamente proporcionales y los angulos

comprendidos entre estos lados congruentes.
2.2.3 Triangulos rectangulos

Los triangulos ABB', ACC', ADD" y AEE’', ilustrados en la Figura 31, son triangulos
rectangulos, ya que los angulos AB'B, AC'C, AD'D y AE'E son angulos rectos. Como
el angulo a es agudo,0° < a < 90°, es comun a todos los triangulos, por el caso
(AA), los triangulos son semejantes. Por lo tanto, la razén entre la longitud de los

lados es constante (Carneiro, 2014).

Figura 31. Triangulos rectangulos.
Fuente: Adaptado de Carneiro (2014, p. 18)
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De esta figura se puede establecer las siguientes relaciones:
BE CC DD EE
AB AC AD AE
Teorema 2.2.1. (Teorema de Pitagoras). En un triangulo rectangulo, el cuadrado de

la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

2.2.4 Razones trigonométricas

. . L BB/ _ CCr DD/ _ EE!
A partir de la figura 18 se establecen las siguientes razones k = =TT T

que dependen del angulo a y no de las longitudes de los lados de los triangulos

involucrados, y es conocida como seno del angulo a y denotada por sena, es decir:

(@)= B8 _EC _DD _EE
SeMV=IAB TAC  AD A

De forma analoga:

cos(@) ==—==m= === ==—

BB" c(C’
tan(a) = —=—===—==—
AB'" AC'

2.2.41 Larazén seno

Definiciéon 2.2.5. El seno del angulo agudo a se define como la razén entre la
longitud del cateto opuesto y la longitud de la hipotenusa del triangulo rectangulo de
la figura 19 (Felfand; Saul, 2001).

2.2.4.2 La razén coseno

Definicién 2.2.6. En un triangulo rectangulo con un angulo agudo «a (figura 29), el
coseno del angulo «a, abreviado como cosa, se define como la razén entre el cateto

adyacente al angulo a y la longitud de hipotenusa (Felfand; Saul, 2001).

En la figura 32, se define un tridngulo rectangulo ACB, recto C, donde “b” es el cateto

1} ” “_n

adyacente al angulo agudo a, “a” su cateto opuesto y “c” es la longitud de la
hipotenusa. Ademas en dicho triangulo rectangulo se cumple el teorema de

Pitagoras a? + b? = c2.
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Figura 32. Definicion de triangulo rectangulo.

A partir de la figura 29 se definen las razones trigonométricas seno y coseno como
cocientes entre las longitudes de los lados del triangulo rectangulo y ademas se

puede definir la razén tangente como la divisién entre el seno y el coseno, cuadro 7.

Cuadro 7. Definicion de las razones trigonométricas para un angulo agudo.

Definicion de la razén trigonométrica Como se lee
Cateto Opuesto a
sena = , =— Seno de alfa
Hipotenusa c
Cateto Adyacente b
cosa = =- Coseno de alfa

Hipotenusa c

Cateto Opuesto a

t = =— Tangente de alfa
ana Cateto Adyacente b g

Fuente: Adaptado de Sullivan (2006, p. 508)

Observacion 2.2.1. Del triangulo rectangulo ABC de la figura 19, donde AB = c,

BC = a y AC = b se puede obtener la siguiente identidad fundamental:

a 2 I 2 az + C2 b2

sen*a + cos’a = (—) (—) =———=—=1
b b b b

También se pueden establecer algunas relaciones entre el seno y el coseno como

por ejemplo la propiedad de angulos complementarios y las razones trigonométricas
reciprocas.
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Teorema 2.2.2. Si a + = 90° entonces sena = cosf y cosa = senf.
Demostracion:

Del triangulo rectangulo ACB, recto C, (figura 33) se tiene:

cateto opuesto  BC

sena = = cosf

Hipotenusa ~AB

Figura 33. Angulos complementarios.

2.2.5 Razones trigonométricas de un angulo en posicién normal.
2.2.5.1 Angulos en posicién normal

Definicién 2.2.7. Es aquel angulo cuyo lado inicial coincide con el semieje positivo
de las abscisas, su vértice se encuentra en el origen del plano cartesiano y su lado
terminal esta en uno de los cuadrantes de dicho plano, figura 34. Donde "x" es la

abscisa, "y" la ordenada y "r" es el radio vector del punto P.

Figura 34. Angulo en posicién normal.
Fuente: Tomado de Zill y Dewar (2012, p. 376)

64



Definicién 2.2.8. De acuerdo con Zill y Dewar (2012) sea 6 cualquier angulo en

posiciéon normal y P(x,y) cualquier punto, excepto (0,0) en el lado final de 6. Sir =

Vx% + y? es la distancia entre (0,0) y P(x,y), las razones trigonométricas se definen

como sigue:

y r

send ==-cscf =—,r+#0,y#0
r y
X r

cos =—-osec =—,r#0,x+0
T X

y X
tand ==—-cotd =—,x #0,y #0
X y

2.2.5.2 Angulos cuadrantales.

Definicién 2.2.9. Son aquellos angulos en posicion normal cuyos lados finales

coinciden con alguno de los semiejes coordenados. Si a es la medida de un angulo
cuadrantal, entonces es de la forma a = "Z—n;n EZ.
2.2.6 Circunferencia trigonométrica.

Definicién 2.2.10. Es aquella circunferencia con centro se encuentra en el origen de

coordenadas rectangulares y su radio es igual a la unidad.

En una circunferencia trigopnométrica (figura 35) la medida en radianes de un angulo

de t radianes es igual a la medida t del arco subtendido, Zill y Dewar (2012).

Figura 35. Angulo en posicién normal en la circunferencia trigonométrica.
Fuente: Tomado de Zill y Dewar (2012, p. 390)
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2.2.7 Identidades trigonométricas

Definiciéon 2.2.11. Una identidad trigonométrica es una igualdad entre expresiones
trigonométricas y que se verifica para todo valor admisible de la variable (Sullivan,
2006).

A continuacion, se hace una breve revisibn de las principales identidades
trigonométricas como son las identidades fundamentales, de angulos compuestos,

multiples y de transformacién.
2.2.7.1 Identidades trigonométricas fundamentales

En estudio de las identidades trigonométricas fundamentales comprende a las
identidades por cociente, las reciprocas y las pitagoricas como se observan en la
figura 36.

IDENTIDADES POR COCIENTE IDENTIDADES RECIPROCAS

senx ™ IDENTIDADES senxcscx = 1: Vx#nm,n €L
tanx=——; Vx=@n+1)-,n€Z A ’ ’
M P VT RERT R =1 TRIGONOMETRICAS [==
FUNDAMENTALES cosxsecx = 1; Vx = (2n + 1)5, nez

cosx
cotx =——; Vx#nm,neEiL
senx

tanxcotx = 1; Vx;tr;—",nEZ

IDENTIDADES PITAGORICAS

sen’x+cos’x=1YxER

1+ tan’x = sec?x;Vx = (2Zn + l)g, neci

1+ cot’x=cse’x;Vx=nm,neEL

Figura 36. Identidades trigonométricas fundamentales.
Fuente: Adaptado de Swokowski (2009, p. 417)

De estas identidades fundamentales se generan otras identidades conocidas como
auxiliares mediante despejes algebraicos y el uso de identidades algebraicas como

el binomio al cuadrado.
sen*x + cos*x = 1 — 2sen®xcos?x

sen®x + cos®x = 1 — 3sen?xcos?x
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2.2.7.2 Identidades trigonométricas de angulos compuestos

Las identidades de angulos compuestos se utilizan para calcular razones

trigonométricas de angulos desconocidos a partir de angulos cuyas razones

trigonométricas son conocidas, por ejemplo el sen75° se puede obtener a partir de

los angulos notables 30° y 45°.

En el cuadro 8 se presenta las principales identidades trigonométricas de angulos

compuestos para la suma y deferencia de senos y cosenos.

Cuadro 8. Identidades para la suma y diferencia de dos angulos

Suma de dos angulos

Diferencia de dos angulos

cos(u + v) = cosucosv — senusenv

cos(u — v) = cosucosv + senusenv

sen(u + v) = senucosv + cosusenv

sen(u — v) = senucosv — cosusenv

tanu + tanv
tan(u +v) =

1 — tanutanv

can( ) tanu — tanv
an(u—v)=———
1 + tanutanv

Fuente: Adaptado de Swokowski (2009, p. 526)

2.2.7.3 Identidades trigonométricas de angulos multiples

En este grupo tenemos a las identidades del angulo doble y triple, que son

consecuencias inmediatas de las identidades de angulos compuestos, cuadro 9.

Cuadro 9. Identidades para el angulo doble y triple

Angulo doble

Angulo triple

sen(2x) = 2senxcosx

sen(3x) = 3senx — 4sen3x

cos(2x) = cos?x — sen®x

cos(3x) = 4cos3x — 3cosx

2tanx
tan(2x) = 1= tan?x

3tanx — tan3x

tan(3x) = 1 — 3tan?x

Fuente: Adaptado de Swokowski (2009, p. 534)

A partir de las identidades del angulo doble se obtienen nuevas identidades

conocidas como las identidades de degradacion.

2sen’x = 1 — cos2x

2cos?x = 1 + cos2x
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2.2.7.4 Transformaciones trigonométricas

Las identidades trigopnométricas de transformacion segun Swokowski (2009) se usan
con frecuencia en un proceso llamado integracién dentro del céalculo. En el cuadro
10, se observan las identidades para transformar de sumas a productos y productos

a sumas de senos Yy cOosenos.

Cuadro 10. Identidades de transformacion.

De suma a producto De producto a suma

A— B) 2cosacosf = cos(a + B) + cos(a — B)

A+ B
cosA+cosB=Zcos< > )cos( >

A+ B A — B\ | 2senasenf = cos(a — B) — cos(a + B)
cosA — cosB = —2sen ( ) cos ( )
2 2
A+ B A—B
send + senB = Zsen< > )cos( > )
2senacosf = sen(a + B) + sen(a — B)
A+ B A—B
senA — senB = 2cos ( > )sen( > )

Fuente: Adaptado de Swokowski (2009, p. 544)

El seno y coseno como objetos matematicos en si viven dentro de las funciones
trigonométricas, las mismas que son estudiadas dentro del andlisis matematico. A
continuacion, definiremos ciertos conceptos relacionados a las funciones
trigonométricas tomando como referencia los libros de numeros y funciones reales
de Lima (2013) y Analisis Matematico 1 de Figueroa (2014), por ser libros de lectura
oficial presente en la curricula de diversos cursos de matematica superior.

Previamente, debemos hablar de otras funciones como la funcién longitud de arco.
2.2.8 Funcion longitud de arco

Definicién 2.2.12. De acuerdo con Figueroa (2014) se denomina funcion longitud de
arco a la correspondencia L que asocia a cada longitud de arco o un unico punto

P(x,y) € C:x* +y%? =1.Estoes:

L:]R—>C',CC]R2
a- (x,y),x*+y*=1
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Denotamos por C a la circunferencia, que llamaremos circunferencia trigopnométrica o
unitaria. Tenemos por lo tanto € = {(x,y) € R?;x? + y? = 1}. Donde las coordenadas
de todo punto en C estan entre -1 y 1, es decir, si (x,y) € C, entonces -1 <x <1y
—1 <y <1(Lima, 2013).

A la funcién longitud, Lima (2013) lo denomina funcién de Euler E: R — C (figura 37)

la cual hace corresponder a todo numero real t el punto (x,y) de C, de manera que:

e Como 0 € Ry coincide con el punto A = (1,0) de ¢, es decir, E(0) = (1;0);
e Dado un numero real t, los puntos de C se desplazan en el sentido positivo si

t > 0y en sentido negativo si t < 0, una longitud igual a t y E(t) (Lima, 2013).

Figura 37. Funcion de Euler.
Fuente: Tomado de Lima (2013, p. 221)

2.2.9 Las funciones trigonométricas

Definicién 2.2.13. Segun Figueroa (2014) para cada a € R, cosa y sena son la
primera y segunda coordenada de la funcién P = L(a), donde P es el punto cuya
distancia al punto P, = (1,0), a lo largo de la circunferencia C, es igual a «a, esto es:

(cosa,sena) = L(a),V a € R.
Entonces tenemos:
a)sen:R—- R

a - sena = Ordenada de L(a)
a)cos:R—-> R

a — cosa = Abscisa de L(a)
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A partir de la funcion de Euler las funciones seno y coseno para cada t € R
quedarian definidas asi E(t) = (cost,sent), donde x = cost y y = sent; es decir son

la abscisa y la ordenada respectivamente del punto E(t) de la circunferencia
trigonométrica (Lima, 2013).

En la figura 38 se ilustra las definiciones anteriores para el seno y coseno
respectivamente.

Figura 38. Definicion del seno y coseno como funciones trigonométricas.
Fuente: Adaptado de Figueroa (2014, p. 116)

La correspondencia que existe entre los puntos de la circunferencia C: x? + y%2 =1,
los extremos de los arcos a, y los puntos de plano R? hace posible establecer, entre

otras, algunas relaciones tipicas de la trigopnometria como las siguientes:

e Al ser P(cosa,sena) € C:x?> + y2 =1, se obtiene la identidad trigonométrica
fundamental cos?a + sen?a = 1.

e Dado que P es un punto de la circunferencia trigonométrica, tanto su abscisa

y su ordenada en el plano cartesiano varia entre -1y 1.

e Del(a+2nm)=L(a),Va € RyVn e Z, se deduce inmediatamente que

cos(a + 2nm) = cosa y sen(a + 2nm) = sena, Va ERyVneZ

2.2.10 Funcioén periddica

Definicién 2.2.14. Segun Lima (2013) una funcion f:R — R es periddica si existe un
namero T # 0 tal que f(t+T) = f(t) para todo t € R. Si esto ocurre, entonces

f(t+kT)=f(t) para todo t e R y todo k € Z. El menor numero T > 0 tal que
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f(t+T) = f(t) para todo t € R se denomina periodo de la funcién f. Las funciones

trigonométricas seno y coseno son periodicas, de periodo 2.

A continuacién, vamos a desarrollar algunas definiciones sobre las funciones
trigonométricas que aparecen en los textos del nivel superior como en el algebra y

trigonometria de Swokowski (2009).
2.2.11 Funciones trigonométricas de numeros reales

Definicién 2.2.15. “El valor de una funcién trigonométrica de un numero real t es su
valor en un angulo de t radianes, siempre que exista ese valor” (Swokowski, 2009, p.
429). En la figura 39 podemos ver la interpretaciéon geométrica que hace dicho autor

y para lo cual utiliza una circunferencia trigonométrica U.

Figura 39. Funciones trigonométricas de numeros reales
Fuente: Tomado de Swokowski (2009, p. 429)

A partir del grafico de la figura 39, se desprende lo que se puede apreciar en la
figura 40, que si t es un numero real y P(x,y) es el punto en la circunferencia

unitaria U que corresponde a t, entonces:

Figura 40. Definicion de las funciones trigonométricas.
Fuente: Tomado de Swokowski (2009, p. 430)
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CAPITULO lll: MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este capitulo, exponemos vy justificamos nuestras elecciones tedricas y

metodologicas desde la TAD, que permitiran alcanzar los objetivos planteados.
3.1 Marco tedrico

La didactica de las matematicas segun Chevallard (2013) estudia la “tripleta
didactica” (X, Y, O), donde el primer elemento “X” puede ser una persona o un
conjunto de estudiantes como en el caso de la educacidn secundaria, la segunda
componente “Y” seria el profesor o el equipo de “ayudantes didacticos” a quienes
corresponde ensenar la obra “O”, es decir, cualquier cosa material o no, creada por

la acciéon humana con cierta finalidad.

En la presente investigacién nos centraremos en el tercer elemento (O) de dicha
terna, ya que analizaremos algunos libros didacticos de la Educacién Basica

Regular.
3.1.1 Teoria Antropologica de lo Didactico

La teoria antropolégica de lo didactico (TAD) desarrollada por Yves Chevallard es
una evolucion de la Teoria de la Transposicion Didactica y su estudio se enfoca en
las organizaciones praxeologicas didacticas pensadas para la ensefianza y el
aprendizaje de las organizaciones matematicas (Almouloud, Santos y Henriques,
2018).

En la TAD se reconoce al quehacer matematico como parte de las actividades
humanas relativas a una institucion (Chevallard, 1999). Asi, el término institucién |/
hace referencia a una organizacién social, suficientemente estable, que dota de
recursos humanos e intelectuales a los sujetos para enfrentar de forma eficaz tareas
problematicas. Segun Chevallard, cuando una persona ocupa una posicidon en una
institucion, se convierte en sujeto activo de esa institucién y contribuye a la vida de la

institucion por ser subordinado a ella.

En nuestra investigacion, estas actividades humanas se refieren a las actividades
matematicas presentadas en los libros didacticos, en particular en el estudio del
seno y coseno en el triangulo rectangulo y el plano cartesiano dentro de la institucion

Educacion Secundaria.
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Al considerar la actividad matematica como organizaciones praxeologicas surge la
necesidad de construir Modelos Epistemologicos de Referencia (MER) para el

estudio de dichas actividades. Al respecto, Lucas (2015) afirma lo siguiente:

La TAD propone un modelo epistemoldgico general de la actividad matematica cuya
nocion clave es la de praxeologia, de tal manera que todos los MER especificos de
los diferentes ambitos concretos de la actividad matematica deberan ser compatibles

con dicho modelo epistemologico general. (p. 421)

Es decir, el analisis y el modelamiento de esas actividades matematicas se llevan a
cabo a través de sistemas denominados por Chevallard como organizaciones (o
praxeologias) matematicas que permite comprender, describir, analizar y modelar las

actividades humanas.
La nocién de praxeologia matematica

Segun Lucas (2015) a mediados de los afios 90, Chevallard introdujo la nocion de
praxeologias u organizaciones matematicas que es una de las nociones claves de la
TAD, con la finalidad de hacer explicita y contrastable la modelizacién de la actividad

matematica dentro de las diferentes instituciones sociales.

La praxeologia, segun Chevallard (2006b), es la unidad minima de analisis de la
actividad humana, la cual puede ser analizada en dos bloques inseparables como
son la praxis y el logos. La praxis es la parte practica de estas actividades humanas
(matematicas) y el logos o saber que se refiere al pensamiento y razonamiento que

sustenta o justifica la praxis. Al respecto, Serrano (2013) manifiesta lo siguiente:

La nocion de praxeologia o de organizacion praxeolégica, constituye asi una
herramienta fundamental para modelizar la actividad matematica sin atribuirle
ninguna especificidad particular, es decir, considerandola como una actividad
humana mas. Como toda obra humana, una praxeologia surge como una respuesta
a un conjunto de cuestiones y a la vez como un medio para realizar, en el seno de

cierta institucion, determinadas tareas problematicas. (p. 18)

Asi, la praxis esta relacionada con el “saber hacer”, y engloba los tipos de tareas (T),
lo que se hace y la técnica (1), la forma en que se hace; en cambio, el logos o saber,
se corresponde con los aspectos descriptivos que organizan la actividad matematica,

es decir tecnologias (0) y teorias (0), tal como se observa en la figura 41.
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PRAXEOLOGIA

BLOQUE PRACTICO - TECNICO BLOQUE TECNOLOGICO-TEORICO
Praxis = Saber hacer Logos = Saber
| 1 | 1
Tipos de tareas Técnicas Tecnologias Teorias
A 4 | 4
Definen Justifican Explican

Figura 41. Organizacién Matematica
Fuente: Adaptado de Lérida (2013, p. 8)

El sistema formado por los tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias, constituye
la unidad minima de analisis de las organizaciones matematicas. Estos elementos
de la OM se representan simbdlicamente como P = [T,1,6,0], los cuales estan

fuertemente interrelacionados entre si.
Elementos de la Organizacion Matematica

Una Organizacion Matematica (OM) engloba un tipo de tareas, que definen ciertas
técnicas bajo ciertas tecnologias y que pertenecen a un determinado campo tedrico

del saber matematico.
Tipos de tareas (T)

Es el primer elemento de la praxis, que engloba las nociones de tareas (t), el tipo de
tareas (T') y el género de tareas. Una tarea es una accién sobre un objeto particular,
un tipo de tarea es la accion que recae sobre diversos tipos de objetos, y un género

de tareas solo menciona la accion, por ejemplo: calcular, dividir, integrar.

Un género de tareas agrupa diferentes tipos de tareas. Durante el desarrollo del

curso de trigonometria, por ejemplo, el género calcular se enriquece de nuevos tipos
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de tareas: en un primer momento se debe calcular el seno para angulos agudos en
un triangulo rectangulo, luego al calcular el seno de un angulo en posicion normal, y
mas adelante al calcular la variacion del seno de un arco en la circunferencia
trigonométrica. Si una tarea t pertenece a un tipo de tarea T entonces se escribe asi
t € T. Por ejemplo el tipo de tarea T;: determinar el valor del seno para un angulo

agudo, puede estar compuesto de varias tareas como:
t;1: Determinar el valor del seno de 30°.
t;,: Determinar el valor del seno de 45°.
t13: Determinar el valor del seno de 75°.
Técnicas (1)

La técnica es una forma de hacer las tareas dentro de una institucion. El bloque
[T/t] se denomina practico-técnico (saber hacer). Una técnica es un conjunto de
procedimientos (no necesariamente un algoritmo) que permite tratar ciertas tareas,

con ciertos dispositivos y medios (Castela, 2017).

En la figura 42, se presenta la resolucion de la siguiente tarea t;,: Determinar el

valor del sen30°.

En primer lugar, se construye un triangulo equilatero ABC, desde el vértice C se
traza la altura “CH” relativa al lado AB, la cual se comporta como mediatriz y

bisectriz. Por el teorema de Pitdgoras obtenemos la longitud de la altura. Finalmente,

y . e s 1
en el triangulo ACH se calcula el seno de 30° usando la definicidon: sen30° = % =3

Figura 42. Resolucién de la tarea t,,
Fuente: Elaboracion propia
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Dentro de las técnicas que resuelven a la tarea del ejemplo anterior tenemos a las
siguientes, primero 7,;: las construcciones geométricas en el triangulo rectangulo,
segundo 7,: sustituir la longitud de la hipotenusa y del cateto adyacente en la
relacion pitagérica para encontrar la longitud del cateto opuesto, y tercero s:
reemplazar la longitud del cateto opuesto y de la hipotenusa en la definicion del

seno, para calcular el valor del seno del angulo agudo.
Tecnologias (0)

Es el discurso racional que justifica y hace inteligible la técnica, garantizando la
resolucién de las tareas. En palabras de Serrano (2013), una tecnologia relacionada
a las técnicas “tiene la importante funcion de aportar elementos para desarrollarla,
con la finalidad de ampliar su alcance, superar sus limitaciones y hacer posible la

produccion de nuevas técnicas” (p. 19).

Entonces se puede afirmar que la tecnologia tiene varias funciones como las de
justificar racionalmente las técnicas, la de explicar y hacer explicita la técnica, asi

como la produccion de nuevas técnicas (Lucas, 2015).

En el caso de la tarea del ejemplo mostrado anteriormente, las tecnologias que
justifican las técnicas son los poligonos regulares, el teorema de Pitagoras y

definicion de las razones trigonométricas.
Teorias (0)

La teoria (asociada a una tecnologia) corresponde a un segundo nivel de
justificacion y explicacién, y constituye el ultimo nivel de justificacion de la actividad
matematica. Para nuestro ejemplo, la teoria en la cual se justifican las tecnologias

son las construcciones geométricas y las razones trigonomeétricas.

Generalmente, en una institucién (l), una teoria (0) justifica a varias tecnologias 6;,
cada una de estas tecnologias, a su vez, justifica y hace inteligible varias técnicas 7;;

correspondientes a tantos tipos de tareas T;;.

Tipos de Organizaciones Matematicas

Las organizaciones matematicas, segun el grado de complejidad creciente, pueden

ser puntuales, locales, regionales y globales (Chevallard, 2000). Esta distincién entre
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los diferentes tipos de praxeologias permite tener herramientas mas precisas para el

analisis de los procesos matematicos y didacticos (Chevallard, 2000).

- Organizaciones Matematicas Puntuales (OMP). Generadas por un unico tipo
de tareas y definidas a partir del bloque practico-técnico.

- Organizaciones Matematicas Locales (OML). Es el resultado de combinar
diversas OMP que poseen la misma tecnologia, es decir [T}, t;, 6, 0].

- Organizaciones Matematicas Regionales (OMR). Son la coordinacion,
articulacion y posterior integracion, de diversas OML alrededor de una teoria
comun, [T, 75, 6;, 0].

- Organizaciones Matematicas Globales (OMG). Surgen por la integracion de

varias praxeologias regionales [T;jx, Tijx, Ojx, O]

En la figura 43 se muestra la jerarquizacidén entre estos cuatro tipos de

organizaciones praxeologicas.

_-—""'_'_‘_'_'_ _\_—_\_"""\-\._\

PRAXEOLOGIA ™
GLOBAL

S0 agrupadas |

= —

PRAXEOLOGIA
REGIONAL

580 agrupadas ”

L T
RAXEOLOGIA
LOCAL

i
/"fﬂ_ﬂd—_

PRAXEOLOGIA ™
PONTUAL

Ul

Figura 43. Estructuras de complejidad creciente
Fuente: Tomado de Ramalho (2016, p. 32)

En la propuesta del Modelo Praxeolégico de Referencia para el estudio del seno y
coseno en quinto de secundaria, una praxeologia regional de acuerdo con
Chevallard (2000) seria en torno a la semejanza de triangulos que a su vez estaria
formada por otras praxeologias locales como: el teorema de Pitagoras, las razones
trigonométricas en el triangulo rectangulo y la identidad trigonométrica fundamental.
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3.1.2 Dimensiones fundamentales de un problema didactico

En el analisis de la modelizacion matematica para un problema didactico Gascén
(2011) distingue tres dimensiones; la epistemoldgica, la ecolégica y la econdmica.
Dicho problema didactico puede representarse mediante el siguiente esquema

heuristico:
{[(Po®P;) © P,] & P3} & Ps

En este esquema, P, constituye una formulacion inicial de un cierto problema
docente, mientras que P;, P, y P; representan las dimensiones mencionadas
anteriormente. Cuando a la formulacion inicial P, se le agrega como minimo la
dimensidén epistemoldgica P;, lo cual se simboliza mediante P,@®P,, entonces se tiene
un problema didactico como tal. La secuencialidad entre las dimensiones es indicada

por el simbolo<, que no debe ser interpretado como una inclusion.
Finalmente, un problema didactico puede ser representado por Ps.

Un problema didactico encierra en un primer momento una formulacion inicial P,
que al ser incompleta requiere de otras dimensiones como las epistémicas, la

ecologica y la econdmica.
Problemas docentes

Los denominados problemas docentes son los que el profesor se plantea cuando
tiene que ensefiar un cierto contenido matematico a sus estudiantes (Gascén, 2011).
Dichos problemas docentes en el caso de la EBR en el Peru, se formulan con las

nociones disponibles en el curriculo por competencias.
Un problema docente genérico seria el siguiente:

P, : ¢Qué tengo que ensefiar a mis estudiantes en relaciéon a las nociones

trigonométricas seno y coseno y como se debe hacer?

Una formulacién mas especifica; por ejemplo, para la modelizacién matematica lo
encontramos en Barquero, Boch y Gascon (2013) cuando se plantean la siguiente
interrogante: ;Como conseguir que las matematicas se ensefien como una
herramienta de modelizacién, de tal forma que los contenidos matematicos se
organicen con base en los problemas que se deben resolver y a los proyectos que

los estudiantes deben realizar?
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Segun Barquero et al. (2013), para que un problema docente genérico como P, sea
formulado como un problema didactico dentro de la TAD, es necesario empezar por
cuestionar el Modelo Dominante de las instituciones escolares, del sistema educativo

y hasta de las investigaciones en Educacion Matematica.

En la TAD para que un problema didactico sea considerado como tal se debe hacer

explicita al menos su dimension epistemoldgica.
Dimensidén epistemolégica

En la formulacion de un problema didactico, como lo afirman Barquero, Boch y
Gascén (2013), el investigador en educacion matematica siempre utiliza una
descripcion y una interpretacion; es decir, un MER del ambito matematico que se

esta analizando.

Gascén (2011) afirma que “el MER también es necesario para estudiar el saber
matematico antes de que se transforme para ser ensefado” (p. 209). En
consecuencia, no solo se podra dar cuenta de la forma en que se interpretan las
funciones trigonométricas, la trigonometria o la geometria dentro del sistema de
ensefanza, sino también del porqué de la existencia de ciertos objetos matematicos

y no de otros.

El MER en una investigacion didactica debe ser explicito, ya que condicionara la
amplitud del ambito de las matematicas, los fendmenos didacticos que pueden ser
observados por el investigador, los tipos de problemas de investigaciéon que se

pueden plantear y sus posibles explicaciones.

Las cuestiones que conforman a la dimension epistemolégica segun Gascon (2011)

son:

a) ¢Qué es el conocimiento matematico? Esto es, Como se interpreta y cdmo se
describe el conocimiento matematico? ;Cuales son sus componentes y como se

estructuran?

b) ¢Como pueden modelizarse, desde la posicion del didacta, los conocimientos
matematicos (modelo epistemolégico general) y cada uno de los ambitos de la

actividad matematica (modelos epistemolégicos especificos)?
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c) ¢,Cual es su razén de ser? Esto es, ¢ Cudles son las cuestiones matematicas o
extramatematicas a las que responde cada uno de los ambitos de la actividad

matematica?

d) ;/Qué se entiende por hacer matematicas y por adquirir, comunicar, aprender,

ensefiar o explicar los conocimientos matematicos?
e) ¢, Como se generan y como se desarrollan los conocimientos matematicos?

f) ¢Cual es la amplitud del ambito matematico mas adecuada para plantear un

problema didactico determinado? (p. 210)
Dimensién econémica

La dimension econdmica plantea ciertas preguntas relacionadas con el resultado
que ha producido la accidon de la transposicion didactica (ver figura 44) en las

diferentes praxeologias.

Saber sabio Saber a ensefiar I Saber ensefiado . Saber aprendido,
Instituciones ' Institucion disponible

productoras del saber - Noosfera escolar _ Comunidad de

NENYAYA

Modelos Epistemolégicos de Referencia (MER)

Comunidad de Investigacidn en didactica de las matematicas

Figura 44. Etapas de la transposicion didactica.
Fuente: Tomado de Barquero, Boch y Gascén (2013, p. 16)
La teoria de la transposicion didactica considera diferentes tipos de saberes que son
parte del objeto de estudio de la didactica; por ejemplo, el “saber sabio” que es
producido por los matematicos, el “saber a ensefiar’ presente en los documentos
curriculares y libros didacticos, el “saber ensefiado” tal como es realmente llevado al
aula de clase por los profesores, y por ultimo el “saber aprendido” que los alumnos

disponen al final de los procesos de ensefianza-aprendizaje (Lucas, 2015).

Estas nociones sobre los diferentes saberes permiten poner en evidencia las
brechas que existen entre el saber matematico sabio y la porcién del saber

matematico que se propone para ser estudiada en las diferentes instituciones;
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también evidencian la distancia entre lo que se tiene que ensefar y lo que realmente

se logra implementar en las aulas de clase.
Dimensién ecoldgica

La dimension ecologica gira en torno a la siguiente cuestion: ;Por qué las
organizaciones matematicas y las organizaciones didacticas son como son en la
contingencia institucional y qué condiciones se requeriran para que fuesen de otra

forma dentro del universo posible? (Gascon 2011, p. 217)

Chevallard (2002a, 2013a), introduce los niveles de codeterminacion didactica (ver
figura 45), para analizar las condiciones ecologicas que permiten la existencia de

ciertos objetos y actividades dentro de la escuela.

[ Humanidad ](}:{)[ Civilizaciéon ](}:{) [ Sociedad ]

$

[ Disciplina ](}:{)[ Pedagogia ](}:{)[ Escuela ]

[ Dominio ](}:{>[ Tema ]<:>[ Cuestion ]

Figura 45. Escala de los niveles de codeterminacion
Fuente: Adaptado de Chevallard (2002, p. 12)

En el nivel inferior de esta jerarquizacion encontramos a las cuestiones matematicas
y que forman parte de OMP; es decir, tareas que se trabajan bajo la misma técnica.
Las cuestiones pasan a formar parte de un tema, de modo que estas cuestiones se
trabajan bajo una misma tecnologia; es decir, forman una OML. Los dominios, que
agrupan diferentes temas bajo una misma teoria vienen a ser las OMR, que a su vez
forman parte de un area (OMG). La agrupacién de todas las OMG forman la llamada

disciplina que en este caso serian las matematicas.
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Los niveles de codeterminacién didactica también son una herramienta util para el
analisis de procesos transpositivos como son los libros de texto, ya que permite

observar el recorrido de los contenidos matematicos.
Los momentos didacticos

Chevallard (1999) postula seis momentos didacticos para el analisis de una
organizacion didactica. Estos momentos pueden descritos bajo los siguientes
rotulos: del primer encuentro, de la exploracion, del trabajo de la técnica, el momento
tecnologico-tedrico, el de la institucionalizacion y ultimo momento, que cierra el ciclo,

que es la evaluacion.
A continuacion, se describe los seis momentos con base en Chevallard (1999):

El primer momento se refiere al primer encuentro con la organizacion matematica
que sera construida y modificada durante el proceso de estudio. Este encuentro
puede suceder de diferentes maneras; en general, el primer momento no tiene la
intencidn de explorar a profundidad el objeto matematico en estudio, eso se hara en
los otros momentos de estudio. Este primer encuentro con una tarea problematica

puede darse varias veces; es decir, estos momentos no son lineales.

El segundo momento consiste en la exploracion de las tareas problematicas y el
inicio de la busqueda de las formas de resolucién; es decir, las técnicas. El centro de
la actividad matematica pasaria a ser entonces la elaboracion de técnicas y no la
resolucion de problemas aislados como se acostumbra hacer tradicionalmente. El
estudio y la resolucion de una tarea problematica genera al menos un embrion de
técnica. Los problemas deberian buscar entonces que las técnicas se vuelvan cada

vez mas sofisticadas y con un mayor grado de alcance.

El tercer momento es la constitucion del entorno tecnoldgico-tedrico, relativo al
trabajo con la técnica. En general, este momento esta muy relacionado con los
demas momentos. Desde el primer encuentro con una tarea problematica, existen
elementos del entorno tecnoldgico-tedrico siendo construidos. Es muy comun que
las direcciones de estudios tradicionales inicien su primera etapa de estudio con
definiciones, axiomas, teoremas y postulados matematicos aqui en este tercer
momento, lo que puede caracterizar el abordaje didactico como una secuencia de

aplicacién del bloque tecnoldgico-tedrico.
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El cuarto momento esta reservado para el trabajo con la técnica, en el sentido de
mejorarla y hacerla cada vez mas eficaz, confiable y valorar los conocimientos que
se tienen de ella, en el intento de realizar una tarea. Este es el momento de poner en
prueba la técnica en uno o mas tipos de tareas problematicas, adecuados tanto
cuantitativamente como cualitativamente. Esto es, esas tareas deben probar la
técnica en diferentes momentos de estudio y en una diversidad de tipos de tareas,
determinando la precision y el alcance de la técnica, implicando o no el surgimiento

de una nueva técnica.

El quinto momento esta dedicado a la institucionalizacién de los objetos matematicos
que formaran parte de la organizacién matematica. En algunas praxeologias, ese
momento ocurre articulado con el momento de la exploracion del tipo de tareas y la
elaboracion de la técnica. Es el caso cuando la técnica se presenta con los
elementos que la justifican. En general, el quinto momento ocurre cuando los
conocimientos son oficializados de acuerdo con la institucion en que se desarroll6 la
actividad. Asi, este momento tiene por finalidad formalizar el conocimiento
matematico en juego y que sera parte del tema estudiado; asi como, de los
elementos que formaran parte de la organizacion matematica y de los que no son

necesarios.

El sexto momento esta relacionado con la evaluacidn de la praxeologia que se
articula con el quinto momento. Se caracteriza como un momento de reflexién de

todo lo que se ha estudiado; se trata de hacer un balance sobre lo aprendido.

De acuerdo con Chevallard (1999), estos momentos no siguen un orden
predeterminado; es decir, se da de forma helicoidal, pues ocurren repetidas veces y
también de forma articulada, haciendo que no sea facil precisar cuando termina uno
y cuando inicia el otro; porque incluso pueden coincidir. Por ejemplo, podemos
observar el primer momento coincidiendo con el tercero cuando el estudio de un

determinado tema se inicia por medio de un enfoque axiomatico.

La comprension de como ocurren estos momentos y su identificacion son

fundamentales para el analisis de la organizacion didactica.

83



3.2 Metodologia y procedimiento

Las interacciones humanas, en la actualidad, son mucho mas complejas debido a
sus multiples aristas, dando lugar a nuevos procedimientos metodoldgicos, como las
metodologias cualitativas. Segun Taylor y Bogdan (1987) una investigacién que
produce datos descriptivos; por ejemplo, las propias palabras de las personas, ya
sean habladas o escritas, presentando una conducta observable es un indicador que

se ha utilizado una metodologia cualitativa.

El caracter poliédrico de las realidades humanas, al tener muchas caras, solo nos
permite captar algunas de ellas. Por esta razon “la investigacion cualitativa trata de
identificar la naturaleza profunda de las realidades, su estructura dinamica, aquella
que da razon plena de su comportamiento y manifestaciones” (Martinez, 2006,
p.128). El investigador cualitativo inicia su trabajo examinando el entorno social; es
decir, con una recoleccion de informacion, luego procede con una sistematizacion de

dicha informacién y finalmente con su interpretacion.

La metodologia para la presente investigacion es el enfoque cualitativo y esta nos
servira de guia para alcanzar los objetivos planteados. En el desarrollo del trabajo,
también se describen y analizan las Organizaciones Matematicas propuestas en los
libros de texto de la EBR referentes al estudio del seno y coseno. En este enfoque
se considera relevante la forma como las personas perciben la realidad; cuando se
analicen las tareas propuestas en los textos de la EBR y se propongan otras que
complementen a las ya elaboradas, nos colocaremos en el lugar del estudiante y

luego en el lugar del profesor.

Por otra parte, al trabajar con materiales ya elaborados, como los libros de texto y
trabajos realizados en educaciéon matematica; la investigacion también se considera
de corte bibliografico. Al respecto, Fiorentini y Lorenzato (2006) sefialan que la
investigacion bibliografica se basa en la observacion de las practicas institucionales
y en el analisis de documentos, como curriculos, libros didacticos, materiales de
consulta para profesores, materiales didacticos entre otros. Teniendo en cuenta lo
anterior, y que se trabaja con algunos documentos curriculares como el CNEB
(2016) y los libros de matematicas para quinto de secundaria, utilizaremos algunos
elementos propios de la TAD para el andlisis de las praxeologias matematicas

relacionadas al estudio de seno y coseno en dichos materiales.
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En el analisis de los libros de texto se toma como base la metodologia elaborada por
Chaachoua (2014) quien considera que los libros de texto son la fuente principal
para analizar las cuestiones ecoldgicas y praxeologicas de las organizaciones
matematicas. Dicha metodologia, que se explica a continuacion, a su vez ha sido
implementada y organizada por otros investigadores como Almouloud (2015) y Bittar

(2017) quienes también nos serviran como referencia.

Chaachoua (2014) propone algunos elementos para el analisis de los libros de texto
como son: el momento de publicacion del libro didactico, la representatividad de la

obra, la estructura del libro, el analisis ecoldgico y el analisis praxeoldgico.
El momento de publicacién del libro didactico

Chaachoua (2014) afirma que debemos ver la ensefianza como un sistema
dinamico, donde cada curriculo define un estado de referencia para su

funcionamiento.
La representatividad de la obra

En paises donde existen diversos libros de texto, es importante proceder con la
eleccion de uno o varios manuales y que sean lo mas utilizados por el profesor
(Almouloud, 2015). En nuestro trabajo tomaremos como libro de referencia el texto
entregado por el Ministerio de Educacion a los colegios del estado y otro texto que

es trabajado en instituciones particulares.
La estructura del libro

El analisis de la estructura del manual nos da indicios sobre el lugar otorgado a las
actividades, la presencia o no de ejercicios resueltos y comentarios eventuales de

los autores (Chaachoua, 2014).
El analisis ecolégico

Este analisis es organizado con base en dos conceptos: el habitat, que significa
donde se encuentra el objeto matematico y el nicho, que es la funcion que cumple

ese objeto dentro del sistema de objetos.

Al respecto Almouloud (2015) senala que este analisis ecoldgico debe responder a
ciertas cuestiones como: “; El saber es parte de las recomendaciones curriculares

para la educacidén basica? ;Esta presente en los libros didacticos? ;Como se
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presenta y con qué finalidad?” (p.15). Si es trabajado con efectividad en la escuela,
¢ bajo qué condiciones se realiza?, si no es asi, ¢cuales son los motivos que hacen

que el objeto de saber se deje de lado?
El analisis praxeolégico

En el analisis praxeologico se identifican los elementos de las organizaciones
matematicas asociadas al objeto matematico en estudio (Almouloud, 2015). En el
caso de los libros didacticos, el analisis radica por lo general en identificar

organizaciones matematicas puntuales y locales.

El analisis de los libros didacticos segun Almouloud (2015) se organiza a menudo

bajo las siguientes etiquetas:

« lIdentificacion de los tipos de tareas: Se analizan los ejemplos y las
actividades del curso, los cuales pueden estar presentados como problemas
resueltos o propuestos, estos a su vez permiten identificar en lugar que se les
asigna dentro de la institucion. La parte de “problemas” permite identificar el

conjunto de todos los tipos de tareas.

« lIdentificacion de técnicas: Una vez identificado las tareas, se procede a
describir las técnicas que permiten resolver dichas tareas, considerando los

problemas resueltos.

« ldentificacién de tecnologias: Se construye el bloque tecnolégico a partir de

la justificacion tedrica propuesta por los autores del texto.
Evaluacion de las tareas, técnicas y tecnologias

Para la evaluacion de las tareas Chevallard (1999) propone ciertos criterios
explicitos tales como: el criterio de identificacion, el criterio de las razones de sery el
criterio de la pertinencia. Estos criterios buscan verificar si los tipos de tareas estan
bien definidos, son representativos, correctamente explicitados y estan acorde a las

nuevas exigencias institucionales.

Las técnicas son evaluadas bajo los mismos criterios mencionados en los tipos de
tareas. Ademas, las técnicas propuestas deben dar respuesta a ciertas cuestiones
como: ¢Son elaboradas de forma eficiente, o solamente se mencionan? ¢Su
rigurosidad es aceptable dadas unas ciertas condiciones de uso? ¢Son faciles de

comprender? (Chevallard, 1999).
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Finalmente, la evaluacién del bloque tecnoldgico-tedrico segun Chevallard (1999)
debe responder a ciertas preguntas: ¢Las formas de justificacion empleadas son
justificaciones matematicamente validas?, ;Se adaptan al problema planteado?, y

¢ Los argumentos utilizados son cientificamente validos?

La evaluacion de una praxeologia matematica, es el punto de convergencia para la
didactica en las matematicas y uno de motivos del avance y desarrollo de las

investigaciones didacticas (Chevallard, 1999).
3.3 Modelo Praxeolégico de Referencia

Segun Serrano (2013) para poder observar, describir y analizar las praxeologias
matematicas se necesita un MER. En la presente investigacion, a dicho modelo de
referencia se le denomina Modelo Praxeolégico de Referencia (MPR) en
consonancia con Gascon (2014) quien afirma que la evolucion del MER son los
MPR.

En esta misma linea, Garcia y Sierra (2015) afirman que un MPR es un modelo
tedrico basico que el investigador debe construir para analizar la transposicion
didactica; es decir, la transicion y evolucion de los saberes matematicos. Este MPR
es de caracter provisional y sirve como instrumento para deconstruir y reconstruir las
praxeologias que se pretende analizar. Es decir, estos modelos constituyen hipotesis

de trabajo y por lo tanto deben ser revisados y contrastados constantemente.

El didacta debe reflexionar y realizar su propia descripcion del saber matematico,
cuando se enfrenta a problemas que involucran un contenido matematico especifico
y justificar por qué seran estudiados ciertos objetos matematicos y otros no, como
las nociones trigonométricas seno y coseno en nuestro caso. En palabras de
Serrano (2013) “este modelo tendria que tomar la forma de una arborescencia de
praxeologias y de cuestiones problematicas a las cuales estas praxeologias aportan

una respuesta (parcial y progresiva)”. (p. 212).

De lo anterior se desprende, que las praxeologias se van ampliando generando
posibles respuestas a nuevas cuestiones problematicas. Cuando una técnica se
vuelve obsoleta 0 muy costosa para resolver ciertas tareas, entonces emergen otras
técnicas justificadas por un nuevo bloque tecnolégico-teérico; constituyéndose asi,

una nueva OM.

87



Esta explicitacion del MPR se completa con una descripcién de su reconstruccion
institucional para lo cual es necesario especificar los medios disponibles con los que
se cuenta o se tendria que disponer, para la elaboracion de las respuestas a las

cuestiones (Serrano, 2013).

Los problemas didacticos relativos a procesos de ensefianza y aprendizaje de
contenidos matematicos, generan cuestiones relativas a la interpretacion de la
matematica en juego. Por ejemplo: ;Qué es la trigonometria plana? ¢;Para qué
sirven las funciones trigonométricas? ;Qué relacion tienen la semejanza de
triangulos con la trigonometria? ;Qué papel juegan las nociones trigonométricas
seno y coseno en la educacién basica regular?, etc. Estas cuestiones se responden
de manera mas o menos explicitas por las distintas instituciones que intervienen en

estos procesos didacticos.
Ademas, Serrano (2013) postula:

El MER no toma en consideracion la idiosincrasia de las personas ni las condiciones
particulares que intervienen en el proceso de ensefianza y aprendizaje del contenido
matematico en cuestion. Tampoco incluye de forma explicita las actividades
concretas que se deberan implementar para estudiar este contenido por parte de los
alumnos, aunque si delimita las cuestiones que dan una razén de ser a este
contenido (en una institucién determinada) y la manera cémo este se conforma y
evoluciona para dar respuesta a distintos tipos de problemas. EI MER es unicamente
un «esqueleto matematico» que, como hemos dicho, toma la forma de una

arborescencia de praxeologias matematicas. (p.36)

En consonancia con lo anterior, el MPR propuesto en el siguiente trabajo se
desarrolla como una red de praxeologias que responden a ciertas cuestiones
(Q1, Q2 ..., Qs ), que a su vez pueden generar otras cuestiones (Q11, Q21 -..,Qs¢ ), €N

términos de tipos de tareas y tareas.

Chaachoua, Ferraton y Desmoulins (2017) manifiestan que la construccion de un
MPR se compone de varias etapas: identificacion de una OM a ensefar a partir de
los programas oficiales como curriculos vy libros de texto, el estudio epistemoldgico
del objeto matematico, la descripcion del MPR y su reconstruccion y; por ultimo, la
validacion mediante la confrontacion de datos empiricos mediante el modelo. En el
desarrollo de la presente investigacion se toma como referencia esta propuesta

metodolégica y también los trabajos de Quijano (2015) y Martin (2015) quienes
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construyen Modelos Praxeologicos para el estudio de la geometria y los fractales
respectivamente. Dichos modelos se construyen con base en Organizaciones
Matematicas Puntuales (OMP), a partir de las cuales se pueden construir
Organizaciones Matematicas Locales (OML).
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CAPITULO IV: ANALISIS DE LOS LIBROS DIDACTICOS

En el presente capitulo, se realiza el analisis de dos libros de texto segun la
metodologia propuesta por Chaachoua (2014), y a partir del analisis praxeoldgico de

dichos libros, se identifica el Modelo Epistemol6gico Dominante.
4.1 El momento de publicacién de los libros didacticos

Segun Guadalupe (2017) en las ultimas décadas el sistema educativo peruano ha
experimentado una serie de reformas, como por ejemplo el Programa de
Mejoramiento de la Calidad Educativa (MECEP) que se emprende en 1994, la Ley
General de Educacion 28044 (2003) y la aprobacion del Proyecto Educativo
Nacional al 2021 del aifo 2007.

El MECEP tuvo como objetivos centrales: mejorar la calidad de los procesos de
aprendizaje, modernizar la administraciéon educativa e invertir en infraestructura
educativa. En el primer objetivo se encuentran subcomponentes como la
consolidacion curricular, materiales educativos y capacitacion docente (Eguren,
Belaunde y Gonzalez, 2004). La presente investigacion se centra en los libros de

texto que estarian enmarcados dentro de los llamados materiales educativos.

Dentro de la consolidacién curricular por ejemplo estaba la implantacién de un nuevo
curriculo por competencias y ya no por objetivos. En cuanto a los materiales
educativos, en el afno 1996 se empieza a dotar de libros de texto a los colegios del

estado.
4.2 La representatividad de la obra

En el Peru existen una gran variedad de libros de texto para la ensefianza de las
matematicas en quinto de secundaria, estas colecciones por lo general constan de
dos libros, uno de consulta y otro denominado cuaderno de actividades o de trabajo.
Dichos manuales estan registrados en el Observatorio Nacional de Textos Escolares
(OBNATE) que es el sistema aplicativo, a cargo del Ministerio de Educacion,
encargado de brindar informacion relativa sobre los textos escolares que se
comercializan en el pais. En el cuadro 11 se presentan las publicaciones registradas

en la OBNATE en los dos ultimos anos.
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Cuadro 11. Coleccion de libros de textos registrados en el Ministerio de Educacién

Titulo Autor Editorial Edicion
Matematica Erlita Ojeda Zafartu Ediciones Corefo S.A.C. | 2018
secundaria V
Matematica Alfonso Rojas Puémape | ETM 2018
Construye Varios Editorial Norma 2017

Matematica 5

Asociacion Fondo de

Matematica Vital 5 | Investigadores y | Lumbreras editores 2017
Editores
Matematica 5 Varios Santillana 2016

Fuente: Peru, Ministerio de Educacion.

En la presente investigaciéon para el analisis praxeoldgico y didactico se tomara
como referencia dos libros de textos. La primera pertenece a la coleccion
Matematicas 5 de la editorial Santillana y que son entregados por el ministerio de
Educacion a los colegios del estado de forma gratuita y la segunda pertenece a la

coleccion Matematica vital 5 de la editorial Lumbreras.

Para la eleccidn de dichos textos se tiene en cuenta algunos criterios; por ejemplo, el
primero de ellos, Matematica 5, es uno de los mas usados en las escuelas publicas
del Peru y el segundo, Matematica vital 5, por ser un texto que se acerca mas a

nuestra propuesta, es decir presenta una organizacion matematica mas completa.
4.3 La estructura del libro

Los libros de texto escogidos para nuestro analisis praxeoldgico pertenecen a dos
colecciones. La primera coleccion titulada Matematica 5 (L,) de la editorial Santillana

(2016) esta organizado en 12 capitulos, y cada capitulo en temas.

En el capitulo ocho titulado trigonometria (ver cuadro 12) del libro de consulta

encontramos los siguientes temas:

Cuadro 12. Seccién analizada del texto Matematica 5

Capitulo | Titulo del capitulo Temas

Razones trigonométricas de angulos agudos.

Razones trigonométricas de angulos notables.

8 Trigonometria | g 0hes trigonométricas de un  angulo

cualesquiera.

Razones trigonométricas de angulos
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complementarios y suplementarios.
Funciones trigonométricas seno y coseno.

Analisis de funciones senoidales y cosenoidales.

En el cuadro mostrado se observa que en el transito de las razones trigonométricas

a las funciones no toma en cuenta temas que son de caracter articulador como son

la circunferencia trigonométrica y las identidades trigopnométricas.

En cambio en el libro de texto Matematica vital 5 (L,) los contenidos de trigonometria

aparecen en las unidades cuatro, cinco y seis y comprenden los temas que se

muestran en el cuadro 13.

Cuadro 13. Seccién analizada del libro Matematica vital 5

Unidad | Titulo de la unidad Temas
Sistemas de medidas angulares.
Razones trigonométricas de angulos agudos.
Introduccion a la , - .
4 . . Razones trigonométricas de angulos notables.
trigonometria ]
Angulos verticales.
Resolucion de triangulos rectangulos.
Introduccion a la geometria analitica.
Ecuacion de la recta.
~ Razones Ecuacién de la circunferencia.
5 trigonométricas en . .
el plano Ecuacion de la parabola.
cartesiano Angulo en posicibn normal y sus razones
trigonométricas.
Razones trigonométricas de angulos cuadrantales.
Identidades trigonométricas fundamentales y
auxiliares.
Identidades de angulos compuestos.
~ Funciones Circunferencia trigonométrica: seno y coseno.
6 trigonomeétricas y ) ,
sus aplicaciones | Problemas con areas e intervalos.
Funciones trigonométricas.
Representacion grafica de las funciones seno y
coseno por tabulacién.
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Ambos libros de texto consideran temas de acuerdo a lo establecido por el CNEB
(2016); sin embargo, el texto de Matematica vital 5 presenta otros temas que
consideramos son transversales y de caracter articulador como por ejemplo las

identidades trigonométricas.

4.4 Estudio ecoldgico didactico sobre el seno y coseno
En esta seccidn se realiza el estudio ecologico didactico del objeto matematico seno
y coseno con la finalidad de comprender como este contenido se configura en

sistema educativo peruano.
El seno y coseno en una problematica ecolégica

La problematica ecoldgica segun Artaud (1998) es un medio que permite cuestionar
lo real, es decir discutir ciertas cuestiones como: ¢ El seno y coseno forman parte del
curriculo para la Educacion Basica Regular?, ;Estan presentes en los libros de

texto?, ¢ Esta el contenido efectivamente trabajado en quinto de secundaria?

Las nociones trigonométricas del seno y coseno si forman parte de los contenidos de
matematicas para ser ensefados en la EBR y estan contemplados en el CNEB
(2016) que fue modificado en el 2015. Sin embargo, consideramos que su desarrollo
tematico es muy escaso sobre todo en el libro de texto que se reparte a los colegios
del estado, donde por ejemplo no se trabajan praxeologias articuladoras como las

identidades trigonométricas.
4.5 Analisis praxeologico del libro de texto

En esta seccién se presenta el analisis de las tareas, las mismas que han sido
agrupadas por su género (G*) y subdivididas en tipos de tareas (T}) y tareas (tl’j)
especificas. También se estudia el trabajo con las técnicas y el desarrollo de los
bloques tecnoldgico-tedrico de las organizaciones didacticas y matematicas de los

libros de texto analizados.
Género de tareas (G%)

En el cuadro 14 se presenta los géneros de tareas encontradas en los libros de texto

analizados:
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Cuadro 14. Descripcion de los géneros de tareas

G?! Calcular
G? Determinar
G3 Hallar

G* Representar
G° Graficar
G® Expresar
G’ Analizar
G8 Simplificar
G° Escribir
G10 Clasificar

Fuente: Elaboracion propia

Tipos de tareas (T;") y tareas (t7;)

En esta seccién se presenta los tipos de tareas y las tareas que corresponden al

estudio del seno y coseno agrupados en tres grandes bloques como son el triangulo

rectangulo, la circunferencia trigonométrica y las funciones trigopnométricas.

En el cuadro 15 se presentan los tipos de tareas y tareas pertenecientes a la

organizacion matematica del triangulo rectangulo.

Cuadro 15. Descripcion de los tipos de tareas y tareas a priori en el triangulo

rectangulo

Género (G*) Tipos de tareas (T}")

Tareas (t;;)

1
¢ lados del triangulo rectangulo.

Ti: Calcular la longitud de los

ti,: Calcular la longitud del cateto opuesto a
un angulo, dada la longitud de la hipotenusa y
del cateto adyacente.

ti,: Calcular la longitud del cateto adyacente a
un angulo, dada la longitud de la hipotenusa y
del cateto opuesto.

ti,: Calcular la longitud de la hipotenusa, dada
la longitud de los catetos.

tl,: Calcular la longitud de la hipotenusa en
funcion del angulo agudo y su cateto
adyacente.

tis: Calcular la longitud de la hipotenusa en
funcion del angulo agudo y su cateto opuesto.

tie: Calcular la medida del cateto adyacente a
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un angulo, dada la medida de la hipotenusa y
de ese angulo.

ti,: Calcular la medida del cateto adyacente a
un angulo, dada la medida del cateto opuesto
y de ese angulo

tig: Calcular la medida del cateto opuesto a un
angulo, dada la medida de la hipotenusa y de
ese angulo.

ti,: Calcular la medida del cateto opuesto a un
angulo, dada la medida del cateto adyacente y
de ese angulo.

tl,,: Calcular los lados de un triangulo
rectangulo cuando éstos estan en funcién de
una constante.

T}: Calcular el valor de una
razon trigonométrica.

t1,: Calcular el valor del seno de un angulo,
dada la medida del cateto opuesto, y la
longitud de la hipotenusa.

ti,: Calcular el valor del seno de un angulo,
dada la medida del cateto adyacente al angulo
y la longitud de la hipotenusa.

ti,: Calcular el valor del seno de un angulo,
dados los catetos.

ti,: Calcular el valor del coseno de un angulo,
dada la medida del cateto adyacente, y la
longitud de la hipotenusa.

tis: Calcular el valor del coseno de un angulo,
dada la medida del cateto opuesto al angulo y
la longitud de la hipotenusa.

tis: Calcular el valor del coseno de un angulo,
dados los catetos.

T#: Calcular la medida de un
angulo.

ti,;: Calcular la medida de un angulo en
funcion de los catetos

ti,: Calcular la medida de un éangulo en
funcion de uno de los catetos y de la longitud
de la hipotenusa.

ti;: Calcular la medida de un angulo cuando
se trabaja con tridngulos notables.

T}: Calcular la medida del lado
del poligono.

ti,: Calcular el perimetro de un triangulo
rectdngulo cuando se conoce una razén
trigonométrica.

ti,: Calcular el perimetro de un rectangulo a
partir de la razén entre la diagonal y uno de
sus lados.

Td: Calcular el area de las
regiones planas.

ti,: Calcular el area de un triangulo rectangulo
cuando se conoce una razon trigonométrica y
su perimetro.

T}: Calcular el valor de una

td,;: Calcular el valor de una expresion
matematica cuando se tienen como datos los
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expresién matematica. lados y los angulos del tridngulo rectangulo.

ti,: Calcular el valor de una expresion a partir
de los datos de un grafico.

t2,: Determinar el valor del seno 30°.
TZ: Determinar el valor del seno. t2,: Determinar el valor del seno 45°.

t2;: Determinar el valor del seno 75°.

GZ
t2,: Determinar el valor del coseno 30°.
T?: Determinar el valor del .
2 t2,: Determinar el valor del coseno 45°.
coseno.
t2,: Determinar el valor del coseno 75°.
t3,: Hallar la longitud de una escalera apoyada
a una pared.
G3 3. i . .
T7': Hallar la longitud. t3,: Hallar la longitud de una pared en funcién

de una escalera que se encuentra apoyada
sobre ella y el angulo que forma con el piso.

Fuente: Elaboracion propia

A continuacién, en la figura 46 se ilustra una de las tareas del género calcular,

descrito en el cuadro 15.

Figura 46. Ejemplo de una tarea del libro Matematica 5
Fuente: Santillana (2016, p. 113)

En este enunciado la tarea es tl,: calcular la medida del cateto opuesto a un angulo,
dada la medida del cateto adyacente y de ese angulo, que pertenece al tipo de tarea

T}: calcular la longitud de los lados del triangulo rectangulo.

En el siguiente cuadro 16 se presenta los tipos de tareas y tareas encontradas en los

dos libros de texto analizados para el género calcular que es la mas representativa.
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Cuadro 16. Tipos de tareas y tareas encontradas en los textos analizados

Género (G*) | Tipos de tareas (T7) | Tareas (t; Ly L, | Total

t 1 2 3

ti 0 1 1

tis 1 6 7

tia 0 1 1

1 tis 1 0 1

fi tie 0 1 1

tiy 0 1 1

tig 0 1 1

¢l to 0 4 4
tito 0 3 3

t21 1 1 2

T} t2 0 0 0

t33 1 1 2

- t3; 0 1 1

° t3 0 0 0

Ty ti 0 0 0

Ts t5: 0 1 1

To te1 1 2 3
Total 5 18 23

Fuente: Elaboracion propia

En el siguiente cuadro 17 se presenta las tareas y tipos de tareas para el bloque de

la circunferencia trigonométrica.

Cuadro 17. Descripcion de los tipos de tareas y tareas a priori en la circunferencia

trigonomeétrica.

Género (G*) Tipos de tareas (T/")

Tareas (t;

regiones planas.

Gl

Ts: Calcular el area de las

td,: Calcular el area de una region triangular
en la CT cuando el arco es un valor notable.

td,: Calcular el area de una region triangular
en la CT en términos de 6.

ti,: Calcular el area de una region triangular
en la CT en términos de 0, utilizando
determinantes.

un punto en la CT.

T}: Calcular las coordenadas de

t3,: Calcular la ordenada de un punto en la
CT, en funcion de un arco.

t3,: Calcular la abscisa de un punto en la CT,
en funcién de un arco.

ti,: Calcular las coordenadas de un punto en
la CT, cuando estos puntos forman figuras
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geomeétricas dentro de la CT.

GZ

TZ: Determinar la variacion en la
CT.

t2,: Determinar la variacion del seno de un
arcoenlaCT,v6 eR.

t2,: Determinar la variacién del coseno de un
arcoenlaCT,v6 eR.

t2,: Determinar la variacion de una expresion
que depende del éarea de una regién
rectangular en la CT.

t2,: Determinar la variacion de la longitud de
un segmento que une dos puntos en la CT.

t2,: Determinar la variacion de la longitud de
un segmento que une dos puntos en la CT.

t2s: Determinar la variacion de una expresion
que depende del seno de un arco en la CT.

t2.: Determinar la variacion de una expresion
que depende del coseno de un arco en la CT.

t2,: Determinar la variacion de un arco 8 en la
CT para que se verifique una igualdad o una
desigualdad.

t2g: Determinar la variacion numérica de una
expresion con base en una desigualdad inicial
donde interviene en seno de un arco 6 en la
CT.

G3

T3: Hallar maximos y minimos.

t3,: Hallar el maximo valor de una constante k
para que se cumpla cierta igualdad que
depende del seno de un arco en la CT.

t3,: Hallar el minimo valor de una constante k
para que se cumpla cierta igualdad que
depende del coseno de un arco en la CT.

T3: Hallar el valor de una razon
trigonométrica en la CT.

t3,: Hallar el valor del seno de un arco en la
CT.

t3,: Hallar el valor del coseno de un arco en la
CT.

t3;: Hallar el valor de otras razones
trigonométricas para un arco en la CT.

G4-

T{: Representar al seno vy
coseno CT.

tf,: Representar al seno de un arco en la CT.

t3;: Representar al coseno de un arco en la
CT.

Fuente: Elaboracion propia

En el siguiente cuadro 18 se presenta los tipos de tareas y tareas encontradas en los

dos libros de texto analizados para el bloque de la CT.
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Cuadro 18. Tipos de tareas y tareas encontradas en los textos analizados

Género (G¥)

Tipos de tareas (T7)

Total

I~
=Y

I~
N

Tareas (t;;

Gl

T}

2
t3;

2
t32

2
t33

1
t71

1
t72

1
t73

GZ

2
31

2
3,

2
t33

2
t34

2
t3s

2
t36

2
t37

2
t3g

G3

3
61

3
t3,

3
t31

3
t32

3
t33

G4—

2
t11

I e ) EE Y IR IR I I PIEY PIEY EEY § O ) IS IR JIEY I R AN R Y I 16 | RN

4
t12

Total

A OO~ O00|0|0|0|0O|0O|0O|O|O|O|O|O0|=|O
wAOM[\)MA_\A_\A[\)_\A_\A_\J;_\OOj_\

N
\l
—_—

Fuente: Elaboracion propia

En el siguiente cuadro 19 se presenta las tareas y tipos de tareas para el bloque de

las funciones trigonométricas.

Cuadro 19. Descripcion de los tipos de tareas y tareas a priori para las funciones
trigonomeétricas.

Género (G¥)

Tipos de tareas (T/")

Tareas (t;;)

ta,: Calcular la ordenada de un punto a partir
de la regla de correspondencia de la funcién

ct Tsl:_ Calcular coord’epadas a | seno.
partir de las graficas de . ]
funciones trigonométricas. ts,: Calcular la abscisa de un punto a partlrEie
la regla de correspondencia de la funcion
coseno.
5 ] t2,: Determinar la regla de correspondencia
, Ty Detgrmma;la regI? de para funciones donde interviene el seno.
G correspondencia de una funcién

trigonométrica.

t2,: Determinar la regla de correspondencia
para funciones donde interviene el coseno.
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t3,: Hallar el dominio de una funcion que
T2: Hallar el dominio de una | involucra al seno.

funcion trigonométrica. t3,: Hallar el dominio de una funcién que
involucra al coseno.

t3,: Hallar el rango de una funcion que
G3 T3: Hallar el rango de una | involucra al seno.

funcion trigonométrica. t3,: Hallar el rango de una funcion que
involucra al coseno.

t3,: Hallar el periodo de una funcién que
T3: Hallar el periodo de una | involucra al seno.

funcion trigonométrica. t3,: Hallar el periodo de una funcién que
involucra al coseno.

5. ) .
G5 TS: Graficar una la funcion t7,: Graficar la funcion seno.

trigonometrica. t3,: Graficar la funcién coseno.

Fuente: Elaboracion propia

En el siguiente cuadro 20 se presenta los tipos de tareas y tareas encontradas en los

dos libros de texto analizados para para el bloque de las funciones trigopnométricas.

Cuadro 20. Tipos de tareas y tareas encontradas en los textos analizados

Género (G*) | Tipos de tareas (T7) Tareas (tj; Ly L, | Total

1 1 tél O 1 1
¢ s 3, 0 | 1 | 1
2 2 t‘%l O 2 2
¢ " &, 0 | 0 | 0
3 ti 0 2 2

! t 0 2 2

3 3 t3 0 4 4
¢ s &, 0 | 1 | 1
T3 tgl 0 3 3

° té 0 2 2

5 5 tlsl 4 2 6
¢ h t7, 2 1 3
Total 6 21 27

Fuente: Elaboracion propia

El libro de texto (L) presenta 14 tareas en los bloques analizados mientras que el
libro de texto (L,) un promedio de 66 tareas especificas, observandose una

diferencia muy marcada en la cantidad de tareas. Asimismo, no se aprecian algunas
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tareas que consideramos importante para una mejor organizacién del conocimiento

matematico como son: indicar los lados del triangulo rectangulo.
Analisis de las Técnicas (z;) encontradas en los libros de texto analizados

El bloque de las tareas analizadas se resuelve mediante la movilizacién de una o
mas técnicas. A continuacion, presentamos las técnicas que identificamos en la

resolucion de las tareas de los libros de texto analizados.

Las técnicas que justifican la resolucion de las tareas ti,: Calcular la longitud del
cateto opuesto a un angulo agudo, dada la longitud de la hipotenusa y del cateto
adyacente y t1,: Calcular el valor del seno de un angulo agudo, dada la medida del
cateto opuesto, y la longitud de la hipotenusa para el texto (L;) son las que se

observa en la figura 47.

Figura 47. Tarea propuesta en el libro Matematica 5
Fuente: Santillana (2016, p. 112)

Las técnicas utilizadas en el desarrollo de dicha tarea son dos, primero t,: sustituir la
longitud de los catetos en la relacion pitagorica para encontrar la longitud de la
hipotenusa y segundo t,: reemplazar la longitud del cateto opuesto y de la
hipotenusa en la definicion del seno, para calcular el valor del seno del angulo

agudo.

Ademas en dicha figura 45 también se aprecia otra tarea como es t1,: Calcular el
valor del coseno de un angulo, dada la medida del cateto adyacente, y la longitud de
la hipotenusa. Dicha tarea estaria justificada por la siguiente técnica t5: reemplazar
la longitud del cateto adyacente y de la hipotenusa en la definicion del coseno, para
calcular el valor del coseno del angulo agudo.
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En cambio en el libro de texto (L,) estos tipos de tareas generan otras técnicas

complementarias como se aprecia en la figura 48.

Figura 48. Tarea y técnica propuesta en el texto Matematica vital 5.
Fuente: Lumbreras (2017, p. 146)

Una de las primeras técnicas que emergen de esta tarea es t,: construir triangulos
rectangulos que relacionen los datos del problema y que a su vez generen nuevos
triangulos. La segunda técnica 5. Reconocer el angulo formado por la linea
horizontal y la linea visual como el angulo de elevacion. Finalmente estas técnicas

se complementan con la técnica 7, que relaciona al teorema de Pitagoras, figura 49.

Figura 49. Ejemplo de una técnica propuesta en el texto Matematica vital 5.
Fuente: Lumbreras (2017, p. 147)

Se presentan a continuacion en el cuadro 21 las técnicas movilizadas en la

resolucion de los tipos de tareas T y T;.
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Cuadro 21. Técnicas movilizadas para la resolucion de las tareas T} y T;.

Nomenclatura

Descripcion de la técnica

i

T;

Sustituir la longitud de los
catetos en la relacion pitagorica

“ para encontrar la longitud de la
hipotenusa.
Reemplazar la longitud del
1, cateto opuesto y de |Ia
hipotenusa en la definicion del
seno.
Reemplazar la longitud del
3 cateto adyacente y de Ia
hipotenusa en la definicion del
coseno.
Construir triangulos rectangulos
. que relacionen los datos del
4 problema y que a su vez
generen nuevos triangulos.
Reconocer el angulo formado
< por la linea horizontal y la linea
5 visual como el angulo de
elevacién
Factorizar mediante el aspa
Tg simple una ecuacion de
segundo grado.
Utilizar la tabla trigonométrica | Utilizar la tabla trigonométrica
para encontrar la medida de un | para encontrar la medida de un
. angulo (o el valor de una razén | angulo (o el valor de una razén
7 trigonométrica) definida por la | trigonométrica) definido por la
razon trigonométrica asignada | razén trigonométrica asignada
(en relacién a un angulo dado). | (respecto a un angulo dado).
Utilizar la calculadora para | Utilizar la calculadora para
. calcular el valor de la razoén | calcular el valor de la razén
8 trigonométrica (o la medida de | trigonométrica (o la medida de
un angulo) un angulo)
. Calcular el valor de una razoén
J trigonométrica
Utilizar relaciones métricas en el
triangulo para encontrar la
T1o medida de la altura relativa a la

base del
hipotenusa).

triangulo (o

Fuente: Elaboracion propia
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Estas técnicas estan justificadas por tecnologias como las siguientes 6,: Teorema de
Pitagoras, 6,: Definicién de la razén trigonométrica seno, 65: Definicion de la razén
trigonométrica coseno, 6,: Definicion de triangulos notables exactos, 6s: ldentidad
fundamental trigonométrica. Estas tecnologias a su vez pertenecen al bloque tedrico
0;: semejanza de triangulos y 0,: Razones trigonométricas en el triangulo
rectangulo. A continuacion, en la tabla 22 se presenta un resumen de las principales

tareas, tecnologias, tecnologias y teorias encontradas en los libros analizados.

Cuadro 22. Descripcion de la organizacion praxeologica

Tareas (T) Técnicas (1) Tecnologias (0) Teorias (0)
(s T4 0, 0,
T3 Ty, T3, T4, T 0,, 03, 0,, O 0,, 0,
T T3, Tg 03, 0, 01, 0;
T? T2, T3 02, 05 0,
T3 T2, T3, Ty 0,, 03, 0, 01, 0,

Fuente: Elaboracion propia

4.6 Evaluacion de las tareas, técnicas y tecnologias

En el primer libro de texto analizado (L;) un primer encuentro con la trigonometria se
da en el capitulo 8 con una breve introduccion, donde se enfatiza el estudio de las

razones trigonométricas y el de las funciones trigonométricas.

El primer tema abordado en dicho texto son las razones trigonométricas de angulos
agudos, el cual inicia con un comentario sobre los origenes de la trigonometria. En
este breve comentario del libro de texto se hace hincapié en lo que viene a ser una
de las aplicaciones de la trigopnometria como es el calculo de distancias inaccesibles,

figura 50.

Figura 50. Primer encuentro con la trigonometria.
Fuente: Santillana (2016, p. 112)
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Por su parte en el libro de texto Matematica vital 5 el primer encuentro con el tema
de las razones trigonométricas se da con una situacién del contexto denominado
construccion en las alturas y luego del cual se pide que se respondan ciertas

interrogantes como se observa en la figura 51.

Figura 51. Primer encuentro con la trigonometria en el texto Matematica vital 5.
Fuente: Lumbreras (2017, p. 143)

Luego de esta breve presentacibn en ambos textos analizados, se inicia la
construccion del bloque tecnoldgico-tedérico de las razones trigonomeétricas seno,

coseno y tangente que viene a ser el tercer momento descrito por Chevallard (2009).

En la figura 52 se observa la construccién del bloque tecnoldgico-tedrico que

aparece en el libro de texto Matematica 5.

Figura 52. Construccion del bloque tecnolégico-tedrico en el texto Matematica 5.
Fuente: Santillana (2016, p. 112)
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En esta construccién del bloque tecnoldgico-tedrico se puede observar de manera
implicita las definiciones del seno, coseno y demas razones trigonomeétricas; sin
embargo, no aparecen las definiciones de angulos, de triangulos rectangulos vy
razones, que consideramos importantes para una adecuada organizacion
matematica. Esta construccion esta incompleta porque no se muestra la justificacion
de las razones trigonométricas que deberia ser a través del discurso tecnoldgico

tedrico de la semejanza de triangulos.

En todo el desarrollo del libro de texto no se trabaja las praxeologias asociadas con
la semejanza de triangulos, en el capitulo 3 se desarrolla el tema de proporciones
mas no de razones. Esto pone en evidencia una desarticulacion entre los objetos
matematicos en torno al cual se desarrolla las razones trigonométricas, que podria

dificultar mas adelante su estudio y comprension.

El estudio epistemoldgico sobre el seno y coseno sugiere una construccion partiendo
de conceptos que histéricamente dieron origen a las razones trigonométricas como
son la nocidon de angulos, sistemas de medicion angular, la semejanza de triangulos

y los triangulos rectangulos.

En el texto Matematica vital 5 la construccion del bloque tecnolégico-teérico aparece

como se muestra en la figura 53.

Figura 53. Construccion del bloque tecnoldgico-tedrico en el texto Matematica vital 5.
Fuente: Lumbreras (2017, p. 143)
En la construccion propuesta por dicho texto se menciona definiciones cuando se
presenta las razones trigonométricas, a diferencia del texto Matematica 5 éste si
presenta en un capitulo anterior las definiciones de angulos y sistemas de medicién
Sin embargo al igual que en el anterior texto analizado no se muestra la justificacion
de las razones trigonométricas en el discurso tecnoldgico tedrico de la semejanza de

triangulos.
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Por lo general en la gran mayoria de libros de textos de nuestro medio cuando se
trabajan las razones trigonométricas, éstas no son justificadas bajo el discurso
tecnoldégico tedrico de la semejanza de triangulos a diferencia de los libros de texto
de otros paises como en Brasil (figura 54), donde si se aprecia una adecuada

justificacion para dicho tema.

Figura 54. Bloque tecnoldgico-tedrico de las razones trigonométricas.
Fuente: Ramalho (2016, p. 53)
El segundo momento que viene a ser la exploracion de las tareas y la construccion
de las técnicas si esta presente en ambos textos analizados. Por ejemplo, en la

figura 55 se aprecia este momento para el texto Matematica 5.

Figura 55. Segundo momento didactico.
Fuente: Santillana (2016, p. 112)
Una de las tareas que se puede observar en la figura 49 es T} ;: determinar el valor
del seno de un angulo agudo en un triangulo rectangulo cuando se conocen las
longitudes de sus catetos. Las técnicas utilizadas en el desarrollo de dicha tarea son
dos, primero t,: sustituir la longitud de los catetos en la relacion pitagorica para
encontrar la longitud de la hipotenusa y segundo t,: reemplazar la longitud del cateto

opuesto y de la hipotenusa en la definicion del seno, para calcular el valor del seno
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del angulo agudo. Estas dos técnicas pertenecen al bloque tecnologico del teorema
de Pitagoras (0,) y a las definiciones de razones trigonométricas (6,)
respectivamente. Las cuales a su vez se sustentan en la teoria de la semejanza de

triangulos (0).

Luego se presentan otras tareas en el libro de texto con el trabajo de sus respectivas
técnicas y se realiza una ampliacion del bloque tecnoldgico tedrico con las razones

trigonométricas para los angulos notables como se observa en la figura 56.

Figura 56. Retomando el tercer momento didactico.
Fuente: Santillana (2016, p. 114)
En esta construccién tedrica se omite las demostraciones, es decir de que figuras
geométricas se obtienen dichos triangulos. Sin embargo, se muestra una tabla
(figura 57) con las razones trigonométricas para dichos angulos notables y que

resume el bloque tecnoldgico-tedrico.

Figura 57. Retomando el bloque tecnoldgico tedrico.
Fuente: Santillana (2016, p. 114)
Asi, con la figura 57 ocurre el quinto momento didactico, con la institucionalizacién
de los valores de las razones trigonométricas para los angulos notables. No

obstante, no se observa el sexto momento de la evaluacion, lo cual si se aprecia en
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el texto Matematica vital con la etiqueta: ahora comprueba tu aprendizaje. Asimismo,
en dicho texto la institucionalizacion de las razones trigonométricas para angulos
notables si muestra las demostraciones de donde se obtienen dichos triangulos,

figura 58.

Figura 568. Momento de la institucionalizacion.
Fuente: Lumbreras (2017, p. 149)

En ambos textos analizados se observan los momentos didacticos, pero con ciertas
variaciones. En el libro Matematica 5 se podria afirmar que la organizacion
matematica estd de acuerdo a los lineamientos curriculares; sin embargo,
consideramos que se deberia incluir otros temas como las identidades
trigonométricas para articular las praxeologias relativas a las razones y las funciones
trigonométricas y que son los temas ejes para la EBR. En cambio, el texto
Matematica Vital 5, presenta una OM mas completa en cuanto a la tematica, los
tipos de tareas estan acorde a lo que se deberia estudiar en quinto de secundaria,
existe un trabajo tecnoldgico - tedrico en el desarrollo de los temas y esto conlleva a

que se puedan construir OML con un mayor grado de completitud.

En este analisis no se considera a la organizaciéon matematica de las identidades
trigonométricas, debido a que solo aparece en el texto de Matematica vital 5y no en
el libro de texto de la EBR, razén por la cual creemos que no se tendria punto de

comparacion entre ambos textos.
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CAPITULO V: PROPUESTA DE UN MODELO PRAXEOLOGICO DE
REFERENCIA PARA EL ESTUDIO DEL SENO Y COSENO EN LA
EDUCACION BASICA REGULAR

En este capitulo, se presenta la construcciéon y reconstruccion del MPR, con base en
la revision de otras investigaciones como las de Da Fonseca (2015), Chevallard
(2000), Chaachoua, Ferraton y Desmoulins (2017), Quijano (2015) y Martin (2015).

5.1 Construccién de un modelo praxeolégico de referencia para el estudio del

seno y coseno en la educacion secundaria

En esta seccion se presenta la construccion del MPR con base en la estructura

propuesta por Chaachoua, Ferraton y Desmoulins (2017).
5.1.1 Analisis del programa del curriculo nacional de educacién basica

Las nociones trigonométricas seno y coseno aparecen en la seleccién de contenidos
de matematicas para ser ensefiados en la EBR del Peru, dentro de la competencia
actua y piensa matematicamente en situaciones de forma, movimiento y localizacion,
contemplados en el CNEB (2016). La misma que fue aprobada mediante la
Resolucién Ministerial N° 199-2015 del Ministerio de Educacion del Peru que
resolvia modificar parcialmente el DCN (2009) de la Educacion Basica Regular, que
estaba organizado por competencias y capacidades como se observa en el cuadro

23, incorporandose indicadores de desempefio para cada grado o ciclo.

Cuadro 23. Competencias y capacidades del area de matematicas

Area Competencia Capacidad
Actua y piensa | ¢ Matematiza situaciones
matematicamente en | « Comunica y representa
situaciones de cantidad. ideas matematicas
Actla y piensa | ¢ Elabora y usa
matematicamente en estrategias
, situaciones de regularidad,
MATEMATICA thjivalencia y cambio.- * g{:rfgrr;doy argur?fge’:z
(Ciclos IL IIL, IV, V, VIy VII) | oo de o Plenoa matematicas

situaciones de forma,
movimiento y localizacién.
Actua y piensa
matematicamente en
situaciones de gestién de
datos e incertidumbre.

Fuente: Adaptado de Resolucion Ministerial N°199-2015 (2015)
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Los temas de trigonometria,

especificamente, el

estudio de

las nociones

trigonométricas seno y coseno aparecen en el ciclo VIl que corresponden a tercero,

cuarto y quinto afio de la educacion secundaria, dentro de la competencia actua y

piensa matematicamente en situaciones de forma movimiento y localizacion, ver

cuadro 24.

Cuadro 24. Indicadores de desempefio de la competencia Actua y piensa
matematicamente en situaciones de forma movimiento y localizacion

3° 4° 5°

Contrasta modelos | Examina propuestas de | Examina  propuestas de
o » | basados en relaciones | modelos referidos a | modelos referidos a razones
N2 | métricas, razones | relaciones métricas de un | trigopnométricas de &angulos
g 8 trigonométricas, el | triangulo  rectangulo, el | agudos, notables,
% 8 | teorema de Pitdgoras, y | teorema de  Pitagoras, | complementarios y
S {5 | angulos de elevacion vy | angulos de elevacion vy | suplementarios al plantear y

depresion al vincularlos a | depresion al plantear vy | resolver problemas.

Pitagoras para determinar

longitudes de los lados
®© desconocidos en
S 8§ | tridngulos rectangulos.
> Emplea razones
O = . s
s & trigonométricas para
R resolver problemas.
w Adopta y combina

estrategias heuristicas y
emplea procedimientos
relacionadas a angulos,
razones trigonométricas.

razones trigonométricas vy
proporcionalidad al resolver
problemas con mapas o
planos, con recursos
graficos y otros.

Emplea procedimientos con
datos de amplitud, periodo y
rango para resolver
problemas que involucran
construir la grafica de una
funcién trigonométrica.
Desarrolla 'y aplica Ia
definicion de las funciones
sSeno y coseno para resolver
problemas de angulos.

situaciones. resolver problemas.

Presenta ejemplos de
© razones trigonométricas con
T 0 ) angulos agudos notables,
% 8 CIExpresa ”Ias propledages . complementarios y
°5 eo un trlanguloo de 30° y Ex’pr.esa las relgglones suplementarios en
) GE) 60 Y 45 usando metrrlcas de un triangulo | gitiaciones de distancias
>4 termlnolc_)glas, reglas vy rgctangulo (Teorema de inaccesibles, ubicacion de
S E convenciones Pitagoras). cuerpos y otros.

5 § matematicas. Describe trayectorias
£z empleando razones
o trigonométricas.
Adopta y combina
estrategias heuristicas
Aplica el teorema de relacionadas a angulos,

Selecciona la estrategia mas
conveniente para resolver
problemas que involucran
razones trigonométricas de

angulos agudos, notables,
complementarios y
suplementarios.

Resuelve problemas

considerando una grafica de
funcion seno y coseno y
otros recursos.
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Explica deductivamente la
congruencia, semejanza y
la relacién pitagdrica
empleando relaciones
geomeétricas.

Explica la relacién entre la
semejanza de triangulos,
teorema de Thales y
proporcionalidad geométrica.

Emplea conjeturas al
demostrar el teorema de
Pitagoras.

Razonay
argumenta

Fuente: Adaptado de Resolucion Ministerial N°199-2015 (2015, p. 69-86)

Dentro de este saber matematico “a ensenar”, es decir, tal como se designa
oficialmente en el CNEB (2016), el seno y coseno aparecen en 3° de secundaria
como razones trigonométricas en el triangulo rectangulo y transita por 4° y 5° de
secundaria, dejando de lado a organizaciones matematicas articuladoras, como es el
caso de las identidades trigonométricas. Esto podria explicarse considerando lo
senalado por Bosch y Gascon (2004) “La matematica a ensefiar no se le presenta al
profesor como una OM estructurada y provista de una “razén de ser”, sino mas bien
como un conjunto de materiales praxeoldgicos (tareas, técnicas y elementos
tecnoldgicos) bastante desarticulados”. (p. 16). Es decir, se presenta el conocimiento
matematico como un conjunto de temas, como un conocimiento terminado sin tener
en cuenta sus articulaciones, cambios y posibles transformaciones. Asi, se produce
lo que Chevallard (2013) llama el fendmeno de la monumentalizacion de las
organizaciones matematicas, en donde las obras matematicas son visitadas por los

alumnos, pero no tienen la oportunidad de participar en su construccion.
5.1.2 Sintesis del estudio epistemolégico

En el capitulo Il del presente trabajo de investigacion se realiza un estudio historico-
epistemoldgico de las nociones trigonométricas seno y coseno de donde se

desprenden las siguientes conclusiones:

- La trigonometria evoluciona desde las antiguas civilizaciones de occidente,
como fueron la egipcia y la babilénica, donde se encontraron papiros y
tablillas de arcilla que contienen ciertos rudimentos trigonométricos.

- Los egipcios usaban la nocion de seket para mantener la pendiente constante
de las caras de las piramides; sin embargo, no se puede ubicar en su
matematica el nacimiento de la trigonometria, debido a que su calculo era

netamente numérico y aun no se tenia una nocion de angulo.
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La nocidn del seno nace ligado al estudio de la medicion de cuerdas utilizado
como una herramienta para calculos astrondmicos; por ejemplo, en los
trabajos de Hiparco y Ptolomeo, quienes construyen las primeras tablas
trigonométricas y donde aparece la relacion entre la longitud de la cuerda y la
longitud del arco de una circunferencia.

La cultura hindu introduce el equivalente a la funcion seno para reemplazar
las tablas de cuerdas griegas y desarrollan nuevas identidades
trigonométricas para calcular el seno de cualquier angulo.

La cultura arabe introduce la circunferencia de radio igual a la unidad y trabaja
al seno en triangulos rectangulos donde aparecen nuevas relaciones
trigonométricas como la tangente y la cotangente. Se resuelven algunas
ecuaciones cubicas con la ayuda de las identidades trigonométricas del
angulo triple y se calcula el sen1°. Ademas, se desarrollan e introducen
nuevas identidades trigonométricas para transformar productos de cosenos a
sumas.

La trigonometria de Viéte, asi como su algebra, tienen como caracteristica
principal la generalidad. El fue el fundador de un enfoque analitico
generalizado para la trigopnometria, introdujo el triangulo polar en el estudio de
la trigonometria esférica.

La transicion de las razones trigopnométricas a las funciones periddicas que
comenzo con Viete en el siglo XVI, tuvo un nuevo impulso con la aparicion del

calculo Infinitesimal en el siglo XVII y culminé con los trabajos de Euler.

Consideramos que la razon de ser de las nociones trigonométricas seno y coseno

son las identidades trigonométricas porque estan presentes en la génesis de la

trigonometria, y porque han permitido el avance de esta ciencia logrando ser el ente

articulador entre las diferentes etapas de su desarrollo, razén por la cual su estudio

deberia estar presente en las organizaciones matematicas a ensenfar.

5.1.3 Modelo Praxeolégico de Referencia para el estudio del seno y coseno

El MPR que se propone, se centra en las nociones trigonométricas asociadas al

seno y coseno y se compone de diferentes Organizaciones Matematicas en las

cuales se vinculan el estudio geométrico-proporcional con el analitico-funcional.

Dicho modelo busca de alguna manera articular el estudio de las praxeologias
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relativas al seno y coseno en la Educacion secundaria. El MPR se origina a partir de
la siguiente cuestion generatriz Q,: ¢Cuales son las nociones trigonométricas

asociadas al seno y coseno?.

Para dar respuesta a esta cuestion inicial se requiere transitar por diferentes
Organizaciones Matematicas; es decir, por un conjunto de tareas, técnicas,
definiciones, representaciones, teoremas, identidades y propiedades que permiten
describir y justificar el presente estudio. Dado que esta cuestion inicial no se puede
responder inmediatamente, entonces se requiere el planteamiento de nuevas
cuestiones derivadas que deben ser estudiadas como un problema didactico; es
decir, a través de la construccién y reconstruccion de Organizaciones Matematicas

Puntuales (OMP). Para lo cual se considera la siguiente notacion:

Q;: Representa a la pregunta i.

Q;;: Representa a la pregunta j derivada de la pregunta i.

T;;: Representa al tipo de tarea j asociada a la pregunta Q;.

tijx: Representa la tarea k correspondiente al tipo de tarea j asociada a la pregunta
Qij-

Donde: i € {1;2;3;4;5},j €{1;2;3;4;5;6}y k € {1;2; 3; ...; 8}.

7. Es la técnica que justifica los tipos de tareas.

6: Es la tecnologia que justifica las técnicas.

0: Es la teoria que justifica la tecnologia.

Al intentar responder Q,, en un primer momento, surge la necesidad de conocer las
diferentes definiciones, representaciones y significados asociados al seno y coseno;
es decir, como una razon trigonométrica en el triangulo rectangulo, como
coordenadas de un punto en la circunferencia trigonométrica y como un numero real

en el campo de las funciones trigonométricas.

El estudio de las razones trigonométricas demanda conocer la teoria de la
semejanza de triangulos, para lo cual se podria plantear la siguiente pregunta
¢ Cuales son los criterios de la semejanza de triangulos? Al investigar sobre los
criterios de semejanza se evidencia la existencia de tres criterios, derivandose una

nueva pregunta ;Cual es el criterio de la semejanza de triAngulos que da origen a
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las razones trigonométricas?, con lo cual se inicia el estudio de las nociones

trigonométricas seno y coseno, desde un dominio geométrico como en sus origenes.

Asimismo, el seno y coseno pueden ser estudiados en el plano cartesiano lo cual
puede dar lugar a nuevas preguntas ;Qué es un sistema de coordenadas
rectangulares?, ; Cuando un angulo esta en posicion normal?, ; Como se definen el
seno y coseno para un angulo en posicion normal?, ;Cémo se definen el seno y
coseno en la circunferencia trigonométrica? y 4Cémo se definen las funciones

trigonométricas seno y coseno?

En la figura 59 se presenta el MPR en relacion a las nociones trigonométricas

asociadas al seno y coseno.

Qo: ¢, Cuales son las nociones trigopnométricas
asociadas al seno y coseno?

g ~

/ \
I L. 7 an 9 \
|| e e oy uideitaes |}
: J g ' trigonomeétricas relacionan al seno y :
I oM, c0seno? I
I Semejanza de triangulos I
1 |
I ¢ / | 0M4 | |
| Identidades trigonométricas 1
: Q,: ¢Como se definen el seno y coseno :
1| en el triangulo rectangulo? A I
1

| oM, 3} :
1 Razones trigonométricas en el triangulo I
I rectangulo |
1 |
v B Y A | A !
1 .~ S
! . Cudl — "
Lo Q3 ¢Cudles son las definiciones Qs: ¢Como se definen las funciones |1 1
I | parael senoy coseno en el plano trigonométricas seno y coseno? 1
I | cartesiano? <> L
| 1 |
| | oM OM; L
o . i) " Funciones trigonométricas o
v Circunferencia trigonométrica '
vy 7

N A A A A A A A i e i i A e A i A A A A A A A A A s i v

Figura 59. Modelo Praxeoldgico de Referencia.
Fuente: Elaboracion propia
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El MPR esta conformado por cinco grandes bloques, el estudio de los criterios de
semejanza de triangulos que constituyen el bloque tedrico para la definiciéon de las
razones trigonométricas en el triangulo rectangulo, las definiciones del seno y
coseno como coordenadas de un punto en la circunferencia trigonométrica, el
estudio de las identidades trigonométricas que son el bloque articulador entre las

diferentes praxeologias y el estudio de las funciones trigonométricas.
Organizacion Matematica 1 (OM+)

La presente OM se genera a partir de la siguiente cuestion Q;: ¢Cuales son los
criterios de la semejanza de triangulos? y esta cuestion genera nuevas cuestiones
Q11 Y Q12 que tienen relacién con los criterios de semejanza de triangulos, como se

observa en la figura 60.

oM,
Semejanza de triangulos

{

i Q11: Si tenemos dos triangulos semejantes,
i donde uno de ellos tiene un lado
i d

1
1
i
i
. . 1
esconocido ¢Es posible encontrar este | \
1
i
1
7

I}
1
! . . s I’ .
! Qq: Si dos triangulos rectangulos tienen
1 . . . .
! un angulo igual ; Seran semejantes?

\

|

lado mediante la proporcion entre los otros
lados correspondientes?

_________________________________________________

___________________________________________________

T,,: Dibujar un par angular £AOB vy trazar
rectas perpendiculares a sus lados.

T,3: Dibujar un triangulo rectédngulo y trazar
la altura relativa a su hipotenusa.

o o o e

Figura 60. Organizacion Matematica 1 (OM+)
Fuente: Elaboracion propia

Esta OM; nos conduce al estudio de la semejanza de triangulos de triangulos; en un
primer momento para criterios generales, y luego al criterio particular Angulo-Angulo
en el triangulo rectangulo a través de cuestiones como la siguiente: Q;,: Si tenemos
dos triangulos semejantes, donde uno de ellos tiene un lado desconocido ¢Es
posible encontrar este lado desconocido mediante la proporcién entre los otros lados
correspondientes?
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Dicha cuestion genera los siguientes tipos de tareas T,,: Utilizar la proporcionalidad
de los lados de dos triangulos semejantes para encontrar la longitud de un lado

desconocido.
Q1: Si dos triangulos rectangulos tienen un angulo igual ¢ Seran semejantes?

Esta pregunta puede ser resuelta por tipos de tareas como las siguientes T;,: Dibujar
un par angular £AOB vy trazar rectas perpendiculares a sus lados y T;5: Dibujar un

triangulo rectangulo y trazar la altura relativa a su hipotenusa.

Estas tareas pueden ser resueltas mediante las técnicas relacionadas con los
criterios de semejanza de triangulos. De acuerdo con Muniz (2013), existen tres

casos para la semejanza de triangulos:

Caso 1: Angulo, Angulo (AA). Dos triangulos son semejantes, si tienen dos angulos

respectivamente congruentes.

Caso 2: Lado, Lado, Lado (LLL). Dos triangulos son semejantes, si los lados son

respectivamente proporcionales.

Caso 3: Lado, Angulo, Lado (LAL). Para que dos triangulos sean semejantes, es
suficiente que ellos tengan dos lados respectivamente proporcionales y los angulos

comprendidos entre estos lados congruentes.

Los triangulos ABB', ACC', ADD" y AEE', ilustrados en la Figura 61, son triangulos

rectangulos, ya que los angulos AB'B, AC'C, AD'D y AE'E son angulos rectos. Como
el angulo a es agudo, 0° < a@ < 90°, y es comun a todos los triangulos, por el caso
(AA) los triangulos son semejantes. Por lo tanto, la razén entre la longitud de los

lados es constante (Carneiro, 2014).

Figura 61. Triangulos rectangulos.
Fuente: Adaptado de Oliveira (2014, p. 18)
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. . - BB/ CCr DD/  EE!
A partir de la figura 61, se establecen las siguientes razones k = =TT T 0

que dependen del angulo ¢ y no de las longitudes de los lados de los triangulos

involucrados, y es conocida como seno del angulo ¢ y denotada por sena, es decir:

B cc’
sen(a)zA::ﬁ::::

De forma analoga:

AB' AC' AD' AE'
AB  AC AD AE

cos(a) =

El caso AA permite ampliar en un primer momento la OM de la semejanza de
triangulos rectangulos a las razones que dependen del angulo agudo “a” y no de las
longitudes de los lados del triangulo, para luego asignarle un nombre a dicha razén

constante como una razén trigonomeétrica.

Entonces se construye el bloque tecnolégico-tedrico que justifica el estudio de las
razones trigonomeétricas seno y coseno, donde la teoria es la semejanza de
triangulos, especificamente, la semejanza de triangulos rectangulos (0;) y que se

resume en el cuadro 25.

Cuadro 25. Organizacion Matematica para la semejanza de triangulos

Tipo de tareas (T) Técnicas () | Tecnologias (0) Teoria (@)

T;1: Utilizar la
proporcionalidad de los lados
de dos tridngulos semejantes

: 7,: Plantear

para encontrar la longitud de elcuaciones
un lado desconocido. . o

derivadas de la | 8;: Criterios de la 6. Semeianza
T, Dibujar un par angular proporcionalidad | semejanza de 1: SeMe

- de triangulos.

£AOB Yy trazar rectas entre los lados triangulos.
perpendiculares a sus lados. | de los triangulos

semejantes

T;3: Dibujar un triangulo
rectangulo y trazar la altura
relativa a su hipotenusa.

Fuente: Elaboracion propia

Estas tareas son resueltas por una misma técnica, la misma que se justifica en la

tecnologia de los criterios de semejanza.
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Organizacion Matematica 2 (OM2)

Esta OM se genera a partir de la cuestion Q,: ¢ Como se definen el seno y coseno en

el triangulo rectangulo?, y esta conformado por cinco Organizaciones Matematicas

Puntuales (OMP), como se observa en la figura 62.

Esta cuestién Q, a su vez genera nuevas cuestiones como Q,4, Q,, ¥ Q,3 que estan

estrechamente ligadas con algunos elementos constitutivos de la OM, como son por

ejemplo, el triangulo rectangulo y el teorema de Pitagoras. Ademas, se debe

considerar que la definicién del triangulo rectangulo y sus elementos como catetos e

hipotenusa deben ser parte del equipamiento praxeoldgico del estudiante, asi como

también la relacion pitagorica, las definiciones de angulos y sistemas de medicidon

angular (sexagesimal y radial).

N,
/

.'I Q,,: Conocidos
i dos lados de un
i triangulo

I rectangulo ¢Es
i posible conocer
. el otro lado?

_____________________

T — 2

T,4: Calcular la i
longitud de los !
lados del triangulo !
rectangulo. i

oM,

}

Q,,: Conocida la razén entre
los lados de un triangulo

\

’

N\
AY

encontrar una relacion entre
los angulos agudos vy los
lados de dicho triangulo?

——

’

Razones trigonométricas en el tridngulo rectangulo

N\

Q,4: ¢COmo se determinan
las razones trigonométricas
de 45°, 30° y 60° a partir de
triangulos rectangulos
isdsceles y equilatero?

/ ‘:
i rectangulo i Es osible i
: g é p | —

__________________________________

T,,: Calcular una razoén
rigonométrica en el
riangulo rectangulo.

— o~

____________________________

f 1
i Tou Determinar  las |

. Ja . 1
i razones trigonométricas |
! :
! ]

de angulos notables.

_______________________________

relacionen razones trigonométricas

(
1 I . ra . z

i T,5: Calcular una razén trigonométrica para angulos agudos que
i

1

encontrar los demas elementos de dicho triangulo?

'
N i Q,5: Conocido dos elementos de un triangulo rectangulo (un lado y un angulo) ¢Es posible

v

[ —

T,5: Determinar los casos de resolucion de triangulos rectangulos.

| ——

N ———

Figura 62. Organizacion Matematica 2 (OM2)

Fuente: Elaboracion propia
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La OM relativa a las razones trigonométricas, inicia con una cuestion relacionada al
teorema de Pitagoras Q,;: Conocidos dos lados de un triangulo rectangulo ¢Es
posible conocer el otro lado? y se puede responder con el siguiente tipo de tareas
T,,: Calcular la longitud de los lados del triangulo rectangulo, y esta constituida por

las siguientes tareas:

t,11: Calcular la longitud del cateto opuesto a un angulo, dada la longitud de la

hipotenusa y del cateto adyacente.

t,12: Calcular la longitud del cateto adyacente a un angulo, dada la longitud de

la hipotenusa y del cateto opuesto.
t,13: Calcular la longitud de la hipotenusa, dada la longitud de los catetos.

ty14: Calcular los lados de un triangulo rectangulo cuando éstos estan en

funcidn de una constante.

Estas tareas son resueltas mediante una sola técnica t,: sustituir la longitud de dos
lados conocidos en la relacion pitagorica para encontrar la longitud del lado
desconocido, que a su vez esta justificada por la tecnologia del teorema de
Pitagoras (6,) perteneciente al bloque tedrico de la semejanza de triangulos (0,),

como se observa en el cuadro 26.

Cuadro 26. Organizacion Matematica para el teorema de Pitagoras

Tipo de tareas (T) Técnicas (1) Tecnologias (0) Teoria (0)

T,: Sustituir la longitud de
T,,: Calcular la
. dos lados conocidos en _
longitud de los lados _ _ . 6,: Teorema de 0,: Semejanza
. la relacion pitagorica . .
del triangulo . Pitagoras. de tridngulos.
. para encontrar la longitud
rectangulo. _
del lado desconocido.

Fuente: Elaboracion propia

Esta OM, se podria ampliar al trabajar con otros tipos de triangulos como los
triangulos oblicuangulos a través de la siguiente cuestién Q,,,: Conocidos dos lados
de un triangulo oblicuangulo y el angulo comprendido entre esos lados ¢ Es posible

conocer el otro lado?, sin embargo, la técnica 7, fracasa debido a que solo se puede
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trabajar el teorema de Pitagoras en el triangulo rectangulo, lo cual hace necesario
pensar en nuevas técnicas relacionadas con el teorema de cosenos, permitiendo asi

ampliar esta OM, al estudio de la resolucién de triangulos oblicuangulos.

La segunda cuestidon guarda relacion con las definiciones de las razones
trigonométricas Q,,: Conocida la razén entre los lados de un triangulo
rectangulo ¢Es posible encontrar una relaciéon entre los angulos agudos y los

lados de dicho triangulo?

La cuestion Q,, nos conduce al estudio de las definiciones del seno y coseno como
razones trigonométricas en el triangulo rectangulo, al relacionar dos lados con un
angulo agudo, y se responde por el tipo de tareas T,,: Calcular una razon

trigonomeétrica en el triangulo rectangulo.

Para el estudio de esta tarea se requiere del entorno tecnologico-tedrico que emerge
de la OM; que se encuentra relacionada con la semejanza de triangulos. Las tareas

que comprenden esta OMP son las siguientes:

t,,1: Calcular el seno de un angulo agudo, dada la longitud del cateto opuesto,

y la longitud de la hipotenusa.

t,,,: Calcular el seno de un angulo agudo, dada la longitud del cateto

adyacente al angulo y la longitud de la hipotenusa.
t,,3: Calcular el valor del seno de un angulo, dados los catetos.

t,,4: Calcular el valor del coseno de un angulo, dada la medida del cateto

adyacente, y la longitud de la hipotenusa.

t,,s: Calcular el valor del coseno de un angulo, dada la medida del cateto

opuesto al angulo y la longitud de la hipotenusa.
t,,6: Calcular el valor del coseno de un angulo, dados los catetos.
t,,7: Calcular el valor del seno a partir del coseno de dicho angulo.

Las tareas t,,1, ty22, typ3 pueden ser trabajadas con la técnica t53: reemplazar la
longitud del cateto opuesto y de la hipotenusa en la definicidén del seno, para calcular

el valor del seno del angulo agudo.

En cambio el bloque de tareas t,,4, t,,s, taoe también son trabajadas con la técnica

7,, pero se necesita del complemento de una nueva técnica t,: reemplazar la
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longitud del cateto adyacente y de la hipotenusa en la definicion del coseno, para

calcular el valor del coseno del angulo agudo.

Estas nuevas técnicas permiten ampliar la OM a las definiciones de las nociones
trigométricas como razones trigonométricas. El nuevo bloque tecnoldgico estaria
conformado por la definicion de la razén seno (65) y la definicién de la razén coseno
(6,), las mismas que estan justificadas por el bloque tedrico de las razones

trigonométricas en el tridngulo rectangulo (0,), como se aprecia en el cuadro 27.

Cuadro 27. Organizacion Matematica de las razones trigonométricas seno y coseno

Tipo de tareas (T) Técnicas (1) Tecnologias (0) Teoria (0)

7,: Sustituir la longitud de
dos lados conocidos en la
relacion pitagérica para
encontrar la longitud del
lado desconocido.

73: Reemplazar la longitud | 8,: Teorema de | #;: Semejanza

del cateto opuesto y de la | Pitdgoras. de triangulos.
T,,: Calcular una _ o L
o o hipotenusa en la definicion | 85: Definicion de | 0,: Razones
razon trigonometrica
del seno, para calcular el | la razén seno. trigonomeétricas

en el triangulo ) L .
. valor del seno del angulo | 6,: Definicion de | en el triangulo
rectangulo. . .
agudo. la razén coseno. rectangulo.
74: Reemplazar la longitud
del cateto adyacente y de
la  hipotenusa en |la
definicion del coseno, para
calcular el valor del coseno

del angulo agudo.

Fuente: Elaboracion propia

A su vez, para responder la tarea t,,, la técnica del teorema de Pitagoras y de las
razones trigonométricas se vuelve muy costosa, dando paso a nuevas técnicas
relacionadas con las propiedades de las razones trigonométricas y a la identidad

trigonométrica fundamental.
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La tercera cuestion da inicio al estudio de las propiedades de las razones
trigonométricas Q,3: ¢Cuales son las propiedades de las razones

trigonométricas?

A continuacion mostramos un ejemplo de una de las tareas del tipo de tareas T,;:
Calcular una razén trigonométrica para angulos agudos que relacionen razones
trigonomeétricas, donde las técnicas mencionadas anteriormente fracasan, haciendo
que la OM se amplie con el estudio de las propiedades de las razones
trigonométricas.

ty3: Si (2y+2)°, (x+y) y @By+x)" son angulos agudos tales que
sen(2y +z)° = cos(x +y)° y tan(3y + x) cot(2y + z)" = 1, calcule sen (x + 2y)°.

Resolucion

Paso 1: de los datos tenemos

sen(2y + z)° = cos(x +y)°
tan(3y + x) cot(RQy +2) =1

Paso 1: Por las propiedades de angulos complementarios y razones reciprocas

tenemos

{(2y+z)°+(x+y)° = 90°:{x+3y+2=90 (D
By+x)'=Qy+2) y+x=z..(II)

Paso 1: Reemplazando (Il) en (l)
x+3y+W+x)=90
2x +4y =90
x+2y =45

2
Por lo tanto, sen (x + 2y)° = sen45° = \/2——
Las técnicas que resuelven esta tarea son 7. Reconocer que las razones
trigonométricas seno y coseno son complementarias y t4: Reconocer que si el
producto de dos razones trigonométricas es igual a la unidad entonces estas

razones son reciprocas.

Ademas, dichas técnicas estan justificadas por las tecnologias de las razones
trigonométricas de angulos complementarios (6s) y las razones trigonométricas
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reciprocas (6,) que pertenecen al bloque tedrico de las razones trigonométricas en el

triangulo rectangulo (0,) como se puede observar en el cuadro 28.

Cuadro 28. Organizacion Matematica de las propiedades de las razones

trigonométricas
Tipo de tareas (T) Técnicas (1) Tecnologias (0) Teoria (@)
75. Reconocer que las 0.: Razones
razones trigonometricas trigonométricas de
T3t Calcularuna | seno y coseno son angulos 0,: Razones
razon’tngolnometrlca complementarias. complementarios. | trigonométricas
para angulos ‘R el en el triangulo
agudos que Te: RECONOCET que S € 0s: Razones rectangulo.
relacionen razones | Producto de dos razones | trigonométricas
trigonométricas trigonometricas es igual a | reciprocas.
la unidad entonces estas
razones son reciprocas.

Fuente: Elaboracion propia

Las razones trigonométricas reciprocas se relacionan con el siguiente teorema: si
a + [ = 90° entonces sena = cosf y cosa = senf3. También en este bloque emergen
tipos de tareas que se resuelven mediante técnicas asociadas a la tecnologia de las

identidad trigonométrica fundamental sen?a + cos?a = 1 (65).

La cuarta cuestion esta relacionada con triangulos rectangulos notables Q,4: ¢ Cémo
se determinan las razones trigonométricas de angulos agudos notables a partir

de triangulos rectangulos equilatero e is6sceles?

Las razones trigométricas de algunos notables se pueden obtener a través de
construcciones geométricas en algunos poligonos regulares y estan relacionadas

con el siguiente tipo de tareas:

T,,. Determinar las razones trigonomeétricas de angulos agudos notables a partir de

triangulos rectangulos isosceles y equilateros.

Esta OMP es en torno a deducir las razones trigonométricas para angulos que son
notables y para su desarrollo se puede usar algun entorno tecnoldgico donde el uso
de softwares como Geogebra podria ser de gran utilidad. Las tareas que conforman

esta organizacion matematica son las siguientes:
to41: Determinar el valor del sen45°.

t,42: Determinar el valor del sen30°.
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t,43: Determinar el valor del sen60°.
t,44: Determinar el valor del cos45°.
to4s: Determinar el valor del cos30°.
to4q. Determinar el valor del cos60°.

En la resolucion de estas tareas t,4,, tass, toas Y taae €Merge una nueva técnica, tg:
las construcciones geométricas en el triangulo rectangulo, que se encuentra
justificada por la tecnologia de los poligonos regulares (63). También se utiliza una
segunda técnica t,: sustituir la longitud de la hipotenusa y del cateto adyacente en la
relacion pitagorica para encontrar la longitud del cateto opuesto, y una tercera
técnica 73: reemplazar la longitud del cateto opuesto y de la hipotenusa en la

definicion del seno, para calcular el valor del seno del angulo agudo, ver cuadro 29.

Cuadro 29. Organizacion Matematica para las razones trigonométricas de angulos
notables de 45°, 30° Y 60°

angulos notables a
partir de triangulos
rectangulos
isésceles y
equilateros.

para encontrar la

longitud del lado
desconocido.
73: Reemplazar la

longitud del cateto
opuesto y de la
hipotenusa en la
definicién del seno,
para calcular el
valor del seno del
angulo agudo.

Pitagoras.

65: Definicion de la
razén seno.

Tipo de tareas (T) Técnicas (1) Tecnologias (0) Teoria (0)
Tg: Las
construcciones
geomeétricas en el
triangulo rectangulo.
7,0 Sustituir  la )
T,,:. Establecer las longitud ~ de dos 9s: Poligonos
r;;.ones lados conocidos en | regulares. 0,: Razones
trigonométricas  de la relacion pitagorica 6,: Teorema de trigonométricas en el

triangulo rectangulo.

05: Geometria plana.

Fuente: Elaboracion propia

Esta OM se amplia con la siguiente cuestidon ;Cual es el valor del sen75°?, las
técnicas de las construcciones geométricas se hacen muy costosas y surge la
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necesidad de un nuevo bloque tecnolégico como son las identidades trigonométricas

para la suma de dos angulos.

Asi mismo, las técnicas de las construcciones geométricas y de las razones
trigonométricas tienen sus limitaciones o fracasan cuando se tiene que resolver
tareas que involucran angulos que no sean agudos; por ejemplo, calcular el valor del
seno de 120°. Lo cual conduce al estudio de las nociones trigonométricas en el

plano cartesiano.

La quinta cuestion se relaciona con la resolucion de triangulos rectangulos Q,s:
Conocidos dos elementos de un triAngulo rectangulo (un lado y un angulo)

¢Es posible encontrar los demas elementos de dicho triangulo?

Esto conduce al estudio de la resolucién de triangulos rectangulos donde se
relacionan, por ejemplo, un lado desconocido con un lado conocido en funcién de un
angulo agudo. El tipo de tarea que se propone para resolver esta cuestion es la
siguiente T,s. Determinar los casos de resolucion de triangulos rectangulos. Algunas

tareas de este tipo se mencionan a continuacion

t,z1: Determinar la medida del cateto opuesto a un angulo agudo, dada la

medida de la hipotenusa y de ese angulo.

t,s,: Determinar la medida del cateto adyacente a un angulo agudo, dada la

medida de la hipotenusa y de ese angulo.

t,z3: Determinar la medida del cateto opuesto a un angulo, dada la medida del

cateto adyacente y de ese angulo.

t,s4: Determinar la longitud de la hipotenusa en funcion del angulo agudo y su

cateto adyacente.

t,s5: Determinar la medida del cateto adyacente a un angulo, dada la medida

del cateto opuesto y de ese angulo.

t,s: Determinar la longitud de la hipotenusa en funcion del angulo agudo y su

cateto opuesto.

Estas tareas se resuelven mediante una sola técnica que seria tq4: Utilizar el método
de la resoluciéon de triangulos segun corresponda. Su tecnologia es la resolucion de

triangulos rectangulos ( 84) que a su vez se justifica en la teoria (0,).
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Como ya se menciono lineas arriba, las técnicas asociadas a las razones
trigonométricas tienen sus limitaciones cuando el angulo no es agudo, por ejemplo,
al calcular seno para angulos mayores a 180°, de angulos negativos, angulos
cuadrantales o mayores a una vuelta. Ante estas limitaciones surge una nueva OM

para aportar respuestas a estas nuevas cuestiones.
Organizacion Matematica 3 (OMs)

La OM; se genera a partir de la cuestion Q5: ¢Cuales son las definiciones para el
seno y coseno en el plano cartesiano? Esta cuestion a su vez, nos lleva a

plantearnos otras cuestiones como las que se observa en la figura 63.

Circunferencia trigonométrica

circunferencia trigonométrica?

—>

f i I 1
1 . . ! ! 1
| Qai ¢Qué esunanguloen {5 1 Qg Siel angulo esta en posicion normal |
> | R P 1 ! 32- ; i
! posicion normal? i 1 ¢Como se definen el seno y coseno? | <
¢ \ J
T T T mEEmEEmm \ \l/
i . , H (rTTTTTTTTTT T 3
. . 1
P Tae Definir all angulo en | | Ts,: Definir el seno y coseno para un !
} Pposicion norma i ' angulo en posicién normal. i
! 1
\ ’
{
i Qs3: ¢(COmo se define una
i <
1
\

( i
1 . v e 1
! Q34 Si tenemos un arco en posicion !
1 P . 1
i normal en la CT ;Como se define el |
i sSenoy coseno? i

Ty45: Definir la circunferencia t
trigonométrica (CT). i

1
1
Ts,: Definir el seno y |
coseno en la CT. i

1
1
. H N 1
N Q35: Si eI' arco sobre la CT commdg i
con los angulos cuadrantales ;Qué | S
1
valores toman el seno y coseno? !
’

T36: Determinar la variacién

del seno y coseno de un
arcoenla CT

(
1
i Q3¢ ¢Cuadl es la variacion de seno y
i cosenoenlaCT?

1

Ts5: Calcular el valor del seno y
coseno para angulos cuadrantales.

o

Q37: A partir de la CT se puede determinar ;En qué intervalos el
$eno y coseno son crecientes y decrecientes?

P LN
\ e/

Figura 63. Organizacion Matematica 3 (OMs)
Fuente: Elaboracion propia
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En esta OM se define el seno y coseno a partir del angulo en posicion normal y de la
circunferencia trigonométrica (CT) los mismos que se sustentan en el bloque teorico
de la geometria analitica. En ese sentido sera necesario definir algunos elementos
constitutivos del bloque tecnoldégico como son la recta numérica, el sistema de

coordenadas rectangulares y las coordenadas de un punto.

La primera cuestion de esta OM nos conduce a la definicion del angulo en posicion

normal.
Q31: ¢Qué es un angulo en posicion normal?

Un tipo de tarea que resuelve esta cuestidon seria Ts,: Definir al angulo en posicion

normal.

Angulo en posicién normal. Es aquel angulo cuyo lado inicial coincide con el
semieje positivo de las abscisas, su vértice se encuentra en el origen del plano

cartesiano y su lado terminal esta en uno de los cuadrantes de dicho plano.
Q3,: Si el angulo esta en posicion normal {Cémo se definen el seno y coseno?
T5,: Definir el seno y coseno para un angulo en posicion normal.

De acuerdo con Zill y Dewar (2012), sea 6 cualquier angulo en posicién normal,

donde P(x,y) es cualquier punto, excepto (0,0), en el lado terminal de 6. Si r =

Jx? + y? es la distancia entre (0,0) y P(x,y), las razones trigonométricas se definen

como sigue:

y T

senf ==-cscd =—,r+0,y#0
r y
X T

cos =——-secO=—,r+0,x#0
r X

y X
tand ==-cotd =—,x #0,y #0
X y

Una de las limitaciones de las técnicas relacionadas con las razones trigonométricas
que habiamos encontrado en la OM, era el de poder calcular el seno para angulos
que no sean agudos por ejemplo él sen120°, para lo cual se hace necesario ampliar
la OM al estudio de las nociones trigonométricas en el plano cartesiano

especificamente en la CT.
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La transicion de las razones trigonométricas del triangulo rectangulo (variable
angular) al plano cartesiano se da mediante la CT (variable real). Para la siguiente
tarea “calcular el sen(2rad)”. Lo cual nos lleva a ampliar la OM con el estudio de los

numeros reales en la CT.
Q33: ¢ Qué es una circunferencia trigonométrica?
T53: Definir la circunferencia trigonométrica.

Una circunferencia trigopnométrica (CT) es aquella circunferencia cuyo centro se

encuentra en el origen de coordenadas rectangulares y su radio es igual a la unidad.
Q34: Si tenemos un arco dirigido en la CT ; Cémo se define el seno y coseno?
T54: Definir el seno y coseno en la CT.

El seno en la CT se define como la ordenada del extremo del arco y el coseno como

la abscisa del extremo de dicho arco.

A partir de esta definicion se pueden resolver otras tareas como las siguientes:
ts41: Ubicar arcos en la circunferencia trigonométrica.
ts42: Calcular el area de regiones planas en la CT.

Q3s5: Si el arco sobre la CT coincide con los angulos cuadrantales ;Qué valores

toman el seno y coseno?
T55: Calcular el valor del seno y coseno para angulos cuadrantales.
t351: Calcular el seno para el angulo cuadrantal de 90°
Resoluciéon
Paso 1: Ubicar un punto en la CT que coincida con el arco de 90°
P(x;y) = (0;1)
Paso 2: Por definicion de seno y coseno en la CT
sen90° =y A c0s90° = x
Paso 3: Reemplazando

Por lo tanto, sen90° = 1 A cos90° = 0
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La técnica que resuelve esta tarea es 7,,: Reemplazar las coordenadas del punto de
la CT en la definicion del seno y coseno, la que se justifica en la tecnologia de la
definicion del seno y coseno en la CT ( 6,,) que pertenece al bloque tedrico de la

geometria analitica (0,).
Q36: ¢Cual es la variacidon de seno y coseno en la CT?

El estudio de la variacion del seno y coseno esta ligado a la OM de las funciones
trigonométricas. El dominio de la funcion se relaciona con los valores que asumen la
variable angular en la CT y el rango con la variacién del seno en la CT. Un tipo de
tareas que resuelve la cuestion planteada seria la siguiente T;4: Determinar la
variacion del seno y coseno de un arco en la CT, de la cual se desprenden otras

tareas como:
tz¢1: Determinar la variacion del seno de un arco en la CT en el IC.
ts¢2: Determinar la variacion del seno de un arco en la CT en el IIC.
ts¢3: Determinar la variacion del seno de un arco en la CT en el llIC.
t3¢4: Determinar la variacion del seno de un arco en la CT en el IVC.
ts¢5. Determinar la variacion del coseno de un arcoenla CT en el IC.
ts366. Determinar la variacion del coseno de un arco en la CT en el lIC.
ts;¢7: Determinar la variacion del coseno de un arco en la CT en el llIC.
tz¢g. Determinar la variacion del coseno de un arco enla CT en el IVC.

Estas tareas pueden ser resueltas mediante la técnica t,,: ubicar arcos en la CT y
proyectarlos en una recta real, donde se debe considerar el maximo y minimo valor
que toma el seno y coseno, la tecnologia para la variacion del seno y coseno en la
CT ( 8,,1) son justificadas por la teoria de la geometria analitica (6,) . A continuacion,
se presenta una tarea que también pertenece a este bloque y que dara paso al
desarrollo de nuevas OM como las identidades trigonométricas y las funciones

trigonométricas, que son desarrolladas mas adelante.

cos(3x)

s [_z z]
v3sen(x)+cos(x)’ Xe 6’6l

t369: Determinar la variacion de la expresion f(,, =
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Resolucion

Paso 1: Por identidades de angulos compuestos v3sen(6) + cos(0) = 2sen (0 + g)

cos(3x T T
f(x)= ( )n;sen(x+—)¢0—>x¢__

2sen (x + E) 6 6

Paso 2: Por identidades de reduccion al primer cuadrante cos(3x) = sen (3x + g)

sen(3x+§) sen[3 (x'%)]

f(x) - 25en(x+g) - Zsen(x+g)

Paso 3: Por identidades del angulo triple % = 2c0s20 + 1

f(x) = %[Zcos (Zx + g) + 1]

Paso 4: Ordenando la expresion

fx) = cos (Zx + g) +%

Paso 5: Del dato formamos el arco

<x<

ENE
ENE

—>—§<2x$

wla

S0<2x+ i<
3 3

Paso 6: Enla CT

—%Scos(2x+g)<1

Paso 7: A partir de la variacion de la CT formamos la expresion sumando 1/2

OScos(2x+g>+%<;

fo

Paso 7: Luego

Por lo tanto, fi,, € [0;2[
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En la resolucion de esta tarea emergen nuevas técnicas relacionadas con nuevos
bloques tecnologicos como las identidades trigonométricas para angulos
compuestos, las identidades para el angulo triple, la reduccidn al primer cuadrante y
también se puede observar que la técnica de la CT va a presentar ciertas
limitaciones, como por ejemplo, al tener que representar arcos y analizar su
variacion en intervalos donde la funcién es decreciente, seria mucho mas econdémica
usar la definiciéon de funcion decreciente para encontrar la variacion del coseno lo
cual nos lleva a pensar en una nueva OM como son las funciones trigonométricas.

En el cuadro 30 se resume la OM correspondiente a esta tarea.

Cuadro 30. Organizacion Matematica para la circunferencia trigonomeétrica

Tipo de tareas (T) Técnicas (1) Tecnologias (0) Teoria (0)

711. Ubicar arcos
en la CT vy
proyectarlos en
una recta real,
donde se debe
considerar el
maximo y minimo
valor que toma el
Seno y coseno

T1,:. Reemplazar

6.,: Variacion del
seno y coseno en la
CT

6., ldentidades para | %+ Geometria

T;6: Determinar la

L en la identidad de A analitica
variacion del seno vy el angulo compuesto. ) .
la suma para ) i Os: ldentidades
coseno de un arco | . 014: Reduccién al | ; -
en la CT angulos primer cuadrante trigonométricas.
compuestos.

0.5: ldentidades para

714: Método de la el angulo triple.

reduccioén al primer
cuadrante para
angulos menores a
una vuelta.

T15: Utilizar las
identidades para el
angulo triple.

Fuente: Elaboracion propia

Q37: A partir de la CT se puede determinar ; En qué intervalos el seno y coseno

son crecientes y decrecientes?

Para responder esta cuestion las técnicas relacionadas con CT se vuelven muy
costosas sobre todo en cuadrantes donde el seno y coseno sean negativos como

por ejemplo el tercer cuadrante o cuando los arcos son negativos, razon por la cual
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esta OM se amplia con el estudio de las graficas de funciones que pertenecen al

bloque tedrico de las funciones trigonométricas.
Organizacion Matematica 4 (OMa)

La OM, se genera a partir de la cuestion Q,: ¢Qué identidades trigonométricas
relacionan al seno y coseno? y esta conformado por seis OM puntuales (OMP),

como se observa en la figura 64.

oM,
Identidades trigonométricas

. 1 r 3
1 1 ! 1
i . ! i : ¢Cudl es el valor de la !
——> | Qu: ¢Cudl es el valor del sen75°? | —> | Quzi &S > b, s | €—

! i I expresion cos(;)cos(T) cos(T)? i
\ \l/ :\ 'I

: ) v

1 .

i Tyy: Calcular el seno de la T,,: Determinar el valor de !
i suma de dos angulos. i expresiones trigonométricas |
: i utilizando identidades al &ngulo |
1
1
1

___________________________________________

|

expresion cos (g) + cos (27") + cos (37")’7

1
1 4
1 1
S Qa43: ¢,Cudl es el valor del sen18°? i%i Q44: ¢Cudl es el valor de la siguiente
P
1
[}

Ve ————

Tu3: Determinar el valor del seno |
de un angulo utilizando |
identidades del angulo triple. !

1
T,4: Transforme expresiones de sumas a i
productos tanto para senos y cosenos. i

]

Figura 64. Organizacion Matematica 4 (OM4)
Fuente: Elaboracion propia

Una de las primeras identidades fundamentales (6,) se gener6é en la OM, que
permite resolver tareas que relacionan al seno y coseno en el triangulo rectangulo y

luego ésta se amplia al ser trabajado también en la circunferencia trigopnométrica.

Mediante las técnicas de las construcciones geométricas se puede obtener las
razones trigonométricas para algunos angulos notables como los de 30° y 45°, sin
embargo, para otros angulos notables como 75°, estas técnicas se vuelven muy
costosas, razon por la cual es necesario pensar en otras técnicas asociadas a las

identidades de angulos compuestos.
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Q41: ¢Cual es el valor del sen75°?

Esta cuestion nos introduce al estudio de las identidades para angulos compuestos

de la suma y diferencia de dos angulos, con los siguientes tipos de tareas:
T,,: Calcular el seno de la suma de dos angulos.

t411: Calcular el sen75° por angulos compuestos.

7T .
t41,: Calcular el seno de sen (E) por angulos compuestos.

t413: Calcular el seno de sen135° por angulos compuestos.
T,,: Calcular el seno de la diferencia de dos angulos.
ts421: Calcular el seno de sen16° por angulos compuestos.

ts4,,: Calcular el seno de sen8° por angulos compuestos.
45° .
t43: Calcular el seno de sen (T) por angulos compuestos.

El sen75° se puede calcular mediante la suma de dos angulos notables cuyas
razones trigonométrica son conocidas. La tarea que responde nuestra cuestion
inicial para esta OM es resuelta mediante la siguiente tarea t,,,: Calcular el seno de

sen75°

Resolucién

Paso 1: Expresar al angulo como la suma de dos angulos notables
sen(75°) = sen(45° + 30°)

Paso 2: Por identidades de angulos compuestos sen(a + ) = senacosf + cosasenf
sen(75°) = sen45°c0s30° + cos45°sen30°

Paso 3: Reemplazando los valores de las razones trigonomeétricas

(2956

Paso 4: Por el producto de radicales

V6 2
75°) = — 4+ —
sen(75°) 2 + 2
Paso 5: Por suma de fracciones homogéneas
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V6+v2

Por lo tanto, sen(75°) = :

De esta tarea emerge una nueva técnica 7,,: Reemplazar en la identidad de la suma

para angulos compuestos, en el cuadro 31 se muestra su OM.

Cuadro 31. Organizacion Matematica para las identidades de angulos compuestos

Tipo de tareas (T) Técnicas (1) Tecnologias (6) Teoria (0)

01,: Identidades
T,,: Calcular el seno | t4,: Reemplazar en la| o _
_ _ trigomeétricas para | ©5: ldentidades
de la suma de dos | identidad de la suma para
. . la suma de dos | trigonomeétricas.
angulos. angulos compuestos. ]
angulos.

Fuente: Elaboracion propia

Esta OM se amplia cuando las técnicas asociadas a las identidades de angulos

compuestos se vuelven muy costosas para resolver cuestiones como la siguiente:

., . s b4 2w 3m
Q42: ¢Cual es el valor de la expresion cos (;) cos (7) cos (7)?

Una tarea asociada a esta cuestion es la siguiente T,,: Determinar el valor de
expresiones trigonomeétricas utilizando identidades al angulo doble. La misma que

genera otras tareas:
. . . .y b4 21 3w
t421: Determinar el valor de la siguiente expresion cos (;) cos (7) cos (7)

Utilizando la técnica de los angulos compuestos se podria pensar en expresar cada

, . . . . 3 ’
término como una suma o diferencia por ejemplo cos (7”) se podria expresar como

s 21 . . .
cos (;+7) pero la técnica se hace cada vez mas costosa y fracasa, lo cual nos

lleva a ampliar el bloque tecnolégico con el estudio de las identidades para el angulo
doble.

A continuacién, se presenta la resolucion de dicha tarea y el entorno tecnoldgico-
tedrico que se genera.
Resolucién

Paso 1: De la identidad para el angulo doble cosf = ;i:iz
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w = g | [

. . 4 3 6
Paso 2: Por reduccion al primer cuadrante sen (7”) = sen (7”) sen (7”) = sen (g)

sen sen
Zsen Zsen Zsen

Paso 3: Cancelando términos comunes en el numerador y denominador

Por lo tanto, M = %.

Las técnicas que resuelven esta tarea son dos, la primera 7,3: Reemplazar en la
identidad del seno del angulo doble y la segunda 7,;,: Método de la reduccion al
primer cuadrante para angulos menores a una vuelta. Estas técnicas se justifican por
el bloque tecnoldgico de las identidades trigopnométricas para el angulo doble (6,3) y

la reduccién al primer cuadrante (6;4).
Q43: ¢Cual es el valor del sen18°?

Para dar respuesta a esta cuestion se requiere ampliar el bloque tecnoldgico de las
identidades para angulos compuestos al estudio de las identidades del angulo triple
con tareas como T,;: Determinar el valor del seno de un angulo utilizando

identidades del angulo triple.
t431: Determinar el seno de sen18° utilizando identidades del angulo triple.
Resolucién
Paso 1: Si sen3x = cos2x, entonces 3x + 2x = 90°
5x =90°= x = 18°
Paso 2: Por identidades del angulo triple sen36 = 3senf — 4sen30
3senx — 4sen3x = cos2x
Paso 3: Por identidades del angulo doble cos26 = 1 — 2sen?8
3senx — 4sen3x = 1 — 2sen®x
Paso 4: Ordenando la expresion

4sen3x+2sen’x —3senx —1 =10
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Paso 5: Factorizando
(senx + 1)(4sen’x — 2senx — 1) = 0
= (4sen’x —2senx —1) =0

—b+Vb2-4ac

Paso 6: Resolviendo la ecuacion por formula general y = ”

2£(-22—4(M(-D _2%2V5
2(4) 204

senx =

1++/5
4

senx =

Paso 7: Por la variacion del seno; —1 < senx <1

V5 -1
4

senx =

Paso 8: Reemplazando x por 18°

V5-1

Por lo tanto, sen18° = "

La técnica emergente de esta tarea es 1,5: Utilizar las identidades para el angulo
triple, que a su vez se justifica en la tecnologia de las identidades para el angulo

triple (6;5).
Q44: ¢Cual es el valor de la siguiente expresion cos (g) + cos (27") + cos (37")7

Pensar en las técnicas de angulo doble vy triple seria una primera opcién; es decir, se

podria expresar a dicha sumatoria en funcién de un solo angulo

M=cos(§)+cos(g+g)+cos(;+;+g)

Luego con las identidades del angulo doble y triple tenemos:

M = cos (;) + 2cos? (;) — 1+ 4cos? (;) — 3cos (g)
M = 4cos? (;) + 2cos? (;) — 2cos (;) -1

Ordenando la expresidn se obtiene una expresion cubica, entonces las técnicas

relacionadas con el angulo doble y triple fracasan originando una nueva OM de las
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identidades trigonométricas de transformacion que engloban este tipo de tareas Ty,:

Transforme expresiones de sumas a productos tanto para senos y cosenos.
. . .y 27T 4 61
t441: Hallar el valor de la siguiente expresion cos (7) + cos (7) + cos (7)

Resolucion

Paso 1: Agrupando convenientemente

= |COoS 7 coSs 7 coSs 7
a+p

Paso 2: Por identidades de transformacion cosa + cosff = 2cos (T) cos (#)
M =2 (411) (271) 4 <4n)
= 2cos (=) cos |~ cos | —
Paso 3: Factorizando

o = cos (A7) [pcos (27) +1

sen360
sen6

Paso 4: Por identidades auxiliares para el angulo triple 2cos260 + 1 =

471) sen (3771)

M = COS(-- 2;;;(@5—
iz
7

7
Paso 5: Por reduccion al primer cuadrante cos( ) = —cos (37”)

3
3 | sen (7)
M = —cos (7) —
sen (3
Paso 6: Multiplicando por dos a toda la opresion
3 3
—2sen(—=-)cos|—=
e ()eos ()
2sen (7)
Paso 6: Por la identidad del angulo doble sen(26) = 2senfcos6
sen (%)
M=——-—:F:T:="
2sen (7)
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Paso 6: Por reduccion al primer cuadrante sen( ) = sen (g)

Por lo tanto, M = —%.

6T
7

En el cuadro 32 se presenta la OM relativa a las identidades trigonométricas para la

transformacién de suma a producto.

Cuadro 32. Organizacion Matematica para las identidades de transformacion

Tipo de tareas (T)

Técnicas (1)

Tecnologias (0)

Teoria (@)

Transforme
de

sumas a productos

Thy:

expresiones

tanto para senos y

cosenos.

713: Reemplazar en la
identidad del seno del
angulo doble.
Método

reduccion  al

T14: de Ia
primer
cuadrante para angulos

menores a una vuelta.

Tq5! Utilizar las
identidades para el
angulo triple.

T,6: Reemplazar en la
identidad de
transformacion de

suma a producto para

cosenos.

6:5: Identidades para el
angulo doble.
014:

primer cuadrante.

Reduccion al

0:s: Identidades para el

angulo triple.
016: Transformaciones
trigonométricas de

suma a producto.

Os: ldentidades

trigonomeétricas

Fuente: Elaboracion propia

Otras cuestiones que también se generan en esta OM serian las siguientes:

Q.,: ¢ Cuales son las identidades de transformacién de productos a suma?

Q.3: ¢ Es posible encontrar la suma de senos para n términos?

Q.4: ¢, Es posible encontrar la suma de cosenos para n términos?

Organizacion Matematica 5 (OMs)

La OMg se genera a partir de la cuestion Qs: Como se definen las funciones

trigonométricas seno y coseno?. Esta cuestion nos conduce al estudio analitico
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funcional del seno y coseno como funciones reales de variable real, respondiendo a

nuevas cuestiones, como se observa en la figura 65.

OM;
Funciones trigonométricas

1

I Qsz: ¢COomo se define las funciones
i trigonométricas seno y coseno?
!

( \ f
1 1 1
i Tsq: Definir la funcién | ! - .
; | .
! longitud de arco. i | {52' Definir - las funciones
| | | trigonométricas seno y coseno.

1

\

1 1 I3
1 1 1 1
- .z T 1 , . . !
ﬁi Qs3: ¢ Qué es una funcion periddica? i%i Q.54: g,Conjo se define las funciones i <
i I i trigonométricas seno y coseno para !
i i

_________________________________________________

Ts4: Definir las funciones trigonométricas
Seno y coseno para numeros reales.

Figura 65. Organizacion Matematica 5 (OMs)
Fuente: Elaboracion propia

El seno y coseno como objetos matematicos en si viven dentro de las funciones
trigonométricas, las mismas que son estudiadas en el analisis matematico. A
continuacion, desarrollamos cada una de las nuevas cuestiones que aparecen en la
figura 65, asociadas a los tipos de tareas que las representan y para lo cual se
tomara como base nuestro estudio del objeto matematico desarrollado en el capitulo

Il de la presente investigacion.
Qs1: ¢Qué es la funcion longitud de arco?
Ts,: Definir la funcion longitud de arco.

De acuerdo con Figueroa (2014) se denomina funcion longitud de arco a la
correspondencia L que asocia a cada longitud de arco o un unico punto P(x,y) €
C:x*> +y? = 1. Estoes:
L:R—- C,CcR?
a- (x,y),x*+y*=1

140



Denotamos por C a la circunferencia, que llamaremos circunferencia trigopnométrica o
unitaria. Tenemos por lo tanto ¢ = {(x,y) € R?;x? + y? = 1}. Donde las coordenadas
de todo punto en C estan entre -1 y 1, es decir, si (x,y) € C, entonces -1 <x <1y
—1 <y <1(Lima, 2013).

A la funcién longitud, Lima (2013) la denomina funcién de Euler E: R — C (figura 33)

la cual hace corresponder a todo numero real t el punto (x,y) de C, de manera que:

e Como 0 € Ry coincide con el punto A = (1,0) de ¢, es decir, E(0) = (1;0);
e Dado un numero real t, los puntos de C se desplazan en el sentido positivo si

t > 0y en sentido negativo si t < 0, una longitud igual a t y E(t) (Lima, 2013).

Q52: ¢ Como se define las funciones trigonométricas seno y coseno?
Ts,: Definir las funciones trigonométricas seno y coseno.

A partir de la funcion de Euler las funciones seno y coseno para cada t € R
quedarian definidas asi E(t) = (cost,sent), donde x = cost y y = sent; es decir son
la abscisa y la ordenada respectivamente del punto E(t) de la circunferencia

trigonométrica (Lima, 2013).

Qs3: ¢ Qué es una funcion periodica?

Ts3: Definir la funcién periodica.

Segun Lima (2013) una funcién f:R — R es perioddica si existe un numero T # 0 tal
que f(t+T) = f(t) para todo t € R. Si esto ocurre, entonces f(t+ kT) = f(t) para
todot € Ry todo k € Z. El menor nimero T > 0 tal que f(t + T) = f(t) paratodot €

R se denomina periodo de la funcion f. Las funciones trigonométricas seno y coseno

son periodicas, de periodo 2.

Siendo la periodicidad una de las caracteristicas principales de la funciones
trigonometricas nos disponemos a definir la funcion seno y coseno con la siguiente

cuestion:

Qs4: ¢COmo se define las funciones trigonométricas seno y coseno para

numeros reales?
Esta pregunta puede ser resuelta con la siguiente tarea:

Ts,: Definir las funciones trigopnométricas seno y coseno para numeros reales.
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Segun Swokowski (2009) “El valor de una funcion trigonométrica de un numero real t

es su valor en un angulo de t radianes, siempre que exista ese valor” (p. 429).
Si t es un numero real y P(x,y) es el punto en la circunferencia unitaria U que
corresponde a t, entonces: sent = y y cost = x.

Una de las tareas que estan relacionadas con esta OM de las funciones
trigonométricas y que permite ejemplificar sus diferentes praxeologias seria la

siguiente:

ts41: Se define la funcidn f por medio de la regla de correspondencia
foo = sen(9x)cot(3x) — 2cos(3x), calcular el rango de la funcion fi,,.
Resolucién

Paso 1: Por existencia de la cot(3x)
3x¢nn—>x¢{ﬂ};nez
3
Paso 2: Se define el dominio de la funciéon

Domf =R — {2—"}

Paso 3: Por la identidad del angulo triple sen36 = senf(2cos26 + 1)

cos3x

fo) = sen(3x)(2cos6x + 1) ( ) — 2cos(3x)

sen3x
Paso 4: Reduciendo y ordenando la expresion

foo = 2cos(6x)cos(3x) + cos(3x) — 2cos(3x)
Paso 5: Por identidades de transformacion 2cosAcosB = cos(A + B) + cos(A — B)

foe) = c0os(9x) + cos(3x) — cos(3x) = f) = cos(9x)

Paso 6: Del dominio

X # {%} - 9x # {3nm}

Paso 6: Luego

Por lo tanto, Ranf = [—1; 1].
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Las técnicas que resuelven esta tarea y el bloque tecnoldgico-tedrico que justifica

estas técnicas se presentan en el cuadro 33.

Cuadro 33. Organizacion Matematica para funciones trigonométricas

Tipo de tareas (T)

Técnicas (1)

Tecnologias (0)

Teoria (0)

Ts4: Definir las
funciones
trigonométricas seno
y coseno para

numeros reales.

7,7: Reemplazar
en la identidad de
transformacion de
producto suma a
para cosenos.

T,5: Utilizar las
identidades para el
angulo triple.

T,g: Criterios para

6,-: Transformaciones
trigonométricas de
producto a suma.

0;s: ldentidades para el
angulo triple.

615: Dominio de una
funcién trigonométrica.
019: Rango de una

funcién trigonométrica.

Os: ldentidades
trigonométricas
O¢: Funciones

trigonométricas

directas

el calculo del
dominio de una
funcion
trigonométrica.
T,9: Criterio de

simplificacién a un

unico operador.

Fuente: Elaboracion propia

La construccion del MPR en torno a las nociones trigométricas seno y coseno nos
permite observar una riqueza de organizaciones matematicas que pueden ser
articuladas a través de las identidades trigométricas tanto en el triangulo rectangulo
como en el plano cartesiano. La semejanza de triangulos constituye el bloque tedrico
para el estudio del seno y coseno en el triangulo rectangulo, siendo la razén
trigonométrica la técnica privilegiada para la resolucion de las tareas, ésta a su vez
se amplia cuando se define al seno y coseno en el plano cartesiano, en un inicio con
el angulo en posicién normal y luego con la circunferencia trigonométrica donde el

seno y coseno se definen para todo numero real.
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CONSIDERACIONES FINALES

Con base en los antecedentes y la construccidon del Modelo Praxeoldgico de
Referencia se puede afirmar que el estudio de las nociones trigonométricas seno y
coseno aparecen en la Educacion Basica Regular del Peru y en los libros de texto,
de forma desarticulada y sin una razén de ser, donde la técnica privilegiada en la
resolucion de las tareas problematicas es la razén trigonomeétrica en el triangulo

rectangulo.

El estudio epistemologico de las nociones trigonométricas seno y coseno pone en
evidencia algunos objetos matematicos que deben estar presentes en toda
Organizacion Matematica tales como; las nociones de angulos, la longitud de arco, la
semejanza de triangulos y las identidades trigonométricas, que dan origen al estudio
de la medicidon de cuerdas en la circunferencia y tienen un papel articulador en el

desarrollo de la trigonometria.

Con respecto a la pregunta de investigacién ;Cémo la construccion de un Modelo
Praxeoldgico de Referencia articula las diferentes organizaciones matematicas del

seno y coseno en quinto de secundaria?, se puede afirmar lo siguiente:

Se logra responder la pregunta de investigacion porque durante la construccién del
modelo praxeoldgico de referencia encontramos una organizacion matematica
articuladora como son las identidades trigonométricas, que pueden ser estudiadas
en el triangulo rectangulo (en grados), en el plano cartesiano (en radianes) y en la

circunferencia trigonomeétrica para cualquier numero real.

En cuanto al objetivo general: Proponer un Modelo Praxeoldgico de Referencia que
articule las diferentes organizaciones matematicas del seno y coseno en la
educacion basica regular, se logra la construccion de este modelo que permite tener
una estructura para cuestionar la organizacion didactica dominante en los libros de
texto, reconocer rupturas epistemoldgicas y una base para generar nuevos disefios

didacticos.

El modelo praxeolégico de referencia muestra una riqueza de organizaciones
matematicas que pueden ser articuladas a través de las identidades trigonométricas,
constituyendo una herramienta para comprender la potencialidad y el dominio de
ciertas técnicas, asi como de las tecnologias asociadas.
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La construccion praxeologica del seno y coseno se fundamenta te6ricamente en el
analisis matematico. A partir de él, se define el seno y coseno como funciones reales
de variable real. Siendo dicho modelo, la referencia para la organizacién del seno y
coseno en la educacion secundaria, asi como en la educacion superior. Sin
embargo, al ser el foco de atencidn en la educacion basica regular se descuida otras
praxeologias que tienen un caracter articulador como son la semejanza de triangulos

y las identidades trigonométricas.

En los textos analizados, el Modelo Epistemoldégico Dominante es la razon
trigonométrica en el triangulo rectangulo que se fundamenta tedricamente en la
trigonometria plana. No obstante, algunos investigadores hablan de coordenadas en
la circunferencia trigonométrica al referirse al seno y coseno. Por ejemplo, Bressoud
(2010) sugiere iniciar el estudio del seno y coseno con la circunferencia
trigonométrica debido a que histéricamente estos conceptos nacen asociados a la
medicion de cuerdas en la circunferencia. Se vislumbra asi una nueva forma de
estudio para el seno y coseno, que vendria a ser un posible Modelo Epistemoldgico

Alternativo.

Del estudio realizado, se concluye que la razéon de ser de las nociones
trigonométricas seno y coseno son las identidades trigonométricas porque estan
presentes en la génesis de la trigonometria, y porque han permitido el avance de
esta rama de las matematicas, logrando ser el ente articulador entre las diferentes
etapas de su desarrollo, razon por la cual su estudio debe estar presente en las

organizaciones matematicas a ensefiar.

De manera prospectiva la presente investigacién puede dar inicio a Actividades de
Estudio e Investigacion (AEl) y su posterior implementaciéon en un Recorrido de

Estudio e Investigacion (REI) para las nociones trigonométricas seno y coseno.
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