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Resumen

En el presente trabajo se introduce el concepto de fibrados vectoriales reales, com-
plejos y holomorfas para conseguir una representacién tipo Weierstrass para superficies
minimas e inmersas en grupos de Lie de dimensién 3, con una métrica riemanniana in-
variante a izquierda.

Palabras clave: Fibrados vectoriales. Representacién tipo Weierstrass. Grupos de Lie.

Métrica riemanniana.
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Introduccion

El presente trabajo de tesis muestra resultados relevantes sobre una representaciéon
tipo Weierstrass para superficies minimas e inmersas en una variedad riemanniana. La
representacion tipo Weierstrass clasica en R® y su generalizacién en R", hace uso del
analisis complejo para describir una superficie minima a partir de datos holomorfos.
Tal herramienta resulté ser muy 1til para construir superficies minimas y estudiar las
propiedades que se presentan en ellas (ver por ejemplo [11]).

En [12] se presenta un método para obtener una representacion tipo Weierstrass para
superficies minimas, simplemente conexas e inmersas en una variedad riemanniana M
de dimensiéon n. En este caso, que la aplicacion f : Q € C — M™ sea armédnica coincide
con el holomorfismo de la seccién ¢ € f~1(T'M)®C, donde el holomorfismo de la seccién
esta determinado por las ecuaciones

O
0z

+ Z Fékﬁbkaj =0, parat=1,...,n. (1)

J,k=1

donde I'%;, son los simbolos de Christoffel de M.

Determinar soluciones explicitas de (1) en general es complicado; sin embargo, para el
caso donde la variedad M sea un grupo de Lie dotado con una métrica invariante a
izquierda, las ecuaciones se simplifican considerablemente, y esto nos permite obtener
ejemplos de superficies minimas inmersas en la variedad ambiente.

En el capitulo 1, se presentan conceptos basicos de Geometria Riemanniana que
son usados a lo largo de la tesis. Este capitulo cubre algunos tépicos de variedades
riemannianas, fibrados vectoriales reales, conexién en fibrados vectoriales, grupos de Lie
y aplicacién armonica entre variedades riemannianas.

El capitulo 2 es dedicado al estudio de variedades complejas, estructura casi compleja,

fibrado tangente complexificado, fibrados vectoriales holomorfos y conexién en fibrados



holomorfos. Se culmina este capitulo estableciendo la relacion de una conexién en un
fibrado holomorfo, con la conexién Levi-Civita en T'M. En este caso M es una variedad
de Kdlher.

En el tercer capitulo se presenta la aplicacion armoénica desde una superficie de Rie-
mann a una variedad riemanniana, siguiendo como referencia a [7]. Ademds, se muestra
la representacion tipo Weierstrass en variedades riemannianas establecida en [12].

Finalmente, tomando como referencias principales a [12] y [14], en el capitulo 4 se
muestra una representacion tipo Weierstrass para grupos de Lie de dimension 3, dotados
con una métrica invariante a izquierda. Ostentando una manera de representar superficies
minimas inmersas en el espacio euclidiano R?, el grupo de Heisenberg Hs, el producto

del plano hiperbdlico con la recta real H? x R y en el espacio hiperbdlico H?.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se presentan conceptos basicos de Geometria Riemanniana,

que usaremos a lo largo del trabajo.

1.1. Variedades riemannianas

En esta seccion estableceremos los principales conceptos de variedades diferenciables
y métrica riemanniana. Tomaremos como referencias principales a [1] y [7]. Ademas,

supondremos que nuestros espacios topologicos son Hausdorff y con base numerable.

Definicién 1.1. Una estructura diferenciable en un espacio topolégico M es una familia
{(Ua; ¥a) tacn, donde U, son abiertos de M y ¢, : Uy, C M — R™ son homeomorfismos

sobre abiertos de R"™ tales que:
i. M= U,,
acA

ii. para todo o, B € A, con Uy, NUs # ¢y 0a(Us NUs), ps(U, N Up) abiertos de R”
entonces ¢, o ¢E1 0o (Ua NUg) — 5 (U, N Ug) son aplicaciones C™,

iii. la familia {(Uy, @a) faea es maximal relativamente a las condiciones anteriores.

Cada par (U,, ) es llamado carta o sistema de coordenadas de M, y, a la coleccion
de cartas {(Ua, ¥a)}taca se le conoce como un atlas de M. Diremos que M es una

variedad diferenciable de dimensién n si admite una estructura diferenciable.



Denotamos por T,M al espacio tangente de M en p, donde para cada sistema de coorde-
d
(9x1 »

%)

g eeey azn

nadas (U, ¢ = (x1,...,x,)) en p € M, se determina una base asociada {

en T,M. Asi, cada v € T,,M se expresa como

n
; 0
v = E v
- al’i’
=1

donde cada v' : U € M — R es una funcién en U.

Ejemplo 1. Sea M una variedad diferenciable y sea 7 : TM — M una aplicacién C'*°,
definimos el espacio

TM ={(p,v):pe Myve T,M} = | | T,M

peM
conocido como el fibrado tangente de M. Vamos a demostrar que T'M tiene un estructura
de variedad diferenciable de dimensién 2n.
En efecto, tomando ¢ = (xy,...,z,) : U C M — V C R™ una carta de M y definiendo
o Yp) C TM — R*" por

G(p,v) = <$1 sz

Se observa que la imagen de ¢ es V' x R™, el cual es un abierto de R?", y que ademds, ¢

) , parap € U,v € T,M.
p

l

es biyectiva sobre su imagen. De esta manera se puede inducir la topologia de V' x R™ a
7~ YU). De esto, 7~ *(U) es homeomorfo a un abierto de R** mediante .
Ahora, sean ¢ = (z1,...,2,) : U — R" y ¥ = (y1,...,yn) : W — R™ dos funciones

coordenadas de M, tenemos que el cambio de coordenadas

¢=(¢1,...0n) =000 1 p(UNW) — 4 (UNW)

es una aplicacion C'*°, ya que M es una variedad diferenciable. De la misma forma, sean

oy 1/; dos cartas de T'M, entonces el cambio de coordenadas
Vo lipUNW) xR — o (UNW) x R”,

esta dada por

(5067 (olo).v) = ( D> B () s Y o (w(p))%) ,

donde (p) = (1(2()), ---» u((p))). Luego, como ¢ es C, se tiene que ¢ o o'

siempre C'*°. Por lo tanto, T'M tiene una estructura de variedad diferenciable.

4



Definicién 1.2. Un campo de vectores X en una variedad diferenciable M, es una
aplicacion X : M — TM; es decir, para cada punto p € M se le asocia un vector
X(p) de T,M. Decimos que el campo X es C* cuando visto como aplicaciéon es C™.
Considerando un sistema de coordenadas (z1,...,x,) : U C M — R", localmente el

campo de vectores se escribe
0
X(p) = Zai(p)%,
donde cada a; : U — R es una funcién sobre U y {%} es una base de T, M, asociada al

sistema de coordenadas. Denotaremos por X(M) el conjunto de los campos de vectores

de clase C*° en M.

Definicién 1.3. Sea M una variedad diferenciable real. Una métrica riemanniana en
M, es una correspondencia que asocia a cada punto p € M un producto interno en el

espacio tangente,

(,),: T,M x T,M — R,

el cual varia diferenciablemente en el siguiente sentido: dado un sistema de coordenadas

locales (U, ¢ = (1, ...,x,)) en p € M, tal que para v,w € T,M se tiene

Y »
(v, w), = <v a3021,11138—:6]'>]D = gij(T1, ey Tp )V W

Entonces < 0 9

llamadas expresién de la métrica riemanniana. Decimos que M es una variedad rieman-

> = g¢;; es una funcion diferenciable en U. Las funciones g;; son

niana si se puede definir una métrica riemanniana en ella.
Proposicién 1.4. Toda variedad diferenciable posee una métrica riemanniana.
Demostracion. Ver [1] (Proposicién 2.10). O

Definicién 1.5. Sea M una variedad diferenciable. Decimos que M es orientable si
existe un atlas {(Ua, ¢a)},cp tal que para cada U, NUg # @, el jacobiano del cambio de

coordenadas ¢, o gpgl es positivo.

1.2. Fibrados vectoriales reales

En esta seccién se describen las propiedades mas relevantes de fibrados vectoriales

reales. Como referencia principal tomaremos a [7].

5



Definicién 1.6. Sea m : E — M una aplicacién C, donde E (espacio total) y M
(base del fibrado) son variedades diferenciables. Decimos que 7 : E — M es un fibrado

vectorial real si se cumple lo siguiente:

i. 7 ({p}) tiene estructura de espacio vectorial real de dimensién n, para todo p en

M.
ii. Existe una cobertura {U,}aeca de abiertos de M y difeomorfismos
(7, 0q) : 7 H(U,) — Uy x R™
llamados trivializaciones del fibrado, dados por (7, ¢,)(v) = (7w(v), p(v)), tales que

Palprgy : 7 ({P}) — {p} xR"

es un isomorfismo de espacios vectoriales para cada p € M.

Ejemplo 2. Sea M una variedad diferenciable, tenemos que 7 : M x R®™ — M es un
fibrado vectorial real, donde M x R™ es visto como una variedad producto. Este fibrado
es conocido como el fibrado trivial, ya que solo basta tomar (M, ) una carta de M,

obteniendo asi una aplicacién
I=(me):n ' (M)=MxR" — M xR"

tal que para cada (p,v) € M xR™ se obtiene que (7, ¢) (p,v) = (7 (p,v), ¢ (p,v)) = (p,v)

es una trivilizacién del fibrado.

Ejemplo 3. En el ejemplo 1 probamos que T'M tiene una estructura de variedad dife-
renciable, ahora demostraremos que 7 : T'"M — M es un fibrado vectorial real. En efecto,
sea p = (x1,...,x,) : U — V C R" un sistema de coordenadas de M y {8%1, 9.1

ceey %
una base de T, M. Definiendo
(m,p) ;7 (U)CTM — U x R®
por

(7. ¢) ( S ai

(2

> = (P, U1,y Up).



Ademas, sea m; : U x R® — U una aplicacion proyeccion tal que el siguiente diagrama

7 (U) (r:¢) U x R"

UcM

conmute, es decir, 7 o (7, ¢) = 7. De esto, la composicién

QDXI]Rn
RAREL

a1 U) T U xre V x R"

dada por (m,®) = ¢ X Ign o (7, ¢) es un difeomorfismo, ya que ¢ es un difeomorfismo
local. Y asi, ¢ X Ig» también es un difeomorfismo local.

Por otro lado, del dato que m = 7 o (7, ¢), tenemos que la aplicacién

Pl ™ ({P}) — {p} xR* = R"

es biyectiva para todo p € U. Por lo tanto, ¢| _, ({p}) €5 un isomorfismo de espacios

vectoriales. Finalmente, se concluye que T'M es un fibrado vectorial.

Sea m : £ — M un fibrado vectorial real y {U,, (7, p,)} un atlas de fibrado. Si

U, NUp # ¢ tenemos las siguientes trivializaciones del fibrado
(T, 00) : T H(Us) — Uy x R™ v (7, 05) : 7 H(U) — Uz x R"

con 7 HU,) N7 1 (Ug) # ¢. Entonces, tomando p € U, N Ug, se tiene los siguientes

isomorfismos

Palp-1(p) : »Hp} — R" y P8l 10y : » Hp} — R”

—1
tales que fo3(p) = @a © <g0/3|7r_1(p)> son las funciones de transicion asociadas a

{Uaq, (7,00 ) }. Estas funciones tienen las siguientes propiedades:
i faa(p) =1
0. (focﬁ(p))il = fﬂa(p)

iii. Sea U, NUg N U, # ¢ entonces

fozﬁ(p> © fﬁ'y(])) © fom/<p) =1

para todo p € U, NUz N U,.



En consecuencia, dado {(Uy, ¢a)},cp un atlas de M y funciones C*°
fag : Ua N Ug — GL(R, n)

que satisfacen las propiedades (i), (ii) y (ii7); entonces hay un tnico fibrado vectorial

7 : £ — M con funciones de transicién { f5}-

Definicién 1.7. Sean 7 : By — M y w5 : E5 — N dos fibrados vectoriales. Una
aplicacién f (C*) es un morfismo de fibrados, si para una aplicaciéon h (C*°) el siguiente
diagrama

E -1~ E,

M-LsN
conmuta, y para cada p € M la aplicacién f| i, 7 {p}) = 71 ({I(p)}) es lineal.
Asimismo, si M = N el morfismo de fibrado f : Ey — E5 es un isomorfismo de fibrados

simyo f =m.

Definicién 1.8. Sean f : M — N una aplicaciéon C* y © : £ — N un fibrado
vectorial sobre N. El fibrado inducido o pull-back de E mediante f, es el fibrado vectorial
7l f7YE) — M tal que 7/ (p,v) = p, donde

JHE)={(p,v) e M X E : f(p) =7(v)}.

Definicién 1.9. Sea 7w : E — M un fibrado vectorial real y U un abierto de M. Una
seccion local del fibrado, es una aplicacién s : U — E de clase C* tal que mo s = I.
Cuando M = U diremos que s es una seccion global o simplemente seccion del fibrado.

Denotaremos al espacio de todas las secciones de un fibrado por I'(E).

Definicién 1.10. Sea # : E — M un fibrado vectorial de rango k. Decimos que

una coleccion {s;}i—1.. x de secciones locales es un referencial local sobre U C M, si el

,,,,,

conjunto {s1(p), ..., sx(p)} forma una base de 7= ({p}) para todo p € U. Diremos que el

fibrado es trivial si el referencial {s;};,—1. x es global, esto es, U = M.

-----

1.3. Conexion en fibrados vectoriales reales

Tomando como referencias principales a [7] y [13], en esta seccién se presenta una

definicién de conexién en fibrados vectoriales reales.



Definicién 1.11. Sea 7 : E — M un fibrado vectorial real. Una conexidn lineal es una

aplicaciéon R-bilineal

V:D(TM)xT(E) — TD(E)

(X,s) +— Vxs
tal que cumple
i. Vixs= fVxs
ii. Vx(fX)=X(f)s+ fVxs
para todo f € C*(M), X e '(TM)y sel'(E).

Ejemplo 4. Sea 7w : TM — M el fibrado tangente. Una conexién en T'M se define por

N (Z aia%> => X (a;) a%‘

Claramente esta conexion cumple las condiciones establecidas en la definicién anterior.

Ejemplo 5. Sea 7 : E — M un fibrado trivial de rango k. Entonces, existe un referencial
global {s1, ..., sz} de E tal que {s;(p)} forma un base de 7=*({p}) para todo p € M. Asf,

para cada s € I'(E) tenemos
5§ = Zfisi, con f; € C*.
Definiendo asi una aplicacién bilineal V : T'(T'M) x I'(E) — I'(E) dada por
Vxs=Vyx (Z fi3i> = ZX(fi)3i~
j i

Entonces V es una conexién en el fibrado. En efecto, para f € C*(M)y X € I'(TM),

se tiene

Vixs =Vix (Z fi5i> = ZfX(fi)Si = foiSi = fVxs,

Vx (fs)=Vx (f Z f) = X(f) Z fisi+ f Z X(f:)si = X(f)s+ fVxs.

9



Sean 7 : £ — M un fibrado vectorial real y (U, ) es un sistema de coordenadas de
M tal que E|; es trivial; esto es, E|,; ~ U x R™. Entonces, para cada p € U tenemos
que {s,(p)} es una base de E, = 7~ !(p). Por lo tanto, para una conexién VY, definimos

Iy e C(U) por

U «
V7 S = E Fijsm
«

oz,
donde estas funciones son los simbolos de Christoffel de la conexién, asociados al sistema

de coordenadas ¢ y la base {s,}.

Ejemplo 6. Si V¥ es una conexién lineal en el fibrado vectorial 7 : E — M, se define

la conexion dual en E* como
(Vx0) (s) = X (o(s)) — o (VEs),
donde o e I'(E*), s e I'(E) y X e I'(TM).

Ejemplo 7. Sean 7, : £y — M y m : E5 — M dos fibrados vectoriales sobre M, la

conexion producto tensorial en Fy ® Esy, estda dada por
v;@} (Sl ® 32) = (V)E(181) & Sg+ 51 & (V)E(ZSQ) ,
para s; € ['(Ey), sy € I'(Ey) y X € I'(TM).

Ejemplo 8. Sean 7 : E — N un fibrado vectorial con conexién V¥ y f: M — N una
aplicacién C* entre dos variedades diferenciables. Para p € M, con y = f(p) € N y
X € T(TM), se define la conezidn inducida o pull-back en el fibrado f~(FE) como

Vi (0 f) = fo (VEx(s),
consofel (f7Y(E))ysel(E).

Definicién 1.12. Una seccién s de un fibrado vectorial m : E — M es llamado paralelo

(o constante) con respecto a la conexién V en E si V(s) = 0.

Sean 7 : F — M un fibrado vectorial y V una conexién lineal en el fibrado. Para
s € I'(E), la aplicacién
V(s): T(TM) — T'(E),

10



definida por V(s)(X) = Vs resulta ser el diferencial covariante de la seccién s. Por la

linealidad de V(s), se tiene que
V(s) € D(TM* ® E),

es decir, es una secciéon del fibrado TM* ® E. Mas adelante, este diferencial covariante

sera 1til para describir la aplicacién armoénica entre dos variedades riemannianas.

1.4. Grupos de Lie

El objetivo principal de esta seccion es estudiar los grupos de Lie y algebras de
Lie, dando algunos ejemplos importantes que posteriormente se usaran en el estudio de

superficies minimas en grupos de Lie. Las referencias fundamentales aqui son [2] y [7].

Definicién 1.13. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G, con una estructura

de grupo, tal que
GxG—G
(g, h) —>rg-h

G—G
g—g'
son aplicaciones C.

En un grupo de Lie, las aplicaciones
Ly G—G y R;: G— G
h — gh h — hg

son difeomorfismos, para cada g € G. Estas aplicaciones son llamadas traslacion a
izquierda por g y traslacion a derecha por g, respectivamente. Ademas, denotaremos por

e al elemento identidad de G.

Ejemplo 9. El conjunto R de los niimeros reales es un grupo de Lie, con una estructura

de grupo con la suma, donde

+: RxR—R
(g, h)—g+h

11



R — R
g — —9
son aplicaciones C°.

Ejemplo 10. Sean G y H dos grupos de Lie, entonces G x H es un grupo de Lie con

una estructura de variedad producto y con la estructura de producto directo de grupos

(91, h1) © (92, h2) = (9192, h1hs) ,
para g1,9o € Gy hy, hy € H.

Ejemplo 11. La variedad GL(R,n) de las matrices de orden n x n, con determinante

diferentes de 0, es un grupo de Lie con la multiplicaciéon de matrices.

Definicién 1.14. Para X,Y € X(M) dos campos de vectores en una variedad diferen-

ciable M, el corchete de Lie [X,Y] es definido por

(X, Y](f) = X(Y(f)) — Y (X(/)),

para una funcién f en C*°(M). Decimos que los campos de vectores X e Y conmutan

si [X,Y] =0.

Definicién 1.15. Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial V, con una operacién bilineal

[,]:V xV —V que satisface

i [X,Y] = [, X],

it 1%, Y], 2] + [IV, 20, X] + 12, X], ] = 0
para todo X,Y y Z en V.

Ejemplo 12. Sea M una variedad diferenciable. El espacio vectorial X (M) de los campos
C* en M, es un algebra de Lie. En efecto, si definimos [X, Y] como en la definicién 1.14.

y para una funcién f: M — R de clase C'°, se tiene

(X, Y](f) = XY (f)) = V(X))
Claramente esta operacion cumple las condiciones de la definicion 1.15.

12



Definicién 1.16. Sea G un grupo de Lie. Decimos que un campo de vectores X en G

es invariante a izquierda, si d(L,)n(Xp) = Xy, para todo g, h € G.

Denotaremos por G al conjunto de los campos invariantes a izquierda de un grupo
de Lie G. Ademas, tenemos que los campos invariantes a izquierda son completamente

determinados por sus valores en el elemento identidad e € G; es decir,
d(Lg>e(Xe) = Xy,

para todo g € G. Por lo tanto, cada elemento de T.G determina un tnico campo

invariante a izquierda. Asimismo, es claro que G es un espacio vectorial.

Proposicién 1.17. Sea G un grupo de Lie. La aplicacién G — T.G es un isomorfismo

de espacios vectoriales. Ademas, si X € G, entonces X es diferenciable.
Demostracion. Ver [2]. O

Proposicién 1.18. Sea G un grupo de Lie. Si X, Y € G, entonces [X, Y] € G; es decir,

G es un grupo de Lie.
Demostracion. Ver [2]. O

Como G es isomorfo a T.G, si tomamos una base {Xi,...,X,,} de T.G, con n =

dim(G), se puede generar E1, ..., E, campos en G tales que
(E;), = Xi.

Entonces, si X € G se puede escribir como

n

Xe == Z ci<Ei)e

=1

de manera tnica, donde ¢; son constantes. Entonces teniendo en cuenta que
Xg = d(L9>6X67 g S G7

se concluye que,
n

X = E:CZEZ

=1

13



de manera unica, entonces {F1, ..., E},,} es una base de G.

En particular, dados dos campos de G,

i=1 Jj=1

se tiene que
n

[X, Y] = Z Cidj[Ez’, EJ]

ij=1
Ademés, como [E;, Ej] = Y71, Cf; Ey, se obtiene que

n

XY= ed; (Zn: C’ijk) .

t,j=1
Entonces para conocer el dlgebra de Lie de G, solo basta con conocer las constantes CZ

Dichas constantes reciben el nombre de constantes de estructura del algebra de Lie de

g.

Definicién 1.19. Decimos que una métrica riemanniana en G es invariante a izquierda
si

(X, Y = (d(Lg)n X, d(Lg)nY ) r,(n)
para todo g,h € Gy X,Y € T,G.

Ahora vamos introducir una definicion importante que relaciona un algebra Lie con

un grupo de Lie.

Definicién 1.20. Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie G. Para X € G se define la
aplicacion exponencial de G

exp: g — G

como

1 1
exp(X) =T+ X+ §X2 + §X3+

Para t € R, se tiene

t2 t3
exp(tX) =T +tX + —X?+ X3+ .

2 3!
luego, para s,t € R, se tiene
exp((s + t)X) = exp(sX) exp(tX),
en particular, exp(x) exp(—x) = I. Por lo tanto, exp(X) siempre es invertible.

14



A continuacién se presentan ejemplos sustanciales de grupos de Lie, que seran to-
mados como objetos de estudio en el capitulo 4. Asimismo, determinaremos la métrica
riemanniana invariante a izquierda de cada uno.

Ejemplo 13. El Grupo de Heisenberg Hs es un subgrupo de GL(R, 3) dado por

;

1 x =z
Hs = 01y |:xyzeR
0 01

\

Ademas, el algebra de Lie de H3, esta conformada por matrices de la forma

/

0 a b
hs = 00 ¢ |:abceRy,
000
\
y el producto de Lie es el conmutador de matrices | , ]. Consecuentemente, la aplicacién

exponencial

exp : by — Hs

estd dada por

1 z 2+ %xy
exp(X)=| 0 1 Y :
0 0 1

para x,y, z € R. A través del isomorfismo de espacios vectoriales dado por
0 =z =z
00y |—(z,9,2)
0 00

se puede incluir la estructura de dlgebra de Lie de b3 en R3, denotada por (R3,[,]). Asi,

la aplicacion exponencial esta dada de la siguiente manera

1 =z z+ %a:y
exp((z,9,2)) =1 0 1 gy , para (z,y,2) € R%.
0 0 1

Luego, la operacion de grupo de H3 induce un producto via la aplicaciéon exponencial

en R3, dado por
1
(z,y,2) % (a,b,¢c) = (x+a,y+b,z4+c+ 3 (xb — ay)).

15



De esta manera, se puede considerar el grupo de Heisenberg como R?® junto con la

operacion .

La traslacion a izquierda

L(%y,z) : Hg — Hg

dada por
1
Ly (a,b,c) = (x,y,2) % (a,b,c) = (x +a,y+b,z+c+ 5 (xb — ay)).

Entonces, la diferencial de la traslacion a izquierda esta dado por

1 0 0
(dLy)e = 0 1 0|, conp=(xy,z2)ecH.
y T
PO S
2 2

Considerando el producto interno en T, Hs, de tal manera que la base candnica {e, e, €3}
de R? resulte ser una base ortonormal. Asi, se puede obtener una base ortonormal para

los campos invariantes a izquierda

( 0 0
By = (dLy)c(er) = — — 2=

ox 20z’
0 z 0
E2 = (de)e(eg) — a—y == 5627

0
| Bs = (dLp)e(es) = &~

Es inmediato verificar que
[E1>E2] =FE3y [E17E3] =0= [E2,E3]-

Ahora si tomamos una métrica riemanniana invariante a izquierda tal que {E;(p)}, con
p € H? sea una base ortonormal de T,H>. Luego en términos de los campos coordenados,

la métrica esta dada por

Yy zy Yy
1oL Y4
+ 4 2
x x? x
e T
r T
Y x 1
2 2

Entonces la métrica invariante a izquierda es
! 1 ?
g =dx* +dy* + §ydx—§xdy+dz .

16



Ejemplo 14. Sea H? el plano hiperbdlico, representado por
H? = {(z,y) € R* : y > 0}.
Por otro lado, un elemento (z,y) € H? puede identificarse con la funcién
f:R— R,

dada por f(t) = yt + x, con y > 0. Asi, el plano hiperbdlico admite una estructura de

grupo, dada por la composicion de funciones

(z,y) * (a,b) = (ay + z, by).

Entonces, la traslacion a izquierda esta dada por
Lz (a,b) = (x,y) * (a,b) = (ay + x,by), para (z,y), (a,b) € H?.

Luego, la diferencial de la traslacion a izquierda es

y 0 2
(de)(a,b) = , p=(z,y) € H
0y
Entonces
_ 1 y 0
() ,
Plab) — 42 A
luego, tomando una base {ey, e2} de T,H?, se obtiene una métrica invariante a izquierda
dz? + dy?
gmz = T

Ejemplo 15. El espacio hiperbdlico H?* = {(xy, 9, 73) € R® : 23 > 0} es un grupo de

Lie de dimensién 3 representado en GL(RR,4) por las matrices

0 0 In(zs)
3 0 1

para x1,x2,x3 € Ry x3 > 0.
0 I3 i)

0 O 1

o o o =

Por el producto de matrices tenemos que

1 0 0 In(xs) 1 0 0 In(af) 1 0 0  In(zsx})
0 z3 O 1 0 z3 0 x) B 0 z3zhy 0 a3+
0 0 z3 a9 0 0 xf B 0 0 w32y x3ah+ 2o
0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 0 1

17



Entonces, haciendo una correspondencia

1 0 0 In(zs)

0 I3 0 T
(.ﬂUl, T, Ig) —

0 0 T3 i)

0 0 O 1

vemos que H? tiene una estructura de grupo con la operacién *, dado por
(21, T, 13) * (2}, 2h, 74) = (w32 + 21, w32h + B9, w37%), (21, T2, 73), (), 7, %) € H?
Asimismo, la traslacion a izquierda esta dada por
L($17$27$3)(x,1> xIQv xé) = (x3x€1 + 1, 1’3$/2 + T2, 3531'2),)

Entonces, la diferencial de L, 4, 4,) estd dado por

T3 O O
(dL(-T171'271‘3))e = 0 z3 0
O O T3
y su inversa
I3 0 0
il 1
(dL(xlywz,m))e = 22 0 z3 O
3
0 0 T3

Luego, tomando el producto interno en T,H? de tal manera que la base canénica {e1, e, €3}
resulte una base ortonormal, obteniendo asi una base ortonormal de campos invariantes

a izquierda

( 0
El(x173327x3> = (dL(Il,zz,zS))e (61) - x3a_
T

0
E2(£17x27x3) = (dL(a:hJ:z,m:s))e (62> = x3a_
1)
Ez(xl o) $3) = (dL(z x0T )) (63) = 5531
L » M2 1,22,23) ) ¢ 856'3

Ademas, es facil ver que
[Ev, Ep] =0, [Ey, Es] = —Ey y [Es, B3] = —Es.
Por otro lado,

ij — (z1,%2,23) e_l €i), (z1,22,23) e_l €
9 (dL ). (e, (dL ). ()

con i,j = 1,2,3. Obteniendo asi, la métrica invariante a izquierda
dz? + dx3 + da?
5 .
T3

gms =

18



1.5. Aplicacion armoénica entre variedades rieman-

nianas

En esta seccion se presenta a la aplicacién armoénica como el trazo de su segunda
forma fundamental, tal como se puede observar en [4].
Sean (M, g) y (N, h) dos variedades riemannianas y f : M — N una aplicacién C'°.

Se sabe que el diferencial

dfp : TpM — Tf(p)N

es una transformacioén lineal. Asi, df, € T,M* @ T, N. De esta manera df se puede ver
como una seccién en el fibrado TM*® f~1T N sobre M. Luego tenemos que el diferencial

covariante de df es una aplicacion bilineal en T'M; esto es,
V(df) eT (TM*®TM*® f~'TN),
donde V es la conexion lienal.

Definicién 1.21. Sea f : M — N una aplicaciéon C* entre dos variedades riemannianas.

Se define la segunda forma fundamental de f como V(df).

Por otra parte, sean (¢;,U;) ¥ (a, Vo) dos sistemas de coordenadas en p y f(p),
respectivamente. Ademas, tomando {%} y {%} los campos coordenados asociados a
sus respectivas sistemas de coordenadas, tenemos que una expresion local del diferencial

covariante de df esta dado por

o (9 o A a B a
V(df)i; = V(df) ( 8) > [(Vdf )i+ zﬁ: 17 f; Paﬁ] T
o 8 (f o ya) A / . ., .
donde [ = —on. 7 I'; 5 son los simbolos de Christoffel de la conexién lineal en TN.
Lj

Ademés, V(df);; denota cada componente de la segunda forma fundamental de V (df ;.

Definicién 1.22. Sea f : M — N una aplicaciéon C* entre dos variedades riemannianas.

Se define el campo de tensiones de f como

7(f) =Tr (V(df)).
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Definicién 1.23. Sea h : M — R una funcién C* en una variedad riemanniana (M, g).
Sea (z1, ..., T,) un sistema de coordenadas en p € M y { } la base asociada al sistema

de coordenadas, entonces localmente el Laplaciano de h esté representado por

y 0
1% ) R
Ah = Zg <V P grad > 26:1: (g \/ﬁamjh> ,

2

donde V es la conexién riemanniana y (¢*) es la matriz inversa de g.

Por la compatibilidad de la conexién con el producto interno y la definiciéon anterior,

se tiene que

0 9, 0
— ) - — R
Ah = Eij g {8@- <gmd(h), 8xj> <gmd(h) \% o2 o, >]

Ademaés, considerando el diferencial covariante del funcional dh, se obtiene

0
f E i V E ij Y7
h= a ( 4 (81'1 Ox; )) % dh

Finalmente, la expresion local para el campo de tensiones de f, esta dado por
T
=2 aw

donde

=AY ) T s7,

j a8

con o, B, A =1,...,dim(N).

Definicién 1.24. Sean f : M — N una aplicacion C* entre dos variedades rieman-

nianas. Decimos que f es armoénica si 7(f) = 0.
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Capitulo 2

Variedades complejas

Los objetivos principales de este capitulo son presentar algunos resultados sobre
variedades complejas y casi complejas, fibrados vectoriales complejos y holomorfos. Fi-
nalmente, definir la conexién en un fibrado holomorfo, y establecer la relacién que hay

entre la conexion de Levi-Civita y la conexién de Chern.

2.1. Funciones holomorfas y variedades complejas

Se abre esta seccién dando una definiciéon de una funcién holomorfa en C", poste-
riormente tomando este resultado, se presenta una definicion de variedad compleja. Las
referencias principales aqui son [9] y [13].

Sea f: C" — C™ una funcién, tal que f = (f',..., f*), donde f*:C" — C posee
una parte real y una imaginaria, esto es, f* = u* + iv*. Por otro lado, identificando C"

con R?" podemos ver a f como una aplicacién de la forma f : U C R?*® — R?" tal que

fk(xl,yl, ey Ty Yp) = uk(xl,yl, ey Ty Yn) ivk(xl,yl, ey Ty Yn) para k =1,... n.

Definicién 2.1. Una funcién f : C* — C" es holomorfa si cumple las ecuaciones de
Cauchy-Riemann generalizadas

ourF ok ouF ovF

81']' 8yj ’ ayj 6mj’

donde k = 1,...,n. Cuando n = 1 tenemos que f = u + iv : C —> C es holomorfa si

satisface

ou Ov Ou ov
%_@’@__% (2.1)
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donde u = u(z,y) y v = v(x,y). En consecuencia, definiendo las siguientes derivadas

9 _1(0 0y 2 _1(0 0 s
0z 2\ox oy) oz 2\0x oy)’ '
se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2. Una funcién f: C — C es holomorfa si y solo si ‘?—é = 0.

Demostracion. Sea f(x,y) = u(x,y) + iv(z,y) una funcién holomorfa, entonces
o 100 oy L[ v gou o
0z 2\ 0z oy 0z Oz dy oy

(Ou Ov  Ou 8@]

1

2

1

5_8$+Z%+28y dy
1[0u v  [Ou v
;a—@+(a+aﬂ

of

se ve que 7= = 0 si y solo si se cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann. O

Definicién 2.3. Una variedad compleja es un espacio topoldgico M que posee un atlas
{(Ua, ¢a) }aen holomorfo; esto es, las aplicaciones ¢, : U, — C™ son homeomorfismos

de abiertos U, de M en abiertos de C" tal que:
i. M= | U,
acl
ii. para cada a, 8 € A, con U, NUz # ¢ v vo (Us NU3),pp (U, N Ug) son abiertos de
C", y la funcién ¢, o gogl 2 0o (Ua NUg) — 5 (Us N Ug) es holomorfa.

Cada (U,, ¢a) es llamado carta compleja o sistema de coordenadas, y ¢, 0 gp[gl el cambio
de coordenadas o funciones de transicion. Para el caso de n = 1, diremos que M es una

superficie de Riemann.

Ejemplo 16. Sea C = (R?, @), con el atlas {(R?,¢)}, donde ¢(z,y) = x + iy. Tenemos

que C es una superficie de Riemann.

Ejemplo 17. Sea 5% = {(x,y,2) € R® : 22 + y* 4+ 22 = 1} la esfera unitaria. Se define
on 5% —{(0,0,1)} = C como




y ps: 5% —{(0,0,—1)} — C como

(2.9.2) = T — i
.Y, %) = —1 .
Ps\L, Y 112 112
Si hacemos w = u + v, tenemos que
1
ot w) = —
ps o @y (W) w

es holomorfo para todo w € ¢n((S3 N S2)), donde

S—2l— = 82 - {(0,0, 1)} y SE = 52 - {(0707 _1)}7
entonces {(S%, pn), (S2,¢s)} forma un atlas holomorfo para P'.
Proposicién 2.4. Toda superficie de Riemann es orientable.

Demostracion. Sea @, o ngl un cambio de coordenadas holomorfo de M. Escribiendo

Yo © g (z,y) = u(z,y) +w(z,y),
donde z = x + iy. De esto, el jacobiano de ¢, o @El esta dado por

b e _8u8v ou Ov

wslalpuosg) = & 5 GRSl
o9z dy

Dado que ¢, o gogl es holomorfo, por la ecuacién (2.1) se tiene
ou (du ov\ v ou\’ ov\?
det (d(paopz ) )=—(=—|-(— ) === —
ileoei ) =5 (52) - () = (a2) + () =o
lo cual demuestra que toda superficie de Riemann es orientable. O

Teorema 2.5. Sea g una métrica riemanniana de clase C? en un entorno de 0 en R2.
Existe un cambio de coordenadas positivamente orientado z = u(x,y) + iv(x,y) fijado
en el origen tal que

9= a(z,y) (dz* + dy*) = a(z)dzdz.
Las coordenadas z e y son llamadas isotérmicas.
Demostracion. Ver [15] O

Proposicién 2.6. Toda variedad riemanniana M orientada de dimensiéon 2 es una va-

riedad compleja 1-dimensional; es decir, una superficie de Riemann.
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Demostracion. Fijando una métrica riemanniana g en M y sea {(¢a,Ua)} el atlas de
M. Por la proposiciéon anterior, tenemos que siempre existe un sistema de coordenadas
locales z = x + 1y tal que

g = a(z)dzdz.

De igual forma tomando otro sistema de coordenadas w = u + v en Ug en la misma

orientacién que la anterior tal que para U, N Ug # ¢ se tiene
g = a(w)dwdw.
Entonces, en U, N Uz se tiene la siguiente relacion
a(z)dzdz = a(w)dwdw, (2.3)

con a(z) y a(w) dos funciones positivas y C*°. Por otro lado, se sabe que

ow ow ow ow
dw = % —dz+ 8—dz y dw = a—dz - Edz (2.4)

y asi, al reemplazar (2.4) en (2.3) se obtiene la siguiente relacién

owow  Owow ow Ow ow Ow
a(w)dwdw = a(z) [(82 7, + 53 82) dzdz Eadzd aad_d—
de esto, tenemos que necesariamente
aw ow

Si suponemos que se cumple la segunda condicién de (2.5), las ecuaciones de Cauchy-

Riemann estarian dadas por

ou_ o ou_ou
or Oy Y dy  Ox

e (Gen) = (G) - (5) v

pero esto es una contradiccién, porque M es una variedad orientable. Por lo tanto,

entonces

ow
5

es decir, el cambio de coordenadas w, es una funcién holomorfa. Asi, M es una variedad

compleja de dimension 1. O]
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2.2. Estructura casi compleja

Para esta seccién tomamos como referencias a [9] y [13]. Estableceremos algunos
resultados previos antes de dar una definicién de una variedad casi compleja.
Sea V' un espacio vectorial real de dimension par n, una estructura compleja en V' es

un endomorfismo

JV—V

tal que J? = —1I, donde I es la identidad. Un espacio vectorial real V' con una estructura
compleja J, induce una estructura de espacio vectorial en V', definiendo la multiplicacién

por un escalar complejo como
(a +ib)v = av + bJv para todov € V y a,b € R.

Con esto, J transforma V' en un espacio vectorial complejo de dimension 3.
Reciprocamente, dado un espacio vectorial complejo V' de dimension m, definimos al

endomorfismo J de V' por

Jv =1 para todo v € V.

Luego, si consideramos V' como un espacio vectorial real de dimensiéon 2m, obtenemos

que J es una estructura compleja de V.

Proposicién 2.7. Sea J una estructura compleja en un espacio vectorial real V' de
dimensién 2n. Entonces existen elementos vy, ..., v, de V tal que {vy, ..., v,, Jvy, ..., Ju, }

es una base de V.
Demostracion. Ver [9] (pag. 114) O

En particular, el espacio vectorial complejo C™ puede ser identificado como un espacio

vectorial real R?"; esto es,

C" ={(21, -, 2n) : 2k = T} + Ty}

Asi, cada z = (21, ..., 2,) se identifica con (1, ..., T, Y1, .., Y ) de R?", donde la estructura

compleja J inducida por C" en R?*" est4 dada por

(21, ey Zn) = (=YL, ey —Yny Ty ey Ty)
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En términos de la base canénica de R?", tenemos

donde I,, es la matriz identidad de orden n.

Ejemplo 18. Sea R? el espacio vectorial real de dimensién 2, y J un estructura com-
pleja tal que J(x,y) = (—y, ), donde la multiplicacién por un escalar complejo a todo

elemento de R?, estd dado por

(a+ i) (z,y) =a(x,y)+0bJ(z,y)
:CL([E,y)—i—b(—y,CL’)
= (ax — by, ay + bx) ,

para todo (z,y) € R? y a,b € R. De esta manera (R?, J) es un espacio vectorial complejo.

Definicién 2.8. Sea M una variedad diferenciable real. Una estructura casi compleja

en M es un tensor J, el cual a cada punto p de M asocia un endomorfismo
Jp : T,M — T,M

tal que Jg = —I; es decir, J, es una estructura compleja en 7, M. Llamaremos variedad

casi compleja al par (M, J).

Proposicién 2.9. Toda variedad compleja 1-dimensional, es una variedad casi compleja

de dimension 2.

Demostracion. Sea M una variedad compleja. Dado p € M, consideramos (U, ) un

sistema de coordenadas locales. Parap € Uy ¢(p) = z(p) € C, donde z(p) = z(p)+iy(p);

2] el
oz lp’ Oy la

p

esto permite definir ¢ : U — R? como ¢(p) = (z(p),y(p)). Luego, sea

base real de T),M, dada por el sistema de coordenadas.
Si definimos

Jy: T,M — T, M,

una estructura compleja en T,M, tal que

0 0 0 0
W) -al,  +(&5) -
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tenemos que .J2 = —1.

Ademas, la estructura compleja estd bien definida en T, M; esto es, ella no depende del

sistema de coordenadas elegido. En efecto, sea ((Af , (ﬁ) otro sistema de coordenadas en

M tal que p € U y o(p) = u(p) +iv(p), y :7;, otra estructura compleja tal que

~ (0 O ~ (0 0
*«50—5; Y%(%>——@

%}, se tiene

p p

s o ., 0 d
Escribiendo &~y 3y €0 la base {%,

8_8u8 81}&

9z 9rou 0w ov
0 Oud Ovd

oy~ oyou  oyow

Como M es una variedad compleja, entonces el cambio de coordenadas @ o ¢! es holo-

morfo, y asi, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, se tiene

8_8u8 Oou 0

dr  Orou Oy dv
0 Oud Oud

8y  Oybu 000
Finalmente,
~( 0 ou~( 0 ou~( 0 ou 0 ou 0 0
J(%)—%J(%)‘@J(%)—Mw—y%—a—y
~( 0 ou~( 0 ou~{( 0 ou 0 ou 0 0
J(a—y)—@J<%)+%J(%)—a—y%‘%%—‘%

Es decir, J y J coinciden en la base de T »M . Por lo tanto J = J.

]

Definicién 2.10. Sea (M, J) y (N, J') dos variedades casi complejas. Una aplicacién

diferenciable f : (M, J) — (N, J') es casi compleja en p € M, si el diferencial conmuta

con las estructuras complejas. Esto es,

Tty 0 dfp = dfp o Jy

Se dice que f es casi holomorfa, cuando vale para todo p € M.

Proposicién 2.11. Sea f : (R?,J) — (R?,J) de clase C*°, donde J(z,y) = (—y, x)

es una estructura casi compleja de R%. Entonces f es holomorfa si, y sélo si es casi-

holomorfa.
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Demostracion. Si f(x,y) = (u(z,y),v(x,y)), el diferencial de f, esta dado por

Ju  du
oxr 0
df = Y
f v o
or Oy
Jodf =df oJ equivale a
_ Oou  Ou Ju  Ou _
0 1 ox Oy _ ox Oy 0 1
v v v Ou
1 0 oxr Oy oz Oy 1 0
Es decir,
o ou _ou
ox oy _ oy ox
du du v _ v
ox oy dy ox
de donde
du _ o
o ~ Oy
Qu _ _ Ov
0y = Oz
entonces f es una funciéon holomorfa. n

2.3. Fibrado tangente complexificado

El propédsito de esta seccion es mostrar la complexificacién del fibrado tangente. En
secciones posteriores, este hecho serd muy ttil para establecer una definicién de conexién
en un fibrado holomorfo. Como referencias principales tenemos a [9] y [13]. No obstante,
inicialmente observemos la complexificacion de un espacio vectorial real cualquiera.

Sea V un espacio vectorial real, la complexificacion de este espacio esta dado por
VE=VeC={v®z:veV,zcC},

donde por costumbre tenemos que v = v®1 y v®i = v. Entonces V° tiene una estructura

de espacio vectorial complejo, con el producto por un escalar complejo, definido por
w(v® z) =v®wz, paratodov €V, z,w € C.

Por otro lado, podemos identificar los elemento de VC como X +iY para X,Y € V. En

efecto, seav € V 'y 2z =a+1b, con a,b € R, tenemos que

v®(a+ib) =(a+ib)(vel)=avel)+ib(v®]l)=aw®1+bv®1,
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entonces

1R2z2=X®1+Y®i=X+1iY, para X,Y € V. (2.6)

Para concluir, si suponemos que V tiene una estructura compleja J, entonces pode-

mos extender esta estructura a VC, definiendo J€ como
J(v®z2)=Juv®z paratodov €V,z€C
Ademas, por 2.6 y haciendo un célculo analogo para X,Y € V, se puede afirmar que,
JEX +iY)=JX +iJY.

Definicién 2.12. Sea (M, J) una variedad casi compleja. Definimos el fibrado tangente
complezificado como

TM® .=TM ®C,

el cual es una complexificacion de cada fibra 7,,M. Entonces para cada p € M, consi-
deramos la estructura compleja extendida J}(DC : TZ;CM — TZ;CM tal que (J;?C)2 = —1.
Observemos que J;C es una complexificaciéon de J, : T,M — T,M. Asimismo, sean
TYOM y TO9'M los autoespacios o autofibrados de TMC asociados a los autovalores i

y—i de Jf, respectivamente.
Lema 2.13. Tenemos los siguientes resultados:
L TYM ={u—iJu:ueTM}
2. T9'"M ={u+iJu:ueTM}
3. TMC =T"M @ TO'M.
Demostracion.
1. Sea W = {u —iJu : u € TM}, claramente W es un subespacio de TM®. Entonces

ZeTYM — JZ=iZ
= —iJZ=1Z
= —iJZ=27-17
= Z=3(2-iJ°Z)

— 2
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luego, haciendo Z = u + v, con u,v € T'M, tenemos lo siguiente

(u+iv—iJ%u+iv))

(u+iv —i(Ju +iJv))

(u+ Jv—1iJ(u+ Jv)) ,donde J(u+ Jv)=Ju—v
=X —iJX

N= N= N

donde X = % (u+ Jv), X € TM. Entonces tenemos que T*°M C . Reciproca-
mente, vemos que, para X € TM e Y = X —iJX € W, se tiene

JYY =JX —iJ’X

— JX +iX
= i(X — iJX)
=iy

entonces W C TH°M. Por lo tanto T"°M = {u — iJu : w € TM}. La demostracién
del segundo enunciado es similar a 1.

O

Haciendo un pequeno abuso del lenguaje, a partir de ahora denotaremos a la exten-
si6n JC por el mismo J.
Por otro lado, del lema 2.13, se tiene que TM ® C = T @ T%' M, donde T'°M es el
fibrado tangente holomorfo y T%'M es el fibrado tangente antiholomorfo. Adem4s, se

observa que (T'M, J) es isomorfo a T*?M; en efecto, basta considerar el isomorfismo
o_ 1 ;
X r— X5 :§(X—ZJX),

donde X € TM y X0 € TOM.
Por otro lado, la descomposicion del fibrado tangente complexificado induce una des-

composicion natural del fibrado cotangente complexificado T'M* @ C dado por
TM* ©C = (T')" @ (T M)".

Teorema 2.14. Sea (M, J) una variedad casi compleja. Entonces (M, J) es una variedad

compleja si y solo si la distribucién T%' M es integrable; es decir,

[T%' M, T M] C T M.
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Demostracion. Demostraremos para el caso en que M es una variedad compleja de
dimensién 1 entonces T%' M es integrable. Para el caso reciproco ver [6].

Supongamos que (M, J) es una variedad compleja. Consideramos (U, ) una carta
de M y sea z = x + iy tal que ¢(p) = z(p), p € U. Entonces si {ej, ez} son las bases

canénicas de R?, tenemos

ademas,

asimismo, tenemos que

O _1(9 -0 NN
0z 2\0x oy) ' 0z 2

9 _17(0 ..(9 o _1
9z 2\oz “\oz)) o9z 2

por lo tanto, por el lema 2.13,

0 0
— cTYM y = cT%'M
0z - 0z

entonces

forman una base local de T M€ para cada p € U. Ahora, sean X e Y dos secciones locales

en T%' M, y reescribiendo estos en sus bases locales, tenemos

0 0
X—X1£ (§ Y—}/i%

donde X1,Y] son funciones complejas de M a C. Entonces

XY= X0 =Y = X (i) v () o

lo que es lo mismo [X,Y] € T M. Finalmente, la distribucién es integrable. O

2.4. Fibrados complejos y holomorfos

El objetivo de esta seccion es estudiar las propiedades de fibrados vectoriales com-
plejos v holomorfos, las cuales seréan ttiles para los siguientes capitulos. Las referencias
principales en esta seccién son [8], [9] y [13].

Del mismo modo que definimos un fibrado vectorial real, podemos definir un fibrado

vectorial complejo.
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Definicién 2.15. Sea M una variedad diferenciable, no necesariamente compleja. Un
fibrado vectorial m: E — M, se dice que es un fibrado vectorial complejo de rango n, si

para todo p € M, m~1({p}) tiene una estructura de espacio vectorial complejo.

Definicién 2.16. Sea M una variedad compleja y 7 : £ — M un fibrado complejo.
Decimos que este fibrado es holomorfo si existe una cobertura abierta {U,} de M tal
que para cada U € {U,}, la aplicacién (7, ¢y) : 77 1(U) — U x C* es un biholomorfismo.

Es decir, existe una trivializacién del fibrado con funciones de transiciéon holomorfas.

Ejemplo 19. El fibrado tangente de una variedad compleja es un fibrado holomorfo.

En efecto, tomando un atlas holomorfo {(U,, ¢a)}, de M, se define
(m,0a) : TM|; — Uy x C™
como (m,9)(X,) = (p, dpa(X)). Luego, tenemos las funciones de transiciéon
fap(D) : U N Us — GL(C,m) C C™

dadas por fu5(p) = dpa o (dpg)~?, las cuales son claramente holomorfas. Entonces, 7'M

es un fibrado holomorfo.

Definicién 2.17. Sea m : E — M un fibrado vectorial complejo. Se define una 1-
forma w con valores en F, como una seccién del fibrado T'M* ® E; esto es, la aplicacion
w:TM — FE es tal que para cada p € M la aplicacion w, : T,M — E, es lineal.
De manera similar, se define las k-formas w como una seccién del fibrado A*(E) =
A¥(TM*) ® E. Denotamos por QF(E) = T'(A¥(TM*) ® E) al espacio de todas las k-
formas.

Simultaneamente, se puede considerar las k-formas con valores complejos, definidos como

una seccién del fibrado

ALE = NF(TM®)") @ E.
Denotando el espacio de secciones por Q% (E). De manera particular se tiene
QE)=T(E)y QYE)=T(TM*® E).
Si M una variedad compleja, se define el conjunto de las (r, s)-forma como
Q" (E) =T(AN(TY'M)* @ A*(T™'M)*) @ E).
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Definicién 2.18. Sea 7 : ' —> M un fibrado holomorfo. Definimos el operador
0: A"(E) — A™TY(E)

por
Ow = Zgwi X S;

donde {s;} es un referencial local holomorfo de E sobre U C M y w; € A™*(U). Por

construccion se tiene que 3 =0 y O satisface la regla de Leibniz
O(wAs)=(dw) As+ (—1)""wA (9s), para todo w € Q"*(M), s € Q"*(E).
Proposicién 2.19. El operador 0 no depende del referencial escogido.

Demostracion. Sean {s;} y {s)} dos referenciales locales en E sobre U € M. Sea (fi;)

la matriz cambio base con entradas

tal que

sip) = > fis-i(p), pEU.

Entonces, para w € Q,.(E) se tiene

WZZU)Z@SZ:Z@ (ZfUS;> :ZZflij@)s;
7 % 7 il %

Luego,
ow =003, fijwi) ® s/
=30 2 fijOw; ® 8
=2 Ow; © Zj fijsg'
=, 0w; @ s;.
Por lo tanto, 0 no depende del referencial escogido. O

Definicién 2.20. Una estructura seudo-holomorfa en un fibrado complejo 7 : £ — M,
es un operador

0: O (E) — QYE)
que satisface la regla de Leibniz. Ademas, si J = 0, decimos que O es una estructura

holomorfa. Una seccién s en un fibrado seudo-holomorfo (E, ) es llamado holomorfo si

ds = 0.
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Proposicién 2.21. Un fibrado vectorial seudo-holomorfo (E, 9) de rango k es holomorfo

si, y solamente si F¥ posee un referencial holomorfo sobre un abierto U € M.
Demostracion. Ver [13] (Lema 9.1). O

Proposicién 2.22. Un fibrado vectorial complejo E es holomorfo si y sélo si tiene una

estructura holomorfa 0.

Demostracion. Ver [13] (Teorema 9.2). O

2.5. Conexion en fibrados holomorfos

Antes de presentar una definicién de conexién en fibrados holomorfos, estableceremos
una buena definicién de métrica compatible con una estructura compleja. Las referencias
principales en esta seccién son [8] y [13].

Sea M una variedad compleja de dimensiéon n (2n en el sentido real). Como una
generalizacion de la proposicién 2.9, se tiene que toda variedad compleja es una variedad
casi compleja; esto es, para todo p € M se induce una estructura compleja en cada
espacio tangente T,M, que en su totalidad es un tensor J : TM — TM tal que
J? = 1.

Definicién 2.23. Sea g una métrica riemanniana en M, se dice que g es J-compatible,

si J es una isometria; es decir,
Gp(Jpu, Jyv) = gp(u,v), para todo u,v € T,M.

De una métrica riemanniana en una variedad compleja M, siempre se puede definir una

métrica J-compatible h, haciendo

En efecto, verificando la definicion anterior,

1
h, (Jpu, Jpv) = S[gp(Jpu, Jyv) + gp(Jgu, ng)]

= 519(Jytu, Jy0) + gy, v)]

= h,(u,v),
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para todo u,v € T,M. Por lo tanto, h es J-compatible. Finalmente, como toda variedad
diferenciable admite una métrica riemanniana, entonces toda variedad compleja admite

una métrica compatible con la estructura compleja.

Proposiciéon 2.24. Sea M una variedad compleja. Entonces con respecto a cualquier

métrica J-compatible en M, para X € T M se tiene que X y JX son ortogonales.

Demostracion. Sea g una métrica J-compatible en M, se tiene
entonces g(X, JX) = 0. Asi, X y JX son ortogonales. [

Si g es una métrica J-compatible se puede definir un producto hermitiano en cada

espacio tangente como
es decir, h es una forma sesquilineal en (7'M, J). Reciprocamente, si h es un producto

Hermitiano en T'M entonces, g = Re(h) es una métrica J-compatible en M. Por lo tanto,

de aqui en adelante toda métrica J-compatible designard un producto Hermitiano en

(TM, J).

Definicién 2.25. Sea g una métrica J-compatible en una variedad compleja M. La

2-forma fundamental o forma de Kdhler de g, esta dada por
w=g(J-").
Notemos que w es antisimétrica y no degenerada. En efecto,
w(X,Y) = g(JX,Y) = —g(X, JY) = —g(JY, X) = —w(Y, X),
lo que indica que w es antisimétrica. Ahora si w(X,Y) = 0 para todo Y, entonces
WX, JX) = —w(JX,X)=—g(J?X,X) = g(X,X) =0,
asi, X = 0. Por lo tanto, w es no degenerado.

Sea ¢ una métrica riemanniana en una variedad compleja M. Sean w® y h® las
extensiones C-bilineales de la forma fundamental y la forma hermitiana h = g — iw en

TMFE, respectivamente. Dicha extensién satisface lo siguiente
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i. h®(Z, W) =hC(Z,W), para todo Z,W € TMC.
ii. h®(Z,Z) > 0, para cada Z no nulo en TME.
ii. h®(Z,W) =0, para todo Z € T"M y W € T®' M.

Proposicién 2.26. Sea M una variedad compleja de dimensién 1. En un sistema de

coordenadas reales {u, v}, valen las siguientes relaciones:

o 0 o 0 0 0 0 0
1'h(m—u)—h(%%)”‘(a‘w%)“‘l(%m)
o 0 o 0 0 0 o 0
C = — C o e — C W aWh — - =
2 h <az’az> h (az’az> - (az’az> h(m’m)

Demostracion. Sea J una estructura compleja tal que J <(’9_> = —.
u

1. Del producto hermitiano asociado a la métrica .J- compatible, se tiene

MR U i A
ouw ou) g ou’ Ou ‘9 ou’ Ou

Ademas,

(2 0) (20 (00
ou ov/) g ou’ Ov ‘9 ou’ Ov
o .0 , 9 50
L (20 (00
- 79 ov’ Ou ‘9 v’ Ov
_ 22 +‘ gjg
N g ov’ ou ‘9 ov’ Ou
o 0
_ —h(%,%).
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o 0
De manera similar se tiene que h® | =—, —
0z 0%

() = 3P Ga) o ()|

Luego, por la definicién de producto hermitiano a partir de la métrica g compatible

) = 0. Por otro lado,

con la estructura compleja, se tiene

o 0 1 ) N o 0
C - — A0S — -
(az’az) {2 (a B )*2“’ (a au)} h(am’am)‘

De manera general para un sistema de coordenadas {uy, ..., Uy, v1, ..., v, }, por la propo-

]

sicién anterior se observa que el 2-tensor h® se escribe
E h(C le X dzj,

9 0
821' ’ E)Ej

donde hg =hC < > es una matriz hermitiana positiva definida. Ademaés, como

0 0
y son vectores reales, tenemos
aui (%i
g 0 o 0
—,— | =—Imh | —,=— | = Imh;;
w(aui’auj) mn (8%’8%) ok
' o 0 o 0 o 0
h = Reh,;.
(aul av]) (81}1 81)]) he (02}1 81}]> fehy;
Entonces,

4wcai_ aa—i—zwai_iwii_wii
82i78§j N aul ou Uj 6ui’81)j (%i’@uj avi,a’l)j

= —2Im(h;;) + 2iRe(h;;) = 2i (Re(h;;) + iIm(hy;))
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De esto, la forma fundamental esta dada por
i _
W = 5 Zh”dzl VAN de.
ij
Sea M una variedad diferenciable de dimension ny 7 : E — M un fibrado vectorial.

La siguiente definicion es una reformulacion de la definiciéon de conexion establecida en

la definicién 1.11.

Definicién 2.27. Una conexién en un fibrado vectorial 7 : E — M es un operador
C-lineal
V:T(E) — QYE),

que satisface la regla de Leibniz
V(f-s)=d(f)®@s+[-Vs),

para todo f € C*(M) y s € T'(E), donde Q!(E) denota el espacio de 1-formas con
valores en E; esto, secciones de A'M @ E = TM* ® E.
Dado un campo de vectores X definido localmente, entonces evaluando la 1-forma V(s)

en X, se obtiene

V(s)(X) = Vx(s) € [(E).

Asi, V(s)(X) se puede interpretar como la derivada covariante de la seccién s en la

direccion de X. Luego, la regla de Leibniz queda dada por

Vx(f-s)=X(f)s+f-Vx(s).

Definicién 2.28. Sea 7 : E — M un fibrado complejo de rango k, sobre una variedad
diferenciable M. Una estructura Hermitiana H en E es un campo C* de productos
hermitianos en las fibras de £, esto es, para cada p € M la aplicaciéon H : E,x E, — C,

satisface lo siguiente:
i. H(u,v) es C-lineal en u, para todo v € E,
ii. H(u,v) = H(v,u), para todo u,v € E,.
iii. H(u,u) >0, para todo u # 0.
iv. H(u,v) es una aplicacién C* en M, para u,v € I'(E).
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Un fibrado vectorial complejo dotado con una estructura hermitiana es llamado fibrado

vectorial hermitiano denotado por (E, H).

Asimismo, todo fibrado vectorial complejo admite una estructura hermitiana. En
efecto, sea (m,0q) : 7 H(Uy) — U, x CF una trivializacién del fibrado 7 : E — M,
y una particién de la unidad (f,) restringida a la cubierta {U,}. Entonces, para cada
p € U,, tenemos (H,), la métrica hermitiana inducida de C* por la aplicacién ¢, F,
Asi,

H =" fuH,

define una estructura hermitiana en E.

Se sabe que en geometria riemanniana el fibrado tangente de una variedad M, posee
una unica conexién llamada la conexién de Lewvi-Civita, la cual es compatible con la
métrica riemanniana y libre de torsién. Experimentaremos que en un fibrado holomorfo
con una estructura hermitiana H, existe una unica conexiéon llamada conexion de Chern,

determinada por la métrica y la estructura holomorfa.

Definicién 2.29. Sea (E, H) un fibrado hermitiano. Decimos que una conexién V en

(E, H) es compatible con H si
d(H (s1,892)) = H(V (s1),82) + H (s1,V (s2))
para secciones s1, sy € ['(F). Equivalentemente, para todo vector tangente X, se tiene
X (H (s1,82)) = H(Vx (s1),82) + H (s1,Vx (s2)) -

Diremos que V es una conexion hermitiana o una H-conexioén cuando sea compatible

con la estructura hermitiana.

Consideremos un fibrado holomorfo 7 : E — M sobre una variedad compleja M.

Para cada conexién

V:I'(E) — QYE)
en E, se escribe como V = V10 4 V%! donde
VY T(E) — QY(E) y VO T(E) — QY(E)
tales que satisfacen la regla de Leibniz, esto es,
VYO(f-s)=0f@s+ f - V''s
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VO (f-s)=0f@s+ f -V¥s

para f € C®(M) y s € T'(E). Por supuesto, V*! es una estructura seudo-holomorfa en
E para cada conexién V. Entonces, como el fibrado es holomorfo, tenemos que por la
proposicién 2.22, V%! es una estructura holomorfa, y asf, (V!)* = 0. De esto, se da la

siguiente definicion.

Definicién 2.30. Una conexién en un fibrado holomorfo es compatible con la estructura

holomorfa 9, si V%! = 0.

Teorema 2.31. Para cada estructura Hermitiana H en un fibrado vectorial holomorfo

m . . — M con una estructura holomorfa 0, existe una tinica H-conexién V tal que

Vol =4.
Demostracion. Ver [13] (Teorema 10.3). O

Definicién 2.32. Sea M una variedad compleja y g una métrica compatible con la
estructura compleja inducida J. Decimos que g es una métrica de Kalher si la 2-forma
fundamental w = g(J-,-) es cerrada; es decir, dw = 0. Decimos que M es una variedad

de Kélher si admite una métrica de Kalher.

Proposiciéon 2.33. Sea g una métrica .J-compatible en una variedad compleja M con

una conexion de Levi-civita V. Entonces
(VyxJ)Y =J(VxJ)Y, para todo X, Y € TM,
donde J : TM — T'M es una estructura compleja inducida.

Demostracion. Sea el tensor A(X,Y,Z) =g (J(VxJ)Y — (V,xJ)Y, Z). Basta demos-
trar que A(X,Y,Z) = 0. En efecto, el tensor de Nijenhuis asociado a la estructura

compleja J, esta dado por
N/ (X,)Y)=[X, Y]+ JJX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY], X,Y € TM.

Como J es la estructura compleja inducida, entonces N/ = 0 (ver [13] proposicién 8.2).

Ademsés, como V es libre de torsién, tenemos
NI(X,Y) = [J(Vx )Y = (Vyx ) Y] = [J(VyJ) X = (V. J) X] =0
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Entonces,
J(Vx )Y = (VuxJ)Y = J(VyJ) X = (Vv J) X,
esto es, el tensor A(X,Y, Z) = A(Y, X, Z). Por otro lado, también se verifica que
AX,Y,Z) = —A(X,Z,Y).
En efecto, para todo X € TM
J(Vx)Y +(VxJ)JY = J(VxJ)Y +J°VxY + VxY + (VxJ)JY

= J(Vx(JY))+VxY + (VxJJY)—J(VxJY)
= J(VxJY)—J(VxJY)
=\ 0.

Asi, J y VxJ son anticonmutativos. Ademads, como g(JY, Z) = —g(Y, JZ), se tiene
g(JY,Z)+g(Y,JZ) = 0.

Luego, derivando en la direccion de X y por la compatibilidad de la conexién con la

métrica, se tiene

Xg(JY,2)+ Xq(Y,JZ) = g(VxJY,Z)+ g(JY,VxZ)+ g(VxY,JZ) + g(Y,VxJZ)
= g(Vx))Y,2) +g(Y,(VxJ)Z) =0

entonces g (VxJ)Y, Z) = —g(Y,(VxJ) Z), es decir, el operador (Vx.J) es antisimétri-
co. Por lo tanto, por este ultimo resultado y la anticonmutatividad de J y VxJ, se

obtiene

AX Y, Z) = g(J(Vx))Y = (VyxJ)Y, Z)
= g(J(Vx))Y,Z) = g((VuxJ)Y,Z)
= —9((VxJ)JY, Z)+g(Y,(VixJ) Z)
= g(JY,(VxJ) Z) + g (Y. (VyxJ) Z)
= —g(V,J(VxJ)Z)+g(Y,(VixJ) Z)
= — Y, J(VxJ)Z) = g(Y,(VyxJ) Z)]
= g(J(VxJ)Z—-(V,xJ)Z,Y)=-A(X,Z,Y).
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Finalmente, culminando la demostraciéon de la proposicién, tenemos que
AX)Y, Z)=-AY, Z, X)=AZ,X,)Y)=-AX,Y, Z),

obteniendo asi A(X,Y, Z) = 0.

]

Proposicién 2.34. Sea g una métrica J-compatible en una variedad compleja M. En-

tonces, g es de Kalher si, y solamente si J es paralelo con respecto a la conexion Levi-

Civita de g.

Demostracion. Para demostrar que J es paralelo, es decir, VJ = 0, se considera el tensor

BX,Y,Z)=9g(VxJ)Y,Z).

Basta con mostrar que B = 0. En efecto, por la demostracién anterior, se sabe que J y

V xJ anticonmutan, entonces

B(X,Y,JZ) = B(X,JY, Z).

(2.7)

Ademds, de la proposicién anterior se ve que B(X,Y,JZ) = —B(JX,Y, Z); esto es,

B(X,Y,JZ)+ B(JX,Y,Z) = 0.
Juntando (2.7) y (2.8), se observa que
B(X,JY,Z)+ B(JX,Y,Z) =0
Por otro lado, de la formula intrinseca para el diferencial exterior, tenemos

dw(X,Y,Z) = Xw(Y,Z)-Yw(X,2Z)+ Zw(X,Y)
_w([X7Y]72)+w([X7Z]7Y>_w([YaZ]?X)

y escribiendo esto al tensor B,

dw(X,Y,Z) = B(X,Y,Z)+ B(Y, Z,X) + B(Z,X,Y).

Como g es de Kalher, entonces dw = 0, y asi, se obtiene las siguientes ecuaciones

B(X,Y,JZ)+ B(Y,JZ,X)+ B(JZ,X,Y) =0
B(X,JY,Z)+ B(JY,Z,X)+ B(Z,X,JY) =0
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Sumando estas dos tltimas ecuaciones y usando (2.7) y (2.8), se observa que
2B(X,Y,JZ) =0, para todo X,Y,Z € TM.

Por lo tanto, B = 0.

Reciprocamente, como V es compatible con la métrica, tenemos el siguiente sistema

XwY,Z2)=9g(VxJY,Z)+g(JY,VxZ)
Ywu(X,Z)=g9(VyJX,Z)+g(JX,VyZ)
Zw(X,)Y)=g(VzJX,Y)+g(JX,VY)

Ademas, por dato tenemos que J es paralelo con respecto a la conexién de Levi-Civita,

esto es,

y como V es libre de torsion, tenemos la siguiente relacion
XwV,Z)-YwX,Z2)+ Zw(X,)Y) = w(X,Y],Z2)—w(X,Z],Y)+w([Y,Z],X).

Luego, por la féormula intrinseca para el diferencial exterior, se concluye que dw = 0, es

decir, g es de Kalher. O

Ejemplo 20. Toda superficie de Riemann es una variedad de Kélher. En efecto, en la
proposicién 2.6 hemos visto que toda superficie de Riemann es una variedad riemanniana
orientable de dimension 2. Entonces, cualquier métrica compatible con la estructura
compleja en X, se tiene que dw es una 3-forma y por lo tanto dw = 0. Asi, toda métrica

J-compatible en ¥ es de Kalher.

Sea (M, g) una variedad de Kélher, J : TM — T'M una estructura compleja inducida
y V la conexién de Levi-Civita en T'M. La conexién se puede ver como una aplicacion
V : TM — QYTM) R-lineal, que satisface la regla de Leibniz y es compatible con la
métrica.

Podemos extender V de manera C-bilineal V : TMC — QY(TMC). Dado que g es
de Kahler se tiene que V es paralelo con J, esto es, v y J conmutan, y por tanto

v preserva los autoespacios TVOM y T%'M de J. En particular, podemos restringir

A~

VI oo TYM — QYTHOM). Es obvio que V es una conexién en TH0M
TLOM

Ahora, considerando el isomorfismo T'M ~ T*°M dado por
1
7 2" = (2 —iJ2)
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Ademas, como h(-,-) = g(+,-) —iw(-, ) es J-sesquilineal; esto es,
h(JX,Y)=ih(X,Y) vy h(X,JY) = —ih(X,Y).

Consecuentemente, tomando el isomorfismo, se puede definir un producto hermitiano
h® en T'9M. Luego, como g es compatible con la conexién Levi-Civita y .J es paralela
con respecto a la misma conexién, tenemos que la conexién v es compatible con hC.
Abusando de la notacion, de ahora en adelante denotaremos también por h a la extensién
del producto hermitiano.

El fibrado TH°M también admite una estructura de fibrado holomorfo (ver [8] ejemplo

3.5) y por lo tanto posee una estructura holomorfa. De esto, se puede estudiar la conexién

de Chern en (T''M, h).

1
Proposicién 2.35. Sea 710 = Q(Z — 4JZ) una seccién local de THOM, decimos que

Z'0 es holomorfa si y solamente si [Z, JW| = J[Z, W] para todo W € TM.
Demostracion. Ver [8] (Lema 5.28). O

Proposicién 2.36. La conexién V:TYWM — QYT'OM) inducida por la conexién de

Levi-Civita en T'M coincide con la conexién de Chern de (TH°M, h).
Demostracion. Como V es compatible con h, solo falta verificar que
AVASLIRR g KON QO,I(TLOM)

coincide con la estructura holomorfa 9 de T%°M, o lo que es equivalente a demostrar
que V@719 = 0 si v solamente si Z'Y es una seccién holomorfa de TH°M. Como la

conexion de Levi-Civita es libre de torsién, tenemos que para todo W € T'M, se cumple
Z,JW] = J[Z,W]
Vg IJW —=VywZ = J(V,W-=VyZ2)
(Vg )W + IV W =V ywZ = JV ;W —JVyZ

Entonces, de la proposicién anterior decimos que la seccién Z'0 es holomorfa si, y solo

si VywZ = JVwZ para todo W € TM.
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Observamos que, V%1210 = 0 si y solamente si Vyyo1 210 = 0 para todo W0 € TLON.

1 1
En efecto, sea Z10 = §<Z —iJZ)y WOl = §(W + 1JW), entonces

- ~ 1
Vo Z"0 = V3 (—(Z—z’JZ))
(W+iJW) 2

1

= VwZ+VowIZ+i(VowZ = VwlZ)
1

= 1VwZ+(Vw)Z+IVwZ +iVawZ — (Vwd)Z — IVwZ)]
1

Por lo tanto, Vo1 ZM0 = 0 para todo W% € TOM si, v solamente si se cumple
VwZ = JVyZ para todo W € T M, es decir, si y solo si Z'¥ es una seccién holomorfa
de TH°M. Finalmente, se concluye que VOl = 9. Mostrando asf que V coincide con la

conexién de Chern de (T'°M, h). O

45



Capitulo 3

Representacion tipo Weierstrass en

variedades riemannianas

3.1. Aplicacién armoénica desde superficies de Rie-

mamnn

En esta seccion se presenta la aplicacién armonica desde una superficie de Riemann

a una variedad riemanniana. Tomando como referencias principales a [7] y [12].

Del capitulo anterior se tiene que una superficie de Riemann es una variedad compleja

de dimensién 1. Entonces, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.1. Una métrica riemanniana g = (-,-) en una superficie de Riemann X
es llamada conforme o isotérmica, si para un sistema de coordenadas z = u + v de X,

localmente se escribe como

g= )\Q(Z)dz ® dz,

para alguna funcién A(z) positiva.

Para el sistema de coordenadas z(p) = u(p) + iv(p) de X, tenemos las siguientes

1-formas
dz = du + idv, dz = du — idv.
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Entonces, se tiene que

= (5:) == ()
() 0= (@)

De este ltimo resultado, la definicién 3.1 es equivalente a

(5e5%) <w> >
()=

Expresado en sus coordenadas reales,
o 0 o 0 5
<%’ %> <8v 8u> M),
o 0
<a?%>_0

Definicién 3.2. Sea Y una superficie de Riemann, M una variedad riemanniana con

métrica (-,-)ys. Una aplicacién f : ¥ — M de clase C! es llamada conforme si
of ﬁ O
du’ du v’ v
T
ou’ Ov ”
Proposicién 3.3. Sea ¥ una superficie de Riemann con una métrica conforme g. En-

tonces el operador de Laplace-Beltrami esta dado por

I
= X2(2) 9207

Demostracion. Tomando un sistema de coordenadas isotérmicas z = u + iv en p € X,

y {827 63} la base asociada a la coordenada isotérmica. Por la definicion 1.23 del
u Qv

capitulo 1, se tiene que el operador de Laplace-Beltrami esta dado por

R A S B B S IR B B G
A_\/g{ﬁu(\/gg 8u)+8v(\/§g ou +8u V99 ov +6v V99 )|

Como ¢ es una métrica conforme, se tiene

U
o d o 0

2 J— — R fry =

A(Z)_<8u’8u <8v’8v> g11 = g22,



luego,

csta (B ) s b G- RG]

Por lo tanto, el operador de Laplace-Beltrami queda determinado por

4 02

\2(2) 020z
[

Sea 3 una superficie de Riemann con una métrica conforme A?*(z), M una variedad
riemanniana con tensor métrico (g;;) y f : ¥ — M una aplicacién C*°. Entonces, para
un sistema de coordenadas locales (p,U) de M tal que U N f(X) # ¢, el campo de

tensiones de f descrito en la definicion 1.22. esta dado por

n

() =)

i=1

- of; 0 0
T P IR ON

— 0z 0z | Ox;’
-]7 ==

donde { aii

} son los campos coordenados asociados al sistema de coordenadas de M.
Definicién 3.4. Sea f : > — M una aplicacién C'*°, con X una superficie de Riemann y
M una variedad riemanniana de dimensién n. Decimos que f es una aplicacion arménica

si, y solo si

Lo 0f; 0 _ -
Afi+ A2(z) ]Z ij (f(2) N =0, parai=1,...,n.

=1

5

3.2. Representaciéon tipo Weierstrass en variedades
riemannianas

En esta seccién se muestra una representacion tipo Weierstrass para una superficie
de Riemann, simplemente conexa e inmersa en una variedad Riemanniana. Para esta
seccién tomamos como referencia principal a [12].

Sea (M, g) una variedad Riemanniana n-dimensional, > una superficie de Riemann
y f: ¥ — M una aplicaciéon C*. Sea f~'T'M el fibrado inducido que posee una
métrica y una conexion compatible, inducidas por la métrica riemanniana y la conexién
de Levi-Civita de M, respectivamente. Finalmente, sea E = f~!TM ® C el fibrado

complexificado sobre Y. La métrica riemanniana g se extiende a [E de dos maneras:
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i. como una forma bilineal compleja (+,-) : E x E — C,
#i. como una métrica hermitiana h® : E x E — C,
donde estas dos extensiones se relacionan por
hE(V, W) = (V, V).

Por otro lado, la conexion pull-back se extiende a una conexién compleja en E, que es

H-compatible con respecto a la métrica h®.

Teorema 3.5. Sea 7 : E — X un fibrado vectorial complejo con una métrica hermitiana
y V es una H-conexion en E. Entonces, existe una tnica estructura holomorfa en E tal

que si ¢ una seccién de [, es holomorfa si y solamente si V%'¢ = 0.

Demostracion. Ver [10]. O

Del teorema anterior y la proposicién 2.36. del capitulo 2, se puede afirmar que, una

seccion ¢ € I'(E) es holomorfa si, y solo si

Vaod=0,

oz

donde V es la conexién pull-back extendida.

Proposicién 3.6. Para una seccién ¢ € I'(E), dada por

_Of(p) _1(0f(p) .0f(p)
o(p) = 0z _5(8u o )’
donde
ofl 0 off g
ap—dfp(a) y %p—dfp(av)’

se cumple las siguientes propiedades:
i. f es una inmersién si, y solo si h®(¢, ¢) # 0,
ii. si f es una inmersion, entonces f es conforme si, y solamente si (¢, ¢) = 0.

Demostracion. Para {%, %} una base de 7,%,
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7. tenemos que

C — KC 1 %_% 1 %— ﬁ
h™(¢.¢) = h (2 (Ou Zav>’2(8u 61}))

1] (of of of of
- o) o (5o )]
1

B af2 6f2
4

Por lo tanto, f es una inmersién si, y solo si h®(¢, ¢) # 0

ou ou

17. Notemos que

(1 /of of\ 1[of Of
(9,9) = (5 (a—u— %)75(%‘ a_)>
1 af of Yol af . (Of Of of of
- Z( <8u au) Zg(au’ ) (a 8u> g(%’%))
o L(laf]F |aff af af
— 4\ |ou| |ou au 81}
luego, (¢, ¢) = 0 siy solo si ’8f| = |af‘ yg 6—f a—f) = (; es decir, f es conforme.

]

Sea f : X — M una inmersién conforme y z = u + v un sistema de coordenada

conforme de ¥. La métrica inducida estd dada por
ds® = N (u,v) (du® + dv*) = N*(z)dzdz.

Por otro lado, sea (x1, ..., z,) un sistema de coordenadas locales en un abierto U de M

tal que U N f(X) # ®. Entonces en un abierto 2 C X, la seccién ¢ € T'(E) se escribe

¢= Z¢j8x]

para algunas funciones ¢; : 2 — Cy {%} los campos coordenados asociados.
J
Con respecto a esta ultima descomposicién de ¢, el campo de tensiones de f se

expresa de la siguiente manera

T(f) =427(2) Z a_¢z+zr 2)) ;0 ax, i=1..n,

7,k=1
donde I'%, son los simbolos de Christoffel de M.

Tomando estos resultados, se tiene la siguiente proposicion.
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0
Demostracion. Para ¢ =3 " (bl , se tiene
Z

&0 - 0

‘1<Z¢Zaxz> - ;(8z8 Vi@xi)
B 06, )
N Z(a—a Vafaxl)
(s 0 )
=2 % axz+¢22¢vm em)

(06 0
- > (%2 sbz;vﬁzfmam)

7,k=1

3

@
I
—

3

l

&
I
—

Por lo tanto, 7(f) = 42 72(2) (ﬁ%gb) O

De la proposicién 3.7 se puede afirmar que, ¢ es holomorfa si, y solo si

3@

— + Z Iy kgbkqb =0, parai=1,. (3.1)

7,k=1
Entonces decimos que f : ¥ — M es armédnica si, y solamente si ¢ es una seccion
holomorfa en E.
Desde que una aplicacién conforme de una superficie a una variedad Riemanniana
es armoénica si, y solo si es una inmersién minima (ver [3]), se puede concluir que una
inmersién conforme es minima si, y solamente si ¢ es una seccién holomorfa en E.

Finalmente, se puede probar el siguiente teorema.

Teorema 3.8. (Representacion tipo Weierstrass en variedades Riemannianas). Sean
(M, g) una variedad Riemanniana n-dimensional y (x1, ..., z,,) un sistema de coordenadas
locales de M. Sean ¢; : 2 — C, soluciones de la ecuacién 3.1, para ¢ = 1,...,n, con

) C C un dominio simplemente conexo. Entonces la aplicacién f

fi(u,v) = 2Re (/Z qbidz) ,i=1,..,n,
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con 2y € €2, estd bien definida y esta define una inmersiéon minima conforme si, y solo si

las siguientes condiciones son satisfechas:
i Y et GikPi0 # 0
11. Z?,kzl gjk(bj(bk = 0

Demostracion. Para demostrar que f esta bien definida, se debe mostrar que la integral

de ¢; sobre cualquier curva cerrada es igual a 0. En efecto, sea D C C abiertoy 9D = v

una curva cerrada, entonces para z = u + v, se tiene

j{@dz = %Re(qﬁi)du — Im(¢;)dv +i j{ Re(¢p;)dv 4+ Im(¢;)du
luego,
e]{qb : / e(éi)du — Tm(@y)dv

Entonces por el teorema de Green, tenemos que

Rej{gzﬁidz = —//D <%Re(¢i) + aﬁu[m(@)) dudv.

Por otro lado, la ecuacién 3.1 se puede escribir de la siguiente manera

0¢; .
d) + Z ]k¢k¢ = —i— ZF k¢k¢ + ZF \% =0, parai=1,...,n
Ji,k=1 j#k

como Ejm + q_bk¢j = 2Re (5-@), entonces

3&52

+Zrk¢k¢ +Zr 6;> =0, i=1,...n

>k j=1

O
De esto se concluye que a;ﬁz € R, ademas,
Z

6 _L(omelo)_omio ,

i <8Re(q§i) . a]m(¢i)) |

oz ou ov 2 ou ov
consecuentemente, op
N
Por lo tanto, se tiene que
Re j{ ¢;dz = 0;
g

es decir, la aplicacién f estd bien definida.
Finalmente, por la proposiciéon 3.6 es inmediato que f es una inmersiéon minima

conforme. n
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Capitulo 4

Representacion tipo Weierstrass en

grupos de Lie

En este capitulo, se estudiard las aplicaciones f : ¥ — G, donde la variedad
ambiente G es un grupo de Lie de dimension n, con una métrica invariante a izquierda
g. Seguidamente, se presentan ejemplos de representacién tipo Weierstrass en algunos
grupos de Lie de dimensién 3.

Sean {F;};—1. ., una base de los campos de vectores ortonormales invariantes a iz-

quierda y {%}izl,m,n los campos de vectores asociados a un sistema de coordenadas
2

(U, (z1,...,2,)) de G. Entonces en algtin abierto 2 C X la seccién

_Of
¢—azef(f TG®C),

se puede descomponer ya sea con respecto a los campos coordenados o con respeto a los

campos invariantes a izquierda; esto es,

n a n
0= bir = UiE.
; ox ;

[ -

donde ¢;,1; : Q@ — C. Més aun, existe una matriz cambio de base A = (4;;), con
entradas

Aij : f(Q) NnNU — R, Z,] = 1, ey n,

tal que
Gi =Y Ay, i=1,..,m. (4.1)
j=1
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Sean Cikj las constantes de estructuras del algebra de Lie de G, dadas por
k
[E;, E) Z CLEj.
Asimismo, por la férmula de Koszul para la conexion Levi-Civita, se observa que
29 (Vg Ej, Ey) = Cl — Cl 4+ Ci, = L. (4.2)

En efecto, como los campos invariantes a izquierda son ortonormales y por la formula

de Koszul para la conexién, tenemos que
29(VeEj Ey) = g (E::l O?jEw Ek) -9 (Z::l C;‘/kEw E@) +9 (Zzzl CLE;, Ej)
= Ck—Ci + 0.

!
—_\\" ij
Por otro lado, como Vg, E; =), _, TEk, entonces

29 (Vg E;, E) = 2g (Z > Ek> ==h.

k=1
Obteniendo asi, la ecuacién 4.2.
Como ¢ puede ser expresado con respecto a los campos invariantes a izquierda, tenemos

que
v i@bE = ( %E —|—¢V3E>
= =1 1 8

(aqﬁi E; + %VwEi)
1 8 0z

I
MB

.
I

I

@
Il
—

O

= E+1/),Z@/) VEE>

WZE +¢ZZ¢ Z L’“Ek>
7j=1

_ 61/)z+ ZL;k¢k¢>

i=1 ]71

I
-
i M:
Il

3

Entonces ¢ € T'(f'TG ® C) es holomorfa si, y solamente si

(9%

+ = ZLJJ/JM/J =0,i=1,. (4.3)

]k:l

De (4.3) y del teorema 3.8. se enuncia el siguiente teorema.
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Teorema 4.1. Sean 9; : @ — G, 7 = 1,...,n, con @ C C un abierto simplemente

conexo tal que satisfacen las siguientes condiciones:
i 2 i #0,
i Yo, [l =0,
iii. 1p; son soluciones de (4.3).

Entonces la aplicacién f : Q — G, definida por
fi(u,v) = 2Re (/ ZAijwde) ,i=1,..,n,
20 j=1
es una inmersién minima conforme, donde (A;;) es la matriz cambio de base de los

campos invariantes a izquierda.

Como en el caso de superficies minimas en R?, se puede dar una descripcién geométri-

ca de algunas soluciones de la ecuacién

Y: + 5 + ¢35 =0, (4.4)

cuando el grupo de Lie G es tridimensional. En efecto, de la ecuacion (4.4), se puede

observar que
(1 — itbo) (91 + iths) = =93

De esta manera, podemos definir dos funciones complejas

\/ ¢1 - Z¢2 \/—— ¢1 + Mﬁg (4.5)

que satisfacen el siguiente sistema

1/}1 = G2 - H2a
e =i (G + H?), (4.6)

Por otro lado, en términos de G y H, la métrica inducida esta dada por
ds® = N*(u,v) (du® + dv*) = 4 (|G + |H|2)2 (du® + dv?) .

Ahora determinando la aplicacién normal de Gauss N, términos de G y H, se tiene

H H H|?

95

o
m®




Sear : S?(1)—{(0,0,1)} — R? la proyeccién estereografica desde el polo norte, entonces

o (e () n (1)

Si se identifica R? con el plano complejo C y extendemos 7 a 7 : S*(1) — C U {0},

tenemos que

con 7(0,0,1) = oo, se tiene

H
N==.
T o G

Lo que significa que g puede ser identificado con la aplicacion normal de Gauss de f.

4.1. Superficies minimas en R?

Sea (R3,+) un grupo de Lie bajo la operacién adicién. Entonces para cualquier
r € R? se tiene L,(y) = x + y la traslacién a izquierda por z y el diferencial de la

traslacion a izquierda es
1 00
(dL;)g=1 0 1 0 |, paraz e R’
(0 (-

Tomando la base canénica {e;, e, e3} para TyR3 ~ R3, encontramos una base ortonormal

para los campos invariantes a izquierda, dados por

( E1 = (dLI>0(61> = 8_[E1
Ey = (dLy)o(e2) = 8%*2 (4.7)
Eg = (de>0(63) = 8_1,‘3

Réapidamente se observa que,
[E17E2] = [ElaES] - [E27 E3] = 07

y asi, las constantes de estructuras son todas nulas. De esto, tenemos que los ij’s
también son todos nulos.

Sea f: 2 C C — R3 una inmersién C*, y considerando

) L
¢:§f:;¢i%_;%ﬂw

% -

o6



De los campos invariantes a izquierda dados en (4.7), se tiene

3
¢; = Z Aijiy,

donde A = (A4;;) es la matriz cambio de base, dada por

1 00
010
0 01

Por lo tanto, de la ecuacién (4.3) se obtiene el siguiente sistema

o
a7 Y
Oy
oz Y
oy
5z Y

(4.8)

Entonces, tenemos que ¢ es una seccion holomorfa si, y solo si las funciones complejas

1,19 v Y3 son holomorfas. Con este resultado, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 4.2. (Representacién tipo Weierstrass en R?). Sean 1y, 1)y y 93 funciones

complejas definidas en un abierto simplemente conexo 2 C C, tal que satisfacen las

siguientes condiciones
. 3 —
i D iy ik # 0,
s 3 2 _
Wy . i =0,

111. 1; son holomorfas.

Entonces la aplicacién f : Q C C — R3, definida por

f(z) =2 (Re (/ Z A1j¢jdz) , Re (/ Z A2j¢jdz> , Re (/ Z Agjwjdz»

es una inmersién minima conforme.

El sistema (4.8) puede ser escrito en términos de las variables G y H definidas en

(4.5). Esto es,
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oG OH
gt
G 0z 0z 0

[ 0G OH
z<£+Haz) 0 (4.9)
8G 0OH

Has +G5 =0

Se observa que, multiplicando por ¢ a la primera y restando esta con la segunda ecuacién,

se obtiene

oG
0z

es decir, G es una funcion holomorfa. De manera similar, se obtiene que H es una funcién

=0,

holomorfa. Por lo tanto, el teorema 4.2 puede enunciarse de la siguiente manera.

Teorema 4.3. Sean G y H funciones complejas definidas en un dominio abierto sim-

plemente conexo ) C C, tales que

i. Gy H no son idénticamente nulas,

it. G y H funciones holomorfas.

Entonces la aplicacién f : Q — R3, definida como

([ f1(2) = 2Re ([2(G* - B*)dz),
fa(2) = 2Re (z 2 (G2 + H2)dz> ,
fa(2) = 2Re ( JZ (2GH) dz) ,

es una inmersion minima conforme en Rs.

\

Por otro lado, como la aplicacion normal de Gauss esta dada por

gzaa

donde H y G son funciones complejas definidas en (4.5). Entonces

_ (wl + by
g (Y1 — i)

~— | — \/\_/

_ \/ (Y1 + o) (1 — itha)
B (V1 — i) (Y1 — ivy)
R

(1 — b))
B V3
C g —ity
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Ademas, definiendo una funcién holomorfa A como

h =2G* = 11 — i),

tenemos que g = ﬂ——SW es una funcion meromorfa. Luego, en términos de g y h, los
Yicont=1,2,3 se 1expre;an como

b= S0-g)

b= D),

V3 = gh.

De este modo, la inmersiéon minima conforme dada en el teorema 4.2, queda determinada

como

flz) =2 (Re (/2:2(1—92)@) Re (/ Z§(1+g )dz)  Re (/Z:ghdz)),

donde esta es la representacion tipo Weierstrass cldsica para superficies minimas en R?
(ver [11]).
Ahora, se muestra un ejemplo de superficie minima usando las funciones holomorfas H

y G.

Ejemplo 21. (Superﬁme de Scherk Sea el disco unltarlo D={zeC: | <1},

y tomando Q = D, H(z e G(z N/ e tenemos que H y G son

holomorfas en D. Luego,

fi(z) = 2Re (/Z:((;? — H2)dz>

De manera similar, se obtiene

fal2) = Re (ilogCi)),
fs(2) = Re Gm(ii))




4.2. Superficies minimas en el grupo de Heisenberg
H3

Considerando el grupo de Heisenberg H3 de dimensién 3, representado en GL(R, 3)

por las matrices de la forma:

1
1 xr1 T3+ §$1l‘2
0 1 i)
0 0 1

con xy, Xy, r3 € R. Dotando a H3 con una métrica Riemanniana invariante a izquierda
x3 x 2
1
g =da? + do? + | das + Z2dey — —dxy )
2 2
(Hs, g) tiene su grupo de isometrias de dimension 4, el cual es la maxima dimensién
posible para una métrica de curvatura no constante en una variedad 3-dimensional.

Una base ortonormal de campos vectoriales invariantes a izquierda, con respecto a los

campos coordenados, sSe expresan Ccomo

— 0 _ 3 0

El — Oz 2 Oxs
— 90 4,z 0

E2 T Oxo + 2 Ox3 (410)
_ 2

Es = By

Por otro lado, en el capitulo 1 se vio que los corchetes de Lie estan dados por
|E1, Ey) = Es, [Eq, B3] =0 = [Es, Es).

Entonces las tinicas constantes de estructura no nulas son:

En efecto, como [E;, E;] = > "_| CFEy, se tiene
0 = [Eh Eg} - 0113E1 + 0123E2 + C%gEg

Asi,

011220122:0}’0%2:1

0113 = 0123 = 05)3 =0

0%3 = 0223 = 033 =0

0211 = 0221 =0y 0231 =-1
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Por otro lado, los Lk ’s no nulos dados por L Ci’“j — C’;k + C’ii, son

L§2:L§3:L?2: 1 YL§1 :L%?):L:Qn =—-L

Sea f:Q C C — H3 una inmersiéon C*°; y considerando

a 3
Qb:&f z;¢z Z¢z i

De los campos invariantes a izquierda dados en (4.10), se tiene

3
¢z = Z Az‘jd}j

donde A = (A4;;) es la matriz cambio de base, dada por

1 0 0

A= 0 1150
To I

. Yy
2 2

Entonces, de la ecuacion (4.3), se tiene

0%

= ZLWW =0,i=123.

]k’l

Para i = 1, y reemplazando los valores de L,i-“j’s determinados anteriormente, se obtiene

0 —
L ¥+ il = S — Re(ta) =0

De manera similar para ¢ = 2,3 obteniendo asi el siguiente sistema

( 0y

F — RG(@Z);;@Z) =0
e Re(iny) = 0 (411)
0 _

\ % —iIm (Y1) =0

Finalmente, ¢ es holomorfa si y solamente si se cumple (4.11). Por lo tanto, podemos

enunciar el siguiente teorema.

Teorema 4.4. (Representacion tipo Weierstrass en Hs). Sean 1y, 1y y 13 funciones
complejas definidas en un abierto simplemente conexo 2 C C, tal que satisfacen las

siguientes condiciones
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i Z?:l w’ﬁaz # 07

’ 3 2 _

i Y i =0,

iii. 1b; son soluciones del sistema (4.11).

Entonces la aplicacién f: Q € C — H3, definida por
f(Z) =2 (Re (/ ZAU%'CZZ) ,R@ (/ ZAijde> ,Re </ ZAgj?/deZ))
20 20 Z0

es una inmersién minima conforme.

El sistema (4.11) puede ser escrito en términos de las variables G y H definidas en

(4.5). Esto es, al reemplazar (4.6) en (4.11), se tiene el siguiente sistema

oG OH - 2 2

(%m0 - 1P
oG oOH

(9 g (G2 — |H|? 412

Z(a§+ a_> Re(GH)(|GJ2  |H?) (412)
8G9 i o

| 5% 2% = Lop -

Se observa que, la tercera ecuacion de (4.12) es una combinacién de las dos primeras

En efecto, multiplicando por ¢ a la primera y tomando la segunda ecuacion, se obtiene

(3_0 _ H3H> — iIm(GE)(C|? - |H)

0z 0z
(55 + H52 ) = RGP - |HP)
Ahora si sumamos estas dos 1ltimas ecuaciones, se obtiene
QZ(Z—G = (|G)> = |H>)H (4.13)
De manera similar, restando i-veces la primera ecuacién con la segunda de 4.12
(4.14)

oH —
2~ = (IGP - |HP)G

Finalmente, si multiplicamos por H y G a (4.13) y (4.14) respectivamente, se obtiene el

siguiente sistema

oG
20l = (GPHI | HI)

Py (4.15)
262 = (|GI* ~ |HP|GP)
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Es claro que si sumamos las ecuaciones de (4.15), se obtiene la tercera ecuacion de (4.12).

Por lo tanto, el teorema 4.4 se enuncia de la siguiente manera.

Teorema 4.5. Sean Gy H funciones complejas definidas en un dominio abierto sim-

plemente conexo 2 C C, tales que
i. G y H no son idénticamente nulas,
. Gy H son soluciones de (4.15).

Entonces la aplicacién f : 2 — Hg, definida como

( 11(2) = 2Re ([3(G7 — 1)z,
f2(2) = 2Re (@ fZZO(G2 4 Hz)dz> , (4.16)
f3(z) = 2Re (f;; (QGH = %(G2 — HZ) —|—i%(G2 o HQ)) dz) :

es una inmersién minima conforme en Hs.
A continuacién se presentan algunos ejemplos.

Ejemplo 22. (Planos verticales). Sean G y H soluciones holomorfas de (4.15), esto es,

0G oOH
VY 50

Entonces de (4.15) se sabe que |G| = |H|, de esto, G 'y H difieren por un nimero unitario
complejo, es decir,

H =¢"G, 0 e R.
Reemplazando este resultado en (4.16), se tiene
( fi(z) = 2Re ((1 —e*) [2 G2d2> :

f2(2) = 2Re <2’(e2i9 +1) f; Gde) ,

f3(2) = 2Re (f;o <2€i9G2 - %(em —1)G?* + i%(ew + 1)G2) dz> ,

\
De esto, es facil verificar que ficos(0) + fasen(f) = 0 y, por tanto, la imagen de la
inmersion esta contenida es un plano paralelo al eje 3, el cual forma un angulo 6 con el
plano z; = 0. Para este ejemplo la aplicacién normal Gauss g = H/G = €% tiene rango

cero. Estas son las tunicas superficies minimas de H3 con la aplicacién de rango cero.
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Ejemplo 23. (Superficies tipo silla). Supongamos que las funciones complejas G H son

imaginarias puras y dependen de un solo parametro, esto es,
G(u,v) =il(v) y H(u,v) = ih(v), (4.17)

donde [ y h son funciones C* definidas en un abierto de R. Se observa que en el caso

anterior se tenfa que |G| = |H|, entonces si suponemos que |G| # |H| y por (4.15) se
tiene
0G—~ OH—
—G=—H. 4.18
0z 0z (4.18)

Sustituyendo (4.17) en (4.18), se obtiene

es decir,

d o 2 _
%(l (v) — h*(v)) = 0.

Luego, existe una constante a € R tal que
PP(v) — h*(v) = 2a.

Ahora, considerando una funcién ¢(v) tal que I(v) = /g + ay h(v) = \/q — a. La funcién

q es es determinada por la condicién de que G'y H satisfacen (4.15), esto es,

¢ (v) = 4a\/¢*(v) — a?. (4.19)
Entonces

61 = G?(u,v) — H(u,0) = (il(0))? = (1h(v))? = —2a,
6 = 1 (G2(u,v) + H2(u,0)) = (il(0))? + (ih(v))? = 2ig,

integrando, se obtiene

fi(u,v) = 2Re (f —2adz) = —4dau,
fo(u,v) = 2Re ([ —2igdz) = 4Q(v),

donde Q(v) es una primitiva de ¢(v).

Para determinar f3, se observa que al integrar (4.19), se obtiene

¢*(v) — a® = 4aQ(v).
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Entonces,

¢35 =2GH — %(G2 — H?) —i—i%(GQ + H?)

= —2./¢*(v) — a® + 4aQ(v) + diauq(v)
= —4aQ(v) + diaug.

Luego, la inmersion correspondiente f : C — H3 estd dada por

fi(u,v) = —dau
fa(u,v) = 4Q(v)
fs(u,v) = —=8auQ(v).
En este caso, la imagen de la inmersion f estd contenida en el grafico de la funcién
T1T2

2
Gauss g = H/G = h(v)/l(v) tiene rango 1, porque la aplicacién depende solamente de

r3 = : es decir, una superficie reglada tipo silla. Ademas, la aplicacion normal de

un parametro.

Ejemplo 24. (Helicoides). Considerando las funciones complejas G y H definidas por
G(u,v) = l(u)e™ "3, H(u,v) = ih(u)e'2,

donde [ y h son funciones C*°([1), con I un abierto de R. Como |H| # |G| y de la ecuacién

(4.18), se obtiene

%l(u)l'(u) + %l%u) = %h(u)h’(U) - ihz(u%

y asi,

P(u) + (*(u) = (B () — h*(w). (4.20)

Entonces, existe una funcién p(u) tal que las funciones

son soluciones de (4.20). Usando las ecuaciones de (4.15), se obtiene que p es solucién

de la siguiente ecuacion diferencial
P —p=p\VI(p)2— p*

la cual es equivalente a

1
(P2=p* =50 +c ceR
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Luego,

consecuentemente,

Entonces, integrando obtenemos la inmersién minima correspondiente f : C \ {0} —
‘Hs, con coordenadas
Ji(u,v) = p(u)cos(v),
fo(u,v) = p(u)sen(v), (4.21)
fas(u,v) =co+b, beR.
Si ¢ # 0, se tiene que (4.21) representa una parametrizacién minima de un helicoide,
mientras que, si ¢ = 0, (4.21) es la parametrizacién minima de un plano horizontal

1'3:b.

Ejemplo 25. (Superficie tipo catenoide). En este ejemplo se presenta las funciones de

Weierstrass Gy H para la superficie tipo catenoide, descrita en [5].

Sea
2
+4

h = zz = 4, g2 > 4,
donde g = g(u) es una funcién real la cual es una solucién de la ecuacién diferencial
ordinaria

(¢)? = g°(g" —16) — 4

g -4

Entonces, las funciones

1. I
H=—¢t2) [g + 291 +i=
26 2\/g+ g( —1—22)7
1 . I
G=—eta), [g —9g (1+i-
26 2\/9 g( +@2>,

son soluciones de (4.15) si I’ = poaE donde [ = I(u) es una funcién real.
9

Luego,
1
¢ =G*—H? = 5[9’003([ + 20) + 2igsen(l + 2v) — gl'sen(l + 2v)]
1
¢2 =i(G* + H?) = §[g’sen(l + 2v) — 2igcos(l + 2v) + gl'cos(l + 2v)]
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Integrando, se obtiene

Consecuentemente,
6 =2GH - L9 4 illy,
2h g*h
R RTpry
h
=5

Finalmente, integrando esta tltima ecuacién, obtenemos las coordenadas de las inmer-

sion minima f,

fi(u,v) = g(u)cos(l(u) + 2v)
fa(u,v) = g(u)sen(l(u) + 2v)
f3(u,v) = h,

donde h es una primitiva de h.
Después de un cambio de parametros, f representa la parametrizacién de la catenoide

de revolucién alrededor del eje x5 descrito en [5].

4.3. Superficies minimas en H? x R
Sea H? el plano hiperbdlico, dado por
H? = {(z1,29) € R? : 25 > 0},

dotado con la métrica Riemanniana de curvatura constante —1,

En el capitulo 1, vimos que H? es un grupo de Lie y la métrica gy2 es invariante a

izquierda. Ahora, considerando la estructura producto
(x1, T, 23) * (a,b,c) = (axy + 1, x2b, T3 + 1),
se tiene que, H? x R es un grupo de Lie con la métrica invariante a izquierda dada por

g = gu> + d3.
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Con respecto a g, una base ortonormal de campos invariantes a izquierda es

0 0
1 X2 O ) 2 = X2 O ) 3 8:103

En este caso, la matriz cambio de base definida en (4.1), es de la forma

) 0 0
A= 0 T 0
0 0 1

Ademas,
[Ey, Es] = Eq(FEs) — E3(Ey) = x28ix1 (x2%> — 1’2% (@%) = —F.
De manera similar, se tiene que
[Ey, B3] = 0 = [Es, Ej).
Asi, las constantes de estructura no nulas del dlgebra de Lie de H? x R, son
0211 = C'221 = 031 = R 0211 == C'122 ~ 052 =-1
De este modo, los ij’s no nulos son
2 pleger = RO
Finalmente, se puede enunciar el siguiente teorema.

Teorema 4.6. (Representacién tipo Weierstrass en H? x R). Sean 1)y, 19, ¥3 funciones
complejas definidas en un dominio simplemente conexo 2 C C, tales que las siguientes

condiciones son satisfechas
. 3 -
(& Zi:l Yih; #0
.. 3 2
i )iy 7 =0

i11. 13 es holomorfa y 11, 15 son soluciones del sistema

o _

% - ¢1¢2 = 07

o0 (4.22)
22wl =0
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Entonces, la aplicacién f :  — H? x R dada por

filu,v) = 2Re ( / Z ZAijwjdz)

define una inmersién minima conforme.

Demostracion. De acuerdo a (4.3), la seccién ¢ = Y Ey + o Es + 1033 es holomorfa si,

y solamente si

on
0z
20,
0z
s

L g = O.

Entonces, el teorema es un resultado directo del teorema 4.1. O

};:2}26</:¢2dz),

la inmersién minima se escribe como

f(u,v) = (2Re /Z e’%@bldz,eﬁﬂRe /Z 1/13dz)

20 20

- El@bQ = 07

+ |l [[* =0,

Se observa que, si

Ejemplo 26. Si v, es una funcién holomorfa, entonces por la segunda ecuacion de de
(4.22), se tiene que v, es idénticamente nula, y asi, la inmersién correspondiente es una
parametrizacién minima del plano vertical x1 = ¢ con ¢ constante.

Ahora, si 11 ¥ 1 no son holomorfas, entonces 17 + 12 es holomorfa. En efecto, si se

multiplica por ¢; y ¢, a la primera y segunda ecuacién de (4.22), respectivamente, se

obtiene o,
o |4 ]]*4p2 = 0
2+l =0,
y as,

0 o
%(wl + ¢§) = 0.
Entonces, 12 + 12 = a, para algin a € R. Examinando los siguientes casos:

1. Sia =0,y como ¥+ 13 + 12 = 0, entonces ¥2 = 0, asi, la inmersién minima

corresponde a la parametrizacion de planos horizontales x5 =constante.
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2. Sia = —1. En este caso, descomponiendo 17 y 15 en sus partes reales e imaginarias,

se tiene
P (u,v) = ay(u,v) + iag(u, v)
Ya(u,v) = az(u,v) + iay(u,v),
y como 2 + 12 = —1, obtenemos el siguiente sistema

a? —as+a3—al=-1 (4.23)
a1ao + aza4 = 0.

Escogiendo una solucién de las segunda ecuacién de (4.23)
ai(u,v) = sen(2v)aq(u,v),
az(u,v) = —sen(2v)as(u,v),
y usando (4.22), se tiene que a; y as son soluciones de la ecuacién diferencial
(8a1 e 0a2) (8a1 > Oag) oy,
ou  Ov ov  Ou

Una solucién de esta ecuacion es

2(cos(2u) + sen(2v))tan(2v) 2sen(2u)
— Ao = .
2 — sen(2u — 20) + sen(2u + 20)" ° =2+ sen(2u — 2v) — sen(2u + 2v)

ai

Finalmente, integrando se tiene que la inmersion f tiene coordenadas

. \ 2sen(2u)tan(v)
filu,v) = sen?(2u)tan®(v) + (1 + cos(2u)tan?(v))?’
B 1 —tan?(v)
falu,v) = 2sen?(2u)tan®(v) + (1 + cos(2u)tan?(v))*’
\ fg(u7 1)) = 2u.

4.4. Superficies minimas en el espacio hiperbélico H?*

El espacio hiperbélico H? = {(z1,z2,73) € R® : 23 > 0} dotado con la métrica de

curvatura constante —1 dada por
dz? + dx3 + da?

gus =
H? es un grupo de Lie de dimensién 3 representado en GL(R,4) por las matrices

1 0 0 In(xs)

0 z3 0 T
para x1, 22,23 € Ry x3 > 0.
0 O I3 i)

0 0 0 1
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En el capitulo 1, vimos que H? tiene una estructura de grupo con la operacién *, dado

por

(.Z’l,.rg,l‘g) * (CL, ba C) = (IgCL + Ilaxfib + $2,$3C), (‘T17I27x3>7 (CL,b, C) € Hg‘

Ademas, una base de campos invariantes a izquierda con respecto a la métrica esta dada

por
( 0
Fi(xy, 20, 23) = 23—
(21, 72, 23) 39951
( )= 9zn
Fo(x1, 22, @ P
2(%1, T2, T3 3 ~
( ) Ty
Es(ry,x9,23) =
L 3\L1y L2, L3 3 73
con

[E1, Ex] =0, [By, B3]l =—E1 y [Ey, E3] = —Es.

Ahora, como [E;, E;| = Y7, CFEy, se tiene

0= [E1, Bp] = CLE + CLE, + CLEs
—E1 — [El, Eg} — Cll3E1 + 0123E2 + Cf3E3

Asi,

0112201222019’2:0
Chy=Cly =0y Cj3=—1
02132033:0}’0223:_1
0211202212031:0
CHh=0C5=0yC; =1
Cyp=0C3=0yC} =1
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Por otro lado, hallando los Lk ’s dados por L C’fj — Cjk + C,f;i,
Lh = 0111 - C'111 + 0111 =0
L, = Ch—Cy+Ch=
Li3 = 0113 C?h + 011 ==
L51 = 0211 - C'121 + 0121 =0
Léz = C'212 C'221 + 012 =
Lyy = Cp—C5 +Cy=
Lzlﬂ = C§1 051"‘03—0
Lzlf,z = 052 - Cgl + 0123 =0
Lzla3 = C§3 = Cgl =y Cf’g ¥ 0
De manera similar, se hallan los L’“ restantes. Y asi, tenemos que las constantes no nulas

sSon

L§3—L13:—2 y L§1:L§2:2

Sea f : Q c C — H? una inmersién C*, considerando ¢ una seccién del fibrado

fTITH? ® C como

of
(b:& lz(bz sz

De los campos invariantes a izquierda, se tiene

3
= Z A,
J

donde A = (A;;) es la matriz cambio de base, dada por

ZT3 0 0
A= 0 z3 0 (4.24)

Entonces, reemplazando los valores de los ij’s en la ecuacion (4.3), se obtiene el siguiente

sistema ) 81#
8_31 — b3 =0
oy
O P =0 (4.25)
O Bt + Pt = 0

\
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Finalmente, la seccién ¢ es holomorfa si, y solo si se cumple (4.25). Entonces, se enuncia

el siguiente teorema.

Teorema 4.7. (Representaciéon tipo Weierstrass en H?). Sean 1, ¥y y 13 funciones

complejas definidas en un abierto simplemente conexo 2 C C, tal que satisfacen las

siguientes condiciones
. 3 —
i D Vi # 0,
.. 3 2
.y . =0,
iii. 1); son soluciones del sistema (4.25).

Entonces la aplicacién f : Q ¢ C — H?, definida por

f(Z) =2 (R@ ( i 23: Aljwjdz> > Re ( Z 23: AQj'lpde) y Re < ) 23: Agjwde) >

20 j—1 20 j=1 70 j=1

es una inmersiéon minima conforme.
Se observa que, por la matriz (4.24) la tercera componente de la inmersién es

fa= 2R€/ f3sdz,

asi, se obtiene

z
f3 _ €2Re fZO wgdz.

Entonces, en términos de los 9;, la inmersién queda expresada por

f(z) = <2Re (/Z: f3¢1dz) ,2Re (/Z: f3¢2dz) ,f3) .

Por otro lado, el sistema (4.25) puede ser escrito en términos de las funciones G y H

definidas en (4.5), de la siguiente manera

(_0G o0H _ _
— —H— — (GH|G|? = GH|H|?) =
G% + Ha—{f +GH|G* +GH|H* =0 (4.26)
0z 0z
oG oH
H—+G—+I|G*+|H*=0
\ 0z + 0z +IGI+ 1 H]
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Ademds, se observa que la tercera ecuacién del sistema (4.26) es una combinacion de las
dos primeras. En efecto, si sumamos y restamos ambas ecuaciones, y para G, H # 0 se

obtiene el siguiente sistema

%9 P =

(4.27)
OH ,
S+ TGP =

Entonces, multiplicando por H y G (no nulos) a la primera y segunda ecuacién, respec-

tivamente, se obtiene

e
H— H|* =
=
G%—Ifﬂczﬁzo

Claramente, al sumar las ecuaciones de (4.28) se logra obtener la tercera ecuacién de

(4.28)

(4.26). Asi, el teorema 4.7 se escribe del siguiente modo.

Teorema 4.8. Sean Gy H funciones complejas definidas en un dominio abierto sim-

plemente conexo 2 C C, tales que
i. G y H no son idénticamente nulas,
it. G y H son soluciones de (4.28).
Entonces la aplicacién f :  — H?, definida como

0= ([ -, ) 1),

. .y ;o : 2Re [7 (2GH)d
es una inmersién minima conforme en H?, donde f3 = e ¢ Jzo (2GH)d
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