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Resumen

Se estudian los efectos de la convección de Marangoni en los frentes de onda
de la reacción de Belousov–Zhabotinsky (BZ) [1] en una región bidimensional
rectangular con condiciones periódicas para diferentes dimensiones de dicha re-
gión rectangular. El modelo matemático utilizado en la descripción de BZ es el
del Oregonador de dos variables [2], que describe la evolución de la concentración
de las sustancias qúımicas involucradas, referidas como inhibidor y activador.
Sin embargo, este modelo no toma en cuenta los cambios en las propiedades
del fluido a causa de la propagación de la onda qúımica, como es el caso de la
densidad de masa o la tensión superficial. Es necesario incorporar al Oregona-
dor las ecuaciones hidrodinámicas que describen el movimiento del fluido. En
la presente tesis nos enfocaremos en los cambios referidos a la tensión superfi-
cial durante la reacción BZ. La convección de Marangoni depende del gradiente
de tensión superficial. Esta puede ocurrir a favor o en contra del movimiento
de la onda qúımica, por lo que en la presente tesis se estudiarán ambos casos
para diferentes dimensiones del dominio rectangular. Se espera que la tensión
superficial generada por las diferentes contribuciones de las concentraciones del
inhibidor y el activador de lugar a la convección de Marangoni. Esto se verá
reflejado en la forma de los pulsos, la velocidad de propagación y la enerǵıa
cinética.
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Introducción

Diversos fenómenos en la naturaleza como la corrosión de un metal, la fo-
tośıntesis, la digestión humana o la formación de cristales pueden ser explicados
mediante reacciones qúımicas. Una reacción qúımica es un proceso en el cual
dos o más sustancias llamadas reactantes, se transforman, en otras sustancias
llamadas productos [3, 4], estas son descritas simbólicamente mediante ecua-
ciones qúımicas. Por ejemplo, la corrosión de una placa de hierro se debe a su
exposición con el ox́ıgeno ambiental. La ecuación qúımica correspondiente a esta
reacción es: 2Fe + O2 → 2FeO2. Esta ecuación muestra la interacción entre el
hierro y el ox́ıgeno, dando lugar a un nuevo producto llamado óxido de hierro [4],
el cual es dañino para las estructuras de metal, de ah́ı que resulta importante su
estudio para la industria con el fin de revertir o aminorar los efectos negativos
que pueda producir. De modo similar ocurre con la fotośıntesis, la diferencia es
que este es un proceso mucho más largo y complejo que involucra varias reac-
ciones. Esto nos lleva a concluir que algunos fenómenos en la naturaleza serán
más complejos que otros, pero de todos modos podrán ser descritos en forma
aproximada mediante ecuaciones qúımicas [5].

En general, durante una reacción qúımica la concentración de los reactantes
decrecerá a medida que pasa el tiempo, mientras que la concentración de los
productos aumentará hasta que la reacción qúımica finalice [6]. Sin embargo,
este no es el caso para todas las reacciones. Hay algunas reacciones en que la
concentración de los reactantes y productos oscila en el tiempo, a estas reac-
ciones se les denomina reacciones qúımicas oscilantes [6]. Una caracteŕıstica
importante de estas reacciones es la autocatálisis [7], que es el proceso en que
uno de los productos es uno de los reactantes, el caso más sencillo de este ti-
po es el de la autocataĺısis cuadrática [7] y se representa mediante la siguiente
ecuación qúımica: A + B → B + B. La presencia de una o más reacciones au-
tocataĺıticas en sistemas qúımicos da lugar a reacciones qúımicas oscilantes [8].
Un ejemplo de reacción qúımica oscilante es la reacción de Briggs–Rauscher en
la que se mezcla peróxido de hidrógeno, yodato de potasio, ácido sulfúrico, áci-
do malónico y sulfato de manganeso [7], el producto resultante cambia de color
periódicamente [7]; otro ejemplo es la reacción de Belousov-Zhabotinsky (BZ)
en la que se observa la formación de pulsos concéntricos periódicos en una placa
de Petri [7]. Las reacciones qúımicas oscilantes fueron inicialmente recibidas con
escepticismo debido a que aparentemente violaban las leyes de la termodinámica
[9, 10, 11], pero lo que realmente sucede es que las oscilaciones ocurren en un
estado cerca al equilibrio y hay reacciones intermedias durante las oscilaciones
[7, 12]. Las oscilaciones presentes en estos sistemas no son perpetuas, esto si
seŕıa una clara violación a las leyes de la termodinámica; por el contrario, estas
tienen un tiempo definido y eventualmente caen en un estado estacionario.

El descubrimiento de la reacción BZ se remonta a los años 50, cuando el
biof́ısico Boris Belousov se encontraba en la búsqueda de un análogo inorgánico
del ciclo de Krebs (el ciclo de respiración de las células) [9, 10, 11]. En sus expe-
rimentos mezcló bromato e iones de cerio con ácido ćıtrico en ácido sulfúrico y
notó que el color de la mezcla oscilaba entre una tonalidad incolora hasta llegar
a un amarillo pálido, fenómeno que se repet́ıa una y otra vez durante 1 hora
a temperatura ambiente [10]. Totalmente sorprendido por este descubrimiento,
documentó el experimento e intentó publicarlo en una revista cient́ıfica. Sin em-
bargo, su trabajo fue recibido con escepticismo y rechazado al no ser capaz de

1



explicar el mecanismo qúımico detrás de este. Belousov intentó nuevamente pu-
blicar el trabajo incluyendo mediciones más elaboradas, pero recibió nuevamente
una respuesta negativa, fue entonces cuando decidió abandonar el experimento.
Los manuscritos de Belousov cayeron en manos del cient́ıfico Anatol Zhabo-
tinsky, quien reemplazó el ácido ćıtrico por ácido malónico logrando un cambio
de color más notorio entre rojo y azul [9, 10, 11]. Además observó la formación
de pulsos concéntricos y de espirales. Presentó su trabajo en el Simposio sobre
Osciladores Biológicos y Bioqúımicos en Praga en 1968. A partir de ese enton-
ces la reacción se denomina reacción de Belousov-Zhabotinsky (BZ). Los pulsos
concéntricos y espirales observadas en la reacción BZ son ondas qúımicas 1,2

[9, 10, 11]. Las ondas qúımicas son variaciones de concentración de las sustan-
cias qúımicas que se propagan en un sistema [13]. El estudio de la reacción BZ
ha tenido un impacto en diferentes áreas como la bioloǵıa y la informática. Por
ejemplo Davidenko et al. [14] encontraron pulsos eléctricos en la superficie del
corazón similares a los patrones de espiral que aparecen en la reacción BZ, es-
tos pulsos están relacionados con problemas de taquicardia y fibrilación. Ágota
Tóth y Kenneth Showalter [15] elaboraron puertas lógicas con ondas qúımicas
en el laboratorio utilizando tubos capilares de 50 micrómetros de diámetro en
donde se teńıa dos estados: pulso presente o ausencia de pulso, análogo a los
estados de prendido y apagado que hacen funcionar los computadores clásicos.
La combinación de estos pulsos son capaces de generar puertas lógicas como
AND y OR. El trabajo de Eric R. Kandel et al. [16] explica que las neuronas
seŕıan generadores de ondas qúımicas que transmiten información a través de
las redes neuronales.

El primer modelo para describir a las reacciones qúımicas oscilantes lo en-
contramos en el trabajo de Ilya Prigogine y sus colaboradores de la Universidad
de Bruselas, ellos desarrollaron un modelo inicial llamado Bruselador (que vie-
ne de la combinación de la palabra Bruselas y oscilador)[7, 10], sin embargo
este modelo no proporcionaba un explicación satisfactoria sobre las reacciones
qúımicas involucradas [7, 17]. Field, Korös y Noyes [18] presentaron un mode-
lo (denominado modelo FKN) más robusto en las que estaban involucradas 20
ecuaciones y 3 procesos importantes que describ́ıan correctamente las oscila-
ciones de las concentraciones y explicaban los procesos qúımicos que llevaban
a cabo los cambios de color 3. En la búsqueda de un modelo más sencillo y
realista, Field y Noyes, de la Universidad de Oregon, desarrollaron un modelo
llamado Oregonador [19] (proveniente de las palabras Oregon y oscilador[9]) .
Este modelo consiste en un sistema de 3 ecuaciones diferenciales de reacción el
cual describe satisfactoriamente la evolución temporal de la concentración del
ácido bromoso, el Ce+4 y el bromuro presentes en la reacción. El éxito del Ore-
gonador reside en su capacidad de describir satisfactoriamente la formación de
los pulsos concéntricos y los patrones de espiral con tan solo 3 variables [7, 10].
Basándose en mediciones experimentales, Tyson y Fife [2] lograron reducir a
dos variables el modelo del Oregonador. Encontraron que la concentración del
bromuro vaŕıa muy poco en el tiempo en comparación a la del ácido bromoso

1Como se ve en la referencia [7], en la figura 1.7
2Una fotograf́ıa sobre los patrones en forma de espiral se encuentra en la referencia [5] en

la Figura 26
3Un diagrama sobre los tres procesos se encuentra en Gray, Casey (2002) . An Analysis of

the Belousov-Zhabotinskii Reaction,Rose-Hulman Undergraduate Mathematics Journal: Vol.
3 : Iss. 1 ,Article 1.
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y el cerio Ce+4. Este modelo también describe los patrones como los pulsos
concéntricos o las espirales [20, 21]. En este contexto, al ácido bromoso se le
conoce como activador debido a que está involucrado en una reacción autoca-
taĺıtica (las reacciones del ácido bromoso producen más del mismo) y al Ce+4

se le conoce como inhibidor, pues contrarresta esta acción [22] [23] 4.
A pesar de los logros del Oregonador, este no incluye los efectos que puedan

tener la propagación de la onda qúımica en el fluido. Estos efectos pueden ser
cambios en la densidad de masa o en la tensión superficial. La tensión superficial
de un ĺıquido es la enerǵıa necesaria para aumentar su superficie por unidad de
área, esto nos permite pensar en la superficie de un ĺıquido como una membrana
elástica. Se puede ver los efectos de la tensión superficial cuando vemos a un
insecto caminando sobre el agua o en la acción de los detergente sobre la ropa,
en donde el detergente disminuye la tensión superficial del agua permitiendo que
penetre en los poros de las telas. Es posible que nos encontremos con el escenario
en el que el fluido presente un gradiente de tensión superficial, por ejemplo en
el caso del fenómeno llamado “lágrimas de vino”que fue estudiado por Carlo
Marangoni en 1865 5. En este fenómeno se produce un gradiente de tensión
superficial debido a un gradiente de la concentración de alcohol, la tensión su-
perficial será mayor en las zonas aledañas a las paredes de la copa. El gradiente
de tensión superficial produce un movimiento en el ĺıquido hacia las paredes de
la copa (fuerzas de adhesión), pero estas fuerzas se ven contrarrestadas por las
fuerzas de cohesión propias del ĺıquido. Este movimiento se denomina convección
de Marangoni. La razón entre las fuerzas de cohesión y adhesión se denomina
número de Marangoni y es un número adimensional, puede tomar valores po-
sitivos o negativos [1]. El estudio de la convección de Marangoni es de interés
tanto para las áreas cient́ıficas como industriales. La JAXA, Japan Aerospace
Exploration Agency, desarrolla experimentos sobre la convección de Marangoni
en entornos de microgravedad 6. La mejor comprensión de este fenómeno tiene
importantes implicancias en las técnicas de soldadura [24] debido a que durante
este procedimiento el metal llega al punto de fusión y deben tenerse en cuenta
los efectos de la convección de Marangoni, estos estudios resultan útiles en la
industria metalúrgica. Otro uso importante se encuentra en la producción de
cristales que son utilizados en la elaboración de semi-conductores, materiales
fotovoltaicos u ópticos [25, 26]. La convección de Marangoni aparece también
en la propagación de las ondas qúımicas, pues como se dijo anteriormente, su
propagación ocasiona un gradiente de tensión superficial. Sobre esto trata el tra-
bajo de Rongy y De Wit [1] donde estudiaron los efectos de las ondas qúımicas
bajo los efectos de la convección de Marangoni, exploraron los casos en que el
número de Marangoni es positivo o negativo, y de diferentes magnitudes. En-
contraron que la onda qúımica se deforma de modo distinto para los diferentes
signos del número de Marangoni, incrementando en ambos casos la velocidad
de propagación de la onda. Desde el punto de vista experimental es muy com-
plicado estudiar solamente los efectos de los gradientes de tensión superficial

4La ecuación que muestra la ecuación autocataĺıtica correspondiente al ácido bromoso se
encuentra en la ecuación G de Target patterns in a realistic model of the Belousov–Zhabotinskii
reaction,John J. Tyson and Paul C. Fife [2]

5Un diagrama de este efecto se ve en https://www.comsol.com/blogs/

tears-of-wine-and-the-marangoni-effect
6La lista de los experimentos se encuentra en:

http://iss.jaxa.jp/en/kiboexp/theme/first/marangoni/index.html
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debido a que la gravedad contribuye con fuerzas de flotabilidad, dado que las
ondas qúımicas también generan cambios de densidad. Es por esto que los expe-
rimentos deben realizarse en entornos de microgravedad. Esto se logra a bordo
de cohetes sonda equipados con el arreglo experimental necesario, como es el ca-
so del programa MASER (MAterial Science Experiment Rocket) de la Agencia
Espacial Europea [27].

La presente tesis consiste en la inclusión de la convección de Marangoni en
el modelo del Oregonador de dos variables con el objetivo de estudiar los efectos
sobre las ondas qúımicas de la reacción BZ, de esto se tiene el antecedente del
trabajo de Matthiessen el al. [28], sin embargo, nos enfocaremos exclusivamen-
te en los efectos de tensión superficial aportados por el inhibidor y activador
simultáneamente. Dado que las concentraciones del activador y del inhibidor
vaŕıan, ambos afectan al gradiente de tensión superficial, por lo que será necesa-
rio asignarles un número de Marangoni al activador e inhibidor denotados por
Mu y Mv respectivamente. Aśı, habrá 4 diferentes casos de estudio de acuerdo
a los signos que presenten los números de Marangoni del activador e inhibidor.
Se espera que en los diferentes casos de estudio las ondas qúımicas se deformen
de modo distinto y que la velocidad también se vea afectada. Esto se lleva a
cabo resolviendo las ecuaciones del Oregonador que incluyen los efectos de la
convección de Marangoni mediante el metódo numérico de diferencias finitas.

La estructura de la tesis es como sigue: El caṕıtulo 1 corresponde a los as-
pectos teóricos, que abarcan la descripción de los procesos de reacción-difusión,
las reacciones qúımicas, la reacción BZ , el modelo del Oregonador, los métodos
numéricos necesarios y los tópicos necesarios para desarrollar la hidrodinámica
de la reacción BZ. El caṕıtulo 2 corresponde al reporte de los resultados, el cual
incluye los cambios en las ondas qúımicas y sus respectivas velocidades para ca-
da uno de los casos de estudio. El caṕıtulo 3 presenta las conclusiones producto
de las simulaciones realizadas.
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Caṕıtulo 1

Aspectos teóricos

1.1. Reacción-Difusión

La difusión es un proceso causado por los movimientos aleatorios molecula-
res, los cuales ocasionan que las part́ıculas colisionen unas con otras y producto
de esto sean transportadas de un punto a otro. No es posible monitorear indivi-
dualmente cada part́ıcula por lo que se considera que cada una de estas realiza
un camino aleatorio sin ninguna preferencia en alguna dirección. Este fenómeno
se caracteriza mediante la ecuación diferencial parcial:

∂C(x, t)

∂t
= D∇2C(x, t) (1.1)

Donde C es una caracteŕıstica de naturaleza difusiva como la concentración
qúımica, temperatura o densidad poblacional y D es el coeficiente de difusión.
El coeficiente de difusión D en general está en función de otras variables, pero es
razonable considerarlo una constante. Posteriormente derivaremos la ecuación
1.1 a partir de las leyes de Fick.

El primer estudio experimental sobre difusión fue realizado por Thomas
Graham, quién estudió la difusión de dos gases puestos en contacto [29]. En
1855, Adolf Fick se basó en la investigación de Graham para establecer sus
leyes de difusión [29]. Las leyes de difusión de Fick describen matemáticamente
la difusión, de la primera ley se deriva la segunda ley. Las observaciones y
mediciones de Graham fueron estudiadas por James Clerk Maxwell, quién en
1867 estimó teóricamente el coeficiente de difusión de CO2 en el aire con un 5 %
de error [30]. Ludwin Boltzmann desarrolló los fundamentos teóricos necesarios
para una explicación macroscópica de los fenómenos de transporte [29]. Los
fenómenos de difusión, aunque estudiados por años por generaciones de f́ısicos y
matemáticos ha trascendido a otras áreas como la bioloǵıa, qúımica o socioloǵıa.
Podemos considerar algunos ejemplos de difusión:

En un vaso con agua se coloca una gota de colorante, este empezará a
teñir algunas regiones del agua y después de cierto tiempo toda el agua
estará uniformemente coloreada.

Se calienta el extremo de una varilla metálica, el extremo opuesto también
se calentará luego de un tiempo.
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La difusión se describe matemáticamente mediantes las leyes de Fick. En
la primera ley de Fick se define el flujo difusivo J , el cual es la cantidad de
sustancia que atraviesa en una unidad de área durante una unidad de tiempo;
este flujo difusivo es proporcional al gradiente de concentración la C. Esto es:

J = −D∂C
∂x

(1.2)

Donde D es el coeficiente de difusión. Esta ley establece que el flujo va desde una
región de alta concentración a una de baja concentración. Durante el proceso
de difusión las part́ıculas se conservan. Consideremos un punto P arbitrario con
coordenadas (x, y, z) encerrado en un volumen ∆x, ∆y y ∆z, para cada cara
habrá un flujo difusivo Jx, Jy y Jz. De modo que la diferencia de los flujos que
salen y entran deben dar como resultado la variación total del flujo. Un esquema
se muestra en la figura 1.1

[Jx(P )− Jx(P + ∆x)]∆y∆z+

[Jy(P )− Jy(P + ∆y)]∆x∆z+

[Jz(P )− Jz(P + ∆z)]∆x∆y = variación

Usando una expansión de Taylor y manteniendo sólo los términos lineales
Jx(P + ∆x) ≈ J(x) + (∂J∂x )∆x, y del mismo modo para las demás componentes,
la ecuación anterior resulta:

− [
∂Jx
∂x

+
∂Jy
∂y

+
∂Jz
∂z

]∆x∆y∆z =
∂C

∂t
∆x∆y∆z (1.3)

Que da como resultado la ecuación de continuidad:

−∇.J =
∂C

∂t
(1.4)

Si se toma el gradiente a la primera ley de Fick (1.2), y el lado izquierdo se
reemplaza con la ecuación (1.4) se obtiene la segunda ley de Fick.

∇.J = −∇.(D∂C
∂x

)

−∂C
∂t

= −∇(D
∂C

∂x
)

Considerando el caso unidimensional en x y asumiendo el coeficiente de
difusión D constante, obtenemos la segunda ley de Fick que se expresa como:

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
(1.5)

Que establece la evolución temporal de la concentración C. Para el caso de 3
dimensiones la ecuaćıón quedaŕıa de la siguiente manera:

∂C

∂t
= D∇2C (1.6)

El fenómeno de reacción consiste en la transformación de las part́ıculas en
unas diferentes mediante reacciones qúımicas, esta información queda represen-
tada en una función f(C) y es diferente para cada sistema que se deba modelar.
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z

y

x

P

∆x

∆y

∆z

Jy(y + ∆y)Jy(y)

Figura 1.1: Elemento de volumen que rodea al punto P . El flujo difusivo que
ingresa por una cara y sale por la otra se expresa con las flechas para el eje
Y. Las otras componentes son análogas. Esquema adaptado de Diffusion in So-
lids: Fundamentals, Methods, Materials, Diffusion-Controlled Processes, Helmut
Mehrer. [31]
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Cuando en un sistema están presentes ambos fenómenos se dice que hablamos
de un sistema de reacción-difusión. En general, se puede caracterizar un sistema
de reacción-difusión mediante una ecuación diferencial parabólica en derivadas
parciales:

∂

∂t
C(x, t) = D∇2C(x, t) + f(C) (1.7)

En general, C puede ser un vector que incluiŕıa la información de diferentes
especies qúımicas. Debido a que f(C) identifica el tipo de reacción se puede
mencionar algunos ejemplos [32]:

Si f(C) = C(1 − C) da lugar a la ecuación de Fisher que se utiliza para
describir poblaciones biológicas.

Si f(C) = C(1 − C2) da lugar a la ecuación de Newell–Whitehead-Segel,
que describe la convección de Rayleigh–Bénard.

Si f(C) = C(1 − C)(C − a) con 0 < a < 1 da lugar a la ecuación de
Zeldovich que es ampliamente utilizada en la teoŕıa de la combustión.

Las ecuaciones de reacción-difusión modelan fenómenos de la naturaleza en
diferentes áreas de la ciencia, desde fenómenos en la f́ısica o la qúımica hasta
en la ecoloǵıa como en la dinámica de poblaciones o en la epidemioloǵıa en el
estudio de la difusión de enfermedades.

1.2. Reacciones qúımicas autocataĺıticas

Una reacción qúımica es un proceso en la que se transforma a dos o más
sustancias llamadas reactantes, en otras, llamadas productos, que tienen ca-
racteŕısticas diferentes a los reactantes. Una reacción qúımica se inicia cuando
los reactantes interactúan, cambian su estructura molecular y sus enlaces, a
consecuencia de esto se obtiene el producto. Las reacciones qúımicas están pre-
sentes en nuestra vida cotidiana y han sido reconocidas desde la antigüedad,
tales como en la fermentación, oxidación o putrefacción. El estudio de las reac-
ciones qúımicas tuvo una inicial motivación en la alquimia, gracias a esto se
desarrollaron métodos, teoŕıas y técnicas que fueron empleadas para desarrollar
la qúımica. Una reacción qúımica se representa simbólicamente mediante una
ecuación qúımica en la cual los reactantes se colocan en el lado izquierdo y los
productos en el lado derecho. Por ejemplo, la siguiente reacción representa la
oxidación de hierro:

2Fe+O2 → 2FeO2 (1.8)

En el lado izquierdo están los reactantes que son el hierro y el ox́ıgeno. El pro-
ducto es el óxido ferroso, con propiedades muy diferentes a la de los reactantes.
Los productos de la reacción suelen ser distintos a los reactantes, pero existe
el caso en que uno de los productos es uno de los reactantes. A este caso en
particular se le llama autocatálisis. Un ejemplo es:

A+B → B +B (1.9)

La ecuación (1.9) indica que si la sustancia A interactúa con B, esta se trans-
forma en B, a resultado de esto se obtiene a este B más la sustancia B original.
A esta reacción se le llama reacción autocataĺıtica cuadrática. Sin embargo, no
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es la única, otra es la reacción qúımica autocataĺıtica cúbica que corresponde a
la siguiente reacción:

A+ 2B → 3B (1.10)

La evolución de las concentraciones de las sustancias A y B de la reacción
anterior puede representarse mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
[33]:

∂α

∂t
= Dα∇2α− αβ2

∂β

∂t
= Dβ∇2β + αβ2

(1.11)

Donde α y β representan las concentraciones de la sustancias A y B, respectiva-
mente. Dα y Dβ corresponden a las constantes de difusión de las sustancias A y
B, respectivamente. Dado que las concentraciones se conservan esto implica que
α+ β = 1, esto es cierto para Dα = Dβ . Esto permite reescribir las ecuaciones
anteriores como:

∂α

∂t
= ∇2α− α(1− α)2 (1.12)

Lotka desarrolló un sistema en que dos reacciones autocataĺıticas produćıan
oscilaciones en las concentraciones, y esto fue descubierto en el laboratorio por
William Bray, en la que mezcló yodato, yodo y peróxido de hidrógeno. Bray en-
contró que la concentración de yodo variaba periódicamente, esto debido a que
hay una serie de reacciones autocataĺıticas involucradas. A este tipo de reaccio-
nes, en que las concentraciones oscilan se les llama reacciones oscilantes [7]. Del
mismo modo ocurre con la reacción ácido arsenoso con yodo, las oscilaciones de
las concentraciones se manifiestan con la propagación pulsos, que se denominan
ondas qúımicas [7, 10]. Las ondas qúımicas son variaciones de concentración de
las sustancias qúımicas que se propagan en un sistema [13]. Otro ejemplo es el
de la reacción de Belousov-Zhabotinsky, en la que las ondas qúımicas son pulsos
concéntricos o espirales. La propagación de las ondas qúımicas es un proceso
complejo, pues a medida que se propagan realizan cambios en el fluido como
puede ser cambios de densidad o tensión superficial [34].

1.3. Reacción Belousov-Zhabotinsky

A comienzos de los años 50, el biof́ısico soviético B. P. Belousov, a cargo
del Laboratorio de Biof́ısica de la USSR del Ministerio de Salud, buscaba un
análogo inorgánico del ciclo bioqúımico de Krebs, el cual es el ciclo de respi-
ración que realizan las células que utilizan ox́ıgeno. Encontró que la mezcla de
bromato e iones de cerio con ácido citrico en ácido sulfúrico oscilaba periodi-
camente entre colores de amarillo a incoloro [9, 11]. Redactó un art́ıculo acerca
de esta reacción, pero fue rechazado por no ser capaz de explicar el mecanismo
qúımico. En un segundo intento incluyó más mediciones, pero el art́ıculo fue
nuevamente rechazado, luego de esto Belousov desistió de publicar sus resulta-
dos. Anatol Zhabotinsky retomó el experimento de Belousov, cambió el ácido
ćıtrico por ácido malónico y notó la formación de pulsos concéntricos y de es-
pirales. [11]. Mantuvo informado a Belousov sobre los resultados que obtuvo e
intentó concertar un encuentro con él, pero Belousov lo rechazó amablemente.
Zhabotinsky presentó sus resultados en el Simposio sobre Osciladores Biológi-
cos y Bioqúımicos en Praga en 1968, la reacción pasó a denominarse como la
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[Br−]

[Br]critico

Proceso A

Reducción de bromato

mediante bromuro

Proceso B

Reducción de bromato

mediante ácido bromoso

Cambio de rojo a azul

Proceso C

Oxidación del ácido malónico y bromomalónico debido al Ce4+

Cambio de azul a rojo

Figura 1.2: Esquema del mecanismo KFN. La recta horizontal representa la
concentración de Br−, si es mayor al valor cŕıtico Br−critico entonces se da lugar
al proceso A, si es menor se da lugar al proceso B para pasar al proceso C.
.Adaptado de Gray, Casey (2002) An Analysis of the Belousov-Zhabotinskii
Reaction. Rose-Hulman Undergraduate Mathematics Journal: Vol. 3 : Iss.1 ,
Article 1.

reacción de Belousov-Zhabotinsky (BZ). Belousov falleció en 1970, sin embargo
recibió póstumamente el Premio Lenin en 1980 junto con A. M. Zhabotinsky, V.
I. Krinsky, y G. R. Ivanitsky. Ilya Prigogine y sus colaboradores desarrollaron
un primer modelo para describir la reacción BZ, llamado Bruselador. Posterior-
mente, Field, Korös, and Noyes desarrollaron el modelo FKN para la reacción
BZ [18], este mecanismo constaba de 20 ecuaciones. En 1974, Field y Noyes
lograron reducir el sistema FKN a un modelo de 3 variables, llamado Oregona-
tor [19], que conteńıa la escencia del fenómeno de modo que se pueda trabajar
anaĺıtica y numéricamente. El modelo FKN se puede dividir en 3 principales
procesos:

Proceso A: Reducción de BrO−3 (bromato)a Br2 (bromo) mediante el
agente Br−(bromuro).

Proceso B: El HBrO2 (ácido bromoso) participa en la reducción de BrO−3
, compitiendo con el Br−

Proceso C: Oxidación del ácido malónico y bromomalónico debido al Ce4+,
se genera Ce3+ y Br−. Este proceso es el responsable del cambio de color
de azul a rojo.

La reacción BZ es una reacción qúımica oscilante en la que se ve la aparición
de ondas qúımicas en forma de pulsos concéntricos y espirales [7, 10]. Para que
los pulsos surgan es necesario generar una perturbación al medio, esto significa
que BZ es un medio excitable [10] 1. El estudio de la reacción BZ ha sido
aplicado en diversas áreas cient́ıficas [5, 9, 10]. Por ejemplo, se encontró que la

1Los patrones de la reacción BZ pueden observarse en la figura 28 de Winfree, A. T.
(1978). Stably Rotating Patterns of Reaction and Diffusion. Theoretical Chemistry, 1–51.
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(a) Pulso concéntrico de la reac-
ción BZ. Una serie de estos son
producidos durante la reacción.

(b) Formación del patrón de espi-
ral en un pulso durante la reacción
BZ

Figura 1.3: A la izquierda un pulso concéntrico, a la derecha la simulación de la
formación de espiral.

aparición de pulsos eléctricos en forma de espiral en la superficie del corazón está
vinculado con problemas de fibrilación y taquicardia [14]. Las neuronas han sido
modeladas como generadores de pulsos qúımicos que transmiten información a
través de las redes neuronales [16]. Las ondas qúımicas de la reacción BZ en finos
capilares han sido utilizados para elaborar puertas lógicas como AND y OR [15].
La propagación de las ondas qúımicas en la reacción BZ involucra cambios en
la densidad de masa o tensión superficial de su medio [34], por lo que diversas
investigaciones estudian condiciones diferentes. Por ejemplo, ondas qúımicas de
la reacción BZ propagándose a favor o en contra de la aceleración de la gravedad
[35].

1.3.1. Modelo del Oregonador

El Modelo del Oregonador es un modelo matemático desarrollado en 1974
por Field y Noyes para modelar la reacción BZ[19]. Su aporte radica en que
redujo el número de ecuaciones del modelo FKN, de 20 a 3 ecuaciones. De
este modo su estudio anaĺıtico y numérico resulta más práctico. Originalmente,
el modelo del Oregonador fue propuesto con 3 sistemas de ecuaciones para 3
variables para describir la evolución temporal de la concentración de HBrO2

(ácido bromoso), Ce4+ y Br− :

ε
du

dt
= aw − uw + u− u2

dv

dt
= u− v

ε′
dw

dt
= −aw − uw + bv

(1.13)

Donde u, v y w representan las concentraciones de HBrO2,Ce4+ y Br−, respec-
tivamente. ε y ε′ son constantes. Sin embargo, Tyson y Fife [2] realizaron una
reducción a dos variables argumentando que w vaŕıa muy poco en el tiempo en
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comparación a los valores de u y v. Esto quiere decir que dw
dt = 0 y por lo tanto:2

w =
bv

u+ a
(1.14)

Lo que permite reducir el sistema de la siguiente manera, e incluyendo la difusión
[2]:

∂u

∂t
= D∇2u+

1

ε
(u− u2 − fvu− q

u+ q
) (1.15)

∂v

∂t
= D∇2v + u− v (1.16)

Donde u es la concentración adimensional de HBrO2 (denominado acti-
vador)y v de Ce4+ (denominado inhibidor). f , q, ε y D son constantes que
dependen de la reacción y las concentraciones iniciales. Jahnke, Skaggs y Win-
free [21] realizaron un escalamiento de parámetros para investigar los frentes
BZ. Para esta tesis se usarán los valores de f=0.01, ε=3.0 y q=0.002 con D=1
[21]. El modelo logra describir el comportamiento oscilatorio y la formación de
patrones [7].

1.4. Métodos numéricos

1.4.1. Método de Diferencias finitas

El método de diferencias finitas es un método numérico para resolver ecua-
ciones diferenciales. Consiste en discretizar con intervalos a las variables involu-
cradas y aproximar las derivadas por ecuaciones en diferencias. Se debe partir
de la serie de Taylor, donde h es el tamaño de paso en x:

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′x+ ... (1.17)

Se despeja la primera derivada:

f ′(x) =
1

h
[f(x+ h)− f(x)− h2

2
f ′′(x)] (1.18)

Se obtiene la aproximación:

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
+O(h) (1.19)

En donde se ha despreciado términos pequeños. A la última expresión se le
denomina diferencia hacia adelante porque se requiere la función f en el punto
x y en un punto siguiente. Se puede encontrar otras expresiones de la derivada
en diferencias finitas que requieren el punto anterior o los puntos vecinos. Se
parte también de la serie de Taylor pero de la siguiente manera:

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) +
h2

2
f ′′x+ ... (1.20)

2Los detalles se encuentran en la ecuación 17 de la referencia [2]
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x

y

(i, j)(i− 1, j) (i+ 1, j)

(i, j − 1)

(i, j + 1)

ii− 1 i+ 1

j

j − 1

j + 1

∆y

∆x

Figura 1.4: Grilla en la que están discretizadas las variables x e y. Un punto
está caracterizado por sus coordenadas (i, j) y en la gráfica se puede ver a los
vecinos. La evolución de un punto dependerá de sus vecinos cercanos. Cada
coordenanda (i, j) tendrá un valor asociado, este valor cambia en diferentes
iteraciones de tiempo y permite obtener la evolución temporal de la solución.

Despejando la primera derivada y haciendo las aproximaciones se obtiene:

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
+O(h) (1.21)

A la que se le denomina diferencia hacia atrás. Que indica que es necesario
evaluar la función f en el punto x y en el punto anterior para obtener la derivada.
Por otro lado se tiene a la diferencia centrada.

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
+O(h2) (1.22)

La cual requiere los puntos vecinos para determinar la derivada de f en el
punto x. Para obtener derivadas de orden mayor, por ejemplo la de segunda
orden, se obtienen sumando (1.17) y (1.20), despejando y despreciando términos
pequeños:

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
+O(h2) (1.23)

Que indica que para calcular la segunda derivada de f se debe tener la función
en el punto x y sus puntos vecinos. Si tenemos una función u(x, t) se debe
particionar cada una de las variables, por ejemplo se tendrá a la función en el
punto xi y tn, es decir, u(xi, tn) se representará con los ı́ndices uni . Para resolver
una ecuación de difusión con D=1 en una dimensión seŕıa:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
(1.24)
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En diferencias finitas se obtiene:

un+1
i − uni

∆t
=
uni+1 − 2uni + uni−1

∆x2
(1.25)

∆x y ∆t son los pasos en x y t. Es necesario despejar un+1
i :

un+1
i = (1− 2r)uni + runi−1 + runi+1 (1.26)

Donde r = ∆t
(∆x)2 . Para garantizar la convergencia y estabilidad del método, se

debe cumplir que r ≤ 1/2 [36]. Con uni ,uni+1 y uni−1, es decir, la función u en

posiciones distintas se obtiene la función un+1
i en un tiempo t+ ∆t.

Es de nuestro interés incorporar el movimiento del fluido a las ondas qúımicas
descritas por las ecuaciones (1.15) y (1.16), para esto es necesario añadir
términos de advección a cada una de las ecuaciones. La advección es el transporte
de una sustancia o cantidad debido al flujo de un campo vectorial, en nuestro
caso estudiaremos el transporte de la concentración a causa del campo vectorial
de velocidad. Por ejemplo, la inclusión del término advectivo para la ecuación
(1.16) en el caso unidimensional se logra añadiendo el término advectivo Vx

dv
dx

[37]. Esto da lugar a la ecuación de reacción-difusión-advección:

∂v

∂t
= D∇2v + f(v) + Vx.

dv

dx
(1.27)

Resolver la ecuación 1.27 usando la aproximación a diferencias finitas da
lugar a inestabilidades y errores, este es un problema para la ecuación de advec-
ción debido a que el término de velocidad puede ser hacia la derecha o izquierda.
La mejor manera de modelar este problemas consiste en el método de “upwind”
que consiste en alternar entre diferencias hacia adelante (1.19) y hacia atrás
(1.21) dependiendo de la dirección de propagación del objeto de estudio [37].

Vx puede ser positivo o negativo, por lo que dv
dx será expresado como diferen-

cia hacia adelante si Vx es negativo o hacia atrás si es positivo. En diferencias
finitas, esto queda expresado como:

Para Vx < 0

vn+1
i = vni + (

vni+1 + vni−1 − 2vni
∆x2

+ f(vni ) + Vx(
vni+1 − vni

∆x
))∆t (1.28)

Para Vx > 0

vn+1
i = vni + (

vni+1 + vni−1 − 2vni
∆x2

+ f(vni ) + Vx(
vni − vni−1

∆x
))∆t (1.29)

Nótese como en las dos últimas ecuaciones la diferencia radica en el último
término de la derecha. Ambas ecuaciones deben ser utilizadas alternadamente
respetando el signo de Vx

1.4.2. Método de relajación

Es un método iterativo para resolver ecuaciones diferenciales parciales que
involucra sistemas lineales en la que se cuenta con definidas condiciones de fron-
tera del problema, de modo que con sucesivas iteraciones se obtiene la solución
del dominio interior [37]. Este método es frecuente para resolver la ecuación
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de Laplace ∇2ϕ = 0 [38]. Si se considera la ecuación de difusión (1.1) en dos
dimensiones, considerando D=1. Luego de la discretización mediante el método
de diferencias finitas:

un+1
i,j − uni,j

∆t
=
uni+1,j + uni−1,j + uni,j+1 + uni,j−1 − 4uni,j

∆x2
(1.30)

Despejando para un+1
i,j :

un+1
i,j =

∆t

∆x2
(uni+1,j + uni−1,j + uni,j+1 + uni,j−1 − 4uni,j) + uni,j (1.31)

Usando un valor ∆t conveniente, la iteración debe converger a un+1
i,j = uni,j , en

este caso se satisface uni+1,j + uni−1,j + uni,j+1 + uni,j−1 − 4uni,j = 0, la cual es la

ecuación discretizada de Laplace. Ahora, si se toma ∆t = (∆x)2/4, que es el
paso de tiempo más grande permitido [37] se obtiene:

un+1
i,j =

1

4
(uni+1,j + uni−1,j + uni,j+1 + uni,j−1) (1.32)

A este proceso se le llama relajación. Se observa que la solución en el tiempo
siguiente un+1

i,j en el punto (xi, yj) depende de sus puntos vecinos. Se hace una
suposición de la solución, evidentemente esta no será la correcta pero sucesi-
vas iteraciones eventualmente convergerán a la solución. Si iteraciones sucesivas
proporcionan soluciones muy similares se considera que la solución llegó a la
convergencia. Es importante notar aqúı que uno debe establecer claramente las
condiciones de frontera del problema, estas dependerán de la naturaleza del
fenómeno a estudiar.

1.4.3. Método de mı́nimos cuadrados lineal

Es nuestro interés determinar la velocidad de la onda qúımica, para esto
serán generados datos de posición versus tiempo. La posición del frente será
estimada a partir de la representación de la onda discretizada, por lo tanto
contiene cierto error numérico. La velocidad será la pendiente de la recta que
mejor se ajuste a estos datos, y para esto se utilizará el método de mı́nimos
cuadrados lineal. Esta es una técnica que permite determinar la ecuación de la
recta de la forma y = mx + b que mejor se ajusta a un conjunto de datos xi y
yi, de modo que minimiza el error de la suma de los cuadrados de los residuos
(denotado como SSE). El residuo es la diferencia entre el dato proporcionado
y el dato predecido [39]:

SSE =
∑

(yi − ŷi)2 =
∑

(yi − b−mxi)2 (1.33)

Derivando la ecuación (1.33) respecto a m, e igualando a cero se obtiene lo
siguiente:

m =

∑
xiyi − (

∑
xi)(

∑
yi)

n∑
x2
i −

(
∑
xi)2

n

(1.34)

Ahora, derivando (1.33) respecto a b e igualando a cero:

b = y −mx (1.35)
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x
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x

y

Figura 1.5: Dos casos de correlación positiva y negativa, los datos que son re-
presentados por los puntos rojos caen en la recta. Para este caso el coeficiente
de Pearson es +1 y -1, respecticamente para el caso positivo y negativo

x

y

x

y

Figura 1.6: Los datos no caen en la recta que el método de mı́nimos cuadrados
predice y los valores del coeficiente de Pearson estará entre 0 < r < 1 (imagen
izquierda) y −1 < r < 0 (imagen derecha)

Donde i = 1, ..., n, es decir que abarca todos los datos. La sumatoria abar-
ca desde el primer dato hasta en enésimo dato, además x y y son las medias
aritméticas de los datos x e y. Para saber en que medida los datos se aproximan
a una recta es necesario determinar el coeficiente de Pearson. El coeficiente de
correlación de Pearson mide el grado de relación lineal entre dos variables, es
independiente de la escala de las variables. Se calcula de la siguiente manera:

rxy =
n
∑
xiyi −

∑
xi

∑
yi√

n
∑
x2
i − (

∑
xi)2

√
n
∑
y2
i − (

∑
yi)2

(1.36)

Vaŕıa desde -1 hasta 1, y se interpretra de la siguiente manera:

Si r = 1, hay una correlación positiva perfecta, son directamente propor-
cionales a razón constante.

Si 0 < r < 1, se tiene una correlación positiva.

Si r = 0 , no existe correlación y las variables son independientes.

Si −1 < r < 0 , se tiene una correlación negativa.

Si r = −1, hay una correlación negativa perfecta, son inversamente pro-
porcionales.
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1.5. Hidrodinámica en BZ

1.5.1. Función de corriente

En un fluido incompresible con un campo de velocidad con dos componentes,
cada una de las componentes se puede expresar como las derivadas de una
función escalar, este concepto fue introducido por Joseph Louis Lagrange en
1781. Para el caso tridimensional con simetŕıa en un eje, a la función de corriente
se le denomina función de corriente de Stokes, llamado aśı en honor a George
Gabriel Stokes 3. La diferencia entre dos valores en dos puntos de la función de
corriente da el flujo volumétrico (razón de flujo de volumen) a través de la ĺınea
que conecta a los puntos.

Dado un fluido incompresible con un campo de velocidades
−→
V = (Vx, Vy)

cumple ∇.
−→
V = 0. Por lo tanto se puede introducir la función de corriente ψ que

determinan Vx y Vy [40]:

Vx =
∂ψ

∂y

Vy = −∂ψ
∂x

(1.37)

Cuando la función de corriente tiene un valor constante da como resultado a
las ĺıneas de corriente, esto se interpreta como la trayectoria que recorreŕıa una
part́ıcula puntual. De modo alternativo, la función de corriente ψ se define para

un campo de velocidades bidimensiones
−→
V = (Vx, Vy, 0) como:

−→
V = ∇×

−→
ψ (1.38)

En este caso
−→
ψ = (0, 0, ψ) es ahora un vector con una sola componente. Y es

equivalente a la ecuación (1.37)

1.5.2. Vorticidad

La vorticidad mide la tendencia de giro en un punto del fluido como lo
mediŕıa un observador en un punto del fluido que se mueve con este. Lo que se
expresa:

−→ω = ∇×
−→
V (1.39)

Donde
−→
V es el campo de velocidad presente. Para un campo de velocidad bi-

dimensional
−→
V = (Vx, Vy, 0), la vorticidad será perpendicular a

−→
V y se expresa

en términos de la función de corriente como:

ωz = ∇2ψ (1.40)

Que es la ecuación de Poisson. Para el caso bidimensional, la vorticidad es
siempre perpendicular al plano del flujo por lo que en tal caso se le considera
un campo escalar. Si la vorticidad es cero se dice que el fluido es irrotacional, si
es diferente de cero se dice que el fluido es rotacional.

3Presentado en su trabajo On the steady motion of incompressible fluids en 1848.
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Alta

Tensión superficial

Baja

Tensión superficial

Flujo de Marangoni

Figura 1.7: Esquema que muestra un gradiente de tensión superficial que da
origen a un flujo que va de la región de menor tensión superficial a la de mayor
tensión superficial.

1.5.3. Convección de Marangoni

La tensión superficial es la resistencia que presenta un ĺıquido a aumentar
su superficie. Tiene su origen en las fuerzas intermoleculares. Si se tiene un
ĺıquido en un recipiente las fuerzas intermoleculares están presentes tanto en
la superficie como en la profundidad. En la profundidad las fuerzas están en
equilibrio, pero en la superficie las moléculas son atráıdas hacia el interior, dando
aśı a la superficie del fluido un caracter de membrana elástica.

Un ĺıquido en contacto con la superficie de su recipiente experimenta fuerzas
de carácter cohesivo y adhesivo, un ejemplo es el agua en contacto con las pare-
des interiores de un vaso de vidrio. Las fuerzas cohesivas intentarán mantener a
las moléculas del agua juntas, mientras que las adhesivas intentarán adherir el
agua al vidrio. En estas condiciones, el agua será atráıdo al vidrio y ascenderá
un poco, dando lugar a lo que se denomida ángulo de contacto [40].

Del mismo modo ocurre con el vino en una copa, se formará un ángulo de
contacto con las paredes de la copa, un poco de vino ascenderá por las paredes
de la copa. El alcohol del vino que se encuentra en la parte mas alta se evaporará
y esto producirá un gradiente de concentración de alcohol, la concentración será
mayor en las zonas alejadas de las paredes de la copa. Estas variaciones de
concentración ocasionan un cambio en la tensión superficial, será mayor en la
región con menor concentración de alcohol. El fluido se moverá de la región de
menor a la de mayor tensión superficial, a este movimiento se le llama convección
de Marangoni. La razón entre las fuerzas de cohesión y adhesión se denomina
Número de Marangoni. Esta convección, en el caso particular del vino en una
copa, lleva a acumular vino en la superficie de las paredes interiores de la copa,
lo que conlleva a un goteo continuo y a este fenómeno se le denomina lágimas
de vino. 4,5

Siempre que esté presente un gradiente de tensión superficial se presenta la
convección de Marangoni, si el gradiente de tensión superficial es ocasionado

4Fue observado por primera vez por James Thomson y lo reportó en On certain curious
motions observable at the surfaces of wine and other alcoholic liquors. Posteriormente, fue
estudiado por Carlo Marangoni en su tesis doctoral en 1865.

5Un esquema gráfico del mecanismo del efecto Marangoni se encuentra en https://www.

comsol.com/blogs/tears-of-wine-and-the-marangoni-effect/
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por variaciones de temperatura se denomina fenómenos de termo-capilaridad
y si es debido a una variación de concentración se denomina de fenómenos de
soluto-capilaridad. Para el caso de termo-capilaridad se tiene el ejemplo del
caso de la soldadura, ya sea la soldadura por arco (la más común) [24] o la
soldadura por láser [41], en ambos casos se debe tener en cuenta los efectos
de la convección de Marangoni en el metal fundido debido a que los cambios
de la tensión superficial afectan la calidad de la soldadura [24, 41]. Para los
fenómenos de soluto-capilaridad se tienen los ejemplos de las lágrimas de vino
que fue explicado anteriormente, el ensamble ordenado de nanopart́ıculas para
su uso en la fabricación de sensores o dispositivos de almacenamiento de datos
[42], y la fabricación de nanotubos [43].

Los gradientes de concentración en la propagación de frentes de reacción au-
tocataĺıticos generan gradientes de tensión superficial, este es un fenómeno de
soluto-capilaridad. El parámetro que cuantifica el acoplamiento entre el movi-
miento del fluido y el proceso de reacción-difusión es el número de Marangoni
solutal, para el caso de frentes de reacción autocataĺıticos viene dado por [1]:

Ma = − 1

µ
√
Dk

dγ

dc
(1.41)

Donde:

γ: tensión superficial

c: concentración

D: coeficiente de difusión

µ: viscocidad dinámica

k: constante de velocidad de reacción

El número de Marangoni puede tomar valores positivos o negativos de acuerdo
al gradiente de tensión superficial.

Los efectos de la convección de Marangoni deben tenerse en cuenta en la
propagación de las ondas qúımicas. Cuando las ondas se propagan en soluciones
que están en contacto con el aire producen flujos en la superficie debido a los
gradientes de tensión superficial (convección de Marangoni) [1] [34]. El núme-
ro de Marangoni representa la intensidad del acoplamiento entre los procesos
hidrodinámicos y de reacción-difusión [1]. En su trabajo sobre frentes de onda,
Rongy y De Wit [1] muestran que los valores positivos del número de Marangoni
indican que la tensión superficial es menor detrás del frente, por otro lado, los
valores negativos indican que la tensión superficial es mayor detrás del frente.

Para tomar en cuenta los efectos de la velocidad del fluido en la reacción
BZ, las ecuaciones del Oregonator (1.15) y (1.16) deben ser modificadas de la
siguiente manera:

∂u

∂t
+ V.∇u = D∇2u+

1

ε
(u− u2 − fvu− q

u+ q
) (1.42)

∂v

∂t
+ V.∇v = D∇2v + u− v (1.43)
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Donde V es la velocidad del fluido con componentes Vx y Vy, su relación con la
función de corriente ψ:

Vx =
∂ψ

∂y

Vy = −∂ψ
∂x

(1.44)

Los efectos de tensión superficial actúan en la interfaz aire-ĺıquido, por lo
que se debe aplicar la condición de Marangoni en esa interfaz y está dada por
la siguiente ecuación [1]:

w = −M dc

dx
(1.45)

Donde c es la concentración en la superficie, ω la vorticidad y M el número de
Marangoni. Dado que se trabaja con dos concentraciones la condición de Maran-
goni deberá contener la contribución solo en la superficie de las concentraciones
u y v (del activador e inhibidor respectivamente). Esto se representa como:

w = −Mu
dusuperficie

dx
−Mv

dvsuperficie
dx

(1.46)

La contribución de ambas concentraciones se coloca como combinación lineal de
sus derivadas espaciales

dusuperficie

dx y
dvsuperficie

dx , donde usuperficie y vsuperficie
son las concentraciones en u y v respectivamente pero solamente en la superficie.
Mu y Mv son los números de Marangoni asociado a la concentración u y v, por
lo que se pueden combinar valores diferentes, ya sean con el mismo signo o signos
opuestos.

El movimiento del fluido está determinado por las ecuaciones de Navier-
Stokes . El campo de velocidad obedece a [44]:

∂V

∂t
+ (V.∇)V = − 1

ρ0
∇P + ν∇2V− ρ

ρ0
gẑ (1.47)

Donde V es el campo de velocidad, ρ0 la densidad de masa del fluido que no
reaccionó, P la presión, ν la viscocidad cinemática, ρ la densidad de masa del
fluido, g la magnitud de la aceleración de la gravedad y ẑ el vector unitario en
dirección del campo gravitacional. Considerando la ecuación de incomprensibili-
dad del fluido ∇.V = 0 y la función de corriente definida en (1.37) , la ecuación
(1.47) puede escribirse en términos de la función de corriente ψ y vorticidad ω
como [44]:

∂ω

∂t
=
∂(ψ, ω)

∂(x, y)
+ ν∇2ω +

g

ρ0

∂ρ

∂x
(1.48)

Donde la vorticidad se ha definido como :

ω = ∇2ψ (1.49)

Aqúı definimos:
∂(ψ, ω)

∂(x, y)
=
∂ψ

∂x

∂ω

∂y
− ∂ψ

∂y

∂ω

∂x
(1.50)

Dado que no tomamos en cuenta los cambios de densidad y asumiendo que la
viscocidad es muy grande (ver referencia [44]), obtenemos la ecuación de Stokes
en términos de la vorticidad:

∇2ω = 0 (1.51)
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Consideraremos las condiciones de ψ igual a cero en toda la región a resolver,
la vorticidad ω también corresponde a cero en toda la región excepto en la
interfaz con el aire, pues ah́ı obedece a la condición de Marangoni (1.46). Estas
condiciones corresponden a las condiciones de frontera libre de estrés donde
las velocidades normales a las fronteras son cero. Resolveremos las ecuaciones
(1.49) y (1.51) mediante el método de relajación expuesto en la sección 1.4.2.
Resolveremos las ecuaciones en unidades adimensionales en la forma como se
describe en la referencia [1].

El estudio de la convección de Marangoni es de suma importancia para com-
prender el comportamiento completo de un fluido, como tal deben llevarse a cabo
experimentos. Sin embargo, los efectos de la gravedad en un fluido complican
el estudio por lo que se hace necesario estudiarlo en efectos de microgravedad.
El programa MASER(MAterial Science Experiment Rocket) de la Agencia Es-
pacial Europea se encarga de lanzar cohetes sondas para crear ambientes de
microgravedad. Recientemente (2018) [27] se realizaron experimentos en donde
se estudia la convección de Marangoni en frentes de reacción en microgravedad.
Además, Japan Aerospace Exploration Agency (JAXA) es la agencia aeroespa-
cial de Jápón que posee la división Fluid Physics Experiment Facility (FPEF)
encargada de estudiar los fenómenos de fluidos en microgravedad y desarrollaron
experimentos de la convección de Marangoni en contextos de microgravedad. 6

La utilidad de los estudios en la convección de Marangoni conlleva a aplicacio-
nes como lo son el diseño óptimos de caloductos (tubeŕıa que transfiere enerǵıa
térmica), intercambiadores de calor, en la producción de cristales de alta cali-
dad que son usados en la fabricación de semiconductores y en óptica; a su vez,
beneficiaŕıa a las técnicas que se manejan en el análisis de ADN y diagnosis
cĺınico. 7,8

6Se encuentran por ejemplo dos experimentos Spatio-temporal Flow Structure in Maran-
goni Convection y Chaos, Turbulence and its Transition Process in Marangoni Convection.
Ambos enfocados en el estudio de la convección de Marangoni en microgravedad, el primero
empezó en 2008 y concluyó en 2013; el segundo empezó en 2009 y continúa recolectando datos.

7Esta información se encuentra en la sección Application de : https://www.nasa.gov/

mission_pages/station/research/experiments/272.html
8Esta información se encuentra en la sección Application de : https://www.nasa.gov/

mission_pages/station/research/experiments/144.html
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Caṕıtulo 2

Resultados

2.1. Solución del frente unidimensional

Primero vamos a obtener la solución del modelo del Oregonador en una di-
mensión considerando que la velocidad del fluido es cero (V = 0). La geometŕıa
del problema corresponde a una tubeŕıa unidimensional que se ubicará sobre el
eje x. Las fronteras están ubicadas en x=0 y x=L, las cuales consideraremos
periódicas. Es decir, cuando el pulso llegue a x=L este volverá a aparecer en
x=0. En este caso no se presentan gradientes de tensión superficial. El siste-
ma se encuentra inicialmente en el estado estacionario. Este estado se obtiene
haciendo cero las derivadas espaciales y temporales de las concentraciones en
las ecuaciones 1.15 y 1.16, luego de resolver el sistema de ecuaciones, usando
los parámetros descritos en la sección 1.3.1, obtenemos valores iguales para las
concentraciones u = v = 0,00039984. Este estado estacionario es estable, es de-
cir que pequeñas perturbaciones decaerán nuevamente en el estado estacionario.
Sin embargo, pequeñas perturbaciones finitas generan dos pulsos que viajan en
direcciones opuestas. Estos pulsos son variaciones de concentración en u y v,
que corresponden al ácido bromoso y al cerio Ce+4. La variación de concentra-
ción del ácido bromoso (u) es visible experimentalmente. La evolución de estos
pulsos se muestra en las figuras 2.1a, 2.1b y 2.1c. Es de nuestro interés es-
tudiar solo uno de estos pulsos, escogeremos el que se propaga hacia la derecha
por lo que el pulso izquierdo será reemplazado por el estado estacionario. Para
medir la velocidad de propagación vamos a trabajar con el pulso que se mueve
hacia la derecha (ver figura 2.2). En la figura 2.2a el pulso de color morado
corresponde al ácido bromoso, el cual se propaga hacia la derecha como pode-
mos observar en la figura 2.2b. Al llegar a la frontera(x=L) aparece por el lado
izquierdo(x=0) y continua moviéndose hacia la derecha (ver figura 2.2c). Esto
se debe a que se ha impuesto condiciones periódicas de frontera. Para medir
la velocidad de propagación de este pulso vamos a elegir un punto del pulso
y registraremos la posición de este punto en función del tiempo. Para nuestro
caso, hemos elegido el punto cuya concentración corresponde a u=0.5, tal co-
mo se muestra en la figura 2.3. Los resultados se presentan en la figura 2.4.
Los datos de la figura 2.4 se obtuvieron discretizando la longitud de la tubeŕıa
en 400 puntos y trabajando con un paso temporal de 10−5 . Debido a esto, el
punto de concentración u =0.5 no siempre estaŕıa dentro de nuestro intervalo
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de medición, por lo que se aproxima al valor más cercano. Esto último es válido
ya que al ser variaciones tan pequeñas no hay diferencia significativa entre esta
aproximación y una interpolación. La pendiente de la gráfica de la figura 2.4
corresponde a la velocidad del pulso. Para verificar que el pulso se propaga a
velocidad constante determinaremos la velocidad en función del tiempo. Para
esto se halla la velocidad en intervalos de tiempo aplicando el método de mı́ni-
mos cuadrados lineal a los datos de posición versus tiempo, en nuestro caso se
usarán intervalos de 0.05 segundos. Los resultados se muestran en la figura 2.5.
Este método es adecuado pues el coeficiente de Pearson para cada medición de
velocidad oscila entre valores de 0.978 y 0.994 (ver figura 2.6), el cual ideal-
mente debeŕıa ser 1 pero estos valores son bastante cercanos y aceptables. En
la figura 2.5 se ve como la velocidad adimensional para los segundos iniciales
es aproximandamente 17.41 o 8. 95 mm/min en unidades convencionales, esto
está acorde a los resultados obtenidos por D. Vasquez et. al. [35]. Sin embargo,
se observa un descenso de la velocidad. Esto debido a las condiciones periódicas
del sistema y las caracteŕısticas de la concentración del ácido bromoso (u) y del
cerio Ce+4 (v). La concentración u es pronunciada y abarca un rango corto en
el eje x, por otro lado, v es baja y ocupa un rango largo en el eje x. A medida
que el sistema evoluciona en el tiempo v abarca casi la totalidad de la tubeŕıa
(ver imagen 2.2) y al propagarse el pulso, la parte delantera de u se encon-
trará en su camino con la cola de la concentración v debido a las condiciones
periódicas del sistema, como se puede ver en la figura 2.2c. Esto es lo que le
ocurre a un pulso cuando se encuentra en un tren de pulsos, pues interactúa con
los pulsos vecinos. El encuentro del pulso correspondiente a u con la cola de la
concentración v es la causa del descenso de velocidad. El frente correspondiente
a u seguirá su propagación por lo que hay un incremento de velocidad y luego
pequeñas oscilaciones de velocidad aproximandamente a partir de la unidad de
tiempo 10 como se ve en la figura 2.5.
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(a) Concentración de u (ĺınea morada)
y concentración de v (ĺınea verde) a lo
largo de la tubeŕıa ubicada en el eje
x inmediatamente luego de iniciada la
perturbación.

(b) Concentración u y v a lo largo del
eje x. Los pulsos empiezan a formarse
y viajar en diferentes direcciones

(c) Concentración de u y v. Se forman dos
pulsos que viajan en direcciones opuestas.

Figura 2.1: Formación de pulsos, estos viajan en direcciones opuestas.
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(a) Pulso para la concentración de u
y v propagándose por la tubeŕıa a lo
largo del eje x, el pulso izquierdo fue
reemplazado por el estado estacionario.

(b) Pulsos para la concentración u y v,
evolucionan en el tiempo.

(c) Concentración u y v, aparecen por el
lado izquierdo debido a las condiciones pe-
riódica.

Figura 2.2: Un pulso unidimensional atravesando la frontera que contiene con-
diciones periódicas.

Figura 2.3: Pulso en una tubeŕıa unidimensional. El eje x representa a la tubeŕıa
unidimensional y el eje y a la concentración del pulso. El punto rojo corresponde
al punto de concentración u=0.5 al que se le hace seguimiento de su posición en
el tiempo
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Figura 2.4: Gráfico de la posición en función del tiempo para un punto del frente
con concentración 0.5

Figura 2.5: Velocidad en función del tiempo, zona ampliada muestra la velocidad
en los últimos 20 segundos.
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Figura 2.6: Coeficiente de Pearson en el tiempo

2.2. Efectos del activador (ácido bromoso) en la
convección de Marangoni

En esta sección vamos a obtener la solución del modelo del Oregonador en
dos dimensiones, al cual hemos incluido términos de advección originados por
la convección de Marangoni. La propagación del pulso genera cambios en la
tensión superficial a causa de los gradiente de concentración del ácido bromoso
y del Ce+4. Estudiaremos en esta sección las contribuciones solamente del ácido
bromoso (u) a causa del gradiente de concentración en u. La geometŕıa del
problema consiste en una malla rectangular de largo L en dirección del eje x y
altura H en dirección del eje y. Esta malla corresponde a una sección de corte
vertical de una placa de Petri. Las fronteras verticales x=0 y x=L se consideran
periódicas. La frontera horizontal superior y=H representa la interfaz con el aire
en la que está presente la tensión superficial por lo que se le aplicará la condición
de Marangoni (1.45). Un esquema de la geometŕıa del problema se muestra en
la figura 2.7.

El sistema se inicia en el estado estacionario sin considerar efectos de la
convección de Marangoni es decir el número de Marangoni definido en (1.45) es
cero. Se inicia una perturbación en una región rectangular de la malla, lo que
producirá pulsos tanto en u y v que viajarán en direcciones opuestas. El pulso a
estudiar corresponde a los cambios de concentración en u que se propaga hacia
la derecha como se ve en las figuras 2.8 y 2.9. En ambas figuras se ve un corte
vertical de la placa de Petri, la parte superior de la malla rectangular corres-
ponde a la interfaz con el aire y la escala de color representa la concentración
del activador u. La barra de colores ubicada a la derecha de la figura muestra
el valor de concentración correspondiente a cada color, el color negro representa
bajas concentraciones mientras que el color amarillo representa colores de altas
concentraciones. El pulso que se propaga hacia la izquierda será reemplazado por
el estado estacionario. Para la medición de la velocidad se hace el seguimiento a

27



Largo

Altura

y

x

Figura 2.7: Esquema de la grilla discretizada para aplicar el método de diferen-
cias finitas para resolver las ecuaciones del Oregonador. La grilla posee longitud
L y altura H. La sección coloreada de plomo corresponde al pulso que se propa-
gará de izquierda a derecha con condiciones periódicas en las paredes laterales.
La fila superior señalada con ĺıneas entrecortadas representa la interfaz con el
aire y obedece a la condición de Marangoni.

un punto del pulso de concentración 0.5 y se procede del mismo modo que el caso
unidimensional. Registraremos la velocidad del pulso por 30 unidades de tiempo,
debido a que este es el tiempo que aproximadamente le toma al pulso en tener
una velocidad casi constante. Luego de este tiempo, se incrementa el número
de Marangoni para introducir los efectos de tensión superficial, y nuevamente
se mide su velocidad por otras 30 unidades de tiempo. Este proceso se repite
hasta que el pulso caiga en el estado estacionario, esto debido a que números
altos de Marangoni producen intensas corrientes convectivas que no permiten la
formación de pulsos estables, cualquier pulso que se forma en dichas condiciones
es destruido y el sistema cae al estado estacionario. Los cambios en la forma de
los pulsos para diferentes números de Marangoni se ven en las figuras 2.10a,
2.10b, 2.10c y 2.10d. Los resultados de la velocidad en función del tiempo para
diferentes números de Marangoni se encuentran en la figura 2.11. Los descen-
sos de velocidad y las pequeñas oscilaciones en la velocidad son consecuencia
de las condiciones periódicas y de las caracteŕısticas de la concentración de u y
v, igual que en la sección anterior (ver figura 2.5). Para los diferentes números
de Marangoni las velocidades presentan pequeñas oscilaciones en las últimas 20
unidades de tiempo, por lo que consideraremos el promedio aritmético de estos
valores como un valor caracteŕıstico de velocidad para un determinado número
de Marangoni. La figura 2.12 muestra la velocidad en función del número de
Marangoni para diferentes longitudes de malla L.
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Es de nuestro interés conocer el comportamiento de la enerǵıa cinética del
pulso a causa de los gradientes de tensión superficial. La enerǵıa cinética E es
proporcional a la velocidad:

E ∼ V 2
x + V 2

y (2.1)

Consideraremos a Vx y Vy como se define en (1.37), es decir en términos de la
función de corriente. La figura 2.13 muestra la enerǵıa cinética en función del
tiempo para diferentes números de Marangoni, esta se mantiene practicamente
constante en el tiempo, pero aumenta a medida que el número de Marango-
ni se incremente. Para obtener un valor caracteŕıstico se obtiene el promedio
aritmético de la enerǵıa para un número de Marangoni dado. Los resultados de
la enerǵıa cinética en función del número de Marangoni se muestran en la figura
2.14. Se observa como la enerǵıa cinética incrementa a medida que el número
de Marangoni aumenta.

Los cambios en la tensión superficial a causa de los gradiente de concentra-
ción del ácido bromoso afectan la forma del pulso, además la velocidad y enerǵıa
cinética de este. El flujo de Marangoni está en dirección del movimiento del pul-
so y estira al pulso en esta dirección, sobre todo en la región mas cercana a la
superficie. El efecto es mas evidente si el número de Marangoni es mayor. La
dirección del flujo propicia el movimiento del frente, incrementando su velocidad
si es que el número de Marangoni se incrementa, además esto se refleja en la
enerǵıa cinética.
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Figura 2.8: Pulso perturbado para una malla de 400 × 20, representa un corte
vertical de la placa de Petri. La escala de color corresponde a la concentración
de u.

Figura 2.9: Dos pulsos propagádose en direcciones opuestas para una malla de
400×20 que representa un corte vertical de la placa de Petri. La escala de color
representa la concentración del ácido bromoso.
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(a) Frente para M=1000

(b) Frente para M=2000

(c) Frente para M=3000

(d) Frente para M=3200

Figura 2.10: Pulsos para diferentes número de Marangoni. La escala de color
corresponde a la concentración del activador u.
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Figura 2.11: Velocidad vs Tiempo para una malla de 400 puntos de largo por
20 de largo para diferentes valores del número de Marangoni

Figura 2.12: Velocidad vs Marangoni en u para diferentes longitudes de malla.
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Figura 2.13: Energia vs Tiempo para malla de 400 puntos de largo para dife-
rentes números de Marangoni

2.3. Efectos del activador e inhibidor (Ce+4) en
la convección de Marangoni

En esta sección resolveremos las ecuaciones del modelo del Oregonador que
incluye el movimiento del fluido a causa de la convección de Marangoni debi-
do a los gradientes de concentración del ácido bromoso (activador) y del cerio
Ce+4 (inhibidor), esto corresponde al escenario más completo que estudiaremos,
puesto que los cambios de tensión superficial en la propagación del pulso son
ocasionados por las concentraciones del activador y del inhibidor. La geometŕıa
del problema es la misma que de la sección anterior. Se tienen condiciones de
frontera periódicas para las paredes verticales en x=0 y x=L. La frontera hori-
zontal superior y=H representa la interfaz con el aire y obedece a la condición
de Marangoni de la ecuación (1.46), que incluye los gradientes de concentración
del activador (u) y inhibidor (v), a los cuales se les asignará números de Maran-
goni denotados por Mu y Mv, respectivamente. Habrá 4 casos de estudio para
las diferentes combinaciones de los signos de Mu y Mv:

1. Mu > 0 y Mv > 0

2. Mu > 0 y Mv < 0

3. Mu < 0 y Mv > 0

4. Mu < 0 y Mv < 0

El mecanismo de generación de pulsos es el mismo de la sección anterior y el
pulso a estudiar para todos los casos corresponde a la concentración en u que
se propaga hacia la derecha. Igual que en la sección anterior, mostraremos los
efectos del gradiente de tensión superficial en la forma del pulso, la velocidad y la
enerǵıa cinética. Es importante recordar que los valores positivos del número de
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Figura 2.14: Enerǵıa vs Número de Marangoni

Marangoni indican un flujo en la superficie a favor de la dirección de propagación
del pulso y los valores negativos indican un flujo en la superficie en contra [1].

2.3.1. Caso 1: Mu > 0 y Mv > 0

Las figuras 2.15a, 2.15b y 2.15c muestran las posiciones de los pulsos en
el tiempo para diferentes número de Marangoni, las pendientes muestran que
las velocidades son constantes. Para el caso de la figura 2.15d de 400 puntos de
longitud y con números de Marangoni Mv=500 y Mu = 1200, el pulso cae en el
estado estacionario antes que los otros casos, debido a que la convección es tan
intensa que no permite la formación de pulsos estables. Los efectos en la forma
de los frentes se ven en las figuras 2.16a, 2.16b, 2.16c y 2.16d, estos muestran
que los gradientes de tensión superficial del activador e inhibidor deforman la
parte superior del pulso a favor de la dirección de propagación, y el efecto es
más evidente mientras mayor sea en magnitud los números de Marangoni. En
la figura 2.16a solo se ven los efectos de Mv=2500 (con Mu = 0) que ocasiona
una ligera deformación del frente, sin embargo, cuando se incluye los efectos
combinados de Mv=2500 y Mu=1000, se hace más notoria la deformación del
pulso como se ve en la figura 2.16b. El pulso se ve ensanchado casi en su
totalidad como se ve en la figura 2.16d. Las figuras 2.17a, 2.17b, 2.17c,
2.18a y 2.18b muestran la velocidad de los pulsos en función del número de
Marangoni Mu(representado en el eje horizontal) y Mv (representado por las
ĺıneas del mismo color) para mallas de diferentes longitudes. En todos los casos,
el pulso incrementa su velocidad si los números de Marangoni son incrementados,
y mientras más larga sea la malla a estudiar mayores magnitudes de los números
de Marangoni serán permitidos, por ejemplo, el máximo valor permitido de Mu

en la malla de 400 puntos de largo es de 1000 (ver figura 2.17a ) mientras que en
la malla de 800 puntos de largo es de 3200 (ver figura 2.18b). Los resultados de
las mediciones de la enerǵıa cinética se muestran en las figuras 2.19a , 2.19b,
2.19c 2.20a y 2.20b. Los gráficos muestran que mientras mayores sean en
magnitud los números de Marangoni mayor será el valor de la enerǵıa cinética.

Los flujos de convección en la superficie para el caso de Mu > 0 y Mv > 0
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están en la dirección de propagación del pulso, debido a esto los pulsos son defor-
mados en esta misma dirección. La deformación es más intensa en la superficie,
pues es aqúı donde se aplica los efectos de tensión superficia. Los efectos tam-
bién aparecen en las partes inferiores del pulso, pero con menor intensidad. Mu

es el principal responsable de los cambios del frente, pues el efecto de solamente
Mv con un valor de 2500 es una ligera deformación del pulso (ver figura 2.16a);
mientras que un valor inferior de Mu=2000, como se puede ver en la imagen
2.10b, genera cambios más intensos y evidentes. En este caso, la convección de
Marangoni favorece la propagación del pulso y es por esto que la velocidad incre-
menta para todos los casos, a consecuencia de esto, la enerǵıa también aumenta.
Una comparación de como ambas magnitudes aumentan se ve en la figura 2.21

(a) Posición vs Tiempo para Mv = 500 y Mu = 200 (b) Posición vs Tiempo para Mv = 500 y Mu = 600

(c) Posición vs Tiempo para Mv = 500 y Mu = 1000
(d) Posición vs Tiempo para Mv = 500 y Mu =
1200.

Figura 2.15: Posición vs tiempo
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(a) Mv=2500 Mu=0

(b) Mv=2500 Mu=1000

(c) Mv=2500 Mu=2000

(d) Mv=2500 Mu=3000

Figura 2.16: Frentes para el caso 1 Mv=2500 con diferentes Mu.La escala de
color corresponde a la concentración del activador u.
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(a) Malla de 400 x 20 puntos

(b) Malla de 500 x 20 puntos

(c) Malla de 600 x 20 puntos

Figura 2.17: Velocidad para diferentes longitudes de malla para Mu > 0 y
Mv > 0
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(a) Malla de 700 x 20 puntos

(b) Malla de 800 x 20 puntos

Figura 2.18: Velocidad para diferentes longitudes de malla para Mu > 0 y
Mv > 0
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(a) Energia Malla de 400 x 20 puntos

(b) Energia Malla de 500 x 20 puntos

(c) Energia Malla de 600 x 20 puntos
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(a) Energia Malla de 700 x 20 puntos

(b) Energia Malla de 800 x 20 puntos

Figura 2.20: Energia para diferentes longitudes de malla. Mu > 0 y Mv > 0
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Figura 2.21: Comparación de la enerǵıa y la velocidad para una malla de 400
puntos para el caso 1
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2.3.2. Caso 2: Mu > 0 y Mv < 0

Las posiciones de los pulsos en el tiempo para este caso de estudio se muestra
en los gráficos de las figuras 2.22a 2.22b 2.22c y 2.22d, estos muestran que
la velocidad es constante para diferentes números de Marangoni. La forma de
los pulsos se pueden ver en la figura 2.23. La figura 2.23a y 2.23b muestran
una mayor deformación del pulso en la dirección opuesta de propagación en la
parte superior, es decir, en la zonas cercanas a la superficie. Esto se debe a que
el efecto del flujo en la superficie a causa de Mv negativo predomina sobre Mu,
sin embargo para las figuras 2.23c y 2.23d el efecto del flujo producido por Mu,
predomina y deforma el frente en la dirección de propagación, la deformación
abarca toda la altura del frente para el caso Mv=-25000 Mu=2000, ver figura
2.23d. Los datos de velocidad para diferentes longitudes de malla se muestran
en las figuras 2.24a, 2.24b, 2.24c, 2.25a y 2.25b.

El flujo en la superficie a causa de Mv es en contra del movimiento del
pulso, este genera un rollo de convección delante del pulso en sentido antihorario
y aumenta la velocidad del pulso si se incrementa Mv, como se puede ver en
las figuras 2.24a, 2.24b, 2.24c, 2.25a y 2.25b para Mu=0. Si se mantiene
constante Mv (diferente de cero) y se incrementa progresivamente la magnitud
de Mu se encuentra que el efecto combinado de ambos es un decrecimiento de
la convección total hasta llegar a un mı́nimo de velocidad debido a que el efecto
de Mv domina sobre Mu, esto se manifiesta en la enerǵıa cinética, como se ve
en las figuras 2.26a, 2.26b, 2.26c, 2.27a y 2.27b . Si se sigue incrementando
Mu luego de alcanzado el mı́nimo encontramos que el rollo de convección que
gira en sentido horario generado por Mu predomina sobre el generado por Mv,
incrementando la convección total, esto también se refleja en la enerǵıa cinética
del pulso.

El caso Mu > 0 y Mv < 0 permite observar los efectos del flujo en la
superficie en dirección contraria al movimiento (a causa de Mv) y a favor de
este (a causa de Mu). Se encontró que diferentes combinaciones de Mu y Mv

mostrarán efectos predominantes de Mu o Mv. Por ejemplo para el caso de lo
figura 2.23b se ve como el flujo en la superficie debido a Mv deforma el frente en
dirección opuesta a la propagación del pulso, de modo que los efectos del flujo en
la superficie a favor del movimiento debido a Mu son mı́nimos. Pero la figura a
2.23d muestra como los efectos de Mu predominan, ocasionando deformaciones
a favor del movimiento del pulso. Las curvas de velocidad confirman que en
los descensos de velocidad, Mu no tiene efectos en el pulso. Por otro lado, hay
otros valores en que sus efectos tomarán lugar tanto deformando el pulso e
incrementando su velocidad. Este comportamiento, se ve reflejado en la enerǵıa
cinética.
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(a) Mv=-5000 Mu=0

(b) Mv=-5000 Mu=400 (c) Mv=-5000 Mu=800

(d) Mv=-5000 Mu=1200

Figura 2.22: Posición vs tiempo para una malla de 400 puntos, Mv=-5000 y
diferentes valores de Mu para el caso 2
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(a) Mv=-25000 Mu=0

(b) Mv=-25000 Mu=600

(c) Mv=-25000 Mu=1000

(d) Mv=-25000 Mu=2000

Figura 2.23: Pulsos para Mv=-25000 y diferentes Mu. La escala de color corres-
ponde a la concentración del activador u.
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(a) Malla de 400 x 20 puntos

(b) Malla de 500 x 20 puntos

(c) Malla de 600 x 20 puntos
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(a) Malla de 700 x 20 puntos

(b) Malla de 800 x 20 puntos

Figura 2.25: Mallas de diferentes largos y ancho constante, el eje X represente
a los valores del número de Marangoni en u, los valores de los números de
Marangoni en v son representados en las curvas por los mismos colores. Mu > 0
y Mv < 0
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(a) Energia Malla de 400 x 20 puntos

(b) Energia Malla de 500 x 20 puntos

(c) Energia Malla de 600 x 20 puntos
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(a) Energia Malla de 700 x 20 puntos

(b) Energia Malla de 800 x 20 puntos

Figura 2.27: Energia para Mu > 0 y Mv < 0
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Figura 2.28: Comparación velocidad y energia para una malla de 700 para el
caso 2
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2.3.3. Caso 3: Mu < 0 y Mv > 0

Las pendientes para el gráfico de posición en función del tiempo en las figuras
2.29a, 2.29b, 2.29c y 2.29d muestran que la velocidad del pulso es constante.
Los cambios de tensión superficial deforman el frente de modo que el pulso tiende
a desaparecer en la interfaz con el aire (ver figura 2.30) y es más evidente para
la figura 2.30d con Mv=500 y Mu=-8000, esto debido a que los efectos del flujo
a causa del número de Marangoni negativo predomina sobre el flujo del positivo
y actúa con intensidad en la superficie. El pulso de la figura 2.30a muestra la
contribución exclusiva de Mv y no muestra deformaciones notorias.

El flujo en la superficie debido a Mu es el contra del movimiento del pulso y
genera un rollo de convección delante del pulso en sentido antihorario, mientras
que el flujo en la superficie ocasionado por Mv genera un rollo de convección en
sentido horario y genera un incremento de velocidad del pulso para Mu=0. Si
se mantiene constante Mv (diferente de cero) y se aumenta progresivamente el
valor absoluto de Mu se encuentra como el efecto combinado es la disminución
de la convección total hasta alcanzar un mı́nimo de enerǵıa cinética(como se ve
en las figuras 2.31a, 2.31b, 2.31c, 2.32a y 2.32b) debido al efecto dominante
de Mv sobre Mu. Luego de alcanzado el mı́nimo, la convección total incrementa
mientras incrementa el valor absoluto de Mu, esto debido a que los efectos de Mu

dominan sobre los del Mv. La velocidad presenta un comportamiento asintótico
a medida que el valor absotulo de Mu se incrementa, lo mismo sucede para la
enerǵıa cinética.

El caso Mu < 0 y Mv > 0 muestra a los pulsos deformados con un ensancha-
miento y una tendencia a la eliminación del pulso en la superficie para el caso
de valores de Mu grandes. Esto se debe al flujo en la superficie generado por Mu

inhibe la formación del pulso en esta zona. La velocidad presenta un descenso
al incrementar (en valor absoluto) los valores de Mu hasta llegar a un mı́nimo
de velocidad. Luego de esto el incremento de velocidad presenta una tenden-
cia asintótica. Estos cambios en la velocidad se ven reflejados en la enerǵıa del
mismo modo.
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(a) Mv=500 Mu=0

(b) Mv=500 Mu=-400 (c) Mv=500 Mu=-4000

(d) Mv=500 Mu=-8000

Figura 2.29: Posición vs tiempo para una malla de 800 puntos, Mv=500 y dife-
rentes Mu para el caso 3
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(a) Mv=500 Mu=0

(b) Mv=500 Mu=-400

(c) Mv=500 Mu=-4000

(d) Mv=500 Mu=-8000

Figura 2.30: Pulsos para Mv=500 y diferentes Mu para el caso 3. La escala de
color corresponde a la concentración del activador u.
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(a) Malla de 400 x 20 puntos

(b) Malla de 500 x 20 puntos

(c) Malla de 600 x 20 puntos
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(a) Malla de 700 x 20 puntos

(b) Malla de 800 x 20 puntos

Figura 2.32: Velocidad para Mu < 0 y Mv > 0
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(a) Enerǵıa Malla de 400 x 20 puntos

(b) Enerǵıa Malla de 500 x 20 puntos

(c) Enerǵıa Malla de 600 x 20 puntos
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(a) Enerǵıa Malla de 700 x 20 puntos

(b) Enerǵıa Malla de 800 x 20 puntos

Figura 2.34: Enerǵıa para Mu < 0 y Mv > 0
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Figura 2.35: Comparación de la velocidad y enerǵıa para una malla de 800
puntos de largo para el caso 3.
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2.3.4. Caso 4: Mu < 0 y Mv < 0

La figura 2.36 muestra una velocidad constante para los pulsos estudiados
en este caso. La forma de los pulsos muestran como la concentración de la fila
superior tiende a desaparecer y un ensanchamiento en el centro del pulso como se
ve en la figura 2.37, debido a que los gradientes de concentración del activador
e inhibidor aportan con un flujo en la superficie en contra de la dirección de
propagación del pulso. Los resultados de la velocidad en función de Mu y Mv

se muestran en las figuras 2.38a 2.38b 2.38c 2.39a 2.39b para diferentes
longitudes de malla, no se observa ninguna disminución de velocidad a pesar de
que el flujo va en contra de la propagación del frente, al contrario, la velocidad
aumenta si los valores absolutos de los números de Marangoni aumentan. Del
mismo modo se ve en la enerǵıa del pulso (ver figuras 2.40a 2.40b 2.40c 2.41a
2.41b). Una comparación del comportamiento de la velocidad y la enerǵıa se
muestra en la figura 2.42, esta muestra que los pulsos incrementan su velocidad
y enerǵıa cinética cuando los valores los números de Marangoni son mayores en
cuanto a valor absluto.

El caso Mu < 0 y Mv < 0 muestra que el flujo en la superficie va en contra
de la dirección de movimiento tiende a desaparecer el frente en la superficie.
Sin embargo, no hay disminución de la velocidad del frente, al contrario, la
velocidad aumenta si se aumenta en valor absoluto los números de Marangoni,
además se ve un comportamiento asintótico de la velocidad y esto debido al casi
nulo gradiente de concentración en la superficie.
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(a) Mv=-1000 Mu=0

(b) Mv=-1000 Mu=-2500 (c) Mv=-1000 Mu=-10000

(d) Mv=-1000 Mu=-20000

Figura 2.36: Posición vs tiempo para una malla de 800 puntos, Mv=-1000 y
diferentes Mu para el caso 3.

59



(a) Mv=-1000 Mu=0

(b) Mv=-1000 Mu=-2500

(c) Mv=-1000 Mu=-10000

(d) Mv=-1000 Mu=-20000

Figura 2.37: Pulsos para el caso Mv=-1000 con diferentes Mu.La escala de color
corresponde a la concentración del activador u.
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(a) Malla de 400 x 20 puntos

(b) Malla de 500 x 20 puntos

(c) Malla de 600 x 20 puntos
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(a) Malla de 700 x 20 puntos

(b) Malla de 800 x 20 puntos

Figura 2.39: Velocidad para Mu < 0 y Mv < 0
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(a) Malla de 400 x 20 puntos

(b) Malla de 500 x 20 puntos

(c) Malla de 600 x 20 puntos
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(a) Malla de 700 x 20 puntos

(b) Malla de 800 x 20 puntos

Figura 2.41: Energia cinética para Mu < 0 y Mv < 0
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Figura 2.42: Comparación velocidad y energia para malla de 800 para el caso 4
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Caṕıtulo 3

Conclusiones

En esta tesis hemos utilizado el método de diferencias finitas para resolver
las ecuaciones del modelo del Oregonador de dos variables (acopladas a las
ecuaciones hidrodinámicas) que incluyen los cambios en la tensión superficial
del fluido debido a la propagación de la onda qúımica en la reacción BZ con
el objetivo de encontrar que efectos tiene la convección de Marangoni en la
onda qúımica, la velocidad y enerǵıa cinética de esta. Existen 4 casos de estudio
que muestran como el ácido bromoso (HBrO2, referido como activador) y el
Ce+4 (referido como inhibidor) contribuyen a la convección de Marangoni. A
continuación se enumeran las conclusiones:

1. Hemos realizado mediciones de velocidad para el pulso sin efectos de ten-
sión superficial, el resultado se ajusta al obtenido por el trabajo de D.
A. Vasquez et. al. [35]. Sin embargo, las mediciones de velocidad en el
tiempo muestran una disminución de velocidad seguida de una estabiliza-
ción de la velocidad, esto se debe a las condiciones periódicas del sistema
y las caracteŕısticas de las concentraciones del ácido bromoso y del cerio
Ce+4. Conforme pasa el tiempo, la concentración de Ce+4 (v) se extiende
por el largo de la tubeŕıa. En su propagación el frente correspondiente al
ácido bromoso (u) interactúa con la concentración v, lo que ocasiona la
disminución de velocidad. El pulso correspondiente a u continúa con su
movimiento hasta estabilizar su velocidad a un valor constante.

2. El caso estudiado en la sección 2.3.1 correspondiente a Mu > 0 y Mv > 0
muestra la contribución del flujo de Marangoni en la superficie hacia la
dirección de propagación del pulso. Los pulsos son deformados en las zonas
de la superficie hacia la dirección del movimiento, mientras más grandes
sean estos número mayor será la deformación. La velocidad y enerǵıa pulso
se ve incrementada, debido a que el flujo favorece el movimiento del pulso.

3. La sección 2.3.2 corresponde al caso en que Mu > 0 y Mv < 0. La concen-
tración u crea un flujo en la superficie a favor del movimiento del pulso,
mientras que v en la dirección opuesta. La combinación de valores de Mu

y Mv proporciona escenarios en los que predomina el flujo convectivo en
la superficie hacia la derecha o hacia la izquierda. Mu crea un rollo de
convección horario en la parte delantera del pulso, mientras que Mv crea
un rollo de convección antihorario. Para el caso de efectos combinado con
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pequeños valores de Mu, será el rollo antihorario correspondiente a Mv

el que predomine en la convección, por otro lado si Mu presenta valores
grandes encontraremos como la convección total aumenta y predomina
sobre Mv.

4. El caso de Mu < 0 y Mv > 0 se ve en la sección 2.3.3. Nuevamente
muestra como los aportes en el flujo de convección en la superficie de Mu

y Mv apuntan en direcciones opuestas y se generan rollos de convección
que giran en sentidos opuestos. La deformación del frente se ve dominada
por los efectos de Mu, la concentración del pulso en la superficie tiende
a desaparecer debido al flujo en esta zona que va en dirección opuesta
al movimiento. Mu genera un rollo de convección en la parte delantera
del pulso en sentido antihorario mientras que Mv en sentido horario. Para
valores pequeños(en valor absoluto) deMu se observa que los efectos deMv

dominan, mientras que valores grandes (en valor absulo) de Mu dominan,
generando un incremento asintótico de velocidad y enerǵıa cinética.

5. El caso estudiado en la sección 2.3.4 corresponde a Mu < 0 y Mv <
0. El flujo de ambos en la superficie es en contra del movimiento del
pulso. La deformación del pulso muestra como este tiende a desaparecer
en la superficie. Mientras mayores sean, en valor absoluto, los números de
Marangoni, la velocidad y enerǵıa cinética del pulso se incrementarán con
una tendencia asintótica. Cuando ya no hay gradientes de concentración
del pulso en la superficie no hay efectos del gradiente de tensión superficial,
por lo que la velocidad y la enerǵıa ya no se verán afectados.
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