PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU
ESCUELA DE POSGRADO

Titulo

EL MODELO DE PRECIOS DE COMMODITY DE
SCHWARTZ-SMITH Y FILTROS DE KALMAN
CON PANELES DE DATOS DE FUTUROS

TESIS PARA OPTAR EL GRADO ACADEMICO DE MAGISTER EN
MATEMATICAS APLICADAS CON MENCION EN APLICACIONES A
LA ECONOMIA

AUTOR
Ing. Kendy Brigitte Ocola Agiiero

ASESOR

Dr. Johel Victorino Beltran Ramirez

JURADO

Dr. Jhonatan Samuel Farfan Vargas
Dr. Jorge Richard Chavez Fuentes

Diciembre del 2018



Indice general

Introduccion

1.

6.

El modelo continuo de los precios spot de un commodity
1.1. Elementos del modelo . . . . . . . . . . ... ...
1.2. El modelo de precios spot de Schwartz y Smith . . . . . ... ... ... ..
1.3. Solucién del modelo y su estructura probabilistica . . . . . . . .. .. .. ..

El modelo spot ajustado por riesgo neutral y valoracion de Futuros
2.1. Valoracion en mercados incompletos . . . . . . . .. ..o
2.2. Contrato Futuro. . . . . . . . . . . ..
2.3. Modelo spot ajustado al riesgo neutral . . . . . . .. ... ... ...

El modelo en la forma espacio estado y propiedades de Markov
3.1. Representaciéon espacio estado del modelo . . . . . . . . ... ...
3.2. Simulacién de precios del modelo . . . . . . ..o o000

3.3. Modelo oculto de Markov . . . . . . ..

. Filtro de Kalman discreto

4.1. Conceptos preliminares . . . . . . . . . . ..o
4.2. Recursividad de la distribuciéon de filtraje . . . . . . ... .00
4.3. Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov Gausiano . . . . . . .. .. ..

Estimacion paramétrica con Maxima Verosimilitud
5.1. Solucién por el método del Gradiente . . . . . . .. . ...
5.2. Aplicacién al modelo oculto de Markov . . . . . .. ... ... ... ..
5.3. Aplicacién al modelo de Schwartz y Smith . . . . . ... ... .. ... ...

Conclusion

A. Precios spot simulado

Bibliografia



Resumen

Este trabajo estudia el modelo estocastico de precios spot de commodity de Schwartz y
Smith (2000). Este modelo asume que el precio spot de un commodity S; es una funcién de
dos factores estocésticos, In (S;) = x¢ + &, con una dindmica X; = (y,, &) descrita por el
sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas de difusion

dxt = —kxdt+ oy dBy
d¢, = pedt + oedBE,

donde el vector (BL?‘ , Bf) es un P—proceso Browniano correlacionado con coeficiente py..

Dado el modelo de precios spot y un conjunto de precios futuros de cierto commodity Y;, el
problema general consiste en calibrar X; y el conjunto de parametros 0 = {x, e, 0y, ¢, Pye }
considerando de que X; solo es observable indirectamente a través de Y;. Para el abordaje
de este problema se recurre al método de filtraje estocéstico a partir de data observable. El
objetivo del filtraje estocastico es calcular la distribucién condicional E [X; | y1, ..., ;] dada
una muestra finita (yy, ..., y;) de observaciones discretas de Y;.

La solucion al problema de filtraje no es directo y se basa en tres etapas. Primero, se encuentra
la solucion de X;. Segundo, se realiza el cambio de medida de probabilidad P de nuestro
modelo spot por una medida equivalente Q llamado medida de riesgo neutral, aplicando el
Teorema de Girsanov con precios de mercado de riesgo (A, A¢). Con el cambio de medida se
obtiene la curva de precios futuros para un 7" fijo ,aplicando la definicién de precios futuros,

F(t,T)=E2S;/F) :
Vi=log(Fr) = eIy +&+ A7),

donde A (t,T) es una funcién deterministica.

Luego de determinar la ecuacién de futuros del modelo de Schwartz y Smith (2000), en la
tercera etapa para n fijo y un panel de datos de futuros {F,p,, ..., Fy1,}, se representa el
modelo en la forma espacio estado discreto para aplicar el método de Filtro de Kalman en
la estimacion recursiva del sistema lineal discreto. Con las ecuaciones de filtraje se usa el
método de maxima verosimilitud para estimar el conjunto de paramétros 6.

Términos Claves

Valoracién de Futuros de Commodities, Teorema de Girsanov, Teoria de Arbitraje en tiempo
continuo , Calculo de 1t6, Filtro de Kalman y Modelo Oculto de Markov.
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Abstract

This paper studies the stochastic model of commodity spot prices of Schwartz and Smith
(2000). This model assumes that the spot price of a commoditysS; is a function of two
stochastic factors, In (S;) = x; + &, not directly observable X; = (xt,&;) described by a
system of stochastic diffusion differential equations

dxt = —kxedt+ oy dBy
d¢, = pedt + oedBE,

where the Vector(Bf, Bf) is a correlated P—Brownian process with coefficientp,..

Given the spot price model, the general problem is to calibrate X; and the set of parameters
0 = {k, pe, 0y, ¢, pye}. Since X; is only indirectly observable through Y;, the problem of
stochastic filtering is addressed. The objective of stochastic filtering is to calculate the con-
ditional distribution E [X} | 41, ..., ¥ given a finite sample (y1, ..., y;) of discrete observations
de Y;.

The solution to the filtering problem is not direct and is based on three stages. First, the
solution of X; in needed to be derived. Second, the probability measure P of our spot model is
changed by an equivalent measure QQ called a neutral risk measure and for this the Girsanov
Theorem is applied, using constant risk market prices (A, A¢). From the definition of future
prices, F' (t,T) = EQ(Sr/F;), the curve of future prices for a fixed T is derived:

V,=log(Fr) = e "y, +&+A@1T),

where A (t,T) it is a deterministic function.

After determining the future equation of the model, in the third stage for fixed n and a panel
data of future prices {F;r,,..., Fi.r,}, the model is represented in the discrete state space
form so as to apply the Kalman filter method in the recursive estimation of the discrete
linear system. Finally, by means of the maximum likelihood method, the set of parameters
0 is estimated .

Key Terms

Commodity Futures Valuation, Girsanov’s Theorem, Arbitrage theory in continuous time,
Calculation of 1t6, Kalman Filter and Hidden Markov Model.
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Introduccion

La modelacion estocastica en tiempo continuo de los precios de commodities para valorar de-
rivados financieros tiene como principal antecedente el trabajo de Black y Scholes (1973).No
obstante la aplicacion del Filtro de Kalman en modelos financieros se inicia con el trabajo de
Schwartz (1997) cuando modela la estructura temporal de precios futuros de commodities
o curva de futuros. Como se observa en la figura, esta curva refleja la relaciéon que existe
entre el tiempo que resta hasta el vencimiento de los diversos contratos y el comportamiento
estocdstico del precio futuro. El modelo intenta capturar la dindmica de los movimientos
de precios de los contratos de corto plazo y de largo vencimiento, introduciendo factores
estocdsticos que determinarian el precio spot.

Figura 0.1.: Curva de Precios Futuros generado por el Modelo de Schwartz y Smith

En el modelo de Black Scholes adaptado al mercado de commodities, la dindmica del precio
spot S; estd dada por

dX, = (n—% +X,)dt+0dB,
Sy =erp(Xy),

donde X, es el vector de factores estocasticos. En este contexto, basta con tomar logaritmos
para recuperar la dindmica de los precio spot S;. Sin embargo, como senala Schwartz (1997),
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este modelo implica perfecta correlacién entre diferentes contratos futuros contrario a la
evidencia empirica del mercado de commodities. El supuesto simplistico de que los precios
de commodities siguen un movimiento Browniano geométrico (similar a los precios de los
activos financieros como las acciones) no es apropiado con excepcién del precio del oro. La
razon principal es que los factores econdémicos de ajuste de oferta y demanda inducen a que

los precios de commodities reviertan a su nivel medio histérico!.

Adicional a este hecho estilizado, en la literatura de modelos spot para la valoracion de
contratos futuros, el precio spot de los commodities es modelizada como una funcién de
variables de estado no observables llamados factores estocasticos. Como ejemplo tenemos el
factor estacional como una variable de estado del precio de la electricidad. Para el precio de
commodities almacenables como el cobre, el factor rendimiento por conveniencia de mantener
una posicion de cierto commodity como inventario vendria ser una variable de estado de
relevancia.?

La modelizacién de la variable rendimiento por conveniencia podemos encontrar en Gibson y
Schwartz (1990) quienes plantean un modelo de dos factores con volatilidad constante donde
los precios spot y el rendimiento por conveniencia siguen un proceso estocéastico conjunto con
correlacion constante. La variable rendimiento por conveniencia se modela como un dividendo
asociado al commodity. Pero debido a que no es muy intuitivo modelar esta variable, Schwartz
y Smith (2000) plantean un modelo equivalente pero con simplicidad computacional.

En el modelo de Schwartz y Smith se asume que la volatilidad del precio spot de cierto
commodity se descompone en procesos que representan a las variaciones de precios de corto
y largo plazo: la idea es que las perturbaciones aleatorias afectan principalmente al precio
de corto plazo y en el largo plazo el precio del commodity revierte a su nivel medio. El nivel
de precios de largo plazo se modifica ante cambios bruscos en los precios de corto plazo.

El marco de desarrollo del modelo de Schwartz y Smith (2000) se delimita en el sistema
establecida por el proceso de difusién X, solucion de la ecuacion diferencial estocastica

S; =exp(Xy),

donde S; es el precio spot del commodity, X; es el vector de n estados los cuales generalmente
no son observables, B; es el proceso Browniano de dimension n, mientras que b, A, D son
matrices de apropiado tamano, los cuales en la aplicacién empirica son estimados.

Para obtener la ecuacion de la curva de futuros se transforman las variables de estado X,
introduciendo el vector denominado precio de riesgo A la cual se estima con informacién de
mercado. Esta nueva dindmica de precios se basa en Schwartz (1997) siguiendo el enfoque
martingala de valoracién de riesgo neutral de la teoria de arbitraje

1La idea de la reversién a la media es que los precios reaccionan instantdneamente a fluctuaciones de la
oferta y demanda, pero una vez que las perturbaciones se desvanecen, los precios tienden a revertir a los
niveles medios

2Este rendimiento es positivo cuando el precio del commodity registra un alza luego de un periodo de
escasez, proporcionando una potencial prima por la conveniencia de contar con el commodity en ese
momento.
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S, =eap(X).

La valoracion de los contratos futuros no se realiza con la informacion historica de los pre-
cios futuros sino con informaciéon de precios ajustados por una medida martingala neutral
al riesgo. El valor esperado que el inversionista racional espera ganar condicionado a la in-
formacion disponible hasta el instante ¢ debe ser igual al retorno libre de riesgo. Es decir,
Fyr = EQ[Sr | F{] donde F}r es el precio futuro en el instante ¢ con fecha de vencimiento
fijo T', Q es la medida neutral del riesgo y F; es la informacién disponible hasta el tiempo ¢.

Al asumir que el precio spot esta determinado por factores ocultos se plantea el problema de
la extraccién de informacion de precios spot a partir de datos observables de precios futuros
conocido también como filtraje estocastico, ver figura 0.2. Para ello el modelo se representa
en la forma espacio estado discreto para aplicar el método de Filtro de Kalman

er = bD + ADXT].71 + Lde
log Frym =d(T)+c(T) X; + v,

donde bp, Ap,d (T) y ¢ (T) se obtienen de la discretizacién de la solucién explicita del modelo
spot y de la curva de futuros, w es el proceso Browniano discretizado y v es el ruido de los
datos de medicion.

Figura 0.2.: Problema de Filtraje Estocastico



Objetivos de la tesis

La motivacién de la eleccién del modelo estocéastico de precios spot de Schwartz y Smith
para la valoracion de derivados son dos. Primero, es un modelo estandar en la literatura de
modelos spot para la valoracién de contratos futuros. El enfoque de descomponer los precios
en procesos de corto y largo plazo es aplicado en estudios empiricos, ver Wets y Rios (2015) en
el estudio de precios del cobre. Asimismo, el modelo de Schwartz y Smith presenta bondades
en la simplicidad computacional para la estimaciéon paramétrica, lo cual permite extender
a modelos sofisticados de precios de commodities como el de la electricidad, ver Mastro
(2013) y Carmona (2014). Segundo, Sauvageau y Kumral (2016) recientemente realizan un
estudio de simulaciéon de precios futuros para un proyecto minero de depdsitos de cobre.
Lo novedoso es que alternativamente al método tradicional de optimizacion de Expectation-
Maximisation-Algorithm emplean el Algoritmo Genético con Filtros de Kalman, pero no
explican con suficiente rigurosidad el problema no trivial de la estimacién paramétrica con
Filtros de Kalman en el modelo de Schwartz y Smith.

Esta tesis tiene como objetivo general desarrollar el modelo estocéastico de precios spot de
Schwartz y Smith (2000).Para tal fin, se persiguen tres objetivos especificos.

= Se describe las propiedades matemaéticas del modelo mediante la derivaciéon de las
soluciones explicitas de las ecuaciones diferenciales estocéasticas de los precios spot
usando métodos probabilisticos.

= Se aborda el problema de valoracién de contratos futuros sobre commodities mediante
la derivacion de la solucion del modelo bajo la medida neutral del riesgo y la definicion
matematica de precios de contratos futuros.

= Se describe el método del Filtro de Kalman para la estimacion de las variables de
estado del precio spot del modelo.

La importancia académica de este trabajo es que pone en relieve que la descripcién ma-
tematica debe ser consistente con las condiciones econémicas que presenta el mercado de
commodities. Asimismo, presenta la teoria y la implementacion practica del modelo. Este
estudio es concordante con la linea de investigacion de valoracion de opciones reales donde
es importante tener informacion de precios esperados de los precios spot para horizontes de
inversién a 30 anos. Estudios peruanos , Mendiola y Aguirre (2014) y Tresierra y Carrasco
(2016) senalan que la principal dificultad del uso de las opciones reales es la necesidad de
desarrollar modelos y herramientas que puedan facilitar su aplicacion.

Organizacion de la tesis

Este trabajo esta organizado en cinco capitulos lo cuales nos permitiran desarrollar de manera
ordenada los tres objetivos especificos planteados.

El capitulo 1 presenta el modelo de los precios spot del commodity segiin el mercado eco-
némico propuesto por Schwartz y Smith (2000).Inicia con la descripcién general del proceso
estocéstico de los precios de un commodity como una combinacion lineal finita de factores
ocultos. Fijado el contexto, se describe los supuestos del modelo de Schwartz y Smith cuyo
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mercado se basa en dos factores estocéasticos correlacionados (proceso Browniano Geométrico
y Ornstein-Uhlenbeck). El capitulo concluye con la explicacion de la soluciéon explicita del
modelo empleando el calculo estocatico de Itd para procesos de Difusion. Este enfoque nos
facilita describir la estructura probabilitica asociada a la solucién conjunta del modelo.

El capitulo 2 muestra la formula de valoracién de contratos futuros en el mercado finan-
ciero de Schwartz y Smith (2000). Se comienza presentando la valoracion de contratos en
cierto tipo de mercados incompletos llamado modelo de factores no observables. Siguiendo
a Schwartz (1997), el enfoque adoptado es el método de las ecuaciones en derivadas parcia-
les donde se muestra como es introducido el precio de mercado del riesgo denotado por .
Gracias al Teorema de Feynman-Kac y el Teorema de Girsanov, la ecuacién de valoraciéon es
equivalente al de valoracion de riesgo neutral. Es decir, se concluye que existe una relacion
de equivalencia entre A y Q. La idea medular del enfoque de valoracion es que dentro del
modelo solo se requiere que A debe ser el mismo para todos los contratos, pero su eleccion es
arbitrario. Para diferentes A conseguiremos diferentes precios de contrato libre de arbitraje.
A diferencia de mercados completos, con el modelo no es posible elegir el “correcto” A, sino
que es determinado por los agentes del mercado. Por ejemplo, mientras que Schwartz y Smith
asumen que A es constante, Espend (2011) asume que A presenta la propiedad de reversion
a la media. Sentando las bases de valoraciéon en mercado incompleto, se describe las propie-
dades que caracterizan el precio de contratos futuros. Se muestra que el proceso de precios
futuros es una martingala. En contraste, Burger et.al. (2007, pag 94) sefialan que el enfoque
de la medida neutral del riesgo en el contexto de precios spot del commodity implica que el
proceso de precios spot descontados no necesariamente tiene que ser martingala. Finalmente
este capitulo concluye con el ajuste de nuestro modelo spot bajo la medida neutral al riesgo
para encontrar la curva de precios futuros.

El capitulo 3 aborda el problema de la representacion espacio estado del modelo en estudio.
Comienza con la discretizacion de las variables de estado lo cual es directo como resultado
de que la solucién de nuestro modelo es explicita y no hay necesidad de aplicar métodos
probabilisticos de aproximaciones de una ecuacion diferencial estocastica. Luego se estudia
estructura probabilistca del modelo espacio estado lineal discreto bajo la teoria de procesos
de Markov, en particular se presenta las propiedades del modelo oculto de Markov. La
motivaciéon del estudio de este modelo es que nuestras variables de estado no son observables
directamente. Se concluye este capitulo con la simulacién de los precios del modelo.

En el capitulo 4 se describe los fundamentos teéricos que sustenta el algoritmo del filtro de
Kalman en el contexto de modelo oculto de Markov, asumiendo que el espacio de parametros
son conocidos. Basado en Catlin (1989), se plantea el problema de filtraje estocéstico, el
cual se basa en calcular la distribuciéon condicional de X; a partir de una muestra finita
de observaciones. En el contexto de modelo oculto de Markov, siguiendo a Cappé (2009 ),
se presenta la definicién de funcién de verosimilitud de las observaciones y la distribucién
de suavizamiento dado que de la marginalizacion de esta medida se obtiene la distribucion
de filtraje. Luego se presenta la construcciéon general para la estimacion recursiva de las
distribuciones de filtraje en el cual se hace uso intensivo de las nociones de distribucién
condicional. Se muestra la distribucion de filtraje para modelos de Markov Gausianos lineales
haciendo uso del teorema instrumental de modelo lineal Gausiano condicionado. Se discute
también que no es trivial mostrar que la distribucién de filtraje es también Gausiano. Se
muestra finalmente que para encontrar las ecuaciones de filtraje no es necesario asumir que
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los errores del sistema sigan una distribucién Gausiana.

Finalmente, en el capitulo 5 se describe brevemente la estimacion paramétrica de la funciéon
de maxima verosimilitud de nuestro modelo. Para tal fin, se escoge el método gradiente como
el método de optimizacién. Se concluye con la aplicacion de esta herramienta en el contexto
de nuestro modelo.
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Capitulo 1.

El modelo continuo de los precios spot
de un commodity

En esta seccién se presenta el modelo de Schwartz y Smith, el cual asume que los precios spot
es una funcion de las variaciones de los precios de corto y largo plazo. Este enfoque es una
aproximacion estadistica usual que descompone la trayectoria del precio en dos factores, uno
ciclico cuyos efectos se desvanecen en el tiempo en ausencia de nuevos shocks perturbadores
originados por los cambios bruscos en la oferta y demanda de los commodities. El segundo
componente representa la tendencia de los precios que captura los efectos permanentes de los
schocks determinando la proyeccion del precio de largo plazo. Una de las principales ventajas
de este enfoque es evitar realizar estimaciones de numerosas variables no observables que
explicarian la dinamica estocastica de los precios spot.

1.1. Elementos del modelo

Se considera una economia donde se negocian continuamente activos financieros en el inter-
valo |0, T| donde T es la fecha de término de toda actividad comercial. La incertidumbre
de los precios de los activos financieros es modelizada por medio de un proceso Browniano
estandar ! de dimensién finita n:

By = (Bl,..B) : 2—>R",

definido sobre un espacio probabilistico completo (€2, F,P), equipado por una familia no-
decreciente de o—algebras [ = (]:tB ) donde la filtracién generada por (B;) es

FP = o0(By:0<s<t), tc [O,T].
Consideraremos para nuestro modelo una filtraciéon aumentada

Fo 2 o(FPUN) . teloT],

Los componentes son procesos Brownianos independientes: dB!.dB! = 0, Vi # j



donde N £ {A eFB :P(A)=0 } El conjunto de filtracion (F;) satisface las condiciones

de ser continua a la derecha, i.e. F; = Fi+ = (ﬂ .7:S> y JFo es completado con los conjuntos
s>t

P—nulos (ver Proposicién 2.7.7 de Karatzas y Shreve , 1998). Los procesos de precios de
activos riesgosos ademas de ser continuos, son estrictamente positivos P-casi ciertamente
para todo t y son JF;—semimartingalas.

Se distinguen dos clases de activos financieros. Por un lado, tenemos a los activos base y por
otro lado, a los derivados o reclamos contingentes sobre los cuales se plantea el problema de
la valoracién. Entre los derivados transados en nuestra economia se encuentran un nimero
finito de contratos futuros sobre un cierto commodity. El proceso de precio spot de este
commodity, que denotaremos por S;, serd una funcién de n factores estocasticos descritos
por el vector X; = (X}, ..., XI*) mediante la siguiente relacién

1 n
St — eXt +"'+Xt 0

Y

< TY

IA

Definimos a (X}),», como una familia de variables aleatorias en (2, F,P) tal que X, es
Fi—medible, para todo t > 0; y por lo tanto diremos que X = (X;, ;) es adaptado a (F).
Este proceso pertenece al espacio (D, D) donde D es el espacio de funciones continuas por
la derecha y limites por la izquierda. D es el o—algebra generada por los borelianos de R™.

Dada la condicién inicial Xqg = Z , el proceso X; es soluciéon de la ecuacion diferencial
estocéstica
dX} = pi (X{)dt+> 0y (X]) dBf, i = 1,...,n (1.1)
j=1

donde Z es una variable Fy—medible con E “Zﬂ < oo,yparaC > 0,elvector p: D — R"”
y la matriz o : D — R™*" verifican la siguiente condicion

(r) —pW)l+lo(x)—o(y)| < Clv—y|; r,y €R",

con |o> = X |oy)* . Bajo esta condicién, por el Teorema 5.2.1 en (Oksendal, 1998), la
existencia y unicidad de la solucién de 1.1 estd garantizada?. Ademdas cumple

T
E U | X, |* dt
0

La ecuacién 1.1 se puede escribir de manera matricial del siguiente modo

< 0.

2También se muestra E [supogtgf |Xt|2} < C [1 +E {|Z|2H, para mayor detalle ver Teorema 6.5.3 en
Elliott y Ekkehard ( 2005, pag. 159)



- dth -

| dX}

axi | =

L Hn

21

L Onl

o1n 1T dBL ]

Tin dBi (1.2)

L dB} |

donde y; y o; es la fila i del vector [;] y la matriz volatilidad [o;;] de orden n x n respecti-
vamente con 1 <7 <n € N.

El modelo con procesos Brownianos estandar tiene su expresion equivalente en términos de
procesos Brownianos correlacionados. Esta forma equivalente serd utilizada en la represen-
tacion del modelo de Schwartz y Smith (2000).

Consideramos una matriz (deterministica y constante ) §

[ 11 O1n ]
5 = | o o
| e [
y definimos el proceso Browniano (Bt) como B £ 6B | es decir Bi = i 6i]‘Btj con

1 <i < n. Se define la matriz de correlacion p de B por

1

P12
p=| P13

Pin

P12
1

P23

P2n

P13

P23
1

P3n

Pin
P2n
P3n

. pydt = Cov|dB;,dBj], (1.3)

el cual es un proceso estocéstico que toma valores entre —1 y 1. Se calcula facilmente que

piydt = E|dBi.dB{| - E|dBj| .E[dB]| = E|dB.dB{]

= > duljdt,
k=1

es decir p =097

La siguiente proposicién nos dice como podemos encontrar una matriz § adecuada a partir
de la matriz de correlacién p para que corresponda B = §B. Para la prueba ver Proposicién
3.12 en Muirhead (2011, pag. 10).



Proposicién 1.1.1. (Construccion de procesos Brownianos correlacionados). Sea una ma-
triz p = [pij]lgmgn positiva definida. Un proceso Browniano (Bt) con matriz de correlacion

p se construye aplicando una transformacion lineal al proceso Browniano (By) estindar a
través de su descomposicion de Cholesky: p = 60" con § = [0i)1<i j<n tal que

oIl = 1, i = 1,..,n,

comienza de la siguiente forma

y los demés elementos d;; se calculan iterativamente

1 / )
57 (Pz‘,j — Y=t 5i,jfk5i,jfk) J <t

I
~.

Oij = \/1 — k=1 5i2,i—k J

0 b

El proceso B construido mediante Proposicién 1.1.1 se llama vector de proceso Browniano
correlacionado con matriz de correlacion p.

Ejemplo 1.1.2. (Descomposicién de procesos Brownianos correlacionados en procesos Brow-
nianos independientes). Sea (Btl, Bf) un proceso Browniano con matriz de correlacion

1 p.
= -1 < <

positiva definida, es decir dB}dB? = pdt. De la Proposicién 1.1.1 su correspondiente trans-
formacion matricial ¢ tiene la siguiente forma

1 0
= | i



Con este ejemplo, debe quedar claro que podemos expresar un proceso Browniano

B! B}
Bf | | pBl 4y 1—p2BE |7

correlacionado p en términos de un proceso Browniano independiente (B}, B?).

Observacién 1.1.3. Se muestra que B2 es un proceso Browniano como resultado de la carac-
terizacién de Levy. El cual senala si una local martingala (Bf)con t > 0 presenta variacion

cuadratica [Btz, BtQL =1t ,Vt > 0, entonces (Bf) es un movimiento Browniano, ver Karatzas
y Shreve (2004, pag. 157).

La Proposicién 1.1.1 se pueder rescribir en términos de 1.1 de la siguiente manera. Para
i =1,...,n definimos

ol 2 [ a-z-]
(2 1)
j=1

y asumamos que es diferente de cero. Definamos B} por

D=

sl W p o= 1,..n (1.4)

Puede verse facilmente que Bj es un proceso Browniano correlacionado, i.e. dBjdB] = p;;dt

donde

pljdt = E[dégdég} - ||Uz||1HU]H Zzzlaikajkdt :ﬁ?&j”dt. (15)

Podemos rescribir la dinamica de X ,ver 1.1, como
dxi = pi(X{)dt+ |oilldB], i = 1,..n.

Resumiendo tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.1.4. (Proceso Brownianos Correlacionados). El sistema en 1.6



j=1
donde By, ..., B, son independientes, puede ser equivalentemente representado como
dxi = pi (X})dt+06;(X])dBj,i=1,...n (1.7)

donde By, ..., B, presentan matriz correlacién p . La conexion entre 1.6 y 1.7 estd dada por
las siguientes expresiones

_ 1 ,
Bz = m@‘iBt, 1= ]_, .., n
i
(Si = HO'lH, izl,...,n
1 z": 0i0; . 4]
Pii = T Oik0Oik — 77— s 6] — o n.
Y loall Nlosll iz Mol llogll” Y

Ejemplo 1.1.5. Sea el sistema dado por

dth = Nldt + UlldBtl
dX7 = podt+ o91p.dB; + U2lmd3t2' (1.8)

Aplicando la Proposiciéon 1.1.4 tenemos que 1.8 se puede rescribir como

dth = /let —+ O'Hd.étl
dXt2 = /}th + Ugldétz,

donde B} = B! y B? = p.B} + /1 — p2B2



1.2. El modelo de precios spot de Schwartz y Smith

En el modelo de Schwartz y Smith, el proceso (.S;) de precios spot estéd conformado por dos
factores estocdsticos. Es decir, la ecuacién 1.1 se reduce a n = 2 con X; = (x¢, &)Tsolucién
del sistema conformado por 1.10b y 1.10c. Para p,¢ € (—1,1), se define

BY =B}, v Bf=peB +/1—p2B;, (1.9)

de modo que (Bi‘, Bf ) es un proceso Browniano correlacionado ( ver el Ejemplo 1.1.2 ) con
elementos de la matriz de varianzas- covarianzas , C(t) , dados por

Cov [dB}dBf| = pyedt , Var[dBY] = Var|[dB{| = dt.

Luego, el modelo matematico es representado de la siguiente forma

ln (St) = Xt -+ gt (110&)
dxi = —kxedt + o, dBf (1.10b)
dé, = pedt + oedBy, (1.10c)

con pardmetros kK > 0, o0, > 0, 0¢ > 0y pe € R.

El factor & representa las variaciones del precio de largo plazo. Este factor captura el compor-
tamiento del costo marginal de produccién del commodity, el cual es afectado por factores de
produccion, impactos tecnologicos y la escasez de inventario. Matematicamente, para cierto
nivel de precio de equilibrio de largo plazo S, el factor & es el logaritmo natural de S; y se
asume que sigue la dindmica de un proceso Browniano aritmético, ver 1.10c, donde p¢ y o
denotan la variacién esperada y la volatilidad de &, respectivamente siendo ambas constan-
tes. Por el Lema de Ito para S, = €& , el precio de equilibrio se comporta como un proceso
Browniano geométrico con tasa de crecimiento constante pig + %O’?,

_ _ 1 _
s, = S, (Mg + 203) dt + S,0¢dB;.

El factor x; se define como las desviaciones del precio spot respecto a su nivel de equili-
brio de largo plazo , x; = In(S;) — In (5}), representando las desviaciones de corto plazo
como resultado de la escasez momentanea de inventario de cierto commodity. Se asume que
estas desviaciones son efimeras siguiendo el proceso Ornstein-Uhlenbeck, ver 1.10b, donde
X+ revierte al nivel de precio equilibrio cero con una velocidad x y volatilidad o,, ambos



constantes®.El modelo asume que las innovaciones aleatorias de la economia generan que &
cambie permanentemente y esta perturbacion se transmite via el coeficiente de correlacion
pye sobre x; , pero este solo tendré efecto transitorio.

Las condiciones iniciales Xy = (xo,&0) son dadas y conocidas por el inversionista , con
momentos de segundo orden finito, i.e.,

Eyxs<oo y E& < oo.

-
Se asume que el vector ( X0, &o ) y el proceso Browniano (B,?‘ , Bf) son mutuamente inde-
pendientes.

El modelo equivalente de 1.10b y 1.10c queda representado de la siguiente manera

dx: = —kxidt+ o, dB} (1.11a)
dft = ,LLgdt + O'gpxgdBtl =F O¢n/ 1— pigdBtQ (111b)

En el siguiente Lema se expresa los precios spot en términos de B} y B?.

Lema 1.2.1. El proceso de precios spot satisface la ecuacion diferencial estocdstica,

dSy = (o — kx¢) Sydt + 015,dB} + 02,5,dB}, (1.12)
donde av = (/Jg + %Ug + %ai + O'XO'ng£> , 01 = O¢gpPye + 0y Y O3 = 0¢y/1 — pis :

Demostracion. Resultado directo de aplicar la formula de Ito Multidimensional para n = 2
y la funcién F (x., &) 2 exp(xe + &) = Sy

OF oF 1
dF (xt,&) = {b1X+b2+

9?F oF OF oF oF
+ (021011 + 022012) mdt + (Ulla + 021 875) dB} + (01287X + 0227£> dB?

donde de 1.11a y 1.11b se definen bl = —kxt,bQ = /L,E,UH = 0y,012 = 0,021 = Ufpr Yy 022 =

oeq/1 —pig.

]

3También a y; se le interpreta como el rendimiento por conveniencia del commodity, ver Gibson y Schwartz
(1990) y Schwartz y Smith (2000, pag. 899).



La ecuacién diferencial de S; en términos de los procesos Brownianos correlacionados se
obtiene usando la ecuacién 1.9 y el Lema anterior.

Lema 1.2.2. El proceso de precios spot del modelo 1.10a satisface la ecuacion diferencial
estocastica,

dSt = (ONC - HXt) Stdt -+ O'X»S(tng< + O'gStdBf, (113)
5 1.2 1.2
con & = (,ug +50¢ + 50+ axagpxg) .

1.3. Solucion del modelo y su estructura probabilistica

Para el modelo de Schwartz y Smith, la solucién (X;) es explicita como veremos en el siguiente
Lema.

Lema 1.3.1. Dada la condicion inicial (xo,&0), la solucidn X; = (Xt,ft)Tdel sistema con-
formado por las ecuaciones 1.11a y 1.11b es

t
Xt = e—ntXOJrUX/ 6_”“_5)st1
0
t
& = & +M§t+05/0 (pxgdB; +4/1 — pigng), te {O,T} .

Demostracion. De las ecuaciones 1.11a y 1.11b , el modelo en notaciéon matricial se expresa

dx, = [( U >+<_’i O>X]dt+< i L )dB (1.14)
¢ [Lg 0 0 i Ufpr Ug 1—pi§ ¢ )

-
con condicién inicial Xy = ( xo &o ) y

Bl
X e B2 7).
SOREN)

El modelo spot es un sistema lineal de dos ecuaciones diferenciales estocasticas homogéneos,
por lo tanto la solucion existe ( ver Arnold (1992), pag. 128). De la ecuacion 1.14, la funcién

matriz de volatilidad D : [0, T } — R2*2 definido por



Dé< Oy 0 >
Ocpxe Oe\J1—pie )’

es trivialmente medible y acotada en [0, T ] al ser constante. Por lo tanto, el Teorema 8.1.5

en Arnold (1992) asegura que para todo valor inicial ¢ existe una solucion tnica y fuerte .
Asimismo, del Corolario 8.2.4 en Arnold (1992) se sigue que esta solucién esta dada por

t t
X, = ee+ / e =4y ds + / 94D dB,, (1.15)
0 0

donde las matrices A y b son

N -k 0 N 0
a=(5a) 02 ()

Para \j, Ay eigenvalores de la matriz diagonizable A = diag(\;, Ag)=diag(—~, 0), el célculo
exacto de la matriz exponencial e/ es directo

—kKt
tA _ g th tha) _ [ € 0
e —d1ag<e ,€ >—< 0 1).

Por lo tanto, la solucién X; de la ecuaciéon 1.14 esta dada por

ekt () t efn(tfs) 0 0
/t < e—rlt=s) ) ( oy 0 ) ( dB! > (1.16)
0 0 1)\ oepxe oeyJ1—p3e )\ dB ) '

Para concluir, solo resta usar la condicién inicial (o, &p)- ]

Usando el Lema 1.3.1 y la relaciéon de 1.9, se puede rescribir la soluciéon X; en términos de
los procesos Brownianos correlacionados del siguiente modo

t
Xt = e”th—i-JX/ e "=94pBYX.
0

t
& = §o+u§t+a§/ dBe. (1.17)
0

10



Se observa del Lema 1.3.1, que la soluciéon X; es escrita en términos de integrales de Ito
con integrandos deterministicos. Usando este hecho, las componentes aleatorias del siguiente
vector

[/t 6—,‘@(t—s)d_B;7 /t (pxgdBSl +4/1 prdBZ>]
0 0

sigue una distribucién normal con media cero y matriz de covarianzas obtenidas de la Iso-
, . t . .
metria de Integrales de Ito; es decir para [; = fo e**dB, presenta media cero y varianza

fot e***ds, ver Teorema 4.4.9 en Shreve (2004) . Para la estimacién de la covarianza entre x;
Yy ftv

Covxe, &) = Ellxe —E(x)) (& —E(&))]

recordemos que el modelo asume dBXdBS = Pyedt y de la ecuacién 1.17, tenemos

B [( / t e““ts)dB?) ( ng)]
([ ) / i)

t
= e_“taxagpxg/ e™*d,
0

—K Pxe0x0
(1_6 t) xﬁmx 6'

Cov [xt, &)

Por tanto, se puede concluir el siguiente Lema.

Lema 1.3.2. Dado (xo,&), el proceso X; = (Xt,ft)Tdel modelo de Schwartz y Smith se
distribuye conjuntamente como una Gausiana bivariada con vector media m (t) y matriz de
varianzas-covarianzas C (t): X, ~ N (m (t),C (t)), dados por

m(t) =E [xi,&] = [ e "xo , ot et } (1.18a)
_ —2mf) % (1 _ e—nt) p)(&ZxU{
) = (1.18b)
o) Pxeoxe =y

11



En consecuencia, tenemos el siguiente Lema.

Lema 1.3.3. El precio spot sigue una distribucion log-normal con esperanza

1 o

_ —kt - 2kt X

In(E [S]) = e X0+§0+,u§t+2<(1 e )QH
+o2t+2(1— ) W;”f) . (1.19)

Demostracion. Dado o y &, gracias al Lema 1.3.2 se puede concluir que x;+¢&; se distribuye
como una Gausiana con media y varianza determinadas por
E [In(S)] = e "xo0+ & + uet (1.20a)

2
Var [ln ()] = (1—e) % + o2t +2 (1 - ) BN (1.20b)

Eso prueba que S; tiene distribucion log-normal. Para calcular la esperanza de S; aplicamos
la funciéon generadora de momentos de la distribuciéon Gausiana,

E[S] = Elexp(x:+&)
= exp (IE [x: + & + ;Var [x: + ft]) y

y usamos las ecuaciones 1.18a y 1.18b. ]

Cuando t — 00, se observa de la ecuacién 1.19 que los términos e " y e=2% se aproximan a
cero y

, Lo\, _ ., 0%
tli)r& InE [St] — </Lg -+ 205) t = 50 -+ ﬂ +

PO\ O¢

12



Capitulo 2.

El modelo spot ajustado por riesgo
neutral y valoracion de Futuros

En el enfoque clasico para valorar un derivado se necesita cambiar la actual medida de
probabilidad P a una medida de probabilidad equivalente QQ llamado medida de riesgo neutral.
La implicancia de este cambio es que se generan ambientes de neutralidad al riesgo en donde
el precio de un derivado no depende de las preferencias al riesgo de los agentes. La tendencia
del proceso que orginalmente guia el proceso subyacente es ajustado, pero manteniendo las
propiedades del movimiento Browniano para hacer mas simple el proceso de valoraciéon. Por
eso decimos que nuestro modelo spot es ajustado por riesgo y el principal instrumental para
realizar este ajuste en modelos Gausianos es el Teorema de Girsanov. La definicion formal
de Q es la siguiente:

Definicién 2.0.1. (Medida equivalente). Sea el espacio probabilistico considerado en el
capitulo anterior. Si Z es una variable aleatoria que verifica E'Z = 1, entonces Q definido
por

QA) = /Zd]P’ para todo A€ F,
A

es también una medida de probabilidad. Si ademas Z es estrictamente positivo P—casi cier-
tamente, entonces las dos medidas son equivalentes.

La medida @QQ impone restricciones para que el precio de un derivado sea libre arbritaje. Se
dice que en un mercado existe arbritaje cuando se da la siguiente condicion.

Definicién 2.0.2. (Arbritaje). Sea ); el valor de un portafolio. Diremos que en un modelo
existe oportunidades de arbritaje cuando se verifica que Yy = 0y P[), > 0] = 1 y para
T>0,P[Yr>0]>0.

La formalizacion de la definicion de arbitraje esta dado por el “Primer Teorema Fundamental
de Valoracién de Activos”, ver Shreve (2004) en el Teorema 5.4.7, el cual sefiala que un modelo
es libre de arbitraje si y solo si admite una medida Q.

Todo los conceptos presentados hasta el momento nos sera 1til en la valoracion del valor
presente de los pagos de un derivado. En los calculos de valoraciéon elegiremos una medida

13



Q que satisfaga ciertas condiciones -como veremos mas adelante en el Teorema 2.3.1- y un
proceso de descuento Dy dado por

T
- redt
DT—efot,

donde r; es un proceso de tasa de interés F;—medible. Asi, el precio en el tiempo ¢ de un
derivado que paga Vr en el tiempo T esta dado por la esperanza condicional ajustada al
riesgo; es decir

1
V, = HEQ [DrVr | Fi]. (2.1)
t

Un aspecto crucial en la valoraciéon de un derivado bajo los principios de arbitraje consiste
en encontrar un portafolio que replique su valor a lo largo de cierto horizonte temporal. Esto
es lo que se conoce como cobertura financiera; la defincion formal es la siguiente:

Definicién 2.0.3. Un derivado con fecha de vencimiento 7' es replicable si existe un porta-
folio )V, tal que Yr = Vi, donde Vi es un payoff recibido en T

Todo derivado con payoff Vi aleatorio F;—medible es replicable, y el valor en el tiempo ¢ de
cualquier portafolio replicante ) es

T
Y, = EQleJomeduyn | F

Debemos notar que si un derivado es replicable, entonces el precio del derivado debe ser el
mismo para todo Q. Se asocia fomalmente esta idea con el concepto de mercado completo.

Definicién 2.0.4. (Mercado completo). Un modelo libre de arbitraje se denomina completo
si todo reclamo contingente es replicable.

La formalizacién de la definiciéon de mercado completo estda dado por el “Segundo Teorema
Fundamental de Valoracion de Activos”, ver Shreve (2004) en el Teorema 5.4.9, el cual se
presenta a continuacion:

Teorema 2.0.5. Sea un modelo que admite cierta medida Q. El mercado es completo si y
solamente si Q es unico.

Basados en esta breve presentacion de la teoria de riesgo neutral, el propésito de este capitulo
es derivar el precio futuro del modelo spot estudiado en el capitulo 1. Nos referimos al precio
futuro de cierto commodity a la valoraciéon de un contrato que promete la entrega de un
commodity en un tiempo de vencimiento prefijado. Supongamos que la fecha de entrega es
T,con0<t<T < o0,y que el precio acordado a pagarse en la fecha de entrega es F (¢,T).
En el tiempo T, efectivamente recibiremos un pago (posiblemente negativo)

14
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donde podemos interpretar este pago aleatorio en el tiempo T' como un payoft de un derivado
sobre el spot. Si suponemos que no es costoso entrar en tal contrato y bajo los supuestos
de apropiada integrabilidad de los procesos S; y F (t,T'), entonces obtenderemos la relacién
donde podemos determinar el precio futuro

e "TVEQS, — F(t,T) | F] = 0,

donde hemos asumido que Sy € L' (Q), el espacio de variables aleatorias integrables con
respecto a Q y r es una tasa deterministica. Es razonable asumir que para la formacion del
precio futuro consideremos la informacion disponible en el mercado, o en otras palabras, que
F (.,T) sea F;- adaptado. Si S; es un proceso semimartingala, entonces existe (al menos una)
medida equivalente Q tal que

F(tLT) = E°[Sp|F).

Este es la relacion de valoracion fundamental entre el precio spot y el precio futuro, el cual nos
permite obtener la dinamica de un precio futuro libre de arbitraje. En un mercado completo,
la medida Q estd inicamente determinadal. En el caso de un mercado incompleto, la eleccién
de Q es abierto donde tendremos que determinar el mas relevante para la valoracion de un
reclamo.

A continuaciéon daremos un enunciado preciso de esta idea en el Teorema 2.2.3 y concluir
asi, en la ecuacion 2.25 sobre la relacién que hay entre los precios futuros y los factores del
modelo de Schwartz y Smith. Esta es la ecuaciéon que usaremos en el algoritmo de filtros
de Kalman en el capitulo final. Pero previamente, daremos una breve presentaciéon de la
valoracion en mercados incompletos porque el modelo de Schwartz y Smith es un tipo de
mercado incompleto denominado modelo de factores.

2.1. Valoracion en mercados incompletos

En general suele ser dificil mostrar que un modelo de mercado es completo debido en gran
parte a la herramienta matematica que es usada para este fin ( principalmente el Teorema
de Girsanov y el Segundo Teorema Fundamental de Valoracién de Activos). Una manera
intuitiva de determinar que un mercado es completo es aplicando el Meta-Teorema 8.3.1 en
Bjork (2009).

1Se invita al lector revisar Jarrow (1987) para una exposicién detallada de la metodologia de valoracién de
activos financieros bajo la teoria de arbitraje con el enfoque martingala para un mercado general con un
commodity.
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El Meta-Teorema nos permite rapidamente determinar que un mercado es completo y libre
de arbitraje, comparando el nimero de fuentes de incertidumbre con respecto al al niimero
de activos negociados en el mercado. Supongamos que tenemos un nimero fijo de fuentes
de incertidumbre R. El anadir mas activos a nuestro portafolio nos daria las posibildades
de generar ganancias sin asumir riesgo alguno. Entonces, para tener un mercado libre de
arbitraje, el nimero M de activos deberia ser menor en comparaciéon al nimero de fuentes
de incertidumbre. Asimismo, cada nuevo activo nos daria la posibilidad de replicar el con-
trato futuro; por lo tanto, el concepto de mercados completo requiere que M sea mayor en
comparacion a R. Estas nociones se enuncia a continuacion.

Teorema 2.1.1. (Meta-Teorema de mercados completos). Sea M el nimero de activos
transados en el modelo sin considerar el activo libre de riesgo y R el nimero de fuentes
de incertidumbre. Generalmente se cumplen las siguientes relaciones:

(a) El modelo es libre de arbitraje si y solamente si M < R.
(b) El modelo es completo si y solamente si M > R.

(¢) El modelo es completo y libre de arbitraje si y solamente si M = R.

Aplicando el Meta-Teorema, podemos decir que un mercado es incompleto cuando el niimero
de fuentes de incertidumbre es mayor con respecto al nimero de activos negociados en el
mercado. En lo que resta de esta seccion nos centraremos en un tipo de mercado incompleto
llamado “modelo de factores” ,correspondiente a un mercado donde existen objetos que no
son transados en el mercado. En Bjork (2009) se encuentra una generalizacién de este tipo
del modelo, del cual el modelo Schwartz y Smith es un caso particular y a continuacién
presentamos los supuestos que subyacen en este tipo de mercado incompleto:

(A.1) Como el mercado spot de comodity no es liquido, el inversionista no observa
directamente los factores estocasticos X; que determinan el precio spot S;.

» Para el proceso X; = (x¢, &) no se asume ser el proceso de precios de un activo que se
transa en el mercado.

= La dindmica de X; bajo la medida de probabilidad P estan dados por

dx: = —krxidt + o, dB} (2.2)
d& = pedt + 0epyedBl + o¢y /1 — pigdBf, (2.3)

donde B} y B? es el proceso Browniano estdndar.
(A.2) Incluimos en el mercado un activo libre de riesgo.

El proceso de precios de un bono de corto plazo {Bt 0<t < T} con dinamica dado
por

dBt = TBtdt, (24)

donde By = 1y r se asume que es un proceso acotado y adaptado a F; , r > 0 sobre
te [O, T}. La ecuacion 2.4 también puede escribirse de manera continua B; = exp [rt].
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(A.3) Existe un mercado liquido para cada reclamo contingente.

Aplicando el Meta-Teorema, tenemos que el tinico activo que se negocia es el bono de corto
plazo, es decir M = 0 . Ademas, se tiene dos fuentes de incertidumbre R = 2 determinados
por el proceso Browniano (B}, B?). Por lo que el modelo de Schwartz y Smith es libre
de arbitraje e incompleto. Como consecuencia de que el mercado es incompleto, no podra
obtenerse un precio futuro tinico bajo los principios de un mercado libre de arbitraje.

Consideraremos un reclamo contingente general escrito en términos del proceso X. Mas
especificamente, definimos el reclamo ) con fecha de vencimiento en T" por

Y = oX (1)),

donde ® es una funcién deterministica, y nuestro principal problema es estudiar el proceso de
precios 11 (¢; ) sobre este reclamo y como veremos mas adelante encontraremos una funcién
real diferenciable F (.) tal que I (¢; V) = F (¢, X;).

Para dar contexto a nuestro problema de estudio, supongamos que queremos comprar cierta
cantidad de cobre en el tiempo T' y negociamos un contrato cuyo precio depende de X .
Supongamos que las unidades monetarias estan en doélares, la funcion del contrato ® puede
tener la siguiente forma

O (z) =

100, st o0, >20% ,
95, si 0, <20% .

Una posible interpretacion de esta funcién es que si la volatilidad de X en el tiempo T supera
el 20 % pagarfamos 100 dolares, en caso contrario 95 délares. El problema es encontrar un
precio razonable para el contrato del ejemplo y nos referimos a “razonable” en el sentido de
que no habra posibilidades de arbitraje cuando entramos a negociar dicho contrato.

A diferencia de un modelo con mercado completo, debemos senalar de manera enfatica de
que el precio del reclamo ) no sera tinicamente determinada por la dinamica bajo la medida
de probabilidad P del proceso subyacente X sino que también de la eleccién de la medida de
probabilidad de riesgo neutral Q , esto se sustenta en las siguientes razones.

(a) De la aplicacién del Meta-Teorema hemos visto de que nuestro mercado es incompleto.
La afirmacion de que el mercado no es completo resulta de notar de que en nuestro
mercado descrito a priori no existen maneras de determinar portafolios autofinanciables
interesantes. Recordemos que el tnico activo de nuestro mercado es el bono de corto
plazo B y solamente tendriamos la opcién de invertir todo nuestro dinero en los bonos
y no tendriamos la posibilidad de replicar culquier derivado de la forma ® (Xr). Por
lo tanto, concluimos que al no poder replicar nuestro reclamo contingente no podemos
esperar que podamos obtener un tnico proceso de precios libre de arbitraje.

17



(b) La estrategia estandar para obtener un precio tinico para el reclamo contigente sobre
X es seguir el esquema para el modelo de Black-Scholes. Asumiriamos que el proceso
de precios II (¢; V) es de la forma I1 (¢; V) = F (¢, X;) y luego formariamos un portafolio
basado sobre el derivado F' y el subyacente X. Eligiriamos las ponderaciones de parti-
cipacion de cada activo en el portafolio de tal manera de que no exista incertidumbre
y tengamos un rendimiento de un activo libre de riesgo es decir que iguale a la tasa de
interés spot r, y esta tltima igualdad tendria la forma de una ecuacién derivada parcial
para la funcién de valoracion F'. Este enfoque no tiene sentido de aplicarlo en nuestro
caso porque el proceso X de nuestro modelo no es el precio de un activo negociado
al ser factores no observables y por lo tanto carece de sentido de hablar de portafolio
sobre X.

A pesar de que no obtendremos un precio tnico para nuestro derivado particular, esto no
implica que su precio pueda tomar cualquier forma. Del Meta-teorema hemos visto de que la
razén de tener mercado incompleto es porque no tenemos suficiente nimero de activos sub-
yacentes. Si anadimos dos activos mas a nuestro mercado sin agregar un proceso Browniano
adicional, nuestro mercado seria completo.

El requerimiento de que nuestro mercado de derivados sea libre de arbitraje implica que los
precios de los diferentes derivados (es decir, reclamos con diferentes funciones de contrato o
fechas de vencimiento) tendran que verificar ciertas relaciones de consistencia interna para
evitar posibilidades de arbitraje en el mercado de bonos. En el contexto de nuestro ejemplo
esto significa que si atin es imposible obtener un precio tnico para nuestro contrato futuro,
digamos “volatilidad de precios 20 %”

& (2) 100, st o0, >20% ,
X =
95, si 0, <20% ,

con fecha de vencimiento T', debera existir el requerimiento de consistencia interna entre el
precio de este contrato y el precio del siguiente contrato digamos

I () 100, si o0, >25% ,
€T =
95, si 0, <25% .

con fecha de vencimiento 7. Si tomamos como referencia el precio de mercado de un derivado
en particular, entonces los precios de los demés derivados deberan ser determinados por este
precio. Este hecho es consistente con el Meta-Teorema en el sentido de que después de anadir
dos contratos tendriamos la relacion R = M = 2, por lo tanto nuestro nuevo modelo seria
completo. Si por ejemplo, elegimos el precio del contrato “volatilidad de precios 20 %” como
referencia , entonces esperarfamos de que el contrato de “volatilidad de precios 25 %” sea
determinado de manera tnica en términos del precio de referencia.

Para formalizar esta idea supongamos que queremos tomar una posiciéon de compra sobre
un contrato O a T afios. Se asume que existen en el mercado tres contratos futuros V,Z y

O de la forma
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Yy = &(Xr),
Z = I'(Xp),
O = A(Xp),

donde ®,I" y A son funciones deterministicas de valor real. Nuestro interés es encontrar
cémo los precios de estos derivados se relacionan para evitar posibilidades de arbitraje en
el mercado de derivados. Para ello asumiremos que nuestro mercado es libre de costos de
transaccion y al igual que en el caso de mercados completos supondremos cierta estructura
en los procesos de los precios.

(A.4) Asumiremos que existe un mercado liquido y sin costos de transaccién para
cada reclamo contingente ) ,Z y O.

Los precios de mercado de los reclamos son de la siguiente forma

H(t7y> = H(taXt)>
I1(t, 2) G(t, X1),
II(t,0) = T(t,X,),

donde H ,G y Tson funciones reales diferenciables.

La dindmica de los proceso de precios H (t, X;) ,G (t, X;) y T (¢, X;) se obtienen aplicando
la féormula de It6 para el modelo asumido de X;. Es decir,

dH = agHdt+ogHdB} + ooy H dB?,

dG = agGdt+ 016G dBtl + 096G dBtQ,

dY = Oé'[Tdt—i-O'lTT dBtl —|—O’2TT dBt2,

donde
OH 0H 0H 1 29%H 20%H 92H
Y9 4 e+ 3 (0258 4 020+ (0epo,) B
g = H
oH OH
Oxay T 0ePoe
O1H = ,
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o¢ 1—p28—H
Oy = T@g‘ (2.5)

De manera similar se obtienen agq, ay, 014, 02g, 017, 0oy. Para mayor detalle de los calculos,
ver el siguiente Lema.

Lema 2.1.2. Sea X; dado por las relaciones 2.2 y 2.3. Se sigue que la dindmica de H estd
dada por

dH = 87H_ a£+ aiH_i_} 282H+ 2827]—] _|_( )82]‘[ dt
~ Var T Moy T ae T2 |Txaye T % ae | T prae

OH OH . dlJ

Demostracion. Este es resultado directo de aplicar la formula de Tto para la funcién F(.) =
H (ta Xt gt)

OH OH 0H 1 02H 02H
dH (xt, &) = { +b17 thapr +3 [(‘7%1 at)) 0] + (031 +032) 852} }dt

0?H OH OH OH OH
+ (021011 + 022012) ——dt + (0'117 I 021*) dB} + (0127 T 022*) dB?
X Ix ¢ Ax ¢

donde de 2.2 y 2.3 se definen by = —kxi,bo = pe,011 = 0y, 012 = 0,021 = O¢gpye y 022 =

ogqy/1 —pig.

]

Conocida la dindmica de nuestros tres contratos, formamos un portafolio autofinanciable?
V' conformado por H,G' y T con participaciones 0y, 65 v v, respectivamente. De acuerdo
al Lema 6.4 en Bjork (2009), la tasa de retorno de este portafolio estd dado por la siguiente
relacion

dH dG dY

y reemplazando las expresiones obtenidas del Lema 2.1.2 obtenemos

2Se dice que un portafolio es autofinanciable si el cambio en el valor de dicho portafolio depende solo de los
cambios en los precios de sus componentes. Es decir, que no entran ni salen flujos netos del portafolio.
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dVv = V{(QH.OéH—i—eg.OéG—l—(9'r.04'r}dt+V{QH.UlH—l—eg.O'lg—i-(gT.Jl'r}dBtl—|—
% {GH.O-QH + 9(;.02@ + H’Y’.O-QT} dBt2

Para que este portafolio sea libre de riesgo, eligiremos 0y, 04 v 6y tal que los coeficientes de
dB} y dB? sean iguales a cero, es decir

9H+9G-f-‘gy = 1,
9H-01H+90~01G+9T-01T = 0,
O.0og + 0c.00q + Oy.00r = 0. (26)

Reemplazando la solucién del sistema dada por 2.6, obtenemos la dinamica de la ecuaciéon
de portafolios libre de riesgo

dV = V{(gH.CYH—i-Qg.OéG—i—eT.aT}dt

el cual estda dado por

AV - V{ Oor n Oar + 017 [Oag — .O97] y
[UQT - 02H] [UlG 2= UlT] [U2H —= U2T] e [U2G - U2T] [UlH - UlT]
Oocy — O Ooy + 0O O9f — .0
2G 27 R 27 IT[ 2H QT] ag +
02y — O2H [01(; - UIT] [UQH ~ UQT] = [UQG - U2T] [UlH - Unr]

[0ay — 02m] — 0oy — Oc. (026 — Tar + O2x — O2p]

Q.
[UzT - UQH]

De esta manera, hemos construido un portafolio libre de riesgo. Luego por la Proposicién
7.6 en (Bjork(2009), pag. 97), para evitar la posibilidad de arbitraje es necesario que la tasa
de retorno sobre este portafolio sea igual a la tasa instantdanea (o de corto plazo) libre de
riesgo: Og.ag + 0g.ag + Oy.ay = r para todo t, es decir

O (g — 1)+ 0c (ag — 1) + 0y (ay — 1) = 0.

De la Proposicién 15.1 en (Bjork(2009), pag. 214), se sigue que en un mercado de derivados
libre de arbitraje siempre existe un proceso universal X (¢), el cual se enuncia a continuacion.
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Proposicién 2.1.3. Sea la dinamica del contrato H dada por el Lema 2.1.2. Si el mercado
de derivados es libre de arbitraje, entonces existe un proceso universal X (t) tal que, con
probabilidad uno, y para todo t, se cumple

ag (t) —r = oA + oagXs (2.7)

sin considerar la eleccion especifica del derivado H .

Notemos que la existencia de A de la Proposicién 2.1.3 se obtiene de notar de que tenemos
un sistema de ecuaciones lineales homogéneos,

T
g —T O1H O2H O 0
ag —T 016 0O 0 | = |0
ay — T O1r 0921 0‘1‘ 0

Si definimos a la matriz J por

ag —Tr O01H O2H
J = Qg —1T o O |,

Qy — T O1r O27

entonces el supuesto de ausencia de arbitraje implicaria que J debe ser singular y asumiendo
que la matriz o de orden 2 x 2

O1H O2H

016 02aG

es invertible ( con probabilidad uno para cada ¢ ), deducimos que la primera columna de
J puede escribirse como una combinacién lineal de las otras columnas. Por lo tanto, se
garantiza la existencia del proceso multiplicador A; (¢, X3;), A2 (¢, X;) tal que

ag —1 = o1\ + 02m e,

ag—1r = o1gA\ + 02,
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ay — T = O17AL + OarAg.

Cabe mencionar que la interpretacién econémica de A; (¢, X;), A2 (¢, X;) es la de “precio de
mercado del riesgo”. En forma vectorial,

_ M
v ]
es solucién del sistema

ag —1 = oA+ 02m e,
ag —1r = 016\ + 02\,

y del supuesto de que o es no singular vemos que A esta inicamente determinada

-1
O1H O2H ag — 7T

016 022G Qg — T

Observacion 2.1.4. En contraste con el modelo de mercado completo, en nuestro caso la
matriz de volatilidad o y el vector de retornos no son dados a priori, por lo tanto A no esta
determinado dentro del modelo.

Finalmente, de la Proposicién 2.1.3 y del Lema 2.1.2 se obtiene la siguiente ecuaciéon de
valoracion de nuestro contrato.

Proposicién 2.1.5. (Ecuacion de Valoracion). Si el mercado es libre arbitraje, entonces
el proceso de precios libre de arbitraje I1(t, ®) en nuestro modelo estd dado por I1(t,P) =
H (t, X}), tal que H resuelve el problema de acotamiento

oH oH 5\ \ OH
E + (—:‘iXt - O'X/\1> a + (Mg - O'gpngl — O¢ 1-— pig/\2> 87§ +

1 [ LO?H  L0*H 0*H
— |0
2

XaXQ +0'5 852 +2<0-£pX£O-X) a)(aé_‘| —HT = 07

H(T,z) = &(x),

donde A1, Ay son universales en el sentido de que no dependen de la eleccion especiifica del
derivado, H .
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Como resultado del Teorema de Feynman-Kac? , ver Teorema 6.4.1 en Shreve (2004) y del
Teorema de Girsanov, podemos rescribir la Proposicion 2.1.5 en términos de la medida de
riesgo neutral, Q.

Proposiciéon 2.1.6. (Valoracion de Riesgo Neutral). Si el mercado es libre de arbritaje,
entonces existe una medida martingala equivalente Q, tal que la funcion de valoracion H en
la Proposicion 2.1.5 puede representarse como

H(t,z) = e "VEL [@(X (D)),

donde la dindmica bajo la medida Q del proceso X estan dados

dxi = {—rxi— o \i}dt+o,dB}

g = {Mé — OgpyeM — Ufm)ﬂ} dt + oepyed B} + UstB?

donde \1y Ao son universales y el vector (Btl, Bf) es un Q- proceso Browniano estandar.

Notemos que existe una correspondencia de uno a uno entre la medida Q y el precio de
mercado de riesgo A. Por lo tanto, elegir A es equivalenbte a elegir Q.

2.2. Contrato Futuro

Para definir el precio de un contrato futuro, consideraremos el mercado financiero de la
seccién anterior , supuestos (A.1)-(A.2), donde el proceso subyacente estd dado por el factor
estocastico X;. Se asume que el mercado es libre de arbitraje; es decir, existe al menos una
medida martingala de riesgo neutral Q.

En este contexto, consideraremos también un reclamo ) con fecha de vencimiento en 1" de la
forma Y = ® (Xr), y asumiremos que estamos en el tiempo ¢. Si compramos ) y pagamos
hoy dia, entonces sabemos que el precio libre de arbitraje estd dado por

H(t,y) = G(t,Xt7T,y)7
donde de la Proposicion 2.1.6, la funciéon de valoracion G esta dado por
GtX,T,Y) = e T IEL Y]

y el flujo de pagos son como sigue:

3La férmula de Feynman-Kac establece un vinculo entre las ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas
y los procesos estocasticos.
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(a) En el tiempo t pagamos II (¢,)) al vendedor del contrato.
(b) En el tiempo T recibimos ) del vendedor del contrato.

Veremos a continuacion de que el contrato futuro es una variante de este contrato general,
pero previamente describiremos brevemente la formacion de precios forward para comprender
cé/mo funciona el mercado de futuros. Un contrato Forward es un acuerdo para comprar o
vender un activo en un tiempo futuro a un precio determinado. El siguiente ejemplo nos
permite ilustrar sus caracteristicas mas relevantes?.

Un comprador de oro busca cubrir su exposicion al alza en el “London Bullion Market
Association - LBMA” (Bolsa de Metales Preciosos de Londres), y pacta en t = 0 un Forward
de oro en $1,250.00 por onza. Si al momento del vencimiento del contrato, digamos T = 30
dias, el nivel de mercado del oro cierra en $1,300.00 por onza en el LBMA, entonces se le
compensaria financieramente en $50.00 por onza (i.e. $1,300.00 — $1,250.00). Si en cambio,
el precio del oro en el LBMA hubiese caido y cerrado en $1,220.00, entonces el comprador
del Forward de oro hubiese tenido que compensar financieramente a la contraparte de esta
operacién en $30 ($1,220.00 — $1,250.00).

Los contratos Futuros, a diferencia de los Forwards, se negocian en un Mercado Centralizado
de Derivados y son "Marcados al Mercado’ de manera diaria lo cual genera una compensacion
financiera que tiene que cubrirse al dia siguiente; esto se conoce como “Llamada de Mante-
nimiento” (i.e. Maintenance Call) o “Llamada de Margen” (i.e. Margin Call). Formalmente,
la definicién es la siguiente:

Definicién 2.2.1. (Contrato Futuro).Sea ) un reclamo contingente con fecha de vencimiento
en 1. Un contrato futuro sobre ) con fecha de entrega en T', es un activo financiero con las
siguientes propiedades:

(a) Para cada instante ¢t € [0, T, existe en el mercado cotizaciones continuas de F (¢, T,))
conocido como precios futuros para ) en t, con fecha de entrega en T

(b) En el tiempo T, el que toma la posicion de compra del contrato paga F (T,T,)) y
recibe el reclamo .

(c¢) Durante un intervalo de tiempo arbitrario (¢,t + At] , el que toma la posiciéon de compra
del contrato recibe (o paga , si es negativo) el importe de F' (¢,7,Y)—F (t + At, T, )).

(d) Para cadat € [0,T), el precio spot de obtener el contrato futuro IT (¢) es por definicién
igual a cero.

El cronograma de pagos descrito en la Definicién 2.2.1 es conocido como 'making to market’
o en espafol 'ajustados al valor del mercado.® Para entender, consideremos un intervalo de
tiempo [0, 7] el cual lo dividimos en subintervalos usando las particiones 0 =ty < t; <ty <
... < t, =T. Nos referimos a cada subintervalo [t, fx41) como un “dia”, como se muestra en
el cuadro 2.1:

4Ejemplo tomado de https://gerens.pe/blog/enfrentar-precios-commodities-instrumentos-financieros-
derivados/ con fecha 17/06/2018.

SEstd organizado de tal manera que el titular del contrato futuro (tanto en posicién corta o larga) debe
mantener una cierta cantidad de dinero con el broker como un margen de seguridad en el caso de que se
incumpla con el contrato.
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Cuadro 2.1.: Precios Futuros del Cobre

Fecha Spot | 3 meses | 15 meses | 27 meses | 63 meses
31/10/2002 | 1554 | 1568 1619 1661 1724
1/11/2002 | 1570 | 1583 1635 1672 1733
4/11/2002 | 1579 | 1594 1648 1686 1748
5/11/2002 | 1570 | 1586 1641 1679 1741
11/10/2017 | 6756 | 6800 6878 6908 6907
12/10/2017 | 6861 | 6887 6962 6988 6987
13/10/2017 | 6859 | 6882 6956 6983 6982

Si suponemos que la tasa de interés es constante dentro de cada dia, entonces el proceso de
descuento al cual lo denotaremos por D estd dado por D (0) =1y para k =0,1,....n— 1,

trt1
D (tyy1) = exp {—/ Tudu} = ©&Xp {_E?‘:Ortj (tj+1 - tj)} )
0

el cual es F (t;)-medible. De acuerdo a la férmula de valoracién bajo riesgo neutral , ver
Ecuacién 5.2.30 en Shreve (2004), el bono de corto plazo que paga 1 ddlar en la fecha de
vencimiento 7' su precio en el tiempo £, es

_ L

Si mantenemos posicién de compra entre t; y tx.1, entonces en el tiempo ¢ recibiremos un
pago de

F(tgs1,T) — F (tg, T) .

El proceso estocéatico F' (t,T) es construido de tal manera de que F (t,T) es F;—medible
para cada t y

F(T.T,Y) = V. (2.8)

Entonces, si compramos un contrato futuro en el tiempo cero y si mantenemos la posicion
de compra hasta la fecha de vencimiento 7', la suma de pagos recibidos es

Xni (F (tr,T) = F(tr—1,T)) = F(I,T) = F(to,T) = Y —F(to,T),

tal como se muestra en el siguiente cuadro.
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Cuadro 2.2.: Flujo de Pagos de una Compra de Futuros

Dia t Precios futuros Pagos realizados en el Dia ¢
0 F (to,T)
1 F(t,T) (F (t1,T) — F (to,T))
2 F (t2,T) (F (t3, T) — F (t1,T))
n-1 F(t,—1,T) (F (tp—1,T) — F (tn—2,T))
n=T F(T,T) (F(T,T)—F (t,—1,T))
Sumatoria de pagos F(T,T)— F(t,T)

Ademas de verificar la 2.8, el precio futuro es elegido de tal manera de que para cada t; el
valor del pago a ser recibido en el tiempo t;; , y para todo t; >, es cero. Esto significa que
en cualquier momento podemos entrar o cerrar nuestra posicion en el contrato sin incurrir
en costos adicionales a los pagos incurridos. La condicion de que el valor en el tiempo ¢, del
pago a recibirse en el tiempo t;41 es cero puede escribirse como

1

0 = D) EC D (tgt1) (F (te1, T) — F (8, T)) | Fi]
— DB P @ D) | Rl - F (0T}, (29)

donde se ha usado el hecho de que D (tx41) es F;, medible. De 2.9 vemos que
ER[F (tx1,T) | ] = F(ts,T), k = 0,1,..,n— 1. (2.10)

Esto muestra que F'(t;, T') debe ser una martingala discreta bajo la medida @Q . Pero también
necesitamos que se cumpla que F' (T',T) = ), a partir del cual concluimos de que los precios
futuros deben ser dados por la siguiente formula

Ft,T) = EYY|F,], k = 01,.,n (2.11)

En efecto, bajo la condicién de que F (T,T) = ), vemos que 2.10 y 2.11 son equivalentes.

Finalmente, de la expresién de F' (t,T) dada en 2.11 debemos notar que el valor en el tiempo
t, del pago recibido en el tiempo ¢; es cero para cada j > k + 1. Esto es resultado de que
D (t;) es Fy,_, medible y de la propiedad de martingala para F (¢,T'), se muestra que

1
D (tx)

E®[D (t;) (F (t;,T) — F (tj—1,T)) | F,]

se puede expresar como
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_ E2[E? [D (1)) (F (t;,T) — F (t;-1, 7)) | Fiy] | Fo

D (ty)
- D(ltk)EQ (D () EX[F (t;,T) | Fi,.,| = D (t;) F (t;-1,T) | Fo,|
) Dgtk)EQ [D () F(tj=1,T) = D (1) F (t-1,T) | Fu] = 0.

El siguiente ejemplo ilustra esta idea. Un inversionista compra contratos futuros por un valor
de $150.00. Si al final del dia el precio futuro es $156.00, el inversionista obtiene una ganancia
de $6.00; luego el contrato se rescribiria a un precio futuro de $156.00 y el valor del contrato
resultaria en cero. Si al final del segundo dia el precio futuro es $150.00, el inversionista
pierde $6.00 y el contrato se rescribiria a un precio de $150.00. El valor acumulado que
obtiene el tenedor del contrato futuro durante los dos dias seria $(6.00xe"- 6.00) donde r
denota la tasa de interés®. En contraste, si los precios futuros caen en $6.00 en el primer dia,
y luego retornan a su nivel inicial en el segundo dia, el valor acumulado de los dos dias sobre
la posicién de compra de futuros seria $(—6,00e” + 6,00).

Estas consideraciones nos permiten realizar la siguiente definicion para el caso continuo
(es decir, cuando se asume que 7, es un proceso estocastico adaptado, no necesariamente

constante en intervalos de tiempo de la forma [tx,t;41)), para mayor detalle ver Shreve
(2004, pag. 244).

Definicién 2.2.2. (Precio Futuro).Sea Y un reclamo contingente con fecha de vencimiento
en Ty asumamos de que el precio de mercado se obtiene de cierta medida martingala de
riesgo neutral Q tal que E¢ )] < oco. El proceso de precios futuros de un reclamo contingente
Y cuyo valor en el tiempo T es Vr , esta definido por

F(t,T,y):ESXt (V| F) , para cada 0 <t <T. (2.12)

Una posiciéon de compra sobre contrato de futuro es un acuerdo de recibir como flujo de
caja las variaciones de los precios futuros (el cual puede ser positivo o negativo) durante el
tiempo en que mantenemos nuestra posicién. Este flujo de caja puede verse como dividendos
pagados continuamente en el tiempo. En el siguiente Teorema se caracteriza las propiedades
del precio futuro.

Teorema 2.2.3. El proceso de precios futuros es una martingala bajo la medida neutral al
riesgo Q, cumple F (T, T,Y) =Y , y el valor de una posicién sobre un contrato futuro sobre
un intervalo de tiempo es siempre cero.

Demostracion. El argumento usual de iteracién de la esperanza condicionada muestra que
F(t,T,Y) dada por 2.12 es una Q—martingala que cumple la condicién terminal F' (T, T,Y) =
Y. A decir verdad, esta es la inica Q—martingala que verifica esta condicién terminal.

6Si r fuese cero, el valor de mantener una posicién de futuro para t dias seria simplemente el cambio de
precios sobre ese periodo, tal como se indica en la propiedad (c)
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Si la filracion F; , 0 < t < T, es generada por un proceso Browniano B;, 0 < t < T, entonces
por el Corolario 5.3.2 del Teorema de Representacién Martingala en Shreve (2004) podemos
asumir de que F' (t) = F (t,T,)) es un proceso de It

t
F(t,T) = F(O,T)+/FudBu, 0<t<T,
0

para algin integrando proceso adaptado I' (es decir, dF (t,T) = I,dB,). Sean dados 0 <
to <ty < Ty consideremos que en el tiempo ¢ donde ¢ty < t < t; mantenemos la posicion de
compra de A (t) contratos futuros. No nos cuesta nada cambiar de posicién en los contratos
futuros, pero como los contratos futuros generan flujo de caja, podemos invertir este flujo
en un bono de corto plazo libre de riesgo a una tasa de interés constante o a una tasa 7.
Nuestra ganancia de realizar esta operacion de trading es un proceso estocastico G (t) que
cumple

dG (t) = A@)dF (t,T)+rG{t)dt = A(t) [,dB, + rG (t)dt
y por lo tanto el valor presente de nuestra ganancia
d(D )G (t)) = D(t)A(t) [,dB,.

Asumamos que en el tiempo ¢y nuestra ganancia es Gy, = 0. En el tiempo 1, nuestra ganancia
G (t1) cumplird

D(t)G / D (u) A (u) I,dB,.
to

Como las integrales de It6 son martingalas tenemos
E%[D (1) G (t1) | Fu

— EQ[[" D(u) A (u) FudB, — [ D (u) A (u) LudB, | Fy|

= E2[f" D(u) A (u) TudBy | Fiy| = J3° D (u) A (u) TdB,

De acuerdo a la férmula de valoracion de riesgo neutral, el valor en el tiempo ¢y de una
ganancia de (G4, obtenida en el tiempo ¢; es

By oD )G W) | ),

y se ha mostrado que este valor es cero. O

29



2.3. Modelo spot ajustado al riesgo neutral

Enunciamos a continuacion algunos Teoremas que nos seran de ayuda para la representacion
de nuestro modelo spot ajustado a la medida @@, como veremos en el Lema 2.3.5 a partir del
cual se deriva la curva de futuros mediante la ecuacion 2.25.

El teorema de Girsanov construye explicitamente una medida de probabilidad que permite
transformar un 'movimiento Browniano con tendencia’ en un movimiento Browniano sin
tendencia, este tltimo definido en un espacio de probabilidad equivalente. A continuacion se
menciona la relacién que existe entre el Teorema de Girsanov, la exponencial estocastica de
Doéleans y la condicion de Novikov.

Teorema 2.3.1. (Girsanov Multidimensional). Dado un proceso Browniano estindar By =
(B}, ..., B!) en un espacio de probabilidad completo (Q, F,P) y sea {F;} , con 0 <t < T,
la filtracion para este movimiento Browniano. Supongamos que existe un proceso © (t) =
(O1(t),...,0, (t)) adaptado de dimension n (al cual lo llamaremos Girsanov kernel ). Se

define el proceso Z; sobre {O,T} como la exponencial martingala estocdstica de Doleans,

Z0) = exp{/ot@(u).dBu—;/Otﬂ@(u)HQdu}, t< T,

tal que O (t) satisface la condicion de Novikov

exp (;/0 H@(u)H2du)] - (2.13)

Si asumimos que £ [Z (T')] = 1 y definimos la nueva medida de probabilidad Q sobre Fr por

E

entonces,

dB, = dB;+ © (t)dt (2.14)

es un proceso Browniano con respecto a la medida Q.

El Teorema requiere una condicién técnica de Novikov dada por 2.13 para garantizar que
EZ(T)=1,ie. Q sea una medida de probabilidad.

De otro lado, el Girsanov kernel © (¢) se relaciona con el precio de mercado del riesgo A ()
que se introdujo en la seccién anterior en 2.7. El siguiente Teorema recoje esa idea.

Teorema 2.3.2. (Precio de Mercado del Riesgo). En ausencia de arbitraje, existird un
proceso vector Ny que verifica 2.7. El precio de mercado del riesgo Ny esta relacionado con el
kernel de Girsanov a través de \y = —O (t) . Es decir, se cumple
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dQ ¢ 1 )
ﬁ - exp{_/o)‘udBu_ZH/\UH du}

En mercados incompletos existen varias posibilidades de procesos de precios de mercado de
riesgo y de medidas neutrales al riesgo consistentes con el principio de mercado libre de
arbitraje. Por lo tanto, en nuestro caso {O,\,Q} no se determinan por la restriccién de
ausencia de arbitraje, sino por la oferta y demanda del mercado; es decir por las preferencias
de los agentes.

En la siguiente Proposicion , ver Shreve (2004, pag. 257), se muestra las condiciones bajo
las cuales el coeficiente de correlacion entre los movimientos Brownianos bajo la medida P
no se modifica con el cambio de medida Q.

Proposicién 2.3.3. (Correlacién bajo el cambio de medida ). Sea B! el movimiento Brow-
niano correlacionado definido en 1.4 bajo la medida P. Suponga que ezista © (t) = (O (1), ..., 0, (1))
tal que verifica las condiciones del Teorema Girsanov. Se cumple los siguientes resultados:

(a) Para¢=1,...,n , si definimos 7 (t) por

HUzH
entonces se cumple que
AW = dB!+;(t)dt

es un movimiento Browniano bajo Q.

(b) De la definicién de BZ , ver 1.5, se tiene que dBldBt = p;;dt. Este es la correlacion
instantdnea entre B! y Bl. Si pi; €s no aleatoria (aunque pueda depender de t) ,
entonces para cada t > 0,

E[dBidB]| = E[dWdW]] = piydt

Para representar nuestro modelo spot bajo la medida neutral al riesgo Q realizaremos el
siguiente supuesto.

(A.5) Los precios de mercado de riesgo \ := (A, \2) en el modelo de Schwartz y
Smith se asumen que son constantes’.

"Alternativamente, Espen (2011, pag. 12), plantea otro precio de mercado de riesgo: \; := _%Xta Aoy =

— \/1172 (0% — Pye ;—ﬁxt>7 donde 8 y 6 representan la escala de velocidad de reversién a la media y el
— x

nivel de ajuste, respectivamente
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Schwartz y Smith construyen una medida de probabilidad equivalente que transforma un
‘movimiento Browniano con tendencia constante’ en otro movimiento Browniano sin tenden-
cia. Es decir, se define el proceso estocastico

1 T T T
Z(t,By) = exp{—2/0 (A§+Ag)dt—/o AldBtl—/O AgdBf}>O

!
— exp {—2 (N2 4 23) T = \B} — /\QB%} , (2.15)

junto con la derivada de Radon-Nikodym

Q(4) = /Z(b)dIP’(b), A€ Fr donde dP(b) :\/;ﬁe_%db.

Para mostrar que A se encuentra bien definido en el sentido del Teorema de Girsanov, de-
bemos verificar que Z (t) es una P—martingala con respecto a F = {F;},,.,. Para ello, es
suficiente mostrar que se cumpla la condicion de Novikov

ea(xfﬂg)

supk
t<T

< 00,

para algin 0 > 0, lo cual verifica de manera trivial al ser A\ constante. Como consecuencia,
(Rl R2
para By := (By, By) ¢ ) S¢ muestra que

_ABr_1)2 _ _B,)-AB,—1)2

EP [e ABp—3 AT | _7_—4 b~ P {e M Br—Bt)—\B; 2,\T|J_—t]
_ o AB—3NT P [e—A(BT—Bt) | ft}

_ e—ABt—%)\QTEIP’ [e—)\(BT—Bt)}

e ABi—3 NPT 5\ (T—t)

—AB;—3 A%t

= (& s

es una P—martingala. Por lo tanto, el Teorema de Girsanov, nos garantiza de que el proceso
B; con componentes

B! = B!+ M\t
B? = B?+ )\, (2.16)

es un Q—proceso Browniano con tendencia constante A = (A1, A2). En efecto, es facil ver que
B} = B} + Mt es un proceso Browniano: Bj = 0; asimismo, la continuidad de la funcién

32



t — B} es inmediata, ya que son funciones continuas con respecto de t. Por otro lado, la
independencia de los incrementos estan garantizados, pues

B! —B! = B! —B!+ )\ (t—s), paratodo s<t

)

y B} — B! es independiente de F, con A; (t — s) una funcién determinista. Por lo tanto,
B} — B! es también independiente de F; de la misma manera se muestra que B? es un
proceso Browniano.

Observacion 2.3.4. Notemos que bajo P, el proceso lep tiene una distribucién normal con
media ATy varianza T'. De 2.16 , para b = b+ AT se cumple

dP (b) = L

27T )

&
~
"o
N =
|

E¥[Bi+ MT| = MT y
Var® [B}] = Var® [B%—l—)\lT} — Wi

Sin embargo, bajo Q, se remueve el término de tendencia de B%En efecto, de 2.15 para el
caso de BZ = (,se tiene

dQ (b) = Z(t:b)dP (b)
- 7 (t; b— )\IT) AP (5 = AlT)
— 1 e_Al(I;_AlT)_%A%Te*(57;\71?)2 i
27T
= 1 e*A15+%A§T€—(57;%T)2 ~
V2T
1 —b2/2T j7
- et 2.17

Es decir, bajo Q el proceso B} es normal con media cero y varianza T°®.

8Falta mostrar para B% = 0,pero el procedimiento es similar
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Modelo Spot ajustado

A continuacion procederemos con el ajuste de nuestro modelo spot. De la ecuacion 2.16 y de
la Proposicion 2.1.6, se muestra que los procesos x; vy & bajo la medida neutral al riesgo se
rescriben de la siguiente manera

dy, = —rxudt+ o, (dB} — hdt)
s = pedt+ oepye (AB! — Mdt) + 0¢\/1 — p2¢ (4B — Aadt) .

Simplificando,
dxi = (—kxi — o \1)dt + o, dBY (2.18a)
A&, = (e — oeNy) dt + oed B, (2.18b)

donde A5 £ Aipye + Aoy /1 — p2¢ dBf £ pedBl + /1 — pigdBf y BY = B}. Luego de la
caracterizacién de Levy ( ver Karatzas y Shreve , pag. 157) y la Proposicién 2.3.3 se tiene
que Bf es proceso Browniano y que dBi‘.dBtE = pyedt.

El siguiente Lema se obtiene de la ecuacion 2.18a y 2.18b y muestra la transformacién del
modelo de Schwartz y Smith bajo la medida neutral al riesgo.

Lema 2.3.5. En el modelo de Schwartz y Smith, la dindmica de los procesos x; y & bajo Q
se reducen a

dx; = (—kxi—\y)dt+ o, dBX (2.19a)
dé = (e — Ae) dt + 0edB; (2.19b)

donde A\, = g, A1 ¥ A\e = 0.

Si comparamos la dindmica de los procesos bajo la medida P con los obtenidos bajo Q , se
observa que el proceso x; bajo QQ sigue siendo un proceso Ornstein-Uhlenbeck pero ahora
revierte a —\, /k , mientras que bajo [P este revertia a 0. El proceso & bajo Q sigue siendo
un movimiento Browniano aritmético, pero con drift i = e — e

A continuacién se enuncia el siguiente Lema, el cual nos sera util para encontrar la ecuacién
de la curva de futuros del modelo.
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Lema 2.3.6. Dada la condicion inicial (xy,&;) , entonces para T >t la solucion xr y &r es

A T N
xr = e *T 0y, - X (1 — e*”(T*t)) + O'X/ e "= BX (2.20a)
K t

& = &+ (e — ) (T —t) +o¢ (B} — Bf). (2.20Db)

T o . . .
El vector (xr,&r) se distribuye como un proceso Gausiano con vector media y matriz co-
varianza dado por

A
E® [(xr.&r) | Fi] = [e“mxt—,;‘(l—e“(”) Lt (e — A) <T—t>], y

2K K

COUQ [XT: fT | ]:t] = )
(1 o e—H(T—t)) PxETXTE 02 (T — 1)

K

= Cov" [xr,&ér | Fi.

(1 _ e—2n(T—t)) 7% (1 y. e—n(T—t)) PxeTxT¢

Demostracion. Se demuestra de manera similar al Lema 1.3.1,

T

A .
E%[xr|xi] = E¢ [e‘”(T‘t)Xt > = N\ / e " dBY | Xt]

t

A T N
= E° le_”(T_t)Xt — =X (1 — e_“(T_t)) | Xt‘| F Jxe_”TEQ [/ e™dBY | Xt‘|
K t

— efn(Tft)Xt - >/:( (1 = efn(Tft)) y

Eler|&] = E%|&+ (ne—Xe) (T —1) +o¢ (By - Bf) | &
= &G+ (e —A) (T —1).

La varianza se obtiene de la isometria de Ito:

—w(T— A —k(T— 4 —k(T—38) 71
Var® Ixr | xt) = Var [e (T t)xt — ;X (1 — e (T t)) +UX/ e r(T )dB§ B
t

T
= Var [Uxe_“T/ e dBX | Xt]
t

T
_ 0_26—2/£T / eQnst
t

X

_ (1 _ €—2H(T—t)) 13( y
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Var® [fT | &] = Var [gt ( - )‘é) (T - t) + o¢ (Bg o Bf) l €t]
= 0£ (T —1).

]

Como consecuencia del Lema 2.3.6 , el logaritmo del precio spot ,In (S;) se distribuye como
un proceso Gausiano con vector media y matriz covarianza

U (Sr) | F) = e Tyt — X (1- T ¢
(e = Ae) (T = 1)
= E" [In(Sr) | Al - AHX (1—e ™™D =\ (T—1)  (2.22a)

o2
Var® [In(Sy) | F] = ( e~ 2+ ) 2—" L% o (1 (T—t)> %
= Var® [In(Sy) | F (2.22)

Valoracion de contratos futuros

Sabemos que se cumple F' (T, T) = Sz, y de la Definicién 2.2.2 nos dice que podemos calcular
el precio futuro mediante la ecuacion F (t,T, Sp) = E9(Sy | F,). Entonces,

In(F,) = In (]EQ [ST | ft])
1
= ]EQ [lnST\ft]+§VarQ [lnSTlJT_‘t]a
= e T+ 6+ AT), (2.23)

en la iltima ecuacion se estd usando 2.22a y 2.22b donde

M

KR

A, T) = (e = Ae) (T — 1) = (1= 1)

2

1 (Tt O T\ PxETAO,
+ . K(T—t)\ 7 X 2 _ _—r(T-t) Fx§9xY¢
+ 5 [(1 e )% +od(T—t)+2(1—e¢ ) . ] . (2.24)

ver figura 2.1. De 2.23 | la varianza del In (F}) esta dado por
26—2H(T—t) + 0_2 + 2€—I{(T—t)
¢ Pxg0x0¢-
Para contratos préximos a vencer (i.e. 7' = 0) , la varianza es igual a Cov (x; + & ). Cuando

T aumenta, la contribucion de la varianza de x; disminuye, y para T" — o0, la varianza de
In (F}) se aproxima a o.
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En forma matricial para una serie finita de contratos futuros con fechas de vencimiento
Ti, ..., T, tendremos

[ In(Fyr) | FAGT) T [ermH
In (Ft TJ’) - ATy | + | e @Y 1 Xt (2.25)
: : . . &t
| In (Ft,Tn) ] L A(t,T,) | i o—K(Tn—t) 1|

Cuando apliquemos filtros de Kalman en el capitulo final asumiremos que la data de precios
futuros contiene errores de medicién debido a cotizaciones de precios asincronicos, y entonces
agregaremos a la ecuacion de futuros 2.25 un proceso ruido blanco ;.

Figura 2.1.: Precios futuros y Esperanza de los precios spot
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Capitulo 3.

El modelo en la forma espacio estado y
propiedades de Markov

El modelo financiero de Schwartz y Smith es un sistema lineal continuo conformado por dos
variables de estado X; = (x¢, &) y multiples curvas de futuros Y; = In (£} 1, x,) asociados
a un numero finito de contratos futuros con diferentes fechas de vencimiento 7,,. En este
capitulo se presenta la notacién de este sistema en la forma espacio estado. Veremos que
la estructura probabilistica que induce este sistema dindmico es la de un modelo oculto
de Markov. La motivacion de la representacién espacio estado se debe a que nos brinda
el sistema de ecuaciones en la forma apropiada para el analisis posterior del problema de
estimacion de filtraje con el Filtro de Kalman.

Definicién 3.0.1. (Clasificaciéon del Proceso estocéstico). Si los vectores aleatorios son dis-
cretos, decimos que el proceso estocéstico tiene espacio estado discreto. Si son continuos, se
dice que el proceso tiene espacio estado continuo.

La forma espacio estado esta conformado por dos sistemas de ecuaciones: (i) la ecuacién de
medicion, la cual relaciona las variables de estado con las variables que pueden ser observadas
y las cuales a su vez incluyen un ruido en su medicién y (ii) la ecuacién de transicién, la cual
describe la dinamica de las variables no observables, llamado también variables de estados. La
formalizacion de esta definicion se presenta a continuaciéon y es el caso general para nuestro
modelo lineal.

Definicién 3.0.2. (Ecuacién de Medicién). Representa la relacién funcional de las obser-
vaciones medibles Y; con el vector de estado X;. Se asume que es de la forma lineal tal
que

Y, = d+F X, +u, (3.1)

con vector d y matriz F' de apropiado tamafio, y un proceso aleatorio v;. Ademéds se asume
para vy

Elv|=0 , E[y]] =

V paras=t
0 otro caso.
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para cada t, y las condiciones

EvX,] = 0 y Ewws] = 0 Vi s.

Definicion 3.0.3. (Ecuacién de Transicién). Es el sistema que describe la evolucién de las
variables de estado X; sobre el tiempo t. Se asume la ecuacién lineal

Xt = C+GXt_1 +C{.}t, (32)

con vector ¢ y matriz de transicion GG de apropiado tamano, y un proceso aleatorio wy.
Ademas se asume para vy

W paras=t

Elw] =0, Elww]] = {() otro caso

para cada t, y que
ElwXs] = 0 para s < t.

Para, nuestros propositos de derivacion de las ecuaciones recurisvas del filtro de Kalman nos
centraremos en las ecuaciones 3.1 y 3.2.

3.1. Representacion espacio estado del modelo

La representacion espacio estado en tiempo continuo se deriva directamente de nuestro mo-
delo spot con excepcion de la introduccién del error en la ecuacién de medicion v;. Estos
errores de mediciéon pueden interpretarse como los errores de ajuste en el modelo de los
precios observados.

La caracterizacién de nuestro modelo en la forma espacio estado es la siguiente:

» El estado del sistema dindmico estd conformado por X, € R?, tal que dado el estado
inicial X, tenemos que X; puede ser tnicamente determinado para t > t.

= El modelo espacio estado estd dado por la ecuacion de transicion

Xt 0 e_n(t_tO) 0 Xto
= + +
& | e (£ —to) 0 1][ &

_ oy ftto e_n(t—f)dB}_

| oc fy, (pxedBL+ /1 — p2dB?)
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y la ecuacion de medicién

[ In(Fir) | (AT T [ o—r(Ti—1) 1
(Fr) | = | ART) | +] e @0 1 [ : ] + v, (3.4)
| In(Fyr,) | L A(t,T,) | i o—(Tn—t) 1

El espacio estado discreto puede verse como una aproximacion del espacio estado continuo.
La motivacion principal de pasar de tiempo continuo a discreto es que en la calibracién de
Xy, Schwartz y Smith usan observaciones spot y de precios de contratos futuros discreto. La
data discreta consiste en precios diarios de cierre de contratos futuros de cierto commodity
como el cobre ($/TM) que fueron transados en el London Metal Exchange desde 2002-10-31
a 2017-10-13 (3779 observaciones).

Encontrar la apropiada dicretizaciéon de un proceso estocatico continuo implica realizar un
andlisis probabilistico riguroso. Una de las maneras més simples de la aproximacién discreta
de un proceso de It6 es la aproximacion de Euler-Muruyama, ver Kloeden (1992) e Iacus
(2008). Pero, en nuestro caso tenemos la solucién explicita de la ecuacion diferencial estocas-
tica y podemos construir la representacion discreta exacta de nuestro modelo; no obstante,
principal atencién merece la discretizacién del proceso Browniano.

Recordemos las propiedades de los dos movimientos Brownianos dados en 1.9.

BY = B}

Bf = pxeBi+ 41— p2BE. (3.5)

La media de (B,?‘ : Bf)es cero y la varianza, Var [B}] = Var [Bﬂ =t.

De la definicién de la covarianza

Cov [Btl, Bf] = peCov [Btl, Btl} + mCov [Btl, Bf} ,
y de la independencia entre B} y B? tenemos

Cov [Btl, Bf] = pyet.

Estos dos procesos Brownianos definen las dos integrales estocasticas de 1t6 de nuestro
sistema dado en 3.3:

t
W= Ux/ eiﬁ(tiT)dBiv w = o ftto (prdBi + /1= piédB?-) :

to
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Por el Teorema 4.4.9 en Shreve (2004) y de la Isometria de Ito, tenemos que (w},w?) se

encuentran normalmente distribuidos con media cero y matriz de covarianza

[th’wﬂ N 0 | % (1 — e*2n(t77)) ngéﬁxé (1 _ efn(t7t0)>

Para construir la solucién discreta de una ecuacion diferencial estocastica sobre el intervalo
[0, T, se realiza una particiéon At de [to,T] : conjunto ordenado y finito At = {7y, 71, ..., 71}
talque tgp =10 <71 <..<7; <..<7 =T,y para intervalos de tiempo equidistantes

T = to—l-jAt

Sea At = tamano de paso y ny = nimero de periodos en el conjunto de datos; consideran-
do la Definicién 3.0.2 se presenta el siguiente Lema.

Lema 3.1.1. La Representacion Espacio Estado del modelo de Schwartz y Smith es del tipo
Gausiano lineal conformado por la ecuacion de transicion 3.6 y la ecuacion de medicion 3.7.

s La ecuacion de transicion es de forma lineal

Xt 0 eant 0 Xt71 wtl
= -+ -+ 9 t = 1, ...,
& pe At 0 1 &1 Wy
o en forma resumida
Xt = c+ GXt,1 + We, (36)

donde w; es un vector aleatorio normalmente distribuido con

W _ ¢
Elw]=0 , Elwwl] = { pata

0 otro caso,

con W = Cov [(xat, {at)] coincide con 1.18b:

(1 _ e—25At> ‘277>2< (1 _ e—HAt) IxTEPxE
Cov|w] = " "
(1— ) oxosous 21
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» La ecuacion de medicién es de forma lineal con repecto a la variable de estado X; :

[ In(Fin) ] FAGT) ] [er ™ 1]
m(Fr) | = | AGT) |+ ] @0 1 [?]+w , b= 1.np
. . . t
| In(Fim,) | LA@T,) ] e 1
con A (t,T) dada por 2.24. En forma resumida
Y, = d+F X, +uw, (3.7)

donde v; es un vector aleatorio, normalmente distribuido con

\% _ ¢
Elv]=0 , Ewl] = { P

0 otro caso.

En particular, la matriz de covarianza de v; es del tipo

Cov[v] = diag{s%,sg,. 82},

cy9n

donde s,, es un parametro constante.

= Finalmente, se asume
E[tht] = 0, (3-8)

y el vector estado inicial X estd4 normalmente distribuido, con E [X,] = mgy Cov [X,] =
Cp. Asimismo, se asume

EXow] = 0 y E[Xow) = 0 ,Vt. (3.9)

Observacion 3.1.2. (Proceso ruido blanco). Cabe mencionar que en el espacio discreto se
definen los proceso ruidos blancos v; como aquellos procesos no correlacionados los cuales
estan idénticamente e independientemente distribuidos con media cero y varianza constante,
en el sentido

V paras=t
Cor [v]] = P
0  otro caso.
Consecuentemente,
V = F ['UtU;Lr] .

El marco de referencia para discutir los procesos ruidos blancos con media cero y varianza
finita es el espacio de Hilbert con el producto interno (wy,v;) = E [wy, v¢]. En este caso, w;
y v; son ortogonales si y solamente si (w;, v;) = 0. Este es la interpretaciéon del supuesto en
las ecuaciones 3.8 y 3.9. Ademas, notemos que un proceso Browniano discreto es un proceso
ruido blanco con w; ~ N (0, At) donde At es el tiempo discreto.
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3.2. Simulacién de precios del modelo

Para fines computacionales, es 1til considerar la discretizacion de los procesos Brownianos,
donde B; es especificado para valores discretos de t en particiones At = T'/N para algin
entero positivo N . Asi, B; denota a By ,con 7; = to + jAt. Para By = 0 tenemos que:

Bj_Bj—l == \/At.Zj,

donde Z; es una variable aleatoria independiente con distribuciéon normal estandar,Z; ~
N (0,1). Una manera prictica de simular dos procesos Brownianos , consiste en generar
variables aleatorias normal estandar

Z} ~ N(0,1)

2
Zs o~ N(0,1),
y si asumimos que estan correlacionados , como en 3.5,

COT(Z;,ZJZ) = N

entonces construimos ZJ2 como una forma lineal

Z: = pZ;+e, (3.10)

donde €; ~ N (0,1 — p?), ver Algoritmo 3.1.

De lo descrito en la seccion anterior, tenemos que la discretizacién exacta del modelo del
Lema 3.1.1 estaria dado por el siguiente sistema de ecuaciones:

1 —exp (=2t
Xi = Xjo1e "+ UX\/ pQ(K )Z}_l (3.11a)
& = o1+ peSt+ o AZT, (3.11b)

donde Z} y Z? definidos como en 3.10. La grafica de la simulcién del precio spot se encuentra
en el anexo A.
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Algoritmo 3.1 Simulacién de dos Brownianos Correlacionados

(1) Generar n valores de la variable normal estandar 7}
(2) Generar n valores de la variable ¢,, donde ¢, ~ N (0,1 — p?);
(3) Construir Z2 donde Z2 = pZ! +¢,

corGBM <- function(n, r, t=1/365, plot=TRUE)

{ #n es el nimero de muestra

#r es la correlacion

#t es el tamafio de paso

Z1 <- rnorm(n, mean=0, sd= 1)

se <- sqrt(l - r~2) #deaviacion estandar del error
e <- rnorm(n, mean=0, sd=se)

72 <- r*x + e

Z1 <- cumsum(Z1x sqrt(t))

Z2 <- cumsum(Z2* sqrt(t))

Max <- max(c(Z1,Z2))

Min <- min(c(Z1,Z2))

if (plot) {

plot(Z1, type="1", ylim=c(Min, Max))

lines(Z2, col="blue")

} return(cor(Z1,Z1))

}

#sample result

corGBM (10000, .85)

[1] 0.8523341

3.3. Modelo oculto de Markov

El modelo espacio estado descrito en la Definicién 3.0.2 es un tipo particular de modelo
oculto de Markov. A continuacion, mostraremos la estructura probabilistica que induce este
sistema dinamico; para ello revisaremos brevemente la definicion de Proceso de Markov en
términos de un kernel de transicion. Fijaremos dos espacios métricos S y Ml y denotaremos
por § v M a sus respectivoso—algera de Borelianos.

Definicién 3.3.1. (Kernel de Transicién). Dados (S, S),(M, M), y una funcién

K:SxM—1]0,1],

que cumple:
(a) Para cada z € S, K (z,.) es una medida positiva sobre (M, M).

(b) Para todo A € M, la funcién x — K (z, A) es medible, diremos que K es un kernel de
transicion cuando K (z,M) = 1 para todo z € S; y K serd un kernel de transicién de

Markov sobre (S,S) cuando S =My K (z,S) =1, Vx € S.

Un kernel de transicion K cuando admite una funcién densidad K : S x M — [0, oo] medible
con respecto al sigma algebra producto & ® M lo denotaremos por,
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K (z,A) = /AK(:C,y)u(dy), AeM .

Resumiremos algunas nociones importantes del kernel de transiciéon que seran de utilidad
para la formulacion recursiva de la medida de filtraje.

= Las medidas positivas operan sobre un kernel de transicion de dos maneras diferentes.
Para la medida positiva p definida sobre (S,S), definiremos la medida positiva pK
sobre (M, M) del siguiente modo

WK (A) 2 /,u(dx)K(m,A), AeM. (3.12)

Ademés, definiremos la medida p ® K sobre el espacio producto (S x M, S ® M) por

peK(C) £ //lc(a:,y)u(dx)K(x,dy), CeSoM.

Si p es una medida de probabilidad entonces uK y p ® K también seran medidas de
probabilidad.

= El kernel de transicion opera sobre funciones. Para f : Ml — R medible y acotada,
definiremos la funcién K f sobre S del siguiente modo

Ki@ & [K@d)f), aes (3.13)

con K f funcién medible y acotada en S.

» Para cualquier medida positiva u sobre (S,S) y f: M — R medible sobre (M, M), es
facil verificar que

W) () = n (Kf) = / / w(de) K (z,dy) f (y). (3.14)

Definiremos a continuaciéon un proceso de Markov sobre el espacio de trayectorias en S,
asociados a { K (z,A):x €S, A€ S}.

Definicién 3.3.2. (Proceso de Markov Homogéneo). Considere un espacio de probabilidad
filtrado con medida de probabilidad P y una coleccion de kernel de transicion de Markov
K (z,A) € [0,1],(z,A) € (S,S). Llamaremos un proceso de Markov bajo P, a un proceso
estocastico {X;},., € S adaptado a la filtracién {F;},., tal que
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P(Xt+1€A|E> - K(Xt,A>7

paratodot >0y A€ S.

Llamaremos distribucién inicial del proceso de Markov a la distribucién de Xy y a S como
el espacio de estados.

Ademas, del hecho que FX C F; para todo t > 0 vale que un proceso de Markov con respecto
a la filtraciéon F; es también proceso de Markov con respecto a su filtracion natural

IED(‘X'?Hrl €A | XOa "'7Xt) = K(XtaA)a

paratodot >0y A€ S.

Sea v una medida de probabilidad sobre (S,S) . La siguiente proposicién, sin demostracion,
nos dice que una propiedad fundamental del proceso de Markov {X;},.,, es que su distri-
bucién finita dimensional, se carateriza por su distribucién inicial y producto de kernels de
transicion.

Proposicién 3.3.3. Sea {X;},., un proceso de Markov con distribucion inicial v y un kernel
de transicién K. Para todo t > 0 y una funcién medible y acotado f : S — R wvale

Elf (Xo,...,Xy)] = /f(:vo,...,xt)v(daso)K(mo,dxl)...K(:Et_l,d:tt).

El siguiente ejemplo muestra que el sistema lineal definido por la ecuacién 3.1 es un proceso
de Markov.

Ejemplo 3.3.4. Fijemos X, = 29 € R y {w;},y un proceso ruido blanco con funcién

densidad p tal que X es independiente de w;. Mostraremos que (Xt)tzo

Xt = c+ GXt_l + W, (315)

es un proceso de Markov homogéneo en el espacio estado (R, B (R)) .

Para este proceso, tenemos
P (Xt | Xt—l) = ,O(Xt —C—= GXt—l) )

por tanto

P(Xt S A | Xt—l) = / ;O(Xt — C — GXt—l) dx.
A
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Podemos defnir el kernel de transicién
K (z,A) = / plu—c—Gx)du, veR, Aec B(R) .
A

Bastara con probar que

P(XteA‘thl,...,Xo) - K(thl,A).

Comenzaremos calculando

P(XtEA‘Xt_l,...,Xo) — E(lA(Xt)\Xt_l,...,Xo),

y del supuesto de la independencia de w; respecto a X; 1,..., Xy

P(Xt €A ‘ Xt—la"'7X0) T E<1A(C+GXt—l+wt) ‘ Xt—lv"'7X0)
= E(lA(C-'-GXt,l—i—wt) ‘ thl =X | thl,..on)

== E(lA (C—i—GXt—l +Wt) | X1 = l‘)

Para X; = u , se obtiene que w; = u — ¢ — Gx; entonces

P(X,eA|l X q,...,X0) = /p(u—c—Gx)du
A

= Wi A

Modelo Oculto de Markov

Definiremos a continuacién cuando un modelo se llama modelo oculto de Markov. Para
ello fijaremos dos espacios métricos S y M con sus respectivos o-algebra de Borelianos,
S y M. Llamaremos un modelo oculto de Markov a un proceso doblemente estocastico
parcialmente observado asociado a un kernel de transiciéon definido sobre el espacio producto
(S x M,S ® M) con una estructura particular. El kernel de transicién debe verificar que
tanto el proceso conjunto {X;,Y;},., ¥ el proceso (marginal) no observable {X;},., son de
Markov.

» {X;},50 es un proceso de Markov con transicién kernel K y distribucién inicial v;

= Condicionado sobre el proceso estado { X}, las observaciones {Y;},, son indepen-
dientes, y para cada t la distribucion condicional de Y; depende solamente de X;.
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Definicién 3.3.5. (Modelo Oculto de Markov). Respecto a los espacios medibles (S,S) y
(M, M) denotaremos por K y @ , respectivamente, a un kernel de transicién de Markov en
(S,S) y un kernel de transicién de (S,S) a (M, M). Definiremos el kernel de transicién de
Markov T sobre el espacio producto (S x M, S ® M) como

T((z,y),C] 2 K&Q[(z,y),C] (3.16)

2 // K (2,dx") Q (2, dy ) 1c («/,y)),

para (z,y) € (Sx M)y C € (S®@ M).

Llamaremos un modelo oculto de Markov al par { X}, Yt}t20 como un proceso de Markov con
espacio de estados (S x M), con kernel de transicion de Markov 7"y distribucién inicial

v9Q(C) 2 [[v(dn) @ @ dp) e (@,3).

donde v es una medida de probabilidad sobre (S, S) . Se le denomina oculto porque el proceso
X; es oculto en el sentido de que no se tiene data discreta. En contraste, el proceso Y; es
observable.

Cuando el espacio M es un subconjunto de R? para algin entero d, asumiremos que lo
siguiente cumple.

Definicién 3.3.6. (Modelo Oculto de Markov parcialmente dominada). El modelo de la
Definicién 3.3.5 se dice que es parcialmente dominada si existe una medida de probabilidad
p sobre (M, M) tal que para todo = € S, @ (x,.) es absolutamente continua con respecto a
w; Q(x,.) < p(.), con funcién densidad de transiciéon g (x,.). Entonces, para todo A € M,

Q(z,4) = / 14 (9) g (@, ) 1 (dy) (3.17)

En ese caso el kernel de transicién conjunta 1" se escribe
T(x,y),C] = //K (z,de ) g (¢, v ) 1o (2, ) i (dy) - (3.18)

para (z,y) € (SxM) y C € (S@M).

Note que en tales modelos, generalmente reusaremos la notaciéon v para denotar la funciéon
de densidad de probabilidad del estado inicial Xy (con respecto a A) en vez de la distribucién
en si misma.

En el capitulo cinco, donde consideramos la estimacion estadistica para modelos oculto de
Markov con parametros desconocidos, requeriremos condiciones mas fuertes y aumiremos
que el modelo esta completamente dominado en el siguiente sentido.
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Definicién 3.3.7. (Modelo Oculto de Markov totalmente dominado). Si en adicién a los
requerimientos de la Definicién 3.3.6, existe una medida de probabilidad A sobre (S,S) tal
que v < Ay, para todox € S, K (z,.) < A(.) con funcién de densidad de transicién K (z,.),
entonces, para A € S,

K@) = [1(e) K () A (ar)

el modelo se llama totalmente dominado. La transiciéon kernel conjunta de Markov T es en-
tonces dominada por la medida producto A® i y admite la funciéon de densidad de transicién

t [(x, Y), (3:/, y,)} £ K (x, x,) g (:c/, y/) ) (3.19)

La ecuacién 3.18 nos permite expresar la distribucion conjunta del proceso {X;,Y;},, de la
siguiente manera

By [f (Xo, Yo, oy X0 Yi)] = /-~-/f<xo,yo,...,xt,yav(dxo)g(xo,yo) <

1 {K (21, dag) g (2, y) } %

k=1
e (dyo, ..., dyy) (3.20)

donde i (dyo, ..., dys) = p(dyo) pu(dyr) ... pu(dy,) y vale para cualquier funcién medible y
acotada f: (S x M) = R,

A partir de la Definicién 3.3.5 sobre modelo oculto de Markov { X, Y;},., podemos sefialar
dos propiedades de los procesos X; e Y;. El cual solo la enunciamos y la prueba se encuentra
en Cappé (2005, pag 67).

Proposicién 3.3.8. (Propiedad de Markov del vector estado). Los estados {X;, t > 0} for-
man una secuencia de Markov. Es decir, X; dado X;_1 es independiente de los eventos
ocurridos antes de t — 1

Ef(Xe) [ Xo, ooy Xio1, Yo, .. Yea] = E[f (Xy) [ Xi]
y los eventos pasados es independiente del futuro dado el presente para

E[f (Xt—l) | Xt:>"7XT7Y;f:a~-YT] - E[f (Xt_l) | Xt], t < T.
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Considerando la distribuciéon conjunta del proceso {X;,Y;},., de la ecuacién 3.20 y de la
propiedad de Markov de X; se tiene

E’U [f (Xt-‘rh}/;f-‘rl) | XO; YE), "'7Xt7 )/;f)] - E’U [f (Xt+17 Yt-i—l) | Xt)]

— //f(x,y)K(Xt,dI)g(fﬂ,y)u(dy)~

Otras de las implicancias de la Definicién 3.3.5 es la caracteristica de la independencia
condicional del proceso Y;, es decir

E, [f (Y;f) ‘ X07 "'7Xt7Yb7 '-'7}/;71] = FE, [f (Y;t) | Xt] .
Este resultado se plantea en la siguiente proposicién y nos dice que {Yt}tzo es condicional-

mente independiente dado {X;},. -

Proposicién 3.3.9. Sea {X;, Yt}t>0 un proceso de Markov sobre el espacio producto S x M
con kernel de transicion T' dado por la ecuacion 3.16. Entonces, para cualquier entero p y
conjunto ordenado {k; < ... < k,} de indices y funciones medibles y acotadas en M,

B T 03) | Xivr | = 1T [ 10000 (N

Demostracion. Para cualquier funcion mebible y acotada h se cumple

E, E[lf (Yki)h(Xkl,...,ka)] = /.../v(dxo)g(xo,yo) [ﬁ[((zil,dxi)g(xi,yi)] X

i=1

lli[l 7 (yki)] h (2h, 2, ) @ f; (yki)] h (ks o 7, )

Simplificando, se obtiene

P kp
B, {H fi (Yki)h<Xk1,...,ka>1 = /.../v(dmo)HK(xi_l,dxi)h(xkl:kp) x
/ / H g (v, dy;) H /fi (vi) g (i, dy;) .
’L§é{k1 ..... k’p} ’iE{k‘l ..... kp}

Como [ g (xi,dy;) = 1,
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,,,,,

Ademds, cualquier informacién adicional que obtenemos de X, no tendré influencia en la
distribucién de Yj. Es decir, para cualquier entero py p’, e indices k; < ... < ky,y k<. < k:;)

tal que {k; < ... < k,} N {k; <. < k;/} = (J y para cualquier funcién medible y acotada f
se cumple

E, [f (Ykl,...,YkP) . (N TR I 4 ...,ka

= B [f (Yo Vi) | Xy X |

/
)
1

]

Esta propiedad de independencia condicional se encuentra formalizada en el siguiente Coro-
lario.

Corolario 3.3.10. Para k y p enteros y un conjunto ordenado {ky < ... < k,} de indices tal

que k ¢ {k1 < ... < kp}, las variables aleatorias Yy y (Xkl, ey ka) son P, — condicionalmente
independientes dado Xj.

Demostracion. Sea h una funcién medible acotada en (SP). De la proposicién 3.3.9, para
cualquier funcion f medible y acotada en M,

Ey [£ (V) h (Xkys o Xi, ) | X
= By By [f (Ye) | Xtas oo Xy X e (Xys o X, ) | X
= Ey [f (V) | Xl By [h (Xnys s X, ) | X -

En la seccién 4.3 se muestra que el modelo de Schwartz y Smith es un modelo de Markov
Oculto. O
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Capitulo 4.

Filtro de Kalman discreto

En esta seccion se describe el método del Filtro de Kalman para la estimacion de las variables
de estado del precio spot. La estructura probabilistica del modelo oculto de Markov es
adoptado para encontrar las ecuaciones recursivas de filtraje. Los resultados tedricos son

ilustrados con el modelo de precios spot y la ecuacién de precios futuros de Schwartz y
Smith.

Para definir nuestro problema de filtraje estocastico, consideraremos un proceso de Markov
X = {X;, t € N} definido sobre cierto espacio de probabilidad que toma valores en un
espacio de estados general,S . Adicionalmente a X, existe otro proceso Y; que es una funcién
ruidosa de X; definido sobre algiin otro espacio M. Mas precisamente, fijaremos dos espacios
métricos S y M |, y en todo este capitulo denotaremos por S y M a sus respectivos o-algebra
de Borelianos. A continuacion se plantea el problema de filtraje estocéstico.

Sea un sistema estocdastico en su forma espacio estado, segtin la Definicion 3.0.2:
Xt = C—’—GXt,l—Fwt, t = 0,1,2,...,71
Y, = d+ FX;+uv,. (4.1)

Fijemos una secuencia finita de variables aleatorias Y = [Y1,...,Y;] y sea M, la o—élgebra
generada por {Y;(.),s < t}. Supongamos que observando Y podemos estimar X. Es decir,
estamos suponiendo que existe una funciéon h : R”™ — R Borel medible tal que

X = hoY. (4.2)

es G; medible. Pero la igualdad en 4.2 resulta ser casi imposible por lo que en el problema
de filtraje necesitamos definir el estimador de X , al cual lo denotaremos por X .

Definicion 4.0.1. Sean X e Y definidos como en la ecuacion 4.1.

(a) Por estimador X de X dado Y, nos referimos a la variable aleatoria

X = hov, (4.3)

donde h es una funcién Borel medible, llamado también funcién estimacion.
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(b) Siy; =Y1,....yn = Y, son mediciones de Y, entonces
T = h(y17y27‘“7yn)

es el estimador de X dado vy, ..., y,.Asimismo, cuando Y = [y, ..., y;] se cumple

Pero de todos los posibles estimadores, buscaremos el mejor estimador es decir un estimador
de minima varianza.

Definicién 4.0.2. Un estimador X de X dado Y es de minima varianza cuando existe una
funcion g que cumple la ecuaciéon 4.3 y

|X - x| < llgoy - X|| (4.4)

Equivalentemente podemos expresar la ecuacién 4.4 como

/Q<X—X)2dP < /Q(goY—X)2dP.

La existencia y unicidad de la solucién al problema de filtraje es garantizado por el siguente
Corolario. Sea £, el espacio de las funciones cuadrados intregrales, definimos

M(Y) = {hoY | huna funcién Borel, hoY € Ly}.

y por el Teorema 2.3.4 en Catlin (1980) el conjunto M (Y') es un subespacio cerrado en Ls.

Corolario 4.0.3. El mejor estimador de X dado Y coincide con la proyeccion de X sobre
el subespacio M (Y). Por lo tanto, la solucion X eziste , es unico y cumple la condicién

(X = X)1Mm(Y).

De lo cual se desprende el siguiente resultado.

Teorema 4.0.4. El estimador de minima varianza de X dado Y estd dado por

X = E(X|Y).
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Demostracion. Sea h una funcién medible donde hoY € M (Y'). Del Teorema de Pitagoras
y del hecho de que X € L, por el Lema 1.9.9 en Catlin (1980) es decir

X -E(X|Y) L [E(X|Y)=-hoY]

se sigue
| X —hoY | = |[X—EX|Y)+E(X|Y)=hoY|?
= |X-EX [P+ |EX|Y)=hoY|*.
Se encuentra el minimo cuando hoY = E(X |Y). O

A partir de este resultado y de la Definicién 4.0.1, necesitamos conocer la funcién h(.) para
encontrar el estimador Z de X dado las mediciones ¥y, ...,4, v es lo que se muestra en la
Proposicién 4.1.7.

Antes de empezar con la exposiciéon de la estimacion recursiva de las distribuciones de filtraje,
revisaremos brevemente la nociéon de distribucion condicional.

4.1. Conceptos preliminares

Siguiendo con la notacién introducida en la secciéon 3.3 sobre modelo oculto de Markov, a
continuacion se introducen los conceptos de verosimilitud y distribucién de suavizamiento
los cuales definen la estructura de las ecuaciones recursivas de filtraje.

Definicién 4.1.1. ( Distribucién condicional ). Sea X una (S, S)- variable aleatoria e Y una
(M, M)- variable aleatoria definidos sobre el espacio probabilistico ({2, F,P) .Un kernel de
transicion mxy : M x & — [0, 1] que verifica

/ f@)mxy (Y,de) = E(f(X)|Y), P — casiciertamente

para cada funcién medible y acotada f : S — R, se le denomina distribucién condicional de
X dado Y.

En la definiciéon anterior, la existencia y unicidad de las distribuciones condicionales esta
garantizada cuando S es el espacio Borel como en nuestro caso. No obstante, este aspecto
técnico se puede relajar cuando el proceso Y admite la representacion dada por 3.18.

La construccion de mx|y de la Definicién 4.1.1 se obtiene a partir del siguiente teorema.
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Teorema 4.1.2. (Formula de Bayes). Sea X una (S, S)- variable aleatoria e Y una (M, M)-
variable aleatoria sobre el espacio probabilistico (£2, F,P) . Suponga que ezxista una funcion
medible g : S X Ml — (0,00),la ley ux en S , y la ley py en M, tal que

E(f(X,Y) = / F (2.9) g (2, 9) px (d) oy (dy)

para toda funcion medible acotada f . Entonces,

_ [14(2)g(z,y) px (dz)
[ 9(,y) px (dr)

WX\Y(y7A> 7VAES 7yEM ) (45)

es la distribuciéon condicional de X dado Y.

Verosimilitud

La probabilidad conjunta de estados no observables y de las observaciones hasta el indice ¢
es tal que para cualquier funciéon medible y acotada f sobre {S x M}Hrl

By [f (Xo, Yo, s X0, Yi)] = / / Pl S Y )

t
H {K (xk—la dl‘k) g (xka yk)} Mt (dy()a ey dyt) )
k=1

(4.6)

donde g, denota la distribucién producto p®*+1) sobre (Stﬂ, S®(t+1)). Tomando marginales
con respecto a las variables no observables Xy, ..., X; se obtiene la distribucién marginal de
la observacion,

E,[f Yo,...Y2)] = /---/f(yo,...,,yt)Lm (Yoy -y Yt) it (dYo, -, dyy) (4.7)

donde L, es una medida de probabilidad importante que se define a continuacién.

Definicién 4.1.3. (Verosimilitud o Likelihood). La funcién de verosimilitud de las observa-
ciones es la funcion de densidad de probabilidad de Yy, Y;, ..., Y; con respecto a yu; definida
para todo (yo, ..., y;) € M por
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Lo (o o) = / / 0 (dro) g (20, 90) x [T UK (2xors deg) g ()}

k=1

(4.8)

Ejemplo 4.1.4. Sea el proceso de observaciones Y = {Y;.t € N} un proceso estocastico con
valores en R™ definido como

}/t = h (Xt) + Vt, t> 0, (49)

con Yy =0, h:R% = R™ es una funcién Borel medible y para todo ¢t € N , v; es un proceso

ruido blanco. Se denota por g (¢,.) a la funcién densidad de v; con respecto a la medida de

Lebesgue 1 € R™ con g (.) € B (Rd) estrictamente positiva. La funcién densidad del vector
aleatorio (Y5, ...,Y;) para un arbitrario s,t € N, s <t

Lt (ys> "'ayt> = / ng Yi Z; )]PXS ..... Xt (dxsy -"7d$t) )
R

)t s+1i g

donde Py, x, es la distribucién de probabilidad del vector aleatorio (X, .., X¢). Si asumimos
que el proceso X; es proceso de Markov se sigue

Lot (Yss-stn) = /(R)tSﬂv(dl‘s)g(ys—h(ﬂcs))x I {K (@ie1,dzi) g (i — D (2:))}

i=s+1

(4.10)

Un caso especial de 4.10 es cuando

PYiedy | Xi=2) = gy — h(x))dy:.

Como g; parai = s, ...,t son estrictamente positivas, la funciéon densidad del vector (Y5, ..., Y3)
es también estrictamente positiva.

Si en el ejemplo anterior ademds asumimos que v, ~ N (0, V'), entonces

g—h()) = @0 Edet (V) Fesp {3 = h@) V- h @)},
_m _1 1 T -1
Q(x,B) — /(m)lg(z)(%r) ? det (V) zexp{—2(z—h(x)) % (z—h(x))}dz.
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En lo sucesivo usaremos la siguiente notacion :

Observacion 4.1.5. (Notacién Concisa de Subsecuencias). Por simplicidad , usaremos
en lo sucesivo la notacién

Xl:m = <X17 7Xm) € Yizm £ ()/h "'7Ym)7

para denotar la coleccién de variables indexadas consecutivas X, ..., X,,, y de la misma forma
para la secuencia {Y;}. Por ejemplo, en 4.8 rescribirfamos L, ¢ (Yo, ..., Y) POr Ly ¢ (yo.t). Por
convencion, Y, se refiere a la variable Y;.

Asimismo, denotaremos por f € F;, (S) al conjunto de funciones Borel medibles y acotadas
definido sobre el espacio S.

Suavizamiento

A continuacién, definimos de manera general lo que significa suavizamiento antes de derivar
el resultado basico que forma el core de la obtenciéon de las ecuaciones de filtraje. Considere el
problema de estimacion X; usando informacién hasta el tiempo ¢, denotado por el conjunto de
informacién Yo, = {Y;, ..., Yo} , diferenciaremos entre tres casos de problemas: suavizamiento,
filtraje y prediccién.

Definicién 4.1.6. (Suavizamiento, Filtraje y Prediccién). Para indices positivos k, [, y t con
[ > k denotaremos por 7,y a la distribucion condicional de X}, dado Yp., es decir

(a) Ty ke es un kernel de transicién de (I\\/JI)IHrl a (S)t“:

» Para cualquier conjunto A € S®U—F+D 4o, —s Tt (Yo, A) es una M+
funciéon medible.

» Para cualquier sub-secuencia yo.;, A +—— ke (Yo, A) es una distribuciéon de
probabilidad sobre (Sl_k“’ S®(l—k+1)> _

(b) 7y satisface para cualquier f € F (Sl’k“> ,

Ey[f (Xea) | You| = /"‘/f(xk:l)%,k:lt (Your, dagy)

donde la igualdad cumple P,—casi siempre.

Para valores especificos de k y [ se definen casos particulares de distribucion:
» Distribucion de Suavizamiento: m, ., para t > 0;
» Suavizamiento Marginal: m, ), para t > k > 0;

» Prediccion : m, ;41 para t > 0. Par denotar la distribucién inicial v usaremos la nota-
cion T,0]—1-
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= p-pasos de Prediccion adelante: 7, 4y, para t,p > 0.
» Filtraje : m, ¢ para t > 0. En algunas ocasiones abreviaremos m,;; por ;.

Podemos notar que 7, j.; es una version de la distribuciéon condicional de Xj,; dado Y.
Sin embargo, no es obvio que tal cantidad exista. La siguiente Proposiciéon complementa la
Definicién en 4.1.6 .Mediante un enfoque constructivo se define las cantidades smoothing o
suavizamiento para nuestro modelo oculto de Markov.

Proposicion 4.1.7. Considere un modelo oculto de Markov compatible con la Definicion
3.3.5, sea t un entero positivo y supongamos o, € ML es una subsecuencia tal que la
funcion de verosimilitud Ly (yo.) > 0. La distribucion conjunta m, 0. entonces verifica

To0itlt Yoits f) = Loy (yo:t)_1/~--/f(3?0:t)

v (dxo) g (w0, Yo) kl:[ K (xg—1,dxy) g (Tr, yr) » (4.11)

para cualquier funcion medible y acotada f. Asimismo, para los indices p > 0,

t+p
T,0:t4-plt y()t, / /f -’170t+p X T0:tt (?/Ot,d%t H K(xk—17dxk)

k=t+1
(4.12)

Demostracion. En 4.11 se define 7, o.4¢ en una manera que satisface la parte (a) de la Defini-
cién 4.1.6. Para probar la parte (b), recordemos la caracterizacién de esperanza condicional
y consideremos uan funcién h medible acotada definida sobre (M‘*!). De 1.8

(b (Vo) S o)) = [+ [ Bl00a) £ (00 dn) g 20, 0)

lH K (zr-1,dzy) g (Tr, Yr) | pe (dyo:e) -

Aplicando la Definicién 4.1.3 sobre L, y 4.11 para m, . resulta

E, [h (YO:t) / (X():t)] = / / ?J()t Ty,0:t|t (you f) Lyt (?/0 t) Kt (dym)

= By [h(Yom) Tooute (Yo £)] - (4.13)
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En la dltima linea usamos 4.7, por lo tanto, de la relaciéon de igualdad en 4.13, concluimos
que E, [f (Xo:t) | Yoir] = 7o 0:t (You, f) P- casi ciertamente para cualquier funcion medible y
acotada f definida sobre S'"**1 es decir f € F, (St*1).

La prueba para 4.12 se realiza de manera similar, pero esta vez consideraremos la funciones
f e F (SHP) y h € Fy (SH*1). Primero aplicamos 1.8 para obtener

E, [h(Yo:t)f X0t+p / /f $0t+p ?JOt)

v (dxo) g (20, yo) [HK xk_l,dxk)g(xk,yk)] X

k=1
t+p

H K(xlfladwl)gcvl?@/l) Ht4p (dy0:t+p)- (4-14)
I=t+1

Al integrarse con respecto a la subsecuencia ;41.44p, y si recordamos que g (z,.) = dQ (z,.) /du
entonces se obtiene

t+p t+p
[ T otummn = T @am =1,
M M =t+1 I=t+1

y por tanto, la tercera linea de 4.14 se reduce a Hfifﬂ K (x;_1,dx;) gy (dyo.) - Finalmente,
aplicando 4.8 y 4.11 se obtiene la siguiente relaciéon para todo f € Fp (S™1)

t

7Tv,0:t|t (yom dx(]:t) Lv,t (yO:t) = (de xO Z/o H xkfla dmk) g (xka yk) )
k=1

y asi 4.14 se reduce a la siguiente expresion

E, [h (Yos) f (Xossp)] = / / B (yoe) f (o) X Fooutt (Yot d20) Lo (yo0r) X

[ l_f K (xl—ladxl)] o (dyoue) -

I=t+1
(4.15)

Si definimos el kernel
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t+p
Y y()t, / /f $0t+p To,0:t|t (yond%t H K(xl—hdxl)a

I=t+1

y usando 4.7, concluimos que 4.15 se puede rescribir como

E, [h (Y():t) / (X():t-i-p)] = / / 3/0 it yo it f) L, it (?/0 t) Lt (dyo t)
= h (Your) v (Your, f)] -

Eso prueba que para cualquier funciéon f € F (SP1)

E, [f (Xotsp) | Yol = v You, f) , P — casi ciertamente.

La Proposicién 4.1.7 define también otros casos particulares de kernesl de suavizamiento
mencionados en la Definicién 4.1.6, pues estos se obtienen de la marginalizacion.

Corolario 4.1.8. El kernel de suavizamiento marginal m, ; para 0 < k <t es tal que para
cualquier yo., € My f € F, (S),

T, k|t yOt, / /f -Tk T, 0:t|t ?/0t>de0k) (4-16)

donde 7, 0.4 estd definida por 4.11. Asimismo, dado yo., € Mt la distribucién de p-pasos
adelante de la prediccién 7, pje (Yo:t,-) se obtiene por marginalizacién de la distribucién
conjunta , o..4p[t (Yo:t, -) con respecto a todas las variables x; excepto el ltimo ( k =t +p).

Una examinacion mas cerca de la 4.12 junto con el uso de las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov

K (z, A) = /Kt(x,dy)Km(y,A) ttm>0 , z€S y AeS
se obtiene

T, t+plt (yom ) = Tyt (yO:ta ~)Kp7

donde 7,4, se refiere a la distribucion de filtraje (distribucién condicional de X; dado Yj.).
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Observacion 4.1.9. Reemplazando la definicién kernel 7, o.,; segtin la ecuacién 4.11 , obte-
nemos la siguiente expresion

T, t|t (yomf) = Lv,t (?Jo:t)_l/"'/f(fﬂt)v(dxo)g(flfm%) X

t

H (Tr—1,dzr) g (Th, Yi) - (4.17)

El siguiente ejemplo ilustra los conceptos descritos hasta el momento.

Ejemplo 4.1.10. Para zp. € S? e yp.0 € M3 el kernel de transiciéon Ty0:22 Se escribirfa como

Too22 (Yo2, f) = Lug (yO:z)_l///f(fﬂm)

2
xv (dxo) g (x0, yo) [ [ K (zr—1,dzr) g (x5, y) ,
k=1

y su equivalente definido como medida

2

Tp022 (Yo, A) = Ly <y0:2)_1/1A (z0:2) v (dwo) g (z0,y0) [[ K (wr—1, dzy) g (zx, yx) -
k=1

Por lo tanto, los marginales kernel

7Tu,2\2(y0:2,f) - ///f(ﬂh)%,o:m (yo:Q,diC0:2)7

Ty,11 (y0:1,f) = // f(iCl)Wv,O:m (yO:z,dfﬂm)?

Foo (o ) = Loo ()™ [ F (20) 0 (dao) g (oo, ).
donde por definiciéon de L, se verifica

Loo (%) = /U(dl’o)g(l’myo)[((ﬂ?l,d%o) = [wv(dxo) g (w0, v0) -
y por convencion asumiremos

K(x_l,dl'o) =1.
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4.2. Recursividad de la distribucion de filtraje

En lo que sigue desarrollaremos una técnica para que un kernel de suavizamiento marginal
Tkt Pueda calcularse eficientemente para todos los valores de k en {0, ..,t} y para un valor
especifico de ¢. Nuestra principal herramienta serd una simple representacion de m, ) el cual
se introduce a continuacion. Reemplazando m, ., en 4.17 por la expresion dada en 4.11, se
muestra que siempre es posible rescribir m, k¢ (yo:t, f), para funciones f € F; (S), como

T k|t (y():ta f)
(Yo:1) f | f (wr) v (dwo) g (z0, yo) TI)-y K (211, dxy) g (21, y1)

donde el producto es vacio para k = 0 con la convencién K (x_y,dzg) g (zo,yo) = 1.
Usaremos la siguiente definiciéon para mostrar la recursividad.

Definicién 4.2.1. Para k € {0, ...,t}, se define h,, como un kernel no-negativo finito que
va de (Mk+1,M®(k+1)) a (S,8) definido por

K
bk (Youks | / /f z) v (dzo) g (o, yo) [[ K (zi-1, dz1) g (1, 1) -
=1
(4.18)

Proposicion 4.2.2. La medida definida por /.18 puede obtenerse para todo f € Fy(S)
recursivamente para k =1, ..., t segin

ho s (Yo, f) = /f(ﬂﬁ/>/ s P (yo;k,dx)K($,d$/>g<$/7yk>

con condicion inicial

hoo (Youk, f /f (z,y0) v (dx) .

Demostracion. Este resultado es facil de verificar por simple inspeccién

e (Yo, )= xkesf(a:k)/k—leg [/‘../TVOES,...,xk_QES

k—
v (dzo) g (w0, y0) |1 K(wz_hdwz)g(ml,gz)] K (xp—1,dzy) g (@5, yr) »
=1

donde los términos entre corchetes es hy ;-1 (Yo:k—1, dTk—1). O
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Observacion 4.2.3. (Notacién Concisa). La relacién en 4.18 puede ser rescrito como
(4.19)

7TU,I<:|t (yO:tu f) = Lv,t (yO:t)_l hv,k (yO:ka f)

Si definimos
(4.20)

[ K (x,dzyi1) g @rs1, Yorr) [ppo K (2121, dzy) g (20, a1)

wk|t (yk+1:t7 'T)
£ [

entonces obtenemos la siguiente caracterizacion.

Proposicién 4.2.4. Para todos los indices k € {0, ..., t}
Lv,t

hv,k (yO:ku wk|t)

hv,k (1) s Lv,lm
L, se refiere a la verosimilitud de las observaciones hasta el indice k.

donde

Demostracion. Este es resultado de 4.19 cuando f = 1 y la distribucién marginal de suavi-
zamiento 7,k (Yo, f) es una medida de probabilidad,

Lv,t (yO:t>_1 hv,k (yom wk:\t) .
[

7Tv,k|t (yO:t7 1) =1
Para el indice final k = ¢, wy; es la funcién constante igual a uno y por lo tanto h,; (1)

L.
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Recursion Normalizado

Las cantidades h,; y wy; asi como estan definidas estan no normalizadas en el sentido de

que se desconocen sus escalas. De otro lado, se conoce que h, i (y():k, wk|t) esigual a L, , la
verosimilitud de las observaciones hasta el indice ¢ bajo la medida de probabilidad P,.

El comportamiento a largo plazo de la verosimilitud L, ; tiene la propiedad asimptética. En
los casos donde la recursiéon de la Proposicion 4.2.2 es efectivamente computable, la dindmica
de los valores numéricos de h, . y wg; es tan grande que rapidamente excede la representacion
computacional. La solucién a este problema es el escalamiento y consiste en normalizar h,, j
dentro de razonables cotas.

El esquema de escalamiento consistiria en reempalzar la medida h,; y la funcién wy, por
versiones escaladas que verifique

hop(1) = 1y Py (W) = 1L (4.21)

Para derivar la interpretacion probabilistica de h, x, observemos de 4.19 y Proposicién 4.2.4
para cuando k = ¢, tenemos que la distribucion de filtraje h, ; puede rescribirse [h, (1)]_1 Pyt
Por lo tanto, la versiéon de normalizacion EM de la medida A, coincide con la distribucién
de filtraje m, introducida en Definicion 4.1.6. El dnico escalamiento que verifica 4.21 es
considerar

[ @ mudn) = Lo} [ @) o) e )

= / £ (%) Lithog (d2) Lo Logogg (2) = [ () T (d2) Wi (),

para todo f € F;, (S). La siguiente definicién resume esta conclusion, pero usando la notacion
vk €n lugar de h,, pues ambos se refieren al mismo objeto - distribucion de filtraje en el
indice k.

Definicién 4.2.5. (Variable Normalizada). Para k € {0, ...,t}, la medida normalizada h,
coincide con la distribucién de filtraje 7, y verifica

Ty k = [hv,k (1)]71hv,k = L;ih’v,k

Proposiciéon 4.2.6. (Ecuacién recursiva de filtraje). Las medidas de filtraje pueden obte-
nerse, para todo f € Fy (S), de manera recursiva para k = 1,...,t de acuerdo a las siguientes
eCuaciones
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Cof = //Wv,k—uk—l (dz) K (x,d:c/)g (fﬂlayk);
Touk (f) = c%,lg/ f(m)/ Ty —1lk—1 (dz) K (x,d:c/)g (x/,yk), (4.22)

con condicién inicial

oo = / 6o (z) v (dz)
o0 (f) = b / £ (@) 9 (2, 30) v (dz)

Demostracion. Probaremos que 4.22 coincide con la medida normalizada segiin Definicion
4.2.5. Por induccion de 4.22, es facil de verificar que

=1

k
Tvklk = <H0v,l> hv,k\k- (4-23)
1=0

Del hecho de que 7, y;, estd normalizado,

-1
To gk (1) s (Hflocu,z) o i (1) -

La Proposicién 4.2.4 implica que para cualquier entero k,

k
Lv,k = Hcv,l-
=0

En otras palabras, ¢, = L, y para indices subsecuentes k > 1, ¢, = Ly /L, —1.Por lo
tanto, 4.23 coincide con la medida normalizada de la Definicién 4.2.5. O

Podemos concluir que el calculo recursivo de las distribuciones de filtraje dadas por 4.22
incluye dos etapas:

(a) Se calcula primero la distribucion de prediccion, my,—1,

(b) Luego se estima la distribucion de actualizacion, .
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Por convencion, denotaremos por 7, -1 a la distribucion predictiva de X, cuando ninguna

observaciéon se encuentra disponible. Estas dos etapas se encuentran contenidas en el Lema
4.2.8.

Pero, previamente notemos de que como resultado de la Proposicion 4.1.7 tenemos que la
distribucion de prediccion esta dado por

T, k+1]k (y0:kaf) = //f (l“k;+1) X Ty k|k (yO:k»d17k) K(xkadl'k—&—l)-

Sea k € {0,1,...,t}, se muestra a continuacién la distribucién de prediccion para k = t.

Corolario 4.2.7. La distribucion m,y.—1 se encuentra definido por

Ty, tlt—1 (Z/o:tfl, dfli‘t) = (%,t—nt—lK) (y0:t71, dl‘t) ) (424)
para yo. tal que Ly (yo.e) > 0.

Demostracion. Aplicando 4.12 para p = 1 tenemos

T, 0:t|t—1 (QO:t—l,dQSo:t) = f I (ﬂfost) Tw,0:t—1]t—1 (ZJo:t—bdﬂUo:t—l) K (xt—ladmt)'

Luego, para una funcién f medible y acotada, tendremos el kernel marginal

T tlt—1 (yO:t—bf) = //f (xt) T, 0:t—1]t—1 (y0:t—17d370:t—1) K (iUt—l,dift)-
= //f (2¢) Ty p—1jt—1 Yort—1, dxi—1) K (241, dy) . (4.25)

La tultima igualdad se sigue de que para cualquier A € S se tiene

/ Tv,0:t—1]t—1 (y0:t717dx0:t71) K (mtflaA) = /Wv,t—lt—l (yO:tflydxtfl) K (%4;/4),
St S

gracias a 4.16.

Si rescribimos 4.25 integrando con respecto a x;_1 sobre K (x;_1, A) y considerando las nocién
de medidas positivas sobre un kernel de transicion, ver 3.12, entonces 4.25 se rescribe de la
siguiente forma
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Ty t)t—1 (Yoit—1, f) = /f (z¢) (Wv,t—1|t—1K> (Yo:t—1, dxy)

Eso prueba

T tlt—1 (yO:t—lydxt) = (Wv,t71|t71K) (yO:t—1>d37t)

Gracias a este resultado obtenemos nuestro sistema ecuaciones de filtraje.

Lema 4.2.8. La recursion en 4.22 puede rescribirrse como la ecuacion de actualizacion dado
por 4.26 y la de prediccion dado por 4.27

Cok = //ﬂ-fu,kk—l (yO:k;d'r)g(xvyk)a
Ty, k|k (iUo:k;f) = C;}g/ f(ﬁﬁ)/ Ty, k|k—1 (yO:k7d17)g($7yk)' (4-26)

Tok+ik = Toklk 5K, (4.27)

para k=0,1,...t y f € F(S).

Estimador 6ptimo

Necesitaremos de un concepto claro de lo que constituye para que un estimador sea esta-
disticamente 6ptimo en nuestro algoritmo de filtraje estocastico. El concepto estadistico que
usaremos serd el criterio de error cuadratico medio y esta en linea con la Definicién 4.0.1.

Definicién 4.2.9. (Criterio Optimo). Sea )A(k|k,1 el estimador de X}, basado en el conjunto
de informacion Y7.,_1, el cual induce el error de estimaciéon e, = X — Xk|k_1. El estimador
que minimiza el error cuadratico medio, ECM
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ECM (Xk;\k—l) = F {Xk - Xk:\k:—l 27

resulta ser el estimador 6ptimo con respecto a culquier funcién cuadratica de ey.

Del Teorema 4.0.4, se concluye el siguiente criterio de optimizaciéon del error.

Teorema 4.2.10. (Estimador Optimo). Dado el conjunto de informacion Yy.._1, el esti-
mador optimo Xyp—1 de Xy entre todos los estimadores Xk|k_1 es el valor esperado de X,
condicionado sobre la informacion disponible hasta k — 1. Entonces, el minimo error cua-
drdatico medio MECM estd dado por Xyr—1 = E [ Xy | Yik—1]. El correspondiente ECM estd
dado por

ECM (Xip-1) = E[Xp— E[Xi|Yixa]]® = Cov[Xy| Yik], (4.28)

es decir, el error cuadratico medio coinicide con la matriz covarianza.

Observacion 4.2.11. (Notacién). En el problema de estimacién de Xj usando la informa-
cién hasta el tiempo s, es decir el conjunto de informacién Yy = {Yj, ..., Y5, Y1}, denotare-
mos por conveniencia E [Xj | Yi.] = my sy para el segundo momento condicional usaremos

Cov [ Xy | Yiis] = Chs-

En la siguente seccion se presenta el algoritmo de Filtro de Kalman bajo el supuesto Gausiano
de los errores y se intepreta al filtro de Kalman como el filtro éptimo en el sentido del
estimador minimo cuadratico medio. Cabe mencionar, que tambén es posible obtener el
flitro de Kalman atin si no se verifica el supuesto de distribuciéon Gausiana. En este tltimo
caso hablaremos el flltro de Kalman como el filtro éptimo en el sentido de estimador lineal
minimo cuadratico medio.

4.3. Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov
Gausiano

Para modelos espacio-estado lineales Gausianos, la evaluacién recursiva de 7, ;¢ para cierto
valor fijo de k es factible (ver, Anderson y Moore, 1979, Capitulo 7). Los modelos espacio-
estado lineales y Gausianos constituyen un caso particular, pues m, j; resulta ser enteramente
determinado por su media y varianza.

El principal propésito de esta seccion es mostrar que el espacio estado del modelo de Schwartz
y Smith es un modelo oculto de Markov. Fijemos los espacios S = R¢ y Ml = R para algtin
entero d, p. Se definen los procesos X; e Y; sobre R? y RP, respectivamente y se asume que
el kernel de transicion T' sigue la dinamica especificada por el Lema 3.1.1 ; es decir
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Xt = c+ GXt_l + W, (429)

Y, = d+F X, +u (4.30)

donde las matrices ¢, d, G y F' son constantes con parametros conocidos y dimensiones apro-

piadas, {wt},~¢ ¥ {vt}>0 s0n procesos ruidos blancos ,ver Observacién 3.1.2, con distribucion
Gausiana

we~ NO,W) vy v, ~N(0,V). (4.31)

Del supuesto en la 4.31, las funciones densidades del kernel de transicion de X; e Y; son
Gausianas® y por tanto se verifican las siguientes tres propiedades.

Observacion 4.3.1. Propiedades del Modelo Lineal Markov-Gausiano.

(a) Sea p la funcién densidad asociada a w . Del ejemplo 3.3.4, el kernel de transiciéon de
Markov K esta dado por

K (z,A) = /1A(:v/)p(x/—c—Gx>dx/,

= /1,4 (x/> (2#)_% det (W)_% X

e:vp{—;( /—C—Gl')TW_l (:c,—c—Gx)}dx/. (4.32)

(b) Sea g la funcién densidad de v, entonces g estd dado por

(NI

g(z,y) = (2m) % det (V)

1
xewp{—Q(y—d—Fx)TV_l (y—d—Fx)},

con kernel de transicion del proceso Y dado por

Q(z,B) = /1B(y>g(x7y)dy- (4.33)

'Recordemos que un vector aleatorio (Y7,...,Y,) € R? es normal si y solamente si ¢1Y7 +... +¢,Y}, es normal
para ciertos valores de cy,...,cp, € R
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(c) Se asume que Xy ~ N (myg, Co)

N

T = (2m) 72 det (Co) % x
1
exp {—2 (rg — mo)T C’O_1 (rg — mo)}

Estos tres supuestos son medulares para mostrar que la distribucién de filtraje es Gausiano
en la Proposiciéon 4.3.4.

En el siguiente Lema mostraremos que nuestro modelo lineal es un modelo oculto de Markov.

Lema 4.3.2. La representacion Espacio Estado dado en el Lema 3.1.1 es un modelo oculto
de Markov.

Demostracion. Hemos mostrado que X; es un proceso de Markov en el Ejemplo 3.3.4. En-
tonces basta probar

E[f (Xt+17Y:t+1) ‘ Xo:t;YO:t] = K [f (Xt+17Yt+1) | Xt)]

Para ver esto comenzaremos con calcular

K [f (XtJrl? Y;erl) ‘ XO:ta Yb:t]
= B[f (Xors, d+ F X+ v) | Xow, Yo (4.34)

y considerando la propiedad de la esperanza condicional, la expresion de 4.34 se puede
rescribir como

FE {E’ {f (Xt+1, d+ F/Xt Sy Ut) | Xo:t+1>Y0:t} ’ Xost,Yo:t} :

De la propiedad de Markov de X; y del supuesto de independencia de V;,; con respecto a
(Xo, .-y Xi11) € (Yo, ..., Y;), 4.34 se reduce a la siguiente forma

E[f (X1, Yip1) | Xou, You] = E[E[f (2, dy+ F' Xy +v) | Xogr = 2] | Xou, You|

= F l/f (Xt—i-la y) Q (XH_l,dy) | X[):ta%:t]

- / £ (2.9)Q (v dy) K (X, dx)

= F [f (Xt+17Y2+1> | Xt)] .
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Una caracteristica tnica del modelo espacio estado Gausiano es que al ser los estados X
y las observaciones Yy, Gausianos conjuntamente multivariado para cualquier valor de t,
las distribuciones de suavizamiento son también Gausianas. Por tanto, las distribuciones
de suavizamiento y sus marginales estan determinadas por su vector media y matriz de
covarianza; es decir el estimador predictivo 7y ,—1 y el estimador de filtraje 7, estarfan dados
por

Thik—1 = N(mk\k—hék\k—l)a (4.35)
ek = N(mk\k,ék\k>, (4.36)

sus respectivas medias y matrices de covarianza.

Observacion 4.3.3. Hasta el momento, para k € {0,1,...,t} hemos denotado por 7, a la
distribucién de filtraje. Para evitar toda ambigiiedad, usaremos la notacion i, y (:”k‘ L para
denotar los primeros dos momentos de la distribucién de filtraje en nuestro modelo espacio
estado lineal Gausiano.

Proposicién 4.3.4. Sea el modelo espacio estado lineal Gausiano , como la del Lema 3.1.1.
Si la distribucion de myy 11 es Gausiana,i.e. N (my_1,Cy_1), entonces la distribucion de
filtraje w4, es siempre Gausiana.

Demostracion. Parte 1 : Ecuaciéon de Prediccion. Primero probaremos que la distribu-
cion predicitiva m,;—1 es Gausiana. De 4.27 se obtiene

T, t|t—1 (yO:t—ly-rt) = K (xt—lvxt) X Ty t—1[t—1 (yo:t—lvxt—l) dxi_q, (4-37)

~N(c+Gy—1,W) ~N (mo,Co)

Rescribiendo, en su forma Gausiana , ver observacion 4.3.1 obtenemos

1
T t)t—1 (yo:t_l, It) =7 / exp {—2 (ZUt —C—= Gﬁt—l)T wt (ZUt —C—= Gﬁt—ﬂ} X

1
exrp {—2 (mt,l - mt,l)T C';ll (36754 - mtl)} dl’t—l, (4-38)

donde 7 engloba los demés términos faltantes. En una forma mas resumida, rescribimos 4.38

T t)t—1 (yozt—hl‘t) = U/exp{—[/t} dzy_q (4‘39)

donde
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1 1
L, = 3 (xy —c— G:Et_l)T W (z,—c— Guyy) + 3 (i1 — mt_l)T Ct__ll (41 — 1),

Para resolver la integral en 4.39 |, rescribimos a L; de la siguiente manera
Lt = Lt (l’t_l, LL’t) + Lt (.Tt) 3 (440)

tal que Ly (xy_1, ;) contiene todos los términos cruzados que contiene a x;_; mientras que
Ly (x4) solo los componentes cuadréticos en z;:

Tytlt—1 = ﬂ/exp{—Lt (-1, @) — Ly (74) } dvy s

= nexp{—L; (xt)}/exp{—Lt (241, )} dy_q. (4.41)

Ademaés, elegiremos L; (z;-1, ;) tal que el valor de la integral en 4.41 no dependa de z;.La
integral sera una constante relativo al problema de estimar la distribucion sobre z,

Toglt—1 = mnexp{—Lg(xs)} (4.42)

En lo que resta, el problema se centra en encontrar una funcién L; (x;_1,x;) cuadratica en
x4_1. Los coeficientes de esta funcion se calculan tomando las primeras dos derivadas de Ly,
para mayor detalle de los calculos ver Thrun (2006, pag.43).

Li(xeq,2) = ; (q:t,l -, [GTW_lxt + C,;llmt,lDT vt
(.’L’t_l — Lpt [GTwilft + C't__llmt_l]) s (443)

donde ¥; ' := GTW™'G + C}} define la curvatura de L, (2,1, ;). Cabe mencionar que
L (zy_1,7;) es una forma cuadratica que comunmente aparece en el exponente de una dis-
tribucién normal; es decir

/det (27?%)7% exp{—L; (s 1,2¢) } day_1 = 1, (4.44)

de esto se sigue que
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I

/ exp{—Li (xi_1,x) }dry—y = det (2n) (4.45)

Lo importante de esto es notar que el valor de esta integral es independiente de x;, el cual
es nuestra principal variable de interés. Por lo tanto, para calcular la distribuciéon sobre x,

esta integral es constante; por lo tanto, se le considera dentro del factor n y asi se justifica
4.42.

Luego, L; (x;) se obtiene de la ecuacién 4.40,

L (xt> = Li—L, (It—la $t)

1 _ 1 A 1 _ _ T
= 5 (./L‘t)—r W 1It + §m;r_10t_11mt_1 ] 5 [GTW 1xt + Ct_llmt_l X

(W G+ ) [CTW e+ O]

L (x) es cuadratica en x; , lo cual muestra que Toi—1 €8 Gausiana : donde la media y
varianza de 7, ;1 coincide con la primera y curvatura de L, (x4).

Mye—1 = ¢+ GNy_1—1

Cii—1 = Gétfl\tflGT+W-

Parte 2 : Ecuacion de Actualizacion. Analizaremos la distribucién de filtraje. Del Lema

4.2.8
Ty, t|t (yo:t, l"t) = Ct_l g (l"t, yt) X Ty t—1|t—1 (yO:t—b $t—1) dxi_q,
——
~N(d+Fx¢,V) NN<mt|t—lvét\t—1)
= nerp{—Ji},

donde de la ecuacion 4.33 J; estd determinada por
1 1 R T A ~
Jy = ) (yt —d— Fﬁlft)T v (yt —d - Fl"t) + B (l"t - mt|t71> C (ﬂ?t - mt|t71>
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4.3 Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov Gausiano

De la observacion de que J; es cuadrdtica en x; es suficiente para probar que my 4t (Yout, Tt)
es Gausiana. La media y covarianza de m,: (Yo, T¢) se obtienen de la primera y sequnda

derivada de J;:

R N 1
Mye = Nyp—1 + Cye1 FT (Fct\tleT + V) (Y;t —d— Fmt|t71)

A

R R R 1 .
Cyp = Cyp—1 — Cyp1 F7 (Fot\t—lFT + V) FCy—1.

]

Observacion 4.3.5. Recordemos que en el Lema 3.1.1 habiamos definido la dinamica de X}
para k € {0,...,t} :

Xk = C+GX]€,1—|—wk. (446)

El siguiente Lema elemental es instrumental para calcular el estimador del estado predictivo
y de filtraje de las ecuaciones 4.35 y 4.36.

Proposiciéon 4.3.6. (Modelo Lineal Gausiano Condicionado). Sean X y v dos vectores
aleatorios Gausianos independientes con E [X] =mx, Cov(X) = Cx, y asuma que E [v] =
0. Considere el modelo

Y, = d+ F X+ (4.47)

donde F' es una matriz deterministica de apropiadas dimensiones. Sea C'ov (v) = V', asu-
mimos que FCxFT 4+ V es una matriz de rango completo. Entonces, la distribucion de X
condicionado sobre Y es Gausiana con media y covarianza

E[X|Y] = E[X]+Cov(X,Y){Cov(Y)} ' (Y —E[Y)]) (4.48)
= mx+CxFT{FCxFT+V}Y ' (Y —d—Fmyx) y

Cow(X|Y) = Cow(X—F[X|Y]) = E[(X-E[X|Y]) X7 (4.49)
= Cov(X)—Cov(X,Y){Cov(Y)} " Cov(X,Y)T
Cx — CxFT{FCxFT+ VY ' FCyx.
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4.3 Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov Gausiano

Demostracion. Denotemos por m el lado derecho de la ecuacion 4.48. Entonces
X—m = X—E[X]+Cov(X,Y){Cov(Y)} ' (Y — E[Y])
el cual implica que

Cov(X —m,Y) = Cov(X,Y)—Cov(X,Y){Cov(Y)} " Cov(Y)=0.
(4.50)

Los vectores aleatorios Y e X — 7 por tanto son conjuntamente Gausianos (como transfor-
maciones lineales de vector aleatorio multivariado Gausiano) y no correlacionado.Por tanto,
Y e X —m son también independientes. Escribiendo

X = i+ (X —m),

donde M es o (Y') medible (como combinacion lineal de los componentes de Y) y X — 7 es
independiente de 7 , es facil de verificar que = E [X | Y] vy que,

Cov(X|Y) & Cow|[X—-m)(X—-m)T|Y] = Cov(X —1m).
Finalmente, la ecuaciéon 4.49 se obtiene de notar
Cov(X—m) = E[(X—-m)(X—-m)T] = E[(X—m)XT],

usando la ecuacion 4.50 y el hecho de que m es una transformacion lineal de Y. Las segundas
lineas de las ecuaciones 4.48 y 4.49 se siguen de la estructura lineal de la ecuacion 4.47. [

Segun 4.28, la Proposicion 4.3.6 senala que el estimador 6ptimo de X condicionado sobre Y
estd dado por E'[X | Y] con Cov (X | Y) caracterizando el error medio cuadratico ,ECM ,de
esta estimacion:

E(X-BE[X|Y)(X-E[X|Y)T] = Cov(X]|Y). (4.51)

La Proposicion 4.3.6 también nos dice de que mientras 7 ,—1 o 7y, dependen de las ob-

servaciones, las matrices de covarianzas C’k|k 1y, C’Mk estan completamente determinadas
por los parametros del modelo. Nuestro resultado principal simplemente consiste en aplicar
la formula de la Proposiciéon 4.3.6 en modelos lineales Gausianos para obtener ecuaciones
recursivas equivalentes a la ecuacion 4.27 en términos de los parametros de nuestro modelo.

Veremos que al deducir las ecuaciones del filtro de Kalman, se comienza con el objetivo de
encontrar una ecuacion que calcule una estimacion del estado 7, como una combinacion
lineal de la estimacién 7h,—1 y un promedio ponderado de la diferencia entre la actual
medida Y}, y una prediccion de la medida Yjx—1 como se muestra a continuacion.
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4.3 Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov Gausiano

Proposicion 4.3.7. (Filtraje en Modelos Lineales Gausianos). Sea el modelo del Lema 3.1.1.
La media y matrices de covarianzas predictivas y de filtraje del sistema dado en 3.1.1 pueden
actualizarse recursivamente como sigue, para k > 0.

Prediccion:
mk“g,l = c+ G mk,”k,l (452)
Crpr = GCr 11 GT+W. (4.53)
Filtraje:
A A A A _1 A
M = Mgt + Chpor T (FCipr FT+ V) (Vi — d — Fringey) (4.54)
A A A A —1 A
G = Cuit = Cuper T (FCxpoa FT+ V) F Cicy (4.55)

con la convenciones mo—1 = 0 y Co—y = C,.

Demostracion. Prediccion: Para encontrar la prediccion un paso adelante, tomamos la
esperanza condicional de las variables de estado de la ecuacion 4.46 dada la informacién
hasta el tiempot — 1, £k =0,1,...,t.

Mek—1 = E[Xp|Yiea] = EE Xk | Xe—1, Y] | Yie—1] -
= c-+ G??A’Lk,”k,l (456)

La correspondiente matriz varianza-covarianza para las variables de estado estan dados por

C’k|k71 E [(Xk - F [Xk | }/lzk—l]) (Xk -E [Xk ’ }qik—l])T ‘ Yiik—l]
= F [(Xk - mk|k—1) (Xk - mklk—l)T | )/1:1@—1}
FE

{(C +GXp1 +wp —c— Gmk,wc,l)

(c + X] GT+w,—c— le',{flGT) | lek,l} (4.57)
= GE [(Xk_1 — mk71|k71> (Xk:—l — mk71|k71>T | Ym—d G+ E [wyw}, | Yig—1]
- Gék_l‘k_lGT + W (458)

Las expresiones en 4.56 y 4.58 se conocen como ecuaciones de prediccion del Filtro de Kalman.

Como un resultado intermedio, definimos el error de prediccion denotado por €, usando la
data de las observaciones Y}, como
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4.3 Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov Gausiano

€ = Yk — Yk|k—1 = Yk —F [Yk ’ Yl:k—l] = Yk —d— F??Alk“g,l y (459)

y calculemos la matriz covarianza de €, como

Zilk—1 Cov e, | Yigp_1]

E{(Ye = EYx | Yig—a]) (Ve — E[Yi | Yi—1])" | Yige—1]

= E|(d+F Xy +uvy—d— Fringe) (d+ XTFT 4o —d =l F7) | Yigo]
= FE [(Xk—l — m/r<;—1|1g—1) (Xk—l — mk—l\k—1>T | }/I:k—l] FT +E [okv}, | Yiik—1]

= FCuyp FT+V. (4.60)

Actualizacion de la medicion: Para encontrar 1y, y Cijp en términos de Migp—1 y Chjr—1,
.. B /
condicionamos la ecuacion 4.47, Y, = d + F' X + vy con respecto a Yi.,_1 :

EYe|Yie] = E|E|d+ F Xp+or | X, Vo] | Yo
= d+ B |F Xi | Yis]
= d + ka“cfl-

Var Yy | Yiu—1] = Covler | Yig—1] = Zgp-r.

Del hecho de que vy, e Y;_; son independientes tenemos que E [ Xy | Yig-1] v E [Yi | Yig-1]
son conjuntamente Gausianos con media y matriz varianza-covarianza

[ NMg|le—1 1 [ Cfﬁc\kfl ék\quT ] (4.61)

d + Fritge— FCur—1  Zip—1
donde para Yyp—1 = E [V | Yi.k-1] la covarianza se obtiene de

E[(X = 1) (Ve = Yigr) [ Yieer| = B [(Xe = tiger) (Xe = tiugpor) ' | Yioa| 7
= Cyp FT

Para la derivacién de las ecuaciones de filtraje es resultado directo de aplicar la Proposicién
4.3.6. Solo basta observar la propiedad de independencia de Markov: la media y covarianza
de E[(Xk | Yin—1) | (Vi | Yik—1)] es equivalente a E [( X | Yi.x)]
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4.3 Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov Gausiano

N A -1
Xi ~ N (e + Gt P (FCg i FT 4+ V) (Y= d = P

R N R 1.
Chj—1 — Chpp—1 FT (Fck|k71FT + V) F0k|k1) :

Actualizacion del tiempo: Si incrementamos el tiempo, usando Xy 1 =c+ GXg + wg, v
condicionamos sobre Y7.; conseguimos

Mpre = ¢+ Gy y
Crapp = GCOpGT+ W, (4.62)

La ecuacion de actualizacion de la medicion y del tiempo nos da la soluciéon recursiva que
comienza con la media 1hg_; = mg y covarianza Cy_; = Cp. Aplicamos la ecuacién de
actualizacion

A A _1
Mk = Mgg—1 + Crp—1 F7 (Fck|k:—1FT + V) (Yk L. kam—l)
A~ ~ A A~ —1 A~
Cie = Chjp—1 — Cppp—r FT (FCk|k—1FT + V) F Cypg—1,

y conseguimos 70 ¥ Cojo, luego incrementamos el tiempo , ver la ecuacion 4.62 y asi con-
seguimos 119 y Chjo, este proceso se repite recursivamente. ]

Debemos notar de la Proposicion 4.3.7 que si combinamos la ecuacién de prediccion con la
de filtraje obtenemos

~ A~ A A —1 A~
Criip = GCOup1GT+ W — G Clpp 7 (FCk|k—1FT + V) F Chip-1GT,
(4.63)

el cual se le conoce como la recursién de Riccati, con condicién inicial Cp—; = Cy. La
matriz de covarianza C,—; estd completamente determinadas por los pardmetros del modelo,

y por lo tanto, podemos calcular la covarianza del error de estimacion ék| k—1 sin considerar
ninguna observacion de la data Y. Este hecho es importante porque, como se muestra en
Anderson y Moore (1979) y Harvey (1994), la recursién de Riccati cuando los parametros
con constantes converge a un valor de estado de equilibrio (constante) , C., donde de 4.63
CA‘I es solucién de esta ecuacion:

C. = GC.GT+W —GC,FT (FCFT + V)’1 FC.GT.
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4.3 Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov Gausiano

Gracias a este hecho, el algoritmo de Filtro de Kalman es mas eficiente cuando se inicia
desde éx )

De otro lado, las ecuaciones recursivas del Filtro de Kalman son representadas por una matriz
K}, la cual es escogida para ser la ganancia o factor de mezcla que minimiza la covarianza
del error Cyx. Una de las formas de llegar a la minimizacion de K} es :

A A -1
Kk = Ck‘k,lF’tT X (Fck‘kleT + V) . (464)
———

Error Estimacién Error Estimacién+Error Mediciéon

Podemos rescribir las ecuaciones de actualizacién de la Proposicion 4.3.7 :

Mk = Meg-1+ K (Yk —d=— ka|k71> (4.65)

ék|k = F [(Xk s mk|k) (Xk - mk|k>T | Yuq}
= Cup—1 — KiFChppn
= (I - ExF) Gy (4.66)

Observando las ecuaciones 4.64 y 4.65, notamos las siguientes relaciones:

= SiV tiende a cero, entonces K}, tenderd a uno (se ajusta principalmente con la actuali-
zacion de la medicion Yy, y le dard menos peso a la medicion estimada Yy, , es decir
d— ka\k—l)-

= SiV es lo suficientemente grande, entonces K}, tenderd a cero (se ajusta principalmente
con la prediccion de 7igp—1.

= Si Cyip—1 tiende a cero, entonces la actualizacion de las mediciones Y}, son casi ignorados
y se ajustard principalmente por la medicién estimada Yj,—_1.

Se puede rescribir la ecuacion 4.65 como

A A 71
Migie = ¢+ Giygp—1 + GOl F7 (FCk|k—1FT + V) (Yk —d~— ka|k—1);

Ky, €k

= c+ Gmk‘k_l + GKkEk,

donde Yy—1 = d+ Frig—1 . Ahora, si definimos el error de estimacién de la variable
estado Xpp—1 por Xgp—1 := Xy — Myr—1, entonces

Vi = Yipor = d4 Fap+op —d — Frigp s
= F X1+ v Yy
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4.3 Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov Gausiano

Xk+l|k = Xgr1 — Mpy1jk
= C+GXk+wk—C—Gﬁ’lk|k_1 — GK,, (FXHk_l—FUk)
= (G—GKkF)Xk‘k,1+wk—GKkUk,

y tenemos que la estimacién del error X kk—1 de la la variable estado Xj, se propaga segtin un
sistema lineal con la dindmica de loop-cerrado G—G K, F' generada por el proceso wy—G Ky
, el cual es un ruido blanco con media cero y covarianza , donde (G — G K F') sera estable
bajo ciertas condiciones, ver Anderson y Moore (1979).

Finalmente, a continuacién se muestra que para encontrar las ecuaciones de filtraje o ecuacion
de actualizacion dado por 4.54 y 4.55 no es necesario asumir la distribucién Gausiana de los
errores, ver 4.31 , basta que sean procesos ruidos blancos; es decir, que los errores w; y vy
sean independientes.

Comenzaremos por asumir de que 77, es una combinacion lineal de la informacion presente
(Yk, c,d) y de la informacién pasada Y;.x_;. Asumiremos, la forma lineal

mm = Kkyk +Ld+MC—|—Nﬁ’Lk_1|k_1, (467)

con matrices arbritarias K, L, M y N. Estas matrices son elegidos tal que 7, es el minimo
error cuadratico medio ECM; por tanto, definimos el error de estimaciéon

€k = Xk_mk\k
= ¢+ GXy+wp— Ky (d+ F e+ GXpoy +wy) +vi) — Ld — Me = N (Xp_1 — e51)
= (G-N-K,/FG) X1 — (L+Kp)d+ (I - M — KiF)c+
Ney 1+ (I — KiF) wy, — K. (4.68)

Para que 7, sea el minimo error cuadratico medio, el error de estimacién e, debe cumplir
las siguientes dos condiciones : (i) incondicionalmente insesgado, i.e. el error de estimacion
debe tener media cero, lo cual resulta en las siguientes restricciones,

G- N-K,FG = 0,
L+K, = 0,
I-M—-K;F = 0

para 4.68. Equivalentemente, si reemplazamos N = (I — K F) G, el error de estimacién

e = (I — KkF) (Gek_l + wk) - Kkvk.

80



4.3 Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov Gausiano

Ademads, se requiere que el error de estimacién e, debe tener (ii) minima varianza, i.e.
necesitamos minimizar la matriz de covarianza

Cip = E((I - KpF) (Gepq — wy) — Kyvp)
(I — KiF) (Geg—1 — wy) — Kpvg)]
= (I = KiF) (GCoajprGT+ W) (I — K F)' + Ky VK]
= (I — KpF) Cppr (I — KuF)' + K, VK] (4.69)

con respecto a Kj; tomando la primera derivada parcial

aéklk 8 A A A
= Crip—1 — Kp FCrjt—1 — Crpp1 FTK]
ok, 8Kk< klk—1 kFCplr—1 klk—1 K

+ Ky FCye 1 FTK] + K,V K])
- - (Fék|k_1)T - ék|k_1FT + 2Fék|k_1FTKk + 2VKk
= 20k 1 FT+ 2F Cop 1 FTK), + 2V K. (4.70)

Igualando el resultado de 4.70 a cero segun la condicién necesaria de minimizacién, se obtiene
la matriz de ganancia de Kalman

Kk = ék|k_1FtT (Fék|k_1FT + V) ,71 (471)

el cual es equivalente a la expresién dada por 4.64. Si reemplazamos 4.71 en 4.67 y 4.69 ob-
tenemos el mismo resultado de la Proposicién 4.3.6. A continuacién se muestra el Algoritmo
4.1 sobre las recursiones de Filtro de Kalman.
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4.3 Filtro de Kalman en el sistema lineal Markov Gausiano

Algoritmo 4.1 Filtro de Kalman con Pardmetros Conocidos

1:8et the parameters c¢,d,G,F,W,V
2:Initialize myg, Cy
3:while (need to estimate the system state) do
4: for i = 1:N do
5: Prediction Equations
my, = c+Gmy

i—1

éti == GCtFlG' + w,
Y,, = d+Fiy, ;

6: Get the measurement Y;
7: Innovation
€, = Yy, — }Afti;
8: Updating Equations
Z, =FC,F +V;
K, = C,FZ; !
my = My, + Ky, €, 5
Cti = (I B KtiF) éti;
dZ;,=det Z,,;
if dz;, <0 then
dZ;= 107-10
end if
end for
9:end while
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Capitulo 5.

Estimacion paramétrica con Maxima
Verosimilitud

Los parametros de nuestro modelo necesitan ser estimados a partir de una secuencia de
observaciones historicas de precios spot y futuros ¥ = [ Y1 Y2 o YN ] Schwartz y
Smith sugieren usar el método de estimacion paramétrica por maxima verosimilitud. La
funcién de verosimilitud , ver la Definicion 4.1.3 , puede calcularse como la funcién densidad
de probabilidad conjunta de las observaciones:

L(G,Y) = Prob(y, =t =1,2,...,N), (5.1)

donde 0 = {k, g, 0y, O¢, pye, Ay» Ae, S1, S2, -, S, Mo, Co b denota al conjunto de parametros
del modelo, ¥ = [ 1 Yo -+ UN } es la estimacion g, de la prediccién un paso adelante
de Y; basado sobre las observaciones yi, s, -+ , %1 asi como también de mg y C, donde
Xo ~ N (mg, Cp) .
El problema de la estimacion por maxima verosimilitud se divide en dos partes.

= Primero, la prediccion 6ptima donde se asume que los pardametros del modelo 6 es

conocido. Este es el problema de filtro de Kalman y cuya solucién se abord6 en el
capitulo anterior.

= Una vez determinado la forma de la funciéon de verosimilitud L (9, ?), la segunda parte
es la estimacion paramétrica.

La segunda parte es lo que mostraremos en este capitulo. Previamente, presentaremos algu-
nas notaciones del problema de estimacion paramétrica por maxima verosimilitud adicional
a lo presentado en la secciéon 4.1 del capitulo precedente.

Planteamiento del problema : Dado A una medida o—finita sobre (S,S), consideremos
una familia {f (.,0)},.o de funciones no negativas A—integrables sobre S. Esta familia esta
indezada por un pardmetro § € ©, donde © es un subconjunto de R% (para algin entero
dy). El problema bajo consideracion es la maximizacién de la integral

L) 2 [ f@os) (5:2)
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5.1 Solucién por el método del Gradiente

con respecto al parametro 6.

En lo que sigue, asumiremos que L (6) es positivo, y por lo tanto maximizar L () es equiva-
lente a maximizar

1(0) 2 logL(0). (5.3)

A [ se le conoce como log-likelihood o log-verosimilitud. Asociaremos para cada funcion
f (., 0) una funcién de densidad de probabilidad p (.; ) (con respecto a la medida \) definida
por

p(z;0) = f(x;0)/L(9). (5.4)

Se interpreta a p (x;0) como la densidad condicional de X dado Y.

5.1. Solucién por el método del Gradiente

El método del gradiente en el contexto de modelo oculto de Markov consiste en evaluar las
derivadas de la funcién objetivo [ (6) con respecto al pardmetro 6 y para ello, hace uso de
herramientas de métodos de optimizacion basados en la gradiente.

La condiciéon para aplicar este método es que [ (f) esté bien definida. A continuacién se
impone un conjunto de condiciones minimas que garantiza que la primera y segunda derivada
de [ (0) se encuentren bien definidas.

(A.1) El conjunto de pardmetros © es un subconjunto abierto de R% (para algtin entero dy).
(A.2) Para toda 6 € ©, L (0) es positiva y finita.
(A.3) Para todo (9,9’) €O x0O, [|Volog p(z,0)|p (a:;@l) A (dzx) es finito.

El tercer supuesto implica que en particular las distribuciones de probabilidad en la familia
{p(.;0)d\} .o son absolutamente continuas una con respecto a otro.

Antes de enunciar la proposicion de Identidades de Fisher y Loui definiremos ‘H (9, 6/) , COMO

H (9, 0/) £ _ /log p(x;0)p (a:; 9/> A(dz) .

Se le llama a H (9,0/) la entropia de la funciéon densidad de probabilidad p (.;0/) , para
mayor detalle ver Cappé (2005, pag. 350).
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5.1 Solucién por el método del Gradiente

Proposicién 5.1.1. (Identidades de Fisher y Louis). Asuma los tres supuestos (A.1)-(A.3)
y las siguientes condiciones.

(a) 0 — L(0) es dos veces continuamente diferenciable sobre ©.

(b) Para cualquier ' € ©, § — H (9; 9') es dos veces continuamente diferenciable sobre ©.

Ademés, [ ‘V’g log p (x; 9)‘p (x; 9') A (dz) es finito para k = 1,2 y cualquier ((9; 6’) €
Ox0,y

V’g/log p(x;0)p (:c; 0/) Adz) = /v’g log p(x;0)p (x; 9/) A(dx) .

Entonces las siguientes identidades cumplen:

Vol (9) = [ Volog £ (@36) looy p (w:6) A (ds). (5.5)
Vil (0/) = —/ Vilog f(250) |,—y p(a:;&l) A (dz)
+ [ V3log p (@36) loy p (5:6) A(do). (5.6

La segunda igualdad puede rescribirse en la forma equivalente

Vil (60) + { Vel (6) } { Vi (9’)}t = / [Vilog f(x:0) ly—y +{Volog f (2:0) oy}
x {Volog f (x:0) oy} p (2:0') A(dz) . (5.7)

La 5.5 cominmente se le denomina la identidad de Fisher. Cuando la funcién de verosimilitud
estd asociada a un modelo estadistico en particular, se le conoce también como la funcién
score.La 5.5 muestra que la funcién score puede evaluarse calculando la esperanza bajo
P (.; 0’) de la funcién Vylog f (X;6) |,_, . Esta funcién se refiere a su vez a la funcién score
completa pues log f (x;6) es el log-likelihood conjunta de la data completa (X,Y").

Algoritmo de Newton-Raphson

Uno de los métodos para implementar la optimizacién basado en el enfoque gradiente es el
algoritmo de Newton-Raphson:
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5.2 Aplicacion al modelo oculto de Markov

0 = o' —H(07) Vol (07), (5.8)

donde H (%) = V31 (6°) es la Hesiana de la funcién objetivo. La iteraccién de Newton esta
basada en la aproximaciéon de segundo orden

1) =~ 1(0)+vi(0)(0-0)+ ; (0-0) H(6)(9-7).

Si la secuencia {6'},., producida por el algoritmo converge al punto 6, en el cual el Hesiano
es definido positivo, la convergencia es cuadratica en el sentido de que para suficientemente
largo valor de 7 existe una constante positiva £ tal que

2

02'-1—1 . 0* (91 A 0*

< p

5.2. Aplicacién al modelo oculto de Markov

El modelo oculto de Markov, descrito en la seccién 3.1, corresponde a la subcategoria de
modelos de data incompleta conocido como modelos de data perdida. En tales modelos, la
data observada Y es un subconjunto de cierta data completa no completamente observable
(X,Y).Asumiremos que la distribucién conjunta de X e Y, dado cierto valor de parametro 6,
admite una funcién de densidad de probabilidad conjunta f (z,y; @) con respecto a la medida
producto A\ ® . Es importante entender que f es una funcién de densidad de probabilidad
solamente cuando es funcién de x e y. Para cierto valor fijo de y , es decir cuando f (.,0)
es funcién solamente de z , diremos que f es una funcién positiva integrable. En efecto, el
likelihood de la observacion, el cual es definido como la funcién densidad de probabilidad de
Y con respecto a p, se obtiene como marginalizacion

L(y;0) = /f(x;y;ﬁ)k(dl’% (5.9)

Para cierto valor de y, este es un caso particular de 5.2. En nuestro modelo, la familia de fun-
ciones de densidad de probabilidad {p (.; #)},.o definido en 5.4 puede por tanto interpretarse
como

o f(z;y;0)

(5.10)
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5.2 Aplicacion al modelo oculto de Markov

la funcién densidad de probabilidad condicional de X dado Y.

Usando la notaciéon del capitulo anterior, asumiremos que las observaciones de Y; a Y; (0 en
representacion mas concisa Yy, ) estan disponibles. Como solamente consideraremos el modelo
oculto de Markov totalmente dominada segtin la Definiciéon 3.3.7, usaremos las notaciones v
y 7k para referirnos a las funciones de densidad de probabilidad de estas distribuciones (de
Xo y de X}, dado Yj,;) con respecto a la medida dominante A. La funcién de densidad de la
probabilidad conjunta de los estados Xj.; y las observaciones asociadas Yy, con respecto a
la medida producto A2+ @ 42+ estd, dado por 3.20 :

ft(%:t,yo:t;g) = U(xo;g)g($07yo§9)K($0a$1;9>9($1,y1;9)

X o K (w1, 2450) g (0,963 0) (5.11)

donde hemos usado la misma convencién de 5.9 para indicar la dependencia con respcto al
parametro 6.

Como principalmente consideramos la estimacién paramétrica del vector 6 de secuencias de
observaciones, no tiene mucho sentido considerar a v como un parametro independiente.
No se puede estimar v consistentemente pues solo se tiene una variable aleatoria X, que
ademas no es observable. En lo que sigue asumiremos que v es conocido o toma un valor fijo.
Por ejemplo, v puede ser la distribucién estacionaria asociada con la funcién de transicion
K (.,.;0) . Indiferentemente de si v es fijo o determinado por @ , se omite la dependencia con
respecto a v en nuestra notacion.

La funcién de verosimilitud de las observaciones L (yo.; ) se obtiene integrando 5.11 con
respecto a z , las variables de estado, bajo la medida A?¢*1) Tomando logaritmos en 5.11,

1
log fi (o, yot;0) = logv (wo;0) + Zlog K (zk, Try1;0)
k=0
t
+ > log g (wk, yx; 0) - (5.12)

k=0

En el caso del modelo oculto de Markov, la identidad de Fisher - 5.5 - se simplifica a

t
Vol (0) = Ey[Vglog v (Xo;0) | You] + D Eg[Volog g (Xi;0) | Yol

k=0
t—1
+> Ey[Volog K (X, Xi150) | You] . (5.13)
k=0

En el caso de 5.7 se puede rescribir como
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5.2 Aplicacion al modelo oculto de Markov

t

Voly (0) + {Voly (0)} {Vol: )} = > E [Vg log gx (Xx; 0) | szt]

+ Y > Ey [{Ve log gr (Xi;0)} {Volog g; (X;;:0)} | Y():t] -

k=04=0

Observacion 5.2.1. Relacion con el Enfoque Recursivo

Existe un enfoque alternativo para estimar la gradiente de la funcién de verosimilitud sin
hacer uso de la identidad de Fisher. Este método se conoce como ’sensitivity equations’ para

mayor detalle ver Cappé (2005, pag 364).

Recodemos del capitulo anterior de que

t
1(6) = 3105 [ s (516) 1 (a1i6) A dw) (5.14)
k=0
cx(0)
La ecuacién de filtraje dado por 4.27 implica que
Trit (Ths130) = ¢ty (0) /Wk; (15 0) K (g, g130) Grog1 (Trg1;0) A (dy,)
(5.15)

Para la primera derivada de 5.15 con respecto a 6, se asume que ¢ 1 (f) no es nulo y usamos
la identidad

u () 1 u (0)
= — —=Vyl
ng ©) v (0) Vou (9) o (0) Vyloguv (6)
para obtener
VTt ($k+1; 9) = Pk+1 (ka+1; 9) — Tk41 ($k+1; 9) Vylog iyt (9) ) (5-16)

donde
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5.2 Aplicacion al modelo oculto de Markov

prat (zes130) =l (0) VG/M (x5 0) K (2, rg150) g1 (Trg150) A (dy)
(5.17)

Podemos intercambiar la integracion con respecto a A y diferenciar con respecto a A y
diferenciar con respecto a . Debido a que 741 (.;0) es una funcién de probabilidad de
densidad, [ 7gi1 (@ps130) A (dag) =1y

Ve/ﬂ:ﬂ (Tp4130) A (dwpyr) = /Veﬂkﬂ (415 0) A (dwggq) = 0.

. Por lo tanto la integracién de ambos lados de 5.16 con respecto a A (dzyy1) resulta

0 = /pk+1 (415 0) A (dwggr) — Vg log cppr (6)

Por lo tanto, se puede evaluar la gradiente del incremental log-likelihood en términos de pyq
segun

Volog cei1 (0) 2 Vol (0) = 1:(0) = [ prr (@r4130) A (dgsr) - (5.18)

Evaluaremos ahora la derivada en 5.17 asumiendo que K y g, son diferentes de cero para
obtener

vt (0c1i6) = 624 6) [ {[V10g K (or,00136) + Valog gt (ox1136)
X Tt (@3 0) + Vo (23 0) } K (g, Tit130) g1 (X1 0) A (dzy,) -

Reemplazando 5.16 en la expresén de arriba resulta una féormula de actualizacion de pyy1,

Prrt (Tre130) = gy (9)/{[V log K (zx, Tri1;0) + Volog grir (Try1;0)]
X T (@3 0) + pr (253 0) } K (T, Trt156) g1 (Trg150) A (dy,)

—Tk41 ([L’k; Q) V@ IOg Cr (9) ) (519)
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5.3 Aplicacion al modelo de Schwartz y Smith

5.3. Aplicaciéon al modelo de Schwartz y Smith

Para nuestro propésito de estimacion del vector de parametros 6 dada la data Y ,se usa el
enfoque de Schweppe (1965) conocido como el enfoque de descomposicion del error de pre-
diccion de la funcion de verosimilitud a ser maximizado con respecto 6. Es decir, expresamos
la funciéon de verosimilitud en términos del error de prediccién. Como la varianza del error
de prediccion

& = y—F {?/t | yl\tfl] (5-20)

es igual a la varianza condicional de vy,

Cov [et ] y1|t_1} = Cov [Z/t ! y1|t—1} )

podemos determinar la funcién densidad de las observaciones. La funcién general de den-
sidad de E[f (y:) | y1—1,0] estd dada por la distribuciéon Gausiana con media condicional
Ely: | Fiea]l = d — Fiiye—1 y matriz varianza-covarianza Cov [y, | Fi—1] = Fék‘k,lFT +V
al cual lo hemos denotado por Z;;_; - ver 4.60

(5.21)

1 1
g (@, y;0) = ————=exp [—QQTZtItlet] ;
1)271' ‘Zﬂt—l’

con ¢; definido en 5.20. Luego, tomando logaritmos a 5.21 resulta

k 1 L
log g (w¢,y;0) = ) log 27 — §log ’Zt|t71’ - §6IZt|t71€ta

donde k representa la dimensién del vector y,. La funciéon de verosimilitud en logaritmos
resulta

n

k
Z <_ log 27 + log ‘Zt|t 1’ + €] Zy 1€t> .

t=1

l<9) - Zlogg xt7yt7 )
_1!
2

en lugar de 5.1. Este resultado se resume en el siguiente Lema.
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5.3 Aplicacion al modelo de Schwartz y Smith

Lema 5.3.1. La recursion para la funcion de verosimilitud estd dado por

hw)::ZF1W)+;MQBWZ(®L+;Q(@Z;W®EA@, (5.22)

donde los términos €; (0), y Z; (0) se obtienen del filtro de Kalman con pardmetros fijos para
0.

s Prediccién

mt‘t_l (9) = c+ Ggmt,1 (9)
ét\t—l (‘9) = G@étfl (9) GJ + W@ (523)

s Actualizacion

( ) = y—d— Femﬂt—l (9)
Z:(0) = FpCyy(0) F] +V
K (0) = Cyunr (0) FJZ(0)
(0) = 71 (0) + K¢ (0) & (0)
() = Cuur(0) = K, (0) FCyy () (5.24)

El lema nos dice que podemos encontrar los valores para la esperanza condicional E [yt‘t_l}

y la matriz de varianza condicional C'ov [yﬂt_l} para cierto parametro # usando el algoritmo
de Filtro de Kalman. Por lo tanto, podemos calcular el valor de la funcién condicional de
log-verosimilitud numéricamente. Dada la funcién verosimilitud, se puede usar un método
computacional de optimizacion para encontrar los parametros, en particular el método de la
gradiente.

0 = argméxl, (6).
9o

En Tai y Fu (2009), se encuentra un abordaje computacional eficiente y explotan el estado

de equilibrio de Filtro de Kalman en el contexto del modelo de Schwartz y Smith (2000).

El algoritmo y diagrama de Flujo del Lema 5.3.1 se presenta a continuacion :
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5.3 Aplicacion al modelo de Schwartz y Smith

Algoritmo 5.1 Filtro de Kalman con Méxima Verosimilitud
1:Set initial guess c¢,d,G,F,W,V
2:Initialize myg, Cy
3:while (need to estimate the system state, optimal € has not been found) do
( Kalman Filter)
4: for i = 1:N do
5: Prediction Equations
my, = c+ Gmy,_;
Cy. = GGy, G +W;
Y;, = d+Fri,;
6: Get the measurement Y;
7: Innovation
€t; ZZ}Qi—'iéﬁ
8: Updating Equations
Z, = FC,F +V';
K, = C,FZ; '
my, = 1, + Ky €, 5

Cti = (I - KtiF) C’ti;

dZ;=det Z,;
if dZ;,<0 then
dZ;= 107-10
end if

9: (Log-Likelihood function per iteration)
log 1(i)=-(n/2)*1n(2%71)-0.5%1n(dZ,)-0.5%c, *Z; '*e;, ;
end for
LogL=)",log 1(i)
(Adjustment for ¢ =log 1(i) via a Matlab optimization routine)
10:end while
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5.3 Aplicacion al modelo de Schwartz y Smith

Figura 5.1.: Diagrama de Flujo de Filtro de Kalman y Maxima Verosimilitud
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Capitulo 6.

Conclusion

= El modelo spot de Schwartz y Smith es un modelo estocatico lineal homogéneo y
bivariado. Los procesos que la definen son del tipo de procesos de difusiéon: & sigue
la dindmica de un proceso Browniano aritmético y x;, la de un proceso Ornstein-
Uhlenbeck. Aplicando calculo estocastico, se econtrd la solucién del modelo de manera
explicita, la cual se distribuye conjuntamente como una Gausiana bivariada y por lo
tanto, el precio spot sigue una distribucion log-normal.

» La curva de futuros del modelo de Schwartz y Smith se obtuvo aplicando la ecuacion de
valoracién de riesgo neutral para contratos futuros, el cual por el Teorema 2.2.3 resulta
ser una martingala bajo la medida de riesgo neutral. El modelo spot de Schwartz y
Smith con un activo libre de riesgo induce un mercado incompleto libre de arbitraje,
como resultado de aplicar el Meta-Teorema 2.1.1 y de observar que los procesos que
describen el modelo spot son factores no observables que no tienen precios; por el
cual se le denomina también modelo de factores. Del “Segundo Teorema Fundamental
de Valoracion de Activos”, a partir del modelo no es posible obtener directamente la
“correcta y unica” medida de riesgo neutral tal que verifica la condicién del Teorema
2.3.1. sobre el Teorema de Girsanov.

» La medida de riesgo neutral se define asumiendo que los precios de mercado de riesgo
A := (A1, A2) son constantes, aplicando el Teorema 2.3.2. Al comparar la dindmica de
los procesos bajo la medida P con los obtenidos bajo Q , se observa que el proceso
Xt bajo Q sigue siendo un proceso Ornstein-Uhlenbeck pero ahora revierte a —\,/k ,
mientras que bajo P este revertia a 0. El proceso & bajo Q sigue siendo un movimiento
Browniano aritmético, pero con drift p = fe — A¢; por lo tanto el vector (xr, fT)T se
sigue distribuyendo como un proceso Gausiano.

» La curva de precios futuros se muestra en la ecuacién 2.23, la cual resulta ser lineal
con distribucién Gausiana, Y; = log (Fyr) = e Ty, + &+ A (t,T). Para contratos
préoximos a vencer (i.e. ' = 0) , la varianza es igual a C'ov (x; + &). Cuando T' aumenta,
la contribucién de la varianza de y; disminuye, y para T"— oo, la varianza de In (F})
se aproxima a og.

» La curva de precios futuros y el proceso (xr,&r) definen la representacion espacio
estado dado en el Lema 3.1.1, donde la estructura probabilistica es la de un modelo
oculto de Markov segin la Proposicion 3.3.9 y el cual se demuestra en el Lema 4.3.2.

= Las ecuaciones recursivas de filtraje de un modelo oculto de Markov se obtienen de la
distribucién marginal de la distribucién conjunta dada en la Proposicion 4.1.7, siendo
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Conclusién

una aplicacién directa de la Proposicién 4.2.6. Para modelos lineales Gausianos como
el sistema inducido por el modelo spot y la curva de futuros se muestran las ecuaciones
de filtraje y de prediccion en la Proposicién 4.3.7, el cual es aplicacion directa de las
propiedades de un modelo lineal Gausiano condicionado. En el Lema 5.3.1 se presenta
la estimacién recursiva de la funcién de verosimilitud de nuestro modelo.

Trabajos Futuros

Una de las lineas de trabajos futuros se presenta en el area de abordaje computacional. Por
ejemplo, Sauvageau y Kumral (2016) recientemente realizan un estudio de simulaciéon de
precios futuros para un proyecto minero de depdsitos de cobre. Lo novedoso es que alter-
nativamente al método tradicional de optimizacién de Expectation-Maximisation emplean
el algoritmo Genético con Filtros de Kalman. Lo que sucede es que los valores iniciales del
modelo tendran un efecto significativo sobre la convergencia de la funciéon objetivo de maxi-
mizacién. Para garantizar que la solucién no se corresponda a un maximo local, el algoritmo
de Expectation-Maximisation se realiza varias veces con diferentes valores iniciales. Frente
a este limitante, se buscan métodos mas eficientes, entre ellos los algoritmos genéticos para
optimizar los parametros del modelo. Aunque son mas lentos que los algoritmos tradicionales
porque usan generadores de niimeros aleatorios para buscar la solucién 6ptima, el algorimo
genético optimiza una poblacién de soluciones en lugar de de trabajar en una sola soluciéon
a la vez. Por otra parte, permite establecer restricciones en el rango del pardmetro, lo cual
asegura que el pardmetro tenga un significado econémico.
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Apéndice A.

Precios spot simulado

Este anexo hace referencia a de la simulacién de las ecuaciones de la seccién 3.3.

Figura A.1l.: Realizacion de los Procesos x: y &.

En el Cuadro 3.1 se muestra los parametros asumidos para la simulacién de los precios spot.?.

Cuadro A.1l.: Parametros del Modelo

Variable Simbolo | Valor

Variacion del Precio de corto plazo X0 0.461
Precio de largo plazo &o -0.1985

Drift en el precio de largo plazo Le 0.00 %
Volatilidad del precio de largo plazo o¢ 5.00 %

Tasa de reversiéon a la media K 0.2700
Volatilidad de la variacion del Precio de corto plazo o 25.00 %
Correlacion Pe 0.1000

1Figura tomado de Da Silva.M (2011) en “Calibracao do Modelo de Schwartz-Smith com Filtro de Kalman”
y de Graham (2012)
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