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La presente tesis basa su contenido en temas de dinamica compleja, tiene como
primer objetivo el estudio de los teoremas de densidad, ergodicidad y rigidez de
Y. Hliashenko [I12; I3]; y como segundo objetivo se estudia un teorema debido a C.
Camacho [Cal], el cual analiza el comportamiento topoldgico de un germen del
tipo parabolico.

Para lograr los objetivos planteados introducimos las definiciones y resultados
necesarios, los cuales buscamos expresarlos de tal modo que sean accesibles al
lector y poder asi de alguna manera que lo tratado en esta tesis se constituya en
material de consulta y aplicacién en otras areas de la matematica.
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El estudio de la dinamica de una aplicacion holomorfa en alguna vecindad
de un punto fijo (teoria local), es una herramienta fundamental para una mejor
comprencién de la dinamica global. Esto fue estudiado durante cientos de anos por
varios matematicos de los cuales podemos citar a E. Schroder [Sch], G. Koenigs
[Kee], L. Leau [Le|, L. E. Bottcher [Bo], P. Fatou [Fal; Fa2; Fa3|, G. Julia [Ju], H.
Cremer [Cr1], C. L. Siegel [Si; SM], T. M. Cherry [Ch], A. D. Bryuno [Br1], J. Ecalle
[Ecl], M. Herman [Hel; He2; He3], J. -C. Yoccoz [Y1; Y2; Y3; Y4] y R. Perez-Marco
[P1; P2]. En particular, el matematico soviético Y. Iliashenko también ha hecho
importantes contribuciones en el estudio de la dinamica holomorfa [I1; 12; I3]. En
la presente tesis nos planteamos como un primer objetivo el estudio de los teoremas
de densidad, ergodicidad y rigidez de Y. Iliashenko [I2; I3], para lo cual tomamos
como referencia los trabajos realizados por X. Gomez-Mont y L. Ortiz-Bobadilla

(GO

Sea f(z) una aplicacién holomorfa en una variable de la siguiente forma
FR) =Xz 4> ame™,
m=2

definida en una vecindad del 0, el cual es un punto fijo de f (i.e. f(0) = 0). Si
0 < |A\| < 1, entonces existe una vecindad V' de 0 tal que f(V) C V y existe una
aplicaciéon holomorfa inyectiva 1(2), la cual esta definida en V' y satisfe la siguiente
ecuacion de Schroder

(f(2)) = Mp(z).

Esto quiere decir que f(z) es linealizable en una vecindad del origen 0. Este
resultado fue probado por E. Schréder [Sch] y luego por G. Keenigs [Koe]. Si A
no cumple tal condicion, el problema de la linealizacién se torna complicado, como
lo observé A. D. Bryuno [Brl] al dar una solucién parcial; la solucién completa fue
hecha hace pocos anos con los trabajos de J. -C. Yoccoz [Y2; Y4] y R. Perez-Marco
[P2].

Un biholomorfismo es una aplicacion holomorfa con inversa holomorfa. Al grupo
de gérmenes de biholomorfismos de C que fijan el 0, lo denotamos por Bihy(C).
En cuanto a la linealizacién, damos un criterio para que toda aplicacion lineal
(expresada en un conveniente sistema de coordenadas) sea aproximada por los
elementos de un grupo especial de aplicaciones holomorfas.

El siguiente resultado fue originalmente probado por Iliashenko y Sinaf [I2]:

IT
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DoI' € C* el grupo generado por sus partes lineales f1(0), f5(0), -, f7(0)
es denso en C*, entonces I' es ergddico.

La prueba que presentamos toma como referencia [GO], en la cual se usa el teorema
de Koebe sugerida por E. Ghys.

El homeomorfismo h, que conjuga a los elementos de dos subgrupos I'y, I's C
Biho(C), conjuga a su vez a los gérmenes de las partes lineales de dichos elementos
(expresados en una adecuada carta coordenada). Este resultado nos permite
expresar explicitamente al homeomorfismo h, luego bajo ciertas condiciones h
es un biholomorfismo. Es decir:

se establecen las condiciones bajo las cuales, la equivalencia topologica
entre dos subgrupos de Biho(C) implica la equivalencia analitica de
los mismos.

Este hecho es llamado rigidez absoluta de subgrupos de Bihg(C).

P. Fatou ([Fa2], pp. 191-221) y G. Julia [Ju] discutieron extensamente el caso
cuando A" = 1 para algin n € N\ {0}, amparados en el andlisis inicial
para el caso A = 1 hecha por L. Leau [Le|. Posteriormente, C. Camacho
[Cal] (de manera independiente A. A. Shcherbakov) trata la dindmica sobre
la conjugacién topoldgica, lo cual se establece en el siguiente resultado cuya
demostracion constituye el segundo objetivo de nuestra tesis.

Sea f una aplicacion holomorfa local, f(z) = Az + ax2® + azz® + - - -,

con \" =1 para algin n € N, si n > 1 asumir N # 1 para
1 < m < n. Entonces -la n-ésima iteracion f" es la identidad; o
existe un homeomorfismo local h, con h(0) =0, y un entero k > 1,
tal que ho foh ™ (2) = frn(2) = Az(1 + 2F7).

Una vez presentado el contexto en el cual estd enmarcada la presente tesis,
pasamos a describir como se encuentra estructurada:
e El Capitulo 1 es preliminar y esta dedicado a la presentacién de definiciones y
resultados generales que necesitaremos a lo largo de este trabajo.
e En el Capitulo 2 se presenta la linealizaciéon de gérmenes para el caso [\ # 1.
También damos los criterios generales para que la accién de grupos de aplicaciones
holomorfas actie densa y ergdédicamente en una vecindad de 0 € C.
e El Capitulo 3 esta orientado a establecer bajo qué condiciones, la equivalencia
topoldgica entre dos subgrupos de Biho(C) implica la equivalencia analitica de
los mismos.
e El Capitulo 4 esta constituido exclusivamente por la demostracion del Teorema
de la Flor en su versién topoldgica.
e Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones de la tesis.

IT1

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

1. Definiciones y Resultados Previos. 1
1.1. Topologia . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Superficie de Riemann. . . . . . . . . ... .. ... ... 4
1.3. Homeomorfismo que Preserva Orientacién. . . . . . . . . ... ... 6
1.4. Algunas Definiciones de Teoria de Medida. . . . . . . . .. ... .. 10

1.4.1. Medida - Area de la imagen de un Conjunto. . . . . . . . .. 11
1.5. El Espacio LP. . . . . . . . . . . . 13
1.6. Punto de Densidad. . . . . . . . . ... .. ... ... ... 13
1.7. Serie de Fourier en T" .. . . . . . . . . .. .. .. ... ... ... 14
1.8. Resultados de Analisis Real. . . . . . . ... ... ... .. ..... 15
1.9. Algunos Resultados Incluyendo Aplicaciones Holomorfas. . . . . . . 16

2. Teoremas de Densidad y Ergodicidad. 17

2.1. Linealizacién y Gérmenes en Biho(C). . . . .. .. ... ... ... 17
2.1.1. BEEESizoCiGh =" gl S il (gl &5 BN @ . . . . 17
2.1.2. Familia analitica de gérmenes biholomorfos de (C,0). . . . . 21

2.2. Aproximacion por Elementos de un Grupo Especial de Aplicaciones
Holomorfas. . . . . . . . . . . .. ... 27

2.3. Densidad en Subgrupos de Biho(C). . . . ... ... ... ... .. 32

2.4. Ergodicidad en Subgrupos de Biho(C). . . . . . ... ... ... .. 33

3. Grupos de Gérmenes de Aplicaciones Holomorfas: Equivalencia
Topoloégica y Analitica. 43

3.0.1. Grupo de Gérmenes de Homeomorfismos de Cenel 0. . . . 43

3.1. Conjugacion de Dos Subgrupos de Biho(C). . . . . .. .. ... .. 47
3.1.1. Espacio de recubrimiento de €2y,. . . .. ... .. ... ... 51
3.1.2. Conclusién de la demostracién del Teorema 3.3: . . . . . . . 59

3.2. De Equivalencia Topoldgica a Equivalencia Analitica. . . . . . . . . 60

3.3. Conclusion: . . . . . . ... 65

4. Teorema de la Flor: Versiéon Topoldgica. 68
4.1. Aplicaciones Holomorfas de tipo Parabdlico. . . . . . ... ... .. 70

v

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU




2. | PONTIFICIA
&l _S | UNIVERSIDAD

7-&-* ,
% CATOLICA
DEL PERU

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : g:_:_\(lsELl:gIEAD

DEL PERU

Capitulo 1
Definiciones y Resultados Previos.

El objetivo de este capitulo es introducir aquellas definiciones y resultados que
nos serviran para el desarrollo de los capitulos siguientes.

1.1. Topologia

Recordemos que, dado un conjunto X y una coleccién 7 de subconjuntos, que
llamaremos los abiertos de X, y que cumplen las siguientes condiciones:

a)El conjunto vacio y el mismo X pertenecen a 7 ,

b) SiV; € T parai=1,..,n; entonces (\_, Vi€ T ,

c) Si{V,} esuna coleccién arbitraria de elementos de 7, entonces |J, Vo € 7T;
decimos que 7 es una topologia definida en X. El par (X, 7) es llamado un espacio
topoldgico.

Se dice que un espacio topoldgico (X,7) tiene la propiedad de Hausdorff, si
para cada par de puntos distintos x;y € X existen abiertos V(z),V(y) € 7 tales
que V(z) NV (y) = ¢. Por ejemplo:

(a) El toro como subconjunto de R con aquella topologfa inducida por conjuntos
abiertos (rectdngulos) de R? , es Hausdorff.

(b) En el conjunto de los ntiimeros reales, R, se define 7 como aquella topologia
tal que sus abiertos son ¢, R y todos los subconjuntos de R cuyo

complemento tenga un numero finito de elementos. El espacio topoldgico
(R, 7) no es de Hausdorff.

Un espacio topoldgico X se llama conexo cuando los tnicos subconjuntos
abiertos y cerrados simultaneamente son el conjunto vacio y el mismo X.

Por ejemplo, el subconjunto de R? (con la topologia usual) definido como
S ={(z,y) e R? : z > 0,y = sen(l/z)} U{(z,y) € R?* : x = 0,y € [-1,1]}
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Un espacio topoldgico X es conexo si solamente si, no puede ser expresado
como reunion de dos subconjuntos abiertos, disjuntos y no vacios. Intuitivamente,
un espacio conexo es constituido de “ un sélo pedazo”.

Un espacio topoldgico es simplemente conexo si y solo si toda trayectoria
cerrada en X es contrictil a un punto, esto es, para toda f : [0,1] — X
con f(0)= f(1) € X (luego denotada por fy(z)), existe una aplicacién continua
F:Xx[0,1] — {£(0) = f(1)} talque F(z,0) = fo(x) y F(x,1) = £(0) = F(1).

G

Simplemente No simplemente
conexo conexo
Figura 1.1:

Podemos citar como ejemplo de espacio simplemente conexo al R?, y al (R* —{0})
como ejemplo de un espacio el cual no es simplemente conexo.

Un espacio topolégico X es arco conexo o conexo por caminos si para
cualesquiera dos puntos a,b € X, estos pueden ser unidos por una curva. Un
espacio arco conexo es también conexo. Un espacio topoldgico es localmente arco
conexo si todo punto tiene una base de vecindades arco conexas.

Definicién 1.1. [Espacio de Cubrimiento-Cubrimiento Universal]. Sean X
y X espacios topoldgicos conexos . El par (X,m), es llamado un espacio de
cubrimiento de X si existe una aplicacion w: X — X tal que:

1. La aplicacion m es sobreyectiva.

2. Para cada x € X, ewiste un subconjunto abierto conero U C X con
reU, tal que 7Y (U) es una unién disjunta de conjuntos abiertos en X,
cada uno de los cuales es enviado de forma homeomorfa sobre U mediante
.

En particular si X es simplemente conezxo, ()Z', 7) es llamado el espacio de
recubrimiento universal de X.

Ejemplo 1.2. La aplicacion R — S' dada por t — 2™ es una aplicacién
cubriente con un numero infinito de hojas.
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fijo n, es una aplicacion cubriente con n hojas.

Definicién 1.4. [Levantamiento de una aplicacion]. Sean X, Y y Z espacios
topologicos , p:Y — X y f:Z — X aplicaciones continuas. Entonces un
levantamiento de f con respecto a p es una aplicacion continua g : Z — Y tal
que f=mpog, es decir, el siguiente diagrama conmuta.

)

J—X
(Ver [Fr], p.22).

Teorema 1.5. [Ezistencia de un levantamiento]. Sean X e Y espacios de
Hausdorff y p - Y — X wuna aplicacion cubriente. Sea Z un espacio topoldgico
simplemente conexo, arco conexo y localmante arco conexo, y f : Z — X una
aplicacion continua. Entonces para cualquier eleccion de puntos zo € Z y yp € Y
con f(z) = plyo) existe un dnico levantamiento f : Z — Y tal que f(z) = yo.
(Ver [Fr], p.26).

Sea X un espacio topolédgico, y p un punto fijo de X. A una aplicaciéon continua
v: I =1[0,1 — X que verifica la condicién v(0) = (1) = p se llama un lazo
basado en p.

El producto de dos lazos o y 8 denotado por « * (3, se define por

a(21), 0<t<1/2;

m*m®:{6M—D,U%t§L (1.1)

Esto indica que, primero se recorre el lazo « pero a doble velocidad y luego (3
también a doble velocidad.

Dos lazos «, 5 : I = [0,1] — X basados en un punto comun p son homotdpicos
si existe una aplicaciéon continua F' : [ x I — X tal que F(s,0) = «(s) y
F(s,1) = p(s), F(0,t) =p = F(1,t).

Las clases de homotopia son las clases de equivalencia bajo la relacion de ser
homotdépicas. Intuitivamente una clase de homotopia representa un paquete de
curvas que se deforman entre si.

El producto de dos clases de homotopia [f] y [g] se define por [f]*[g] = [f * g,
tal definicién es independiente de la eleccién de los representantes. Este producto
permite obtener una estructura de grupo, donde el elemento neutro sera la clase
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f serd la clase del lazo f~!, definido por f~(t) = f(1 — ¢).

Definicién 1.6. [Grupo Fundamental]. El grupo fundamental de un espacio
topoldgico X basado en un punto p de X, denotado por I11(X,p), es el conjunto
de clases de homotopia de curvas cerradas con la operacion .

Ejemplo 1.7. Denotemos por D*(0,p) al disco con centro en 0 y radio p al
cual le quitamos el 0. El grupo fundamental de D*(0,p) es isomorfo Z el grupo
aditivo de los numeros enteros.

En efecto:
Definimos la aplicaciéon ¢(D*(0, p)) — Z como ¢([f]) = n, donde [f] es la clase
de lazos que dan n vueltas alrededor de 0. Probaremos que ¢ es un isomorfismo.

1. ¢ es inyectiva: para [f] y [g] en ¢(D*(0,p)), por definicién de ¢, si [f] # [g]
implica que ¢([f]) # ¢([g])-

2. ¢ es sobreyectiva: por definiciéon de ¢, para todo n € Z es posible encontrar
una clase [f] en ¢(D*(0, p)) tal que ¢([f]) = n.

3. ¢ es un homomorfismo: sea [f] vy [g] en ¢(D*(0,p)) tal que ¢([f]) = n
¢([g]) = m. Se sabe que [f] * [g] = [f * g], uego ¢([f] * [g]) = &([f * g])
m+n = ¢([f]) * ¢([g])-

Por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

y

Teorema 1.8. Sih: X — Y es un homeomorfismo, con h(xy) = yo. Entonces
la aplicacion h* : 111 (X, xo) — 11 (Y, yo) definida por la ecuacion h*([f]) = [ho f],
es un isomorfismo inducido por h.
(Ver [Mu], p.380).

1.2. Superficie de Riemann.

Definicién 1.9. [Variedad n-dimensional]. Una variedad n-dimensional es un
espacio topologico de Hausdorff X tal que todo punto a € X tiene una vecindad
abierta la cual es homeomorfa a un subconjunto abierto de R™.

(Ver [Fr], p.2).

Ejemplo 1.10. [El n-Toro T"]. El n-Toro T" es el cubo [0,1]" con los
puntos opuestos identificados. Asi, los puntos (z1,++,0,-,x,) y (1,1, x,)
son identificados siempre que 0 y 1 estén en la misma coordenada. Una mejor
definicion puede ser dada como sigue: para x,y € R™, decimos que

T=y, (1.2)
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(1.2) se cumple, entonces escribimos x = y(mod)l. La relacion = es una
relacion de equivalencia que particiona R™ en clases de equivalencia. Por lo
tanto el n — Toro T™ es definido como el conjunto R™/Z™ de todas las clases
de equivalencia.

Cuando n=2, la identificacion junta los lados derecho e izquierdo del cuadrado
0,1]% asi como los lados superior e inferior del mismo. Esto produce la siguiente
figura que es una variedad bidimensional incrustada en R3 semejante a una dona.

Figura 1.2:

Definicién 1.11. Sea X una variedad bidimensional. Una carta compleja
sobre X es un homeomorfismo ¢ : U — V de un subconjunto abierto U C X
sobre un subconjunto abierto V- C C. Dos cartas complejas ; : U; — V;, i=1,2;
son holomorfas compatibles si la aplicacion

@207 p1(Un NUs) — a(Ur N TUs)

es un biholomorfismo.

L L,
U, T,
/ N
P2
T f (/) 1/ T
¥, © (/)171
Figura 1.3:
)
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cuales son holomorfas compatibles y cubren X, es decir, U;e;U; = X.

Dos atlas complejos U y U en X son llamados analiticamente equivalentes si
toda carta de U es holomorfa compatible con toda carta de U'.

(Ver [Fr], p.2).

Definicién 1.12. Una estructura compleja en una variedad bidimensional X
, es la clase de equivalencia de atlas analiticamente equivalentes en X.
(Ver [Fr], p.2).

Definicién 1.13. [Superficie de Riemann| . Una superficie de Riemann es un
par (X,Y), donde X es una variedad bidimensional conezay ¥ es una estructura
compleja en X.

Uno usualmente escribe X en vez de (X,X), o también se escribe (X,U) donde
U es un representante de 3.
(Ver [Fr], p.3).

Ejemplo 1.14. El plano complejo C es una superficie de Riemann. Su
estructura compleja es definida por el atlas cuya tunica carta es la aplicacion
identidad id : C — C.

1.3. Homeomorfismo que Preserva Orientacion.

Definicién 1.15. Un homeomorfismo f : S' — S' preserva orientacién, si
z,y € S con x <y se tiene que f(x) < f(y), considerando el orden natural
de la circunferencia.

Proposicién 1.16. Sea F' un levantamiento de f : S* — S*, el homeomorfismo
que preserva orientacion. Entonces F(x + 1) = F(x) + 1 para cualquier x € R.

(Ver [Ar], p.7).
Prueba: Por ser F un levantamiento de f, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:
R R
p2627ri p:627ri
Sl 4f> Sl’
(1.3)
tal que :
fop=poF . (1.4)
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En efecto:
Se cumple que fop(x) = fop(x+1), usando (1.4) en ambos miembros de esta
tiltima igualdad, obtenemos po F(z) = po F(x+1), esto es @) = g2mif(z+1)

luego F(x +1) = F(z) + k(z), donde k:R — Z. Como F es continua,
entonces k(z) = F(x +1) — F(z) también lo es.

La imagen de un conjunto conexo por una aplicacién continua es conexo, asi k(R)
es un subconjunto conexo no nulo de Z. Los tunicos tales subconjuntos son
unitarios, asi k es constante. Por lo tanto F(x+ 1) y F(z) se diferencian en
un numero entero. Es decir k(x) =k € Z. Esto prueba a) .

b) Demostraremos que k = 1.
bl) Afirmacién k < 1.

En efecto:

Supongamos que k > 2, estoes F(x+1)—F(x) > 2. Considere z <y < x+1
tal que por ejemplo F(x) =1, F(y) =2 y F(x+1) = 3. De la conmutatividad
del diagrama 1.3, puesto que |z —y| < 1, x e y son llevados por p = e*™
a dos puntos diferentes en S', como [ es inyectiva lleva a p(z) y p(y) en
dos puntos diferentes en S, estos puntos son los mismos que se deben obtener
si usamos la via po F. Pero F(z) y F(y) se diferencian en 1, asi ambos son
llevados por p al mismo punto en S! lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
F(x+1)— F(x) =k <1 . Esto prueba bl) .

b2) Afirmacién k # 0.

En efecto:

Si kK =0, para z < y < x + 1 se puede presentar por ejemplo:
F(y) = F(z) = F(z + 1). Usando la via fop obtenemos dos puntos en S*,
mientras que si usamos la via po F obtenemos un sélo punto en S! | lo cual es
una contradiccién a la inyectividad de f. Esto prueba b2) .

b3) Afirmacién: El nimero entero k no es negativo.

En efecto:

Si k£ es un numero entero negativo, para r <y < x + 1 se puede presentar
por ejemplo: F(x) = 28; F(y) =15 y F(r+1) = 0,8. En este caso la
unica posibilidad para que se cumpla la conmutatividad del diagrama 1.3 es que
el homeomorfismo f invierta la orientacion, esto contradice a la hipdtesis que el
homeomorfismo f preserva orientacién. Esto prueba b3) .

Por lo tanto, F'(z + 1) = F(x) + 1. La prueba de la proposicién terminé. B

Corolario 1.17. Sea F : R — R el levantamiento de un homeomorfismo que
preserva orientacion. Entonces para cada x € R, F(x+n) = F(x)+n, para todo
n € Z.
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homeomorfismo que preserva orientacion, se tiene que F(xr+1) = F(x)+1 para
todo = € R.

Para n > 0, aplicamos inducciéon sobre n: para n = 1, por la Proposicién
1.16, F(z+1) = F(z) + 1; para n = h suponemos que se cumple la igualdad
F(z+h)=F(x)+h; para n=h+1, F(x+h+1)=F(e+h)+1=F(z)+h+1.

Para n < 0, tenemos que —n > 0. Luego F(z) = F(x+n—n) = F(z+n)—n.
Asi, F(z)+n=F(x+n).

Por lo tanto F(x +n) = F(xz) +n para todo n € Z. La prueba del Corolario
esta terminada. [ |

Definicién 1.18. Sea h : D*(0,p;) € C* — D*(0,ps) C C* un
homeomorfismo, luego por el Teorema 1.8 se tiene que h induce un isomorfismo
h* entre los grupos fundamentales de D*(0,py) y D*(0,p2). También (se puede
considerar el Ejemplo 1.7) se tiene que el isomorfismo h* induce un isomorfismo
h#* de Z en si mismo. Se sabe que el conjunto generador de Z es {—1,1}.
Luego diremos que h es un homeomorfismo que preserva orientacion si —1 ——
h#(=1) = —1 y 1 — h#(1) = 1; e invierte orientacién si —1 — h#(=1) =1y
11— h#(1) = —1.

Ejemplo 1.19. Sean a,b € R, con b > —1. La aplicacion T : C — C, de la
forma T'(z) = Cz, donde:
1 —a
¢= [ 0 (1+0) } :

preserva orientacion.

Lema 1.20. Sea h : C — C un levantamiento del homeomorfismo que
preserva orientacion h : C* — C* . Entonces h(z+1) = h(z) + 1, para todo
z e C~.

Prueba: Por ser h un levantamiento del homeomorfismo h, el siguiente
diagrama conmuta:

c—=>r ¢
cr—=I
(1.5)
8
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de la Proposicién 1.16. Asi, sin pérdida de generalidad , para z € C restringimos
h aun segmento de recta con extremos z y z -+ 1, el cual denotamos por
z,(z+1). Sean 2z y 2z dos puntos diferenes tomados en z,(z+1) . Como
e?m# vy ¥ gon dos puntos diferentes de una circunferencia incluida en C*,
entonces por la inyectividad de h se cumple:

B(e*1) # h(e*™) . (1.6)

La idea de la demostracion se ilustra en la Figura 1.4.

p h(z,) hi(z,)

Z Z,
h(z+1
z z+ A=) (z+D
elm’:l le-”t
e Zxiz h elr.i]{(:)
-
2xi(h(z)+1
elﬂi(:+1) © i(h(z)+1)

Figura 1.4:

Notacién: Re(z) = partereal de z e Im(z) = parte imaginaria de z .
Puesto que Im(h(z+1)) = Im(h(z)), supongamos que para los puntos elegidos z;
y 2 se cumple que [ m(A (21)) = Im(h(z2)) (esto se garantiza por la continuidad
de h). Si Re(h(z)) =h(z1)+m, con meZ y 0< |m| < |k|; entonces :
p2mih(z1) _ 2mih(z2) (1.7)
Luego, lo obtenido en (1.6) y (1.7) contradice a la conmutatividad del diagrama

1.5. Esta contradiccion se descarta si tal m no existe, lo cual se asegura si k = 1.
Por lo tanto h(z + 1) = h(z) + 1 . La prueba esta concluida. [ |

Teorema 1.21. Sea h:C — C un levantamiento del homeomorfismo que
preserva orientacion h : C* — C* . Entonces h(z+n) = h(z) +n, para todo
ze€C"yneN.

Prueba: Por el Lema 1.20 se tiene que h(z + 1) = h(z) + 1, luego como en el
Corolario 1.17 se aplica induccién sobre n. Esto concluye la prueba. ]
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Definicién 1.22. :

1. Una coleccion M de subconjuntos de un conjunto X es llamado una
o-dlgebra en X si M tiene las siguientes tres propiedades:

s X e M

= 5i A e M, entonces A° € M, donde A° es el complemento de A
relativo a X .

= Si A= UA" ysi A, € M para n=1,2,... ; entonces A € M.

n=1

2. 8% M es una o-dlgebra en X, entonces X es llamado un espacio
medible, y los elementos de M son llamados conjuntos medibles en X.

Definicién 1.23. Sea F una o-dlgebra de subconjuntos de X.
A F — [0, 400]

es una medida positiva, si para toda coleccion A; € F,i=1,2,...; de conjuntos
disjuntos tal que U A; € F, se cumple:
i>1

A (UA,) =3 A(A) .

i>1 i>1

Definicién 1.24. Sea X cualquier conjunto, M cualquier o-dlgebra de
subconjuntos de X y f : X — [—o0,00]|. Se dice que f es M-medible si para
todo t € [—o0,00], el conjunto f~1([—oco,t]) pertenece a M, en otras palabras,

{r e X/f(x) <t} e M.

En caso X =R" y M = L, entonces decimos que una aplicacion L-medible
es Lebesgue Medible.
(Ver [Jo], p. 113 .)

Ejemplo 1.25. Sea M una o-dlgebra de subconjuntos de X. Si A € M
entonces la aplicacion X4 (llamada la aplicacion caracteristica de A), definida
por:

1, si z€A;

Xalw) = { 0, si xe€ A°

es M-medible.
En efecto:

10
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pertenece a M. Sit < 1 entonces el conjuto {r € X : Xa(x) <t} = A° también
pertenece a M.
Por lo tanto, X4 es M-medible.

Ejemplo 1.26. La o—adlgebra formada por los conjuntos abiertos de R™ es
llamada la clase de conjuntos de Borel.

Dado el conjunto I = [a1,b1] X - -+ X [ap, b, = {2z € R" 1 q; <2 < b;, paral <
i < n}, llamado rectdngulo especial; definimos la medida de I como el nimero real
no negativo dado por A(I) = (by —ay) X -+ X (by —a,). Sil =¢, \N(I) =0;si [
es un conjunto ilimitado, decimos que [ tiene medida infinita.

Un poligono especial es una unién finita de rectdngulos especiales, cada
uno de los cuales tiene medida no nula (todos los poligonos especiales tienen
“lados” paralelos a los ejes coordenados).

Sea G C R™ un conjunto abierto, si G # ¢ definimos la medida de G como
AMG) = sup{\(P) : P C G, P es un poligono especial } .
Definicién 1.27. Sea A C R" un conjunto arbitrario. Entonces
A*(A) = la medida exterior de A = inf{\(G)/A C G = conjunto abierto},
A«(A) = la medida interior de A = sup{A(K)/A D K = conjunto compacto} .
(Ver [Jo|, p. 42 .)

Definicién 1.28. Considere el conjunto Lo = {A C R*"/A*(A) = M\ (A) <
oo} . Sea A CR" Entonces A es medible (o medible de Lebesgue para enfatizar)
si para todo M € Lo, ANM € Ly. En este caso, podemos definir la medida (o
la medida de Lebesque) de A es

AA) = sup{\N(ANM)/M € Loy} .
Denotemos por L a la clase de todos los conjuntos medibles A C R™. Asi,
Ae L siysolosi ANM € Ly para todo M € Ly .
(Ver [Jo|, p. 48 .)

1.4.1. Medida - Area de la imagen de un Conjunto.

Definicién 1.29. Una aplicacién simple de X en [—oo,+o0] es cualquier
aplicacion la cual solo asume un numero finito de distintos valores. Asi, si s es
una aplicacion simple, puede ser representada en la forma

k=1

11
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distintos valores que toma s.

Denotemos por S a la clase de aplicaciones simples medibles s sobre R™ tal que
0 < s(z) < oo para todo = € R™.

Si s € S, entoces s se puede representar en la forma (1.8), donde 0 < oy < 0
y los conjuntos A, son medibles y disjuntos. Bajo estas consideraciones se define
la integral de s, denotada por [ sd)\, como el ntimero dado por:

/sd)\ = 27": apA(Ag).

k=1

En esta definicion se ha usado la convencién 0.0o0 = 0, es decir, si algin a; =0
con \(A;) = oo, entonces ;. \(A;) = 0.

Definicién 1.30. [Integral de Lebesgue]. Sea f : R™ — [0, 00] una aplicacion

medible. Entonces la integral de Lebesque de f en R™ se define como:

fd\ = sup/ Sd,

Rn 0<s<fJR

donde s € S.
(Ver [Jo], p. 123 .)

Sea B un conjunto de Borel en R". Definimos la integral de f sobre B como

J fAN =[5, Xp.fd\. De esto tenemos que [, fdA := A(B).

Sea U un subconjunto abierto de R"y f:U C R"™ — R" una aplicacién de
clase C'. El Jacobiano de f, denotado por J;, es definida por J;(z) = det(f'(x)) .

Teorema 1.31. Sean U y V subconjuntos abiertos de R™, y sea T una
aplicacion biyectiva de U en V tal que Ty T~ son ambas de clase C'. Entonces
cada subconjunto de Borel B de U satisface:

AT (B)) = / T () dA(z)

(Ver [Col, p.171).

En particular, sean £ un subconjunto de R?, y f(x,y) = (u(z,y), v(x,y)) una
aplicacion diferenciable e inyectiva definida en un conjunto abierto conteniendo a
E entonces por del Teorema 1.31 se sigue que:

A (E)) = /f L ) = /E 1752, ) dA(z, y) = /E |uxvy—uyvx|dA<x,z;>.)
1.9

12
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inyectiva definida en un conjunto abierto conteniendo al conjunto E, entonces en
. . . o / 2

virtud de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, w,v, — u,v, = |f'(2)|?, luego (1.9)

se expresa Como:

A (E)) = [E F(2)PAA) - (1.10)
(Ver [AbL], p. 75-76).

1.5. El Espacio L”.

El espacio LP depende de la medida definida.

Cuando digamos “para casi todo punto” x € X nos referiremos a que el
conjunto de puntos x € X que no cumplen la condicién exigida en determinado
momento son una cantidad bastante pequena, de medida cero (o nula).

Definicién 1.32. Sea X un conjunto abierto de R"™ y f una aplicacion
L-medible definida en X, se dice que f es esencialmente limitada si existe un
numero M tal que 0 < M < oo y |f(x)] < M para casi todo punto (c.t.p)
reX.

| flloo = inf{M/|f(x)] < M para ct.px € X} .

Definicién 1.33. Sea G un conjunto abierto en R". FEl espacio local L?
sobre G consiste de todas las aplicaciones L-medibles f definidas sobre casi todo
G tal que para todo conjunto compacto K C G la aplicacion f - Xk tiene una
norma finita LP para 1 <p < oo. FEsto es,

o / |f(z)[Pdx < 00 si 1 < p < o0;
K

e [ es esenciamente limitada sobre K si p = oo .

La coleccion de todas tales aplicaciones f es denotada por L (G) .
(Ver [Jo], p. 242 .)

1.6. Punto de Densidad.

En esta seccién definimos lo que es un “punto de densidad”, el cual sera una
herramienta fundamental en la prueba de la Proposicion 2.17.

13
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cast todo punto x € R™,

1

}L{%m /B(w) |f(y) — f(x)|dy =0 .

En particular, se sigue que para casi todo punto x € R"

1

li_l)% W /B(w) fly)dy = f(z) .

(Ver [Jo], p.456 .)

Sea E C R™ un conjunto medible, aplicamos el Teorema 1.34 a la aplicacion
caracteristica Xg. Notamos que para un punto fijado x € R"™, la aplicacion
Xg evaluada en z, no cambia de signo. Por lo tanto podemos usar la segunda
conclusion en el Teorema 1.34. Asi, para casi todo punto x € R" se tiene que

1

lim ———— X, dr = X . E'st :
rl_I)I(l) )\(B(l’, T)) /B(z,r) E(x) ! E(x> .

AME N B(z,r))

Ii =X :
M XBam) e
En particular, casi todo punto = € E satisface:
ENB
lim AEQBET) (1.11)

0 A(B(z,r))

Definicién 1.35. Si x satisface la (1.11), decimos que x es un punto de
densidad de E. Asi, casi todo punto de E es un punto de densidad de E.
(Ver [Jo], p.463 .)

1.7. Serie de Fourier en T" .

El n-Toro T™ también es pensado como el siguiente subconjunto de C”
{(627rix1’627rix2’ e eQﬂixn) c cr - ($1,552, . '>xn) c [0’ l]n}’

de la misma manera el intervalo [0, 1] puede ser pensado como el circulo unitario
en C donde 0 y 1 son identificados.

Las aplicaciones f que satisfacen f(z +m)= f(x) para todo z en R™ y un
m en Z", son llamadas 1-periddicas en cada coordenada.
Para z € R", |z| denota la norma usual de . Esto es

lz| = (z-2)Y? = (@2 + 224+ - +22)1/2 .

14
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reticulado I' := {nw;y + mwsy : n,m € Z}, donde z; y 2y estdn relacionados (i.e:
21 ~ 29) siy solo si 21 — 29 € w1 Z + wyZ, esta relacién es de equivalencia. Con esto
tenemos las clases de equivalencia [z], donde z es un representante cualquiera, el
conjunto de tales clases es el toro T? = C/T.

Diremos que f estd en LY(T"), f € L*(T"), si es integrable en el sentido de
Lebesgue sobre el n-toro T".

Definicién 1.36. [Coeficientes de Fourier]. Para una aplicacion compleja
valuada f € LY(T™) y m € Z", definimos

~

f(m) = . f(z)e ?™m2dy (1.12)

Llamamos a f(m) el m-ésimo coeficiente de Fourier de f.

Definicién 1.37. [Serie de Fourier]. La serie de Fourier de fen x € T" es

la serie ) ‘
> f(myermime (1.13)

meZL™

1.8. Resultados de Analisis Real.

Teorema 1.38. [ “Principio de Extension de Identidades”). Sean f,g dos
aplicaciones continuas de un espacio métrico E en un espacio métrico E'; si
f(x) = g(x) para todos los puntos = de un subconjunto denso A en E, entonces
f=y.

(Ver [Di], p.61).

Teorema 1.39. Sea A wun subconjunto denso de un espacio métrico E, vy
f una aplicacion uniformemente continua de A en un espacio métrico completo
E'. Entonces existe aplicacion continua f de E en E' que coincide con f
en A; ademds, [ es uniformemente continua.
(Ver [Di], p.62).

Teorema 1.40. Toda aplicacién continua de f: R — R, tal que f(x+ y) =
f(x)+ f(y) esdel tipo x+—— cx, con ¢ € R una constante.
(Ver [Di], p.83) .

Proposicién 1.41. Sea H un subgrupo cerrado de R?. Entonces H es
isomorfo a uno de los grupos R¥ x Z' donde k,{ son enteros con 0 < k+/0 <2,
(Ver [Ca2], p.169).
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Aplicaciones Holomorfas.

Teorema 1.42. [Un Cuarto de Koebe]. Sea f:D:=D(0,1) C C — C una
aplicacion holomorfa inyectiva tal que f(0) =0 y f'(0) =1, entonces la imagen
de D bajo f contiene al circulo con centro en cero y radio un cuarto.

(Ver [Ru], p.288).

Como una consecuencia del Teorema 1.42 tenemos:

Corolario 1.43. Dado un disco de centro zy y radio r denotado por D(zo,T).
Si g : D(zp,7) C C— C una aplicacion holomorfa e inyectiva, con g(zy) = wp
y ¢'(z0) = v; entonces g(D(z,r)) contiene al disco de centro wy y radio r|v|/4
denotado por D(wo,r|v|/4) .

Prueba:
Definamos h(z) — 9(7"2’ + Zo) — Wy

rlv|
D _
Teorema 1.42. Por lo tanto Dy, C h(D) = glr +|ZO|) ol
r|v

D(wo, r|v|/4) C g(D(20,7)). [ |

Entonces h satisface las hipotesis del

De esto se tiene,

Lema 1.44. [Schwarz]. Sea f wuna aplicacion holomorfa definida en el disco
unitario 1D del plano complejo C con imagen contenida en el mismo disco D
y satisfaciendo  f(0) = 0, entonces |f(z)| < |z| v |f'(0)] < 1. La igualdad
f(z)=|z| con z#0, 6 |f'(0)] =1 pueden solo ocurrir para f(z) =az con «
una constante de norma 1 .

(Ver [St], p.218) .

Teorema 1.45. [Uniformizacion de Riemann]. Sea Q wun subconjunto propio
y simplemente conexo de C. Si zy € €1, entonces existe una unica aplicacion
holomorfa (inyectiva) f:Q — D tal que

flz0)=0 y f'(20)>0.

(Ver [St], p.228).
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Capitulo 2
Teoremas de Densidad y

Ergodicidad.

En el presente capitulo estudiamos la linealizacién de gérmenes hiperbdlicos.
Damos un criterio para que toda aplicacién lineal (expresada en un conveniente
sistema de coordenadas) sea aproximada por los elementos de un grupo especial
de aplicaciones holomorfas. También damos criterios generales para que la accion
de grupos de aplicaciones holomorfas (inyectivas) actie densa y ergédicamente en
una vecindad de 0 € C.

2.1. Linealizacion y Gérmenes en Bih,(C).

En estd seccién se estudia un importante teorema referente a linealizacion de
gérmenes en Bihy(C), y su generalizaciéon a familias analiticas de gérmenes de
biholomorfismos.

2.1.1. Linealizacion.

Cada aplicacién holomorfa f : U € C — C, con f(0) = 0y U abierto, define
un unico germen

f:(C,0)— (C,0)

como la clase de equivalencia de las aplicaciones holomorfas g : V. — C cuya
restriccion gl iguale a f|y en alguna vecindad abierta del origen W C V N U.
En particular, si tal f es un biholomorfismo (f soporta una inversa holomorfa
f71: f(U) — U) la composicién de aplicaciones hace de

Biho(C) = {f: (C,0) — (C,0), f es biholomorfismo}

un grupo, que contiene a los gérmenes hiperbdlicos f : (C,0) — (C,0) que
son definidos por aplicaciones cuyas derivadas en 0, A\ = f’(0), tienen norma
diferente de 1 y las linealizaciones h : (C,0) — (C,0) de gérmenes hiperbélicos
f:(C,0) — (C,0), que son gérmenes inducidos por una aplicacién holomorfa que
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diagrama:

donde ¥(z) = Az.

Observamos que si h/(0) # 0, existe W una vecindad abierta de 0 donde la
restriccion hly es inyectiva.

Teorema 2.1. [Linealizacion de Schrider-Kenigs). Cada germen hiperbélico
f € Biho(C) es linealizable. La linealizacion local h es inica salvo multiplicacion
por una constante diferente de 0.

Prueba: Sea :

f(2) = Az +ax2® +azz® + - - - (2.1)
con |\| # 1. Debemos encontrar un cambio holomorfo
h(z) = 2+ by2® + b3z + - - - (2.2)
tal que la ecuacién
h(f(2)) = ¥ (h(2)) (2:3)

se cumpla. 3
(DUnicidad: Supongamos que existen h y h como en (2.2) tales que

hofoh™=¢=hofoh™*,

entonces 1) conmuta con h o h~™':
Como

(hoh™)(A\w) = A.(ho h™")(w), para todo w € C. (2.4)
Més atn, si hoh ' (w) = Bjw + Byw? + Bsw® + - - -, se tiene

B\ w+ B2 w?+ B} WP+ - = ABjw 4+ ABow? + ABgw® + - - - .
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B A" —1)=0, paratodon>2. (2.5)

Como A # 0y |A| # 1, la tinica posibilidad para que se cumpla (2.5) es que B,, =0
, para todo n > 2. Entonces

hoh™(w) = Biw,

luego tenemos 3
h(w) = Bih(w) .

Observacién 2.2. : De (2.4) y la peniltima igualdad se concluye que toda
aplicacion holomorfa que conjuga con una aplicacion holomorfa lineal (V(z) = A\z)
es lineal.

@ Existencia: Demostraremos que la serie formal h(z) converge en alguna vecindad
del origen. Para ver esto construyamos una aplicacién holomorfa h que satisface

(2.3) y K(0)=1.

Como |f'(0)| # 1, trabajaremos con |f'(0)] < 1 (si [f'(0)] > 1, se considera
1), luego existen » > 0y 0 < pu < 1 tal que |z| < r implica que |f'(2)| < p < 1.

a) Si |z| < r entonces |f"(z)| < pu™ < 1, para todo n € NU {0}.
Procederemos por induccion sobre n.

ra= [ 6= [ sput

=] ey < | P el

£ (2)] < long(f([0, 2])) =/0 |/ (t2)||2]dt < plz]

donde long es la longitud de una curva. Asi para |z| < r tenemos:

[F(2)] < plz]
() =1f(f()] < plf(2)] < p?lal

inductivamente:
|f"(2)| < u"|z| ,para todon >0, n € N,

esto prueba a) .
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On(z) = f’;\_(nz) ,para todon >0 . (2.6)

b) Si existe h, tal que la sucesion {¢, }nen converge uniformemente a h en |z| < r,
entonces

of =1voh, (2.7)
donde ¥(z) = Az.

En efecto:

BF(2)) = lm 6,(F(2) = tim LS ED gy I770)

n—00 n—o0 A n—oo A\t

= A lim 9 (2) = Mh(z) = 6(h(=))

esto prueba b) .
c) La sucesién de (2.6) posee un limite uniforme h y cumple #'(0) = 1.

En efecto:

n

b Pin(2)
)=o) [T 28

pero
bn(2) _ [HE) _ SR _ )
¢i(z)  Afi(z)  AfiR) Am
donde z; = f*(z). Observe también que

f(2) G2 as o

IOy (B By Y o1ige),

- i Gt v +£(2)
siendo £(z) = %2+ %2° +- 2(% + %z +---) holomorfa, asf continua y por
tanto acotada en |z| § r. Luego.

f(2)

I\

con [{(2)] < alz|, a € R* y |z| < r . Luego,

f) v f(=)
¢n+1 :TZH )\Zz

=1 =1
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Obsérvese que zp = f0(z) =z .
Por otra parte, usando a) :

[€(2)| < alzi] = al f'(2)] < alzlp’
o0
puesto que Zui es una serie convergente (serie geométrica, 0 < pu < 1),
=0

asi lo es «z| Zui. Aplicando el Test de Weierstrass se tiene que Z&(zi)
=0

=0
n

es absolutamente y uniformemente convergente. Entonces H(l + &(z;)) es
=0
absolutamente y uniformemente convergente. Por lo tanto, la sucesion de
aplicaciones (¢,) converge uniformemente a una aplicacién h definida en el
disco |z] < r, ademds lim ¢/(z) = h'(2), de esto ultimo se tiene que h'(0) = 1.
n—oo

La prueba del teorema esta concluida. |

Ejemplo 2.3. La aplicacion f(z) = 3senz holomorfa en |z| < co con desarrollo
en serie de potencias

1 5 e Z2n—1
Z) =Bz =g g )2el D Ay
(convergente) cumple las condiciones del Teorema 2.1, entonces f(z) es
analiticamente equivalente a su parte lineal.

2.1.2. Familia analitica de gérmenes biholomorfos de (C,0).

A continuaciéon daremos algunas definiciones previas para la generalizacién del
Teorema 2.1.

Definicién 2.4. [Familia analitica de gérmenes biholomorfos de (C,0)]. Sea
D, ={teC:|t|]<r} y UCC? una vecindad abierta del producto D, x {0}
en D, x C. Sea f:U C C* — C una aplicacion holomorfa tal que f(t,0) =0
Y %(t, 0) # 0 para todo t € D,.
Sea fr=f(t,—): U — C, t €D,, la restriccion de f a U, =UN({t} xC)
El conjunto {fi}iep, es una familia analitica de gérmenes biholomorfos
de (C,0), el cual definiremos por una aplicacién biholomorfa F :U C D, xC —
D, x C, en su imagen, tal que F(t,z) = (t, f(t, 2)).
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Ejemplo 2.5. : Sea Uy D, como en la Definicion 2.4. La aplicacion
holomorfa f:U C C? — C, definida por f(t,z) =2z cumple las condiciones de

la Definicion 2.4, esto es f(t,0) =0 y %(t, 0) =2+#0, para todo t € D,.

Definicién 2.6. [Familia de cambio de coordenadas]. Sea F :U C D, xC —
D, x C la familia analitica definida previamente, con los mismos U, Uy, D,. Una
familia analitica de cambio de coordenadas de la familia analitica F es
un germen biholomorfo

®: (D, x C,D, x {0}) (D, x C,D, x {0}) ,
(t, 2) O(t,2) = (¢, 9(t, 2))

donde ¢(t,z) es un cambio de coordenadas para f;, con t fija.

D, x {0} DU i F(U) c D, x {0}
(D, x C,D, x {0}) (D, x C,D, x {0})

(D, x C, D, x {0}) —=27"_ (. x C, D, x {0})
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[=1, r=1,

PoFod ! : (D, xC,D,x{0}) — (D, xC,D, x{0}) es el cambio de coordenadas
de I por ¢ .

Teorema 2.7. [Schrider-Kenigs para familias analiticas|. Sea F una familia
de gérmenes biholomorfos de (C,0) parametrizados por D,., tal que |v(t)| =
%—f(t, 0)‘ % 1, para todo t € D,. Entonces, existe una familia analitica de
cambios de coordenadas ® tal que, para todot € D,,

PoFod Ut z)=(tv(t).2),

donde v(t).z es una aplicacion lineal en z. ® es unico salvo por un cambio de
coordenadas lineal para cada z fija.

Prueba: Sea F' una familia analitica como en la hipdtesis, F(t,z) se puede
expresar como :

F(t,2) = (t,v(t)z + as(t)2” + az(t)2® + - - ) |
con |v(t)|#1 y v(t)#0, paratodot e D, .

Objetivos:
(i) Encontrar una expresién formal ®(¢, &) = (¢, ¢(¢,¢)),

D(t,€) = (t,b1(t)€ + ba(t)E> + b3 ()€ + - - )
tal que

oL, v(t,€)) = F(t,6(t,€)) , (2.8)
donde v(t, &) =v(t).£ (aplicacién lineal de ¢&).
(ii) Demostrar que ®(t,&) converge en alguna vecindad U .
Parte (i):
Ot,v(t,€)) = (t, i) +ba() ()" + byt ()7 + 1), ¥

F(t ) ¢(t7 £)> (t ) V(t)¢(t7 5) + a2(t)¢2(t7 g) + a3(t>¢3(t7 5) + - )
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+ag(t)(b1(1)E + ba()E% + by(t)E> + - )2 +-- ) .
De (2.8) tenemos que :

bi(t)v(t)E = v(t)bi(H)E (2.9)
ba(t)v2(£)€% = (v()ba(t) + az(t)D1(1))E7 . (2.10)

De (2.9) tenemos que la aplicacién holomorfa b,(t) # 0 para todo t € D,, puede
ser elegida libremente, asi elegimos b;(t) =1 para todo t € D, .
De (2.10) tenemos que :

as ()b (t)

v(t)v(t) —1]

Como |v(t)|#1 y v(t) # 0 tenemos que (2.11) estd univocamente determinada

bo(t) = (2.11)

En (2.8); supongamos que para n > 2 las aplicaciones by(t), k=1,2,3,..n—1
ya fueron determinadas. Luego (2.8) podemos expresarla como :

Bt v(t,€)) = (L, v(t).6(t,€)) = F(t, (t,€)) — O(t,v()-0(t,€)) ,
(I (1)

(= ( s+Zb ) > (t, v(t)¢+zbi<t>ui<t>¢i>
- (0, v(BF + bV OF vl - Zm@»«nw‘) .

(I1) < V(t)gb—l—ZaZ(t)QS) (t v(t ¢+Zb )
= (0 i a;(t Z b;(t )
Puesto que (I)= (II), el término
> bt ()¢

se anula, asi resulta :

(0, V(t)€+zbi(t)vi(t)€i - V(t)cb) = (0, Zai(t)aﬁi) :
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Finalmente:
(0, Z(Vi(t) —V(t))bi(t)£i> = (0, ‘ az-(t)#) :

De esta tultima igualdad, se deduce que (v"(t) — v(t))b,(t) el coeficiente
de & es un polinomio que depende de los a, (para k = 1,..n) y de los
by (para k =1,...,n — 1) los cuales ya son conocidos (al desarrollar, observe el
lado derecho de la igualdad). Ademads, por las condiciones para v(§), se tiene que
b,(t) estd univocamente determinado.

Parte (ii): La expresién (2.8) es equivalente a :

GoH(t,&)=HoF(t¢), (2.12)

donde G(t,&) = (t,v(t)§) y H=o " .

Demostraremos que  H,(¢,£) converge uniformemente a un biholomorfismo
H(t,§) en alguna vecindad U; 2 0 con t fijo. Ademés %—Z(t, 0)=(0,1) .

Sea 7 >0 . Escogemos una constante p <1 tal que pu® < |v(t)] <p .

Una vecindad B, ={z€ C: |z| <71, (t,2) € U, con t fijo}, ademas podemos
reducir r tal que por la continuidad se cumpla que

a9|=[a

5 (t,z)’:{a—(t,z) < u <1, paratodo z € B, .
2 2

Luego, en B, definimos la sucesion

Hn(t,ﬁ) = (t,An(t,g)) )

donde:

Ano F(t,€) = v(t) Au1 (1,€) | (2.13)
- £(2,€)

Al(tvg) = I/(’t)
Note que :

" ATL )
An-l-l(tv 5) = f(t’ Vyii-)l(t)(t 5)) :
En efecto:

Paran =1 :

As(t,€) = %Al o F(1,€) = %m(t, £(t.6))
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OO V(1)

Suponemos vélido para n=h — 1 :

phl r—1(1,
i) - L A0

Para n = h:

A (1:€) = oA 0 F(1.€) = A0, £0.9)
- V(lt) f(t, Vh_l(t)ﬁz)l(t’f (£.€))) (hip. inductiva)
_ 1 M) v AR E))
20 vh(t)
(la anterior igualdad se da por (2.13))
_ [ MOAE )
o UhL(t) :
Demostraremos que A, (t,&) converge a una aplicacién holomorfa A(t,£) en B,

para t fijo.
[ v (@) At €))

4 g UL (2) An(t,€)]
= ) A0.8) - YO VA

Se sabe que |f(t,2) — v(t)z| < alz|>, a >0, para todo z € B, .
Por lo tanto:

[Anta(t,6) — An(t,€)] < W-alvn(tmn(t,f)lz = o.|v ()" Au(t, §)17 -

(2.14)
En la demostracién del Teorema 2.1 se verifica que :

ff < ptlzlin=1,2,05 [zl <7

Como en nuestro caso t es fijo, tenemos :

_J(2) by,
a0l =128 < ),
FE (), plfeD]
O = e = e
26
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Luego, en (2.14) :
[2n

PolE

[Ans1(t,€) = Au(t,€)| < alp(t)["™

12

|v(1)]
Dado que K™ tiende a 0 cuando n tiende al infinito, entonces |A,1(t,&) —
An(t,€)| tiende a O .

Por lo tanto A, (t,£) converge uniformemente a A(t,€) en B,.. De esto se tiene:

Ao F(t, &) =v(t)A(L,E) .

Ademaés: H,(t,£) converge uniformente al biholomorfismo H(t¢,&) para todo &
en B, y t fijo.
Finalmente verificamos si se cumple (2.12):

donde K = <1, pues p2<|v(t)|<pu<1 .

Go H(t,&) = G(lim H,(t,€)) = G(t,1im A,(t,£))
=Gt A(t,€)) = (L)AL, €)) = (t, Ao F(t,E))
= (8, A(t, f(t,€))) = lim(t, A (L, f(2,€)))
= lim H,(t, f(t,€)) = lim H,, o F(t,£) = H o F(,£) .

La prueba esta concluida. |

2.2. Aproximacion por Elementos de un Grupo
Especial de Aplicaciones Holomorfas.

Sea Biho(C) el grupo de gérmenes de biholomorfismos que dejan fijo el 0, y
) un conjunto abierto conexo de C con 0 € C, de tal manera que dado f
un representante de un germen que pertenece a Bihg(C) se tiene que f(z) € Q.
Bajo estas consideraciones, la operacién de composiciéon de aplicaciones define la
accion de Biho(C) en 2, (f,z) — f.z = f(z). Pues se cumplen las siguientes dos
condiciones:
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BZhO(C)> y
2. f(g.2) = (f.g9).z paratodo z € Qy f, g € Bihy(C).

Se define la 6rbita de z € © como el conjunto Bihy(C).z = {f.z : para todo
f € Biho(C)}.

Definicién 2.8. Sea I' C Biho(C) un subgrupo, con {fi, fa,..., fr} sus
generadores definidos en algun conjunto abierto y conexo )y alrededor de 0 en
C. Los elementos de un grupo especial de aplicaciones de holonomia PI' son las
parejas (f,€f), donde f € I' y Qy es el dominio de definicion de f. Para f,g € T,
la operacion de grupo estd dada por: (f,Qy) o (g,8y) == (f 0 g, Qo).

El dominio 2y se construye como sigue: Sea

N
F=1lrr=rooft, jue{l,r}, e e{-1,1} (2.15)
k=1

cualquier representacion de f en términos de los generadores. Cualquier gérmen
arbitrario [[p_, f;f, con n < N, lo denominaremos germen intermedio (o
representacion intermedia) de f. Definimos an como la mdzxima region convera
con centro en el punto 0, contenida en €2y, en la cual el gérmen f y todos los
gérmenes intermedios de la representacion estdn definidos y ademds se tiene:

(H ) (Qr1,) € Q.

Finalmente, €1y es definida como la wunion de todas las regiones QHf
correspondientes a todas las posibles representaciones de f de la forma de (2.15).

De la definicion se tiene que cada germen f obtiene su prolongacion analitica en
Q.

Observacién: Por construccién para f,g € I', se tiene que por lo general €.,
es diferente de Q0 N Q.

La construccién anterior nos permite definir la drbita de z bajo la accién del
grupo PI' como el siguiente conjunto: Pr(z) = {f(z): fel, z2€ Qs} C Q.

El siguiente teorema nos muestra un criterio para que toda aplicacion lineal
expresada en un conveniente sistema de coordenadas (el cual detallamos en el
enunciado del mismo), sea aproximada por los elementos de un grupo especial de
aplicaciones holomorfas.
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generadores definidos en una vecindad )y del origen.

Supongamos que |f{(0)] # 1 y sea & la carta que linealiza a f; la cual
estd definida en una vecindad U C € del 0; supongamos también que en la carta
coordenada &, U ={qe C:|{(q)| < p}.

Denotemos por DU a la cerradura del subgrupo DoI' de C* generado por
las derwadas v; = fJ’»(O), j = 1,..n . Entonces, para cualquier v € Dyl
existe una sucesion de biholomorfismos Fy € ' la cual en coordenadas & converge
uniformemente a la aplicacion & — vE en cualquier subregion compacta K de

la region
Uﬂy_l(U) - {q € : |§(Q)| < min {p’ﬁ}} '

En la convergencia wuniforme de la sucesion F, € T en el compacto
K c U n v (U), sesupone que K C Qp, para toda ( suficientemente
grande.

Prueba: Primero demostramos el caso en el que v = f/(0) para alguna f €T
Sea vy = f{(0), con |v| <1 (si |vn|>1 considerar f;).
Definamos : Fy = fi‘o fo f{ donde ff{=fio---0ofi ¥y fl_ézfl_lo---ofl_l .

{ veces { veces
Supongamos que ¢ es la carta que linealiza a f; en U, adema&s consideremos

que en esta carta fy F; se expresan como f(£§) y Fy(£) respectivamente.
Si

FO =vE+> at®,
k=2

es el desarrollo en serie de potencias para f, entonces el desarrollo en serie de
potencias para F; es

F(E) = fto fo fA(E) = firtof (ve) = £ (wf& iy g)

k=2

=" (’/fo +) akvfk§k> = v+ Zaka(k_l)fk :
k=2 o

Afirmacién: Fy(§) estd definida en U = {qg € C : [£(q)] < p} para /
suficientemente grande y Fy(§)|y converge uniformemente en compactos a v€|y.
Esto es; dado 6 >0, exise L €N (L = L(J)) tal que para toda ¢ > L se tiene
|FZ(€) - l/fl < 5a donde 5 € U7 (|€| < p) :

En efecto:
Sea 0 > 0, y supongamos que [¢| < p. Sea L € N tal que para todo ¢ > L,
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Como

[e’e] o [e’e] o1 [e'e] ~
3w I < S [TV e <Y Jan] - €® 00
k=2 k=2 k=2

Escogemos L grande tal que

Z |ag| - e* 7V p* < 6, entonces |Fy(€) — vé| <,
k=2

paratoda ¢ >L y || <p.
Por lo tanto  Fy(§) converge uniformemente a v¢ en el disco || < p .

Resta demostrar que 2, contiene a cualquier compacto K C U Nv=Y(U)
para (¢ suficientemente grande.

Recordemos que €y, ha sido definida en base a €2y (vecindad conexa del
origen en la cual estdn definidas las transformaciones f;, j = 1,2,---,n). Sin
pérdida de generalidad suponer que (), coincide con U.

Puesto que todas las representaciones intermedias de f (ver Definicién 2.8)
tienen como dominio a una region V C €}y = U, resta demostrar que todas las
representaciones intermedias de [y,

Gn=f" Y hme=fr"ofofi, 0<m<{;

estdn definidas en U y para todo compacto K C UNv 1 (U), g.(K)CU vy
hime(U) C U para ¢ suficientemente grande.
En efecto:

1°) 1gm(&)] = [f(E)] = [1°¢] = [ [¢] < €], pues [|" < 1.
Estoes, g(U) CU; U=19Q,, .
2°) Para el caso de h,,¢; observe que

EEELHOO 1) = zEIFoo |[11€|, este tiende a 0, pues 0 # lr]" que tiende a 0 .

Esto es, para { suficientemente grande (¢ > L) f{(U) toma valores complejos
muy cercanos a cero y para & € fi(U),

f&) —vE =a® +az&® + - -
1£(&) — vl < 1E1D laxl€[F"
k=2

Puesto que para & € f{(U), |£]F71 tiende a cero, para todo k > 2 . Tenemos
dado € > 0, existe § >0 tal que |{] < J implica que |f(§)— v€| < ¢€[¢] .
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(Q=U esel dominio de f1) entonces

|FU©) = v(©)] < €| F(©)] -

Puesto que f1(§) = 11&, entonces

[F(F(€) =i & <elvi €] <elvip

dividiendo esta ultima desigualdad por ©{* tenemos :

™ FUE) — v ™ €] < el ™|

Y

entonces
e (€) —vi™™ €| < e|vi™™ pl (2.16)
donde Wf—mg es una aplicacion lineal multiplicacién por uvf_m
Definamos ¢* := €|[tf™™ p| el cual es arbitrariamente pequefio al hacer £
suficientemente grande (¢ > L) .
Asi :

lhm,f (5) (i ]/]/f_m 5‘ <€

Dado K Cc Unv Y (U), hacemos € < d(K,0(UnNv = U))) .
Por lo tanto, de esto tltimo junto con (2.16) deducimos que para ¢ > L. y
0 < m < ¢ el germen intermedio hy,, del grupo finitamente generado de
aplicaciones holomorfas (inyectivas) I' estd definido en K .

Esto concluye la demostracién para el caso v = f/(0) para alguna f €I

Dado v € DyI, existe una sucesién {Vm }men la cual converge uniformemente
a vy Vm:fr,n(o) :
Por la primera parte de la demostracion de este teorema se tiene que para cada
Vp, existe una sucesién {Fp, ;j};>1 en I' tal que {F),;} converge uniformemente
a vy, en compactos de U Ny, Y(U) . Asi:

F11 F12 Flk = 141

F21 F22 ng — Vo
Fo -
—
s

. — .

le Fm2 ka - Um
—
—
—
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Hacemos una reenumeracién de la sucesion {F,,;} de tal manera que F,;
esté bien definida en K; y

|ij - Vm| < 27 > (217)

sabemos que v, tiende a v uniformemente, esto es, |V, — V| < €, (€, > 0).

De esto tltimo junto con (2.17) se tiene :

| B = V| < | Fonj — U] + [V = | <277 + 6,

Haciendo m = j :
|Fjj—v| <27 +¢5,

asi cuando m = j tiende a +oo, la sucesién diagonal {F};} converge
uniformemente a v en compactos de U Nv~'(U) . La prueba estd concluida. B

2.3. Densidad en Subgrupos de Bihy(C).

El teorema que enunciamos a continuacion nos proporciona explicitamente las
condiciones para la existencia de dérbitas densas bajo la accién de un subgrupo
I' C Bihy(C).

Teorema 2.10. Sea I' C Biho(C) wun subgrupo finitamente generado tal que
Do’ € C* el grupo de partes lineales de I' es denso en C*. Entonces existe una
vecindad del origen U C C, tal que la drbita de cualquier punto en (U — {0})
bajo la accion del grupo I' es densa en U.
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Sea {vi,1a, ..., } el conjunto de generadores del grupo Do, donde v; = f1(0)
con |v;| #1 para algin j. En caso contrario, si para todo j, |v;| =1 entonces
lv| = 1 para todo v € Dol , esto implica que v € S', asi C* = D, € S* lo
cual es una contradiccion.

Considerando sin pérdida de generalidad |v4| < 1, también, sea & la carta

que linealiza a f; en U, con 0 € U, donde
U={z€C:[¢(z)] <p} CQ,

con p >0 como en el Teorema 2.9.

Sea p,q € (7—{0} con p#q tal que % =v; con |v|# 1.
p
En efecto: % = |€(p)| < p, entonces |[£(q)| < p|v| < p siempre que |v| <1

(de manera andloga siempre que |v| > 1).

Como DI es denso en C*, entonces existe una sucesién {v, tnen C Do’ que
converge a v € Dyl

Por el Teorema 2.9 se tiene que para v € Dyl existe una sucesién de aplicaciones

F, €T que converge uniformemente a v(£) en U Nv=1(0).

Asf, para pe U, Fi(£(p)) converge a v(§(p)) =v-&(p) =¢&(q) -

Puesto que p € U es tomado de manera arbitraria y ¢ € U; por la definicién de
densidad y de orbita se da la conclusion. La prueba esta concluida. |

El Teorema 2.10 asegura la existencia de una vecindad del origen U C C,
en la cual la 6rbita de cualquier punto en (U — {0}) bajo la accién del grupo
I' es densa. Ahora nos preguntamos ;Cuando tal vecindad U es todo C?, para
responder a esta interrogante, en la siguiente seccion introduciremos las definiciones
de invariancia y ergodicidad de un subgrupo finitamente generado I' C Biho(C).

2.4. Ergodicidad en Subgrupos de Bihy(C).

Para dos conjuntos medibles A, B C C; la notaciéon A = B indica que la
diferencia simétrica (A — B)U (B — A) tiene medida de Lebesgue cero.
Es decir, los conjuntos A y B son casi iguales, si lo que estd fuera de su interseccién
es casi nulo.

Definiciéon 2.11. Dos conjuntos medibles de Lebesqgue A, B C C son
equivalentes en 0 si existe un disco abierto U alrededor de 0 tal que ANU = BNU.

Definicién 2.12. Sea A C C un conjunto Boreliano. Un gérmen de conjunto
Boreliano de A en el 0 € C, denotado por [A] (o también por A), es la clase de
equivalencia de A bajo la relacion dada en la Definicion 2.11.
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representante de [A] .

Definicién 2.13. [[-invariante ]
Sea [A] un gérmen de conjunto Boreliano en el 0 € C. Dado f € Bihy(C),
decimos que [A] es f-invariante si [A] = [f(A)]. Ademds, [A] es I'-invariante si
[A] = [f(A)] para todo f € I' C Biho(C).

Definicién 2.14. [[' es ergddico]
Un subgrupo finitamente generado I' C Bihy(C) es ergddico si para todo germen
de conjunto Boreliano [A], T'-invariante, se tiene [A] =|[C] ¢ [¢]. Es decir, A
o su complemento tienen medida de Lebesque cero en alguna vecindad de 0 € C .

Lema 2.15. Dado h : C — C definida por h(z) = pz, B un conjunto
boreliano h-invariante y 6,m = n(d) nidmeros reales positivos tales que:

A(D(z9,m) N B)
L2 X 0G0, m)

con zy € B. Entonces para Dy, := h(D(29,m)) se cumple:

>,

| > ADuN B)

>1-5
— AMDw) T

donde \ denota la medida de Lebesgue.

Prueba: Como B es h-invariante, B = h(B)modE con A(E) = 0. Sin
pérdida de generalidad, consideramos B = h(B). Entonces h(D(zy,n))Nh(B) =
Dy, Nh(B)= D,NB . Ademads, usando (1.10), calculamos:

/ (=) d
AMDnNB)  AMh(D(20,1m) NW(B))  AMh(D(20,m) N B)  Jp@emnB

ADw) — A(BDGm)  ABDGL) Ax ”M@Wdz

/ \p|? dz / dz
_ JID@om)nB _ Jpeomns  AMD(20,m)N B)

/ |,U|2 dz / dz A(D(ZOJI))
D(z0,m) D(z0,m)

Por lo tanto :

La prueba esta concluida. |
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un conjunto boreliano de C, con B h-invariante. Sean también d1,0,m =n(d), R
numeros reales positivos bastante pequenos tal que:

(i) |W(z) —u| <01 para todo z € D(0,R) ,

(i) para cualquier zy € B,

M D(z0,m) N B)
" T D)

con D(z,m) C D(0,R) y -
(111) sea la aplicacion afin h(z) = h(z) + W' (20)(2 — 20) con h(D(z9,n/4))
= D(h(z0),|W (2z0)n/4|) C h(D(z0,m)) para todo z € D(zg,n/4) .

Entonces, existe :

>1-9

§=—|-1+ >0

(Iul = e)?( - 6)] [4(|u| —a)]’

(el + €)? (el + e1)

tal que :
1 > MD((), [W(20)|n/4) N B)
~ AD(h(20), |W(20)[n/4))
Prueba: Puesto que |[|W(z)| — u| < |W/'(2) — p| para todo z € D(0,R), por
la parte (i) se concluye:

(Il = 60)* < W (2)” < (Jul +01)* (2.18)

>1-4.

en particular para z = zj :
(Il = 61)* < W (20)1* < (Jul +61)* . (2.19)

Integrando sobre D(zy,n/4):

(=60 [ <[ P (uear [
D(z0,m/4) D(z0,n/4) D(z0,m/4)

Como R/ (z) = I (), luego:

(Il = 6. / ix < / 7 (z0)2dA < (Ju] + 1)’ / dx
D(z0,n/4) D(zo,n/4) D(z0,n/4)

aplicamos (1.10):
(Il = 81)*M(D(20,1/4)) < MR(D(20,1/4))) < (|| + 6:1)*M(D(=0,1/4)) - (2.20)

2

Se sabe que A(D(z0,7/4)) = T& = :A(D(20,7)). Remplazando este tltimo
resultado en (2.20):

(lpl + 61)”

MA(D(,ZOJ])) < )\(D) < 16

= AD(z0,1)), (221)
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Integrando sobre D(zp,7n) en (2.18):

(ul =00 [ an< [ WP (u s [ ax,
D(z0,m) D(z0,m) D(z0,m)

aplicamos (1.10):
(Il = 61)*M(D(20,m)) < Mh(D(20,m))) < (Il +01)°AM(D(20,m)) . (2.22)

De (2.22):
(@)

(b) A(D(z0,m)) <
Reemplazando las expresiones (a) y (b) en (2.21):

[74“”_51)] MB(D(20,m))) < A(D) < {%} Ah(D(z0,m))) . (2:23)

(Jp] + 61
Considerando (1.10), (2.18), la parte (ii) de la hipétesis y la expresion (a)
tenemos:

A(h(D(z0,m) A B)) = /

D(z0,m)NB

()P > (] - 6,)° / 0\

D(z0,n)NB
= (lul = 01)*°AX(D(20,m) N B) = (|| = 61)*(1 = H)A(D(20, 7))

(= 51)2(1 —6)
Tt oE Dz, m)).

v

Por lo tanto:

(lul = 61)*(1 = 9)

A(h(D(z0,m) N B)) = A(h(D(z0,7)))- (2.24)

(Il + 61)2
Es facil ver que se cumple:
D-B=D-(DNB), (2.25)
h(D(20,1)) — B = h(D(20,n)) — (M(D(20,m)) N B) . (2.26)

Luego, por la parte (iii) de la hipétesis, _D C h(D(zp,7m)), asf también D — B C
h(D(z0,1))— B, de (2.25) y (2.26), D—(DNB) C h(D(z0,7)) = (h(D(20,7))NB) =
h(D(z0,7m)) — h(D(20,m) N B) . Por lo tanto se deduce que el drea de D N B es
mayor o igual al drea de D menos el area de [h(D(zo,n)) — h(D(20,m) N B)]:

A(D N B) = XND) — [Mh(D(z0,n))) — A(M(D(20,m) N B))]
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(Iu = 6:1)*(1 = 0)
(Il +01)?

;zA(D)+-{—1+- }AUKLKa»n»),

esto ultimo por (2.24).
De (2.23) se tiene:

(il — 620 — )7 Ta(ul - 3)1* | . -
MDNB)2 ”[‘” ETAE Humwo] MD)

-
'

=—0'

de esto, A(DN B) > (1 — §")A(D) . Por lo tanto, existe § >0 tal que

1>MDQm

NiOViL (1-4) . (2.27)

La prueba esta terminada. |

Proposicién 2.17. Sea T' C Biho(C) un subgrupo de gérmenes de aplicaciones
holomorfas (inyectivas), con generadores fi, fa, ..., f definidos en Qo =U = {¢ €
C:|&] < p}, tal que f1(§) =wn&, ] <1.

Si [A] es un germen I'-invariante de un conjunto boreliano en el origen de C,
entonces [A] es Dol'-invariante (donde DoI' representa a las partes lineales de
I' en0).

Prueba:
Sea. A C D(0,R) un representante del germen A = [A] tal que f1(A) =
AN D(0,|v|R) .
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como representante de A al subconjunto f;(A)NU C U con £ 0, el cual lo
denotamos por A (pues necesitaremos que A sea f; ‘-invariante).

Por el Teorema de derivacion de Lebesgue (1.34) y la Definicién 1.35 respecto a
punto de densidad, la diferencia entre A y sus puntos de densidad es un conjunto
de medida nula, luego podemos suponer que A coincide con el conjunto de sus
puntos de densidad.

Sea S € Dyl', S(z) =pz,2€C y gel talque ¢'(0) = p.

Sea 2y un punto de densidad de A, con |zg| < min(p, ﬁ)

Bastara demostrar que:

(1) S(A) C A, es decir, S(z) es un punto de densidad de A.

(2) A Cc S(A) lo que equivale a demostrar que S~™!(A) C A. Asf; de (1) y (2)
obtenemos que A = S(A)modE, donde FE es un conjunto de medida cero. Es
decir existe una vecindad V' de 0 tal que ANV = S(A)NV lo que implica que
[A] = [S(A)]. Por lo tanto A es DoI'— invariante.

La demostracion de que S(zo) es un punto de densidad de A se hard en dos
pasos:

(a.1) La primera consiste en estimar las dreas de las imagenes de g, especificamente
en hallar un ntimero real positivo €' tal que se cumple la siguiente relacion:

AMDnNA) ,
12W2(1—e), (2.28)

donde: D := D(g(20), |¢'(20)|r/4). Aqui usaremos el Corolario 1.43.

En efecto:

Sea R > 0 suficientemente pequeno tal que ¢ estd definido en D(0,R) y
9(A4) = Ang(D(0,R)) .

Considerando ¢'(z) — p = 2a2z + 3az2? + ... , se tiene:

lg'(2) — n] < R(2a3 + 3asR + ...) := ¢;(R) = ¢; para todo z € D(0, R) .

Como zy € A es un punto de densidad, dado € > 0, elegimos r =r(e) > 0 tal

que:
. A(D(zp,7) N A)

— AD(=0,7))
donde D(zp,r > 0) C D(0,R). Al considerar la aplicacién afin g(z) =
9(z0) + ¢'(20)(z — 20) tenemos:

19(2) = 9(20) = |9'(20) |12 = 20| < |g'(20)| /4, para todo z € D(z,7/4) ,

>(1-e), (2.29)

usamos la notacién D := §(D(z,7/4)) = D(g(20),19'(20)|r/4). Por el Corolario
143, D := D(g(2),19'(20)|7/4) C g(D(20,7)).
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También, como g € I' entonces A es g-invariante.
Aplicando el Lema 2.16, existe :

T (= e =97 T4l - )]
Sl I (P prupay - H<|u|+el>] >0
tal que -
1> m >(1-¢). (2.30)

= "xD)

La primera parte esta terminada.

(a.2) La segunda parte consiste en aplicar (2.28) a la sucesién f;“o go ff con ¢
tendiendo al infinito.

En efecto:

En (2.28) se establece una cota de la porcién de drea de D N A en D.
Ahora aplicamos esta estimacién de area a D, = fJ'(D), de la desigualdad
1f1(2) — fI'(20)] = |w|"|z — 20| < |i|"r, el radio de D, es |vi|"r . Luego

D,, = (D) = D(v}zy, |v1|"r). Como fI' €' entonces A es f-invariante (pues
A es T-invariante), adicionando (2.29), aplicamos el Lema 2.15, asi tenemos:

A(D, N A)

L= N0

>(1—e). (2.31)
Sea D, = §(D(zn, [1|"r/4)) = D(g(zn), |9 (z0)|r/4), donde §(z) = g(zn) +
9'(z)(z = 20) v 2= fT(20) = V]2 .

Por el Corolario 1.43, D, C g(D,). Adicionando (2.31), aplicamos el Lema 2.16,
concluimos que existe :

€ =—|-1+

(Il — e2)*(1 - e)} [4<|u| - >] 0.

(il + €1)? (Inl + 1)
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>(1—¢). (2.32)

Luego, sean U, = f;"(D,,) los discos de radio |¢'(z,)|r/4 y centro f;"gf(2).
Por la demostracién del Teorema 2.9, la sucesién {f;"gf1'(20) fnen converge a
S(z0) = ¢'(0)zp. Lasucesion de discos {U, }nen converge al disco D(S(zo), |p|r/4).
Puesto que f; ™ € I' entonces A es f; "-invariante (pues A es [I'-invariante),
adicionando (2.32), del Lema 2.15 resulta:

s AN 4

(AR (1—¢). (2.33)

Esto concluye la prueba de la segunda parte.

Por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, la relacién (2.33)
implica que

| AD(S(=0). lulr/4) 1 A)

— AD(S(20), [ulr/4))
Se tiene que para n suficientemente grande, z, tiende a 0, por consiguiente ¢;
tiende a 0. Asi, teniendo presente la definicién de €, resulta:

L AD(S() /)0 4)
— MD(S(=0), |plr/4))
Luego (1 — 16¢) tiende a 1 cuando € tiende a 0. Esto prueba que S(zg) es

un punto de densidad de A y por lo tanto A es S-invariante como germen de
conjunto boreliano.

>(1-¢). (2.34)

> (1 — 16¢) . (2.35)

Se hace la misma construccién anterior para S—! . Asf se demuestra que A
es Dgl'-invariante.
La prueba de la proposicion esta concluida. |

Recordemos que una aplicaciéon f : C — C es C-lineal si y solo si f(iz) = if(2),
que es equivalente a la existencia de algin v = a + ib tal que f(z) = vz.

Lema 2.18. Sea I' C C* wun subgrupo finitamente generado de aplicaciones
C-lineales que tiene la propiedad de ser denso en C*, entonces T' C Bihy(C) es
ergodico.

Prueba: De la hip6tesis, I contiene al menos un elemento de la forma f(z) = vz
con |v| <1 (en general |v| # 1, esto por la densidad de I' en C*; ver comentario
en la demostracién del Teorema 2.10).

Sea A C C un germen de conjunto boreliano [I'-invariante, asi elegimos un
disco U que contiene al cero tal que ANU = (f(A)NU . Sea T2, el
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f . Consideramos la apliccio’n proyeccién p : (U _ {0}) — T? definida por
p(z) = [2] = {f"(2) : n € Zy} para z € (U—{0}). Asi T? estd dado por
{lz] - ze (U—-A{0})}.

w-m A A

Ademds, denotamos por L el grupo de las aplicaciones (traslaciones) de T2
inducidas por I' y A el conjunto boreliano de T? inducido por A. Para f erl,
definimos f([z]) = [V][z]. Notamos que para z € ANU, [2] = [f(2)] = [v2] =
[V][2] = f([z]) . Podemos concluir que A = f(A) médulo un conjunto de medida
nula. Por lo tanto A es I-invariante.

Mostraremos que A 6 (T — A) tiene medida cero.

Puesto que T? es diferenciablemente equivalente a S' x S' = (R/Z) x (R/Z).
Identificamos T2 con S x S! . Escribimos la aplicacién caracterfstica de A
como su desarrollo en serie de Fourier (ver Definiciones 1.36 y 1.37):

1@,9) =) ampemEmtm) (2.36)

donde (z,y) € S"' xS' y am, € C.
Sea f €T la traslacién en T2 tal que (r,y) — (z+a,y+05) .
Por la T-invarianza de A tenemos:

X;= Z Uy, 2@+ Q)+ (Y +5))

m,n

_ Z amn€2wi(mx+ny) . eQﬂi(ma—i—nﬁ) ) (237)

De (2.36) y (2.37), por la unicidad de los coeficientes de Fourier, tenemos que
Amn =0 6 62“("1‘””5) =1, estoes apu, =0 6 (ma+np) €Z . Porla densidad
de T' en C*, T contiene al menos una traslacién irracional (caso contrario, la
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que (ma+npB) €Z . Porlo tanto amn = 0, para todo (m,n) # (0,0). Asi:
X j = ago = constante .

Se sabe que toda aplicacién caracteristica toma exclusivamente valores 0 6 1. Asi,
si X es una constante, esta tiene que ser 0 6 1.

Esdecir X;=0 06 X;=1 .

De esto, se deduce que A o su complemento en T? tiene medida cero. Lo que
implica que A o su complemento en C tiene medida cero.

Esto prueba que I' C Bihg(C) es ergddico. La prueba estd terminada. |

Teorema 2.19. Sea I' C Bihyo(C) un subgrupo finitamente generado de
germenes de aplicaciones holomorfas (inyectivas) de C, tal que sus partes lineales
DoI' C C* son densas en C*, entonces I' es ergodico.

Prueba: Sea A un germen de conjunto boreliano en 0 € C, I'-invariante.
Sean fi,..., f, los generadores de I', f; : (C,0) — (C,0) con |f/| # 1 para
algin i (por la densidad de DoI' en C*, para todo 4, |f/| no puede ser igual a
1 ; ver comentario en la demostracién del Teorema 2.10).

Por el Teorema 2.1, f; es analiticamente equivalente a su parte lineal:

TR T =\

Es decir, f;(€) = ;€ con |y;| # 1, en particular |v;]| < 1 para algin i . Luego,
por la Proposicion 2.17; A es Dyl'-invariante. Como Dyl es denso en C*, por
el Lema 2.18, DoI' C C* es ergddico. Es decir A o su complemento tienen medida
cero.
En resumen:

A es gérmen de un conjunto boreliano en 0 € C,

A es TI-invariante y

A o su complemento tienen medida cero.
Por lo tanto, I' es ergddico. Asi la prueba esta concluida. |
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Capitulo 3

Grupos de Gérmenes de
Aplicaciones Holomorfas:
Equivalencia Topoldgica y
Analitica.

En este capitulo demostraremos que el homeomorfismo h que conjuga a los
elementos de dos subgrupos finitamente generados I'y y 'y de Bihg(C) también
conjuga a los gérmenes de las partes lineales de dichos subgrupos. Este importante
resultado nos permite dar explicitamente el homeomorfismo h. Luego, por las
caracteristicas de h, vemos las condiciones que implican que h sea analitica.

A continuaciéon presentamos a un grupo especial de gérmenes de
homeomorfismos, el cual usaremos en la prueba de los teoremas de este capitulo.

3.0.1. Grupo de Gérmenes de Homeomorfismos de C en
el 0.

Consideremos el grupo G = {A:C — C; A es automorfismo R-afin en C},
donde A(:) es de la forma :

e R 4 | A R B R MR P A VRS A Y

C2

con 3y > —1, para z = = + 1y.
De (3.1), A(z,y) = (x,y) + (—=P2, B1)y + (c1,¢2). Asi:

A(z) = z+iBIm(z) + ¢, (3.2)
B=p01+1if y c=c +icy. También de (3.1),

A(x,y) = u(x,y) + iv(z,y),
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g—h a_y:(l_l_ﬁl)a — =02 vy %:0-

A(z,y) es holomorfa si y sélo si satisface las ecuaciones de Cauchy - Riemann
Ou v ou v
or Oy Y oy Oz’

Por lo tanto; la transformacion A es holomorfa si y sélosi ;= (G, =0 .

Lema 3.1. Sea & =€ :C — C* . )
1) El grupo G induce un grupo de difeomorfismos G de C* en C* dado por

A
C C
e2‘rriz eZTriz
c—2A ¢

(3.3)

con AeG . 3 Y
Si A es como en (3.2) entonces A(§) = e*™¢|¢|°, ademds A tiene una extension

a C como homeomorfismo, con A(0) =0 .

2) El difeomorfismo analitico real A en (3.2) conjuga a la traslacion Ty(z) = z+ A

en la traslacion
AoTyo A7 (2) = z+ A+ iBIm(N) . (3.4)

3) El homeomorfismo A inducido por A en (3.2), conjuga a la aplicacion C
lineal v(§)=v- & v#0 de C en si mismo, en la aplicacion C -lineal

Aovo A7) = (v TP)¢ . (3.5)

Prueba:
Para la afirmacion (1):
Del diagrama 3.3 tenemos que :

A=¢odAog™,
luego: }
Aog(z) =0 Alz) = {(A(z,y)) ,
Ast:
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para & = e2™* = @) ademds |¢| = |e72™Y| = 72 |
Reemplazando A(z,y), se tiene:
fl(&) —  2miAlzy) — S2mil(e—PF2y+er)+i((1+01)y+c2)]
—  p2ri(z=Payter) | o=2m((1+61)y+e2)
— 627ri:v . 6—27riﬁgy X 627ricl X e—27ry X e—27r61y . 6_27T62
| P S P S R
*

k% kokk * kK kokk

2mi(x+iy) | 627ri(C1+iC2) 3 e—27ry(ﬁ1+iﬁ2)
2mi(c1+ice) . 627Ti(w+iy) . (6—27ry)(,6’1+i52)
2mi(c14icz) g |€|(ﬁ1+iﬁz)

2mi(ertis) ¢ . |¢|

g g

Luego (ver la tercera igualdad anterior) :

I
S T T S

|A(€)| — 6—27r62€—27ry(1+,31) e 6—27r02|£|1+ﬂ1 g

Como /3 > —1, entonces lfmg_q|A(€)] = 0. Por lo tanto, A tiene una extensién
continua al origen y A(0) =0 .

Puesto que para A, B € (G,0), Ao B € (G; veamos que esta operacién es inducida
para elementos de G. Sean :

1 -g T al|_| z—[fy+c
A(IE,y)—[O 14_5?][y}—i_[c;}_{(lﬂLﬁl;y-i-c;]’
1 — €T d \ T —Yy+d
B(x,y)—{o 1+7ﬂ [y}—i_{d;]_[(l-i-%;y—kd;] '
Tenemos:

| T — [y +c d
BoA(a:,y)—{() 1+’Y?}[(1+55?/+C;]+[d;]
:{x—ﬁzercl—72((1+61)y+c2)+d1]
1+ 7)1+ By + ¢2) + ds
De (3.6):

et i Bo . — +c—%((1+6)y+ce)+d
Bo A _ 627rzB Az,y) ex 27 T ﬁQy 1
© ’ (4 (L By + o) + do
— e2mile—Pfayter—r2((I+B1)y+ez)+di] | 2mi[l+y1)((1+01)y+ez)+dzli
_ 627ri(:v+iy) e

—2my(B1+ifB2) | e~ 2me2 (v1+iv2)

2mi(dy+ida) | eQﬂi(q-{—icg) . e—27r61y('yl+i'yg) i 6—27ry('n+i'yg)
e
5.627Ti(d1+id2) . 627Ti(01+i02) . |§|B1(’yl+i’yz) . |€|(’71+i’\/2) . |€|ﬁ1+iﬁz .6—27T62(’71+i’72)
_ 627ri(d1+id2) . 627”'(614-@'62) 5 |€|(ﬁ1+iﬁ2)(|§|ﬁ1 . 5 . 6—2W62)(“y1+i“y2)

e2rilditid) | 2miciics) £ |£|(ﬁ1+iﬁ2)(|€27Ti(61+i62) £ |£|(ﬁ1+iﬁ2)|(“r1+i“y2)>

= BoA(¢) .
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De A=¢o0Aof! se tiene:

Al =¢oA o™t (3.7)
donde : 5 5
B 1 2 T _ p2c2 Cl
ANz, y) = 0 4p {y}_l_ A ] .
1+81 1+61

Para hallar A~! hacemos A~'(z,y) = (a,b) luego despejar ay b de la ecuacién
Ao A7 Y(z,y) = (z,y) considerando A como antes .
Entonces el grupo G induce un grupo G y de (3.7) los elementos A son
homeomorfismos de C (difeomorfismos de C*).

De esta manera queda demostrada la primera parte del lema.

Para la afirmacion (2):
Antes veamos A(z + h,y + k) :

aeenren =[5 035 [0+ 2]

- Lo asm | lo ]+ lal lha]
- 4o+ [5 o ] [h]

(3.8)

Sea T(z,y) = (z,y) + (A1, \2), por simplicidad considere A~'(z,y) = (u,v),
entonces por (3.8) :

AoTyo ANz, y) = AoT\(u,v) = A(u+ A,v+ o)
bt 1 —B2 A
< [O Mok ] [A]
SRR
B Y 0 (1+/p) A2
= z+A+1Im(\)gi .
Queda demostrada la segunda parte del lema.

Para la afirmacién (3): .
Primero, T =¢oT\o&™ L, asi To&(z) =E&oTh(2) ; luego:

T(f) _ 627riT>\(z) _ eQﬂi()\-i—z) _ 627ri()\) . 627ri(z)

— 627ri()\)£ — V&-

46

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




io ‘e ) PONTIFICIA

TESIS PUCP ” ) g:'}‘(,SEL':?:IEAD

| DEL PERU

Por lo tanto:

Luego:

Aovo A_l(g) = AoTo 121_1(5) =(A O?A\O/A_U@)
2mi(AoTyho A~ (z,y))

27i[(z+A1—B2A2) Fi(y+A2+A261)]

|
oo o

27ri(z+iy) . 627Ti()\1+i)\2) . 6—27T)\2(,31+Z'52)

2miz 2miX | 2728

= e™-¢e e
= &l = vl

Por lo tanto; Aowvo 121—1(5) = (v|y|PrHif2)e.
Asi termina la demostracion del lema. ]

Note también que toda aplicacién R-lineal de C en si mismo que lleva el 1 en
el 1 y preserva orientacién, es de la forma

T(z) = Cxz, (3.10)
donde: . 5
| — P2
r [o 1+ ) ]
En efecto :

1. T(1,0)=(1,0).
2. Puesto que T'(z,y) = (v — fay, (1 + B1)y) := (u(z,y),v(z,v)),
ou Ou
. 1t — B2
JT(2,y) = = =(1+p)>0,
Gu 3—; 0 (1+p51)

pues (1 > —1.
Como JT(z,y) >0, T preserva orientacion.

3.1. Conjugacién de Dos Subgrupos de Bihy(C).

Empezamos con la siguiente definicion:

Definicién 3.2. Dos subgrupos I'1,I's C Biho(C) son analiticamente
(o topoldgicamente) equivalentes si existe un germen de biholomorfismo (o
homeomorfismo) h definido en una vecindad de 0 € C, con h(0) = 0, tal que
hofoh™telysiysolosi fel; .
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Se sigue que la aplicaciéon f —— k(f) == ho foh™ : Ty — Ty es un
isomorfismo, ademas el siguiente diagrama es conmutativo:

(C,0) —L—(C,0)
(c,00—2— (c,0)

(3.11)

Si I'y y I'y son subgrupos con generadores fi, ..., fr v g1, ..., g, respectivamente,
entonces también requerimos que k(f;) = g;.

El teorema que presentamos a continuacion nos da de manera explicita las
caracteristicas que debe tener todo homeomorfismo que conjuga a dos subgrupos de
Biho(C). Esto en aras de probar que la equivalencia topoldgica de dos subgrupos
finitamente generados de Biho(C) conduce a la equivalencia analitica de los
mismos.

Teorema 3.3. Sean I'1 y 'y dos subgrupos finitamente generados de Bihy(C)
topologicamente equivalentes. Supongamos que para algin elemento f; € I'q,
tenemos que |f1(0)| # 1; y supongamos que el homeomorfismo h preserva
orientacion en C. Entonces:

(1) Existen cartas analiticas & vy & que linealizan a las aplicaciones f1 y k(f1)
respectivamente.

(2) Eziste un numero complejo [y una aplicacion continua F (&) tales que, en
las cartas & y &, el homeomorfismo h se expresa como

& = h(&) = &lal’F&) , (3.12)
con F invariante bajo Dyl'y:

F(f(0)61) = F(&) , (3.13)
para cualquier f €Ty
(3) Para toda [ €T,

k(£)'(0) = FO)f(0)° . (3.14)

Prueba de la afirmacién (1):

Objetivo: demostrar que |f](0)| # 1 implica que |k(f1) (0)] # 1, para tal fin se
usard el Teorema 2.1.
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En efecto:

Supongamos que |f](0)] < 1 . Considerar €; una vecindad del origen,
simplemente conexa, suficientemente pequena con fi1(Q;) C € (para valores
de z cercanos al origen |f1(z)| < |z|, paratodo z € Q) y h(2;) = Qy tal que
k(f1) o hla, = ho fi|q,, es decir, el diagrama

1

Q) ——

h h

conmuta. Como f1(£21) € €; tenemos,
B(f)( Q) = () () = (k(f1) 0 ) ()

= (ho f1)(1) = h(f1(21)) S h(Q1) = Qs .
Ast; k(f1)(Q2) € h(1) = Q.

A continuacién demostraremos que |k(f1)(0)] < 1.
Puesto que €3 C C es una regién simplemente conexa, por el Teorema de
Uniformizaciéon de Riemann 1.45, existe un biholomorfismo ¢ : 3 — D en
D={weC:|lw <1} y ¢(0)=0.

0, k(f1) 0,

g g9

D—"—D
(3.15)
En el diagrama 3.15, § = gok(fi)og™' talque §(0) =0 y |§(2)| < 1, para

toda z € D.

Luego; por el Lema de Schwarz 1.44, tenemos que |§(z)| < |z| v [§'(0)| < 1.
Las igualdades [g(z)] = |z] v |§'(0)] = 1 ocurren sélo si §(z) = az con «

constante de norma 1l,es decir a = e”’, donde [ es una constante real. Esto
ultimo no puede ocurrir ya que k(f1)(22) € Qs (ver diagrama 3.15) implica que
g(D) € D. Por lo tanto, |g(z)| < |z| v |§'(0)| <1, paratoda z € D.

De |§'(0)] <1 tenemos:

1> 1g'(0)] = [(g o k(f1) o g7")'(0)]

= |Dgi(syg-1(0)) - Dk(f1)g-1(0) - Dg~(0)]
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= [k(f1)'(0)] .
Por lo tanto:
k() (0)] < 1.

Como |f{(0)] <1 y |k(f1)'(0)] <1, por el Teorema 2.1, existen cartas analiticas
&1y & que linealizan a las aplicaciones f; y  k(f1) respectivamente.
Asi, queda demostrada la afirmacién (1).

Para demostrar las afirmaciones (2) y (3), veamos primero los siguientes lemas.

Lema 3.4. Supongamos satisfechas las condiciones del Teorema 3.3 y también
que &y & son las cartas que linealizan a las aplicaciones fi y  k(f1)
respectivamente. Entonces para cualquier f € I'y, el homeomorfismo h conjuga
a los gérmenes de las partes lineales de las aplicaciones f y k(f) en las cartas

Sy &

hOV1:I/20h,

(C,0)——(C,0)

h h

(C,0) —=—(C,0)
donde v1(&)=11-& y (&) =12-& ; con vy = f(0), vo =k(f)(0)

Prueba: Por hipétesis f1(§1) =1v1& vy k(f1)(&2) = 1262
Consideremos las sucesiones dadas por

Fl=f'ofoffely y F;=k(f1) " ok(f)ok(f)" .

Recuerde que k : (I';,0) — (I'3,0) es un homomorfismo, entonces se cumple:
KD = KGR, k() = k(f) (observe aue k(i) = k(f))
R(ED) = R(fr 0 o ) = KU 0 k(f) 0 K(FE) = k(f1) "¢ o k(f) o k(i) = F2 .
Por la demostracién del Teorema 2.9: Si f,g € I'; tal que |¢'(0)] < 1 (en
general |¢’(0)| # 1) y & la carta que linealiza a ¢ ; la sucesién g ‘o fog*
converge a la aplicacion £ — f/(0)€. De esto ltimo, puesto que |f](0)] < 1
y de la parte 1) se tiene |k(f1)'(0)] < 1, luego existen sucesiones Ff(£) que
convergen a v(£) cuando (¢ tiende a +oo para k = 1,2; sobre un disco

U={¢eC:[¢]<p}
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Como F} €Ty, Ff €Ty y h esun homeomorfismo que conjuga T’y y Ty,
se tiene que ho F} = F? o h, es decir el siguiente diagrama conmuta.

F}
O ——O

h h

F}
Qy —— O

Luego; sobre U tenemos :

h oy —th ho F} = li1+n Floh=wy0h.
Por lo tanto, el homeomorfismo h conjuga DgI'y en Dyl'y . [ |

Corolario 3.5. El isomorfismo k : 'y — I's induce un isomorfismo de las
partes lineales k* : Dol'y — Do’y .

Prueba: Tenemos que k(f) = hofoh™! esun isomorfismo para f € I'. Definimos:

K Dorl D()FQ 5
f'0) ——=#*(f(0)) := (kf)'(0)

por el Lema 3.4, (kf)'(0) = ho f/(0)o h™'. Pero k es isomorfismo, asi por
definicién de k, k(f'(0)) = ho f/(0) o h~! sigue siendo isomorfismo. Por lo tanto
k* : DoI'y — DgI'y es un isomorfismo. [ |

Note que al juntar las condiciones del Teorema 3.3 y la afirmacion (1) del mismo
forman el Lema 3.4, este nos sirve para justificar el Corolario 3.5, el cual nos da
un isomorfismo entre las partes lineales de I'y y T's.

Sea ¢(z) = f'(0)(z) = f'(0).z la parte lineal de f € I'. De donde se tiene

que ¢'(z) = f'(0) v ¢'(0) = f'(0). Luego :

(k(f))'(o) (ho f(0)oh=") (por el Lema 3.4)
'(0)o h~Y)  (por definicién de ¢'(0))

'(0) (por el Lema 3.4)

( ( ( )))'(0) (por definicién de g);

esto indica que para probar las afirmaciones (2) y (3) del Teorema 3.1 basta
considerar f'(0) € Dol'y, , m=1,2 envezde fel,,, m=12 .
3.1.1. Espacio de recubrimiento de (2 .

Sea ) = {£ € C:[{] < p}, en el cual esta definido el homeomorfismo h, con
Qs = h().
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Denotemos con € = Q,,, — {0} para m =1,2; y sea k*: DoI'y — DI’y el
isomorfismo inducido por k:I'y — I'y (ver Corolario 3.5).
Sea v € Dol'y, tal que Q,, ={{ € C:[{| < pm},

implica que |v€| < p,, siempre que |v| < 1, para toda v € Dgl',,.

Bajo estas consideraciones aquellas aplicaciones cuyos gérmenes pertenecen a

DI, v tales que llevan a la region 27 en si misma, m = 1,2; es un semigrupo

el cual lo denotaremos por T, (si v € '} entonces v=' €T, pues |[v7!] > 1).
Note también que si v € I estd definido en QF, entonces k*(v) € 'y

esta definido en €25. Luego, de la conmutatividad del siguiente diagrama

——;

h h
k*(v)

* *

Q2 Q2

(3.16)
se tiene que k*(v) =hovoh™!. Luego :
k< :Tf ——————= Tt
vV———————=k*(v) =hovoh!
donde vo& =v-& v k*(v)o& =k (v) - &.
Sean (AZm las cubiertas universales de €2 con coordenadas z,, y proyecciones

D Qe — U, Ppu(z) = ™ = &, m = 1,2. Es claro que para cada
®,,(z,) existen infinitos valores para z,, esto es ;

2712y, = 10g|®p (2] + i(arg(®p(2)) + 287), s=011,72 ...

donde 0 < arg(®,,(z,)) < 2w, m = 1,2. Entonces;

1 o1 _n+1+ )
Zm = (27Ta'rg(£m)) +i( 27Tlog|£m|) +s, 5s=0"172 ... ; (3.17)

0 <arg(®,(zn)) <21, m=1,2.

Como @, : ) — Qt y h:QF — QF son continuas, entonces h := ho®; : @1 —
es continua. Asi, (observe el diagrama 3.18) existe el levantamiento de h (en el
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~

cubrimiento universal) el cual lo denotaremos por h.

0,
Pt
0, ——

(3.18)

De hecho, h : 0 — Qy es el levantamiento (en el cubrimiento universal) del
homeomorfismo h (ver el siguiente diagrama conmutativo),

0 Q,
E1=P1(21) =1 L [62’”‘22 =03 (z2)=E2
0 ——05 ,
el cual se define por :
7 1 2miz . 1 2miz
22 = h(z1) = 5-arg(h(e™™?)) + i(—5-log|h(e™™?)]) + s , (3.19)
21 27
donde s = 01172 ..; 0 < arg(h(e**)) < 27 , ademés dado que h es un

homeomorfismo que preserva orientacion se tiene que:
h(z +n) = h(z)+n , (3.20)

para todo n € Z (ver Teorema 1.21). Luego, notamos que (3.20) complementa
a la definiciéon dada en (3.19) y hace que para cada valor de s, h sea un
homeomorfismo. Denotaremos por h a alguno de estos homeomorfismos que
elegimos arbitrariamente y de aqui en adelante consideraremos fijo.
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Lema 3.6.

1. Los grupos de traslaciones lineales Dyl',, se levantan al espacio cubriente
de C* como grupo de traslaciones A,, de C, A,, ={w e BCC:w.z =
24w,z € C} . Elisomorfismo k : DoI'y — DoI's y el homeomorfismo h
inducen un levantamiento (un isomorfismo) kA — Ay entre estos dos
grupos de traslaciones.

2. El isomorfismo k A1 — A5 es la restriccion a Ay C C de una aplicacion
R-lineal A:C — C de la forma:

AN) = A+ iBIm(N), Re(B) > 1. (3.21)
Prueba: Sea Q) = {£ € C: 0 < [¢] < p} el disco agujerado con centro en

el origen y radio p. Asi, si & = ®i(2z1) = €™ € Qf, entonces la relacién
too > I'm(z1) > —5-logp y (3.17) con s fijo, definen a los elementos de Q.

&,

Figura 3.2:

El semigrupo I' representa a las rotaciones y contracciones de € en si misma
(si v € I}, se tiene que |v| < 1) y se levanta al semigrupo de traslaciones
A ={weC:wz=z+wcon Imw) >0,z € O} que llevan a ), en
si misma. Veamos:

La condicién |v| = [e¥™| = e 2™ < 1 implica que Im(\) >0y X € Af;
como v = e?™* = 2T para toda n € Z; se tiene que n -+ r\ € A], para

toda r € Z*. Asi, se tiene la accién de Z @ AZ+ sobre () :

(Z & NZ*, ) Q ,
(n+ Ar, 2) z4+n+rA

la cual estd bien definida dado que, Im(z +n+1rX) = Im(z) +rIim(X) > Im(z) >
—Llogp.
2m

o4
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. *
Z z+l z+2 =43

Figura 3.3:

Notamos que si hacemos variar z € (AZm a lo largo de las rectas /;, para todo i;
consiguiremos la linea espiralada Cf, es decir ®,,(¢;) = Cy, para todo i; si en la
recta Lo cogemos z; # z, sobre los puntos z; + n, para todo n € Z tendremos
las lineas ¢, paralelas a /;, luego (IDm(E,L-') = (5, para todo ; asi sucesivamente
se cubre Qf. En resumen, ®,,(z +n+ 1)) = "¢, para todo n € Z y para todo
re’Zt.

Retomando la prueba del Lema 3.6:

Las traslaciones T)\(zm) = zn + A via la aplicacién exponencial \; — 2™ gon
llevados en las transformaciones C-lineales S(&,,) = e*™2¢,,, teniendo en cuenta
que venimos usando la notacién e*™#m = ¢, . Ademads, para A+, € AT se tiene
que e2mihitA) — ¢ midz — 1) 1. Esto indica que la aplicacién exponencial
induce un homomorfismo ®,,. : Af — T definido por @,e(A; + A2) =
Do (A1) Ppe(N2) , para A, Ao €AS v m=1,2.

2TiAL e

. Ty A
Q, Q,
e27'ri 627”

x V=P, ) ”
o, o,

Observamos que el Ker(®,,.) = Zg, pero n ¢ A} para todo n € Zg, esto
indica que el dominio de definicién de ®,,» no es tnicamente A .

Dado que k;*(z/) Q* — (2 es continuay e*" 0y — 25 es continua, entonces
k(v) := k*(v) o .7 — )y es continua. Luego, existe k* : Q; — Oy el
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levantamiento de k, ver el siguiente diagrama:

D
k+()\) 2mi
~ E)(l/) M
Qn, Q2 .
El homomorfismo k*|F1+ : I'f — T3 definido por conjugacién con el

homeomorfismo & se levanta al homomorfismo &+ : AT — AJ definido por
conjugacion con el homeomorfismo h.

Como 0 € Ker(®,.), para todo A € Af, se tiene que —\ € A; (el
grupo de traslaciones en C). Luego, el homomorfismo A" ()\) se prolonga a
un homomorfismo k- Ay — Ay el cual esté definido por E(A) = hoXoh™,
como h lo hemos fijado, k(>\) estd bien definido. El siguiente diagrama conmuta.

A Ty P

0 9

h h
k(N ~

2 Q27

(3.22)

ademds, (} )\)—ho()\1+)\2)oh 1—ho()\10)\2) oy (ho)\loh ) (h
A2 © h- ) = k( 1) o k() = k:()\ )+ k:()\g) También k(—A) = ho (—\)oh™?
ho(AYoht=(hoXoh 1)' = (k(\)"!, paratodo A€ Af. De esta manera
se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

~ T ~
Ql . Ql
~ ) ~
9 0,
(o3} ‘ Pq
" Pre(N)=v "
o Ql @2[ Ql
/ /
Q; Doek(N)=k*(v) Q;

, (3.23)
donde Ti(21) =z1+A vy Ty (22) =2+ k(\), paratoda A€ Af.
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Si p tiende al infinito entonces (27 tiende a C* y Q,, tiende a C pues
—%logp tiende a negativo infinito.
Lo anterior prueba la primera parte del Lema 3.6.

El homomorfismo k : A1 — A5 es una aplicacién Z-lineal de A; en As.

B(nd) = k(QA+ .+ A = k) + .. + k(\) = nk()).

Vv
n—términos

n—términos

Por definicién k(=) = k(A\)~' = —k()\). Para n € Z~, se tiene que —n € Z* y
por la parte anterior k(—n)) = —nk()), luego nk(\) = —k(—nX) = k(—(—n))) =
k(n)).

Para demostrar la parte (2) del Lema 3.6, demostraremos que k tiene una
prolongacién a una transformacién R-lineal A de C en C.
Primero probaremos que k: Ay —> Ay es continua. Por ser k un homomorfismo,

es decir : ) ) )

k(A + A2) = k(M) + Ek(Aa) (3.24)
se tiene que /%(0) = 0 € Ay. Si suponemos que k es continua en 0 € A4,
entonces:

para todo € > 0, existe d > 0 tal que |A| < & implica que |k(\) —k(0)| < e. (3.25)

Haciendo en (3.25), A = g Ao, para todo )\,5\ A € Ay con g fijo, se
tiene que para todo € > 0, existe ¢ > 0 tal que |)\ — Xo| < 0 implica que
k(A) — k(Xo)| = |[k(A = Ag)| < e Como X € Ay es arbitrario se concluye que k
es continua en A;. Asi pues es suficiente probar que h es continua en 0 € Ay

Sean {A,}nen una sucesién de puntos en A; que convergen a 0 y q € Qg
Debemos demostrar que hm h(X) = h(0) = 0. Pero }\ILI(I] h(\) = nh_)rglo h( ).

Sabemos que:

k(M)(q) = ho Ty, o h™(q)
——
=k(An)+q

entonces k(\,) =hoTy, oh™'(¢q) —q. Luego bastard probar que

lim hoTy, oh™'(q) =¢q . (3.26)
En efecto: hoT), oh™Y(q) = h(h +A\n) puesto que h es un homeomorfismo,
tenemos que lim ho Ty, o Rt (hm )+ A )) = ¢. Por lo tanto k

es continua en 0 € A; . R X R
Haciendo en (3.24), A3 = A\ + A2, se tiene que k(A\3) — k(A1) = k(X2); de la
continuidad del lado derecho se sigue la continuidad del lado izquierdo, puesto que

o7

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




; ‘;, ) PONTIFICIA

TESIS PUCP . ’ UN'%E,_'}f:fAD

I DEL PERU

A3 v A1 son cualesquiera en Ap, se tiene la continuidad uniforme de k.

Sea A; la cerradura de A;, por ser A; denso en A; y E: A Cc N —
Ay uniformemente continua, aplicamos el Teorema 1. .39. Entonces existe una
aplicacién continua k : A; — As que coincide con k en A;; ademds k es
uniformemente continua. Por el Principio de Extension de Identidades (Teorema
1.38), la propiedad de (3.24) se extiende a k.

Los subgrupos A,, C C son Z-moddulos finitamente generados que contienen al
1 (recuerde que n € A,,, paratoda n€Z ).

De la teoria de aplicaciones elipticas (ver Proposicion 1.41), si A,, # {0} es un
subconjunto discreto de C, entonces A,, =aZ 6 A, =aZ+PZ, a y [ R-
linealmente independientes. Si A,, # {0} es un subconjunto no discreto entonces
las posibilidades para A,, (la cerradura de A,,) son: A, *R 6 A, ® R@® Z\
6 Apy=Z®RN 6 A, =C.

Si Ay CR 6 Ay C AR, tomando como base a 1 en el primer caso o a Ay en el
segundo caso , tenemos que k|x, (\) = cgA (ver Teorema 1.40). En el caso de R,
co =1 pues:

k(1)+z = h(h™Y(2))+1 = z+1, entonces k(1) = 1.

En el caso que A; =R, k(\) = \; asi que podemos extender k£ a todo C como
la identidad.

En el caso que Ay = R®ZNy 6 Ay = Z® RNy, tomando {1,)\;} como una
R-base de C, k se puede extender a la aplicacién lineal diagonal A con entradas
1=Fk(1) y k(N\o), es decir:

Finalmente, si A; = C, ademds k cumple (3.24), por Teorema 1.40, k es
R-lineal, con k(1) = 1.

Ahora, denotando por A a esta extension de k atodo C; como tenemos que
A(l) = 1 y por el argumento dado debajo de la demostracién del Lema 3.1,
podemos representar a A como en (3.21). Es decir,

A, \o) = H <1+_6%H 2}—)\+zﬁlm( ) |

La prueba del lema ha concluido . |
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3.1.2. Conclusién de la demostracion del Teorema 3.3:

De la conmutatividad del diagrama 3.22 se tiene que

~

hoTy(&) = Taw o h(&)
~———— —

h(E+A) = h(&)+AQ) .

Definimos la aplicacién holomorfa  f(&) := h&) — A€ | la cual satisface
fE+A) =h(E+A) - A&+ ) = h(&) + AN — A(61) — AN) = h(&) —A(&) =
f(&) -
Asi:

f(&+ X)) = f(&) paratoda X e Af . (3.27)

Juntando los resultados obtenidos hasta ahora, concluimos la demostracion del
Teorema 3.3.
Primero, puesto que A es una extensién de /2:, del diagrama 3.23 se tiene que
para A € A; :
k*(v) = ®ge A(N) = ™AW

Ast 1 k5 (e¥A) = ¢2MAN) v escribiendo A como en (3.21) se tiene :

]C*(sz)\) _ 627ri(/\+iﬁfm()\)) _ eQﬂiA[e—QﬂIm()\)]ﬁ :

entonces k*(v) =v-|v|® para v € Dol'y, donde v = f'(0) y k*(v) = (kf)(0),
para f € I';. Por lo tanto, queda demostrado (3.14) en el enunciado del Teorema
3.3.

Por ultimo definimos la aplicacion
F(() := F(e™) = e?mif (&)
Observamos que F(e?™1) = F(e2m(&+n)) .= 2mif(&+n) - pero:

f&i+n) = f:l(fl +n) — A(§ +n)
= hA(gl) +n— A& + An
h(&1) — A& = f(&),

para todo n € Z. Asi, F estd bien definida en 2} .

La aplicacion F asf definida resulta invariante con respecto a la accién de TI'f,
pues, de (3.27), para v € I'[ se tiene :

F(l/<1) _ F(e2m')\ . e2m’§1) _ F(e2m'()\+51))

= 2O = 2Wf @) = (¢ (3.28)
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Para ver que F' sea invariante para todo v € Dgl'1, consideramos v € Dyl'; tal
que |v| > 1. Deesto, |v7'| <1, entonces si (; € v™1Qt, ¢ =v71¢ para algtin
£ € ;. Porlotanto v(¢; € Qf y puesto que v~! € I'f, considerando (3.28) se
tiene que F(v¢;) = F(v='v¢y) = F(G).

Ahora, recordando que & = h(&) = A(&;) + f(&), aplicando la proyeccién e
y puesto que A(&) = & + ifIm(&;), entonces

27

e2mils e2mi(A(§1)+£(61)) —  2mi(f(&1)) . p2mi(&1+iBIm(&1))
627‘(‘i£2 — 627ri(f(£1)) . 627r7:§1 . (6—27r1m(£1)>,6
S~ - .,
G = F(G)GIGI .
Asi, la demostracion del teorema ha terminado. |

3.2. De Equivalencia Topolégica a Equivalencia
Analitica.

El siguiente teorema nos da las condiciones necesarias para que la conjugacién
topoldgica de subgrupos finitamente generados de Bihg(C) sea analitica.

Teorema 3.7. Supongamos que se cumplen las condiciones del Teorema 3.3:
Sean Ty y Ty dos subgrupos finitamente generados de Bihy(C) topologicamente
equivalentes, conectados por un homeomorfismo que preserva orientacion h tal que
el diagrama 3.11 es conmutativo.

Agregamos las dos siguientes condiciones:

1. Existen f1,g1 € I'y tal que, Dol'y, el subgrupo multiplicativo de C* generado
por f1(0), ¢1(0) es denso en C*.

2. El grupo T'y es no conmutativo .

Entonces h es actualmente un biholomorfismo, asit I'1,'s son analiticamente
equivalentes.

Prueba:
De la condicién DgI'y € C* es denso en C* y de (3.13) se sigue que F = o,
con o constante.

En efecto, sea z1,25 € C* tal que 23 # z5. De la densidad de Dyl'y
en C* existe una sucesion {vtney en Doy  tal que limy, = —
si s6lo si  lim v,2; = 23. Luego, por (3.13) y la continuidad de F' tenemos:

n—oo

F(z) = nh_)ngo F(z) = nh_)ngo F(vpz) = F(nh_)nol<> vnz1) = F(29). Por lo tanto F' es

constante.
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Asi, h se puede escribir de la forma

G =h(G1) = 0C1|C1|B .

De la condicién 2, el conmutador del grupo es distinto de la identidad, esto es,
el conjunto {fig1f; g7 : para todo fi,91 € I''} no se reduce a la identidad.
Asi, el conmutador del grupo contiene al gérmen de una aplicacién f de la forma

fG)=G+anl"+- an#0, m>1.

Denotemos por Fj el conjunto de gérmenes de f; como f € [F;, F], entonces
f=pooptoy
Si k(f) =ho foh ! entonces:

k(f) = ho(podop oy )oh™ = k(p)ok(y)ok(p)™ ok(y)™".

Por lo tanto k(f) € [F1, Fi.
Suponemos que k(f) se expresa como

K =G b+ b, #0, n> 1.

Demostraremos que si las aplicaciones f y k(f) son conjugadas por el
homeomorfismo h((;) = 0¢i|¢1|%, es decir, k(f)oh = ho f, entonces 3 = 0.
Por lo tanto h((;) = o(; el cual es un biholomorfismo, lo cual demostraria el
teorema.

Recordemos que el orden de pequenez k de una aplicacién univaluada f(§) en
el cero, es k= sup{x e R:|f(§)|/I&]* — 0 si & — 0} .

Afirmacién (1):
[bry10" G |G| PP

T (e R
En efecto:
De la equivalencia topolégica de Iy y T'g, se tiene que ho f = k(f) o h,
haciendo ¢ = (; y recordando que |z| = 2'/?Z'/2 tenemos :
hf(¢) = ¢+ amC™+--2)=0((+anl™+ )¢+ anl™+ - .|5

= (¢ + amC™ 4 - )€+ ap™ + - - .)ﬁ/2(€ + ™ + - - .)ﬁ/2
= o(C+ apC™+ - .)1+5/2(€ + A+ - - .)5/2
= (¢4 (14 B/2)¢ Pam (" + -+ (€72 4 (B/2)87 2  aml™ + -+ )

k() o (h(¢Q)) = k(f)(aCICl”) = o€l + ba(aCICl”)" + busa (a¢[C)?)" +
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Por lo tanto:
o(¢PP 4+ (14 8/2)CPan ™ + - (€ + (8/2)€° @™ + -+ )
= 0CI¢17 + b (aCICI°)" + b (aCICI) T 4 (3.29)

Efectuando la multiplicacién en el primer miembro de la igualdad :

— g[§1+ﬁ/256/2 + (14 ﬁ/Q)Cﬁ/zam(mSﬁ/Q + <1+ﬁ/2(ﬁ/2)€ﬁ/2_1dm€m
(14 B8/2)CP2a,mC™(8/2)% > apme™ + - - ]

= o[CI¢I? + (1+ 8/2)amC™¢I7 + (B/2)am¢[¢] €™
+(1+ 8/2)(B/2)am@m¢"|C€™ T 4]

= 0C|C|% + bpo™C"|CIP" + bpar g™ T¢I

Dividiendo los términos de la igualdad por o(|(|?.
Primero:
ol¢I¢? + (1 + 8/2)am¢™[¢]P + (5/2)5mC|C|BC§|Z;1 + (14 8/2)(8/2)amam¢™[¢1P6™ + - -]
(o2
=1+ (1+5/2)am¢™ " + (8/2)ame™ ™" + (1 + 8/2)(B/2)am@m¢™ €™ + - -
=1+ 1+ 6/2)am¢™ " + (8/2)ame™ ™ + (1 + 8/2)(8/2)amam|¢™ 7 + - --
=14 (1+6/2)amC™ " + (8/2)ame™ " + o(I¢]™ 7).

Considerando (8 = (1 +if2, (1,02 € R. En la otra parte se tiene

 0CICIB 4 buo™Cm(CIB + by o™ TICHC|AHD
aC|¢l®

= 14y O 4 BTG+
=1+ bno.n—lgn—1|<|ﬁ(n_1) + 0(|C|(,31+1)(n—1)) 7

donde o(|¢|P*D™=1)) se ha obtenido al analizar el término b,,10"¢"[C|?" de
esta serie. Asi, si hacemos g(¢) = b, 10"¢"|¢|B1F2)7 e tiene:

9] = bt l|o"[[C]HF = by ||o |||V =DEF) como (B > ~1),
esto indica que () + 1) con seguridad es el menor nimero positivo tal que:

9O _
21—>0 |C|(n=D(+51) =0

La prueba de la afirmacién (1) estd concluida.
Afirmacién (2):

a7 (L4 B2) + e ¥ (B/2) — buo™ DI = o(1). (3.30)
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En efecto:
Definiendo:

UC) = a1+ B8/2) + @™ 1(8/2)
L(¢) := 1+ £(¢) + o(|¢]™)
P(Q) 1= b1 (Y
P(C) i= 14 p(C) +o(|¢| "~V D)
Asi tenemos:

L(Q) =1+ 0(¢) +o([¢[™ 1) = L+ p(Q) + o([¢|" VD) = P(() . (3.31)

Entonces :
L(¢) = 1=£(¢) + [¢I™ ' B(C) = p(¢) + [¢| " VPHDB(() = P(() - 1,

donde B y B denotan aplicaciones que dependen de ¢ tal que B(0) = B(0) = 0.
De esto ultimo se tiene:

¢ (14 B/2) +ag™ = (B8/2) + ¢ B(Q)
= buo™ PR - (gD ()
dividiendo toda la igualdad por |¢[™{(m=D.(Bi+D(=D} yegulta, ;

am¢™ (1 +8/2) +ag™ 1 (8/2) + [<" T B(C)
|C[min{m=D,(Bi+ D=1}

buo " 1CMH D ICPRC ) (] DEHD B(Q)
|¢|mind(m=1),(B1+1)(n—1)} '

Si (m—1) =min{(m—1),(f1+1)(n—1)}, tomando limite cuando |(| tiende
a cero, la parte de la derecha de la igualdad tiende a cero mientras que la parte
de la izquierda no. En caso que (83; +1)(n —1) = min{(m — 1), (81 +1)(n — 1)},
ocurre lo contrario, la parte de la izquierda tiende a cero mientras que la parte de
la derecha no. Por lo tanto la tnica posibilidad es que (m —1) = (6; +1)(n —1).
En la siguiente ecuacién :

0(C) + o(|¢™ 1) = p(¢) + o(|¢| @D |

hacemos (¢ = [(]e", entonces & = |{le™™ = |C|e™™, ademds (m — 1) =
(81 +1)(n—1).
Ast:
(([¢le™) + o(I¢™) = p(I¢]e?) +o(l¢™ ")
|1V (L By) A+ G [C eV (5)/2) + o(I¢ )
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= o T[] TR 4 o([¢ ).
Al hacer un reacomodo en los términos de la igualdad y considerando como
antes o([¢[™") = [¢|" ' B(¢) en ellado izquierdo y o(|¢|™) = o(|¢[PHD 1) =
IC|™1B(¢) en el lado derecho, resulta:

|G (14 ) | 32)
b DGR < ¢ i(B(G) = B(C)),

dividiendo todo por [¢|™"! se obtiene :
0D (14 B/2) 43,70 (B/2) — b0 DO — o(1). (3.32)

La prueba de la afirmacién (2) estd concluida.

Para demostrar que # = 0, lo haremos por el método del absurdo, es decir
supongamos que sea diferente de 0.

En efecto:

Consideremos 8 # 0. Sea f,(¢) la restriccién del lado izquierdo de (3.30) a
la vecindad |(| = r.

Sea n, := ||fr(g0)||L2(0’27r). Se demostrard que n, > |an||5]/2.
En efecto:

1£+(#)] |L2(0,27r)

2
= / |0 €™ (1 + §/2) + Grme~ MY (8/2) — bo" e |¢| D) 2q
0

Recuerde que |21+ 29 + 23] = |212 + |22]> + |23]% + 2122 + 2123 + 2021 + 2223 + 237
+ 2322, Vzl, 29, %3 € (C
Luego :

27
Lfr (@) L2(0,2m) :/0 [lam[?[1+B8/2*+|am[*|6/2[*+[bal?|0™ 2

Ham e (14 8/2)am e (B/2) — ame MY (14 8/2)b, " e~ ¢| 7 (D)
F e D (14.3/2)@yme =D (3/2) —Gme M) (8/2)b, 5" e ¢ i (n— 1)
— e D (14 5/2)b, 0" LD |12 (=1 _g giem=1) (5 /9)p,, gLt (n= D¢ |82 (01 g

2
:/ [|am|2|1 +ﬁ/2|2 + |C_lm|2|ﬁ/2|2 + |bn|2|0n_1|2 +a?n(5/2)(1 +ﬁ/2)e2i¢(m—l)
0

_am(1+g/2) Fh—leip(m—n |C|—zﬁz n—1) 63,1(1+B/2)(ﬂ/2)6_2w(m_1)
i (3/2)B 5" e R | Z201) g (1 4 2)by o etelnm) |¢[ia(n=1)
—am(5/2)bpo" et R0Vl

(3.33)
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Puesto que (m — 1) = (n — 1)(f# + 1); se concluye que m > 1, n > 1y
m # n. Entonces e?#(m=1) = giv(m=n) = giv(m=n) o5 diferente de 1. Observe que:

2T
[ a0+ B Vg = ol (/201 + 52)e
= ST /A + B/ 1) = s (3721 + B/~ 1] = 0.

Procediendo del mismo modo con los demds términos que dependen de ¢,
obtenemos de (3.33):

2
/()| 2200,20) = /0 [laml*11+ B8/21% + @ |*|8/2]* + [ba|?|0" ') dy

= 2nf|an* |1 + Bo|* + lam|?[B/21* + [bal*l0™ 7]

> 27l an|[8/21%] 2 V27|an||8]/2 2 lax||B/2 - (3.34)

De (3.30), por definicion de o(.) se tiene que a,e®™ V(1 + (5/2) +

Ame” P (3/2) — b,o" e 1[¢|#2(0=1)  tiende a 0 cuando |¢| = r tiende
a 0. Esto ultimo contradice a lo obtenido en (3.34). Por lo tanto, [ = 0.

La prueba del Teorema esta concluida. |

Observe (3.29), cuando [ =0 tenemos que m=n y 0@, = 0"b,,, de esto
dltimo, a,, = 0™ b,,, luego:

= Si m =2, ap = oby, entonces o = 32, asi para fl&) =G +alZ+---,

h(¢1) = (o = 0¢1 queda definido univocamente.

» Si m#2, 0= /352G, es decir b queda definido médulo multiplicacion
por alguna raiz de la unidad.

3.3. Conclusion:

Empezamos introduciendo la siguiente definicion, necesaria para emitir nuestra
conclusion.

Definicién 3.8. Una foliacién holomorfa no singular por curvas F de un
abierto V de C" es una descomposicion de V' en subconjuntos conexos disjuntos
{Ls}aca donde A es el conjunto de indices, las {L,} son denominadas hojas de
la foliacién, tal que todo punto p de V' tiene una vecindad V, y un biholomorfismo
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w:V, = W, CC", que satisface que para toda hoja L, las componentes conexas

de V, N L, quedan descritas por las ecuaciones

wy =k, Wy = kpoy

en Wy. A las parejas (V,, @) asi definidas se les denomina cartas coordenadas

distinguidas de la foliacion.

(Ver [GOJ, p.9.)
C
P
~ A
u - /"'"'--..\\
7 J
\\H |V
Figura 3.4:

Sean F; y Fy dos foliaciones holomorfas no singulares por curvas. La
equivalencia topoldgica de F; y Fo implica la conjugacion topolégica de sus grupos
de holonémia (ver [GOJ, p.54). Luego, si estos grupos de holonémia satisfacen

las condiciones del Teorema 3.7, tenemos que la equivalencia

topologica de las

foliaciones JF; y Fo implica la equivalencia analitica de sus grupos de holonomia.

1 Equivalencia Topoldgica I

_| Foliacion T, = { Foliacion J5 I-—

_Conjugados topologicos —

v

|Grup|:l- de holonomia |

Grupo de
3 |

holomomia
I

el

Si cumplen las
condiciones del

Teorema 3.7

v

v o "
-—IGrupc der?oloncmia i____Eq'-"V'a'e“CJa analitica ___{Grupcr de
Y

holonomia

Figura 3.5:
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Corolario 3.9. Sea I'y C Biho(C) wun subgrupo finitamente generado de
gérmenes de biholomorfismos de C, y sea {h:} wuna familia continua de gérmenes
de homeomorfismos preservando orientacion parametrizados por un disco A en
el plano complejo C, tal que Ty := h;y' ol 0hy es una familia holomorfa de
subgrupos de gérmenes de biholomorfismos de (C,0). Supongamos ademds que:
1) El subgrupo multiplicativo Dol'y de C* es denso en C* .
2)El grupo T'y es no conmutativo.

Entonces existe una familia holomorfa de biholomorfismos que conjuga I'y en T.

Prueba:
Sea f ey, tal que |f'(0)] <1.

f=h;tofohs

A A

ht ht

)

Qo

Se tiene que ]7: h;* o foh, es holomorfa (por dato), como en la demostracién
del Teorema 3.3 (aplicando el Lema 1.44 de Schwarz),

17(0)] = |(h; o f o h)'(0)] <1, paratodo t € A.

Por el Teorema 2.7, existe una familia analitica de cambio de cordenadas ¢; tal
que
go(htofoh)og =m,

donde v,& es C - lineal con v, = (h;* o foh;)(0) holomorfa en ¢ .

Puesto que h;'o foh,= f,,con f,€ly, y f€T; entonces foh, =hof .
Tomando ¢ en el dominioy & en el contradominio y siguiendo la demostracion
del Teorema 3.7 se tiene que h(§) = o€ .

Como o, puede variar continuamente con respecto a t, g, = o; ' - hy(¢) es una
familia de cambio de cordenadas holomorfa que conjuga I'y en I7. ]
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Capitulo 4
Teorema de la Flor: Version
Topologica.

Sea f(z) una aplicacién holomorfa local (inyectiva) con 0 € C como punto
fijo, cuya representacién en una serie de potencias esta dada por:

f(z) =Xz +ax® +azz® +-- - (4.1)
El nimero A = f’(0) es llamado el multiplicador de f.

En los capitulos anteriores hemos considerado el caso cuando f es de tipo
hiperbdlico, es decir cuando |A| # 0y 1. Completando la clasificacién, decimos que
f es de tipo:

(a) Hiperbodlico: si |A| # 0y 1.
(b

) Superatrayente: si A = 0.
(c) Parabdlico: si |A| =1, A =™ 0 € Q.
(d) Eliptico: si |A| =1, A =€ 0 £ Q.
A continuacién, algunos resultados referentes a cada tipo mencionado:

(a) Hiperbdlico:

Schroder, 1871 [Sch]; Koenigs, 1884 [Koe|: f es localmente holomorfa
conjugada a g(z) = Az.

Este resultado ya fue probado (ver Teorema 2.1).

(b) Superatrayente:

Bottcher, 1904 [Bo): f es localmente holomorfa conjugada a g(z) = 2", donde
r > 2 es el orden del punto superatrayente (ver [Mi]).

(c) Parabdlico:
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(c.1) Leau, 1897 [Le|; Fatou 1919 [Fa2|: Ver el Teorema 4.4.

(c.2) Camacho, 1978 [Cal]: Ver el Teorema 4.2. Este Teorema es lo que
probaremos en este capitulo.

(c.3) Bcalle, 1981 [Ec2; Ec3]; Voronin 1981 [Vo] : Establecen las condiciones
para que dadas f; y fy de la forma (4.1) sean localmente holomorfas
conjugadas.

(d) Eliptico:

Para este caso, los resultados dados a continuacién son a modo de referencia,
no seran probados en esta tésis, pues por su complejidad es tema de estudio
para otra tesis.

(d.1) Siegel, 1942 [Si]:
Consideremos Q2 (m) := 1I<]c]1€1<n |IA¥ — 1], para A € S'y m > 1.

Sea A € S! tales que si existen 3 > 1y v > 0 de tal manera que :

< ymP, 4.2
NI (4.2)
para todo m > 2. Entonces toda f de la forma (4.1) es holomorfamente
linealizable. Ademds, el conjunto de \'s € S! que satisfacen (4.2) para
algtin 3 > 1y v > 0 es de medida completa en S*.
Decimos que 0 es un “punto de Siegel”si f es holomorfamente
linealizable en 0.
(d.2) Bryuno, 1965 [Brl]-[Br3]:
Sea A € St Si \ satisface
+oo

> (—27*log (2M)) < +o0, (4.3)

entonces 0 es un punto de Siegel para toda f de la forma (4.1).

(d.3) El primero en probar que existen aplicaciones holomorfas del tipo
eliptico (con multiplicador A) no linealizables fue Cremer, en 1927 [Cr1].
Después demostré lo siguiente:

Cremer, 1938 [Cr2]: Si A € S! es tal que
m—-+00

lim  sup (—%log(h(m)) = 400. (4.4)

Entonces existe una aplicacién holomorfa f de la forma (4.1) la cual no
es holomorfamente linelizable.
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Como A\ = ¢?™; un ntimero  para el cual \ satisface (4.4) es llamado

un numero de Cremer. Los nimeros de Cremer forman un subconjunto
denso de R con medida de Lebesgue cero.

Si f es del tipo eliptico no linelizable en 0, decimos que 0 es un punto
de Cremer para f.

(d.4) Yoccoz, 1988 [Y2; Y4]: Si A no satisface (4.3), entonces el 0 es un punto
de Cremer para alguna f de la forma (4.1). En particular, 0 es un punto
de Cremer para f(z) = Az + 2°.

(d.5) Los resultados dados en (d.2) y (d.4) también se pueden expresar como:

Teorema 4.1. [Bryuno, 1965 [Brl]-[Br3]; Yoccoz, 1988 [Y2; Y4]|. Sea
A € St Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) el 0 es un punto de Siegel para el polinomio cuadritico fy(z) =
Az + 2%

(ii) el 0 es un punto de Siegel para toda f de la forma (4.1) (con
multiplicador A);

(iii) el nimero A satisface la condicién de Bryuno (condicién (4.3)).

Bryuno: (iii) implica (ii); Yoccoz: (i) es equivalente a (ii) y (ii) implica

(iii).
Si 0 es un punto de Siegel para f, tenemos que la dinamica local de f es bastante
clara. En cambio, si 0 es un punto de Cremer para f, la dinamica local de f es

muy complicada y atin no es totalmente entendida, a pesar de los extraordinarios
trabajos hechos recientemente por Pérez-Marco [P3; P4].

4.1. Aplicaciones Holomorfas de tipo Parabdlico.

Pierre Fatou ([Fa2], pp. 191-221) y Gaston Julia [Ju] discutieron extensamente
el caso cuando X" = 1 paraalgun n € N\{0}, amparados en el anélisis inicial para
el caso A =1 hecha por Leau [Le]. Los trabajos que hicieron se relacionan con el
estudio del comportamiento de orbitas bajo iteracién. Posteriormente, Camacho
[Cal] (de manera independiente A. A. Shcherbakov) trata la dindmica sobre la
conjugacion topologica lo cual detallamos en esta seccion.

A continuacion dos teoremas a manera de referencia e introduccion :

Teorema 4.2. Dada f(z) = Az+azz® +a32®+ - una aplicacion holomorfa
con \N"=1 y M #1 para j=1,---,n—1. Si f" #id entonces existe k € N
y a €C tal que f es formalmente conjugado a Az + 2™+ 4 qz?nk+1,

Ademds, k y a estdn determinados por la clase de conjugacion formal de f .
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Definiciéon 4.3. Dada f(z) = Az+agz* +a3z*+--+ una aplicacién holomorfa
con \"=1 y M #1 para j=1,---.n—1, ysea N una pequena vecindad de
0 tal que f aplica de manera difeomorfa a N sobre alguna vecindad N’ de 0.
Decimos que un conjunto abierto conexo U, con clausura compacta U C N NN,
es un pétalo atrayente para [ en el origen si:

f0) cUu{o}y (£*5U) = {o}.

k>0

De manera similar, U' C NN N’ es un pétalo repelente para f si U’ es un
pétalo atrayente para f=' .

El siguiente teorema es conocido como el “Teorema de la Flor”, el cual nos
proporciona informacion analitica

Teorema 4.4. [Leau -Fatou]. Sea f(z) = Az + a2 + -+ una aplicacidn
holomorfa en una vecindad del origen con n+ 1> 2 y suponga que \" =1 y
A" £ 1 para 1 <m <n . FEntonces existen n pétalos atrayentes disjuntos U;
y n pétalos repelentes U] tal que la union de estos 2n pétalos, junto con el
origen, forman una vecindad Ny del origen. Estos pétalos alternan uno con otro,
ast cada U; intercepta sélo a Ul ya Ul_, (donde U} es identificado con U).
Ver [Mi].

En esta seccién y por ende en el capitulo restringimos nuestro estudio
unicamente al siguiente teorema, el cual es una version topolégica del Teorema
de la Flor, cuya prueba toma como referencia [Cal; Bra].

Teorema 4.5. [C. Camacho|. Dada una aplicacion holomorfa local
f(2)=Az+a® +azz> +-- -, (4.5)

con \" =1 para algin n € N, si n>1 asumir \™ # 1 para 1 < m < n.
Entonces la n-ésima iteracion " es la identidad, o existe un homeomorfismo
local h, h(0) =0, yun entero k>1, tal que

hofoh ™ (2) = frn(z) = Xz(1 + 2"). (4.6)

La idea de la prueba es mirar a f como un difeomorfismo de una apropiada
superficie de Riemann de tal manera que f actia de la misma manera que
un automorfismo en tal superficie y asi resulta topoldogicamente conjugado a tal
automorfismo.

Andlisis de la dindmica de \z(1 + 2*"):
La aplicacién f;, deja invariante la unién de las kn lineas en C, dadas por
A={z: z2m eR}. Sea z=re" . Si z€ A, entonces 2" = ynkeilnk ¢ R
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esto sucede si sen(Onk) = 0, equivalentemente si Onk = Nw , N € Z. Luego
el conjunto A es expresado como: Ly = {z = re® : § = 2T} donde N =
0,---,nk —1. Por ejemplo:

Si: k=3 y n=1 , N € Z , obtenemos tres rectas para los valores de
N =0,1,2; dado que para los demés valores de N € 7Z, estas rectas coinciden
(ver Figura (4.1)).

'y L4 ;N=1

Lo ;N=0

v Lo ;N=2

Figura 4.1:

e Verificamos que fyn(Ly) C Ly, es decir fi,, deja invariante la unién de
las kn lineas Ly . En efecto: sea z € Ly, se cumple que 2 € R. Luego
esto indica que fi,(2) € Ly.

e Estas kn lineas dividen a C en 2kn sectores {A,}, los cuales podemos

. . i1 ; .
enumerar de manera antihoraria por A; = {z: UDm « grgz < %Y 4 =
nk

nk
1, 2nk .
e La aplicaciéon  Tp,(2) = 2(1 + 2*) deja invariante a cada uno
de los sectores de medida angular 7/kn . Este comportamiento

de invarianza sélo ocurre en una pequena vecindad de 0, es decir,

Al:= Ajn{zeC:|z <5}|i>14j para 0 <d << 1.
Por ejemplo:

(1) Para k& = n = 1, T1(2) = 2(1 + 2) deja invariante cada uno de los
sectores Aje{m}, ambos de medida angular 7. Ademads, para cualquier
2 € A% (4, el conjunto de puntos {z,T7"(2), T7?(2), T7*(2),- - -} (donde
T = TpoTyo---0T} n-veces) forman cada una de las trayectorias (pétalos)
que se muestran en la Figura (4.2).
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Figura 4.2:

El sentido de las flechas en la Figura (4.2) indica el sentido que siguen los
puntos que forman los pétalos asi como también los puntos ubicados en la
linea de frontera de los A?E{I,Q} (el eje real), esto es, si se toma un punto z

en el eje real, la imagen via 77" para cada n € N, resulta a la derecha de
la ubicacién de z.

(2) Para k=1 y n =2, Ty(z) = z(1 + 2?) deja invariante cada uno

de los sectores Age{1,2,3,4}’ todos ellos de medida angular 7/2 . El
comportamiento del conjunto de puntos {z,T5'(2), T5?(z2), T53(2),--} para
cada z € A§€{1’273’4} es andlogo al caso 1) y se muestra en la Figura (4.3).

Figura 4.3:

(3) Para k=1 y n =3, T3(2) = 2(1 + 2*) deja invariante cada uno
de los sectores A§€{17273747576}, todos ellos de medida angular =/3 . El
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comportamiento del conjunto de puntos {z,T5(2),T5%(2),753(2), -} para

cada z € A§€{17273747576} es analogo al caso 1) y se muestra en la Figura (4.4).

Figura 4.4:

e Si A= e2™U/" con m.cd(qg,n) =1, 0< q < n,entonces 1)(z) = Az es
una rotacién la cual aplica cada sector A; en Ajiop, médulo 2kn. Por
ejemplo, si n =2 y k=¢q =1, entonces C es dividido en 4 sectores :

A1, Az, As y Ag, Y(2) = —2.
@Z’(Al) = A1+2(1)(1) = As
@Z)(A2) = A2+2(1)(1) =Ay
Y(As) = Aszray1) = As = Aimods
P(Asg) = Asroqy1) = As = Aomoda-

e Laaplicacién fi, esla composicién de Tj,(2) = 2(142F") con 9(2) = Az.
Esto es, fen(2) =1 0 Tiu(2).

e Sea Sj = Agj_l U Agj U L;—, donde L;— = (8142]'_1 N aAQJ)\{O}, para
j=1,--- kn. Por ejemplo, para k=1 y n =2, tenemos:

Nota: cada S; contiene un pétalo (atrayente) de Leau-Fatou.

74

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




iy
o % | PONTIFICIA
%

TESIS PUCP 2 % UNIVERSIDAD

| DEL PERU

PETALO
ATRAYENTE

- s
. A p

Figura 4.5:

Superficie de Riemann de la Aplicacion Raiz kn-ésima:

Consideramos la aplicacién holomorfa z ~ z7*". Esta aplicacién tiene la
propiedad que cada sector S; es aplicado en C\[0,+o0]. Parael caso n =k =1,
2 +— z7%" aplica C en C*; en este caso la superficie de Riemann asociada es
S1 = C*. Para el caso nk > 1, detallamos la construccién y definicién de la
superficie de Riemann &y, que es un nk-cubrimiento de C*.

Sean Uy, Us,- -+, Ug,; nk copias de C\[0,+oc]. Pegamos U; a lo largo de la
frontera superior del corte [0,4+o00] con U, a lo largo de la frontera inferior del
corte [0, +o00]. Procediendo de esta manera, pegamos U; a lo largo de la frontera
superior del corte [0,4o00] con Uji; a lo largo de la frontera inferior del corte
[0,4+00] para j=1,---,nk—1; finalmente pegamos U,; a lo largo de la frontera
superior del corte [0,+0c0] con U; a lo largo de la frontera inferior del corte
[0, 4+00]. Esta superficie (topolégica) que acabamos de describir, la denotamos por
Sin -

La inversa de la aplicaciéon holomorfa 2z +— 2z~ tiene nk ramas, las cuales
denotamos por z — Bj(z) y de tal manera que B;(C\[0,+00]) = S;, para
j=1,---nk.

Definimos una aplicacién inyectiva m,; : S, — C* tal que 7rnk|Uj = Bj, esta
forma de definir a la aplicacién m,, permite extenderla continuamente a todo
Sin. Asi m,, es un homeomorfismo en C*. Luego 7, es un biholomorfismo.
Damos a Sj, una estructura de superficie de Riemann. Definimos un nk-
cubrimiento de C* por la aplicacion P : &, — C* tal que para cada
q € U;, P(q) =q e C*, estose extiende a todo Spy,.

La aplicacién P es holomorfa. En efecto: usando (Uj, Tur|y;) como una carta,
en coordenadas locales (5;,&), se tiene que (ver abajo el diagrama conmutativo)

kn
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p(&) = Plr(&)] = €7 el cual es un holomorfismo en C*.

Sk:n

[ P
Tnk
—kn

C*

diagrama 4 - 1

Observamos que {(Uj, Tuk|y;)} no es un atlas para S,x, pues faltan cubrir
algunas semilineas. Para solucionar esto, considerar conjuntos abiertos de la forma

— C\ [0, +o]
Si= Ay UAgjy, paraj=1,--- (nk—1) y
Swllk: - A1 U Agkn .

En el siguiente grafico se muestra para el caso n=2 y k= 1:

EEETNEREREY
Ov.i3d

\

)
|

Figura 4.6:

Nota: cada S} contiene un pétalo (repelente) de Leau-Fatou.

Entonces el atlas deseado es de la forma  {(Uj,muklv,) U (U}, Tklur)}-
Alternativamente, (observe el diagrama 4.1) considerando la aplicacién holomorfa
P es mas natural dotar a S, de la estructura de superficie de Riemann, con un
atlas dado por {(Uj, ¢;)} U{(U},¢})} donde ¢;(§) =& v ¢}(§) =& En estas
coordenadas, para £ € Uj, se tiene que mp0p; ' (§) = maklu, () = Bj(§) = £71/Fn.
Usamos las ramas de i~/ como indicadores tal que i~ /* ¢ S;, esto es,
reenumeramos B;(¢) de modo que para & € U;, B;(&) = ¢V € S;. Es decir,
la eleccién de la rama de B;(€) se hace buscando que i~%/#" € S;, para £ € U; .
Observe que esta superficie se puede realizar como un Subconjunto de C2:

Sin = {(z,w) €C* x C* 1w =z} |
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donde mu(z,w)=z=w " v P(z,w)=w .

Prueba del teorema:
Sea:

f(2) = A2+ Qg1 2™ ap02™ 2 = Az b a2 O™, (4.7)

donde a,,11 para m > 1 denota el primer coeficiente no nulo en la serie de f .

Intentamos eliminar el término de grado m + 1, lo que equivale a eliminar el
coeficiente a,,;, usamos el cambio de coordenadas holomorfo ¢(2) = z + az™"!
de tal manera que

(pof)(z) = (fiocp)(z), (4.8)
donde fi(z) = Az + O(2™"?). Es decir, tenemos que resolver la siguiente ecuacién
funcional:

f(2) + alf ()] = Xp(2) + O("1). (4.9)

Resolviendo esta ecuacion funcional se tiene:

A2+ Q1 2™+ QAT L O (212 2712) = Az + daz" T+ O(2™2). De aqui se
deduce que debemos de elegir r = m; resolviendo obtenemos el valor de «,
a = %, el cual estd bien definido siempre que m # ng para g € N (pues
A" = 1). Si al repetir el proceso descrito en (4.8) encontramos un nimero k € N
tal que m = kn, entonces ay,1 es el primer corficiente que no se anula, luego la

nueva f(z) quedard de la siguiente forma:

Qi iR miE

F(2) = A2+ Q1 27+ Qg0 24 = A2(1+ k}\“ 2y —k)\” A,

sea bppyi = = para ¢ =0,1,2,--- . Asi la forma normal quedard como:
= g (1P P ) (" | (4.10)

kn

Usando el cambio de coordenadas ¢(z) = a~'z tal que a=*" = by, tenemos:

¢ © f © ¢_1 = ¢ © f(OéZ) = ¢[)\Oé,2(1 + bkn(OéZ)kn + O(zkn—i-l)]
= Oé_l)\OéZ(l _|_an +O( k:n—l—l)) Az (1 _|_an —|—O( kn—i—l)) .
Por lo tanto la forma normal de (la nueva) f es:
F(2) = A2(1 + 2 - O(Fn ) | (4.11)

De no existir ¢ € N tal que m = gn entonces se puede eliminar todos los
términos de grado mayor o igual a 2, luego f(z) es conjugada (formalmente)
a Az . Pues existe un difeomorfismo ¢ (dado por la composicién de los
difeomorfismos  ¢'s) tal que ¢ o fo $pHz) = Az . Ademds, A\ = 1,
asf z = A"z = (Pofop™1)"(2) = go fop~1(2). Esto implica que pofoop~t = id,
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luego f" = ¢ toido @ =1id. Porlo tanto fo" = id.
Analizamos (4.11) en una vecindad (muy pequena) de 0, esto equivale a llevar el
analisis a una vecindad del punto infinito, para ello usamos la aplicaciéon holomorfa

2z +—— 2z~ Observemos el siguiente esquema:
” F
“ ik T ik
i /
/ '72-; 1k Eh’ft’
P ! P

Figura 4.7:

Sea Cr={z€C*:|z] <r} para r >0 pequefio. Sea S =m, (C).
Definimos una aplicacién holomorfa inyectiva F': S}, — Sj, como:

F=nlofomy. (4.12)

Asumimos que x € U; y F(z) € Uy . En las coordenadas locales (Uj, Tuk|u;) v
(U, Tpi|u,) se observa que F' = f . En efecto: m,, 0 F o 7T;k1 = T,k O (7‘(‘;,3 ofo
Tak) 0T = f .
Pero si usamos las coordenadas locales (Uj, ¢;) v (Us, ¢¢), una expresion local
para F' con § € C\[0,+oo] es: Fj(§) = gpgoFogoj_l(f) = gpgowgklofownkogoj_l(f) =
-1 —1/kn) _ —1/kn\]—kn _ —1/kn\1—kn _ —k —1/kn ..
promy o (€)= ppo [f(€7)] [FEM) §—kntal™ /"4
donde la rama de ¢7Y/*" es elegida de tal modo que i~k € S, .
Definimos una aplicacién holomorfa inyectiva G : Sj,, — Sp,. Si z € U; y
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F(z) € Uy entonces

G(e) i= o () — kn) (4.13)
En caso que r € U} y F(x) € U; entonces
G(z) = () (wj(@) = kn) . (4.14)

Si x e U;NUj = U;\i[0,"occ] = Uj\ [0," oo], indistintamente se puede aplicar
@j obien ¢ . Si x ¢ U;NUj seaplica g; en caso x €i[0,700],y ¢ en
caso x € [0, oo] . Por lo tanto, G(z) estd bien definido.

En coordenadas locales

Gju(€) = peoGoy; () = puoGly;'(€) =& —kn . (4.15)

Se debe mostrar que F es topoldgicamente conjugada a G en §j,, lo
cual implica que f es topologicamente conjugada a ¢g := w0 Go kl =

Az(1 — knzkn)=V/kn en C*.

Por otra parte, si en la definicion de F = w;kl o f om, cambiamos la
aplicacién holomorfa f por fi.(z) = Az(1 + 2F"); en las coordenadas locales
(Uj,¢5) v (Us,e), la expresién local para F con £ € C\ [0,400] es :
Fju(§) = peo F o (€) = promyy o frnomuk09; (€) = prompy o frn(€71*) = ppo
[fron(EFM] T = [frn (€070 = NEVE (L +€N)] T = E—knt+ag ™+,
en consecuencia la definicién de la aplicaciéon holomorfa inyectiva G : S;,, — Skn
es la misma. Por lo tanto f;,(z) = A\z(1 + z*") es topologicamente conjugado a

g:=muoGor, estolleva a la versién final del teorema.

Para “pegar” F' y G, definimos un nuevo difeomorfismo C*, K : S, — Sk,
de tal manera que F' = G fuera de algin (grande) subconjunto compacto de S, y
K = G en un conjunto abierto contenido en tal subconjunto compacto. Definimos
K en C! = m(S],). Para esto considere 0 <ry <r; <r <1 yuna aplicacion
C*®, p:R—[0,1] tal que:

0, para t < 0;
p(t) =< 0<p(t) <1, para 0<t<1;
1, para t>1.
En particular elegimos
0, para t < 0;
t 1
o(t) =< [ exp(ﬁ)dt/ Jo exp(t(tl_l))dt , para 0 <t <1;
1, para t>1.
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Figura 4.8:

Asi, en C! = m(Sp,) definimos k(z) = g(z) + go( rlz] ) [f(z) —g(2)] .

r1—r2
Por lo tanto, se define K = W;kl ok omy. Tenemos que mostrar que K es un
difeomorfismo. Puesto que |Fj(§) — Gj(€)| tiende a cero cuando ¢ tiende al
infinito, se tiene que |f(z) — g(z)| tiende a cero para r << 1. En particular, k
es C' pues ¢ es difeomorfismo en C;. También:

» Si |z| <o, entonces p(t) =1, asi k(z) = f(z) € Dif(C,0);
» Si 7y <|z| <7, entonces 0 < p(t) <1, asi k(z) = (1—p)-g9(z)+p- f(2);

» Si |z| >y, entonces @(t) =0, asi k(z) = g(2).

(4.16)

Por lo tanto K es un difeomorfismo.

Sea S;t = m(Cr), analogamente S;2 =/ (Cr); tal que SptNU; = {¢ €
U; : €] >7°1_k"} y SnU;={£e€U;: | >7‘2_k”} )

Por definicién (observe también (4.16) ), se tiene que K =G en B:= S}, \S.,
mientras que K =F en S, .

- pegar

Figura 4.9:
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Como K = F en S§;2, es suficiente mostrar que K es topologicamente
conjugado a G. Para esto, se plantea definir una conjugacion H en un conjunto
E dentro de &j,,, este conjunto E esllamado “dominio fundamental exagerado”,
de manera que para = € S}, existe un « € Z tal que G%(z) € E, es decir, para
x € S}, mediante un necesario nimero de traslaciones determinados por o € Z,
G%(z) € E; luego se extiende la conjugaciéon mediante la relaciéon HoGoH ' = K.
Sea L; definida de tal manera que L, NU; = {{ € S}, : Re(§) = 0}, para
t =1,---, kn. Por la definicién de G y L; se tiene que L} := G"(L;) C Uy,
esto es, L; es una linea en U; NSj, resultado de la traslacion de L;. Queda
claro que G" es una traslacién de distancia d(Lq, L}) en cada U;. Definimos
el conjunto fundamental exagerado F como el conjunto B unido con las 2kn
semifranjas de B al infinito delimitado por L, NUyy L, NU;.

H
;
H
E
wot
E
.
E
3
E
3 —
-” -‘¥
-' -——— “
,."- P Tl “-
s Y
g I . s
H : —1 zzzzzzg==3z:z:
k! L S
S e o -3
9 " - 4
-'\~ ~~~~~~~~ ".
E——“
3
H
E
E
.
E
3
E
E
L, L,
Figura 4.10:

Considerando que K = G en B, definimos H|;, = Id y H|p = Id, entonces
Hp; es definido por la conmutatividad del siguiente diagrama:

L, I S L
H:Idl H
L, 5 K(Ly)

Por lo tanto, H|L; =K, para t=1,2,--- kn . Puesto que H conjugaa G y
K en BUL,UL}, extendemos esta conjugacién por medio de un homeomorfismo
arbitrario en el interior de cada semifranja delimitada por L; y L;. Luego, dado
x € S, definimos H(x) .= Ko H o G*x) , donde « € Z es el minimo
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entero tal que G € E . Para la buena definiciéon de H, tenemos que asegurar que
K(HoGx)) eS8, para 3=1,2,---a; si a>0y f=—-1,-2 - —q;
si a < 0 (pues las traslaciones pueden ser hacia la izquierda o hacia la derecha
hasta llegar a E). En efecto, si z € B, entonces G*(z) € E. Si G*(z) € B,
dado que H|p = Id, se tiene que H(G%(x)) € B C E, como K =G en B,
entonces K P(H o G%x)) =G P(HoGYx)) € ECS;, para =12,
si a>0y f=-1,-2,---,—a; si a<0;pues «a esel minimo entero tal que
G%(z) € E.

En caso z € E\B C §j,, tal como hemos considerado, G*(z) € E, luego en
U,NS;,, G*x) € L, homeomorfo a L. Por lo tanto K—%(H o G*(z)) € S,
Tal como se ha construido, H es un difeomorfismo. [ |

Para el caso n =k =1, S, = C*. El dominio fundamental exagerado se
muestra en la Figura 4.11.

Figura 4.11:
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Capitulo 5
Conclusiones.

1) La equivalencia topoldgica de F; y Fy implica la conjugacién topoldgica de sus
grupos de holonémia (ver [GOJ, p.54). Luego, si estos grupos de holonémia
satisfacen las condiciones del Teorema 3.7, tenemos que la equivalencia
topoldgica de las foliaciones JF; y Fo implica la equivalencia analitica de
sus grupos de holonomia.

2) Si una aplicacién holomorfa local f(z) = Az +ag2? +az2®+--- es parabdlica,
no siempre es linealizable.
Como ejemplo podemos considerar f(z) = —z + (1/6)2® — (1/120)2° +
(1/5040)2" — ..., la cual es la representacién en de serie de potencias de
la aplicacién f(z) = —sen(z).

3) Para f(2) = Az + a2 + azz® + - -+ una aplicacién holomorfa con \" =1 y

N #1 para j=1,---.n—1. Si f°"+#id entonces:

a) Existe £k € N y a € C tal que f es formalmente conjugado a
Az + an—l—l +a’z2nk+1‘

b) Existe un entero k > 1, tal que f es topologicamente conjugado a
Jen(2) = Az(1 + 2F7).
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