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RESUMEN

Diversas investigaciones en el campo de la educacién matematica reportan las
dificultades de los estudiantes al resolver inecuaciones, un ejemplo de dicho error se
manifiesta al transponer factores negativos en una desigualdad, pues los estudiantes
asumen que para resolver una inecuacion se puede usar el mismo procedimiento que
se emplea al resolver una ecuacion. Por otro lado, al revisar los programas
curriculares de educacién basica regular de nuestro pais, identificamos a nuestro
objeto de estudio en dichos programas curriculares. Asi pues, el presente trabajo de
investigacion tiene como objetivo analizar una praxeologia matematica de las
inecuaciones lineales, dicha praxeologia reconstruida a partir de la revisién de una
coleccidén de libros didacticos de nivel secundaria, los cuales son distribuidos por el
Ministerio de Educacién del Perd. Para la reconstruccion y el analisis de la
praxeologia matematica usamos como marco tedrico y metodologico la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (TAD) propuesto por Chevallard (1999), asi mismo, se
presenta un analisis del grado de completitud de la praxeologia matematica
reconstruida en base a los indicadores propuestos por Fonseca (2004). Como
resultado de nuestro trabajo de investigacion describimos las caracteristicas del
modelo epistemolégico dominante presente en la coleccion de libros didacticos,
donde identificamos el predominio de la resolucién de inecuaciones mediante las

técnicas algebraicas.

Palabras clave: Inecuaciones lineales; praxeologia; Teoria Antropoldgica de lo

Didactico; indicadores de completitud.



ABSTRACT

Various investigations in the field of mathematics education report the students’
difficulties in solving inequations, an example of this error is manifested by
transposing negative factors in an inequality, since students assume that to solve an
inequality the same procedure used to solve an equation can be used. On the other
hand, when reviewing the curricular programs of regular basic education of our
country, we identify our object of study in said curricular programs. Thus, this research
work aims to analyze a mathematical praxeology of linear inequalities, said
praxeology reconstructed from the review of a collection of didactic books at
secondary level, which are distributed by the Ministry of Education of Peru. For the
reconstruction and analysis of mathematical praxeology we use as a theoretical and
methodological framework the Anthropological Theory of the Didactic(ATD) proposed
by Chevallard (1999), likewise, an analysis of the degree of completeness of the
reconstructed mathematical praxeology is presented to the indicators proposed by
Fonseca (2004). As a result of our research work we describe the characteristics of
the dominant epistemological model present in the collection of didactic books, where
we identify the predominance of the resolution of inequations by means of algebraic

techniques.

Keywords: Linear inequalities; praxeology; Anthropological Theory of the Didactic;

indicators of completeness
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CONSIDERACIONES INICIALES

El presente trabajo tiene como fin analizar una praxeologia matematica de las
inecuaciones lineales en una coleccion de libros didacticos de educacion secundaria,
los cuales son distribuidos por el Ministerio de Educacién del Peru a las instituciones

educativas, tanto a profesores como alumnos.

El trabajo de investigacion esta organizado en cinco capitulos; en el primer capitulo
presentamos la problematica, donde exponemos las investigaciones de referencia, asi
como la justificacion y los objetivos de nuestra investigacion. En dicho capitulo
mostramos la relevancia de nuestro objeto de estudio tanto en la matematica, como

en la didactica de la matematica.

En el segundo capitulo, se realiza una descripcion de algunos aspectos teoricos de la
Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD), y presentamos ejemplos de tareas
referentes a las inecuaciones lineales. Ademas, exponemos los indicadores de
completitud de una praxeologia matematica pospuestos por Fonseca, asi como, el
aspecto metodoldgico considerado en nuestra investigacioén, el cual se fundamenta en

la metodologia que ofrece la TAD para el analisis de libros didacticos.

En el tercer capitulo, presentamos un analisis epistemoldgico de nuestro objeto de
estudio, el cual junto a las consideraciones de las investigaciones de referencia nos
permite sefalar pautas para la construccion de un modelo epistemoldgico de

referencia (MER) en torno a las inecuaciones lineales.

En el cuarto capitulo, se expone un analisis ecoldgico y praxeoldgico de nuestro objeto
de estudio, para el cual tomamos en cuenta el plan curricular peruano vy la coleccion

de libros didacticos escogidos para su analisis.

En el quinto capitulo, a partir de la praxeologia matematica reconstruida en torno a las
inecuaciones lineales, determinaremos el nivel de la praxeologia matematica
reconstruida e identificaremos si satisface cada uno de los indicadores de completitud
propuestos por Fonseca (2004), asi mismo, sefialaremos las caracteristicas del

modelo epistemoldgico dominante.

Finalmente, sefalamos las consideraciones finales de nuestra investigacion, donde
presentamos las conclusiones y las recomendaciones para futuros trabajos de

investigacion.
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CAPITULO I: PROBLEMATICA

En este capitulo, presentamos las investigaciones de referencia en relacidon a nuestro
objeto matematico de estudio, las inecuaciones. Asi mismo, presentamos una
investigacion que hace referencia a nuestro objeto de estudio y al marco tedrico de
referencia que emplearemos en nuestra investigacién, que en nuestro caso es la
Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD). Ademas, presentamos la justificacion, asi

como la pregunta y los objetivos de nuestra investigacion.

1.1 Investigaciones de referencia

Comenzaremos con una descripcion de los trabajos relacionados a nuestro objeto de
estudio, las cuales estan organizados del siguiente modo: investigaciones de tipo
diagndstico en relacion a las dificultades de los estudiantes al resolver inecuaciones;
investigaciones de tipo historico epistemoldgico en referencia a las inecuaciones;
investigaciones de tipo didactico o cognitivo, donde se proponen secuencias

didacticas que favorezcan la comprensidon de nuestro objeto de estudio.

Investigaciones de tipo de diagndstico en relacion a las dificultades de los

estudiantes al resolver inecuaciones

Tsamir y Bazzini (2001, 2002, 2004), realizan una investigacion colaborativa en Israel
e ltalia, con el fin de indagar de qué manera los estudiantes resuelven tareas de
inecuaciones. Para ello las investigadoras disefian un cuestionario con 15 tareas, las
cuales son clasificadas en dos clases, denominadas como tareas del tipo estandar y
del tipo no estandar. Asi, las investigadoras consideran como tareas del tipo estandar,
a aquellas tareas que son frecuentes en la practica escolar de los sujetos de
investigacion, mientras que tareas del tipo no estandar, a aquellas tareas que no son
habituales en la practica escolar. Dicho cuestionario es aplicado a 296 estudiantes de
ambos paises, cuyas edades estan entre los 16 y 17 afios. Luego de la aplicacién del
cuestionario, con el propdsito de que los estudiantes expliquen sus respuestas, las

investigadoras realizan entrevistas a los estudiantes para su posterior analisis.

Para realizar el analisis de las respuestas de los sujetos investigados, Tsamiry Bazzini
(2001, 2002, 2004) adoptan el enfoque de Fischbein. Segun Fischbein (1993), para
analizar la actividad matematica de un estudiante hay que tener en cuenta como se
interrelacionan tres aspectos, el aspecto formal, el aspecto algoritmico y el aspecto
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intuitivo. El aspecto formal hace referencia a las definiciones, teoremas, axiomas y
demostraciones; el aspecto algoritmico a las técnicas y estrategias de resolucién; y el
aspecto intuitivo al nivel de aceptacion del estudiante a un teorema o una solucién, sin

necesidad de ser demostrada (Fischbein, 1993).

Es asi como bajo el enfoque de Fischbein, Tsamir y Bazzini (2001) presentan los
resultados de dos de las tareas propuestas. En la tarea 1, del tipo no estandar, se pide
explicar si x=3 puede ser 0 no, solucion de alguna ecuacion y de alguna inecuacion,
mientras que en la tarea 9, del tipo estandar, se pide identificar el conjunto solucién
de 5x* <0. Apartir del analisis de la informacién obtenida, las autoras refieren que en
ambos paises, los sujetos investigados no tienen problema en asociara x=3 como
solucion de alguna ecuacion, pero tienen dificultades en identificar a x=3 como
solucion de alguna inecuacion, esto a pesar que en la tarea 9 reconocen a x=0 como
solucién de la inecuacidon 5x* <0. De ese modo, los autores identifican la dificultad
que tiene los estudiantes en aceptar como solucion de una inecuacién a x=c para
ceR, este hecho es similar a una investigacion previa realizada por Tsamir y Almog
(1999, citado por Tsamir y Bazzini, 2001) donde se reporta las dificultades al resolver
inecuaciones que tengan como soluciones al conjunto vacio y al conjunto de los
numeros reales. En el articulo publicado el 2004, Tsamir y Bazzini (2004) amplian el
analisis de las respuestas de los estudiantes a ambas utilizando los aspectos

cognitivos de Fischbein.

Segun Fischbein (1987, citado por Tsamir y Bazzini, 2004), la intuicion interfiere con
las decisiones matematicas de los estudiantes. De ahi que, tras el analisis, los
investigadores logran identificar dos creencias intuitivas que tienen los estudiantes en
relacion a las inecuaciones, la primera creencia es que el conjunto solucién de una
inecuacion se expresa necesariamente como desigualdad, esta creencia se ve
reflejada, como ya mencionamos, al no considerar a X=3 como solucion de alguna
inecuacion, mientras que la segunda creencia es que para resolver inecuaciones y
ecuaciones se sigue un mismo proceso, sefalan los autores que dicha creencia se
observa en el desarrollo de la tarea 9, pues hubo estudiantes que intentaron resolver
la inecuacién 5x* <0 de forma algoritmica, tal cual como se resuelven las ecuaciones

algebraicas.
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Asi, Tsamir y Bazzini (2004) sefialan a manera de conclusion, que es importante que
los profesores estén familiarizados con las creencias intuitivas que tienen los
estudiantes y su influencia al resolver inecuaciones, los investigadores sugieren
buscar la manera de que los estudiantes rompan con estas creencias que obstaculizan
su aprendizaje. Asi por ejemplo, sugieren incluir y discutir tareas como la tarea 1, es
decir tareas donde se dé la solucion y se pida determinar una inecuacion para la cual
sea su solucién (Tsamir y Bazzini, 2004). Ademas, segun las investigadoras es
necesario discutir en clase la diferencia entre las relaciones de igualdad y desigualdad,
asi como discutir la tendencia intuitiva de pensar que resolver una inecuacion es lo
mismo que resolver una ecuacion. Estas tareas, segun las investigadoras, brindan la
oportunidad de establecer las diferencias y similitudes entre las relaciones de igualdad

y desigualdad.

Asi mismo, en un articulo publicado el afo 2002, Tsamir y Bazzini (2002) realizan el
analisis de las respuestas de los estudiantes de las tareas de tipo no estandar, donde
es necesario dividirla inecuacion por un factor no necesariamente positivo. La primera
tarea (tarea 1) pide analizar la siguiente afirmacion: paratodo aeR, a-x <5 entonces
x<5/a; la segunda tarea (tarea 2) pide analizar la afirmacion: para todo a=0 en R,
a-x<5 entonces x<5/a; dicho andlisis consiste en determinar el valor de verdad de
las afirmaciones. Mientras que la tercera tarea (tarea 3) pide resolver la inecuacion

(5-a)x>2a-1, donde a es un parametro.

Las autoras sefialan que la tarea 1y 2, tienen como fin que los participantes analicen
la afirmacion relativa a la equivalencia de inecuaciones paramétricas, de ese modo
mencionan que en la tarea 1, un contraejemplo suficiente es mencionar que no cumple
para a=0, mientras que en la tarea 2, se observara si los estudiantes consideran la
restriccion a=0 suficiente para resolver la inecuacién. Respecto a la tarea 3, las
autoras sefialan que tiene la misma finalidad que las tareas 1 y 2, solo que es

presentada de manera diferente, pues se pide resolver la inecuacion.

Al revisar los resultados obtenidos, las autoras manifiestan, que en su mayoria los
participantes no tiene dificultad en afirmar que la proposicion de la tarea 1 es falsa, y
una gran parte de los estudiantes da como contraejemplo el caso a=0, mientras que
otros realizan un analisis de los signos de a. Respecto a la tarea 2, con la condicion

a=0, sefialan que mas de la mitad de los participantes responden que es verdadera,
15



y en la tarea 3 menos del 15% de los participantes da una solucién que considera las
distintas opciones para 5-a (positivo, negativo y cero). Al realizar el analisis
considerando los aspectos cognitivos de Fischbein, Tsamir y Bazzini (2002) refieren
que si solo se analiza la tarea 1, concluirian que los estudiantes tienen una buena
comprension formal de tales tipos de inecuaciones paramétricas, pero al analizar los
resultados y las explicaciones de los participantes respecto a las tareas 2y 3, se llega
a la conclusion de que la comprensién intuitiva de los estudiantes respecto a la
resolucién de inecuaciones es analoga a la de las ecuaciones, es decir que la manera

de resolver ecuaciones les sirve como modelo algoritmico para resolver inecuaciones.

Es asi como las investigadoras identifican dos modelos algoritmicos que usan los
estudiantes al resolver inecuaciones, el primer modelo consiste en realizar la misma
operacion, con los mismos numeros, en ambos lados de la inecuacion, mientras que
el segundo modelo consiste en hacer la misma operacién, con los mismos numeros,
en ambos lados de la inecuacién y excluir la posibilidad del cero en el denominador.
Tsamir y Bazzini (2002) sefalan que por lo general los estudiantes optan por aplicar
el segundo modelo algoritmico, es decir, advierten que no se debe dividir por cero, y
su resolucion la basan en el modelo de resolucion que emplean para las ecuaciones.
Finalmente, las autoras sugieren que presentar tareas con inecuaciones que
contengan parametros podria ser util si son discutidas en clase, de modo que el
estudiante sea consciente de sus ideas intuitivas y del modelo algoritmico resultante
que intuitivamente usan al resolver inecuaciones. Sefialan ademas que deberia
investigarse mas a fondo como implementar y que impacto tendria en el aprendizaje

del estudiante presentar este tipo de cuestiones.

Consideramos el trabajo de Tsamir y Bazzini (2001, 2002, 2004) relevante para
nuestro trabajo de investigacion, pues en dicha investigacion se sugieren problemas
sobre inecuaciones lineales que se deberian discutir en clase. Al efectuar el analisis
de la coleccién de libros didacticos verificaremos si estan presentes el tipo de

problemas que sugieren las investigadoras.

Investigaciones de tipo historico epistemolégico en referencia a las

inecuaciones

Bagni (2005), Halmaghi y Liliedahl (2015) sefalan que un estudio historico

epistemoldgico de un concepto matematico, permite identificar las dificultades con las
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que se encontraron los matematicos para conceptualizarlo, ademas de encontrar

situaciones o problemas que originaron y permitieron su desarrollo.

Bagni (2005) menciona que por lo general en la practica escolar de Italia, la ensefianza
de las ecuaciones e inecuaciones sigue un orden secuencial, y que las técnicas de
resolucion de ecuaciones, cuando son aplicadas en la resolucion de inecuaciones, con
frecuencia conlleva a cometer errores, tal como reportan Tsamir y Bazzini (2002). De
alli que, el autor realiza una investigacion histérica acerca del desarrollo de las
ecuaciones Y las inecuaciones, con el objetivo de analizar el rol que tuvo cada uno de

ellos en sus diferentes etapas.

Contal fin, el autor considera dos enfoques en su investigacién, el enfoque basado en
los obstaculos epistemolégicos y el enfoque socio cultural de Radford. Ahora bien, la
nocion de obstaculo epistemoldgico que considera el autor es la de Brousseau (1981),
quien considera a un obstaculo como un conocimiento, por otro lado, el enfoque de
Radford se fundamenta en una perspectiva socioldgica, segun Bagni (2005) para
realizar un estudio historico bajo dicho enfoque, se debe tener en cuenta que el
conocimiento no se desarrolla de forma individual, mas bien esta unido a la actividad

del individuo dentro de un contexto socio cultural.

El autor sefiala que la historia del desarrollo de las inecuaciones no es abundante en
comparacién con la historia de las ecuaciones, menciona ademas, que las
inecuaciones como expresiones algebraicas, estan relacionadas con el desarrollo del
Calculo, como por ejemplo al maximizar o minimizar (Hairer y Wanner, 1996, citados
por Bagni, 2005). Ampliaremos el trabajo delinvestigador en el analisis epistemoldgico

del concepto de inecuacion en el capitulo tres de nuestro trabajo de investigacion.

A partir de su investigacion, Bagni (2005) concluye que aunque se le ha reconocido a
las inecuaciones un papel independiente en el ambito educativo, en la practica las
inecuaciones tienen una dependencia con las ecuaciones, a la cual denomina
“subordinacién operativa”. Como ejemplo de dicha dependencia, el autor menciona
que una inecuacién tiene como conjunto solucién a un subconjunto de los numeros
reales, frecuentemente este subconjunto es infinito; en problemas de maximizacién o
minimizacion, a veces los valores para obtener el maximo o minimo se encuentran en
los extremos del conjunto solucion, de alli que, para obtener dichos extremos se

resuelve la ecuacion obtenida al reemplazar la desigualdad por la igualdad. Afade el
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autor que considerar los hechos histéricos de forma conveniente, puede ayudar a
mostrar los roles y enfatizar las diferencias en el proceder de la resolucién de

ecuaciones e inecuaciones.

Por otro lado, Halmaghi y Liliedahl (2015) sefialan que al revisar investigaciones en
educacion matematica, la mayoria de los trabajos reportan los errores de los
estudiantes al resolver inecuaciones, pero solo algunos trabajos intentan descifrar la
naturaleza de dichos errores, de ahi que la pregunta de su investigacion, dentro de un
estudio histérico epistemoldgico es ¢ Por qué los estudiantes cometen errores al

resolver inecuaciones?

Los autores citan a Radford (1997), quien sefala que la nocion de obstaculo
epistemoldgico de Brousseau ofrece una forma de analizar los errores recurrentes que
realizan los estudiantes en el proceso de aprendizaje de algun concepto, asi mismo,
los autores toman en cuenta la afirmacion de Burn (2005), quien sefala que el
desarrollo histérico de un concepto puede darnos evidencia de caminos que permitan
obtener una mejor comprension de algun concepto matematico, sobre todo si las
investigaciones nos muestran que la comprension de dicho concepto se obstaculiza
por las intuiciones de los estudiantes, tal como reportan Tsamir y Bazzini (2002). Burn
(2005) afirma que las pruebas de igualdad mediante desigualdades preceden a la
nocion de limite, lo cual es un referente para Halmaghi y Liljedahl (2015) en la
busqueda en la historia de las matematicas, con el propdsito de aportar a la
ensefanza. Detallaremos la informacién obtenida por los autores en la parte que

corresponde a nuestro analisis epistemoldgico del concepto inecuacion.

Halmaghi y Liliedahl (2015) sefialan que en su busqueda en la historia de las
desigualdades, no se revelaron obstaculos epistemoldgicos, pero si observaron que
la desigualdad no es un concepto facil de manipular. Los autores concluyen que para
comprender la razén de la dificultad de los estudiantes al resolver inecuaciones, puede
no encontrarse de manera directa la respuesta en la historia del concepto, sin
embargo, quizas la respuesta podria descifrarse de una manera inesperada en la
historia del concepto. Los autores conjeturan que podria deberse a que los
matematicos dan mayor énfasis en presentar al publico resultados de ecuaciones, tal
como menciona Tanner (1962, citado por Halmaghi y Liliedahl, 2015). Para finalizar,

los autores sefalan que las desigualdades forman parte de los fundamentos de
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muchos conceptos, y es esa la razon que se deberia tomar mayor interés en la

investigacion de los motivos que hacen dificil su tratamiento.

Por otro lado en México, Borello (2010) desde el enfoque socioepistemoldgico
propuesto por Cantoral y Farfan, a partir de la revision de trabajos de investigacion en
educacion matematica cuyo objeto de estudio son las desigualdades e inecuaciones,
concluye que el objeto matematico desigualdad es totalmente dejado de lado en
dichas investigaciones, centrandose mas en el objeto inecuacién y sus técnicas de
resoluciéon. Asi, la investigadora afirma que el objeto inecuacion ha sido apartado de
la desigualdad, es decir, no se presenta al objeto inecuacion como un concepto que
permita modelar situaciones con condiciones de desigualdad, o establecer

comparaciones, lo cual implicaria establecer relaciones de desigualdad.

De alli que, la autora plantea como objetivo de su investigacion identificar en el
discurso matematico escolar, aquellos elementos que consiguen alejar a las
inecuaciones de la influencia de las desigualdades, para luego desligarse de dichos
elementos con el fin de devolverle el papel protagénico a las desigualdades en la
practica escolar. Con tal fin, la autora realiza un analisis epistemoldgico y cognitivo de
la desigualdad, para ello toma en consideracion que la desigualdad es un objeto
matematico que permite modelar situaciones matematicas de acotamiento y de
comparacioén, asi luego del andlisis identifica que tanto en la matematica aplicada
como en la matematica pura, las practicas de comparacion y acotamiento estan
presentes, mientras que las inecuaciones, como técnica, son un medio que permite
manipular las desigualdades, segun lo que se quiera establecer o demostrar. A partir
de entrevistas con matematicos puros y aplicados, Borello (2010) menciona que los
entrevistados subrayan la importancia de las desigualdades en el desarrollo del
pensamiento matematico, pues permiten modelar situaciones, realizar cotas y

aproximaciones.

Asimismo, la autora realiza el analisis del curriculo de educacion basica regular y
superior en México, ademas de los libros didacticos. A partir de dicho analisis la autora
concluye que las practicas escolares presentes han favorecido a la pérdida de sentido
del objeto desigualdad, debido a que en el discurso escolar a nivel secundario y
superior, el foco de atencidén pasa a ser la inecuacion, y su técnica de resolucion. La

autora menciona entre las conclusiones de su investigacion, que el objeto matematico
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desigualdad ha estado presente siempre en la actividad matematica, mientras que las
inecuaciones, tal como hoy conocemos, solo a partir de la mitad del siglo pasado, sin
embargo, en la practica escolar se ha dado mayor énfasis al objeto inecuacién,
dejando apartado a la desigualdad y sus practicas. Borello (2010) sefiala que para
lograr la resignificacion de las desigualdades e inecuaciones es necesario devolver la
relacion que existe entre ellas, mediante la propuesta de actividades que permitan a
los estudiantes enfrentarse a situaciones de desigualdad, y como herramienta para

manejarlas las inecuaciones.

Investigaciones de tipo didactico o cognitivo

En cuanto a las investigaciones de tipo didactico o cognitivo, tenemos los trabajos de
Bazzini y Boero (2004), Barbosa (2006), Giusti (2007) y Conceig¢ao (2011), el primer
trabajo desarrollado en el contexto educativo italiano, mientras los restantes en el
contexto educativo brasilefo. Bazzini y Boero (2004) proponen el uso de un enfoque
basado en las funciones para la resolucion de inecuaciones, mientras que Giusti
(2007) y Conceicao (2011) disefan actividades desde el enfoque basado en las
funciones en la resolucién de inecuaciones. Los investigadores al hablar de un
enfoque basado en las funciones se refieren al hecho de considerar ambos lados de

la desigualdad como funciones reales de variable real.

Los investigadores Bazzini y Boero (2004) mencionan que en la educaciéon basica
regular, la ensefianza de las inecuaciones esta “subordinada” al de las ecuaciones,
asimismo se da mayor énfasis al tratamiento algebraico en su resolucién. Entendemos
el término “subordinada”, que usan los autores, en el mismo sentido que lo menciona
Bagni (2005). Dicha subordinacion, segun los autores, conlleva a que la resolucion de
las inecuaciones se realicen de manera algoritmica y sin sentido para los estudiantes,
y como consecuencia de ello, los estudiantes tienen dificultades en resolver
inecuaciones que no sean iguales al tipo de tareas que se les ensefia en clase, tal

como mencionamos acerca del trabajo de Tsamir y Bazzini (2001, 2002).

Segun Bazzini y Boero (2004) la razén por la que ocurre dicho fendmeno, si es
analizado desde la perspectiva didactico antropoldgica de Chevallard, podria ser que
las ecuaciones e inecuaciones en la educacion basica regular son consideradas
contenidos exclusivos del algebra, y estan apartados de la Geometria Analitica y las

funciones, de alli que ambos objetos matematicos no son tratados desde un enfoque
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basado en funciones. Sin embargo, observan los autores, que aun en paises en cuyo
curriculo incluyen la Geometria Analitica y las funciones en el algebra escolar, como
se puede observar en la National Council of Teachers Of Mathematics (NCTM, 2000),
se presenta un predominio algebraico en la resolucion de ecuaciones e inecuaciones

en sus planes de estudio.

Debidoa ello, los autores sefalan que no es suficiente un analisis desde la perspectiva
didactico antropoldgica, que habria que integrar un analisis epistemoldgico, pues
manifiestan la gran distancia entre el enfoque que se le da al objeto inecuacién en la
educacion basica regular y el enfoque funcional que usan los matematicos, pues en
su practica resuelven ecuaciones (diferenciales) con métodos de aproximacion
mediante el concepto de limite o al tratar problemas matematicos aplicados que
incluyan estabilidad asintética. Es asi como los investigadores plantean la hipotesis
que asumir un enfoque basado en las funciones, llevado adecuadamente por el
profesor, puede revelar y puede aprovechar la capacidad del estudiante mas alla del

concepto matematico involucrado, en este caso las inecuaciones.

Bajo esa misma propuesta, Giusti (2007) en su trabajo comienza sefialando que los
errores de los estudiantes al resolver inecuaciones algebraicas se evidencia cuando
usan las mismas técnicas que emplean para la resoluciéon de ecuaciones, tales como
los llamados producto en cruz, extraer la raiz cuadrada, pasar al otro lado; de ahi que,
la autora menciona que los estudiantes aplican reglas para la resolucion de
inecuaciones de forma automata, y que carecen de significado para ellos. De ese
modo, la autora sefala que el objetivo de su investigacion es analizar hasta qué punto
el uso del enfoque grafico funcional, para la resolucion de inecuaciones, permite
obtener mejores resultados en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las

inecuaciones.

En el mismo sentido, tenemos ademas el trabajo de Conceigéao (2011), asi ambos
investigadores, tanto Giusti (2007) como Conceigédo (2011), toman como referente
tedrico la Teoria de Representacion Semidtica de Duval, con el fin de disefar
secuencias didacticas que permitan la coordinacion de al menos tres registros de
representacion semiotica (lenguaje natural, grafico y algebraico) al resolver problemas
que involucren ainecuaciones. El trabajo de Giusti (2007) es aplicado a profesores en

formacion y de formacién continua, mientras que el trabajo de Conceig¢ao (2011) con
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estudiantes de educacién media, ademas dichos trabajos de investigaciéon son
mediados por el uso de un software, en el caso de Giusti (2007) el software Cabri-
Geometre Il y Graphmatica, mientras que Conceigado (2011) el software Geogebra,
dichos softwares les permitieron realizar las conversiones de la representacion
algebraica a la representacion grafica. Ambas investigadoras adoptan como
metodologia para su investigacion aspectos de la ingenieria didactica, asi que
comienzan con un analisis preliminar, para el posterior disefio de sus respectivas

actividades.

Giusti (2007), a partir de su analisis preliminar, disefa cinco actividades, las cuales
son aplicadas a dos grupos de profesores, el primer grupo conformado por 30
profesores en formacion y otro grupo de 10 profesores de formacion continua. Para
realizar el analisis de los protocolos de los sujetos investigados, la autora aligual que
Tsamir y Bazzini (2002, 2004)toma como referente la teoria de Fischbein, dicha teoria
le permite analizar los aspectos formales, algoritmicos e intuitivos y cémo se

relacionan cuando los sujetos investigados resuelven inecuaciones.

Luego del andlisis, la autora concluye que los profesores muestran su comprension
de las inecuaciones basado unicamente en aspectos algoritmicos, sin relacionarlo con
los aspectos formales e intuitivos de la resolucion algebraica, de ahi que la autora
menciona que es necesario reforzar los aspectos formales e intuitivos en el proceso
de ensefianza de la resolucién de inecuaciones. La eleccién de la ingenieria didactica
como marco metodologico se debid a que la autora planeaba mas adelante aplicar las
actividades disefiadas a estudiantes de educacién basica regular, pero luego del
analisis de los protocolos de los sujetos investigados, reflexiond silos conocimientos
previos de un estudiante de educacion basica eran suficientes para desarrollar las
actividades propuestas sin problema, por lo tanto menciona que debe realizarse una
reelaboracién y correccién de las actividades disenadas con el fin de poder aplicarlas

a estudiantes de educacion basica regular.

Por otro lado, Conceicao (2011) senala que el enfoque que presentan los libros
analizados acerca del concepto inecuacion, ayuda al enfoque grafico funcional que
plantea en su investigacién, pues las actividades presentadas en dichos libros
permiten a los estudiantes realizar conversiones y tratamientos en distintos registros

de representacion, ademas en dichos libros se encuentran problemas de contexto que

22



forman parte de la vida cotidiana de los estudiantes, lo cual favorece ala conversion
de los registros de representacion, afiade al autor. De alli que, disefia 5 actividades,
donde la actividad 4 es un problema contextualizado presentado en el registro del
lenguaje natural, asi el estudiante debe realizar al menos dos conversiones, primero
al registro algebraico y luego al registro grafico, mientras que la ultima actividad es un
problema presentado en el registro grafico, dicha actividad permite al investigador
verificar si el enfoque grafico funcional permite a los estudiantes lograr una mejor
comprension del objeto inecuacion. Entre sus conclusiones, Conceicao (2011) senala
que los estudiantes tienen dificultades al interpretar las representaciones graficas de
las funciones que no son rectas y parabolas, y también al realizar la conversion del

registro del lenguaje natural al registro algebraico.

Por otro lado, tenemos el trabajo de Barbosa (2006), quien sefiala que los estudiantes
al resolver inecuaciones manifiestan errores de comprension y de uso de los axiomas
de cuerpo y de orden de los numeros reales, como por ejemplo al considerar que si
ab>0 entonces solo se cumple que a>0Ab>0. Asi, la autora senala que el
concepto inecuacion debe ser comprendido desde dos acciones, la primera de
interpretacion de la inecuacion, es decir la inecuacién vista como un objeto matematico
a interpretar, considerarla como un objeto en el cual se pueden realizar
transformaciones mediante las propiedades del cuerpo de los numeros reales,
examinar las equivalencias entre las inecuaciones, distinguir de lo que no seria parte
de su conjunto solucién, la segunda accion es la de resolucion de la inecuacion, es
decir qué transformaciones son posibles realizar en ellas, ademas de los métodos de

resolucién que permitan determinar su conjunto solucion.

Contal fin, la autora desde el marco teérico y metodolégico de la teoria APOE, realiza
una investigacién que le permite exponer las construcciones mentales que realizan
estudiantes de educacion superior cuando son enfrentados a situaciones
problematicas que involucren inecuaciones algebraicas de una variable, dichas
construcciones mentales en ambas acciones consideradas, tanto el de interpretacion
y el de resolucion de inecuaciones. Asi, la autora realiza un esquema inicial para su
investigacion, para ello recolecta datos mediante un cuestionario aplicado a 69
estudiantes voluntarios de la carrera de Licenciatura en Ciencias Matematicas de la
Universidad Catdlica de Brasilia, ademas realiza una entrevista a uno de los

estudiantes que respondieron el cuestionario. A partir de esos datos elabora una
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primera implementacion metodoldgica de ensefianza del objeto inecuacion, la cual es
aplicada a 45 estudiantes del primer semestre de Ciencias de la Computacion de la

Universidad de Brasilia.

Asi, luego del analisis de los resultados de la primera implementacion de la
metodologia de ensefianza del objeto inecuacién, Barbosa (2006) elabora un
esquema intermedio y asi repite nuevamente el ciclo mediante una segunda
implementacion y analisis, para finalmente elaborar un esquema final de inecuaciones.
A partir del analisis de los resultados de la segunda implementacién metodologica de
ensefianza, la autora concluye que en todos los niveles educativos (primaria,
secundaria y superior) en la ensefianza y aprendizaje del concepto inecuacion es
necesario implementar la resolucion grafica, el uso de tablas, establecer relacion con
las funciones, ademas del analisis de equivalencias entre inecuaciones, pues dichos
aspectos permitirian relacionar distintos esquemas de conceptos matematicos, de
modo que se tenga una mejor compresion de las inecuaciones algebraicas tanto en

su interpretacion como en su resolucién.

Investigacion de nuestro objeto de estudio considerando a la TAD como marco

tedrico de referencia.

En Francia, Assude (2002) realiza un trabajo de investigacién desde el punto de vista
del curriculo, para ello toma como marco teodrico de referencia la Teoria Antropologica
de lo Didactico (TAD). Asi, la investigadora se plantea como objetivo analizar el
curriculo y los textos oficiales del sistema educativo en Francia, con el fin de identificar
los distintos contextos en los cuales las inecuaciones estan presentes en los
programas curriculares disefiados a lo largo del siglo XX en Francia, para luego
realizar una clasificacion de los tipos de tareas y técnicas presentes en los libros de

texto usados en cada una de las etapas de los programas curriculares.

A partir del andlisis realizado, la autora identifica tres contextos presentes respecto a
la evolucién de la ensefianza de las inecuaciones. El primer contexto curricular,
denominado ecuacional,esta comprendido entre los afios 1902y 1970; en dicha etapa
las inecuaciones forman parte del algebra clasico, cuyo objeto principal de estudio son
las ecuaciones, de ahi que las inecuaciones son tratadas como ecuaciones, salvo el
hecho de multiplicar a la inecuacién por un numero negativo, la técnica de resolucion

presente para su resolucién es la algebraica (Assude, 2002). El segundo contexto
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curricular, denominado estructural y funcional, esta comprendido entre los afios 1970
y 1977, se denomina estructural pues las inecuaciones son asociadas a la relacion de
orden de los numeros reales, y funcional ya que depende de la nocion de funcion y se
hace uso de su representacion grafica en su resolucion. Y por ultimo, el tercer contexto
curricular denominado estructural, empirico y ecuacional, esta comprendido entre los
afios 1985y 1997, en esta etapa las inecuaciones estan asociadas a la relacion de
orden de los numeros reales, ademas sirven como herramientas para la resolucién de
problemas de modelizacién de la vida cotidiana, en el contexto ecuacional de esta

etapa se reduce a la resolucion de un solo tipo de tarea y a una técnica.

Con respecto al tipo de tareas y técnicas presentes en los textos escolares, la
investigadora sefala “la evolucion de los tipos de tareas esta relacionada con el
contexto y la posibilidad de tener aplicaciones intramatematicas o extramatematicas
compatibles con el tipo de inecuaciones y las técnicas existentes en el curriculo en un
momento dado” (p.19). La autora concluye que en la actualidad las inecuaciones
sirven de herramientas para la resolucion de problemas de la vida cotidiana, esto
debido a que en el contexto académico se habla de la importancia de la
contextualizacion en la matematica, mientras que en el contexto educativo, del retorno

a lo cotidiano.

1.2 Justificacion

Las investigaciones de referencia sefalan la tendencia por parte de los estudiantes a
pensar que el proceso para resolver una inecuacion es el mismo que se emplea para
resolver una ecuacion. De alli que, los investigadores sugieren adoptar nuevas
perspectivas en cuanto a la ensefianza de las inecuaciones, es asi como Boero y
Bazzini (2004), Giusti (2007) y Conceigao (2011) sugieren que implementar un
enfoque grafico funcional a la resolucién de inecuaciones podria mejorar la
comprension del objeto inecuacion. En esa linea de investigacion, Bernardis, Nitti y
Scaglia (2017) sefalan que la utilizacion de distintos marcos (algebraico, funcional y
geomeétrico) en el tratamiento con las desigualdades podria ayudar en su

comprension. Asi mismo, Giusti, Nogueira y Campos (2015) sugieren que:
Antes de discutir técnicas para resolver las inecuaciones con los estudiantes,
podriamos usar enfoques algebraicos y graficos para discutir el significado de

las inecuaciones, y considerar aspectos formales y l6gicos de la proposicion "Si
c>0ya<b, entonces ac < bc; sic< 0yac< b, entonces ac > bc ", cuyo
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entendimiento parece esencial para comprender las técnicas para resolver las
inecuaciones (p.124).

Es importante precisar la importancia del concepto inecuacion en la matematica, asi
pues, Tsamir y Bazzini (2004), Barbosa (2006) y Giusti (2007), sefialan que esta
presente en los diferentes topicos que se desarrollan en la matematica de nivel
secundaria y de nivel superior. Halmaghi y Liliedahl (2015) sefialan acerca de las
inecuaciones que “crecieron omnipresentes en muchas areas de la matematica, desde
el célculo hasta el algebra, hasta la estadistica, el analisis numérico y la teoria de

juegos” (p.54).

Por otra parte, nuestro objeto de estudio se encuentra presente en los programas
curriculares de nuestro pais, asi por ejemplo, en la Resolucion Ministerial N° 199-
2015, que modifica el Disefio Curricular Nacional del afio 2009, observamos que las
inecuaciones lineales de una incognita estan presentes en la competencia actua y
piensa matematicamente en situaciones de regularidad, equivalencia y cambio,
la cual se relaciona con los contenidos del algebra. En la tabla 1 podemos observar
las capacidades y los indicadores de desempefio en cada una de las cuatro
capacidades que se establecen en el area curricular de matematica respecto a las

inecuaciones lineales.
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Tabla 1. Capacidades e indicadores de desempefio de la competencia actua y piensa
matematicamente en situaciones de regularidad, equivalencia y cambio

Ciclo VI Ciclo VI
Capacidad 1° 2° 3° 4° 5°
» Codifica condiciones de | o ldentifica relaciones no | e Examina modelos referidos
desigualdad considerando | explicitas que se presentan | a inecuaciones lineales que
" expresiones algebraicas al | en condiciones de | expresen situaciones de
% expresar modelos relacionados desigualdad, y expresa | restriccion.
'g a inecuaciones lineales conuna | modelos relacionados a
"% incognita. inecuaciones lineales con
.‘ﬁ . . una incognita.
g e Asocia modelos referidos a
% inecuaciones lineales con | e Usa modelos referidos a
= situaciones afines. inecuaciones lineales al
plantear y resolver
problemas.

* Representa las soluciones de | e Describe la resolucion de | ¢ Describe las
§ inecuaciones lineales de Ila una inecuaciéon lineal transformaciones que
% forma x>a x<a, ax>b o ax<b. relacionando  miembros, | pueden realizarse en una
E @ . términos, incognitas, y el | inecuacion lineal.

8 O e Emplea la  representacion . o

5 B . ) o conjunto solucién. )

] g grafica de una inecuacion lineal e Expresa el conjunto
;‘ ‘g para obtener su conjunto [ e Emplea la representacion [ solucion de una inecuacion
§ solucién. grafica de una inecuacion | lineal de forma grafica y
g lineal para obtener su| simbdlica vinculando la
© conjunto solucion. relacion entre ellos.

¢ Realiza e Emplea e Emplea transformaciones | e Emplea  transformaciones

@ transformacio | estrategias de equivalencias en de equivalencias en
E;’ nes de | heuristicas al problemas de inecuaciones problemas de inecuaciones
% equivalencias resolver axtb<c, axtb>c, axzbxc, (ax+b<cx+d y con
§ para obtener problemas de axtb=c, va#0. expresiones >, <, ), Va,
i la solucién en | inecuaciones c#0.
g problemas de | lineales.
§ inecuaciones

lineales.

Razona y argumenta
generando ideas
matematicas

Justifica si un

ndmero  es
solucion de
una
inecuacion
dada.

Justifica la

obtencién del
conjunto
solucion  de
una
inecuacion

lineal.

Justifica los procedimientos
de resolucion de una

inecuacion lineal con una

incognita empleando
transformaciones de
equivalencia.

Evalia el conjunto de
valores que cumplen una
condiciéon de desigualdad

en una inecuacion lineal.

Fuente: Adaptado de Peru a (2015, p. 52-65)
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Asimismo, al revisar el actual Curriculo Nacional de Educacion Basica (CNEB),
observamos que las inecuaciones lineales de una incognita estan presentes en la
competencia resuelve problemas de regularidad, equivalencia y cambio, y senala
que:
Consiste en que el estudiante logre caracterizar equivalencias y generalizar
regularidades y el cambio de una magnitud con respecto de otra, a través de
reglas generales que le permitan encontrar valores desconocidos, determinar
restricciones y hacer predicciones sobre el comportamiento de un fenémeno.
Para ello plantea ecuaciones, inecuaciones y funciones, y usa estrategias,
procedimientos y propiedades para resolverlas, graficarlas o manipular
expresiones simbolicas. Asi también razona de manera inductiva y deductiva,

para determinar leyes generales mediante varios ejemplos, propiedades vy
contraejemplos (Peru, Ministerio de Educacion, 2016a, p. 154).

Es decir, el actual CNEB sefiala la importancia del aprendizaje de las inecuaciones
lineales de una incognita, ademas su ensefianza corresponde a los ciclos VI 'y VI, es
decir, de 1° a 5° afio de educacién secundaria, estudiantes que se encuentran entre

los 12 'y 17 afos.

Por otra parte, con relacion a los libros didacticos, Barbosa (2013) afirma que “aunque
el libro didactico no es el unico material del cual se valen profesores y alumnos en el
ambito de ensefianza y aprendizaje, puede ser decisivo para la calidad del aprendizaje
resultante de las actividades escolares” (Barbosa, 2013, p.34). De alli el interés de
investigadores a realizar analisis de libros didacticos desde la TAD, como Assude

(2002) en relacién a las inecuaciones.

En sintesis, a partir de nuestros antecedentes identificamos la relevancia del objeto
inecuacion lineal en la matematica, asi como el interés para la didactica de la
matematica de reconocer y comprender los fendmenos que interfieren en el proceso
de ensefanza y aprendizaje de las inecuaciones lineales. Asimismo, encontramos la
presencia de las inecuaciones lineales en el CNEB, asi como en los libros didacticos
de matematicas que distribuye el estado a través del MINEDU, tanto a profesores
como estudiantes de educacién secundaria. Por todo lo expuesto, consideramos
pertinente realizar el analisis de una praxeologia de las inecuaciones lineales en una
coleccion de libros didacticos distribuidos por el MINEDU, de modo que nos permita
reconocer como se encuentra presente nuestro objeto de estudio en los libros
didacticos escogidos, para ello haremos uso de los elementos tedricos vy
metodologicos que ofrece la TAD.
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1.3 Pregunta y objetivos de la investigacion
La pregunta que nos planteamos para nuestra investigacion es:

¢Como es la praxeologia matematica de las inecuaciones lineales presente en una
coleccion de libros didacticos que brinda el MINEDU a los estudiantes de educacion

secundaria?

Para poder responder la pregunta de investigacion planteada, el objetivo general que
nos planteamos es:

e Analizar una praxeologia matematica de las inecuaciones lineales presente en
una coleccion de libros didacticos de educacion secundaria que brinda el
Ministerio de Educacién del Peru (MINEDU).

Con la finalidad de alcanzar el objetivo general, nos planteamos los siguientes
objetivos especfficos:

e Analizar desde un punto de vista epistemoldgico el objeto inecuacion para
sefalar criterios para la elaboracién de un modelo epistemologico de
referencia.

e Reconstruir una praxeologia matematica de las inecuaciones lineales presente
en una coleccién de libros didacticos de educaciéon secundaria, determinar el
nivel de la praxeologia matematica, y sefialar las caracteristicas del modelo
epistemoloégico dominante.

e Utilizar los criterios de completitud de Fonseca para analizar el grado de

completitud de la praxeologia matematica reconstruida.
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CAPITULO II: ASPECTOS TEORICOS DE LA TEORIA
ANTROPOLOGICA DE LO DIDACTICO Y METODOLOGIA DE LA
INVESTIGACION

En el presente capitulo presentaremos los elementos teodricos para nuestra
investigacion, los cuales se fundamentan en algunos aspectos tedricos de la Teoria
Antropologica de lo Didactico (TAD), asi como en los indicadores de completitud
propuestos por Fonseca (2004) para el analisis de las praxeologias matematicas. Asi
mismo, presentamos la metodologia de nuestra investigacion, la cual adecuamos a
nuestro trabajo de investigacion a partir del modelo metodoldgico de andlisis de libros

didacticos presentado en Almouloud (2015), el cual se fundamenta en la TAD.

21 La Teoria Antropolégica de lo Didactico

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD), propuesta por Chevallard (1999),
posiciona a la actividad matematica en el ambito del conjunto de actividades humanas
y de las instituciones sociales. Asi, el postulado que fundamenta la TAD es que “toda
actividad humana regularmente realizada puede describirse con un modelo unico, que
se resume aqui con la palabra de praxeologia” (p. 221). De alli que la nocion de
praxeologia es una herramienta importante desde la TAD para modelizar la actividad
matematica, como una actividad humana mas (Lucas, 2010) en relacion a una

determinada institucion, nocién que definiremos a continuacion.

2.1.1 Nocion de institucion

Las instituciones son “organizaciones sociales estables, que enmarcan las actividades
humanas y simultaneamente las hacen posibles por los recursos que éstas ponen a
disposicion de sus sujetos” (Traduccion nuestra, Castela y Romo-Vasquez, 2011, p.
85).

Asi pues, en nuestra investigacion identificamos tres marcos institucionales, las
matematicas (como disciplina) que es la institucion productora de saber, en la cual
podemos identificar los recursos y las restricciones que se disponian durante el
desarrollo de nuestro objeto matematico de estudio en sus diferentes momentos; asi
mismo, el Ministerio de Educacion del Perd (MINEDU) que es la institucion encargada

de la educacion en nuestro pais, mediante la elaboracién del curriculo nacional que
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es el documento de referencia para la elaboracion de los libros didacticos; y las
escuelas publicas de educacion basica de nuestro pais, que son las instituciones

donde se usan los materiales como los libros didacticos elaborados.
2.1.2 Nocioén de praxeologia

Chevallard (2006) sefiala que “una praxeologia es, de algun modo, la unidad basica
en que uno puede analizar la accion humana en general’ (p.23). Ahora bien, para
conocer con exactitud que es una praxeologia, el autor sefiala que podemos guiarnos

de su etimologia:

Uno puede analizar cualquier acto humano en dos componentes principales
interrelacionados: praxis, i.e. la parte practica, por un lado, y el logos, por el
otro. «Logos» es una palabra griega que, desde los tiempos presocraticos, ha
sido utilizada constantemente para hacer referencia al pensamiento y
razonamiento humano (p. 23).

Al respecto, Bosch, Garcia, Gascon y Ruiz (2006) sefalan que en toda actividad

humana se pueden distinguir dos aspectos:

- Elnivel de la praxis o del “saber hacer”, que engloba un cierto tipo de problemas
y cuestiones que se estudian, asi como las técnicas para resolverlos.

- El nivel de logos o del “saber” en el que se situan los discursos que describen,
explican y justifican las técnicas que se utilizan, y que recibe el nombre de
tecnologia. Dentro del “saber” se postula un segundo nivel de descripcion-
explicacién-justificacion (esto es, el nivel de la tecnologia de la tecnologia) que

se denomina teoria.

Es asi como las nociones de tipos de tarea, técnica, tecnologia y teoria permiten
modelar la actividad humana en general, y de forma particular la actividad matematica
enla TAD (Almouloud, 2015).

A continuaciéon detallamos cada una de las componentes que conforman una

praxeologia u organizacion matematica.

2.1.3 Elementos de las praxeologias matematicas

A partir del trabajo de Chevallard (1999), describiremos cada una de las componentes

de una praxeologia matematica.
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Tipos de Tareas (T)

Un tipo de tareas, denotada por T, es un conjunto conformado por una o mas tareas
t, asi cuando una tarea t forma parte de un tipo de tareas T, sera denotado port eT.
La nocion de tipo de tareas, es parcialmente especifica, asi por ejemplo, Calcular el
valor de una funcién en un punto es un tipo de tareas, mientras que el verbo calcular,

es lo que se denominara como género de tareas.

Chevallard (1999) sefiala que las tareas, los tipos de tareas y los géneros de tareas
son construcciones institucionales propias de cada institucion, cuya reconstruccién en

una institucion es un problema completo, que es el fin mismo de la didactica.

Asi por ejemplo, en la reconstruccion de una praxeologia matematica de la coleccion
de libros didacticos en nuestra investigacion, identificamos el tipo de tarea Resolver
una inecuacion lineal con una incognita. Una de las tareas que conforma dicho tipo de

tareas es:

e Resolver una inecuacion lineal dela forma ax+ b <c,ax+b>c,ax +b <c,

oax+b =c;cona>0.

Para citar un ejemplo, tenemos en la pagina 95, del texto escolar Matematica 1.

Resolvamos cada inecuacion:

a. s—-10>-20

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 95)

En el mismo tipo de tarea Resolver una inecuacion lineal con una incognita,

identificamos otra tarea:

e Resolver una inecuacion lineal de la forma ax+ b <c,ax+b >c,ax+ b < c,

oax+ b = c; con a > 0, obtenida a partir de un texto.

Un ejemplo de dicha tarea en la pagina 94, del texto escolar Matematica 1.

Si al triple de la cantidad de canicas que tiene Andrés se le agrega 13,

resulta menor que 25. ;Cuantas canicas tiene Andrés?

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 94)
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Técnica (1)

Dado un tipo de tareas T, se requiere una manera de realizar las tareas que la
conforman, a dicha manera de hacer se le da el nombre de técnica. De ese modo la
técnica, denotada por t, conforma con el tipo de tareas T, el bloque practico-técnico
de una praxeologia matematica, el cual se denota mediante el simbolo [T/z], dicho

bloque por lo general se le denomina “saber hacer”.

Como ejemplo, observamos la técnica que el texto escolar Matematica 1 presenta
para hacer la tarea Resolver una inecuacion lineal de la forma ax+ b < c,ax +b >
c,ax+b<c,0ax+ b= c;cona> 0.Alobservar el procedimiento en el texto escolar,

podemos caracterizar los pasos que se sigue para el desarrollo de la tarea propuesta.

a. s—10>-20
s+(—10)>-20
S+(-10+10) >—-20+10

s+0>-10

s>-—10

Fuente: Adaptado de Peru b (Peru, 2015, p.95)

Ahora bien, una técnica permite realizar las tareas de una parte del tipo de tareas T,
dicha parte se le denomina alcance de la técnica. De alli que, se puede decir que una
técnica es superior a otra, si esta tiene mayor alcance, es decir que permite realizar
tareas en mayor medida que otra técnica. Eso se puede notar en la tarea presente en

el texto escolar Matematica 5, en la seccion como hacer de la pagina 17.

Representa el conjunto de numeros reales x que

satisfaga la desigualdad 2X+1<3.

Fuente: Adaptado de Peru i (2016, p. 17)

Para resolver dicha tarea, la técnica mostrada no es suficiente para su resolucion, de
alli que en la Figura 1 podemos identificar una ampliacion de la técnica, de modo que
permita realizar la representacion del conjunto de numeros reales que cumplan con la

desigualdad.
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Figura 1. Tarea en cémo hacer
Fuente: Peru h (2016, p.17)

Si bien es cierto, identificamos un procedimiento estructurado en los ejemplos
presentados, pero Chevallard (1999) menciona que una técnica no es necesariamente
un procedimiento algoritmico o casi algoritmico, como ejemplo, presentamos a
continuacion una tarea del cuaderno de trabajo que corresponde al 1° de secundaria,
en dicha tarea la técnica para su resolucion no es posible caracterizarla mediante un

procedimiento algoritmico.

¢cLas palabras “‘méaxima” y “distancia” te orientaron a

plantear una ecuacion o una inecuacion?

Fuente: Adaptado de Peru ¢ (2016, p. 163)

Ademas, sefiala Chevallard (1999) que en una institucion por lo general existe una
técnica o un conjunto de técnicas, las cuales son reconocidas en la institucion, dejando
fuera a otras técnicas que pueden ser reconocidas en otras instituciones. Asi por
ejemplo, una técnica no reconocida en el plan curricular peruano es la técnica de
resolucién de inecuaciones mediante la representacion grafica de funciones que se
menciona en el trabajo de Giusti (2007) y a la cual Assude (2002) denomina técnica

funcional-grafica.

Tecnologia (0)

Chevallard (1999) menciona que la tecnologia es el discurso racional de la técnica,
cuyo primer objetivo es el de justificar la técnica, es decir asegurarse de que dicha

técnica permite realizar las tareas que conforman el tipo de tareas T. Asi, en una

institucion, dado un tipo de tareas T, la técnica 7 relativa a T viene acompanada de al
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menos un vestigio de tecnologia, que incluso en numerosos casos se encuentran
algunos elementos tecnoldgicos incorporados en la técnica. El segundo objetivo de la
tecnologia, menciona el autor, es la de explicar y aclarar la técnica, es decir exponer

la razon por la cual es correcta la técnica.

En el ejemplo que mostramos a continuacion, podemos observar a la derecha del
procedimiento realizado, la descripcion y explicacion de la técnica, lo cual
identificamos como la tecnologia presente en el texto escolar. Dicha tarea se

encuentra en el ejemplo 2b de la pagina 95 del texto escolar Matematica 1.

b. 2g+5,8>-9
29 +5,8+(-5,8) >—-9+5,8 Sumamos a ambos lados el opuesto de 5,8.
2g >-14,8 Efectuamos operaciones.

g>-7,4  Multiplicamos ambos lados por el reciproco de 2.

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 95)

Finalmente, el tercer objetivo de la tecnologia es la de producir nuevas técnicas, por
ejemplo, en el texto escolar Matematica 2, identificamos la tecnologia de la técnica
que permite representar una funcion lineal afin en el plano cartesiano (ver Figura 2),
a partir de dicha tecnologia se puede caracterizar la técnica funcional-grafica

mencionada por Assude (2002).

Figura 2. Tecnologia de la técnica para graficar una funcién lineal afin
Fuente: Peru b (2016, p.139)

En sintesis, la tecnologia permitira justificar, describiry explicar la técnica, ademas de

permitir que se produzcan nuevas técnicas. Usaremos la notacién 0, para indicar la

tecnologia.
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Teoria (®)

El discurso tecnolégico incluye afirmaciones de las cuales se pueden pedir su
justificacion, de ahi que es necesario pasar a un segundo nivel de justificacion,
explicacion y produccion, dicho nivel es el de la teoria, @, el cual en relacion a la
tecnologia, adopta el mismo rol que tiene la tecnologia respecto a la técnica. De ese

modo junto a la tecnologia, se forma un bloque tecnolégico-tedrico [0/@].

Respecto a la teoria en relaciéon a las inecuaciones, la identificamos en el cuerpo

conmutativo ordenado (R,+, -)y el anillo conmutativo de polinomios (R[x],+, -).

2.1.4 Niveles de praxeologias u organizaciones matematicas

Chevallard (1999) de acuerdo el grado de complejidad de las componentes de una
praxeologia matematica realizé una clasificacion, la cual describiremos a partir de los
trabajos de Chevallard (1999)y Bosch et al. (2006). Ademas consideramos los aportes
de Fonseca (2004).

¢ Praxeologia Matematica Puntual (PMP): Alrededor de un tipo de tareas, T,

en principio encontramos una tripleta, la cual esta conformada por al menos
una técnica T, por una tecnologia 0 de 1, y por una teoria ® de 0. El bloque
indicado por [T/ © / 6/ ®] conforma una praxeologia puntual, lo cual significa
que dicha praxeologia corresponde a un unico tipo de tareas T.
Fonseca (2004) sefiala que en la educacion secundaria se pueden encontrar
diferentes PMP, tanto como tipos de tareas. Asi por ejemplo: descomponer en
factores un polinomio con raices enteras, resolver sistemas de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas, etc. Asi en lo referente a nuestra investigacion, una
PMP es resolver una inecuacion lineal con una incognita.

e Praxeologia Matematica Local (PML): Las praxeologias puntuales se
agrupan en primer lugar en praxeologias locales, [Ti/ ti / 6/ ®], cada
praxeologia local se centra en una tecnologia 0 determinada. Dicha tecnologia
permite justificar, explicar vy relacionar entre si las técnicas de todas las PMP
que conforman la PML, ademas de producir nuevas técnicas.

El fin de integrar las PMP, para conformar una PML, es por lo general para dar
respuesta a un conjunto de cuestiones problematicas que en ninguna de las

PMP de partida se pueden resolver completamente (Fonseca, 2004). Asi por
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ejemplo, determinar el conjunto solucién de la inecuacion 3x + 2y < 5 es una
cuestién problematica que en la PMP resolver una inecuacion lineal con una
incognita no se puede resolver.

e Praxeologia Matematica Regional (PMR): La coordinacion, articulacién y

posterior integracion de praxeologias locales, alrededor de una teoria comun
®, conforman una praxeologia regional, [Tij/ tij/0j/ ®].
Segun Fonseca (2004), para realizar la reconstruccion institucional de una
teoria matematica, se debe elaborar un lenguaje comun, de modo que permita
describir, relacionar, justificar y producir las distintas tecnologias de las PML
que conforman la PMR. Los ejemplos de PMR que menciona Fonseca (2004)
son: la teoria de Galois, el algebra lineal, entre otros.

¢ Praxeologia Matematica Global (PMG): Se manifiesta cuando se agregan

diversas praxeologias regionales, a partir de la integracion de distintas teorias.
2.1.5 Completitud de las praxeologias matematicas locales

Fonseca (2004) propone siete indicadores que permiten analizar el grado de
completitud de una PML. Asi, a partir del trabajo del autor, expondremos cada uno de
los indicadores del grado de completitud de una PML, tomando en cuenta las

componentes de la praxeologia, sus caracteristicas y la relacion que existe entre ellas.

PMLA1. Integracioén de los tipos de tareas y existencia de tareas relativas al

cuestionamiento tecnolégico

En una PML se agrupan varios tipos de tareas, asi como técnicas, las cuales se
centran en una tecnologia comun. De ese modo, el grado de completitud de una PML
depende del grado de integracion de los tipos de tarea. De alli que, diremos que una
PML es menos completa si las cuestiones son tipos de tareas aisladas, es decir, que
se pueden realizar por medio de técnicas que no se encuentran relacionadas entre si
por algun elemento tecnoldgico. Por otro lado, en una PML deben estar presentes
tipos de tarea que estén asociados al “cuestionamiento tecnolégico” de las técnicas,
es decir, tareas relativas a la interpretacién, la justificacion, la fiabilidad, la economia,

el alcance de las técnicas, asi como de su comparacion.

PML2. Diferentes técnicas para cada tipo de tareas y criterios para elegir entre

ellas
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Segun este criterio, una PML sera mas completa, si dado un tipo de tareas, Ti, se
encuentran dos a mas técnicas (pueden ser variaciones de una misma técnica) que
permitan realizar algunas de las tareas del tipo de tareas Ti. Ademas la PML deberia
tener la existencia de elementos tecnoldgicos, que permitan juzgar la técnica mas

fiable y econébmica para resolver una tarea concreta.

PML3. Independencia de los objetos ostensivos que sirven para representar las

técnicas

Bosch (2000), acerca de los objetos ostensivos sefala que:

Son aquellos objetos que se perciben: se ven, se tocan, se oyen, etc. Son, en
definitiva, los objetos materiales o los objetos dotados de cierta materialidad
comolas escrituras, los grafismos, los sonidos, los gestos, etc. Para utilizar una
expresion general, hablaremos de la “manipulacion” de los objetos ostensivos
aunque los ostensivos en cuestion sean escrituras, graficos, gestos o discursos

(p. 19).
Asi, una PML sera mas completa si las técnicas que la conforman acepten diferentes
representaciones ostensivas, dichas representaciones dependeran de la actividad
matematica en la cual se encuentre inmersa, asi como de la tarea en concreto del tipo
de tarea. Ademas deberian existir criterios que permitan valorar la representacién

ostensiva mas conveniente para la actividad en particular que se desarrolle.
PML4. Existencia de tareas y de técnicas “inversas”

El criterio sefala que en una PML deberian existir para algunas técnicas y tareas, sus

respectivas técnicas y tareas inversas.

PMLS5. Interpretacion del funcionamiento y del resultado de aplicar las técnicas

Una PML sera mas completa, si para cada técnica existe el tipo de tareas que permita
la interpretacién del funcionamiento y del resultado de aplicar la técnica al realizar la
tarea o el tipo de tareas de una PML. Con tal fin, en la PML deberian existir los

elementos tecnoldgicos necesarios que permitan dicha tarea de interpretacion.

PML6. Existencia de tareas matematicas “abiertas”

Segun este criterio, en una PML deberian existir tipos de tareas en las cuales los datos
y las incognitas no estén previamente establecidos de forma completa. En un primer
nivel, la tareas abiertas estan conformados por datos que en primera instancia son

tratados como desconocidos, es decir como parametros, mientras que las incognitas
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no son dadas de manera concreta en el enunciado de la tarea. Las tareas matematicas
abiertas en un segundo nivel deberian hacer que el estudiante decida los datos e
incognitas adecuadas para realizarlas, en este nivel estan presentes la tarea de

modelizacion matematica.
PMLY7. Integracién de los elementos tecnoldgicos e incidencia sobre la practica

Segun este criterio, el grado de completitud de la PML dependera del grado de
integracién interna de los elementos tecnoldgicos que conforman la tecnologia que
caracteriza a la PML, ademas de la incidencia efectiva de la tecnologia en la practica
matematica sobre el bloque practico — técnico. El indicador importante del grado de
completitud de la PML es si la tecnologia cumple su tercer objetivo, es decir la de

producir nuevas técnicas, las cuales permitirian la ampliacion de tipos de tareas.
2.2 Metodologia de la investigaciéon

Martinez (2006) menciona que “la investigacion cualitativa trata de identificar la
naturaleza profunda de las realidades, su estructura dinamica, aquella que da razén
plena de su comportamiento y manifestaciones” (p. 128). De alli que nuestro trabajo
se enmarca en una investigacion cualitativa, puesto que el interés de nuestra
investigacion es analizar una praxeologia u organizacibn matematica de las
inecuaciones lineales en el ambito de una institucion. Para cumplir con el objetivo
planteado en nuestra investigacion, distinguimos tres instituciones donde habita
nuestro objeto de estudio, las matematicas (como disciplina), el Ministerio de

Educacién del Peru (MINEDU) y las escuelas publicas de educacién basica.

Matematicas

Figura 3. Relacion entre tres instituciones sociales

Fuente: Elaboracién propia
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Ahora bien, para nuestra investigacion nos centramos en analizar la relacion de dos
de las instituciones mencionadas en el parrafo anterior. En la institucién productora
del saber, las matematicas (como disciplina), mediante un analisis historico-
epistemoldgico de nuestro objeto matematico de estudio, de modo que nos permita
sefalar su razon de ser y asi sefalar criterios para la elaboracién de un modelo
epistemolégico de referencia (MER) en torno a las inecuaciones lineales,

considerando ademas las investigaciones de referencia.

Ademas, en la institucion MINEDU, mediante el analisis de los libros didacticos de
matematica, que son los recursos elaborados a partir de los lineamientos establecidos
por el MINEDU mediante los planes curriculares. Asi pues, para realizar dicho analisis
seguiremos los aspectos del modelo metodolégico de analisis de libros didacticos
presentado en Almouloud (2015), dicho modelo metodolégico considera realizar el
analisis ecologico y el analisis praxeoldgico del objeto de saber para el analisis de

libros didacticos.

En el analisis ecoldgico se intenta responder las siguientes preguntas:

¢ El objeto de saber forma parte de las recomendaciones curriculares para la
Educacion Basica? ¢ Esta presente en los libros de texto? ; Como se presenta
y con qué finalidad? ¢ Este objeto de saber es efectivamente trabajado en la
escuela? Si es asi, ¢en qué condiciones? Si no, ¢cuales son los motivos para
ser dejado de lado?

Las respuestas a estas cuestiones permiten identificar la razén de ser de ese
objeto de saber en la institucion escolar (Traduccion nuestra, Aimouloud, 2015,
p.15).

Teniendo en cuenta los elementos de la TAD, Almoloud (2015) sefala que el andlisis

praxeologico se organiza del siguiente modo:

¢ Identificaciéon de tipo de tareas: Para ello se analizan las actividades
propuestas en los libros didacticos, ejemplos resueltos y problemas
presentados en forma de desafios. En esta etapa se realiza el agrupamiento
de las tareas en tipos de tareas, al respecto Artaud (2005, citado en Chaachoua
y Comiti, 2010) sefiala que:

La funcion principal de la nocién de tipo de tareas en el analisis es permitir la
agrupacion de tareas que se consideran suficientemente cercanas, el tamafo
de los grupos depende tanto de la realidad modelada, la institucion en la que
se colocan y el trabajo llevado a cabo (Traduccién nuestra, p. 5).
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Identificacion de las técnicas: Luego de la identificacion de las tareas, se
procede a la caracterizacion de las técnicas que permiten hacer las tareas, para
ello se toma en consideracion los ejemplos resueltos y/o el analisis matematico
de las situaciones propuestas.

Identificacion de las tecnologias: La tecnologia se construye a partir del
andlisis de los comentarios de los autores de los libros didacticos,
eventualmente del analisis del libro del profesor o del analisis matematico de

las situaciones propuestas para el afianzamiento del aprendizaje.

Almouloud (2015) sefala ademas que uno de los aspectos importantes que ofrece la

TAD es la posibilidad de evaluar los tipos de tareas, las técnicas y las tecnologias en

el proceso de ensefianza y aprendizaje de un concepto matematico. Exponemos a

continuacion los criterios que propone Chevallard (1999) para evaluar los tipos de

tareas, las técnicas y las tecnologias de una praxeologia matematica.

Evaluar los tipos de tareas: Para ello Chevallard (1999) propone los

siguientes criterios:

Criterio de identificacion: Se verifica si los tipos de tareas son dados de forma

clara y estan bien identificadas.

Criterio de las razones de ser: Verificar si las razones de ser de los tipos de

tareas son explicitadas o son dados sin motivos validos.

Criterio de pertinencia: Verificar si los tipos de tareas considerados son una
buena muestra de las situaciones matematicas encontradas y si son pertinentes

teniendo en cuenta las necesidades matematicas de los estudiantes.

Evaluar las técnicas: Chevallard (1999) sefala que se siguen los mismos
criterios para evaluar los tipos de tarea. Asi mismo, se responden las preguntas
“ise elaboran efectivamente, o solamente se bosquejan? ;Son faciles de
utilizar? ¢Su alcance es satisfactorio? ¢ Su fiabilidad es aceptable dadas unas
condiciones de empleo? ;Son suficientemente inteligibles? ¢ Tienen futuro y
pueden evolucionar de manera conveniente?” (p. 28).

Evaluar tecnologias: De acuerdo con Chevallard (1999) se pueden hacer
observaciones analogas acerca del bloque tecnolégico-teérico. Ademas, se

responden las preguntas:

41



¢, Se plantea unicamente el problema de su justificacion? ¢ O bien se considera
tacitamente este enunciado como evidente, natural, o incluso bien conocido
(“folclorico”)? Las formas de justificacion utilizadas, ¢, son parecidas a las formas
canonicas en matematicas? ; Se adaptan a sus condiciones de utilizacién? ;Se
favorecen las justificaciones explicativas? ;Se explotan efectivamente y de
forma optima los resultados tecnoldgicos disponibles? (p. 30).

Finalmente, determinaremos el grado de completitud de la praxeologia matematica
reconstruida de los libros didacticos analizados, para ello tomaremos en consideracion
los indicadores de completitud de Fonseca (2004) asi como las caracteristicas del

modelo epistemolégico dominante (MED) en torno a nuestro objeto de estudio.
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CAPITULO lll: ESTUDIO DE LAS INECUACIONES

En este capitulo, en el ambito de la institucion productora del saber, las matematicas
(como disciplina), presentamos un analisis historico-epistemoldgico del objeto
inecuacion, el cual desarrollamos en base a las investigaciones de Fink (2000), Bagni
(2005), Halmaghi (2011, 2015) y Bernardis, Nitti y Scaglia (2017). El objetivo del
capitulo es identificar la razdn de ser de nuestro objeto de estudio en las diferentes
etapas de su desarrollo, de modo que nos permita sefalar criterios parala elaboracion
de un modelo epistemoldgico de referencia (MER) en torno a las inecuaciones

lineales, considerando ademas las investigaciones de referencia.

3.1 Aspectos historicos-epistemologicos

Las investigaciones de Fink (2000), Bagni (2005), Halmaghi (2011, 2015) y Bernardis,
Nitti y Scaglia (2017) muestran que nuestro objeto de estudio se encuentra presente
en el desarrollo de tres campos de las matematicas (geometria, algebra y calculo).
Exponemos a continuacion los problemas que dieron origen o contribuyeron al
desarrollo de nuestro objeto de estudio en cada uno de los marcos (geometria, algebra
y calculo), asi mismo, en la parte final de la seccion exponemos la razén de ser de

nuestro objeto de estudio en cada uno de los momentos matematicos estudiados.

En el marco de la geometria

La relacion de desigualdad, en un inicio fue una herramienta para la resolucion de
problemas que involucraban comparar magnitudes, medir longitudes, perimetros y
areas de regiones planas. Si bien, aun no se contaban con los simbolos o notaciones
que actualmente usamos para comparar expresiones, el lenguaje natural fue el medio
por el cual se representaba las relaciones de desigualdad. Por ejemplo, en Elementos
de Euclides (325 a.C-265 a.C), en el libro |, se presenta la definicion “angulo obtuso
es el (angulo) mayor que un recto” (Euclides, 1994), identificamos la palabra “mayor
que”, que indica una relacién de desigualdad entre un angulo obtuso y un angulo

agudo.

Una desigualdad conocida por los matematicos de la antigiedad, se encuentra
registrada en el trabajo de Euclides, en la proposicion XX del libro |, la cual conocemos
como la desigualdad del triangulo, dicha proposicién afirma que en todo triangulo la

suma de dos lados cualesquiera de un tridngulo, es mayor que el tercer lado. Otro
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ejemplo de cdmo se hacia uso de las desigualdades para comparar magnitudes lo

encontramos en la proposicion XXI del libro | de los Elementos, en la cual se postula:

Si a partir de los extremos de uno de los lados de un triangulo se construyen
dos rectas que se encuentren en el interior (de él), las (rectas) construidas
seran menores que los dos lados restantes del triangulo, pero comprenderan
un angulo mayor (Euclides, 1994).

En la Figura 4 podemos observar la construccion de los segmentos dentro del
triangulo, a partir de los vértices B y C, los cuales se intersectan en el punto D. Si

usamos notaciones actuales, lo que se plantea en la proposicion son las

desigualdades BD+DC < AB+BC y <«(BDC)><«(BAC).

A

Figura 4. Construccion geométrica de la proposicion XXI, libro |

Fuente: Elaboracion propia

Definitivamente, podemos encontrar varios ejemplos de relaciones de desigualdad de
magnitudes y longitudes en el trabajo de Euclides. Asi mismo, se puede identificar en
la proposicion XIV del libro I, una prueba geométrica de la relacion de desigualdad
entre la media aritmética y geométrica para dos numeros Fink (2000). El objetivo de
dicha proposicion no es mostrar la relacion de desigualdad que existe ente la media
aritmética y geométrica, la proposicion trata de un problema de area, pues pide
“construir un cuadrado igual a una figura rectilinea dada” (Euclides, 1994). De alli que,
al realizar la construccion geométrica, tal como se puede observar en la Figura 5,

Euclides demuestra que el cuadrado de la longitud del segmento HE, es igual al

producto de las longitudes de los segmentos BE y EF .
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C D

Figura 5. Construccion geométrica de la proposicion XIV, libro I
Fuente: Bicudo (2009, p. 149)

Sihacemos uso de las notaciones actuales, y consideremos que las longitudes de los

segmentos BE y EF son a y b unidades respectivamente, la longitud del segmento
HE seria +ab unidades, mientras que la longitud del radio HG de la

semicircunferencia seria (a+b)/2 . Asi, a partir del grafico que se muestra en la Figura

2, se puede observar que se verifica la relacion de desigualdad entre la media

aritmética y la media geomeétrica, la cual representamos en notacion actual como

\/%g(a+b)/2.

Por otro lado, Burn (2005) sefiala que los matematicos griegos eran conocedores de
un método de demostracion de igualdades mediante el uso de desigualdades. El autor
afiade que la propiedad de desigualdad que usaron los matematicos griegos para
ayudarse a demostrar una igualdad, consiste en que si un numero A esta entre dos
cantidades pequefas, es decir, si para todo nimero positivo &, se cumple que
—-e< A<eg, entonces el numero A es igual a cero. El autor usa el término vice, cuya
traduccién es tornillo de banco, para denominar a dicha propiedad. Es asi como, la
desigualdad —e < A<¢ funciona como el tornillo de banco del carpintero, de modo que
comprime el valor de A tanto como para dejar espacio para un solo numero entre t¢
y ese numero es cero. De ese modo, si se buscan cantidades A , tales que para todo
numero positivo ¢ se cumpla que —e<A-C<eg, a partir de la propiedad vice se
demuestra que el unico valor posible para A es C, es asi como se llega a demostrar
que A=C.
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Ahora bien, tomando en cuenta la propiedad vicey la notacion actual, explicaremos el
razonamiento que seguian los matematicos griegos para determinar un area o
volumen, cuya magnitud denotaremos por A.Los matematicos griegos analizaban las
areas o volumenes A-C y C-A, donde la magnitud C es un area o volumen
conocido al cual se cree que el area o volumen a determinar es igual, y demostraban
gque ninguna de las diferencias puede ser distinta de cero, es decir que sonimposibles
que A-C>0 y C-A>0, para ello, si se acota dichas imposibilidadesy se expresa
mediante la desigualdad —e<A-C<g, a partir de la propiedad vice se tiene que
A=C (Burn, 2005).

Halmaghi (2011) menciona que los matematicos griegos aun no tenian en cuenta la
existencia de los numeros negativos, pero a pesar de ello, al parecer usaron la

propiedad vice, pues se puede identificar en la proposicion | del libro X de los

Elementos de Euclides:

Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se quita una magnitud mayor
que su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi
sucesivamente, quedara una magnitud que sera menor que la magnitud menor
dada (Gonzales, 2008).

A continuacién describiremos en términos actuales, lo que afirma la proposicion, para
lo cual tomamos como referencia el trabajo de Burn (2005). Para ello, tomamos dos

cantidades desiguales ¢=0,05 y B=1, segun la proposicion, quitaremos a la cantidad

B una cantidad mayor que su mitad, en nuestro caso la cantidad a quitar sera 0,7; de

modo que nos queda la cantidad B, =0,3; al comparar, la cantidad B, es mayor que la
cantidad ¢. Continuamos con el mismo procedimiento, ahora a la cantidad B, =0,3 le
quitaremos 0,2; de ahi nos quedara la cantidad B, =0,1; dicho valor es aun mayor que
¢, asi que seguiremos con el mismo procedimiento. Esta vez a la cantidad B, le
quitaremos 0,07; con lo cual nos quedara la cantidad B,=0,03; nuevamente
comparamos con ¢=0,05 y esta vez tal como afirma la proposicion, la cantidad B, es
menor que la cantidad ¢, la cual fue dada al inicio.

En general, si tomamos dos cantidades ¢ y B de modo que €< B, y consideramos

quitar en cada proceso exactamente la mitad de la cantidad mayor, lo que la

proposicion establece, es que, si a B le restamos B/2, luego al resultado de la

diferencia que es B/2 le restamos su mitad B/4, y asi sucesivamente, entonces
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encontraremos un numero natural n, para el cual obtenemos la desigualdad B/2n <g

a partir de dicha desigualdad se tiene la desigualdad equivalente B <2"¢. De la
desigualdad equivalente, se tiene que la proposicion | de Euclides implica el postulado
5 de Arquimedes (287 a.C-212 a.C), pues el postulado 5 afirma que dadas dos
cantidades ¢ y Bcomparables, entonces un numero suficiente de multiplos de ¢
excederia a B, es decir, para algun numero N se tiene que n-¢>B. Segun Burn
(2005) los matematicos griegos como Arquimedes conocian la utilidad de esa

desigualdad para determinar areas y volumenes mediante el método exhaustivo.

Por otro lado, Halmaghi (2011) menciona que Arquimedes mediante el método
exhaustivo, logra calcular un valor aproximado para 1, para ello se procede a inscribir
y circunscribir poligonos en una circunferencia, cuya cantidad de lados sea cada vez
mayor. De ese modo, determind la razén que hay entre el perimetro del poligono y el
diametro de la circunferencia, dicho valor que se obtiene es un numero que se
aproxima al valor real de 7, esto a medida que aumenta el numero de lados del
poligono. Asi, cuando se considera un poligono de 96 lados, Arquimedes pudo

obtener que el valor de m se encuentra entre dos fracciones 223/71 y 22/7 (Boyer,

1968).

En el marco del algebra

Ahora bien, la matematica desarrollada por los griegos no muestra la presencia de
desigualdades en las cuales se pidan determinar valores desconocidos o incognitas,
dicho contexto de uso de las desigualdades esta mas ligada al algebra, mediante el
uso de la notacion algebraica que hoy en dia usamos. Nesselmann (1842, citado por
Halmagui, 2011) identifica tres etapas en el desarrollo del algebra, el algebra retérica,
el algebra sincopada y el algebra simbdlica. Una descripcion dada en Halmagui (2011)
sefala que el algebra retdrica es el algebra de las palabras, el algebra sincopada usa

una mezcla de palabras y simbolos de modo que se puedan expresar generalidades.

Boyer (1968) ubica el trabajo de Diofanto (100 a. C - 350 d. C) en la etapa del algebra
sincopada. El trabajo de Diofanto contribuyé con el desarrollo de la aritmética, con la
publicacion de 13 tomos sobre la aritmética, de los cuales solo se han conservado
seis de ellos. Ortiz (2005) sefala que Diofanto se aleja del planteamiento geométrico,
con el cual trabajaban sus antecesores, como Euclides y Arquimedes, para ello, para

representar las incognitas, hizo uso de abreviaturas, pero aun no se realizaban ningun
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tipo de tratamiento o trasformacion algebraica con las abreviaturas usadas. En el
trabajo de Rey Pastor y Babini (1997), se puede encontrar uno de los problemas

planteados por Diofanto, denominado el problema de los vinos, cuyo enunciado dice:

Problemas de los vinos: Determinar las cantidades de dos clases de vino,

cuyos precios son proporcionales a 8 y 5, de manera que el costo sea un
cuadrado, que sumado al numero 60, reproduzca el cuadrado de la suma de

las dos cantidades.

Para la resolucion de dicho problema, representemos las cantidades a determinar

mediante las letras x e y, mientras que el costo mediante la letra z. Por lo tanto, en

términos actuales, tenemos las siguientes expresiones a partir del enunciado:
8x+5y=2"; 2° +60=(x+ y)2

Asi, el problema consiste en determinar las raices positivas de una ecuacion
cuadratica, puesto que en los tiempos de Diofanto, solo se consideraba una solucién
positiva de las ecuaciones de segundo grado. Siendo asi, Rey Pastor y Babini (1997)
senalan que para resolver el problema, Diofanto hace uso de una incognita auxiliar

U=X+Y,alreemplazarla en las expresiones iniciales, se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones 5u+3x=u*-60=8u-3y, de alli se tienen las siguientes desigualdades
5u<u’*—60<8u. Al determinar las soluciones de las ecuaciones obtenidas al
transformar las desigualdades en ecuaciones de segundo grado, Diofanto encuentra
que U esta entre 11y 12. Como u®>—-60 es un cuadrado perfecto, con el fin de reducir

a una ecuacion lineal, Diofanto introduce una nueva incégnita VvV tal que

u’-60=(u-v)’ y usando el hecho de que u estad entre 11 y 12, obtiene las

desigualdades 22v < 60—V’ <24v. De las ecuaciones correspondientes se tiene que
19<v<21, y se toma el valor v=20, de ahi, u=23/2 y asi x=59/12; y=79/12 y
z=17/2.

Es Viete (1540 - 1603) quien introduce la distincién entre variable y constante, tal como
sefiala Halmagui (2011). Es asi como antes de identificar el tratamiento algebraico en
expresiones que representan desigualdades, se identifica en el trabajo de Viete la
resolucién de ecuaciones paramétricas. Asi por ejemplo en la Figura 6, en el
enunciado del teorema, haciendo uso de los términos actuales, se afirma que si A> =Z
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, Y A—B=E, entonces se tiene que E*+2BE=Z7Z-B’. Es asi que a partir de los
aportes de Viete, el algebra estructural fue tomando su lugar en la historia de la

matematica (Halmagui, 2011), dando alugar al inicio de la etapa del algebra simbdlica.

Figura 6. Ecuacion paramétrica dada por Viete
Fuente: Viete (1615, p. 19)

“n

Bagni (2005) senala que no es hasta el siglo XVI que se introduce el simbolo para
expresar la igualdad. Dicho simbolo fue introducido por Robert Recorde (1510-1558)
en su trabajo titulado Whetstone of Witte, publicado el afo 1557. Luego en el afio

1631, en la publicacion titulada Clavis Mathematicae, William Oughtred (1574-1660)

introduce los simbolos , j para representar “mayor que” y “menor que”,
respectivamente (Halmaghi, 2011). Mientras que los simbolos “>” y “<” fueron
introducidos por el matematico Thomas Harriot (1560-1621), en su publicacion
postuma Artis Analyticae Praxis ad Aeguationes resolvendas, del afio 1631 (Tanner,
1962). Ahade Tanner (1962) que Harriot modifico el signo para la igualdad introducido
por Recorde, de modo que se pueda identificar de qué lado se encuentra el lado

mayor, tal como se indica en la Figura 7.

Figura 7. Simbolos introducidos por Harriot para la desigualdad
Fuente: Seltman y Goulding (2007, p. 10)
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Segun Halmagui (2011) el trabajo de Oughtred fue mas popular que la publicacién de
Harriot, debido a esa razdn los simbolos introducidos por Oughtred fueron usados por
mas de cien afios. Asi por ejemplo, Byrne (1847) usa los simbolos de desigualdad
introducidos por Oughtred, en su version del libro Elementos de Euclides, en la
demostracion de la proposicion XX del libro I, conocida como la desigualdad en el
triangulo, se observa que para su demostracion (ver Figura 8) se construye un
triangulo y se establece la relacion de desigualdad entre sus angulos internos y de la
longitud de sus lados opuestos, a partir de alli se obtiene que la suma de dos de los

lados de un triangulo es mayor que el lado restante, para establecer las relaciones de

desigualdad el autor usa el simbolo de “mayor que” en la demostracion.

Figura 8. Demostracion de la Proposicion XX, Libro |
Fuente: Bryne (1847, p. 20)

Mientras que el contexto de uso del simbolo introducido por Harriot, fue en primer

lugar para transcribir desigualdades que son propiedades generales, ademas, para
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establecer ciertas condiciones sobre los coeficientes de las ecuaciones (Halmagui,
2011). Enla Figura 9, podemos observar uno de los contextos de uso de los simbolos

de desigualdad en el trabajo de Harriot, en el lema se afirma que la desigualdad
(p+q/2)2 > pqg es verdadera. Mientras que en la Figura 10, se observa que se da

como condicion a los coeficientes de una ecuacion, la desigualdad ¢ >Db.

96 Section Five

.
LEMMA 1°

It a quantity be divided into two unequal parts, the square of half the total is greater
than the product of the two unequal parts.

If p and g are two unequal parts of the magnitude, then it is true that

For, from three (guantities) in continued proportion pp, pg and gq. of which pp
15 the greatest and gg the least, it is true that pp — pg > pg — qq.

Figura 9. Desigualdad general con notacion de Harriot
Fuente: Seltman y Goulding (2007, p. 96)

PROPOSITION 17

The ordinary equation aga — 3bba 2ece in which ¢ = b, 1s explicable in
terms of a single root,

Figura 10. Condicion de desigualdad con notacion de Harriot
Fuente: Seltman y Goulding (2007, p. 96)

Halmagui (2011) refiere que recién en el siglo XVIIl se generaliza en toda Europa el
uso de los simbolos <y >. Mientras que en el afio 1734, Pierre Bouguer (1698 - 1758)
introduce los simbolos “<”, “>" para representar las expresiones “menor o igual que”

y “mayor o igual que” respectivamente.

Con respecto, al tratamiento algebraico en expresiones con desigualdades, podemos

encontrar un ejemplo de ese tipo de tratamiento en el trabajo de Johann Rahn (1622

— 1676) en la publicacién Teutsche algebra del afio 1659. En la Figura 11, podemos
2 2

c +g-—2bg -0,
29

mediante transformaciones algebraicas se llega a la desigualdad ¢ > g . Puesto que

ver como una expresion que en notacion actual seria dada como

las variables establecidas son cantidades positivas, podemos ver que el simbolo de la
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desigualdad no cambia, debido a que las variables usadas representan longitudes en

el contexto del libro.

Figura 11. Tratamiento algebraico en una desigualdad, libro de Rahn
Fuente: Rahn (1659, p. 97)

Asi mismo, en el volumen 3 de la publicacion del afo 1807, titulada Corso di
Matematiche de Paolo Ruffini (1765-1822), identificamos la presencia de
desigualdades algebraicas (inecuaciones) que permiten establecer condiciones a las

ecuaciones que se plantean, asi por ejemplo, en la pag. 149 se plantea el problema:

Dos poligonos tienen en total 100 lados, si tomamos de ocho en ocho los lados
de un poligono, sobran 7, y el mismo excedente de 7 se muestra cuando
tomamos los lados del otro poligono de diez en diez. ; Cuantos lados hay en

cada uno de los poligonos?
Para su resolucién se define como X el numero de veces que ingresa 8 en la suma
de los lados de un poligono, mientras que con la letra y el numero de veces que entra
10 en la suma de los lados del otro poligono. Asi se tiene la ecuacion 8x+10y =286,

43 —-4x 3—-4x
=8+

despejando la letra y se tiene la ecuacion y= , usamos la letra

3—5m 3—m

=—Mm+ , huevamente usamos una

. 3—-4x ,
auxiliar sz y se tiene que Xx=

o 3—-m . .
letra auxiliar n=T y se obtiene m=3-4n; sustituimos en X e y obtenemos

) 3756Am o o 434X 43-4(n-3)

=11-4n,como X e y sonenteros
4 5 4

positivos, se establecen las condiciones de desigualdad mediante las inecuaciones
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5n-3>0y 11-4n>0, de donde resulta que n>% y %> n, como n debe ser entero

entonces los valores de n son 1y 2, luego el valor de x es 2y el valor de y es 7
cuando n=1 y si n=2 el valor de x es 7 y el valor de y es 3, de ese modo

determinamos la cantidad de lados de los poligonos (Ruffini, 1807).

En el marco del calculo y la constitucion de las inecuaciones como disciplina de

estudio

Por otra parte, sefiala Grabiner (1997) que en el trabajo de Maclaurin (1698-1746) se
identifica la introduccion de las desigualdades para la demostracion de resultados
propios del calculo infinitesimal, pues en su libro A Treatise of Fluxions: In Two Books
del afio 1742 se presenta la demostracion de un caso especial del teorema
fundamental del calculo, aplicado a una funcién especifica. Lo que demostré Maclaurin
es que si el area bajo la curva hasta x o AP esta dado por x", la ordenada de la curva

PM o y esigual nx"' (ver Figura 12), asi pues, desde que X e y crecen juntos,
ademas las areas PM xPp=yxh, PMun=x"—(x—h)" y PMmp =(x +h )"—x " se tiene
la siguiente desigualdad x"—(x—h)" <yh<(x+h)"—x" , aunque Maclaurin enuncia en

lenguaje natural dicha desigualdad. Asimismo, Grabiner (1997) sefala que las
primeras demostraciones de limites de funciones mediante las pruebas de delta-
épsilon son identificados en el trabajo de Cauchy (1789-1857), en dichas

demostraciones el tratamiento algebraico en las inecuaciones es necesario.

Wi

. }
A T P P

Figura 12. Curva de base AP cuya area es X"
Fuente: Grabiner (1997, p. 398)
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A partir del siglo XVII, sefala Fink (2000), a las desigualdades que resultaban ser
propiedades generales, se les llamaba con el nombre del matematico que las
declaraba o demostraba, asi por ejemplo, tenemos la desigualdad de Cauchy-Shwarz,
la desigualdad de Minkowski, etc. En el afio 1934, dichas desigualdades y sus
demostraciones, asi como las aplicaciones de las desigualdades en distintos tépicos
son recopilados en el libro Inequalities escrito por Godfrey Hardy (1877-1947) con
colaboracion de Littlewood y Pélya (Fink, 2000). El mismo autor sefiala que a partir de
dicha publicacidon que se puede hablar de las desigualdades como una disciplina de
estudio, pues se evidencié el interés de muchos matematicos en la demostracion de

desigualdades, ademas de publicar dichas demostraciones.

Asi mismo, en la primera mitad del siglo XX, con el desarrollo del capitalismo en
Estados Unidos, se resolvieron problemas con la ayuda de criterios de optimizacion,
donde las restricciones se establecen mediante inecuaciones lineales y el criterio de
optimizaciéon mediante una funcion lineal (Bernardis, Nitti y Scaglia, 2017). Garzon
(2014) senala que una técnica para la resolucion de problemas de optimizacién fue
presentada por Theodore Motzkin (1908-1970), quien redescubre una técnica
presentada por Joseph Fourier (1768-1830) en el afio 1826, en un articulo que titula
Solution dune question particuliére du calcul des inégalités. En dicho trabajo, sefiala
el autor, Fourier resuelve un problema sobre la interseccion de 6 rectas en un poligono

irregular convexo, donde las inecuaciones asociadas son de la forma:

x<y(1+k), y<x(1+k)

y<z(1+k), z<y(d+k)

z<x(1+k), x<z(1+k)
X+y+z=1,donde k es una constante positiva.

El método propuesto por Fourier consiste en la eliminacion de variables, es decir, usar
la técnica de eliminacion de variables para la resolucion de sistemas de ecuaciones

lineales. De Garzon (2014) mostramos la técnica a partir de en un ejemplo resuelto.

Max z = X, + X,

S.a

2X + X, <4
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En primer lugar se introduce la funcion lineal z en el sistema de inecuaciones, para

ello se reemplaza x, =z-Xx, en el sistema de inecuaciones, es asi como se obtienen

las siguientes desigualdades.

El sistema de inecuaciones lineales se puede reescribir de la siguiente forma

max{—4+2z;0}§ X, Smln{ ;Z¢ Y equivale al siguiente sistema de inecuaciones

con una incognita.

La solucién del sistema de inecuaciones es 0<z<4, el valor maximo de z es 4.

Razén de ser de nuestro objeto del saber en cada uno de los momentos

matematicos estudiados

En sintesis, lo que nuestro analisis epistemolégico nos muestra es que en la
matematica desarrollada en la antigledad, identificamos en el marco de la geometria
la razon de ser de las desigualdades, pues permitio establecer propiedades generales,

como la desigualdad del triangulo, ademas, Arquimedes por medio de desigualdades
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determinaba igualdades para calcular areas y volumenes. Segun Fink (2000) no se
encuentran trabajos donde se establezcan desigualdades de numeros, excepto la

aproximacioén del valor de n dado por Arquimedes.

En el marco del algebra, identificamos en el trabajo de Diofanto otra razon de ser de
las desigualdades, pues mediante el uso de incognitas auxiliares, Diofanto reduce
ecuaciones cuadraticas a ecuaciones lineales y desigualdades, ademas, determina
las soluciones de las desigualdades cambiandolas por igualdades. Es asi como, las
desigualdades eran usadas por Diofanto como herramientas de resolucion de
ecuaciones (problema de los vinos), mas no es un problema donde se pida resolver
una desigualdad, las desigualdades se manifiestan en el proceso de resolucion
(Bernardis, Nitti y Scaglia, 2017).

Ademas, ya con la introduccién de los simbolos de desigualdad, identificamos en el
trabajo de Rahn y Ruffini el tratamiento algebraico en las desigualdades, vinculado al
marco de la geometria en el trabajo de Rahn y a la teoria de ecuaciones en Ruffini.
Mientras que en los trabajos de Harriot y Bryne identificamos la representacion de
propiedades que son desigualdades generales mediante los simbolos de desigualdad,
como la desigualdad del triangulo y la desigualdad de la media aritmética y la media
geométrica. Asimismo, identificamos en el trabajo de los matematicos del siglo XVIIl y
XIX el tratamiento de las desigualdades como herramienta para el desarrollo del

Calculo, como se mostré acerca del trabajo de Maclaurin.

Finalmente, a partir del trabajo de Hardy a quien Fink (2000) denomina como “el padre
de la disciplina de desigualdades” se incrementd las investigaciones referentes a las
desigualdades y sus aplicaciones. Porejemplo, identificamos a mediados del siglo XX
el uso de las desigualdades en la teoria de optimizacion cuyo desarrollo esta vinculado

al desarrollo del capitalismo.

3.2 Criterios para la elaboracion de un modelo epistemolégico de

referencia (MER) en torno a las inecuaciones lineales

Gascon (2011) sefiala que “para formular un problema didactico en términos de la
TAD se requiere tomar un MER como sistema de referencia” (p. 212). Asi pues, en
nuestro trabajo de investigacion, daremos algunas pautas para la elaboracion de un
modelo epistemoldgico de referencia en torno a las inecuaciones lineales, lo cual nos

servira como referente en el andlisis praxeoldégico de una organizacion matematica
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reconstruida a partir de la revision de los libros didacticos escogidos. Posteriormente,
dichos criterios son fundamento para la construccion de un modelo epistemoldgico

alternativo.

Ahora bien, los criterios para la elaboraciéon de un MER estan basados en tres
aspectos, el analisis historico epistemoldgico de nuestro objeto de estudio, el analisis
de textos matematicos en relacion a la definicién de inecuacion y las investigaciones

en didactica de la matematica en referencia a las inecuaciones.

1. El analisis histérico epistemoldgico muestra que:

e EIl origen de las inecuaciones se encuentra en el concepto de
desigualdad, que aparece en el marco de la geometria, alli encontramos
la razdn de ser de las desigualdades. Por lo tanto, una praxeologia
matematica inicial deberia considerar tipos de tareas relacionadas al
concepto desigualdad, en concreto a situaciones de comparacion y
acotamiento, asi por ejemplo, tareas de representacion de situaciones
de desigualdad dentro del contexto intramatematico y extramatematico.

e Las inecuaciones tienen su razén de ser en el marco del algebra, tal
como se evidencié en los problemas que resolvieron Diofanto y Ruffini,
asi pues, el MER deberia considerar estos problemas de ecuaciones
que se resuelven por inecuaciones, resolviéndolos en el lenguaje actual
de inecuaciones, pues dichos problemas justificaron el desarrollo de las
inecuaciones.

2. Para el analisis de textos matematicos en relacion a la definicidon de inecuacion,
consideramos el libro Algebra de Lehmann (1992), puesto que en el capitulo
que corresponde a nuestro objeto de estudio, distingue de la definicién de
desigualdad e inecuacion. Asi pues la definicion presentada en dicho libro debe
tomarse en cuenta en la propuesta del MER.

Lehmann (1992) comienza sefalando que si se tiene dos expresiones que nos
son iguales, entonces se tiene una desigualdad, ademas se puede decir que
una de las expresiones es mayor o menor que la otra. Diremos que dos
desigualdades tienen el mismo sentido si sus simbolos apuntan a la misma
direccion, caso contrario se diremos que tienen sentidos opuestos, por ejemplo
las desigualdades a>b y c>d tiene el mismo sentido, mientras que las

desigualdades a>b y c<d tienen sentidos opuestos. Existen dos tipos de
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3.

desigualdades, las desigualdades absolutas y las desigualdades condicionales
o inecuaciones. Las desigualdades absolutas o incondicionales son aquellas
en las cuales para cualquiera de los valores que pueden tomar las variables,
en cada uno de los miembros de la desigualdad, esta tiene el mismo sentido.
Por ejemplo, 5>-7 y x>+1>0 son desigualdades absolutas. Las
desigualdades condicionales o inecuaciones son aquellas en las cuales la
desigualdad tiene el mismo sentido solo para ciertos valores que pueden tomar
las variables en cada uno de sus miembros. Por ejemplo, x—3 <4 es valida si
X<7.

Ademas, para la construccion del MER deben considerarse las investigaciones
en referencia a las inecuaciones desde la didactica de la matematica.

e La propuesta del MER deberia contemplar tareas en las cuales se
discuta las propiedades de desigualdad, pues segun Giusti, Nogueira y
Campos (2015) la comprension de dichas propiedades es fundamental
en la comprension de las técnicas de resolucién de inecuaciones. Asi
por ejemplo, tareas donde se manifieste la diferencia cuando se
multiplica por un factor negativo a una relacién de desigualdad y una de
igualdad.

e En relacion al tratamiento algebraico en las inecuaciones, tareas que
conforman el género Resolver, Bernardis, Nitti y Scaglia (2017)
mencionan que no solo deberian considerarse tareas donde el modo de
hacer consista en la aplicacién repetitiva de una técnica, sino también,
se deberian considerar tareas donde los procedimientos no se
mecanizan, por ejemplo, las tareas que proponen Tsamir y Bazzini
(2002), donde los coeficientes de la inecuacion son parametros.

¢ Asi mismo, no solo considerar la técnica algebraica para la resolucion
de inecuaciones, sino ademas, tal como sefialan Bazzini y Boero (2004),
Barbosa (2006), Giusti (2007)y Conceicao (2011), hacer uso de distintos
enfoques en la resolucion de inecuaciones, de modo que se disponga
de distintas técnicas y en consecuencia se haga uso de diversos objetos
ostensivos para la representacion de dichas técnicas, como por ejemplo

la representacion grafica, tabular.

58



CAPITULO IV: ANALISIS DE UNA COLECCION DE LIBROS
DIDACTICOS DE 1° A 5° SECUNDARIA

En el presente capitulo, con la finalidad de cumplir con el segundo objetivo especifico
de nuestra investigacién, presentamos el andlisis ecolégico y el analisis de una
praxeologia matematica reconstruida a partir de la revision de una coleccion de libros
didacticos, especfficamente de la revision en las unidades que corresponden a las
inecuaciones lineales. Para ello seguimos algunos de los aspectos metodologicos

presentados en Almouloud (2015).

4.1 Analisis ecolégico

En principio, observamos como se aborda nuestro objeto de estudio en el actual
Curriculo Nacional de Educacién Basica (CNEB), puesto que dicho documento “debe
ser usado como fundamento de la practica pedagdgica en las diversas instituciones y
programas educativos, sean publicas o privadas; rurales o urbanas; multigrado,
polidocente o unidocente; modelos y formas de servicios educativos” (Peru, Ministerio
de Educacion, 2016b, p.8).

Asi pues, observamos que nuestro objeto de estudio en el actual CNEB lo

encontramos en la competencia resuelve problemas de regularidad, equivalencia
y cambio. Segun el CNEB dicha competencia consiste en que el alumno sea capaz

de combinar las siguientes capacidades:

e Traduce datos y condiciones a expresiones algebraicas: el estudiante a partir
de una situacidon planteada es capaz de realizar la conversion del lenguaje
natural al lenguaje algebraico, dicha situacion dentro de un contexto
intramatematico o extramatematico. De ese modo obtiene expresiones

algebraicas que involucran a las desigualdades.

e Comunica su comprension sobre las relaciones algebraicas: el estudiante es
capaz de determinar el conjunto solucion de una inecuacion en sus distintas
representaciones, ya sea mediante notacién de intervalo, la representacion en

la recta numérica o en lenguaje natural.
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e Usa estrategias y procedimientos para encontrar reglas generales: el

estudiante por realiza transformaciones algebraicas sobre la inecuacién de

modo que le permita determinar la solucién de la inecuacion.

e Argumenta afirmaciones sobre relaciones de cambio y equivalencia: el

estudiante justifica las propiedades usadas al realizar las transformaciones

algebraicas. Asi como, segun el contexto del problema, determina si es valida

la soluciodn o soluciones de la inecuacion.

Ahora, respecto a los libros didacticos escogidos para nuestro analisis, estos libros

comprenden los 5 afios de educacidén secundaria, y son proporcionados a partir del

afio 2016 por el Ministerio de Educacién del Pert (MINEDU) a profesores y

estudiantes de educacion publica del pais, asi pues, dicha coleccion de libros

didacticos son los de mayor uso en nuestro contexto educativo. Asi mismo, los libros

fueron disefiados siguiendo los lineamientos curriculares dados en la Resolucion

Ministerial N° 199-2015, que modifica el Disefio Curricular Nacional del afio 2009.

Por cada afio de educacién secundaria se revisaron dos libros, el texto escolary el

cuaderno de trabajo. En la tabla 2, mostramos las paginas de los libros donde se

encuentra presente nuestro objeto de estudio, asi como los temas relacionados a él.

Tabla 2. Lista de libros didacticos de Educacion Basica Regular

Libros Editorial Anho Paginas Cdédigo
Matematica 1 | Texto escolar Norma 2015 90 - 96, 98 TE1
Cuaderno de trabajo Norma 2015 196 - 211, 232 CT1
Matematica 2 | Texto escolar Norma 2016 82 -91 TE2
Cuaderno de trabajo Norma 2016 156 - 163, 188, CT2
189
Matematica 3 | Texto escolar Santillana | 2016 18 - 23, 77 - 80, TE3
82,104
Cuaderno de trabajo | Santillana | 2016 13 - 15, 36, 37, CT3
40 -43,45-55
Matematica 4 | Texto escolar Santillana | 2016 | 20, 21, 51, 76, 99 TE4
Cuaderno de trabajo | Santillana | 2016 180 - 187 CT4
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Matematica 5 | Texto escolar Santillana | 2016 16, 17 TES

Cuaderno de trabajo | Santillana | 2016 CT5

En adelante nos referiremos a los textos escolares con la nomenclatura TE, mientras
que para los cuadernos de trabajo usaremos la nomenclatura CT, acompanado en
ambos casos de un numero, el cual indica el afio de estudio al cual corresponde, tal

como se indica en la tabla 2.

A continuacién presentamos una descripcion tanto del TE y el CT de cada afio de
estudio de nivel secundaria, lo que nos permite presentar en un segundo momento el

analisis praxeologico.
4.1.1 Descripciéon del texto escolar (TE)

Los libros didacticos TE1 y TE2, elaborados por la editorial Norma, estan organizados
en 12 capitulos, cada capitulo contiene una seccion inicial, seccion central y seccion
final. En la seccion inicial, se puede encontrar el nUmero y nombre del capitulo, asi
como la intencionalidad pedagdgica, los conceptos fundamentales de los temas a
tratar y los aprendizajes esperados. Mientras que en la seccion central, encontramos
una introduccion del tema a tratar, asi como la presentacion de los conocimientos
matematicos a tratar, ejercicios o problemas resueltos y la bibliografia. En la Figura

13 podemos observar la estructura de la seccion central del TE1.

Figura 13. Seccion central del libro TE1
Fuente: Peru b (2015, p. 4)

Por ultimo, en la seccién final del capitulo se presenta una lectura especializada, cuyo

objetivo es ampliar los conocimientos matematicos del capitulo tratado. Ademas,
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encontramos un organizador visual que resume los conocimientos desarrollados en el
capitulo, y se presenta un problema en contexto cuya resolucion es dada de forma

detallada, al cual el libro denomina estrategias heuristicas.

Respecto a nuestro objeto de estudio, lo ubicamos en el capitulo 6 de ambos textos,

y ademas tienen la misma denominacion, el de Inecuaciones lineales. En el TE1 se

sefala que la intencionalidad pedagdgica del capitulo es:
En este capitulo aprenderas sobre inecuaciones lineales, con el fin de
interpretar las condiciones de una desigualdad mediante expresiones
algebraicas con una incognita. También conoceras el proceso para ilustrar el
conjunto solucién de una inecuacion haciendo uso de la recta numérica. Lo
anterior te permitira actuar y pensar matematicamente en situaciones de
regularidad, equivalencia y cambio. Finalmente, podras justificar si un numero

es solucion de una inecuaciéon dada (Peru, Ministerio de Educacion, 2015a, p.
90)

Sin embargo, tras la revision del TE1, en ninguno de los ejemplos resueltos se realiza
la representacién en la recta numérica del conjunto solucion de la inecuacion, esto se
observa en el ejemplo que mostramos a continuacion, pues solo se realiza el
tratamiento algebraico hasta obtener una expresion equivalente a alguna de las

expresiones x < g, x > a,x < a,x = a.

c. o6m<24

(6-ljm<l-24
6 6

I-m<—

m<4

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 95)

Es en el TE2 donde identificamos la representacion en la recta numérica del conjunto
solucion de una inecuaciéon, asi como la representacion mediante la notacion de

intervalo (ver Figura 14).
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Figura 14. Representacion del conjunto solucion de una inecuacion
Fuente: Peru b (2016, p. 87)

Por otra parte, los libros TE3, TE4 y TES, elaborados por la editorial Santillana, estan
organizados en 12 capitulos, cada capitulo contiene una seccion inicial, seccion
central y seccion final. La estructura de cada una de las secciones esta dada de forma

similar al de los libros TE1 y TE2.

Enlo que respecta a nuestro objeto de estudio, en ellibro TE3 los temas o propiedades
relacionados a nuestro objeto de estudio lo ubicamos en el capitulo 1, capitulo 5y
capitulo 7. En el capitulo 1 que lleva como titulo Numeros racionales e irracionales,
encontramos el tema intervalos (p. 18-21) y el tema valor absoluto (p. 22-23). El tema
intervalos esta relacionado con nuestro objeto de estudio puesto que encontramos
elementos tecnologicos y ejercicios resueltos de cdmo representar un intervalo en la
recta numérica asi como su representacion algebraica mediante el uso de los signos
de desigualdad, esto a partir de un contexto dado en lenguaje natural, ademas
encontramos operaciones con intervalos. Mientras que en el tema valor absoluto
encontramos problemas resueltos de inecuaciones lineales que involucran usar las

propiedades de valor absoluto.

En el capitulo 5 que lleva como titulo Sistema de ecuaciones lineales. Inecuaciones,
el tema inecuaciones lineales (p. 77-80), presenta las propiedades de desigualdad,
asi como la representacién del conjunto solucién de una inecuacién ademas de
ejercicios resueltos y problemas de contexto resueltos. Finalmente, el capitulo 7 que
titula Poligonos. Triangulos encontramos un problema resuelto que involucra usar la

propiedad del triangulo, tal como podemos observar en la Figura 15.
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Figura 15. Inecuacion obtenida a partir de la propiedad del triangulo
Fuente: Peru d (2016, p. 104)

En libro TE4, los capitulos donde encontramos los temas o propiedades relacionadas
a nuestro objeto de estudio son el capitulo 1, capitulo 3, capitulo 4 y capitulo 6. En el
capitulo 1, Numeros racionales e irracionales. Magnitudes, encontramos el tema
intervalos (p.20-21), como representar un intervalo en la recta numérica asi como su
representacion algebraica mediante el uso de los signos de desigualdad, esto a partir
de un contexto dado en lenguaje natural, ademas encontramos operaciones con
intervalos. En el capitulo 3, Sucesiones y progresion geométrica, en el tema
sucesiones crecientes y decrecientes (p. 51), encontramos un ejercicio resuelto en el
cual se pide verificar que la sucesidon es creciente, para ello se hace uso de las
propiedades de desigualdad tal como se observa en la Figura 16. En el capitulo 4,
Sistemas de ecuaciones. Inecuaciones lineales, encontramos el tema inecuaciones
lineales (p.76), las propiedades de desigualdad para el tratamiento algebraico en las
inecuaciones y dos problemas resueltos de inecuaciones. Finalmente, en el capitulo
6, Triangulos, encontramos un problema resuelto que involucra usar la propiedad del

triangulo similar al mostrado en la Figura 15.
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Figura 16. Verificar si una sucesion es creciente mediante las desigualdades
Fuente: Peru f (2016, p. 51)

Para finalizar con los textos escolares, en el libro TES nuestro objeto de estudio lo
encontramos en el capitulo 1, Numeros reales. Magnitudes, en el tema relacién de
orden en R e intervalos (p. 16-17), en dicha seccidn se establecen las propiedades
de relacion de orden de los nimeros reales de forma formal, mediante el uso de los
cuantificadores, tal como se puede observar en la Figura 17, dicha presentacion de
las propiedades de forma distinta a como se las presenta en los textos escolares que
corresponden a los afios anteriores, como se observa en la Figura 18. Cabe senalar,

gue solo se muestra un ejercicio resuelto de una inecuacion lineal en el TES.
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Figura 17. Propiedades de la relacién < en el TES
Fuente: Peru h (2016, p. 16)

Figura 18. Propiedades de la desigualdad en el TE2
Fuente: Peru b (2016, p. 86)

4.1.2 Descripcion del cuaderno de trabajo (CT)

En los cuadernos de trabajo encontramos un conjunto de actividades en las cuales es
necesario poner en practica los conocimientos matematicos adquiridos. Respecto al
contenido de los cuadernos de trabajo, en el CT1 se sefiala que en el cuaderno de
trabajo “encontraras diversas actividades sobre situaciones cotidianas cuyo desarrollo
permitira encontrarle sentido y significatividad a la matematica” (Peru, Ministerio de
Educacién, 2015b, p. 3).

Los cuadernos de trabajo que corresponden a los dos primeros afios de estudio de
educacion secundaria son el CT1 y CT2, elaborados por la editorial Norma, cada uno

de ellos esta organizado en 9 unidades, y cada unidad esta conformada por fichas de
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trabajo, donde se presentan actividades en contexto. En cada una de las fichas
encontramos las secciones iniciemos, resolvamos, reflexiona, resuelve situaciones

significativas, autoevaluacion, coevaluaciéon y metacognicion.

Describimos a continuacion cada una de las secciones tal como se indican en el CT1:

e Iniciemos, permite reconocer saberes previos.

e Resolvamos,propone la estrategia a usar para resolver el problema planteado.

e Reflexiona, pide reflexionar acerca del proceso para el logro del aprendizaje
que se desea obtener.

e Resuelve situaciones significativas, presenta situaciones significativas que
ayuden al desarrollo de la competencia y capacidad en la ficha.

e Autoevaluaciéon y coevaluacion, presenta preguntas que favorecen la
autorregulaciéon de los procesos.

e Metacognicién, presenta actividades que permita reflexionar sobre el proceso

de aprendizaje.

Porfinalizar cada unidad, se presenta una ficha de autoevaluacion, donde se enuncian
actividades que permitan reflexionar acerca de los conocimientos aprendidos a lo

largo de toda la unidad.

En el CT1, nuestro objeto de estudio lo encontramos en la unidad 6, El Peri y su
gente, en la Figura 19 observamos la descripcion de la competencia a desarrollar en
dicha unidad en referencia a las inecuaciones lineales. Las fichas en las cuales

encontramos a las inecuaciones lineales en dicha unidad son:

e Ficha 42. Tiempo de descanso
e Ficha 43. Aplicaciones de desigualdades en variadas situaciones
e Ficha 44. Aplicaciones de inecuaciones en variadas situaciones

o Ficha 45. Aplicaciones de inecuaciones en variadas situaciones y evaluacion.

Figura 19. Descripcion de las competencias a desarrollar en la unidad 6 del CT1

Fuente: Peru c (2015 p. 5)
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De la misma manera, nuestro objeto de estudio en el CT2, lo encontramos en la unidad
5, NUmeros, formas y nuestros recursos, tal como se observa en la descripcion
dada en la Figura 20. Mientras que las fichas en relacion a las inecuaciones lineales

son: Ficha 33. Plataformas petroliferas, Ficha 34. Perforacion de pozos y evaluacion.

Actla y piensa matematicamente
en situaciones de regularidad,
equivalencia y cambio.

Emplear estrategias heurfsticas al resolver problemas de
inecuaciones lineales.

Calcular el perimetro y drea de figuras poligonales regulares y
compuestas, triangulos y circulos, componiendo y descomponiendo
en otras figuras cuyas medidas son conocidas con recursos gréficos
y otros.

Actua y piensa matematicamente en
situaciones de forma, movimiento y
localizacién.

Figura 20. Descripcion de las competencias a desarrollar en la unidad 5 del CT2
Fuente: Peru c (2016, p. 5)

Respecto a los textos CT3, CT4 y CT5, elaborados por la editorial Santillana, cada
uno de ellos esta organizado en 8 unidades, los cuales contienen fichas basadas en
situaciones en contexto. En la Figura 21 podemos observar la estructura que sigue

cada una de las fichas que comprenden los cuadernos de trabajo.

Figura 21. Estructura de las fichas del CT3
Fuente: Peru e (2016, p. 4)

En relacion a nuestro objeto de estudio, en el CT3 lo ubicamos en la unidad 1,
Numeros racionales irracionales. Inecuaciones, Yy las fichas en las cuales se
encuentran son: Etapas de la vida humana, Bajas temperaturas, Presupuesto familiar,
Chat entre amigos, Pasco, una region de altura, Buscamos la operacion, Valor
energético, Promedio de notas, Escalas termométricas, Cultivos peruanos, ;Quién

tiene razén?, Unlugar para estacionar, Un sinfin de colores y EI mas rapido. Mientras
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que en el CT4, las fichas en las cuales identificamos a nuestro objeto de estudio se
encuentran en la unidad 4, Sistema de ecuaciones. Inecuaciones. Relaciones
meétricas, y son: Agua para la pecera, Huertos ecolégicos, Fertilizante organico,
Camparnia solidaria. Finalmente, en el CT5 ubicamos a nuestro objeto de estudio en la

ficha Cosecha de duraznos, de la unidad 1, NUumeros reales. Magnitudes.

A partir de nuestro analisis ecoldgico, podemos interpretar que una posible razén de
ser de las inecuaciones, en nuestro contexto educativo, es la resolucion de problemas
de contexto con condiciones de desigualdad, asi mismo, tal como senala Bagni (2005)

y Borello (2010) se encuentra subordinada al objeto matematico ecuacion.

A continuacién presentamos la descripciénde la praxeologia matematica reconstruida

en torno a las inecuaciones lineales de la coleccion de libros didacticos descritos.
4.2 Analisis Praxeolégico

En esta seccidén describimos la praxeologia matematica reconstruida de los libros
didacticos en torno a las inecuaciones lineales, es decir presentamos una descripcion
de los tipos de tareas, tareas, técnicas, tecnologia y teoria identificados en la coleccion

de libros didacticos.

Para presentar dicha praxeologia consideraremos las siguientes notaciones:
Ti: Es el tipo de tarea i.
tij: Es la tarea j del tipo de tarea Ti.

Tijk: Es la técnica; donde i corresponde al tipo de tarea, j corresponde al

numero de tarea y k indica el numero de técnica de la tarea j.
0: Es la tecnologia que justifica la técnica.
®: Es la teoria que justifica la tecnologia.

A partir de nuestro analisis de la coleccion de libros didacticos, identificamos 9 tipos
de tareas relacionadas con las inecuaciones lineales. A continuacidon mostramos los

tipos de tareas identificados en la coleccién de libros didacticos analizados:
T1: Representar una desigualdad.
T2: Comprobar la solucién o soluciones de una inecuacion lineal.

T3: Resolver una inecuacién lineal con una incognita.
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Ta: Resolver un sistema de dos inecuaciones lineales.

Ts: Resolver un sistema conformado por un sistema de inecuaciones lineales y una

ecuacion lineal.

Te: Resolver una inecuacion lineal que tiene parametros.

T7: Comparar expresiones.

Ts: Justificar las técnicas de resolucion.

Te: Determinar el conjunto solucion de una inecuacién lineal de dos incognitas.

Para la agrupacion de las tareas y los tipos de tareas, como se podra observar mas
adelante, se tomd en consideracion las ampliaciones o variaciones de las técnicas, en
el caso de los tipos de tarea T3, T4, Tsy Te, asi como, por el tipo de inecuaciones que
se obtienen de su planteamiento. Asi mismo, se tomo6 en consideracion las tareas que
tienen distinta naturaleza respecto al género de tareas al cual pertenecen, como es el
caso de las tareas T1, T2, T7, Tsy Te. A continuacion exponemos la evaluacién de los
tipos de tareas identificados, acompafiamos a cada tipo de tareas un numero entre
paréntesis, el cual indica la frecuencia con la cual aparecen en la coleccion de libros

analizados.

Segun el criterio de identificacion observamos que los tipos de tarea T1(114) y T3 (58)
son los tipos de tarea con mayor presencia en la coleccion de libros, seguido del tipo
de tareas T4 (37), T2(35), T7(9), Ts (10)y Ts (14). Mientras que las tareas del tipo Te
(3) y T9(4) son las de menor presencia, pues se identificaron solo en el libro CT1, que

corresponde al primer afo de educacion secundaria.

Respecto a la frecuencia de tareas presentes por afo de estudio, observamos mayor
cantidad de ellos en los libros que corresponden al primer afio de educacidn
secundaria y al tercer afo de educacion secundaria, con 72 y 110 respectivamente.
En contraste, en los libros que corresponden al quinto afio de educacion secundaria,
notamos la ausencia de tareas relacionadas a nuestro objeto de estudio. En la tabla 3
se muestra la cantidad de problemas de cada tipo de tareas identificadas en la
coleccion de libros analizados, asi como la cantidad de problemas resueltos y

propuestos en cada uno de los libros que pertenecen a la coleccion.
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Tabla 3. Cantidad de problemas en la coleccion de libros didacticos

Problemas | Problemas
Nivel Tt T2 T3 Ta Ts Te Tz Tsg To Total
resueltos | propuestos
. TE1 8 0 7 1 0O 0 O 0 O 15 1 16
o
(7]
« |¢cmTMf{23 9 13 2 1 3 0 1 4| 0O 56 56
. |TE2 {16 5 2 5 0 0 O 0 O 24 4 28
o
(7]
& | CcT2(17 8 4 O O O O 1 oOof o0 30 30
. | T™’e3|{13 3 1 8 3 0 0 0 O 26 2 28
8
(7]
» | CT3( 24 6 23 18 3 0 O 8 O 0 82 82
. TE4 3 0 3 2 0O O 1 0 O 9 0 9
3
(7]
< CT4 6 4 4 1 7 0 2 0O O 0 24 24
. TES 2 0 1 0 O 0 2 0 O 5 0 5
o
(7]
in CT5 2 0 0 0 0O 0 4 0 O 0 6 6
Total 114 35 58 37 14 3 9 10 4 79 202 281

En lo que se refiere a la razén de ser de los tipos de tareas identificados, esta se
encuentra explicitada en las capacidades que se establecen en la competencia actaa
y piensa matematicamente en situaciones de regularidad, equivalencia y
cambio, que se encuentra en la Resolucion Ministerial N° 199-2015, asi como en la

coleccién de libros didacticos analizados.

Es asi como, la presencia del tipo de tarea T1verifica los lineamientos que establecen
que el alumno debe ser capaz de matematizar situaciones, asi como de comunicary
representar ideas matematicas, ya que en las tareas que conforman el tipo de tarea
T4, el estudiante a partir de situaciones con condiciones de desigualdad, debe realizar
transformaciones del lenguaje natural al algebraico para obtener una inecuacién que
represente la situacion dada, y ademas determinar las diferentes representaciones del

conjunto solucién de una inecuacion.
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Ahora bien, para determinar el conjunto solucion de una inecuacién es necesario
realizar transformaciones algebraicas a las inecuaciones, dicho tratamiento se
realizan en las tareas del tipo T3, T4, Ts y Te, los tipos de tareas mencionados
comprenden las tareas en las cuales el alumno debe ser capaz de elaborar y usar
estrategias. Asi mismo, esa capacidad se desarrolla al resolver las tareas del tipo Tz,
donde encontramos tareas en las cuales debe usarse las propiedades de
desigualdades para establecer una relacion de orden entre dos expresiones 0 mas
expresiones, por ejemplo determinar si una sucesidn es creciente o decreciente (ver

Figura 16 en la pag. 65).

Ademas, la razdn de ser las tareas del tipo Te, T7y Ts se explicita en la capacidad de
razonar y argumentar generando ideas matematicas, es decir justificar las
propiedades de desigualdad usadas al realizar las transformaciones algebraicas. Asi
mismo, segun dicha capacidad el estudiante debe ser capaz de validar la solucién o
soluciones de una inecuacion de acuerdo al contexto del problema, esa capacidad se
desarrolla al resolver las tareas planteadas en un contexto extramatematico, las
cuales encontramos en los tipos de tareas Ts, T4, Tsy Te; y comprobar si un elemento

es solucién de una inecuacion en las tareas del tipo Ta.

Por otra parte, en los indicadores de desempefio dados en la Resolucién Ministerial
N° 199-2015 (ver tabla 1 en la pag. 27) no se sefiala de manera explicita la presencia
de tareas del tipo de tarea Tgen ninguno de los afios de educacion secundaria, aunque
podriamos sefalar que esta relacionada con la capacidad de comunicary representar
ideas matematicas, pues para realizar las tareas que lo conforman es necesario
representar en el plano cartesiano el conjunto solucidn de la inecuacion, y la capacidad
de elaborar y usar estrategias mediante la representacion grafica en el plano
cartesiano para determinar el conjunto solucién de la inecuacién lineal de dos

incognitas.

En tanto al criterio de pertinencia al evaluar los tipos de tareas, consideramos que el
tipo de tarea To9 no es pertinente, pues dicho tipo de tarea no se contempla en el
programa curricular presente. Pero al revisar el plan curricular anterior, el Disefio
Curricular Nacional de Educacion Basica Regular del Peru (2009), observamos que si
se contempla el tipo de tareas Tg dentro de los conocimientos que deben adquirir los

estudiantes de quinto afio de secundaria (ver Figura 22).
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] J-'\Igebra

+ Meétodo grafico y método de Gauss para la
resolucion de sistemas de ecuaciones.

* Inecuaciones lineales de dos incognitas.

* Introduccion a la programacion lineal.

« Ecuaciones trigonometricas.

Figura 22. Conocimientos esperados de Algebra en 5° secundaria
Fuente: Adaptado de Peru (2009, p. 337)

A continuacion presentamos los tipos de tareas T; y las tareas tijque lo conforman.
Para cada tarea tij mostramos las paginas donde se encuentran los problemas que
engloban dicha tarea, ademas de la respectiva técnica o técnicas que se presentan
en la coleccion de libros didacticos, asi como la tecnologia que justifica las técnicas.
Respecto a la teoria, la justificacién de la tecnologia, la encontramos en el cuerpo

conmutativo ordenado (R,+, -)y el anillo conmutativo de polinomios (R[x],+, -).

Al final de la presentacion de cada uno de los tipos de tarea, las tareas, las técnicas y
las tecnologias, realizamos la evaluacién de las tareas identificadas, asi como la
evaluacion de las técnicas y tecnologias, basandonos en los criterios propuestos por
Chevallard (1999)

T1: Representar una desigualdad

El tipo de tarea T1 comprende las tareas en las cuales se debe realizar
transformaciones del lenguaje natural al lenguaje algebraicoy viceversa, a situaciones
con condiciones desigualdad, asi como la representacion mediante notacion de
intervalo y/o en la recta numérica de una desigualdad (conjunto solucion de una
inecuacién de una incognita).

Identificamos 5 tareas del tipo T1 presentes en los libros didacticos analizados, tanto
en los textos escolares como en los cuadernos de trabajo. Detallamos a continuacion
las 5 tareas identificadas, asi como la caracterizacidén de sus respectivas técnicasy el

bloque tecnoldgico-tedrico que justifica las técnicas.

t11: Representar una desigualdad usando los signos de desigualdad

<, >, <, =, apartir del lenguaje natural

73



Tabla 4. Problemas que comprenden la tarea t11

Ano

Texto escolar (TE)

Cuaderno de trabajo (CT)

1° Sec.

Pag. 92:
pag. 93: ejemplo;
pag. 94: tabla 36.1 (4

ejemplos).

ejemplo;

Problema propuesto:

pag. 90.

Ficha 42 (El tiempo de descanso): problema 4
(propongo una expresion matematica) de la pag.
198 y pag. 199. Ficha 43 (Aplicaciones de
desigualdades en variadas situaciones) item 1
de problema 1 (crecimientominero) de la pag. 200,
item d del problema 2 (apoyo minero) en la pag.
201, pregunta 3 de finalicemos en la pag. 203.
Ficha 44 (Aplicaciones de inecuaciones en
variadas situaciones) item i de problema 2
(Cumplir con la meta) en la pag. 206, problema 3a
de resuelve situaciones significativas en la péag.
207. Ficha 45 (Aplicaciones de inecuaciones en
variadas situaciones) item 1 de problema 1
pag. 208. Ficha 45
(Aplicaciones de inecuaciones en variadas

(Fotocopias) en la

situaciones) item e, item | de problema 2 (Calidad
asegurada) en la pag. 209-210; item a de
problema 3 (jCuidado! Maquina trabajando) en la

pag. 210.

2° Sec.

Pag. 84: 2 ejempilos;
pag. 86: ejemplo.

Problema propuesto:
pag. 82 (2
problemas)

Ficha 33 (Plataformas petroliferas) en la pag.
156: item 2 de Iniciemos; pag. 157: problema 1
(Planteo problemas de acuerdo con el contexto)
items 1, 2y 3; pag. 158: problema 4 (Propongo una
expresion matematica) items 1 y 2; pag. 159:
pregunta 1 de Finalicemos (4 ejercicios). Ficha 34
(Perforacion de pozos) en la pag. 160: problema
1 (Precio maximo) item 1 y 2; Problema 2
(Perforacion de un pozo) items 2, 3, 4, 5 y 6.
Evaluacién (Produccién de petréleo) en la pag.
188: pregunta 1.

74



3° Sec. | Pag. 18: 2 ejemplos | Fichas: Bajas temperaturas en la pregunta 8 de
en como hacer; pag. | la pag. 15; Presupuesto familiar en la pregunta 6
19: 2 ejemplo en | de la pag. 25; Chat entre amigos en la pregunta
coémo hacer 8 y 9de la pag. 31; Pasco, una region de altura
en la pregunta 7 de la pag. 32; Un sinfin de

Problema propuesto:

pag. 19 colores en la pregunta 2 de la pag. 52.

4° Sec. | Pag. 20: ejemplo en | Fichas: Huertos ecolégicos en la pregunta 6 de
como hacer. la pag. 182.

5° Sec. Fichas: Cosecha de durazno en la pregunta 8 de
la pag. 23.

Mostramos a continuacion un ejemplo representativo de la tarea, identificada en el
TE1.

La masa corporal de Juan es mas de 35 kilogramos,

pero menos de 50 kilogramos.

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 94)
Técnica (t111):
Paso 1: Asignar mediante letras la cantidad o cantidades desconocidas.
Sea m: masa corporal de Juan.
Paso 2: Modelar la expresién algebraica a partir del texto.
En el ejemplo la expresién es m.

Paso 3: Ildentificar la(s) palabra(s) cuyo significado corresponde(n) al signo o

signos a usar (<,>,< 0 =), asi como la cota superior y/o cota inferior de la o las

condiciones de desigualdad.

El frase “es mas de 35” se expresa como 35<m Y la frase “menos de 50" se

expresa como m< 50 entonces la desigualdad se expresa como 35 <m<50.
Tecnologia (6):

01 : Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
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t12: Representar una desigualdad en lenguaje natural, a partir de una expresion

dada mediante los signos de desigualdad <, >, <, >

5>

Tabla 5. Problemas que comprenden la tarea t12

Ano

Texto escolar (TE)

Cuaderno de trabajo (CT)

1° Sec.

Pag. 92: ejemplo.

Ficha 42 (El tiempo de descanso): problema 2 (3
ejercicios) (propongo una expresion matematica)
de la pag. 199; item d del problema 3 (jCuidado!
Maquina trabajando) en la pag. 211.

2° Sec.

Ficha 33 (Plataformas petroliferas) en la pag.
158: problema 3 (Experimento para resolver el
problema); pag. 159: pregunta 2 de Finalicemos (3
ejercicios). Ficha 34 (Perforacion de pozos) enla
pag. 160: problema 1 (Precio maximo) item 4.

3° Sec.

Pag. 78: pregunta 1

de cémo hacer.

Fichas: ¢ Quién tieneraz6n? en la pregunta 10 de
la pag. 49; El més répido preguntas 4y 5 de la
pag. 55

5° Sec.

Pag. 17: ejemplo.

Ficha: Cosecha de duraznos en la pregunta 8 de
la pag. 23.

Un ejemplo representativo de la tarea se encuentra en la pag. 199 del CT1.

Escribe como proposicion la siguiente expresion:

X<30. Supongamos que X representa la edad de tu maestro.

Fuente: Adaptado de Peru ¢ (2015, p. 199)

Técnica (t121):

Paso 1: Dado el o los signos de desigualdad (<,>,< o =) en la expresion,

establecer su significado en el lenguaje natural.

Paso 2: De acuerdo al contexto establecido en la situacion establecer el

significado de la expresion en lenguaje natural.

Tecnologia (0):
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01 : Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural

t13: Representar una desigualdad mediante notacién de intervalo y/o en la recta
numeéerica, a partir de una expresion dada mediante los signos de desigualdad

< > < >

5>

Tabla 6. Problemas que comprenden la tarea t13

Ano Texto escolar (TE) Cuaderno de trabajo (CT)

1° Sec. Ficha 43 (Aplicaciones de desigualdades en
variadas situaciones) item f, g del problema 2
(apoyo minero) en la pag. 201. Ficha 44
(Aplicaciones de inecuaciones en variadas
situaciones) item j de problema 2 (Cumplir conla
meta) en la pag. 206, problema 3a de resuelve

situaciones significativas en la pag. 207.

2° Sec. | Pag. 85: ejemplo 3 (3 | Ficha 34 (Perforacion de pozos) en la pag. 160:
ejercicios). problema 1 (Precio maximo) item 4 y 5; pag. 162:

Problema 2 (Perforacion de un pozo) item 8.

3° Sec. | Pag. 19: ejemplo en | Fichas: Un lugar para estacionar en la pregunta
coémo hacer; pag. 78: | 9 de la pag. 51.
pregunta 2 de como

hacer.

Problema propuesto:
pag. 19.

4° Sec. Fichas: Fertilizante organico en la pregunta 8 de
la pag. 185; Campafia solidaria en la pregunta 6
(2 ejercicios) y 8 de la pag. 187.

5° Sec. | Pag. 17: ejemplo

En la Figura 23, tenemos un ejemplo representativo de la tarea.
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Figura 23. Representacion de una inecuacion mediante un intervalo
Fuente: Peru d (2016, p. 78)

Técnica (t131):
Paso 1: Identificar las forma de la desigualdad (a<x<b, a<x<b, a<x<b,
a<x<b, x>a, x<b) que se presente, con su respectiva representacion como
intervalo y/o en la recta numérica.

Tecnologia (0):

02 : Representacion del conjunto solucion de una inecuacién

t14: Representar una desigualdad mediante notacion de intervalo o usando los

signos de desigualdad <, >, <, >; a partir de su representacion en la recta
numeérica

Esta tarea se encuentra en el CT1, Ficha 43 (Aplicaciones de desigualdades en
variadas situaciones) item a (6 ejercicios) del problema 2, pag. 201. Ademas, en la
pag. 85 del TE2, como ejemplo 1 (4 ejercicios), ejemplo 2 (4 ejercicios), y en el CT3

en la actividad El mas rapido ejercicios (2) en la pag. 54y pregunta 4 en la pag. 55.

Un ejemplo representativo de dicha tarea se puede observar en la Figura 24.

Figura 24. Representacion de un intervalo a partir de su representacion en la recta
Fuente: Peru b (2016, p. 85)

Técnica (t141):
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Paso 1: Identificar en la representacion en la recta numérica, su respectiva
representacion como intervalo y/o la forma de la desigualdad

as<x<b,a<x<b,as<x<b,a<x<b,x>a, x<b.
Tecnologia (0):
02: Representacion del conjunto solucion de una inecuacién

t1s5: Representar una desigualdad mediante notacidén de intervalo y/o en la recta

numeérica, a partir del lenguaje natural

Tabla 7. Problemas que comprenden la tarea ti5

Ano Texto escolar (TE) Cuaderno de trabajo (CT)

3° Sec. | Pag. 18: 2 ejemplos en | Ficha: Etapas de la vida humana en la
como hacer; pag. 19: 1| pregunta 6 y 7 de la pag. 13; Chat entre
ejemplo en cémo hacer; | amigos en la pregunta 7 (4 ejercicios) de la
pag. 20: 1 ejemplo en | pag. 31; Pasco, unaregion de altura en la
coémo hacer. pregunta 5,7 de la pag. 32 y la pregunta 9, 10
de la pag. 33; Buscamos la operacion en la

pregunta 2 de coevaluacion en la pag. 37.

4° Sec. | Pag. 21: 1 ejemplo en | Ficha: Fertilizante organico en la pregunta 5
coémo hacer; pag. 20: 1 | dela pag. 185.

ejemplo en céomo hacer

Un ejemplo representativo de dicha tarea, lo podemos observar en la Figura 25.

Figura 25. Representacion en la recta numérica a partir de un texto

Fuente: Peru d (2016, p. 20)
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Técnica (t151):

Paso 1: Identificar en el contexto del enunciado la cota inferior y/o superior, asi
como las palabras cuyo significado corresponda a alguno de los simbolos <, <.

Realizar el paso 2.1 y/o el paso 2.2.

Paso 2.1: Escribir la cota inferior y/o superior de menor a mayor e identificar el
simbolo cerrado o abierto a usar en las cotas, segun el signo de desigualdad

identificado.

Paso 2.2: Ubicar en la recta real la cota inferior y/o superior, colocando un circulo
en cada uno de ellos, pintar el circulo en caso que en la cota se identifique el

simbolo <.
Tecnologia (0):
01: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacion del conjunto solucion de una inecuacion
Evaluacion de las tareas que conforman el tipo de tarea T+
Las tareas que conforman el tipo de tarea T4 son:

t11: Representar una desigualdad usando los signos de desigualdad <, >, <, >, a
partir del lenguaje natural
t12: Representar una desigualdad en lenguaje natural, a partir de una expresién dada

mediante los signos de desigualdad <, >, <, >

t13: Representar una desigualdad mediante notacién de intervalo y/o en la recta
numérica, a partir de una expresiéon dada mediante los signos de desigualdad
<, > 5, 2

t14: Representar una desigualdad mediante notacion de intervalo o usando los signos

de desigualdad <, >, <, >; a partir de su representacién en la recta numérica

t15: Representar una desigualdad mediante notacion de intervalo y/o en la recta

numérica, a partir del lenguaje natural
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La tarea t11 (45) es la de mayor frecuencia en la coleccion de libros didacticos

analizados, ademas podemos observar una distribucion proporcionada en la cantidad
de problemas que comprenden las tareas t12 (16), t13(18), t14 (17) y t15(18).

La tarea t11 la identificamos en los libros didacticos de 1°, 2°, 3° y 4° de educacion
secundaria, pues en las fichas de los cuadernos de trabajo se plantean situaciones en
contexto, y encontramos preguntas en las que se pide representar mediante una
inecuacion una situacion dada en un texto, asi que cumple el criterio de pertinencia la
tarea t11. Por citar un ejemplo, mostramos el enunciado de un problema del CT2,
donde se pide determinar la inecuacion que modela la situacion planteada con una

condicion de desigualdad.

Carlos necesita comprar una escalera para armar la base de una plataforma.
Si tres veces el valor de una escalera disminuida en S/. 150 no puede ser mas
de S/1500, ¢;Cuél es el precio maximo que debe tener la escalera?

e ;Con qué letra representamos el valor de la escalera?

e ;Qué inecuacion modela la inecuacion?

Fuente: Adaptado de Peru c (2016, p. 160)

Respecto a la tarea t12, la identificamos en los libros didacticos de 1°, 2°, 3°y 5° de
educacién secundaria, mientras que la tarea t13 la identificamos en los libros didacticos
de los 5 afos de educacion secundaria. La pertinencia de ambas tareas se
fundamenta en el hecho de representar el conjunto solucion de una inecuacion, tanto
en el lenguaje natural, o mediante la notacion de intervalo y su representacion en la
recta numérica, mostramos un ejemplo de dicha tarea, donde se pide representar el
conjunto solucién de una inecuacidén, tanto en lenguaje natural como en notacion de

intervalo y ademas su representacion en la recta numérica.

e (;Cual es el conjunto solucion? ;Por qué?

e Representa graficamente el conjunto solucion.

Fuente: Adaptado de Peru c (2016, p. 160)

Mientras que los problemas que corresponden a la tarea t14 los identificamos en el
CT1, el TE2 y el CT3. Los problemas que comprenden la tarea t14 son planteados

dentro de situaciones en un contexto intramatematico (ver Figura 26). Pero, como ya
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se sefald en la descripcidn de los textos escolares, en el TE1 no se presenta la técnica
ni la tecnologia que permita realizar la representacion en la recta numérica de una
desigualdad, aun asi, en el CT1 se propone un problema que involucra a la
representacion en la recta numérica de una desigualdad. La técnica y la tecnologia
para realizar la representacién en la recta numérica de una desigualdad, la

identificamos recién en el TE2, de alli que la presencia de la tarea t14 no es pertinente

en los libros didacticos de 1° de educacion secundaria.

Figura 26. Ejemplo de la tarea t14
Fuente: Peru c (2015, p. 201)

Finalmente, los problemas que corresponden a la tarea t1s los identificamos en los
textos que corresponden al 3° y 4° de educacion secundaria, en los cuales de manera
directa se pide representar en la recta numeérica o mediante notacion de intervalo, una
situacion con condiciones de desigualdad, tal como se puede ver en el enunciado que

mostramos a continuacion.

9. Si el intervalo fuer desde -11°C, pero menor de 10°C, ;cémo lo

representarias en la recta numérica? ;Que tipo de intervalo seria?

Fuente: Adaptado de Peru e (2016, p. 33)

La razéon de ser de la tarea se fundamente en las tareas en las cuales se realizan
operaciones con intervalos, tal como se sefiala en el CT3 (ver Figura 27), dichas tareas

no forman parte de nuestro analisis.
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Figura 27. Razon de ser de la tarea tis
Fuente: Peru e (2016, p. 33)

En la tabla que mostramos a continuacion se observa la frecuencia de las tareas que
corresponden al tipo de tareas T1 en la coleccion de libros didacticos.

Tabla 8. Cantidad de problemas de tareas del tipo T1

Nivel Tareas Tareas Total
ve itz tis T s Resueltas Propuestas ofa
S TE1| 7 1 0 0 0 8 0 8
(7]

(/)]

o CT1{9 4 4 6 O 0 23 23

o TE2| 5 0 3 8 0 14 2 16

®

N CT2|10 5 2 0 0 0 17 17

S TE3| 5 1 3 0 4 11 2 13

®

o CT3| 6 3 1 3 11 0 24 24

S TE4 | 1 0 0 0 2 3 0 3

()

(/)]

& CT4| 1 0O 4 0 1 0 6 6

o TES5| O 1 1 0 0 2 0 2

(7]

(/)]

o CT5| 1 1 0 0 0 0 2 2
Total 45 16 18 17 18 38 76 114

Evaluacién de las técnicas identificadas que permiten hacer las tareas del tipo

T1y el bloque tecnolégico-teérico que permite justificar las técnicas
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Respecto a la identificacion de las técnicas para hacer las tareas del tipo T1 en los
libros didacticos, podemos afirmar en general que para cada una de las tareas que la

componen, identificamos la técnica que describe el modo de hacer la tarea, salvo el
caso de la tarea t14, presente en el CT1, pero cuya técnica recién es identificada en el

TEZ2.

El alcance de las técnicas identificadas es satisfactorio, puesto que permiten hacer las
tareas que conforman el tipo T1, mas aun, las técnicas t111, T121, T131Y T141 Se integran
a las técnicas de los tipos de tareas que conforman el género de tareas resolver, que
describiremos mas adelante, de alli que su razén de sery pertinencia esta justificada.
Mientras que la razén de ser y pertinencia de la técnica t1s1 esta ligada mas a las

tareas referentes a las operaciones con intervalos.

Respecto a la tecnologia, la justificacion de la técnica, identificamos su presencia en
la coleccidn de libros didacticos analizados. Asi por ejemplo, en el TE1 encontramos
la tecnologia que justifica las técnicas t111, T121 Y 7141, también identificamos la

tecnologia que justifica las técnicas t131, T141y T151. Ambas tecnologias se pueden

observar en la Figura 28 y Figura 29, respectivamente.

Figura 28. Tecnologia de las técnicas t111, t121 y T141 identificada en el TE1
Fuente: Peru b (2015, p. 93)
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Figura 29. Tecnologia t131 y 1141 identificada en el TE2
Fuente: Peru a (2016, p. 84)

T2: Comprobar la soluciéon o soluciones de una inecuacién lineal

El tipo de tarea T2 comprende los problemas que consisten en comprobar si un

elemento es solucién de una inecuacion lineal, el elemento al cual nos referimos,

puede ser un par ordenado, para el caso de una inecuacion lineal con dos incégnitas,

0 puede ser un numero, en el caso de que se trate de una inecuacion lineal con una

incognita.

A continuacion mostramos la tarea, asi como la caracterizacion de sus técnicas y el

bloque tecnoldgico-tedrico que justifica las técnicas.

t21: Comprobar si un elemento pertenece al conjunto solucion de unainecuacion

lineal

Tabla 9. Problemas que comprenden la tarea t21

Ano

Texto escolar

Cuaderno de trabajo

1° Sec.

Ficha 43 (Aplicaciones de
desigualdades en variadas
situaciones) item 2 del problema 1
(crecimiento minero) de la pag. 200,
problema 1 (Resuelve situaciones
significativas) de la pag. 203. Ficha 45
(Aplicaciones de inecuaciones en
variadas situaciones) item 3 de
problema 1 (Fotocopias) en la pag. 208,
tem h del problema 2 (Calidad
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asegurada) en la pag. 210, pregunta 2 (4

ejercicios) de resuelve situaciones
significativas y metacognicion en la pag.

211.

2° Sec. | Pag. 85:

gjercicios); pag. 91: problema

eiemplo 1 (4

cercando un terreno de

dimension maxima.

Ficha 33

problema 1

(Plataformas petroliferas)

(Planteo problemas de
acuerdo con el contexto) item 4 en la pag.
157,
expresion matematica de la pag. 158,

tem 3 y 4 de propongo una

item 1 de valido la solucion del problema
en la pag. 159. Ficha 34 (Perforacion de
pozos) item 1 y 2 de transfiero lo
aprendido en la pag. 162, problema de
finalicemos en la pag. 163. Problema 2 de

Evaluacion en la pag. 188.

3° Sec. | Pag. 19: ejemplo en coémo
hacer, pag. 77: ejemplo; pag.

80: comprobar.

Fichas: Bajas temperaturas pregunta 10
de la pag. 15; Pasco, una region de
altura pregunta 8 de la pag. 32
Promedio de notas en la pregunta 9 de
la pag. 43; Cultivos peruanos pregunta
1 de heteroevaluacion en la pg. 187; Un
lugar para estacionar pregunta 7 en la
pag. 51; Un sinfin de colores pregunta 6

en la pag. 53.

4° Sec.

Fichas: Agua para la pecera pregunta 8
en la pag. 181; Huertos ecoldgicos
pregunta 9 en la pag. 183; Fertilizante
organico pregunta 10 en la pag. 185;
Campafia solidaria pregunta 10 en la

pag. 187

En la Figura 30, se muestra un ejemplo representativo de la tarea.
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Figura 30. Comprobacion en las inecuaciones del TE3.
Fuente: Peru d (2016, p. 80)

Técnica (t211):
Paso 1: Asignar un valor a la incégnita o incégnitas.

Paso 2: Reemplazar dicho valor o valores y realizar las operaciones respectivas,

puede usar la representacion tabular.

Paso 3: De acuerdo al signo de la desigualdad, determinar el valor de verdad de

la desigualdad.
Tecnologia (0):
03: Definicion de conjunto solucién de una inecuacion

Ahora bien, en el TE3 identificamos otra técnica que permite realizar la tarea de
comprobar si un numero pertenece al conjunto solucién de la inecuacion, pero esta
técnica solo se puede aplicar para comprobar las soluciones de inecuaciones lineales
con una incognita, de alli que el alcance de dicha técnica es limitado en comparacion
a la técnica 1211, puesto que no se puede aplicar a inecuaciones lineales con dos
incégnitas. En la Figura 31 se muestra un ejemplo resuelto de la tarea t21, donde se

usa la técnica que denotamos con T212.
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Figura 31. Técnica 1212 identificada en el TE3

Fuente: Peru d (2016, p. 19)
Mostramos a continuacién los pasos que comprende la técnica.
Técnica (t212):
Paso 1: Usar la técnica t131 para representar en la recta numérica la desigualdad.
Paso 2: Ubicar en la recta numérica el valor a comprobar.

Paso 3: Verificar si el valor ubicado en la recta numérica se encuentra dentro de
la representacion del conjunto solucion.

Tecnologia (0):
02: Representaciéon del conjunto solucion de una inecuacion
04: Definicién de intervalo.

Evaluacion de las tareas que conforman el tipo de tarea T2, las técnicas
identificadas que permiten hacer las tareas y el bloque tecnolégico-teérico que
permite justificar las técnicas

Tras la revision de la coleccion de libros didacticos, identificamos problemas

propuestos de la tarea t21 en el CT1, aunque no hay presencia de un problema resuelto
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en el CT1 de dicha tarea, se identifica un esbozo de la técnica para hacer la tarea t21,
tal como se puede observar en la Figura 32, ya que a partir de las preguntas que se
plantean se puede caracterizar una técnica, pues primero se pide evaluar ciertos
valores en cada una de las incognitas y completar una tabla, para luego de ello

considerar los pares ordenados que satisfagan la condicién de desigualdad.

Figura 32. Técnica para validar soluciones de una inecuacién con dos incognitas
Fuente: Peru c (2015, p. 210)
Problemas resueltos de la tarea t21 encontramos en el TE2 y el TE3, pero con

inecuaciones lineales con una incognita, mientras que los problemas propuestos de
dicha tarea, con inecuaciones lineales con una incognita, los encontramos en los

cuadernos de trabajo de los cuatro primeros afos de educacion secundaria.

En referencia al alcance de las técnicas, la técnica 1211 tiene mayor alcance que la
técnica 1212, puesto que la técnica t211 permite hacer todas las tareas del tipo Tz,
mientras que la técnica t212s0lo se puede aplicar a inecuaciones lineales con una
incognita.

En la tabla 10 que mostramos a continuacion presentamos la frecuencia con la cual
aparecen las tareas que corresponden al tipo de tareas T2 en la coleccion de libros

didacticos analizados. Se puede observar que solo en los libros didacticos que
corresponden al 5° de secundaria no se identifica la presencia de la tarea t,,, pues

solo se identificd un problema resuelto de una inecuacion lineal en el TES.
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Tabla 10. Cantidad de problemas resueltos y propuestos de tareas del tipo T2

Problemas Problemas
Nivel tor Total
resueltos propuestos

S TE1 0 0 0 0
[
(/2]
< |et1| 9 0 9 9
S TE2 | 5 5 0 S
®
& |cT2| 8 0 8 8
s | TE3 | 3 3 0 3
)
% | CT3 | 6 0 6 :
s | TE4 | o 0 0 0
®
% | CT4 | 4 0 4 4
S TE5 | 0 0 0 0
®
% |c15| O 0 0 0

Total 35 8 27 35

Respecto a la tecnologia que permite justificar las técnicas identificadas, en el caso
de la tecnologia de la técnica 1211, se puede identificar un discurso sobre la técnica en
el TE1, aunque identificamos un error en dicho discurso, ya que se utiliza el término

igualdad, como se puede ver en la Figura 33.

Figura 33. Discurso que justifica la técnica t211

Fuente: Peru b (2015, p. 94)

Mientras que la tecnologia de la técnica 1212 la identificamos en la definicion que se da

en el TE2 de intervalo, como una representacion del conjunto solucion de una

inecuacion (ver Figura 29).
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T3: Resolver una inecuacion lineal con una incégnita

El tipo de tarea T3 comprende tareas en las cuales se pide resolver una inecuacion
lineal con una incognita, 6 tareas comprenden el tipo de tarea. Una inecuacion lineal
con una incognita dada como expresion algebraica, como es el caso de las tareas t31,
t33 y t35, 0 una inecuacion lineal con una incognita obtenida a partir de un texto, es
decir que primero es necesario realizar una transformacion del lenguaje natural al

algebraico, como es el caso de las tareas tsz, taa y t3e.

En la reconstruccién de la praxeologia matematica consideramos las inecuaciones
que se presentan en la forma simplificada ax + b < ¢ (incluidas sus variantes respecto
a los signos de desigualdad). Una caracteristica de la resolucion de ese tipo de
inecuaciones es que se pueden resolver mediante operaciones aritméticas, es decir
se puede hacer uso del principio de transposicion de términos en los numeros reales
para su resolucion, pero teniendo en cuenta el signo del coeficiente a, de alli que se
ha considerado el caso donde a >0 en las tareas t31y t32, y el caso donde a<0 en

las tareas t33 y tsa.

Las tareas t33 y t34, segun Tsamir y Bazzini (2001, 2002, 2004), son aquellas en las
que los estudiantes tienen mayor dificultad, pues los estudiantes no toman en cuenta
el signo del coeficiente lineal de una inecuacion al realizar las transformaciones

algebraicas en el tratamiento con inecuaciones.

Por ultimo, las tareas t3s y tsse contemplan los problemas donde las inecuaciones
lineales no se dan en la forma simplificada, es decir, las inecuaciones son del tipo

P(x)<c o P(x)<Q(x) (incluidas sus variantes respecto a los signos de desigualdad),
donde P(x) y Q(x) son expresiones polindbmicas de una variable, las cuales mediante
reglas de calculo algebraico se pueden reducir a la forma ax+b,con a=0.

A continuacion mostramos las 6 tareas que conforman el tipo de tareas T3, ademas
de la ubicacion de los problemas que conforman las tareas en la coleccion de libros

didacticos, asi como sus técnicas y el bloque tecnolégico-tedrico que justifica las

técnicas.

t31: Resolver unainecuaciéon lineal de la formaax+b <c,ax+b > c,ax+ b < c,

oax+b>c;cona>0
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Esta tarea comprende los ejemplos 2a, 2b, 2c de la pag. 95 del TE1, ademas el

ejemplo 1 en la seccidn en seccion como hacer de la pag. 17 del TES.

El problema resuelto 2b del TE1, es un ejemplo representativo de la tarea.

Resolvamos la inecuacion 2g+5,8 > -9

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 95)
Técnica (t311):

Paso 1: Restar b o sumar el opuesto de b a ambos lados de la desigualdad, o en
todo caso transponer el término b al lado derecho de la desigualdad invirtiendo la

operacion.
29+5,8+(-5,8)>-9+(-5,8) 0 29>-9-5,8 entonces 2g>-14,8

Paso 2: Multiplicar por 1/a o transponer el coeficiente a al otro lado de la

desigualdad invirtiendo la operacién, como a>0 el signo de la desigualdad no

cambia.

1 1 _
[Ej2g >(Ej_14’8 o g> 1;’8 entonces g >-7,4

Tecnologia (6):
05 : Principios de equivalencias de desigualdades
Principio aditivo:

Si se suma o resta a los miembros de una desigualdad una misma cantidad o
expresion algebraica, se obtiene una desigualdad que resulta ser equivalente a la

primera.
Principio multiplicativo:

Si se multiplica o divide a los miembros de una desigualdad por una misma cantidad

positiva, se obtiene una desigualdad que resulta ser equivalente a la primera.

Si se multiplica o divide a los miembros de una desigualdad por una misma cantidad
negativa, se obtiene una desigualdad que resulta ser equivalente a la primera con el

signo de desigualdad en sentido contrario.
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06 : Principios de transposicion de términos en R
Si a, by ¢ son numeros reales tales que a+b<c entonces a<c-b.

Si a, b y ¢ son numeros reales tales que b>0 y ab <c entonces a<c/b.
Si a, b y cson nimeros reales tales que b<0 y ab <c entonces a>c/b

En el TE2 encontramos una variacion de la técnica t311, la cual denotaremos como
T311*, dicha técnica permite resolver las inecuaciones de la forma ax + b < c (incluidos

sus variantes respecto al signo de desigualdad), donde a, b y ¢ son fracciones de la

forma m/n con n=0,1. Dicha técnica es identificada en la resolucion de una

inecuacion en el ejemplo 2 de la pag. 87 del TE2, con el coeficiente a<o0,

apoyandonos de dicho ejemplo caracterizamos la técnica.
Técnica (t311%):

Paso 1: Determinamos el minimo comun multiplo de los denominadores de las

fracciones y multiplicamos ambos lados de la desigualdad por dicho numero.

Paso 2: Usar la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la adiciony

propiedades de multiplicacion.

Paso 3: Realizar los pasos de la técnica t311.
Tecnologia (0):
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
06: Principios de transposicion de términos en R
0s: Definicion de minimo comun multiplo

Las técnicas presentadas nos permiten resolver la inecuacion lineal hasta obtener una
expresion equivalente de una de las formas: x >m,x <m,x <m o x = m. Sin
embargo, es necesario ampliar la técnica para poder representar el conjunto solucion

de la inecuacion, como por ejemplo en el problema resuelto en el TES.

Representa el conjunto de numeros reales X

que satisfaga la desigualdad 2X+1<3.

Fuente: Adaptado de Peru h (2016, p. 17)
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De alli que, la técnica ampliada seria:

Técnica (t312):

Paso 1: Usar la técnica 1311 0 t311*.

Se obtiene la expresién x<1.

Paso 2: Usar la técnica 1121 y/o 1131.

Representar el conjunto solucion, tal como se observa en la Figura 34.

Figura 34. Ampliacion de la técnica 1311 al resolver una inecuacion en TES

Fuente: Peru h (2016, p. 17)

Tecnologia (6):

01 : Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural

02: Representacién del conjunto solucion de una inecuacion

0s: Principios de equivalencia de desigualdades

06: Principios de transposicion de términos en R

t32: Resolver una inecuacion lineal de laformaax+b <c,ax+b > c,ax+b < c,

oax + b = c;cona > 0, obtenida a partir de un texto

Tabla 11. Problemas que comprenden la tarea t32

Ano

Texto escolar (TE)

Cuaderno de trabajo (CT)

1° Sec.

Pag. 94: Ejemplo
pag.96: ejemplo 4.

1

Ficha 42 (El tiempo de descanso) problema
2d en finalicemos en la pag. 199. Ficha 43
(Aplicaciones de desigualdades en
variadas situaciones) reflexiona (problema
1) de finalicemos de la pag. 203. Ficha 44
(Aplicaciones deinecuaciones en variadas
situaciones) item 1 de problema 1 (Taxi) en

la pag. 204; item j y k de problema 2 (Cumplir
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con la meta) y item 1 de problema 3 (Alquiler
de DVD) en la pag. 206; preguntas 2y 3 de
resuelve situaciones  significativas de
finalicemos en la pag. 207. Ficha 45
(Aplicaciones deinecuaciones en variadas
situaciones) fitem 2 de problema 1
(Fotocopias) en la pag. 208; item by f de
problema 2 (Calidad asegurada) en la pag.
209.

2° Sec. Ficha 34 (Perforacion de pozos) en la pag.
160: problema 1 (Precio maximo) tems 1,2y
3; pag. 162: item 7; pag. 163: problema 3
(Importacion de piezas) y problema de

finalicemos.

3° Sec. Fichas: Promedio de notas en la pregunta 7,
12 de la pag. 43; Un lugar para estacionar
en la pregunta 13 de la pag. 51; El mas
rapido ejercicios (2) en la pag. 54.

4° Sec. Actividad: Campafiasolidariaen la pag. 187:

heteroevaluacion (problema 2).

Un ejemplo representativo de la tarea es el ejemplo 4 del TE1.

El sueldo minimo en el Pert es S/.750. El papa de Carlos es obrero y
percibe dicho monto después de los descuentos de ley. Sabiendo que
cuando trabaja en sus horas extras percibe por hora 1/15 de dicho
monto. ¢ Cuantas horas debe trabajar para que su remuneracion total

sea mayor a S/. 1000?

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 96)

Técnica (t321):

Paso 1: Usar la técnica t111.
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X =Numero de horas que debe trabajar el papa de Carlos

750+%-750-X>IOOO

Paso 2: Usar la técnica 131101311~
Se obtiene la expresion x> 5
Paso 3: Dar una respuesta segun el contexto del problema, usar la técnica t121.

De acuerdo al contexto del problema, la respuesta es: debera trabajar mas de

5 horas.
Tecnologia (0):
61 : Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
06: Principios de transposicion de términos en R
0s: Definicion de minimo comun mudltiplo

t33: Resolver unainecuacion lineal de la formaax+b <c,ax+b > c,ax+ b < c,

oax+b>c;cona<0

Esta tarea comprende el ejemplo 2d de la pag. 95 del TE1, ademas el ejemplo 1y 2
de la pag. 87 del TE2.

El ejemplo 2d del TE1 es un ejemplo representativo de la tarea.

. L[5
Resolvamos la inecuacion ? p>20

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 95)
Técnica (t331):

Paso 1: Restar b o sumar el opuesto de b a ambos lados de la desigualdad, o en
todo caso transponer el término b al lado derecho de la desigualdad invirtiendo la

operacion.

5
En el ejemplo 2d, el valor de b es igual a cero, (_Ej p>20.
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Paso 2: Multiplicar por 1/a o transponer el coeficiente a al otro lado de la

desigualdad invirtiendo la operacidén, como a<0 el signo de la desigualdad se

invierte.

5 5 3
_E _5 p<20 —g , entonces p<-—12.

Tecnologia (0):
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
06: Principios de transposicion de términos en R

Como ya se mencion6 para la técnica de la tarea t31, en el ejemplo 2 de la pag. 87 del
TEZ2 identificamos una variacion de la técnica 1331, la cual denotaremos como 7331,
dicha técnica permite resolver las inecuaciones de la forma ax + b < c (incluidos sus
variantes respecto al signo de desigualdad), donde a, b y ¢ son fracciones de la forma
m/n con n=0,1.

Técnica (t331):

Paso 1: Determinamos el minimo comun multiplo de los denominadores de las

fracciones y multiplicamos ambos lados de la desigualdad por dicho numero.

Paso 2: Usar la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la adiciony

propiedades de multiplicacion.

Paso 3: Realizar los pasos de la técnica t331.
Tecnologia (6):
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
0s6: Principios de transposicion de términos en R
0s: Definicion de minimo comun mudltiplo

Del mismo modo que la tarea t31, para poder obtener la representacién del conjunto
solucidn de la inecuacidén es necesario realizar una ampliacion de la técnica. En el

ejemplo 1 del libro TE2 identificamos una ampliacion de la técnica t331.
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Resolvamos y escribamos el intervalo solucion

de la inecuacion —% X+3<5

Fuente: Adaptado de Peru b (2016, p. 87)

Por lo tanto la técnica ampliada es:
Técnica (t332):
Paso 1: Usar la técnica 1331 0 t331*.
Se obtiene la expresion x> —4.
Paso 2: Usar la técnica t121 y/o T131.

Representar el conjunto solucion, tal como se observa en la Figura 35.

Figura 35. Ampliacion de la técnica tss1 al resolver una inecuacion en TE2
Fuente: Peru b (2016, p. 87)

Tecnologia (0):

01 : Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacion del conjunto solucion de una inecuacion

0s: Principios de equivalencia de desigualdades

06: Principios de transposicion de términos en R

0s: Definicion de minimo comun mudltiplo

ts4: Resolver unainecuacion lineal de la formaax+b <c,ax+b > c,ax+ b < c,

oax+b >c; con a < 0, obtenida a partir de un texto
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Podemos encontrar esta tarea en la pag. 96 de TE1, ejemplo 3.

La hipotermia ocurre cuando la temperatura corporal de una
persona desciende a menos de 35°C. Escribamos y resolvamos
una desigualdad que describa la diferencia que puede haber
entre la temperatura corporal de una persona con hipotermia y
temperatura corporal normal de 37°C.

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 96)
Técnica (t341):
Paso 1: Usar la técnica t111.
X = Numero de grados °C, 37 —-x>35
Paso 2: Usar la técnica 1331 0 1'331.
Se obtiene la expresién x>2.
Paso 3: Dar una respuesta segun el contexto del problema, usar técnica t121.

De acuerdo al contexto del problema, la respuesta es: la diferencia es mayor a
2°C.

Tecnologia (0):

01 : Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural

0s: Principios de equivalencia de desigualdades

06: Principios de transposicién de términos en R

0s: Definicion de minimo comun multiplo

tss: Resolver una inecuacion lineal de la forma P(X)<C 0 P(X)<Q(X) (incluido

sus variantes respecto alos signos de desigualdad)

Esta tarea engloba a la pregunta 3 de como hacer en la pag. 78 del TE3, ademas de
las preguntas en las fichas: Cultivos peruanos, pregunta 9 (5 ejercicios) de la pag.
46; Un lugar para estacionar enla pregunta 2 de coevaluaciéon de la pag. 51; El mas
rdpido ejercicios (4) en la pag. 54 y pregunta 3 y problema en desafio de la pag. 55.
Asi como de los problemas en la pag. 76: ten en cuenta (2 ejemplos), como hacer

(ejemplo 1) del TEA4.
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La pregunta 3 de como hacer del TE3, es un ejemplo representativo de la tarea.

Resuelve la inecuacion x +3(x —5) < 6—4(2 —3Xx) -

Fuente: Adaptado de Peru d (2016, p. 96)

Si las inecuaciones tienen denominadores igual a 1, como en el ejemplo mostrado, la

técnica es:

Técnica (t351):
Paso 1: Si es de la forma P(x)< c, usar transformaciones algebraicas (propiedad
distributiva y/o reduccion de términos semejantes) para expresar P(x) en la forma

simplificada ax+b o si es de la forma P(x)<Q(x), usar transformaciones

algebraicas (propiedad distributiva y/o reduccion de términos semejantes) para
expresar P(x) y Q(x) enla forma simplificada ax+b.

X+3X—-15<6—-8+12x

4X—15<-2+12x

Paso 2: Transponer los términos o usar los principios de equivalencia de
desigualdades para reducir la inecuacion a algunas de las formas: ax < m,ax >

m,ax <mo ax = m.
AX—15+15-12X<2+12X+15-12X 0 4x—-12x<-2+15 entonces —8x <13
Paso 3: Usar la técnica t312 0 T332, segun el signo del numero a.

Como el signo del término lineal es negativo, usamos la técnica tss2, asi

x >—13/8,Yy la representacion del conjunto solucién se observa enla Figura 36.

Figura 36. Solucién de una inecuacion en TE3
Fuente: Peru d (2016, p. 96)

Tecnologia (0):
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01 : Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacién del conjunto solucion de una inecuacion

0s: Principios de equivalencia de desigualdades

06: Principios de transposicion de términos en R

09: Propiedad distributiva de multiplicacion en R
Si a, b y k son nimeros reales entonces k(a+b): ka+kb.

010: Adicion y sustraccion de polinomios

En el caso que las inecuaciones tengan denominadores enteros, como el ejemplo que

mostramos a continuacion.

Fuente: Adaptado de Peru e (2016, p. 46)

La técnica se caracteriza del siguiente modo:
Técnica (t351%):

Paso 1: Determinamos el minimo comun multiplo de los denominadores de las

fracciones y multiplicamos ambos lados de la desigualdad por dicho numero.

Paso 2: Usar la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la adiciony

propiedades de multiplicacion.

Paso 3: Realizar los pasos de la técnica t3s1.
Tecnologia (0):
01 : Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacion del conjunto solucion de una inecuacion
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
06: Principios de transposicion de términos en R
0s: Definicion de minimo comun multiplo

09: Propiedad distributiva de multiplicacion en R
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010: Adicion y sustraccion de polinomios

En el CT3 identificamos un problema de la tarea tss para la cual la técnica t3s51no es
suficiente para su resolucion, pero identificamos elementos tecnolégicos que permiten

caracterizar una técnica para su resolucion.

(x+3)2—(x—3)2 >X+1

Fuente: Adaptado de Peru e (2016, p. 46)
Técnica (t3s2):
Paso 1: Desarrollar el o los binomios al cuadrado de las desigualdades.
Paso 2: Realizar los pasos de la técnica t3s1.
Tecnologia (6):
01 : Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representaciéon del conjunto solucion de una inecuacion
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
06: Principios de transposicion de términos en R
010: Adicion y sustraccion de polinomios

011: Desarrollo de un binomio al cuadrado

tse: Resolver una inecuacion lineal de la forma P(X)<C 0 P(X)<Q(X) (incluido

sus variantes respecto a los signos de desigualdad), obtenida a partir de un
texto

La tarea comprende las preguntas planteadas en el CT1 en la ficha 42 (El tiempo de
descanso) problema 5 (Valido la solucion del problema) en la pag. 199, ficha 44
(Aplicaciones de inecuaciones en variadas situaciones) pregunta 1 de resuelve

situaciones significativas en la pag. 207.

En el CT3, en las fichas: Valor energético en las pregunta 7 y pregunta 1 de
autoevaluacion en la pag.41, Un sinfin de colores en la pregunta 4, 5 y pregunta 1

de autoevaluacion de la pag. 53, El mas rapido ejercicios (2) de la pag. 54.

102



Ademas en el CT4, las preguntas planteadas en las fichas: Fertilizante organico en
la pregunta 7 y 9 de la pag. 185, pregunta en heteroevaluacion de la pg. 185;

Campafia solidaria en la pregunta 4 y 5 de la pag. 186.
Técnica (t361):
Paso 1: Usar la técnica t111.

Paso 2: Usar los pasos de las técnicas 1351 0 t351« para obtener la expresion

equivalente x<m (o su respectivas variantes respecto al signo de la desigualdad)
Paso 3: Dar una respuesta segun el contexto del problema, usar técnica t121.
Tecnologia (0):
01 : Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
06: Principios de transposicién de términos en R
0s: Definicién de minimo comun mudltiplo
09: Propiedad distributiva de multiplicacion en R
010: Adicion y sustraccion de polinomios
Evaluacion de las tareas que conforman que conforman el tipo de tarea T3
Las tareas que conforman el tipo de tarea T3 son:

t31: Resolver una inecuacion lineal de la forma ax+ b < c,ax+b >c,ax+b <c, O

ax+b=c,cona>0

t32: Resolver una inecuacion lineal de la forma ax +b < c,ax+b >c,ax+b <c, O

ax+ b = c; cona > 0, obtenida a partir de un texto

t33: Resolver una inecuacion lineal de la forma ax +b < c,ax+ b >c,ax+b <c, 0O

ax+b>c;cona<0

t3a: Resolver una inecuacion lineal de la forma ax +b < c,ax+ b >cax+b <c, 0
ax+ b = c; con a < 0, obtenida a partir de un texto

t3s: Resolver una inecuacion lineal de la forma P(x)<c o P(x)<Q(x) (incluido sus

variantes respecto a los signos de desigualdad)
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t3s: Resolver una inecuacion lineal de la forma P(x)<c o P(x)<Q(x) (incluido sus
variantes respecto a los signos de desigualdad), obtenida a partir de un texto

Luego de la revision de la coleccion de libros didacticos, en el TE1 identificamos
problemas resueltos de las tareas ts1, t32, tszy tzs. En el TE2 solo identificamos 2
problemas resueltos de la tarea t33, mientras que en el TE3 identificamos un problema
resuelto de la tarea tss, y en el TE4 encontramos 3 problemas resueltos de la tarea tss;

en ninguno de los textos escolares identificamos un problema resuelto de la tarea tss.

Se puede observar en la tabla 12 que hay una mayor incidencia de las tareas del tipo
T3(7)en el TE1, y de ahi va disminuyendo la cantidad de problemas resueltos en los

textos escolares posteriores. Al verificar la cantidad de problemas resueltos por tarea,
identificamos mayor presencia de las tareas t31(4) y tss (4) en los textos escolares.

Tabla 12. Cantidad de problemas resueltos de tareas del tipo T3

Nivel tar  tzz  ta3 taa  t3s  tss Total

1° Sec. TE1 3 2 1 1 0 0 7

2° Sec. TE2 | O 0 2 0 0 0 2

3° Sec. TE3 | O 0 0 0 1 0 1

4° Sec. TE4 | O 0 0 0 3 0 3

5° Sec. TES 1 0 0 0 0 0 1
Total 4 2 3 1 4 0 14

En lo que respecta a la presencia de problemas propuestos en los cuadernos de
trabajo, podemos ver que a pesar de que en el TE1 se identificaron 4 de las tareas
que conforman el tipo T3, en el CT1, que es el cuaderno de trabajo que le corresponde,
los problemas propuestos que se identificaron son unicamente de las tareas t32 y tss,
en el CT2 solo se identificaron problemas propuestos de la tarea t32, mientras que en
el CT3 se identificaron problemas propuestos de las tareas ts2, t3s y t3e, finalmente, en
el CT4 solo se identificaron problemas propuestos de las tareas tss. En el CT5 no se

identificaron tareas del tipo Ts.
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Como se puede observar en la tabla 13, en ambos textos, el CT1 y CT3, se identifica
la mayor frecuencia de problemas propuestos de las tareas del tipo Ts. Al verificar la
cantidad de problemas propuestos por tarea, se observa que las tareas tsz2, t3s y t3e

son las de mayor frecuencia, en contraste con la ausencia de las tareas t31, t33 y t3a.

Tabla 13. Cantidad de problemas propuestos del tipo T3

Nivel tan  tsz  taz  tas  tss  tss Total

1°Sec. | CT1 o 11 O 0 0 2 13

2° Sec. CT2 0 4 0 0 0 0 4

3°Sec. | CT3 | O 5 0 0 12 © 23

4°Sec. | CT4 | 0 0 0 0 0 4 4

5° Sec. CT5 0 0 0 0 0 0 0

Total 0 20 O 0 12 12 44

Como en las fichas de los cuadernos de trabajo se plantean situaciones en contexto,
las tareas ts2 y tse son los de mayor frecuencia, puesto que las inecuaciones se
obtienen a partir de un texto dado en un contexto intramatematico o extramatematico.
Asi mismo, verificamos que las inecuaciones dadas mediante expresiones algebraicas
no son abordadas en los cuadernos de trabajo, una excepcion es la tarea tss, puesto
que en el CT3 se identificaron 10 problemas propuestos de dicha tarea, mostramos a

continuacion el contexto en el cual se plantea un problema de dicha tarea en el CT3.

Resuelve la inecuacion, grafica y escribe su conjunto
solucion. Describe tu procedimiento 7(x—3)+4 > 25

Fuente: Adaptado de Peru e (2016, p. 55)

Es importante sefalar que en dos de los ejemplos resueltos del TE4 de la tarea ts3s, el

conjunto solucion de cada una de las inecuaciones son el conjunto vacio Yy el conjunto
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de numeros reales, respectivamente. Tsamir y Almog (1999, citado por Tsamir y
Bazzini, 2001) reportan la dificultad que tienen los estudiantes al resolver inecuaciones
con esa caracteristica en su conjunto solucién, sin embargo, tras la revision de la
coleccién de textos, solo se identificaron dos ejemplos con esa caracteristica, tal como
se observa en la Figura 37. Mas aun, en los cuadernos de trabajo no identificamos

inecuaciones lineales cuyo conjunto solucion tengan dicha caracteristica.

Figura 37. Ejemplo de la tarea tss
Fuente: Peru f (2016, p. 76)

Por otro lado, en el cuaderno de trabajo verificamos que no se abordan las
inecuaciones donde el coeficiente del término lineal es negativo, que son las tareas
t33 y t3a. La ausencia de dichas tareas no permite que los estudiantes tomen conciencia
de las diferencias de resolver una ecuacion y resolver una inecuacion, pues la sola
presencia de tareas donde el coeficiente del termino lineal es positivo, refuerza la
concepcion de que para resolver una inecuacion se usan las mismas técnicas que se
usan en la resolucion de ecuaciones, tal como reportan las investigaciones de Tsamir
y Bazzini (2001, 2002), Bagni (2005), Barbosa (2006) y Giusti (2007).

Evaluacién de las técnicas identificadas que permiten hacer las tareas del tipo

T3y el bloque tecnolégico-tedrico que permite justificar las técnicas

Las técnicas son elaboradas efectivamente en la coleccion de libros didacticos
analizados, asi pues, podemos caracterizar las técnicas a partir de los problemas
resueltos en los textos escolares. Es asi como identificamos las técnicas t311y t331€en
el TE1, donde se usa los principios de equivalencia de desigualdades, dicho principio
es denominado en el TE1 como transformaciones algebraicas de equivalencia.
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Mostramos a continuacién el ejemplo 2b del TE1, donde podemos observar que la

técnica 1311 es presentada de manera inteligible.

b.2g+5,8>-9
29 +5,8+(-5,8) >-9+5,8 Sumamos a ambos lados el opuesto de 5,8.
29 >-14,8 Efectuamos operaciones.

g>-7,4  Multipicamos ambos lados por el reciproco de 2.

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 95)

Asi mismo, la tecnologia que justifica ambas técnicas, la identificamos en el TE1 (ver
Figura 38), donde se afirma que para resolver una inecuacion, al igual que en las
ecuaciones, se puede emplear la transposicion de términos, teniendo en cuenta el

cambio del signo de desigualdad en el caso de transponer factores negativos.

Figura 38. Identificaciéon de la justificacion de las técnicas 1311y 1331

Fuente: Peru b (2015, p. 94)

Si la inecuacion en su forma simplificada tiene como coeficientes a fracciones, donde
sus denominadores son numeros enteros positivos, identificamos en un problema
resuelto en el TE2 una variacion de la técnica 1331, lo cual nos permitié caracterizar las
técnicas t311*y T331* para su resolucion. Ambas técnicas consisten en multiplicar
ambos lados de la desigualdad por el minimo comun multiplo de los denominadores y

luego se incluyen los pasos de las técnicas 1311y 1331.

La tecnologia que justifica las técnicas t311+y t331% lo identificamos en las propiedades
de desigualdad y en el discurso sobre la técnica en el problema resuelto, asi como en
la definicion de minimo comun multiplo. Presentamos a continuacién la solucion del
problema que nos permitié caracterizar las técnicas t311*y 71331* la solucion que

presentamos la consideramos hasta el paso en el cual se puede usar la técnica t331.
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Resolvamos y tracemos la gréfica de la solucioén de la inecuacion —% X+ % > 1 .

2
Solucién:

Como la expresion tiene numeros fraccionarios, debemos multiplicar ambos
miembros de la desigualdad por el minimo comun mdltiplo de los denominadores,

para obtener numeros enteros. En este caso, m. ¢. m. (3; 5; 2)=30.

1.2 1
30(—5 X +§j > 30(5} Multiplicamos por el m. c. m de los denominadores.

1 2 1
30[—5 Xj+30£§j > 30[5j Propiedad distributiva de la multiplicacion.

—10x+12>15 Propiedades de la multiplicacion en @ .

Fuente: Adaptado de Peru b (2016, p. 87)

Las técnicas 1311 (t311*) y T331 (T331*) son basicas de las tareas del tipo T3, asi pues, las
técnicas ampliadas 1312y 1332, Se obtienen al integrar a las técnicas t311 (0 T311*) Y T331
(o t331+) los pasos de las técnicas t121y T131, que son técnicas de las tareas del tipo
T1. La necesidad de ampliar las técnicas se debe a que a partir del TE2 se pide la
representacion del conjunto solucion de las inecuaciones, como en el ejemplo 1 del
TE2.

Resolvamos y escribamos el intervalo solucion

de la inecuacion —% X+3<5

Fuente: Adaptado de Peru b (2016, p. 87)

En relacién a la justificacion de las técnicas t312y T332, identificamos un discurso de la
técnica t332en el TE2, asi como la justificacidon de las técnicas 1121, 1311311 (0 T311*) Y

7331 (0 T331%).

Ahora bien, la técnicas 1311(0 T311*) ¥ 7331 (0 T331*) incluyendo los pasos de las técnicas
T111Y T121, conforman las técnicas t321y t341, que permiten hacer las tareas tsz2 y tsa,

que son tareas de situaciones matematicas con condicion de desigualdad, dichas

situaciones en un contexto intramatematico o extramatematico. La tecnologia que
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justifica las técnicas 1321y 1341 son identificadas en la justificacidon de las técnicas 1312,

T332, T121 Y T111.

Por otra parte, como ya se menciond, por lo general las inecuaciones lineales no son
dadas exclusivamente de la forma ax+b <c (incluido sus variantes respecto al signo
de desigualdad), de alli que la técnica que permite resolver las inecuaciones del tipo
P(x)<c 0 P(x)<Q(x) (incluidas sus variantes respecto a los signos de desigualdad),
asume primero la técnica de reduccion de términos semejantes, de modo que permitan

reducir las expresiones polinbmicas P(x) Y Q(x) a la forma simplificada ax+b, con

a=0. En la unidad que corresponde a las inecuaciones lineales en el TE1 no se
encontro la justificacion de la técnica de reduccién de términos semejantes, pero sise
logré identificar, no de manera explicita, dicha justificacion en la unidad que
correspondiente a las ecuaciones lineales del TE1, tal como se puede observar en la
Figura 39, la pertinencia de la tecnologia se debe a que en el CT1 encontramos 2
problemas propuestos de la tarea tse, cuya traduccion al lenguaje algebraico en los

dos problemas se expresa mediante la forma P(x)<c.

Figura 39. Identificacién de la justificacion de la técnica de reduccion de términos
semejantes
Fuente: Peru b (2015, p. 84)
De ese modo la técnica 1351 se obtiene de la integracion de las técnicas de calculo
algebraico para reducir términos semejantes y la técnica 13120 1332, esto dependiendo
del signo del coeficiente del término lineal de la inecuacion en su forma simplificada.
Recién en el TE3 identificamos el discurso de la técnica t3s1, puesto que en dicho texto

encontramos un problema resuelto de una inecuacién de la forma P(x)<Q(x), tal

como se puede observar en la Figura 40.
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Figura 40. Identificacion de la justificacion de la técnica t3s

Fuente: Peru d (2016, p. 78)

No obstante, en la identificacion de las tareas en el CT3, encontramos problemas
propuestos de la tarea tss, donde las inecuaciones tienen coeficientes fraccionarios y

ademas en dos problemas propuestos encontramos la expresion de la forma (x+a)?,

tal como se puede observar en la Figura 41.

C Ba-=DIS>x+ D2+ (7T-x)7

M A2+ x3+al6<1

A (x—1)/3 +2x/5<24/3

U TN0x-1/3=21/5x+ 2

A (+3)-(x=3)P2>x+1

Figura 41. Proplemas propuestos de la tarea tss
Fuente: Peru e (2016, p. 46)

En el TE3 no se identificaron problemas resueltos con dichas caracteristicas, de alli
que, no identificamos la técnica de manera explicita, pero en el TE2 encontramos
elementos tecnolégicos y el discurso de la técnica t331+, el cual nos permite

caracterizar la técnica t3s1*para resolver los problemas donde las inecuaciones tienen

coeficientes fraccionarios.

Respecto al problema propuesto donde aparece la expresion de la forma (x+a)*, en

la unidad 5 del TE2, que corresponde al tema ecuaciones lineales, identificamos la
técnica que permite desarrollar el binomio al cuadrado en el TE2, asi como la
tecnologia que justifica la técnica, tal como se observa en la Figura 42. Asi, podemos
caracterizar una técnica a la que denotamos como 1352 y ademas identificamos la

justificacién de la técnica.
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Figura 42. Proplemas propuestos de la tarea tss
Fuente: Peru b (2016, p. 71)

En lo que respecta al trabajo con las técnicas para la resolucion algebraica de las
inecuaciones identificadas en los problemas que conforman el tipo de tarea T3, la

técnica t311 es la de mayor alcance, pues permite resolver 24 inecuaciones lineales

de la forma simplificada, lo que representa el 41,38% de los 58 problemas que

conforman el tipo de tarea Ts.

Le siguen las técnicas t3s1 y t3s51*, pues permiten resolver 16 y 10 inecuaciones, lo
que representa el 27,59% y 17,24% de los problemas que conforman el tipo de tarea
T3, respectivamente. Dichas técnicas permiten resolver inecuaciones de la forma
P(x)<c o P(x)<Q(x). Ahora bien, al realizar los pasos de ambas técnicas para
reducir las expresiones a la forma simplificada, identificamos que el coeficiente del
término lineal es positivo, lo que implicaria que se usan los pasos de la técnica 1311

para resolver la inecuacion.

De la observacion hecha en el parrafo anterior, ademas de la cantidad de problemas

en los cuales se usa la técnica 1331 para su resolucion, segun la tabla 14, podemos

afirmar que el alcance de dicha técnica en los libros analizados se reduce al 6,9% del
total de problemas identificados del tipo Ts.

Tabla 14. Alcance de las técnicas identificadas de tipo de tarea T3

Nivel Educativo 1° Sec. | 2° Sec. | 3° Sec. | 4° Sec.
Técnicas Caracteristicas
T311 Coeficientes enteros
()
vV .
S i T311* Coeficientes
+ S fracciones
=
S

T312 | T311 U T131
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T3IM1MMUTIM1UT121
T321
T3IM1T*UTI1M11UT121
331 Coeficientes enteros
%) 331 Coeficientes
V o fracciones
) v
+ =
§ T332 T331 U T131
T341 T331UT1M11 U T121
351 Coeficientes enteros
)
S T351* Coeficientes
(= .
fracciones
Vv
)
3/ Cuadrati
= T352 uadratica
o
Q T351UT1M11UT121
Vv
R
T361
E’ T351* U T U
T121

Ahora bien, en la Figura 43 podemos observar el modo como se integran las técnicas
de las tareas del tipo T3, por cuestién de orden se ha omitido en la figura las variantes
de las técnicas t311,1331Y 7351, asi como las técnicas de representacion t111,T121Y T131
que se observan en la tabla 14. En la figura se muestra las técnicas que se usan para
resolver los problemas de los libros didacticos, mostramos que para la resolucion de
las tareas t3sy t3e la técnica t311es basica, mientras que la técnica 1331 solo se usa en

la resolucion de las tareas t33 y taa.
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Figura 43. Integracion de las técnicas identificadas de las tareas del tipo Ts

Fuente: Elaboracién propia

Ta:Resolver un sistema de dos inecuaciones lineales

El tipo de tarea T4 comprende las tareas en las cuales se pide resolver un sistema de
dos inecuaciones lineales, 3 son las tareas que la conforman. Las tareas ts1y taz,
donde las inecuaciones son dadas como expresiones algebraicas, de modo que se

pueden expresar de la forma ¢ <ax+b <d o sus variantes respecto a los signos de

desigualdad (< , < ). Para no colocar cada una de las variantes en la descripcién de la
tarea, se consider6 colocar uno de los casos en la descripcion de la tarea,
entendiéndose que también engloba las demas variantes de los signos de

desigualdad.

Lo que diferencia a las tareas ta1y ta2es el signo del coeficiente del termino lineal, pues
en una tarea se considera que es mayor que cero y en la otra tarea se considera
menor que cero. Porotro lado, identificamos la tarea t43, que conforma alos problemas
en contexto con condiciones de desigualdad, de los cuales se obtienen dos

inecuaciones lineales.

A continuacion mostramos las 3 tareas identificadas del tipo de tareas T4, ademas de
la ubicacién de los problemas que conforman las tareas en la coleccion de libros, asi
como sus técnicas y el bloque tecnoldgico-tedrico que justifica las técnicas.
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ta1: Resolver un sistema de inecuaciones lineales que se expresa de la forma

c<ax+b<d;con a>0

La tarea comprende los ejercicios resueltos en el TE3 de la pag. 22: ejemplo en como
hacer; pag. 23: 2 ejemplos en como hacer, pag. 79: 2 ejemplos. Ademas en el CT3,
las preguntas de las fichas: Buscamos la operacion en la pregunta 7 de pag. 37;
¢Quién tiene razdén? en la pregunta 7 de la pag. 49; El mas rapido pregunta 5y

pregunta 1 (4 ejercicios) de coevaluacion en la pag. 55.

El problema resuelto en como hacer del TE3 es un ejemplo representativo de la tarea.

Resuelve —1<x+3<5.

Fuente: Adaptado de Peru d (2016, p. 79)

Dos técnicas son identificadas en la coleccion de libros para resolver el problema, una

de ellas caracterizamos continuacion.
Técnica (t411):

Paso 1: Identificar las dos inecuaciones que se obtienen de la expresion dada,

c<ax+byax+b<d.
—1<x+3y x+3<5

Paso 2: Usar la técnica 1311 0 1311+ a cada una de las inecuaciones.
—4<xy x<2

Paso 3: Usar la técnica t131 para representar en la recta numérica ambas

desigualdades e identificar su interseccion.

En la Figura 44 se observa la representacién e interseccion de los conjuntos.

Figura 44. Representacion de ambas desigualdades en la técnica ta11.
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Fuente: Peru d (2016, p. 79)
Paso 4: Usar las técnicas t141 y/0 t121 para representar el conjunto solucion.
C.S=]-42]

Tecnologia (6):
01: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representaciéon del conjunto solucion de una inecuacion
05 : Principios de equivalencia de desigualdades
06 : Principios de transposicion de términos en R
012 : Interseccién de intervalos
La otra técnica la caracterizamos a partir del ejemplo 3 resuelto en la pag. 88 del TEZ2.
Técnica (ta12):

Paso 1: Restar b o sumar el opuesto de b a las tres partes de la desigualdad.

—1+(-3) <x+3+(-3)<5+(-3) entonces tenemos —4<x<2.
Paso 2: Multiplicar por 1/a a las tres partes de la desigualdad, como a>0 el
signo de la desigualdad no cambia.
Al multiplicar por 1, tendriamos la misma desigualdad —4<x<2.
Paso 3: Usar las técnicas t131 y/o 1121 para representar el conjunto solucion.
C.S=]-4.2]
Tecnologia (0):
01: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacion del conjunto solucion de una inecuacion

0s: Principios de equivalencia de desigualdades
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Identificamos una variacion de la técnica t412en el TE3, en el ejemplo de como hacer

en la pag. 23, puesto que se identifica una desigualdad de la forma c < ax+b <d, con

e

e > 0. Presentamos a continuacion la técnica caracterizada.
Técnica (t412%):
Paso 1: Multiplicar por € a las tres partes de la desigualdad.
Paso 2: Restar b o sumar el opuesto de h a las tres partes de la desigualdad.

Paso 3: Multiplicar por 1/a alas tres partes de la desigualdad, como a >0 el signo

de la desigualdad no cambia.
Paso 4: Usar las técnicas 1131 y/0 t121 para representar el conjunto solucién.
Tecnologia (6):
041: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacién del conjunto solucion de una inecuacion
0s: Principios de equivalencia de desigualdades

Es necesario una variacion de la técnica, cuando la tarea presenta una expresion
algebraica con valor absoluto, un problema resuelto es identificado en el TE3 en la

pag. 22, de alli podemos caracterizar la técnica que presentamos a continuacion.
Técnica (t413):
Paso 1: Usar las propiedades de desigualdad de valor absoluto
Paso 2: Usar la técnica 1412 0 T412~.
Tecnologia (6):
01: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representaciéon del conjunto solucion de una inecuacion
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
011 : Propiedad de valor absoluto en desigualdades.

ta2: Resolver un sistema de inecuaciones lineales que se expresa de la forma
c<ax+b<d;con a<0
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Dicha tarea la podemos encontrar en el TE2 en el ejemplo 3 de la pag. 88, ademas en

el TE3 como ejemplo en como hacer de la pag. 79.

El ejercicio resuelto en el TE2 es un ejemplo representativo de la tarea.

Solucionemos la inecuacion —12 <—-5x+12<20.

Fuente: Adaptado de Peru b (2016, p. 88)

En la tarea t41 identificamos dos técnicas para la resolucion de dicha tarea.

Técnica (t421):

Paso 1: Restar b o sumar el opuesto de h a las tres partes de la desigualdad.

—12-12<-5x+12-12<20-12 entonces tenemos —24 < -5x<8.

Paso 2: Multiplicar por 1/a alas tres partes de la desigualdad, como a <0 el signo

de la desigualdad cambia.

(ij(—m) > (Lj(—SX) > (%)(8) entonces tenemos % > X2 —%

Paso 3: Usar las técnicas 1131 y/0 1121 para representar el conjunto solucién.

En la Figura 45 se observa la representacion del conjunto solucion.

Figura 45. Representacion del conjunto solucion de un sistema de inecuaciones

Fuente: Peru b (2016, p. 88)
Tecnologia (0):
01: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacion del conjunto solucion de una inecuacion

0s: Principios de equivalencia de desigualdades
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Identificamos una variacion de la técnica 1421 en el TE3, en el ejemplo de como hacer

ax+b
e

en la pag. 79, puesto que se identifica una desigualdad de la forma c< <d ,

con e > 0. Latécnica caracterizada presentamos a continuacion.
Técnica (t421%):
Paso 1: Multiplicar por € a las tres partes de la desigualdad.
Paso 2: Restar b o sumar el opuesto de h a las tres partes de la desigualdad.

Paso 3: Multiplicar por 1/a alas tres partes de la desigualdad, como a <0 el signo

de la desigualdad cambia.
Paso 4: Usar las técnicas t131y/0 1121 para representar el conjunto solucién.
Tecnologia (0):
01: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacion del conjunto solucion de una inecuacion
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
ta3: Resolver un sistema de ecuaciones lineales, obtenida a partir de un texto

Tabla 15. Problemas que comprenden la tarea t43

Ano Texto escolar Cuaderno de trabajo

1° Sec. | Pag. 96: ejemplo 5. Ficha 43 (Aplicaciones de desigualdades
en variadas situaciones) item e del
problema 2 (apoyo minero) de la pag. 201,
pregunta de transfiero lo aprendido en la pag.
202.

2°Sec. | pag. 88: ejemplo 4 vy
problema en conexiones;
pag. 91: problema
cercando un terreno de
dimension  maxima 'y
ejercicio propuesto en
transferimos lo aprendido.
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3° Sec. | Pag. 80: ejemplo 1; pag. | Fichas: Etapas de la vida humana en la
104: ejemplo en cémo | pregunta 5 y coevaluacion de la pag. 13;
hacer. Bajas temperaturas en la pregunta 8, 9, 12y
autoevaluacion de la pag. 15; Presupuesto
familiar en la pregunta 6, autoevaluacién de
la pag. 25; Promedio de notas enla pregunta
de coevaluacion de la pag. 43; Cultivos
peruanos en la pregunta 2 de
heteroevaluacion de la pag. 47; ¢ Quién tiene
razobn? en la pregunta 1 de heteroevaluacion
de la pag. 49; Un lugar para estacionar en la
pregunta 6, 7 y 8 de la pag. 50-51.

4° Sec. | Pag. 76: ejemplo 2 de | Ficha: Campafiasolidaria pregunta 7y 9 en
como hacer, pag. 99: | lapag. 187.

ejemplo en cémo hacer.

El problema resuelto en el TE2 es un ejemplo representativo de la tarea.

Una de las aerolineas peruanas tiene normado que los pasajeros
no pueden transportar piezas de equipaje que superen los 48 125
cm?3. Silas medidas del alto y ancho de una maleta son 55 cm y 35

cm, ¢;Cuél es la medida maxima permitida de su profundidad?

Fuente: Adaptado de Peru b (2016, p. 88)
Técnica (t431):
Paso 1: Usar la técnica t111.

Volumen maximo permitido: 48 125 cm3; alto: 55 cm; ancho: 35 cm; profundidad

maxima: ¢,?.

El volumen de la pieza de equipaje expresada en funcion de los modelos del

largo y ancho; esta es: 55-35-X.

Por la condicion del problema, la inecuacion tiene entre los limites 0 y 48 125;
esto es 0<55-35-x<48125

Paso 2: Usar la técnica 1412 0 T412* considerando el signo del coeficiente lineal.
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En el caso del ejemplo resuelto, la técnica a usar es la técnica 1412 de modo que
se obtiene la inecuacion 0<x<25, siendo el conjunto solucién representado

mediante el intervalo [0;25].
Paso 3: Usar la técnica 1211 para validar soluciones en la inecuacion a<x<b de
acuerdo al contexto del problema y dar una respuesta.
La medida maxima permitida de su profundidad es 25 cm.
Tecnologia (6):
01: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacién del conjunto solucion de una inecuacion
0s: Principios de equivalencia de desigualdades

En la coleccién de libros no solo identificamos la técnica 1431, pues la técnica no es
suficiente sila situacion planteada presenta dos condiciones de desigualdad, es decir

que es necesario plantear dos inecuaciones, como se puede identificar en el ejemplo
resuelto del TE3.

Un grupo de estudiantes dispone de S/ 400 para comprar las entradas
para visitarla ciudadela de Machu Picchu. Si compranla entrada a precio
normal de S/ 32, les faltaria dinero, pero sicompran la entrada a la tarifa
promocional de S/ 22 establecida por el Ministerio de Cultura para
fomentar la visita a la ciudadela a partir de las 13 horas, les sobraria

dinero. ¢Cuantos estudiantes como maximo hay en este grupo?

Fuente: Adaptado de Peru d (2016, p. 80)

A partir de la resolucion de dicho problema, caracterizamos la técnica que mostramos

a continuacion.
Técnica (t432):

Paso 1: Identificar las dos condiciones de desigualdad y usar la técnica t111 para

representar dichas condiciones.
Existen dos condiciones, sea x el nUmero de entradas:

Si se compran entradas de S/ 32, les falta dinero: 32x>400.
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Si se compran entradas de S/ 22, les sobra dinero: 22x <400.

Paso 2: Usar la técnica 1351 0 T351+a cada una de las inecuaciones planteadas.
Se obtienen las desigualdades x>12,5 Y x<18,18.

Paso 3: Escribir la inecuacion de forma unificada, es decir de la forma a<x<b.

Entonces 12,5<x<18,18

Paso 4: Usar la técnica 1211 para validar soluciones en la inecuacion a<x<b de

acuerdo al contexto del problema y dar una respuesta.
CS :{13;14;15;16;17;18}, el numero maximo de estudiantes que conforman el
grupo es 18.
Tecnologia (0):
01: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacion del conjunto solucion de una inecuacion
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
06 : Principios de transposicion de términos en R
09 : Propiedad distributiva de multiplicacién en R
010: Adicion y sustraccion de polinomios
Evaluacion de las tareas que conforman el tipo de tarea T4
Las tareas que conforman el tipo de tarea T4 son:

ta1: Resolver un sistema de inecuaciones lineales que se expresa de la forma

c<ax+b<d;cona>0

ta2: Resolver un sistema de inecuaciones lineales que se expresa de la forma

c<ax+b<d;cona<0
ta3: Resolver un sistema de ecuaciones lineales, obtenida a partir de texto

Luego de la revision de la coleccion de libros didacticos, identificamos problemas
resueltos de las tareas ta1, ta2y taz en el TE3, en dicho texto encontramos la mayor

frecuencia de problemas resueltos de tareas del tipo T4. En el TE2 identificamos 1
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problema resuelto de la tarea ts2 y 3 problemas de la tarea ts3, de los cuales 2
problemas son propuestos. Mientras que en el TE1 y TE4 solo identificamos
problemas propuestos de la tarea t43,y en el TE5 no se identificaron problemas de

tareas del tipo Ta.

En lo que respecta a la frecuencia de problemas por tarea, podemos observar que la
mayor cantidad corresponde a la tarea ta3, seguido de la tarea ts1 y nuevamente

verificamos, al igual que en las tareas del tipo T3, la poca presencia de problemas

resueltos en los cuales el coeficiente del termino lineal es negativo, los cuales
conformarian la tarea taa.

En la tabla 16 mostramos la frecuencia de las tareas que corresponden al tipo de
tareas Ta.

Tabla 16. Cantidad de problemas de tareas del tipo T4 en los textos escolares.

Nivel ty  ti t43 Total

1° Sec. TE1 0 0 1 1

2°Sec. | TE2 | 0 1 4 5

3° Sec. TE3 5 1 2 8

4° Sec. TE4 0 0 2 2

5° Sec. TE5 0O O 0 0

Total 5 2 9 16

De los problemas propuestos en los cuadernos de trabajo, observamos que la mayor
incidencia de ellos se encuentra en el CT3, mientras que en el CT1 y CT4 solo
identificamos problemas de la tarea t43, y no identificamos tareas del tipo Taen el CT2
y CT5. En lo que respecta a la cantidad de problemas propuestos por tarea, podemos
observar la ausencia de problemas de la tarea tsa2, dicha ausencia no permite que el
estudiante tome conciencia del uso adecuado de las propiedades de desigualdad al
resolver inecuaciones, cuando se multiplica por un factor negativo cada una de las

partes de la desigualdad, tal como se mencionan en los trabajos de investigacion de
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nuestros antecedentes. En la tabla 17 se muestra la frecuencia de los problemas de

las tareas del tipo T4 en los cuadernos de trabajo.

Tabla 17. Cantidad de problemas de tareas del tipo T4 en los cuadernos de trabajo.

Nivel tan  tax 143 | Total
1°Sec. | CT1 0O 0 2 2
2° Sec. | CT2 0 0 O 0
3°Sec. | CT3 | 7 0 11 18
4° Sec. | CT4 0 0o 1 1
5°Sec. | CT5 0 0 O 0

Total 7 0 14 21

Evaluacion de las técnicas identificadas que permiten hacer las tareas del tipo

Tay el bloque tecnoldgico-tedrico que permite justificar las técnicas.

La técnica t411la identificamos en un ejemplo resuelto del TE3, mas no identificamos

la técnica cuando el coeficiente del término lineal es negativo. La justificacion de la

técnica se encuentra en los elementos tecnolégicos que justifican las técnicas 1311 0

1331, ademas de la interseccion de intervalos, en la Figura 46 podemos identificar la

justificacion de la técnica.

Figura 46. Identificacion de la tecnologia de t411
Fuente: Peru d (2016, p. 79)
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La técnica t421la identificamos en el TE2 y la técnica t421+en el TE3, a partir de dichas
técnicas caracterizamos las técnicas ta12y 1412+, cuando el coeficiente del termino
lineal es positivo. La justificacién de las técnicas lo identificamos en el discurso de las
técnicas al momento de resolver los problemas, como ejemplo podemos observar en
la Figura 47 la justificacion de la técnica 1421+, donde ademas se encuentra un
comentario acerca de lo que sucede con el signo de la desigualdad si se multiplica o

divide por un numero negativo.

Figura 47. Identificacién de la tecnologia de 1421
Fuente: Peru d (2016, p. 79)

Ademas, en el TE3 identificamos 3 problemas de inecuaciones con valor absoluto,
cuya técnica para su resolucién es identificada en dicho texto, asi como su justificacion
en las propiedades de valor absoluto, en la Figura 48 podemos observar la técnica y

la justificacion de la técnica en las propiedades de valor absoluto.

Figura 48. Identificacion de la técnica t413 y su justificacion

Fuente: Peru d (2016, p. 19)
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La técnica t432de la tarea ts3 la identificamos en la resolucion de un problema del TE1,
tal como se observa en la Figura 49, la justificacién de la técnica t432se identifica en
los elementos tecnoldgicos que justifican las técnicas t111, T351 O T351* Y T211, puesto

que la técnica t432 incluye los pasos de dichas técnicas.

Figura 49. |dentificaciéon de la técnica tas2

Fuente: Pert b (2015, p. 96)

En el CT1 identificamos dos problemas que corresponden a la tarea t43, como ejemplo

mostramos el fragmento del enunciado de uno de los problemas propuestos.

Uno de los directivos solicita realizar un estimado de la cantidad del
mineral nuevo para ingresar y asi justificar la inversion de dinero. El
ingeniero estima que la cantidad de roca es tres millones (3M) de
toneladas menos que el doble del mineral acostumbrado, haciendo que

esta produccion esté por encima de un millén de toneladas (1M) pero sin

llegar a los 7 millones de toneladas (7M).

Fuente: Adaptado de Peru b (2015, p. 200)

Las técnica t432, presentada en el TE1, nos permite resolver el problema propuesto,
ya que al hacer la transformacién del lenguaje natural al algebraico podemos expresar
las condiciones de desigualdad mediante las inecuaciones 2x—-3>1 vy 2x-3<7.

Finalmente, la técnica 7431 la identificamos en el TE2 y puesto que integra a las
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técnicas 14120 1421y t111,podemos afirmar la presencia de la justificacion de la técnica

T431.

En lo que respecta al trabajo con las técnicas para la resolucion algebraica de los
sistemas de inecuaciones lineales identificados en los problemas que conforman el
tipo de tarea T4, concluimos que la técnica t431es la de mayor alcance pues permite
resolver 16 problemas de los 37 que conforman el tipo de tarea T4, lo cual representa
el 43,24%, asi mismo, como dicha técnica incluye los pasos de la técnica 13510 1351+,
al reducir cada una de las dos inecuaciones que conforman el sistema a su forma
simplificada ax+b < c, observamos que todas las inecuaciones tienen la caracteristica
de que el coeficiente del termino lineal es positivo, es decir en su resolucién incluye

los pasos de la técnica t311.

Por otro lado, para la resolucion del sistema de inecuaciones de la forma c<ax+b<d
la técnica de mayor alcance es la técnica 1412, donde a >0, puesto que se identificd
que en 12 de los problemas, para su resolucién se usa dicha técnica, y representa el
32,43% de los 37 problemas del tipo de tarea T4. En contraste a las técnicas 1421y
T421*, que solo permiten resolver 2 problemas del total que conforman el tipo de tarea
Ta.

En la tabla 18, se muestra el alcance de las técnicas del tipo de tarea Ta.

Tabla 18. Alcance de las técnicas identificadas de tipo de tarea T4

Nivel Educativo 1° Sec. | 2° Sec. | 3° Sec. | 4° Sec.

Técnicas Caracteristicas

T411 T3M11 O T141 O T121

W T131

T412 T131 O T121

T412* | T412 O T131 L T121

c<ax+b<d
a>0

T413 | T412 C valorabsoluto
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T412* U valor absoluto

T421 | T131 O T121

T421* | T421 O T131 O T121

c<ax+b<d
<0

c

S 7351 L T1M11 LTI
()

° T431

[e)

o) T351* L T111. L T121
S 9

2%

28

: T412 O T1M11 U T2
€ T432

9

2 TM2* O T1M11 O T121
(7))

Ahora bien, en la Figura 50 mostramos el modo como se integran las técnicas de las
tareas del tipo Ta4, se ha omitido en la figura las técnicas que permiten la
representacion, es decir las técnicas t111,7T121, T131Y T141, las cuales se observan en la
tabla 18. Enla figura se muestra las técnicas que se usan para resolver los problemas
de los libros didacticos, mostramos que para la resolucién de las tareas que conforman
el tipo de tarea Ta, las técnicas basicas son 1311 Y T412, mientras que las técnicas 1411,
T421 Y SU variante solo se usa en la resoluciéon de las tareas ta1 y ta2, que son

unicamente 4 del total de los 37 problemas que conforman el tipo de tarea Ta.

Figura 50. Integraciéon de las técnicas identificadas en las tareas del tipo T

Fuente: Elaboracion propia 127



Ts: Resolver un sistema conformado por una inecuacion lineal o sistema de

inecuaciones lineales y una ecuacion lineal

En el analisis de los libros de texto se identificd una unica tarea ts1 del tipo Ts, la

caracteristica de los problemas que conforman la tarea ts1 es que a partir de una

situacion en contexto con condiciones de desigualdad, se obtiene una inecuacion

lineal o un sistema de inecuaciones lineales y una ecuacién lineal asociada.

A continuacion mostraremos la tarea identificada y los libros didacticos en los cuales

se ubicaron, asi como sus técnicas y el bloque tecnolégico-tedrico que justifica las

técnicas.

ts1: Resuelve un sistema conformado por un sistema de inecuaciones y una

ecuacion lineal, obtenidas a partir de una situacién en contexto

Tabla 19. Problemas que comprenden la tarea ts1.

Ano Texto escolar (TE) Cuaderno de trabajo (CT)
1° Sec. Ficha 45 (Aplicaciones de
inecuaciones en variadas situaciones)
problema 1 de resuelve situaciones
significativas en la pag. 211.
3° Sec. | Pag. 19: ejemplo en cémo | Fichas: Escalas termométricas en la
hacer; pag. 20: ejemplo en | pregunta 2, 3 vy pregunta 2 de
coémo hacer; pag. 80: ejemplo | coevaluacion en la pag. 45.
2.
4° Sec. Fichas: Agua para la pecera en las

preguntas 5, 6y 7 de la pag. 180 y 181,
pregunta 11 de la pag. 181; Huertos
ecologicos en las preguntas 7, 8 y 11,
autoevaluacion preguntas 1y 2 de la pg.
183; Campafa solidaria pregunta 1 de

heteroevaluacion

Un ejemplo de dicha tarea lo identificamos en el TE3, como problema propuesto.
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El indice de masacorporal (IMC) de una persona se calcula dividiendo su peso
en kilogramos entre el cuadrado de su estatura en metros. Si el IMC de Javier
y Dante es de, aproximadamente, 35 kg/m?y sus estaturas son de 1,64 my
1,52 m, respectivamente, ;en qué intervalo se encuentran los pesos de Javier

y Dante si el error en el IMC es menor de un décimo?

Fuente: Adaptado de Peru d (2016, p. 19)

En el TE3 identificamos dos técnicas para la resolucién de dicha tarea, la primera
técnica en el problema resuelto de como hacer en la pag. 19, dicha técnica la

caracterizamos a continuacion.

Técnica (t511):
Paso 1: Usar la técnica t111 para representar la(s) inecuacion(es) o la técnica t1s1
para representar el intervalo o intervalos.

34,9<IMC <351 o [34,9;35,]]

Paso 2: Representar la ecuacion planteada en el problema.

9 Peso(Kg)
Altura(m)’

9

Paso 3: Evaluar los valores, en la variable que le corresponda, de la cota inferior

y/lo superior de la inecuacion o del intervalo, en la ecuacion.

Javier Dante
9= Peso(Kg) K?) entonces x~93,9kg | 34,9= PEL(KZQ) entonces x = 80, 6kg
(1,64) (1.52)
1= PeL(Kzg) entonces x~94,4kg | 35,1= PeL(Kzg) entonces x ~ 81,1kg
(1,64) (1,52)

Paso 4: Identificar la cota inferior y/o cota superior de los valores obtenidos al
evaluar, determine el conjunto solucion, en alguna de las representaciones, para

ello usar t131.
Establecemos el intervalo en que estan los pesos de ambos: [80,6;94,4(
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Pasa 5: Usar la técnica 1121 para que a partir de la desigualdad obtenida, segun el

contexto de la situacién planteada, responder la pregunta.

Los pesos de Javier y Dante se encuentran en el intervalo [80,6;94,4|.

Tecnologia (6):

041: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
02: Representacién del conjunto solucion de una inecuacion

0s: Principios de equivalencia de desigualdades

013: Resolucion de ecuaciones

Mientras que en la pag. 80 del mismo libro, identificamos un problema resuelto donde

se presenta la otra técnica que permite resolver la tarea ts1.

Un laboratorio peruano importa la muestra de una vacuna
contra el virus del papiloma humano, en cuyas
especificaciones se indica que debe mantenerse a una
temperatura entre los 34°F y 60°F. ;Cual es el rango de
temperatura en grados centigrados en que la muestra debe

mantenerse?

Fuente: Adaptado de Peru d (2016, p. 80)

A continuacién presentamos la caracterizacion de la técnica, a partir de la resolucion

presentada en el TE3.
Técnica (t512):
Paso 1: Usar la técnica 1111 para representar la inecuacion.
34<F <60
Paso 2: Representar la ecuacion planteada en el problema.
5
°C= §(°F -32)
Paso 3: Despejamos en la ecuacion, la variable acotada en la inecuacion.

F-2c+32
5
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Paso 4: Sustituir la variable despejada, en la inecuacién planteada y usar la

técnica t412 0 T421.

34s%c +32<60, luego de usar la técnica ts412 se obtiene la inecuacion
equivalente 1,1<C<15,6
Paso 5: Usar la técnica t121 para que a partir de la desigualdad obtenida, segun
del contexto de la situacién planteada, responder la pregunta.
La muestra debe mantenerse entre 1,1°C y 15,6°C.
Tecnologia (6):
041: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
613: Resolucion de ecuaciones

Evaluacion de las tareas que conforman el tipo de tarea Ts, las técnicas
identificadas que permiten hacer las tareas y el bloque tecnolégico-teérico que
permite justificar las técnicas

En la revision de la coleccion de libros didacticos, identificamos un problema propuesto
en el CT1 que corresponde a la tarea ts1, mas no encontramos en el TE1 un problema
resuelto que nos permita identificar y caracterizar la técnica para hacer la tarea ts.
Dicha técnica recién es identificada de manera explicita en el TE3, mas aun, como ya
se sefalo, identificamos dos técnicas (ts11Yy t512) en dicho libro. A continuacion

mostramos el enunciado del unico problema propuesto de la tarea ts1 en el CT1.

El area de un triangulo se obtiene multiplicando la longitud de la base por la
altura y luego dividiendo por dos. Sise desea que la base del triangulo sea 2,5

my el area A varié entre 5m?y 10 m?, ;entre que valores debe estar la altura?

Fuente: Adaptado de Peru ¢ (2015, p. 211)

Mostramos a continuacion la solucién del problema propuesto, para ello usamos las

técnicas 1511 Y1512 que hemos caracterizado.
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Técnica Tz Técnica Tsq2

Paso 1: 5< A<10 o [5;10] Paso 1: 5< A<10

Paso 2: A= bh Paso 2: A— b.h
2 2
( 2, 5)h Paso 3: Ya esta despejado.
Paso 3: 5= —>Sh=4
2 Paso 4:
2,5)h
10-! 2) —>h=8 5<(2’25)h<10

Paso 4: Asi 4<h<8 o |4;§[ 4<h<8

Paso 5: La altura debe estar Paso 5: La altura debe estar

entre 4my 8 m. entre 4my 8m.

Fuente: Elaboracion propia.

Como se menciono, la técnica no es mostrada de forma explicita en el TE1, ni en el
CT1, pero encontramos elementos tecnolégicos en el TE1 que permiten justificar
algunos de los pasos de ambas técnicas. Por ejemplo, el paso 1 esta justificado por
la tecnologia de la técnica 1111y de la técnica t1s1, mientras que la justificacién para el
paso 2y el paso 3, lo identificamos en el tema ecuaciones lineales que se desarrolla
en un capitulo anterior del TE1. Mas no identificamos la tecnologia que justifique el
paso 4 de la técnica ts11, es decir el discurso que argumente que al evaluar los
extremos de la inecuacion en la ecuacion A =2,5h/2, se obtienen la cota inferior y la
cota superior de la incégnita h. Respecto al paso 4 de la técnica 1512, que viene hacer
la técnica 1412, como ya se menciond dicha técnica no es explicitado en el TE1, pero
si encontramos la tecnologia que justifica la técnica t412 en el TE1. Pues bien, por lo
expuesto, la presencia de dicha tarea en el CT1 no es pertinente, pues es una tarea

que aparece aislada en relacién a las tareas identificadas en el TE1 y el CT1.

Por otra parte, respecto a la presencia de la tecnologia de la técnica ts11 en el TE3,
en referencia al paso 4, identificamos un comentario que justifica el paso 4, dicho

comentario lo identificamos en la resolucién de un problema resuelto, en el cual pide
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calcular el menor perimetro y mayor perimetro de un cuadro, en la explicacion de la
técnica se afirma que si se quiere obtener el menor perimetro, se eligen las menores
medidas y para el perimetro mayor las mayores medidas. En la Figura 51 observamos

el comentario al cual nos referimos como la tecnologia del paso 4 de la técnica ts11.

Figura 51. Justificacion del paso 4 de la técnica t511.
Fuente: Peru d (2016, p. 19)
Ahora bien, en lo que concierne a la tecnologia de la técnica ts12, la cual esta
conformada por las técnicas 1111, T141, T4120 T421Y 1121, ademas del paso 2 y el paso 3,

podemos afirmar que las justificaciones han sido identificadas en la coleccién de libros
didacticos.

En la tabla 20 mostramos la frecuencia con la cual aparecen las tareas que
corresponden al tipo de tareas Ts.

Tabla 20. Cantidad de problemas resueltos y propuestas de la tarea ts1

Problemas Problemas
Nivel
Resueltos Propuestos
1° Sec. TE1 0 CT1 1
2° Sec. TE2 0 CT2 0
3° Sec. TE3 3 CT3 3
4° Sec. TE4 0 CT4 7
5° Sec. TE5 0 CT5 0

En la Figura 52, podemos observar la integracion de las técnicas de las tareas del tipo

Ta, se ha omitido en la figura las técnicas que permiten la representacion, es decir las

técnicas 1111, T121, T131Y T141. Ademas, podemos identificar la técnica basica que es la
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técnica t412. Respecto al alcance de la técnica, en dos de los problemas propuestos
se hace uso de la técnica 1511, mientras que para los problemas propuestos se puede

elegir entre ambas técnicas para su resolucion.

Figura 52. Integracién de las técnicas de la tarea del tipo Ts.

Fuente: Elaboracion propia.

Te: Resolver una inecuacion lineal con parametros

La caracteristica de este tipo de tarea es que los coeficientes de la expresion
algebraica dada no son numeros establecidos, por lo tanto al momento de realizar la
tarea, se tendria que analizar y establecer ciertas condiciones a los parametros para
poder determinar el conjunto solucion de la inecuacion. Tal como referimos en
nuestros antecedentes, Tsamiry Bazzini (2002) mencionan que los estudiantes tienen
dificultades al resolver ese tipo de tareas, de alli que recomiendan la presencia de
dicho tipo de tarea en la practica escolar, y en consecuencia en los libros de texto

usados en la practica escolar.

A continuacion mostraremos la tarea identificada y los libros didacticos en los cuales

se ubicaron, asi como su técnica y el bloque tecnolégico-tedrico que justifica la técnica.

te1: Resolver una inecuacion lineal con parametros de la forma ax+c>b,

estableciendo condiciones sobre los parametros

La tarea la encontramos en el CT1 en la ficha 43 (Aplicaciones de desigualdades
en variadas situaciones) reflexiona (problema 3) de Finalicemos de la pag. 203.
Ademas en la ficha 44 (Aplicaciones de inecuaciones en variadas situaciones)

preguntas 1, 2 de reflexiona de en la pag. 207.

Un ejemplo representativo de la tarea es el problema propuesto en la pregunta 1 de

reflexiona en la pag. 207.
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Si queremos determinar el conjunto solucion de la expresion ax+c>Db,
Zqué relacion numeérica debe existirentre a , ¢ y b para que el conjunto

solucién empiece en un numero entero?

Fuente: Adaptado de Peru c (2015, p. 207)

El TE1 no presenta la técnica de forma explicita de cdmo resolver una inecuacion
lineal con parametros, pero a partir de las técnicas 1311y t331, que son técnicas basicas
para la resolucion de inecuaciones, podemos caracterizar una técnica que permita

darnos una forma de hacer la tarea te1, la cual presentamos a continuacion.
Técnica (te11):

Paso 1: Restar ¢ o sumar el opuesto de ¢ a ambos lados de la desigualdad, o en
todo caso transponer el término c al lado derecho de la desigualdad invirtiendo la

operacion.
ax+Cc+(—€)>b+(-¢) o ax>b-c entonces ax>b-c

Paso 2: Establecer la condicién de que a=0. Multiplicar por 1/a o transponer el

coeficiente a al otro lado de la desigualdad invirtiendo la operacion, si a >0 el signo

de la desigualdad no cambia, y si a<0 el signo de la desigualdad cambia.

. b-c . b-c
Si a>0entonces x>—— osi a<0 entonces x<——
a a

Paso 3: Establecer la condiciones para a , ¢ y b, segun la pregunta del problema.

Los numeros a, b y ¢ son numeros enteros y cumplen que a es divisorde b—c

asi a-n=b—(, donde n es un nimero natural.
Tecnologia (0):
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
06: Principios de transposiciéon de términos en R
014: Divisibilidad de numeros enteros.

Evaluacion de las tareas que conforman el tipo de tarea Te, las técnicas
identificadas que permiten hacer las tareas y el bloque tecnolégico-teérico que

permite justificar las técnicas
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Los tres problemas propuestos de la tarea del tipo Te se encuentran en el CT1, en la
coleccion de libros didacticos no identificamos una técnica elaborada para la tarea te1,
pero como ya se menciond, a partir de las técnicas 1311y t331 podemos caracterizar
los pasos 1y 2 de la técnica te11,y para establecer la relacion que debe existir entre
los parametros de la inecuacion, para los dos problemas propuestos, la tecnologia la
identificamos en el TE1, como se puede observar en la Figura 53, en el capitulo que
corresponde al tema Numeros enteros y teoria de numeros. Sin embargo, no
identificamos un discurso o esbozo de técnica que nos permita caracterizar el paso 3
de la técnica que hemos caracterizado, la caracterizacidén la hemos obtenido a partir

del andlisis matematico de la situacion propuesta.

Figura 53. Justificacion del paso 3 de la técnica te11
Fuente: Peru b (2015, p. 11)

Ahora bien, de acuerdo a lo que se sefala en la investigacion de Tsamir y Bazzini
(2002), consideramos que la presencia del tipo de tarea Te no solo deberia estar
presente en los libros didacticos de 1° de secundaria, pues la presencia de dicho tipo
de tareas, en los libros didacticos que corresponden a los afios posteriores, permitiria
que los estudiantes analicen los parametros, y no manipular de manera mecanica las
inecuaciones, pues como ya se ha evidenciado a partir de nuestro analisis
praxeoldgico, los tipos de inecuaciones que hemos identificado son aquellos donde el
coeficiente del termino lineal es positivo, en consecuencia al realizar el trabajo con la
técnica, esta se mecaniza y se manifiesta el fendbmeno identificado por Tsamir y
Bazzini (2002), quienes reportan que los estudiantes cometen errores al no usar de

manera correcta las propiedades de las desigualdades.
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T7: Comparar expresiones

Eltipo de tarea T7 engloba las tareas en las cuales se comparan expresiones mediante
el uso de las propiedades de las desigualdades o propiedades de relacion de orden.
A continuacion mostraremos la tarea identificada y los libros didacticos en los cuales
se identificaron, asi como sus técnicas y el bloque tecnolégico-tedrico que justifica las

técnicas.

t71: Comparar dos o mas expresiones mediante el uso de las propiedades de

relacion de orden

Tabla 21. Problemas que comprenden la tarea tr1

Ano Texto escolar (TE) Cuaderno de trabajo (CT)
4to Pag. 51: ejemplo en coémo | Fichas: Protegiendo la  fauna
Sec. hacer. latinoamericana en la pregunta 8 de la

pag. 135, Distancia entre planetas en la

pag. 150
5to Pag. 16: 2 ejemplos en como | Ficha Cosecha de duraznos en la
Sec. hacer. pregunta 8, 9 y coevaluacion (3 ejercicios)
de la pag. 23.

Un ejemplo de dicha tarea lo identificamos en el TE4, como problema resuelto.

es creciente.

Verifica que la sucesion a, =
4n+5

Fuente: Adaptado de Peru f (2016, p. 51)

La técnica para hacer la tarea la caracterizamos a continuacion.
Técnica (t711):
Paso 1: Escribir en una desigualdad las dos expresiones a comparar.

3n-1_3(n+D-1
4n+5 4n+1)+5

Paso 2: Usar los principios de equivalencia de desigualdades o transposicion de

términos.
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(3n-1)(4(n+D+5) <@B(n+1)-1)(4n+5)
Paso 3: Usar las propiedad distributiva de multiplicacion y/o propiedad de calculo
algebraico en cada lado de la desigualdad.

12n* +23n-9<12n* +23n+10

Paso 3: Usar los principios de equivalencia de desigualdades o transposicion de

términos o propiedad cancelativa en R .
-9<10
Paso 5: Verificar que si la desigualdad obtenida es verdadera y concluir.
La desigualdad -9<10 es verdadera, entonces la sucesion es creciente.
Tecnologia (6):
0s: Principios de equivalencia de desigualdades
07: Propiedad cancelativa en R
Si a ,c y b sonnumeros reales tales que a+c<b+c entonces a<b.
Si a ,c y b sonnumeros reales tales que ¢ >0 y ac<b.c entonces a<b.
Si a ,c y b sonnumeros reales tales que c<0 y ac<bh.c entonces a>b.
09: Propiedad distributiva de multiplicacién en R
010: Adicion y sustraccion de polinomios

Ahora bien, en el TE5 podemos identificar otra técnica en la resolucion de un problema

resuelto.

Compara -5+C y —5+d sic<d.

Fuente: Adaptado de Peru h (2016, p. 16)

La técnica para hacer la tarea queda caracterizada a continuacion.
Técnica (t712):

Paso 1: Mediante los principios de equivalencia de desigualdades, obtener las

expresiones a comparar.
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Por el principio aditivo de equivalencia de desigualdades se tiene la

desigualdad -5+c<-5+d
Tecnologia (6):
0s: Principios de equivalencias de desigualdades

Evaluacion de las tareas que conforman el tipo de tarea T7, las técnicas
identificadas que permiten hacer las tareas y el bloque tecnolégico-teérico que

permite justificar las técnicas

Identificamos 3 problemas que conforman la tarea t71 en los libros didacticos que
corresponden al 4° de secundaria, en el tema que corresponde a sucesiones y
progresiones. Mientras que en los libros didacticos que corresponden al 5° de
secundaria, identificamos 6 problemas, 2 en el TES y 4 en el CT5. Las técnicas t711y
t712 son efectivamente elaboradas en los libros didacticos, la primera en el TE3 y la

segunda técnica en el TE4

Respecto a la justificacidn de las técnicas 1711 y 1712, puesto que sus pasos se justifican
en las propiedades de equivalencia de inecuaciones y los cuales se encuentran
explicitados en los libros didacticos (ver Figura 54), podemos afirmar que la tecnologia

de la técnica se encuentra presente en la coleccion de libros didacticos.

Figura 54. Justificacion de la técnica 1712 en el TE3
Fuente: Peru d (2016, p. 77)

Borello (2010) senala que la practica de comparar, donde la técnica de resolucién de

inecuaciones es una herramienta para poder realizar la practica de comparar, es una
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tarea que se ha dejado de lado en la educacion secundaria, y es necesario retomar
en la practica dichas tareas que son la razén de ser de las inecuaciones, asi por
ejemplo, identificar si una sucesion es creciente o decreciente. A partir de nuestro
analisis praxeoldgico podemos verificar la poca presencia del tipo de tarea comparar
expresiones, al respecto, Borello (2010) recomienda elaborar actividades o tareas
“‘que permitan al estudiante manejar situaciones de desigualdad las que, a su vez,
necesitaran de herramientas aptas al manejo de dichas desigualdades, es decir, las

inecuaciones” (p. 163).
Ts: Justificar las técnicas de resolucion

El tipo de tarea Ts engloba los problemas que se refieren a la justificacion de los
procedimientos 0 pasos de las técnicas de resolucion de inecuaciones. A continuacion
mostraremos la tarea identificada y los libros didacticos en los cuales se identificaron.
Las técnicas para resolver los problemas que conforman la tarea, no son técnicas
algoritmicas o estructuradas, de alli que no es posible caracterizarlas, pero la

justificacion de ellas se fundamenta en el bloque tecnoldgico-tedrico de los tipos de
tarea T1, T2, T3y Ta.

ts1: Justificar los procedimientos o pasos de las técnicas de resolucion de

inecuaciones

Dicha tarea la identificamos en el CT1 en la ficha 44 (Aplicaciones de inecuaciones
en variadas situaciones) preguntas 3 de reflexiona de en la pag. 207. En el CT2 en
la Ficha 34 (Perforacion de pozos) item 3 de reflexiona en la pag. 163. En el CT3
en las fichas: Promedio de notas en la pregunta 11 de la pag. 43, ¢Quién tiene
razén? enla pregunta 5, 6 y la pregunta 2 de heteroevaluacién de la pag. 48 y pag.
49, Un lugar para estacionar en la pregunta 1 de coevaluacion de la pag. 51, Un
sinfin de colores en la pregunta 7 de la pag. 53, El mas rapido pregunta 1y 2 dela
pag. 55.

Evaluacion de las tareas que conforman el tipo de tarea Ts, las técnicas
identificadas que permiten hacer las tareas y el bloque tecnolégico-teérico que

permite justificar las técnicas.

Identificamos la tarea ts1 en el CT1, como problema propuesto, donde se cuestiona

acerca de la diferencia entre el conjunto solucion de una ecuacién y de una inecuacion.
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¢Sera posible que una ecuacién y una inecuacion tengan
el mismo conjunto solucion?

Fuente: Adaptado de Peru c (2015, p. 207)

Asi mismo, en el CT2, identificamos un problema para reconocer las palabras que
estan relacionadas con el planteamiento de una inecuacién, mostramos a

continuacion la pregunta en cuestion.

¢cLas palabras “‘méxima” y “distancia” te orientaron a

plantear una ecuacién o una inecuacion?

Fuente: Adaptado de Peru c (2016, p. 163)

Mientras que en el CT3, identificamos 8 problemas, en el ejemplo que mostraremos a
continuacion, se cuestiona acerca de las propiedades de desigualdades al resolver un

sistema de inecuaciones.

Si se suma una cantidad negativa a los tres miembros de

la inecuacién ;cambia la relacion de la inecuacion?

Fuente: Adaptado de Peru e (2016, p. 48)

Como se puede observar en los ejemplos mostrados, no es posible caracterizar una
técnica que permita hacer los problemas que conforman la tarea, pues las preguntas
son diversas y se plantean en referencia a la resolucion de las inecuaciones. Sin
embrago, la justificacion de las técnicas que permiten resolver los problemas que
conforman la tarea ts1, sila identificamos en los libros didacticos pues son las mismas

justificaciones de las técnicas de los tipos de tarea T1, T2, T3y Ta.
Te: Determinar el conjunto solucién de una inecuacion lineal de dos incégnitas

El tipo de tareas Tg esta conformado por las tareas en las cuales se presenta una
inecuacion lineal con dos incognitas y se pide determinar su conjunto solucion, pero
para resolver dicha tarea es necesario hacer uso de la representacidén grafica en el
plano cartesiano de la inecuacién. Por lo tanto, el segundo nivel de justificacion de la
técnica para resolver las tareas que lo conforman se encuentra en la teoria de la

geometria analitica y la tecnologia es la representacion de rectas.
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A continuacion mostraremos las tareas identificadas y los libros de texto en los cuales

se ubicaron, asi como su técnica y el bloque tecnoldégico-tedrico que justifica la técnica.

te1: Determinar o identificar el conjunto solucidon de unainecuacion lineal de dos

incognitas a partir de su representacion en el plano cartesiano.

Dicha tarea la podemos encontrar en el libro CT1 en la Ficha 45 (Aplicaciones de
inecuaciones en variadas situaciones) item i, j y m de problema 2 (Calidad
asegurada) en la pag. 210; tem b del problema 3 (jCuidado! Maquina trabajando) en

la pag. 211. Mostramos a continuacién un ejemplo de representativo de la tarea.

Una empresa se encarga de ensamblar dos tipos de maquinas. Estima que en el
armado de la maquina X por cada pieza mal colocada genera un costo de S/. 2 'y por
cada pieza mal ubicada en la maquina Y produce un costo de S/. 1. Estos costos no
ponen en riesgo las ganancias si no sobrepasan los S/. 6 por hora. Para presentar
el conjunto de piezas que se pueden ubicar mal y no generar pérdidas se realiza la
gréfica asociada a los valores establecidos. Para ello, se debe establecer la ecuacion
que represente dicha situacion, en la cual se presente la suma de los costos que se
generan por la mala ubicacion de las piezas de cada maquina que no excedalos S/.
6. ;Cual de las siguientes graficas presenta el conjunto solucion de la situacion?
Para esto se recomienda establecer la inecuacion que modele el costo maximo en

pérdidas por la mala ubicacion de piezas en ambas maquinas.

Fuente: Adaptado de Peru c (2015, p. 209)

La Figura 55 muestra las graficas a las que se refiere el problema propuesto.

Figura 55. Alternativas de la representacion grafica del conjunto solucién de una inecuacion.
Fuente: Peru c (2015, p. 209)

En el TE1 no se encuentra un problema resuelto de la tarea del tipo Tg, pero
identificamos en las preguntas que se plantean en el CT1, respecto al problema 2

(Calidad asegurada), un esbozo de la técnica para identificar el conjunto solucion.
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Técnica (t911):
Paso 1: Usar la técnica 1111 para representar la inecuacion.
2X+y<6

Paso 2: Usar la técnica t121 para obtener los valores de x e y que satisfacen la

desigualdad y colocarlas en una tabla.

X 0 0 0 0 0

y 6 5 4 3 2

Paso 3: Representar los puntos (X; y) en el plano cartesiano de la tabla.

En la Figura 56, se tiene la representacion en el plano cartesiano de los puntos

(X; y) que son soluciones de la inecuacion.

Figura 56. Representacion en el plano cartesiano de los puntos (x;y)

Fuente: Elaboracion propia.

Paso 4: Compara la grafica con las graficas propuestas e identificar el conjunto

solucion.
El grafico obtenido corresponde a la alternativa (b)
Tecnologia (6):
01: Significado de los signos de desigualdad en el lenguaje natural
03: Definicion de conjunto solucién de una inecuacion
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015: Representacion grafica de una recta

te2: Determinar la solucidn en la representacion del conjunto solucion de una

inecuacion lineal de dos incognitas, al restringir la incognita x a un valor x,

La tarea la encontramos en el CT1 en la ficha 45 (Aplicaciones de inecuaciones en
variadas situaciones) item c y d del problema 3 (jCuidado! Maquina trabajando) en

la pag. 211.

Un ejemplo representativo de la tarea el item c y d del problema 3 (jCuidado! Maquina
trabajando) del CT1.

El uso continuo de la maquinaria genera el llamado estrés del material, producto
de su dilatacion lo cual genera riesgos de fisuras y deformaciones importantes
que impiden su correcto funcionamiento. Por este motivo, cada fabricante da
unas especificaciones que se deben cumplir para su éptimo desemperio. Por
efemplo; el fabricante de una maquina ensambladora determina que solo puede
ser usada un maximo de 38 horas diarias. Esta maquina se utiliza para
ensamblar dos productos: el primero necesita 3 horas, mientras que el segundo
2 horas.

Fuente: Adaptado de Peru c (2015, p. 210)
Una vez que se obtiene la inecuacion 3x+2y <38 Yy la representacion de su conjunto

solucion.

Fuente: Elaboracion propia.
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La técnica para hacer la tarea, la caracterizamos de las indicaciones que se dan en el

item cyd.

c. Traza una linea punteada vertical tal que pase por x = 2y
determina el intervalo de la recta en valores de y que se

encuentran dentro de la regibn sombreada.
d. Completa:
* El segmento empiezaen y = yterminaeny =

* Por tanto, los valores de y estan en el intervalo:

Fuente: Adaptado de Peru ¢ (2015, p. 211)

Técnica (t921):
Paso 1: Trazar una linea punteada vertical que pasa por X=X,.

Trazar la linea punteada vertical que pasa por x=2

Fuente: Elaboracion propia.

Paso 2: Identificar los valores de inicio y final del segmento que se encuentra

dentro de la region sombreada, y representarlos en un intervalo.
El segmento comienza en y=0 y termina en y=16, de alli que los valores de

y estan en el intervalo [0;16].

Tecnologia (6):
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02: Representacién del conjunto solucion de una inecuacion
015: Representacion grafica de una recta

Evaluacion de las tareas que conforman el tipo de tarea To, las técnicas
identificadas que permiten hacer las tareas y el bloque tecnolégico-teérico que

permite justificar las técnicas

En el CT1, identificamos 3 problemas propuestos de la tarea to1, y solo 1 problema
propuesto de la tarea tg2. Las técnicas no son efectivamente elaboradas, pues como

ya se menciond, se caracterizaron a partir de las indicaciones dadas en las preguntas.

Asi mismo, no identificamos la justificacion de las técnicas caracterizadas en el TE1,
salvo los pasos que involucran la representacion mediante una expresion algebraica
la condicién de desigualdad. De alli que, la presencia de dicho tipo tarea en el CT1 no
es pertinente, pues los estudiantes no tienen la tecnologia y una técnica efectivamente
elaborada que le permita desarrollar los problemas que conforman las tareas. Pero, el
tipo de tarea To si podria estar presente en los libros didacticos que corresponden a
los siguientes afios de estudio, puesto que se tienen ya los elementos tecnolégicos

suficientes que permitan justificar la técnica para su desarrollo.
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CAPITULOV: COMPLETITUD DE LA PRAXEOLOGIA MATEMATICA
RECONSTRUIDA

En el presente capitulo, exponemos el analisis de la praxeologia matematica
reconstruida en base a los 7 indicadores de completitud propuestos por Fonseca
(2004). Este analisis nos permitira identificar el grado de completitud de la praxeologia
matematica reconstruida en torno a las inecuaciones lineales. Para realizar dicho

analisis tomamos como referencia los trabajos de Fonseca (2004) y Serrano (2013).

PML1. Integracion de los tipos de tareas y existencia de tareas relativas al

cuestionamiento tecnolégico

Segun Fonseca (2004) la integracion de los tipos de tareas depende de la relacion
que se puede encontrar entre las diferentes técnicas que integran la PML de estudio.
Asi pues, en la praxeologia matematica reconstruida en torno a las inecuaciones
lineales, identificamos la integracion de los tipos de tareas T+, T2, T3, T4, Tsy Te. Puesto
que las técnicas para resolver las tareas que conforman el tipo de tarea T4, permiten
obtener la transformacion del lenguaje natural al algebraico de un problema dado en
texto, asicomo las distintas representaciones del conjunto solucidén de una inecuacion,
de alli que dichas técnicas se relacionan con las técnicas para resolver los tipos de
tareas T3, T4, Ts, y Te, los cuales son parte del género de tareas resolver, y ademas
estos tipos de tareas mas el tipo de tarea T7 (Comparar expresiones) estan
integrados, pues las técnicas para resolver las tareas que los conforman son
variaciones y/o ampliaciones de ellas (las técnicas), asi mismo, dichas técnicas se
justifican en las propiedades de desigualdades, es decir bajo un mismo bloque

tecnoldgico-teorico.

Respecto al tipo de tarea Ts (Justificar las técnicas de resolucion), esta se integra con
los tipos de tareas mencionados en el parrafo anterior, pues en dicho tipo de tarea
encontramos tareas relativas al cuestionamiento tecnoldgico de las técnicas de los
tipos de tarea T3, T4, Ts, y Te. Podemos mencionar como ejemplo, la pregunta 6 en el
CT3, una tarea que corresponde al tipo T7, en la cual se tiene que justificar la técnica,
puesto que larelacion de desigualdad cambia, si la cantidad a multiplicar es un nimero

negativo.
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6. Si se multiplica por una misma cantidad a los miembros de

la inecuacién ;cambia la relacion de la inecuacion?

Fuente: Adaptado de Peru e (2016, p. 49)

En contraste, tenemos la tarea T, que es un tipo de tarea aislado en la praxeologia
matematica reconstruida, pues las técnicas caracterizadas no se relacionan con las
técnicas trabajadas en los tipos de tareas asociados al género de tarea resolver, ya
que para poder hacer una tarea del tipo Tg, es necesario la representacion en el plano
cartesiano, cuya tecnologia la encontramos en la geometria analitica. Ademas, los
problemas que conforman dicho tipo de tareas solo la encontramos presente en el

CT1, que corresponde al primero de educacion secundaria.

En sintesis, a partir de la reconstruccion de las técnicas presentes en los libros de
texto analizados, podemos concluir que hay una integracidén de los tipos de tareas
identificados, a excepcion del tipo de tarea To, cuya justificacion y descripcion de la
técnica lo encontramos en la geometria analitica. En lo que se refiere a la existencia
de tareas relativas al cuestionamiento tecnoldgico, son pocas las tareas presentes en
los libros didacticos que permitan realizar dicho cuestionamiento tecnolégico (ver
Tabla 22), lo que confirma lo expuesto por Sierra, Bosch y Gascén (2013), al afirmar
que la presencia de cuestiones relacionadas al cuestionamiento tecnoldgico de las

técnicas es una practica ausente en el ambito de la educaciéon secundaria.

Tabla 22. Cuestiones relativas al cuestionamiento tecnolégico de la técnica

Libro Tarea Ubicacion en el libro didactico
didactico

Ficha 44 (Aplicaciones de inecuaciones en variadas
CT1 te1 situaciones) pregunta 2 de reflexiona de Finalicemos en la pag.
207

Ficha: Promedio de notas en la pregunta 11 de la pag. 43,
CT3 t71 ¢, Quién tiene razén? en la pregunta 5, 6 y la pregunta 2 de

heteroevaluacion de la pag. 48 y 49.
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PML2. Diferentes técnicas para cada tipo de tareas y criterios para elegir entre

ellas

En la reconstruccion de la praxeologia matematica de nuestro objeto de estudio,
hemos identificado para los tipos de tarea T2, T3, T4, Tsal menos dos técnicas. Asi por

ejemplo, en el tipo de tarea T3 (Resolver una inecuacion lineal con una incognita), de
las tres técnicas identificadas para la resolucion de las tareas t31 y t33; una técnica es
la ampliacion de la otra técnica, asi pues, las técnicas t311Yy t331 permiten hacer
transformaciones algebraicas a inecuaciones, donde no todos los coeficientes son
fraccionarios, para el caso de que todos los coeficientes son fracciones identificamos
las técnicas t311*y t331*. LOos pasos que conforman las técnicas mencionadas se
consideran hasta obtener una expresién algebraica equivalente a la forma X<M, o
sus respectivas variantes respecto al signo de desigualdad, ahora, si se quiere obtener
la representacién en lenguaje natural o mediante intervalo o en la recta numérica del
conjunto solucion, se tienen las técnicas t312y t332; las cuales se obtienen integrando
a las técnicas t311 (0 T311*)y 1331 (t331*) los pasos de las técnicas t121 y/o t131; las cuales

permiten representar el conjunto solucion de una inecuacion.

Mientras que, para el tipo de tarea T4 (Resolver un sistema de dos inecuaciones
lineales), dos de sus técnicas identificadas para realizar las tareas ta1 y ta2 son
variaciones, una de la otra, pues el primer paso de las técnicas t411y T421 consiste en
identificar las dos inecuaciones del sistema y resolver cada una de ellas mediante las
técnicas t311Yy/0 T331; en cambio en las técnicas t412y t421 Se realizan directamente las
transformaciones algebraicas al sistema de inecuaciones planteado. Ademas,
podemos identificar un criterio para elegir entre ellas en el TE3, pues encontramos la
descripcion de las técnicas t411 Yy T412, en la cual se muestra la economia de la técnica
Ta412, puesto que se puede obviar la interseccion de intervalos en la representacion en
la recta numérica y escribir de forma directa la inecuacion de la forma 3<x<5, tal

como podemos ver en la Figura 57.
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Figura 57. Descripcidon y comparacion de las técnicas t411 y 1412
Fuente: Peru d (2016, p. 79)

Por dltimo, para el tipo de tarea Ts (Resolver un sistema conformado por una
inecuacion lineal o sistema de inecuaciones lineales y una inecuacion lineal)
identificamos dos técnicas para la tarea ts1, contrario a las técnicas identificadas para
los tipos de tarea T3 y Ta, las técnicas 1511y t512 N0 son ampliaciones o variaciones
una de la otra, puesto que en los pasos de técnica 1511 no se realiza tratamiento

algebraico alguno, tal como se puede ver en la Figura 58.
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Figura 58. Técnica ts11
Fuente: Peru d (2016, p. 21)

Tal como se muestra, la técnica ts11 consiste en tratar una inecuacion como una
ecuacion, de ese modo se toma los valores de la cota superior e inferior de la
inecuacion para luego reemplazarlos en la ecuacién lineal, y asi obtener las cota

inferior y/o superior de la incognita a acotar. En contraste con la técnica ts12, enla cual

se privilegia el tratamiento algebraico.

Pues bien, la técnica dominante para la resolucién de inecuaciones para los tipos de
tarea identificados en los libros didacticos analizados, tiene su fundamento en el
tratamiento algebraico. Asi, confrontando con las propuestas en las investigaciones
de Bazzini y Boero (2004), Giusti (2007) y Conceicao (2011), quienes proponen incluir
una técnica para la resolucién de inecuaciones, la cual se fundamenta en el enfoque
basado en funciones. En nuestro analisis praxeolégico, no identificamos dicha técnica
(a la cual Assude (2002) denomina técnica funcional-grafica) en los libros didacticos,
salvo para el tipo de tarea Tg, pero como ya se menciono esta solo presente en el
CT.

Al respecto, luego de la revision de los libros didacticos encontramos elementos

tecnolégicos que podrian justificar la técnica funcional-grafica, y a su vez podrian
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servir para realizar el cuestionamiento tecnolégico de la técnica algebraica. Un
ejemplo de un elemento tecnolégico que permite considerar introducir la técnica
funcional-grafica en la resolucion de inecuaciones, lo encontramos en el TE3, en el
cual se muestra una técnica para obtener la resolucion grafica de un sistema de

ecuaciones, tal como que se puede observar en la Figura 59.

Figura 59. Solucion grafica de un sistema de ecuaciones
Fuente: Peru d (2016, p. 68)
Asi por ejemplo, si se pide resolver la inecuaciéon 15-2x<9—x, la técnica grafico
funcional consiste en obtener las representaciones graficas en el plano cartesiano de
las funciones f(x)=15-2x Yy g(x)=9-x, cuyas representaciones la encontramos en

la Figura 59, identificamos el punto de interseccion de las representaciones graficas,

que en nuestro caso es (6;3), podemos asi identificar como el conjunto solucion de la

inecuacion a los valores que se encuentran a la derecha del 6, esto si consideramos
que el simbolo < se puede interpretar en el lenguaje natural como debajo de, por

consiguiente obtenemos el conjunto solucién de la inecuacion propuesta.

En conclusion, solo en los tipos de tareas T2y Ts identificamos dos técnicas distintas
para resolver las tareas que las conforman. Ademas, solo encontramos un elemento
tecnoldégico que nos permitan obtener un criterio para poder elegir entre la técnica mas

fiable y econédmica para la resolucion de las tareas en el tipo de tarea Ta.
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PML3. Independencia de los objetos ostensivos que sirven para representar las

técnicas

La técnica dominante identificada en la coleccion de libros didacticos es la técnica
algebraica, de alli que el objeto ostensivo predominante para representar la técnica es
la representacion algebraica, pero también, podemos encontrar algunas tareas en la
que se hace uso de la representacion tabular como medio para comprobar los valores
que satisfacen una inecuacion lineal de una incognita, tal como podemos ver en la
Figura 60. Ademas, podemos encontrar la representacion verbal que permite describir
la técnica algebraica, tal como se muestra en la Figura 61.

Figura 60. Comprobacion de valores que cumplen con la desigualdad algebraica
Fuente: Peru d (2016, p. 77)

Figura 61. Representacion verbal de la técnica t4s2-
Fuente: Peru d (2016, p. 79)
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Si bien es cierto, identificamos la representacién tabular y verbal como objetos
ostensivos para representar las técnicas en los textos escolares, estas no son
suficientemente usadas en los cuadernos de trabajo, pues como ya mencionamos en

el parrafo anterior la representacion algebraica es el objeto ostensivo de mayor uso.

Serrano (2013) menciona que “la variabilidad y flexibilidad de las técnicas supone que
se acepten diferentes representaciones ostensivas dependiendo de la actividad
matematica en la que estan inmersas e incluso de la tarea especifica abordada dentro
de un mismo tipo de tareas” (p. 27). Asi por ejemplo, la técnica grafico funcional, la
cual describimos en el segundo indicador del grado de completitud de Fonseca,
permitiria el uso de la representacion grafica como objeto ostensivo en las tareas de

resolver inecuaciones.

Solo para el tipo de tarea Ty, se hace uso de la representacion tabular y grafica para
la resolucion de las tareas que lo conforman, para ello primero se presenta una lista
de graficas, como se observa en la Figura 62, de las cuales se identificara cual
representa al conjunto solucién de la inecuacion, la cual se obtiene a partir de un

problema en contexto, cuya inecuacion es 2x+y <6, con la restriccion de que ambas

incognitas no son negativas.

Figura 62. Representacion grafica del conjunto solucién de una inecuacion lineal de dos
incégnitas
Fuente: Peru c (2015, p. 209)
Pues bien, con el fin de poderidentificar la representacién grafica del conjunto solucion
de la inecuacion, el CT1 describe la técnica, para la cual se hace uso de la
representacion tabular en el tem g y h, luego en el tem i se hace uso de la
representacion grafica en el plano cartesiano, pues se pide ubicar en el plano

cartesiano los puntos que satisfacen la inecuacion de dos incognitas, los cuales han
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sido ubicados en la tabla del tem h, y finalmente se pide comparar la grafica obtenida
con las que son propuestas para poder identificar el conjunto solucion de la
inecuacion. Mostramos a continuacion la manera en la que se describe la técnica en

el CT1, para la identificacidén del conjunto solucion de la Figura 63.

Figura 63. Representacion tabular para la determinacion del conjunto solucion
Fuente: Peru c (2015, p. 210)

PML4. Existencia de tareas y de técnicas “inversas”
Respecto a este criterio, en el cual se afirma, que deberian existir para alguna de las
técnicas y tareas de la praxeologia matematica, sus respectivas técnicas y tareas

inversas. En la tabla 23 mostramos las tareas y sus respectivas tareas inversas, las

cuales fueron identificadas en los libros didacticos analizados.

Tabla 23. Tareas y sus respectivas tareas inversas

Tarea Tarea inversa

t11: Representar una desigualdad | t42: Representar una desigualdad en
usando los signos de desigualdad | lenguaje natural, a partir de una
<, >, <, >, a partir del lenguaje | expresiéon dada mediante los signos
natural de desigualdad <, >, <, >

-

t13: Representar una desigualdad | t14: Representar una desigualdad

mediante un intervalo y/o en la recta| mediante notacion de intervalo o

numeérica, a partir de una expresion | usando los signos de desigualdad
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dada mediante los signos de| <, >, <, =; a partr de su

-

desigualdad <, >, <, > representacion en la recta numérica.

Como se puede ver en la tabla mostrada, solo se identificaron dos tareas y sus
respectivas inversas en los libros didacticos analizados, dichas tareas pertenecen al

tipo de tarea T4, el cual pertenece al género de tareas representar.

La cuestion que se plantea es ¢ si es posible plantear tareas inversas a los demas
tipos de tareas?, en respuesta a esa pregunta, identificamos en nuestros
antecedentes que una de las recomendaciones de Tsamir y Bazzini (2001) es que se
deberia incluir tareas donde dada una solucion, se pida determinar una inecuacion

para la cual la solucién dada sea su solucion.

De ese modo, los problemas que planteamos a continuacion serian tareas inversas a
las tareas que conforman el tipo Tz y Ta.

e A partir del conjunto S =<1; 4) determinar una inecuacion cuya

solucién sea el conjunto S .
o Si—-2<X<3 acotar la expresion 2x-5.

e Determine una inecuacion cuyo conjunto solucioén sea el conjunto
de numeros reales.

e Determine una inecuacion cuyo conjunto solucion sea vacio.

e Determine un sistema de inecuaciones cuya solucion sea {—3}.

El ultimo problema planteado seria la inversa de una tarea que no se encuentra
presente en la coleccion de libros, que es un sistema de inecuaciones lineales de la

forma ax+b<c y dx+e <f , un ejemplo de dicha tarea mostraremos a continuacién,

donde su conjunto solucion es {5} :

Resolver el sistema de inecuaciones X—3<2 . —5X+2<-23.

En sintesis, encontramos poca presencia de tareas inversas en el analisis de la

praxeologia matematica reconstruida en la coleccion de libros didacticos analizados.
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PMLS. Interpretacion del funcionamiento y del resultado de aplicar las técnicas

y PML6. Existencia de tareas matematicas “abiertas”

Fonseca (2004) sefiala que “los diferentes indicadores no son independientes entre si
y que algunos indicadores de la completitud hacen referencia a aspectos globales de
la organizaciéon matematica en cuestion” (p. 183). Afade que un ejemplo son los
indicadores de completitud PMLS5 y PMLG, de alli que hemos considerado ambos

criterios en conjunto, para el analisis de la praxeologia matematica reconstruida.

Asi pues, en referencia a la interpretacion del funcionamiento de aplicar las técnicas,
identificamos en el tipo de tarea T2 (Comprobar) la técnica que permite la
interpretacion del funcionamiento de la técnica algebraica, para la resolucion de
inecuaciones, como ejemplo tenemos la pregunta 10 en CT3, donde se pide
comprobar cualquier valor del intervalo obtenido luego de aplicar las técnicas 1111y

T432* en las preguntas 8 y 9 respectivamente.

8. Simboliza la expresion algebraica que representa la expresion “la
mitad de la sumade la temperatura registrada mas 1°C no sera menor

que -3°C ni mayor que 2°C.

9. Determina el intervalo solucion (temperaturas registradas) de la
expresion simbolica mencionada en la pregunta anterior y ubicalo en

la recta numeérica en la recta numérica.
10. Reemplaza cualquier valor del intervalo donde se ubica la

. o X+1
temperatura registrada en la expresion EN y comprueba que el

resultado pertenece al intervalo [—3;2]

Fuente: Adaptado de Peru e (2016, p. 15)

Por otra parte, en referencia a la interpretacion del resultado obtenido de aplicar una
técnica, podemos encontrar dicha tarea en la resolucién de tareas matematicas

abiertas, segun Fonseca (2004):

En un primer nivel, las tareas abiertas son aquellas en las que los datos son
valores conocidos que se tratan como si fuesen desconocidos (parametros) y
las incognitas no son objetos matematicos concretos (como, por ejemplo,
valores numéricos) sino las relaciones que se establecen entre ellos en
determinadas condiciones explicitadas en el enunciado de la tarea (p. 183).
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En la coleccion de libros didacticos analizados, encontramos pocas tareas donde los
datos son tratados como parametros y las incognitas no son prefijadas de antemano,
en el tipo de tareas Tey T7 encontramos las tareas matematicas abiertas, un ejemplo
de una tarea matematica abierta se observa en la Figura 64, donde los datos vy las

incégnitas no estan previamente establecidas.

Figura 64. Tarea matematica abierta
Fuente: Peru e (2016, p. 49)

Fonseca (2004) sefala que en un segundo nivel de tareas matematicas abiertas se
encuentran las tareas de modelizacion matematica, en las que se debe de escoger
los datos e identificar las incognitas, ya sea a partir de una situacion extramatematica
o intramatematica. Tras la revision de los libros didacticos, encontramos en los
cuadernos de trabajo de los cinco afos de estudio, tareas de modelizacion matematica
relacionadas a nuestro objeto de estudio, un ejemplo de ello lo encontramos en la
Figura 65, en la cual es necesario interpretar el resultado obtenido de aplicar la
técnica, puesto que se establece que el monto desconocido es un numero entero, de
alli que para su solucion se debe considerar un conjunto restringido a los numeros

enteros.

Ahora bien, en contraste a lo que sefiala Fonseca (2004) respecto a los datos e
incognitas de las tareas de modelizacién matematica, por lo general en las tareas de
modelizacion matematica propuestas en los libros didacticos analizados, la cantidad
de datos para su resolucién son dados de manera exacta, dejando de lado la
posibilidad de que el estudiante escoja los datos e incognitas que permitan resolver la

tarea.
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Figura 65. Tarea de modelizacién matematica
Fuente: Peru e (2016, p. 24)

Por otra parte, Assude (2002) en su trabajo de investigacion identifica el tipo de tarea
solucion de problemas con discusion sobre las condiciones de existencia de
incognitas, cuya técnica consiste en identificar las ecuaciones o sistema de
ecuaciones Y luego realizar la discusion de las condiciones de desigualdad sobre las
incognitas de las ecuaciones. En los libros didacticos analizados identificamos
problemas donde se podria realizar la discusion sobre las condiciones de existencia
de las incognitas dentro del contexto del problema propuesto, asi por ejemplo,
identificamos una tarea abierta en el TE3 (ver Figura 66), donde no se realiza la

discusion de la existencia de la incognita a4, asi se podria dar la condicion de que

3a-2>0.

Figura 66. Problema donde la condicion de la incognita d seria 3a—2>0
Fuente: Peru d (2016, p. 87)
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Del mismo modo, identificamos en un problema resuelto en el TE4 (ver Figura 67),

donde se podria dar la condicion sobre la incognita de que 100—x>0.

Figura 67. Problema donde la condicion de la incognita x seria 100—x >0
Fuente: Peru c (2016, p. 95)

PMLY7. Integracién de los elementos tecnoldgicos e incidencia sobre la practica

A partir del analisis de los libros didacticos podemos identificar la integracion de los
elementos tecnoldgicos de los tipos de tareas T3, T4, Ts, y Te, que son tareas que
pertenecen al género de tareas resolver. Sin embargo, en el andlisis de la coleccion
de libros, hemos identificado la ausencia de elementos tecnoldgicos de algunas tareas
en los textos escolares, asi por ejemplo, en el CT1 hemos identificado problemas
donde es necesario usar la técnica para representar las soluciones de una inecuacion
lineal, pero en el TE1 no se identificaron los elementos tecnoldgicos que justifiquen la
técnica, tal como sefialamos en la evaluacion de la técnica (ver pag. 84). Lo mismo
ocurre con el tipo de tarea Ts, pues los elementos tecnoldgicos que permiten justificar
la técnica es identificada en el TE3, pero identificamos una tarea del tipo de tarea Ts
en el CT1 (ver pag. 132). Asi mismo, los elementos tecnoldgicos del tipo de tarea To

(Determinar el conjunto solucion de una inecuacidn lineal de dos incognitas) se
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encuentra totalmente aislado, pues no se articula con los elementos tecnoldgicos de
los demas tipos de tarea, puesto que la tecnologia que justifica la técnica se encuentra

en la geometria analitica.

Sefala Fonseca (2004) que “un indicador importante del grado de completitud de OML
lo constituye la medida en que 8 permita construir técnicas nuevas (para la comunidad
de estudio) capaces de ampliar los tipos de tareas de OML” (p. 183). Asi pues,
identificamos la incidencia de los elementos tecnolégicos sobre la practica hasta los
libros didacticos que corresponden hasta el 3° de secundaria, en los libros didacticos
posteriores no identificamos nuevas técnicas y en consecuencia una ampliacion de
los tipos de tareas, esto a pesar que se puede encontrar ciertos elementos
tecnologicos que nos permitirian construir nuevas técnicas y por ende ampliar los tipo
de tareas. En el TE4 y CT4 solo se proponen y resuelven tareas de inecuaciones
lineales de una incognita, mediante la técnica algebraica, mientras que en el TE5 y
CT5 solo identificamos un problema resuelto de una inecuacién lineal con una
incognita.

5.1 Grado de completitud de la praxeologia matematica

Podemos afirmar que la praxeologia matematica reconstruida en torno a las
inecuaciones lineales en la coleccion de libros didacticos analizados, no es una
praxeologia matematica puntual (PMP), puesto que hemos identificado 9 tipos de
tareas, donde cada una de ellas conformaria una praxeologia matematica puntual,
pero tampoco es una praxeologia matematica local (PML), puesto que no todos los
tipos de tareas identificados estan integrados, pues las técnicas del tipo de tarea To
es aislada de las demas técnicas identificadas. Si usamos los términos usados por
Fonseca y Gascén (2000) podemos afirmar que se trata de una amalgama de

praxeologias matematicas puntuales integradas de manera parcial.

Por otra parte, no podemos considerarla una praxeologia matematica completa, ya

que solo cumple parcialmente los indicadores de completitud de Fonseca.

- Respecto a la integracion de los tipos de tareas y existencia de tareas relativas

al cuestionamiento tecnoldgico, identificamos un tipo de tarea aislado, el tipo
de tarea To. Ademas, solo se identificaron pocas tareas relativas al

cuestionamiento tecnolégico de las técnicas (ver tabla 22).
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- En la coleccién de libros analizados, solo en dos de los tipos de tareas, T2y
Ts, identificamos dos técnicas distintas y solo se ofrece un criterio para poder

elegir entre ellas, en el tipo de tarea Ta (ver pag. 150).

- En la coleccion de libros analizados, para representar las técnicas
identificadas, los objetos ostensivos que se usan son la representacion
algebraica, la representacion tabular, el lenguaje natural. Pero, con mayor
incidencia en la representacion algebraica debido a que la técnica dominante

es la algebraica. Solo en el tipo de tarea Tg se usa la representacion grafica.

- Solo se identificé las tareas inversas a las tareas t11y t13, que son las tareas
t12 y t14 respectivamente. De acuerdo a los ejemplos resueltos presentes en
los libros, se podrian haber planteado tareas inversas a las tareas T3y Ta(ver
pag. 157).

- Respecto a la interpretacion del funcionamiento y resultado de aplicar las
técnicas, la técnica del tipo de tarea T2 permite realizar la tarea de
interpretacion del resultado de aplicar la técnica algebraica, asi mismo,
identificamos tareas abiertas en la coleccion de libros didacticos, que permiten
realizar la tarea de interpretacion del resultado obtenido al usar las técnicas
algebraicas, pero no se aprovecha la discusion de la existencia de las
incégnitas en problemas que se plantean en otras unidades de los libros
didacticos, dicha discusion implicaria una mayor presencia de la interpretacién
de los resultados, y ademas se integraria con los praxeologias matematicas

presentes en los libros didacticos, en torno a la teoria del Algebra.

- Identificamos la incidencia sobre la practica de los elementos tecnoldgicos de
los libros didacticos solo hasta el 3° de secundaria. Por otra parte, la técnica
caracterizada para el tipo de tarea To, permitiria ampliar los tipos de tareas,
pues tal como menciona Assude (2002), se pondrian considerar las tareas de
programacion lineal, lo cual permitiria una mayor integracion de elementos

tecnoldgicos.

En conclusién, la praxeologia matematica reconstruida cumple parcialmente los
indicadores de completitud de Fonseca, de ahi que afirmamos que es una praxeologia

matematica relativamente completa.
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5.2 Caracteristicas del modelo epistemolégico dominante (MED)

A partir de nuestro analisis ecoldgico y praxeolégico en torno en las inecuaciones
lineales en la educacion basica regular, identificamos las siguientes caracteristicas del
MED:

e Fuerte relacion con las ecuaciones, pues se sefala que para resolver una
inecuacion lineal con una incégnita se usan los mismos pasos para resolver
una ecuacion, salvo el factor negativo (ver Figura 38), asimismo, nuestro objeto
de estudio en los libros didacticos analizados los identificamos justo después
del tema ecuaciones.

e Predominio del tratamiento algebraico en la resoluciéon de inecuaciones
lineales, basado en las propiedades de relacion de orden, tal como
identificamos en las técnicas que se usan para su resolucion.

e Predominio de tareas en contexto en los libros didacticos, donde los pasos
para su resolucion solo considera el factor positivo del término lineal en su
forma reducida ax+b<c.

e Identificamos una praxeologia puntual aislada que estd conformada por las
tareas que consisten en determinar el conjunto solucion de inecuaciones

lineales con dos incégnitas.

En relacion a las pautas dadas para la construccion de un modelo epistemologico de
referencia en torno a las inecuaciones lineales que planteamos en el capitulo 3 de

nuestra investigacion, podemos sefalar acerca del MED:

e Ausencia de tareas donde se discuta las propiedades de desigualdad.

e Ausencia de técnicas alternativas, que permitan determinar el conjunto
solucion de una inecuacion, como la técnica grafico funcional que presentamos
en la pag. 152.

e Ausencia de tareas donde se explicite una de las razones de ser de las
inecuaciones, la cual permite establecer condiciones de desigualdad a los
elementos que conforman una ecuacion, tal como expusimos en la pag. 159.

e Muy poca presencia de tareas donde la técnica no solo consiste en una
aplicacién repetitiva de pasos, pues solo se identificaron los tipos de tarea T,
Tz y Ts , pues en dichos tipos de tarea se podria hacer mas evidente las

diferencias entre la resolucion de una ecuacion y de una inecuacion.
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CONSIDERACIONES FINALES

Las conclusiones de nuestro trabajo de investigacion son las siguientes:

La eleccién de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) como referencial tedrico
y metodolégico en nuestro trabajo de investigacion ha sido pertinente, pues los
elementos tedricos y metodoldgicos que ofrece dicha teoria, nos permitieron analizar
a nuestro objeto de estudio en relacion a una determinada institucion. En primera
instancia a la institucion productora del saber, la matematicas (como disciplina), a
través de un analisis historico epistemologico de nuestro objeto de estudio, asi mismo,
a la institucion encargada de la educacion en nuestro pais, el Ministerio de Educacion
del Peru (MINEDU), para lo cual hemos realizado un analisis ecoldgico y praxeolégico
de nuestro objeto de estudio a través de los planes curriculares y los libros didacticos

distribuidos por la institucion.

En lo referente a nuestro objetivo general, analizar la praxeologia matematica de las
inecuaciones lineales presente en una coleccion de libros escolares de educacion
secundaria que brinda el MINEDU, se ha podido cumplir con el objetivo planteado,

puesto que para cumplir con dicho objetivo, nos planteamos tres objetivos especificos.

El primer objetivo especfifico fue realizar un analisis epistemoldégico de nuestro objeto
de estudio de modo que nos permita dar pautas para la construccion de un modelo
epistemoldgico de referencia en torno a las inecuaciones. Asi pues, nuestro analisis
epistemoldgico nos reflej6 que si bien las inecuaciones es un concepto que se
consider6 como disciplina de estudio a partir de la mitad del siglo XX, no era un
concepto ajeno a los matematicos de la antigledad, puesto que en un principio las
desigualdades fueron una herramienta importante para el desarrollo de disciplinas
como la geometria, algebra y calculo. De ese modo hemos identificado en cada
momento estudiado la razén de ser de nuestro objeto de estudio, lo cual nos permitid
dar criterios para la construccion de un modelo epistemolégico de referencia,
considerando ademas las reflexiones y conclusiones de los trabajos de referencia de

nuestra investigacion.

El segundo objetivo especifico fue reconstruir la praxeologia matematica de las
inecuaciones lineales presente en una coleccion de libros didacticos de educacion

secundaria, y determinar el nivel de la praxeologia matematica reconstruida. Para
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cumplir dicho objetivo tomamos en consideraciéon algunos aspectos tedricos y
metodologicos que ofrece la Teoria Antropolégica de lo Didactico, de alli que,
identificamos 9 tipos de tarea (Ti), 22 tareas (tjj), 33 técnicas (tijk) caracterizadas y el

bloque tecnoldgico-tedrico que justifica las técnicas dentro de la teoria del cuerpo
conmutativo ordenado (R,+,-)y el anillo conmutativo de polinomios (R[x].+)

excepto el tipo de tarea To, cuya teoria que justifica las técnicas se encuentra en la
geometria analitica, de alli que los elementos tecnoldgicos que justifican las técnicas

de dicho tipo de tarea no se integra en la practica de los demas tipos de tareas.

Ademas, en contraste con las recomendaciones dadas por las investigaciones
consideradas en nuestros antecedentes, no identificamos tareas que permitan
verificar o comprobar si el resultado obtenido luego de obtener la inecuacion
equivalente mediante el tratamiento algebraico es el correcto, la unica excepcién es
el tipo de tarea T2, tal como se menciona en las investigaciones de referencia,
considerar la técnica grafico funcional seria una herramienta mas en el trabajo de

verificar o comprobar.

Asi mismo, en el encuentro con las tareas, pudimos observar que las técnicas donde
se toman en cuenta el signo del coeficiente del termino lineal, al momento de hacer la
transposicion de términos, es la técnica menos aplicada puesto que la cantidad de
problemas para usar dicha técnica es minimo, solo 6 problemas con dicha
caracteristica, de alli que, tal como refieren las investigaciones de referencia, la
ausencia de dichas tareas refuerza la idea de que resolver una ecuacion es lo mismo
que resolver una inecuacion. Respecto al nivel de la praxeologia matematica,
afirmamos que la praxeologia matematica reconstruida es una amalgama de
praxeologias matematicas puntuales integradas de manera parcial a través de la
ampliacién de técnicas, pues esta conformada por 9 tipos de tareas, donde el tipo de

tarea Tg se encuentra aislado de los demas tipos de tarea.

El tercer objetivo especffico fue utilizar los criterios de completitud de Fonseca (2004)
para analizar el grado de completitud de la organizacion matematica construida, luego
del analisis de cada uno de los criterios, concluimos que se trata de una praxeologia
matematica relativamente completa, puesto que cumple parcialmente cadauna de los
criterios de completitud propuestos por Fonseca. Asi mismo, nos permiti¢ identificar

las caracteristicas del modelo epistemoldégico dominante, ademas de evidenciar
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ausencias de tareas que deberian estar presentes, segun como indicamos en las
caracteristicas de un modelo epistemoldgico de referencia en relacién a nuestro objeto

de estudio.

Un futuro trabajo nos plateamos la construccion de una praxeologia matematica
alternativa en torno a las inecuaciones lineales, en base a lo expuesto en nuestro
analisis de la praxeologia matematica reconstruida en nuestra investigacion en
relacion a los libros didacticos analizados, ademas, tomando en consideracion las
caracteristicas consideradas para un modelo epistemoldgico de referencia. Asi
mismo, en nuestra investigacion ha quedado pendiente la construccién de un modelo

epistemoldgico de referencia en relacidén a nuestro objeto de estudio.

En lo referente a nuestro objeto de estudio, aun en nuestro pais son pocas las
investigaciones en educacion matematica donde el foco de atencion son las
inecuaciones, asi pues, un analisis implicativo acerca de la comprension en relacion
a la resolucion de inecuaciones lineales de los estudiantes de educacion secundaria

que hacen uso de los libros didacticos analizados.
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