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RESUMEN

El presente trabajo tiene como objetivo analizar la coordinacion de las Representaciones en los
Registros de Representacion Semidtica (grafico, algebraico y natural) que estudiantes de
Economia de una universidad particular de Lima, realizan cuando desarrollan una situacion
problema relacionada al Multiplicador de Lagrange. Para poder llevar a cabo este trabajo,
hemos revisado antecedentes de investigacion que tienen como objeto matematico al
Multiplicador de Lagrange, asi como funciones reales de varias variables, ya sea con el empleo
de la tecnologia o sin ella. Por otro lado, hemos justificado la realizacion de nuestra
investigacion por medio de aspectos académicos, curriculares y personales para poder mostrar
la pertinencia del presente trabajo. EI marco tedrico empleado pertenece a la Teoria de Registros
de Representacion Semiotica (TRRS) de Duval (1995), mediante el cual podremos analizar las
coordinaciones realizadas por los estudiantes cuando resuelvan una situacion problema. El
referencial metodolégico empleado es Aspectos de la Ingenieria Didactica (ID) de Artigue
(1995), cuya estructura guiara nuestra tesis. Con respecto a la etapa experimental, se escogieron
dos parejas de estudiantes, quienes resolvieron una situacion problema de una actividad, en la
cual utilizaron el software Geogebra para su realizacién. Para finalizar, se realizé el analisis de
los resultados obtenidos en la situacion problema, en el cual se confrontaron los analisis a priori
y a posteriori, para observar si los resultados obtenidos fueron los esperados por el investigador.
Siendo asi, se concluye que el software Geogebra favorece la conversion de representaciones
en el registro algebraico para representaciones en el registro gréafico. Por otro lado, el uso de la
TRRS permitié identificar las dificultades por las cuales los estudiantes no lograron la

coordinacion de registros.

Palabras clave: Multiplicador de Lagrange; Teoria de Registros de Representacién Semidtica;

Situacion Problema; TICS.



ABSTRACT

The main objective of the present work is to analyze the coordination of the Representations in
the Registries of Semiotic Representation (graphic-algebraic-natural language), that students of
Economics, of a public university in Lima, perform when they develop a problem issue related
to the Lagrange Multiplier (LM) to carry out this thesis, we have reviewed research
backgrounds that has have as a mathematical object of study the LM, whether it is with the use
of technology or without it. Also, we have reviewed and analysed the applications that are
presented in the experiments carried out in those investigations, as well as the use of the
instruments used for data collection, which serves as a guide for the design of the activities
present in the problem situation . On the other hand, we have justified the realization of our
research taking into account the academic, curricular, personal and professional aspects in order
to show the relevance of the execution of our work. The theoretical framework use is that of
the Theory of Registries of Semiotic Representation (TRRS) of Duval (1995), provides us with
valuable and necessary tools to understand and interpret the transformations made by the
subjects of research when a problem situation occurs. Likewise, we have chosen as a
methodological reference aspect of the Didactic Engineering (ID) of Artigue (1995) whose
structure will guide our tesis. To carry out the experimental stage, we have chosen two couples
who will participate in a problematic situation, composed of two activities, in wich they used
the Geogebra software for its realization. Finally, an analusis was made of the results obtained
from the problematic situation, in wich we compared the a priori analysis and the a posteriori
analysis, the characteristic of the 1D, to observe whether the results were or were not predicted
by the researcher. Thus, it is conclude that the use of the GeoGebra software favours the
conversion of representations in the algebraic register for representations in the graphic register.
On the other hand, the TRRS allows us to explain how conversions and treatments are

developed, also to identify the difficulties for which students do not manage to coordinate.

Key words: Fundamental Theorem of the calculation, TFC, Conversion, Treatment,
Coordination, Situation Problem, Graphic Record, Algebraic Record.
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CONSIDERACIONES INICIALES

Nuestro interés por analizar la coordinacion de registros de representacion semiotica que
realizan los estudiantes de Economia, en el aprendizaje del Multiplicador de Lagrange, surgio
de observar que en la préactica docente, los alumnos movilizan Unicamente dos registros de
representacion, el algebraico y la lengua natural. Esta materia es ensefiada en el curso del

segundo ciclo Matematicas Il de la Universidad del Pacifico, en Lima — Perd.

Tenemos como objetivo especifico identificar qué registros de representacion semiotica logran
movilizar los estudiantes y determinar qué tratamientos y conversiones logran realizar dichos
estudiantes. Para lograr nuestros objetivos, los alumnos contaran con el apoyo del software
Geogebra, pretendemos generar una situacion problema, por el cual los alumnos logren

coordinar los registros de representacién semidtica.
Este trabajo se encuentra organizado de la siguiente forma:

En el primer capitulo se aborda la problematica de investigacion, en la cual hemos realizado
una revision de los antecedentes de investigaciones en base al Multiplicador de Lagrange, la
justificacion de nuestra investigacion, el marco tedrico referente a la Teoria de Registros de
Representacion Semiotica de Duval (1995) y los aspectos de la Ingenieria Didactica de Artigue

(1998), con lo que organizaremos nuestra tesis.

En el segundo capitulo se basa en el Analisis preliminar, en donde hacemos un estudio historico
del Multiplicador de Lagrange, el estudio matematico y en analisis didactico del Multiplicador
de Lagrange.

En el tercer capitulo desarrollamos la experimentacion y el andlisis, en donde se expone el
escenario de experimentacion y el andlisis a priori y a posteriori de la situacién problema
planteada en la tesis. Usaremos aspectos de la Ingenieria Didactica para validar nuestros

resultados.

Finalmente, mostrariamos nuestras consideraciones finales de estudio.



CAPITULO I: PROBLEMATICA

En el presente capitulo exponemos los antecedentes, la justificacion para desarrollar nuestra
tesis, el marco tedrico, la pregunta con los objetivos de investigacion y la metodologia a emplear

en nuestra investigacion.
1.1 Antecedentes

Realizamos una revision bibliografica con respecto a la ensefianza y al aprendizaje del Calculo
Diferencial e Integral de funciones reales de varias variables, con la finalidad de ubicar nuestra
investigacion frente al conocimiento actual que se dispone en Educacion Matematica. Sobre el

asunto, consideraremos cuatro tesis doctorales, una tesis de maestria y un articulo de referencia.

Ingar (2014) en su investigacion, analizo el proceso de visualizacién durante el aprendizaje de
las nociones de valores méximos y minimos locales de funciones de dos variables en alumnos

de ingenieria. La metodologia que se emplea en este estudio es la Ingenieria Didactica.

La autora realizo su estudio con alumnos de la Facultad de Ingenieria de Alimentos de la
Universidad Nacional del Callao, en el curso Célculo 11l que abarca el Célculo diferencial e
integral de varias variables. El objetivo de su investigacion fue partir de la nocién de
visualizacion para el registro figural y adaptarla para el registro grafico y, entonces, analizar el
proceso de visualizacion durante el proceso de aprendizaje de las nociones de valores maximos

y minimos locales de funciones reales de dos variables reales de los alumnos de ingenieria.

La investigacion se enmarca en la Teoria de los Registros de Representacion Semiética (TRRS)
de Duval, de manera particular en las aprehensiones perceptiva, discursiva, operatoria y
secuencial de un gréfico representado en el CAS Mathematica y en la articulacion entre el
registro grafico y el algebraico. El referencial teérico se fundamenta, también, en la Teoria de
las Situaciones Didacticas de Brousseau, pues se inicio con la propuesta de situaciones que
tiene como escenario la posicion del profesor investigador al frente de un grupo de estudiantes,

en un milieu constituido por un laboratorio de computacion, preguntas y devoluciones.

Los alumnos que llevaron el curso por primera vez, trabajaron en grupos de dos, formando asi
cinco grupos. Las situaciones didacticas fueron organizadas en base a un problema real que no
era comun en los libros didacticos, las cuales fueron presentadas a partir del registro de lengua
natural y del registro grafico. Estas situaciones posibilitaron las conversiones para el registro
algebraico y posteriormente para el registro grafico, y viceversa. Con respecto al registro

gréafico, los tratamientos se dieron por las modificaciones dpticas, posicionales y mereoldgicas



en la accidn de observar la relacion entre las superficies y los planos perpendiculares al eje z.
Con respeto al registro algebraico, hubo tratamientos que se dieron en las operaciones con
derivadas parciales y en la solucion del sistema de ecuaciones de dos variables.

El anélisis a posteriori de las situaciones didacticas permitié percibir que los alumnos tuvieron
dificultades en realizar la conversion de representaciones del registro en lengua natural para el
registro algebraico. Sin embargo, coordinaron los tres registros de representacién semidtica:
lengua natural, algebraico y gréfico.

Segun Ingar (2014), los alumnos no lograron realizar de manera correcta la construccion de la
nocion de maximos y minimos locales de una funcion de dos variables reales y su
representacion algebraica. Estos errores fueron producto de la falta de claridad en la
determinacion y representacion del dominio y de la imagen de una funcién de dos variables

reales.

En la representacion grafica en el CAS Mathematica, los alumnos identificaron las variables
visuales propias de esta representacion gracias a la aprehension operatoria y a las
modificaciones Opticas, posicionales y mereoldgicas. Ellos tuvieron dificultades en articular las
variables visuales con los valores significantes del registro algebraico, presentado en las
definiciones y teoremas de los valores maximos y minimos de funciones de dos variables reales.
Es decir, el estudio del registro grafico en R3 promovio la identificacion de las distintas

aprehensiones de los estudiantes en la interaccion con el CAS Mathematica.

Lo relevante de esta investigacion es el tratamiento de las representaciones de funciones reales
de dos variables en el registro grafico, centrando su estudio en las aprehensiones en el registro
grafico y en el uso de la tecnologia, en este caso el CAS Mathematica como medio para el

aprendizaje de los valores maximos y minimos en varias variables.

Xhonneux (2011) realiza un estudio sobre el aprendizaje del Teorema de Lagrange en
estudiantes universitarios de matematica y economia. El autor utiliza la Teoria Antropolégica
de lo Didactico (TAD) como base tedrica para analizar y modelar la actividad matematica
relativa al Teorema de Lagrange. En este sentido, crea un Modelo Epistemologico de
Referencia (MER) que serd expresado en términos de Organizaciones Matematicas. Con
respecto a las diferentes formas de ensefianza del Teorema de Lagrange, el autor encuentra
aspectos distintivos en los cinco manuales analizados (notas de clase) que corresponden a cinco

cursos distintos.



Tres de estos manuales son destinados a estudiantes de economia del primer, segundo y tercer
afio de bachillerato, mientras los otros dos son destinados a estudiantes de matemaéticas del
primer afio de bachillerato. Por un lado, en los manuales estudiados, se mostraron dos tipos de
discursos justificativos de la técnica (tecnologia) segun los cuales Xhonneux (2011) clasifico
como manuales deductivos e inductivos. Respecto a los deductivos, estos muestran una
separacion de las tareas procedimentales (tareas que expresan una serie de operaciones
necesarias para completar la tarea demandada) de las estructurales (tareas como “explicar",
"interpretar”, "definir", “analizar”, “resumir", etc.). De esta manera, las tareas estructurales son
trabajadas antes de desarrollar las procedimentales. Ademas, existe en estos manuales una
banalizacion de la resolucion de problemas (tarea procedimental); es decir, no prioriza de
manera exhaustiva esta tarea. En relacion a los inductivos, estos trabajan de manera conjunta
las tareas procedimentales y estructurales y abarca principalmente la resolucion de un problema

de optimizacion bajo restricciones de igualdad.

Por otro lado, el autor mostr6 dos modos de intervencion de la técnica en los manuales
estudiados: puntual y genérico. En relacion a los manuales de modo puntual (usados por los
estudiantes de matematica), se focaliza en ejemplos concretos para presentar una nueva técnica,
lo que no permite mostrar la diversidad de problemas existentes. Un ejemplo del modo puntual
es el siguiente: “Resolvamos el problema propuesto a modo de introduccidon eligiendo como
funcion de utilidad U(x, y) = xy.” (Xhonneux, 2011, p.174).

En cuanto a los manuales de modo genérico (usados por los estudiantes de economia), la técnica
interviene no solo por medio de elementos concretos sino por medio de simbolos genéricos,
como por ejemplo  (f(x,y),Vg(x,y), etc), la independencia de estas técnicas permite su
reutilizacion en los diferentes contextos. Un ejemplo del modo genérico es el siguiente: “La
proposicion siguiente (que no demostraremos) nos proporciona un test basado en las segundas
derivadas para decidir si un punto estacionario del Lagrangiano corresponde a un maximo o a
un minimo” (Xhonneux, 2011, p.174). De esta manera, el modo genérico va siempre

acompafado de ejemplos.

A proposito de las funciones de la prueba del Teorema de Lagrange, el autor reconoce en los
manuales y en los cursos dos aspectos distintivos de esta prueba: verificativo y explicativo. La
prueba cumple un rol verificativo cuando el objetivo es comprobar la veracidad (validar) de
una conjetura. Mientras que, cumple un rol explicativo cuando permite entender con mayor
claridad el teorema. En este sentido, el autor destaca que en los estudiantes de Matematica prima

el aspecto riguroso y verificativo de la prueba; mientras que en los de Economia prima el



aspecto simplificativo y explicativo. Ademas, identifica la preferencia del uso del Teorema de
Funciones Implicitas en la prueba del Teorema de Lagrange en los cursos de estudiantes de

Economia. Mientras que la mayoria de los estudiantes de matematicas evitan recurrir a este.

Respecto a las dificultades enfrentadas por los estudiantes, se mostraron a lo largo de la
transposicion didactica, que estas estan asociadas al hallazgo de soluciones entre los candidatos
(posibles valores que optimizan la funcion objetivo) con la condicion de regularidad.
Adicionalmente, se encontraron otras dificultades, pero mas relacionadas al funcionamiento
interno de las matematicas; es decir, relacionadas a las dificultades en la resolucion de sistemas

de ecuaciones o en la modelamiento matematico de un problema.

Xhonneux (2011) muestra las diferencias de ensefianza del Teorema de Lagrange cuando esta
se dirige a estudiantes de matematicas y cuando se dirige a estudiantes economistas. En cuanto
a las diferencias encontradas (ver Cuadro 1), podemos mencionar los siguientes aspectos
distintivos: a) introduccion del Teorema de Lagrange en clase, b) aplicacién del Teorema de

Lagrange, c) interpretacion del Multiplicador de Lagrange.

Cuadro 1. Comparacion institucional basada en el cuestionario para profesores.

Aspecto Curso para matematicos Curso para economistas
Importancia del Teorema de 1 Resultado importante ya que es util
P Un resultado mas entre otros A P y. g
Lagrange para los siguientes estudios
Tratamiento de las restricciones de .
. No Si
desigualdad

En el caso de problemas de dos
variables bajo una restriccion de
igualdad

Introduccion de la funcion de

En el caso general
Lagrange

Prueba del Teorema de Lagrange

Uso del Teorema de Funciones
Implicitas

llustracion grafica més el uso del
Teorema de Funciones Implicitas

llustracibn del método de

sustitucion

Si, para motivar la introduccién
al Teorema de Lagrange

Si, para motivar la introduccion al
Teorema de Lagrange

Aplicaciones
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Fuente: Xhonneux (2011, p.221)

Con respecto al primer punto, en una clase dirigida a economistas, el teorema es presentado a
través de un caso particular simple, para luego formalizar el teorema en mencién; en cambio,
una clase dirigida a matematicos no requiere de un caso particular para la presentacion general
del problema. Con respecto al punto b), los profesores en economia presentan una gran cantidad
y diversidad de aplicaciones, especificamente, relacionadas a problemas econdémicos; en

cambio, para los estudiantes de matematica, las aplicaciones son mas escasas Yy tedricas. Con



respecto al ultimo punto, el Multiplicador de Lagrange representa un concepto muy importante
en una clase dirigida a economistas y lo interpreta a lo largo de las diversas aplicaciones
relacionadas con problemas econémicos; en cambio no se facilita ninguna interpretacion de este

concepto para futuros matematicos.

Alves (2011) realizé un estudio sobre la ensefianza y el aprendizaje del Calculo Diferencial e
Integral en Varias Variables. Su objetivo consistio en identificar y en describir las categorias
del raciocinio intuitivo (intuicion afirmativa, intuicion conjetural e intuicion anticipatoria),
propuesta por Fischbein (1987). Para ello utiliz6 como herramienta las cuatro fases previstas

por la metodologia de ensefianza denominada Secuencia Fedathi.

En base a una vision de complementariedad entre la Teoria de Registros de Representaciones
Semioticas y las categorias del Fischbein, el autor implementé situaciones-problema para que
los alumnos pasen por dichas categorias. Esta implementacion se puso en marcha con el fin de
superar y evitar algunos problemas relacionados a conceptos del Calculo en Varias Variables.
Estos problemas fueron identificados durante el anélisis de los libros didacticos, en que el autor
identificd que las curvas de nivel alrededor de un punto critico adoptaron formas similares a
elipses o circunferencias en la mayoria de los libros. Ademas, los libros analizados evidencian
que los puntos de silla aparecen en el origen y provienen de funciones cuyas graficas son

hipérbolas con asintotas de ecuaciones y = x 0 y = —x.

En relacién a la identificacion de los puntos extremos, el investigador observd que las
caracteristicas geométricas son poco exploradas por los libros didacticos consultados en la tesis.
En este sentido, se prioriza la aplicacion del Test del Hessiano de la segunda derivada para la
clasificacion de los puntos extremos, sin necesariamente poseer un significado o una imagen

mental sobre lo que declara el alumno.

En una primera etapa, aproximadamente 80 estudiantes formaron parte del estudio. Estos
alumnos estaban matriculados en el curso de Célculo 111 de la Licenciatura en Matematica del
Instituto Federal de Educacion, Ciencia y Tecnologia - IFCE — Fortaleza. En la segunda etapa,
el autor selecciono solo ocho estudiantes con el objetivo de realizar un mejor seguimiento
durante cada semestre. El estudio fue desarrollado siempre en el aula y las entrevistas semi-
estructuradas fueron aplicadas siempre de modo individual en el transcurso de las sesiones
didacticas, durante las clases de “tira davidas” (despejar las dudas) y en la aplicacion de dos

evaluaciones.



Segun Alves (2011), los alumnos pueden interiorizar de mejor manera los conceptos del Célculo
de Varias Variables gracias a la exploracion didactica de categorias del raciocinio intuitivo.
Este analisis estd basado en una mediacion didactica que involucra la exploracion de los
registros de representacion semiotica. Ademas, el empleo de softwares como el Geogebra y el
CAS Maple, puede indicar elementos mas significativos con respecto a la transicion interna del
Célculo en Una Variable para el Calculo en Varias Variables.

Lo relevante de esta investigacion es que a diferencia de Ingar (2014), el autor, para estudiar
los valores maximos y minimos de funciones de varias variables, utiliza las curvas de nivel; que
estudia el céalculo diferencial e integral de funciones de varias variables, mediado por el
software Maple.

Henriques (2006) realiza una investigacion sobre la ensefianza y el aprendizaje de integrales
maultiples para los calculos de areas y volumenes en las universidades brasileras y en las clases
preparatorias tecnoldgicas francesas. El autor tuvo dos objetivos principales en su trabajo:
comprender mejor las dificultades enfrentadas por los estudiantes en los temas abordados y
estudiar el rol que tiene el software Maple para superar estas dificultades, favoreciendo las
interacciones entre la representacion grafica y la representacion analitica de los objetos

concernientes.

Con respecto al marco tedrico, el autor se apoya en tres teorias principales: Teoria de Registros
de Representacion Semidtica, Teoria Antropoldgica de lo Didactico y el Enfoque Instrumental
de Rabardel. En cuanto a la Teoria de Registros de Representaciones Semioticas, ésta le permite
definir e interpretar la representacion grafica y la representacion analitica de un solido en los
problemas de célculos de volumen por integracién multiple. Ademas, se apoy0 en la Teoria
Antropolégico de lo Didactico para tener una comprension global, ya que la dimension
institucional es esencial en su investigacion. Para completar su estudio, considerd la Teoria
Instrumental para abordar el ambiente computacional y de manera particular el aprendizaje de

las herramientas tecnoldgicas.

En cuanto a la metodologia, el autor considero aquella que es propia de la Teoria Antropologica
de lo Didactico. De esta manera, la investigacion consistié de cuatro partes principales: un
analisis institucional de la ensefianza de las integrales multiples, un andlisis de las précticas de
los alumnos y docentes en integrales multiples y un estudio del entorno informatico del Maple

y experimentos con y sin el Maple.



En relacion a los estudiantes, Henriques (2006) constat6 de manera general que ellos
representan graficamente los sélidos del espacio tridimensional por medio del lapiz y papel. La
utilizacion de la perspectiva, que daria al alumno un confort tridimensional (el alumno prefiere
trabajar en dos dimensiones que en tres), en un ambiente bidimensional depende Unicamente de
sus habilidades al realizar el disefio. Concluye ademas que el uso pertinente de un ambiente
computacional, como el Maple, puede ser de gran ayuda, porque permite un control sobre las
variables visuales en la interpretacion global de la figura. Al contrario del ambiente lapiz y

papel, que no lo permite con tanta facilidad, pues es algo dificil de hacer.

En lo relativo a los profesores, el autor sostiene que ellos muestran predisposicién para aplicar
las estrategias de interpretacion geométrica del sélido y de representacion gréfica del soélido.
De esta manera, reconocen la existencia de ciertas dificultades referidas a la ensefianza de las
Integrales Multiples, en particular al tratamiento de los ejercicios que consideran a priori

dificiles.

Lo relevante de esta investigacion es el uso de la Teoria de Registros de Representacion
Semiotica en el Célculo de Varias Variables y ademas el uso de la tecnologia en el curso de

Célculo de nivel superior.

Por otro lado, Trigueros y Martinez-Planell (2010) realizaron una investigacion que se baso6 en
la comprension de como los estudiantes trabajan con funciones de dos variables, en particular,
en investigar la relacion entre la nocién que tienen los alumnos sobre subconjuntos del espacio

tridimensional R3 y en la comprension de los graficos de las funciones de dos variables reales.

Los investigadores usaron como marco teérico la teoria APOE (Accidn, Proceso, Objeto,
Esquema) de Dubinsky y la Teoria de Registros de Representaciones Semiéticas de Duval. La
teoria APOE se utiliz6 para modelar el desarrollo del concepto de funciones de dos variables y
la teoria de registros de representacién semiotica proporciond las herramientas conceptuales
para analizar la flexibilidad en el uso de diferentes representaciones y su papel en la

comprension de las ideas matematicas consideradas.

Como sujetos de estudio fueron considerados nueve estudiantes que previamente habian llevado
un curso de calculo en varias variables. Los autores concluyeron que la comprensién de los
gréficos de funciones de dos variables no es facil para los estudiantes pues esta relacionada con
la estructura del esquema que los alumnos tienen de R3. En este sentido, se percibid que el paso

de graficar funciones de una variable a funciones de dos variables no es un paso directo.



En dicho estudio se determin6 que la posibilidad de intersectar superficies con planos e inferir
el resultado de dicha interseccidn juega un papel importante para la comprension de gréaficos de
funciones de dos variables. Esto fue particularmente dificil para los estudiantes, de los cuales
solo uno pudo construir dicha representacion grafica. De esta forma, Trigueros y Martinez-
Planell (2010) indican que se requiere de un esfuerzo mas consistente cuando se ensefian cursos

de céalculo en varias variables.

Después de hacer una revision de algunas investigaciones referentes al calculo de varias
variables en Educacion Matematica, podemos afirmar que estas van creciendo
progresivamente, las cuales abordan temas como integrales multiples, optimizacion de dos
variables, derivadas parciales, curvas de nivel, optimizacidn con restricciones, etc. En relacion
al marco tedrico empleado, cuatro de las investigaciones usan la Teoria de Registros de
Representacion Semioética, dos la Teoria Antropologica de lo Didéactico, una la Teoria de
Situaciones Didacticas y una el Enfoque Instrumental. En relacion a la metodologia empleada,
dos investigaciones aplican la Ingenieria Didactica, dos aplican la propia metodologia de la
Teoria Antropolégica de lo Didactico y una la metodologia de la Secuencia Fedathi.
Destacamos ademas que en estas investigaciones se analizan las dificultades referentes al
calculo en varias variables y/o el uso pertinente de un ambiente computacional que propicie el
proceso de la visualizacién. Observamos finalmente que tres investigaciones mostraron la
necesidad del estudio del registro grafico en R3 y de las aprehensiones para la visualizacion

del objeto matematico.

De lo expuesto, consideramos que las investigaciones revisadas contribuyen a determinar
nuestro foco de investigacion. Siendo asi, podremos establecer el problema que deseamos
analizar, formular las preguntas de investigacion y determinar el marco tedrico que nos permita

responder y analizar los resultados obtenidos.

En base a ello, presentamos nuestra justificacion en relacion a los antecedentes previamente
explicados y a la malla curricular de la carrera de Economia de la universidad en donde

aplicaremos la investigacion.

1.2 Justificaciéon

En base a nuestras referencias, ellas muestran que existen dificultades en el estudio del céalculo
de varias variables, desde la representacion de una terna ordenada hasta el estudio de derivadas

parciales, integrales dobles, optimizacién de funciones, etc. Cabe mencionar que Ingar (2014)



propone estudiar el Multiplicador de Lagrange a futuro, ya que cuando los estudiantes abordan
este topico, utilizando las representaciones graficas, presentan problemas en dicho tépico. Por
otro lado, en el estudio de Xhonneux (2011) se hace un intenso estudio del Teorema de
Lagrange, desde el punto de vista de la Teoria Antropoldgico de lo Didactico, lo cual nos llamo

la atencidn, y por lo que decidimos estudiar el Multiplicador de Lagrange.

Segun nuestra practica docente y por la revision de las sumillas, conjeturamos que la ensefianza
del Multiplicador de Lagrange se enfoca en el tratamiento algebraico y no, con frecuencia, en
el registro gréafico. Por otro lado, en la lectura de las distintas investigaciones, hemos observado
que existen problemas en la conversion del registro algebraico al grafico, desde Henriques
(2006), Ingar (2014) hasta Alves (2011), los cuales afirman que un adecuado uso de un
ambiente computacional favorece dicha conversion. Siendo asi, estamos interesados en el uso
del Geogebra debido a que es un software de representacion dinamica de uso libre, de facil

manipulacion y que se puede instalar con facilidad en diversos sistemas operativos.

Por otro lado, en cuanto a la relevancia profesional, hemos escogido cinco facultades de
Economia de distintas universidades del Peru, en donde se imparte nuestro objeto de estudio.
La informacion del Cuadro 2 se obtuvo a través de las mallas curriculares y de los silabos, que

se encuentran disponibles en la web.

Cuadro 2. Cursos en donde se ensefia el Multiplicador de Lagrange.

Curso Carrera Universidad

. Ingenieria L y .

Matematica I11 — Universidad Nacional de Ingenieria (UNI)
Econémica

Matemética Il Economia Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM)
Matemética para Economistas | | Economia Universidad Nacional del Callao (UNAC)
Matemética para Economistas Il | Economia Pontificia Universidad Catdlica del Pert (PUCP)
Mateméticas Il Economia Universidad del Pacifico (UP)

En el Cuadro 2, mostramos los cursos en donde se ensefia el Multiplicador de Lagrange en
dichas universidades, los cuales se imparten en su gran mayoria en el segundo semestre, con
excepcion de la Universidad Nacional de Ingenieria en donde se imparte a partir del tercer

semestre.
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A continuacion, mostramos en el Cuadro 3 los cursos en donde se utiliza el Multiplicador de
Lagrange, en las distintas universidades seleccionadas, seglin consta en los silabos respectivos.

Cuadro 3. Cursos en donde se utiliza el Método de los Multiplicadores de Lagrange en universidades

del Peru

1

1

' UNIVERSIDAD NACIONAL
\ DE INGENIERIA

1

UNIVERSIDAD NACIONAL
MAYOR DE SAN MARCOS

UNIVERSIDAD NACIONAL Matematica para
DEL CALLAO Economistas |

PONTIFICIA UNIVERSIDAD Matematica para Introduccion a la
CATOLICA DEL PERU Economistas Il Microeconomia

Microeconomia |

UNIVERSIDAD DEL
PACIFICO

Matematicas Il Matematicas Il Matematicas IV

Del Cuadro 3 podemos apreciar que la mayoria de los cursos de Microeconomia poseen como
requisito algun curso de Matematica en el cual se ensefia el Multiplicador de Lagrange. Para

lograr este cuadro fue necesario recurrir a los silabos de los distintos cursos que ahi se presentan.

Asi, podemos afirmar que el Multipicador de Lagrange es un tema imprescindible para
comprender topicos de Microeconomia, como la maximizacién de la utilidad del consumidor
bajo una restriccion presupuestaria o la minimizacion del costo del productor bajo una

restriccion presupuestaria.

Por lo expuesto y por la importancia del objeto matematico en la formacion del economista es
que creemos necesario abordar el Multiplicador de Lagrange, dentro del punto de vista de la
TRRS. Para ello, explicaremos en seguida nuestro marco teérico, tratando de asegurar la

posterior comprension de nuestra pregunta y objetivos de investigacion.

1.3 Aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica

Duval (1995) afirma que no es posible estudiar los fendmenos relativos al conocimiento sin
recurrir a la nocion de representacion. Esto no es la excepcion en Matematica, en donde la Gnica

manera de acceder a los objetos es a través de sus distintas representaciones. La palabra
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“representacion” dentro de la Matematica es muchas veces distorsionada, relegando su

significado s6lo a su contexto verbal, al de “representar” o al de “describir.”

Para el autor un punto estratégico en la comprension de la Matematica, es el de no confundir a
los objetos matematico con sus representaciones. Por ejemplo, si se pregunta a un estudiante de
primer ciclo universitario: ¢qué es una parabola?, podemos tener como respuesta un esbozo una
curva hecha con lapiz sobre una hoja de papel; o una regla de correspondencia dada por y =
ax? + bx + ¢, escrita con un lapiz sobre una hoja de papel. Las respuestas tratan de
representaciones semidticas diferentes del mismo objeto matematico, mas no es el objeto
matematico pedido. En este sentido, el investigador, afirma que toda confusion traerd consigo
una pérdida de la comprension y los conocimientos adquiridos pierden su valor en el contexto

del aprendizaje.

Una representacion semidtica es una representacion de una idea o de un objeto del saber, la cual
es construida a partir de la movilizacion de un sistema de signos. Su significado es determinado,
por un lado, por su forma en el sistema semidtico y por otro lado, por la referencia del objeto
representado.

En este sentido, el autor afirma lo siguiente:

[...] un sistema semidtico comporta reglas, mas o menos explicitas, que permiten
combinar los signos entre si de tal manera que la asociacion formada tenga también
sentido. Las posibilidades de combinacidn son las que le dan a un sistema semidtico su
potencia inventiva y le permiten efectuar a su interior transformaciones de expresion o
de representacion. Estas reglas determinan el funcionamiento del sistema, su sintaxis en
sentido amplio. (2004, p.43)

Como ejemplos de representaciones semidticas, tenemos un enunciado en lengua materna, una
expresion algebraica, un grafico de una funcién, un conjunto de nimeros; los cuales pertenecen

a sistemas semidticos diferentes, con diferentes signos.

Segun el autor, para que exista la aprehension de un objeto matematico, es necesario que
ocurran dos procesos relacionados con el aprendizaje en matematica: la semiosis (la
aprehension o la produccion de una representacion semioética) y la noésis (la aprehension

conceptual del objeto).

Para Duval (1995), un registro de representacion semidtica es un sistema semiotico en el cual
se distinguen tres actividades cognitivas fundamentales, ligadas a la semiosis: la formacion, el

tratamiento y la conversion.

La formacion de una representacion semidtica es basada en las reglas de conformidad (tales

como las reglas gramaticales cuando se trata de la lengua materna, reglas de representacion
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gréafica, reglas de calculos numéricos, etc.) y en la selecciéon de ciertas caracteristicas del
contenido envuelto. Por ejemplo, la composicion de un texto, escribir una formula, graficar una

superficie, etc.

En nuestra investigacion, por ejemplo, la representacion de la funcion de Lagrange en el registro
algebraico es dada por L(4,x,y) = f(x,y) + Ag(x,y),donde f es la funcion a optimizary g =
0 es la restriccion; esto es debido a que en su formacidn se movilizan caracteristicas y reglas de
conformidad, tales como las variables matematicas A , x e y, pares ordenados, ternas ordenadas,
signos de adicion y de multiplicacién y el signo de igualdad. Recordemos que A es la

representacion del Multiplicador de Lagrange.

Duval (2011) afirma que las computadoras con sus softwares, generan representaciones
semioticas, e hizo las siguientes observaciones: a) Las representaciones que las computadoras
generan son las mismas que las que se producen en papel para una aprension visual, de esta
manera las computadoras no constituyen un nuevo registro de representacion. b) Ellos
constituyen un modo fenomenoldgico de produccion, fundamentado en la aceleracion de los
tratamientos. ¢) Las representaciones semidticas no discursivas se vuelven manipulables como

objetos reales.

Ingar (2014), afirma que la formacion en el registro grafico de una funcion de dos variables
utilizando el software Mathematica se da por medio de comandos del software; en nuestro caso
utilizaremos el software Geogebra. En este sentido, para explicar la formacion de una
representacion del objeto funcidn real de dos variables usando el Geogebra, coincidimos con
la autora cuando afirma que el contacto del sujeto con la computadora favorece la formacion
en dicho registro. EI Geogebra, a través de unos comandos, muestra la representacion grafica
de la funcidn en la “Vista Grafica 3D”. Por ejemplo, para formar una representacion grafica de
una funcidn de dos variables representada algebraicamente por f(x, y) = x? + y? + 1, se debe
introducir en la barra de entrada la representacion semiética propia del Geogebra dada por
flx,y) =x"2+y"2+ 1, luego presionamos la tecla “enter” y generamos Su representacion

en el registro grafico CAS del Geogebra mostrado en la Figura 1.
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Figura 1. Formacién de una representacion grafica en Geogebra

El tratamiento de una representacion semidtica es la transformacion de dicha representacion
en otra, en el mismo registro donde fue formada. Para Duval (1995, p. 44), “un tratamiento es

una transformacion de la representacion interna a un registro de representacion o a un sistema”.

Por ejemplo, dada la funcién a optimizar f(x,y) = x? + y? sujeto a la restriccion x +y = 1.
Si deseamos determinar las derivadas parciales de la funcion de Lagrange asociadaa f yala
restriccion, se tendra un tratamiento de su representacion algebraica L(x,y, 1) = x% + y? +
Alx+y—1) hacia las siguientes representaciones algebraicas: L,(x,y,A) = 2x +

A L,y D)=2y+Ady Ly=x+y—1.

La conversion de una representacion semidtica es la transformacion de dicha representacion
en una representacion de otro registro. Segin Duval (1995, p. 46), “la conversidn es pues una
transformacion externa relativa al registro de la representacion de partida”. Por ejemplo, la
traduccion de un texto en una o mas expresiones algebraicas correspondientes es una conversion
de la representacion en el registro de la lengua materna para una representacion en el registro

grafico.

Por ejemplo, mostramos a continuacion (ver Figura 2) una conversion de las curvas de nivel de
la funcion real de dos variables definida por f(x,y) = x?> + y? (para k = 0,1,4,9), de la

representacion grafica hacia una representacion en el registro algebraico.
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\‘»\I2+y2:1

\\J$2+y2:0

Figura 2. Conversion de una representacion en el registro grafico a una representacion en el registro
algebraico.
En la Figura 3 mostramos conversiones de representaciones en el registro algebraico (x? +
y? =9,y% —4x = 13,y% — 4x = 0,y? — 4x = —12) arepresentaciones en el registro grafico

del Geogebra.

Registro Algebraico Registro grafico del Geogebra

v —4dx =13 -

$2+y2:9 -
2 —4dr =0 --
y? —dr = —12 °

Figura 3. Conversiones de representaciones en el registro algebraico a representaciones en el registro

grafico del Geogebra
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Para realizar las conversiones de la Figura 3, se introduce en la barra de entrada del Geogebra

las sentencias que aparecen en la Figura 4.

Entrada: x*2+y*2=9
Entrada: y*2-4x=13
Entrada: y*2-4x=0

Entrada: y*2-4x=-12

Figura 4. Sintaxis empleada para representar las curvas de la Figura 3 en el registro gréfico del
Geogebra.

Respecto a los registros de representacion semioticas, Duval (1995) afirma que no es suficiente
disponer de varios registros de representacion para la comprensién. Es necesario una segunda
condicion, por la cual, se requiere de la coordinacion de representaciones formuladas en
distintos registros. En la coordinacion, el individuo puede reconocer la representacion de un

mismo objeto, en por los menos dos registros distintos.

Luego de haber definido el marco teérico del estudio del multiplicador de Lagrange,

procederemos a enunciar la pregunta, y los objetivos de la investigacion.

1.4 Preguntay objetivos de la investigacion

En la carrera de Economia, el multiplicador de Lagrange juega un rol importante pues mediante
él es posible comprender tépicos de Microeconomia, como la maximizacion de la utilidad del
consumidor bajo una restriccion presupuestaria o la minimizacion del costo del productor bajo
una restriccion presupuestaria. Para que esto suceda, es imprescindible que el estudiante logre

la coordinacion de representaciones formuladas en distintos registros.
Siendo asi, formulamos la siguiente pregunta de investigacion:

¢Estudiantes de Economia coordinan los registros de representacion semiotica, en el

aprendizaje del Multiplicador de Lagrange por medio de una situacion problema?
Para responder la pregunta de investigacion, planteamos el siguiente objetivo general:

Analizar la coordinacion de los registros de representacion semidtica que realizan los
estudiantes de Economia en el aprendizaje del Multiplicador de Lagrange, por medio de una

situacion-problema.
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Con el proposito de lograr el objetivo general, nos planteamos los siguientes objetivos
especificos:

e Identificar los registros de representacion semidtica que movilizan los estudiantes de
economia cuando resuelven una situacion-problema.
e Determinar los tratamientos y conversiones que realizan los estudiantes de Economia

cuando resuelven una situacién-problema.

En la siguiente seccion se trataran los lineamientos metodoldgicos necesarios, a partir del cual

podremos responder nuestra pregunta de investigacion.

1.5 Metodologia de investigacion

En esta seccion presentamos la metodologia de nuestra investigacion, la cual responde a una
investigacion cualitativa. A su vez, mostraremos su pertinencia e importancia para nuestro

estudio, detallando los procedimientos metodoldgicos propios de este tipo de investigacion.

1.5.1 Investigacion cualitativa

En la metodologia cualitativa la investigacion produce datos que son descriptivos, como las
palabras de las personas, habladas o escritas, y la conducta observable. Segiun Bogdan y Biklen

(1994), algunas caracteristicas de este tipo de investigacion son las siguientes:

i.  En lainvestigacion cualitativa el entorno natural actia como fuente directa de datos y
el investigador como instrumento principal. Es trascendental el entendimiento al cual
Ilegue el investigador después de realizar un analisis de los materiales registrados.

ii.  Lainvestigacion cualitativa es descriptiva. Los datos recogidos son en forma de palabras
0 imagenes y no de numeros. La presentacion escrita de los resultados obtenidos
contienen citaciones hechas en base a los datos recogidos (transcripciones de
entrevistas, notas de campo, fotografias, videos, documentos personales y oficiales) los
cuales sirven para fundamentar la presentacion.

iii.  Los investigadores cualitativos se interesan mas por el proceso que de los resultados o
productos. Es interés del investigador, el entendimiento de las interacciones y
procedimientos en el entorno natural en donde se realiza el estudio.

iv.  Los investigadores cualitativos tienden a analizar sus datos de forma inductiva. Los

investigadores comienzan el estudio con interrogantes vagamente formulados,
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siguiendo un disefio de investigacion flexible y desarrollando conceptos,
entendimientos y comprensiones, partiendo de pautas de los datos sin evaluar modelos,
hipdtesis o teorias preconcebidas.

v.  Elsignificado es de importancia vital en el abordaje cualitativo. Aquellos investigadores
que opten por este tipo de abordaje estan interesados en la manera en que diferentes
personas dan sentido a sus vidas.

En nuestra investigacion, con respecto a los items i y ii, el investigador interactia con los
alumnos en el aula, haciendo el papel de formador y recoge directamente los datos a través de
fichas de observacion, archivos, audios, fotos y videos. En referencia a los items iii y iv, mas
que el producto, estamos interesados en comprender como se presentan las articulaciones entre
los distintos registros que se presentan al desarrollar actividades relativas al método de los
multiplicadores de Lagrange, regidos por un marco tedrico apropiado. Finalmente, en lo que se
refiere al item v, el investigador socializara los significados obtenidos por los alumnos al
desarrollar las actividades, pues es necesario conocer las manifestaciones de los alumnos. Por
lo sefialado anteriormente, justificamos que nuestra investigacion es cualitativa pues cumple

con las cinco caracteristicas correspondientes a este tipo de investigacion.

1.5.2 Aspectos de Ingenieria Didactica

La metodologia de investigacion que emplearemos serad la Ingenieria Didactica de Artigue
(1988), la cual es una metodologia cualitativa, caracterizandose por poseer un esquema
experimental basado en las realizaciones didacticas en clase, es decir, sobre la concepcidn, la

realizacion, la observacion y el analisis de secuencias de ensefianza.

[...] se distinguen por lo general dos niveles: el de la micro-ingenieria y el de la macro-
ingenieria, dependiendo de la importancia de la realizacion didactica involucrada en la
investigacion. Las investigaciones de micro-ingenieria son mas féciles de llevar a la
practica, sin embargo, si bien ellas permiten tener en cuenta de manera local la
complejidad de los fenémenos de clase, no la dejan unir con la complejidad esencial de
los fendmenos asociados con la duracién de las relaciones entre ensefianza y
aprendizaje. Ellas no permiten necesariamente distinguir de forma coherente los objetos
de conocimiento. Las investigaciones de macro-ingenieria, a pesar de todas las
dificultades metodoldgicas e institucionales que imponen, se hacen inevitables (p. 286).

Segun la autora, a diferencia de otros tipos de investigacion basados en la experimentacion en
clase, ésta metodologia se caracteriza por el registro en el cual se ubica y por las formas de
validacion relacionadas con ella. De manera general, las investigaciones que recurren a la

experimentacion en clase tienen un enfoque comparativo con validacion externa, las cuales
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recurren a la comparacion estadistica del rendimiento de grupos experimentales y grupos de
control. En contraste con lo anterior, la Ingenieria Didactica se sitla en el registro de los
estudios de casos y cuya validacion es esencialmente interna, fundamentada en la confrontacion

entre al analisis a priori y a posteriori.

La investigadora describe la metodologia de la Ingenieria Didactica, por medio de una
distincion temporal de su proceso experimental. Dicho proceso comprende cuatro fases: el
analisis preliminar, la concepcion y analisis a priori de las situaciones didacticas de la

ingenieria, la experimentacion y el analisis a posteriori y evaluacion.

Anélisis preliminar. Se basa en parte, en un marco teérico didactico general y en los
conocimientos didacticos previamente adquiridos en el campo de estudio. Teniendo en cuenta
los objetivos especificos de la investigacion, el analisis preliminar se basa también en el anélisis
epistemoldgico de los contenidos contemplados en la ensefianza, en el analisis de la ensefianza
tradicional y sus efectos, en el analisis de las concepciones de los estudiantes, de las dificultades
y obstaculos que determinan su evolucién y en el andlisis del campo de restricciones donde se
va a situar la realizacion didactica efectiva. Siendo asi, nuestra investigacion se basa en el

estudio del objeto matematico Multiplicadores de Lagrange.

Para Artigue (1998), el analisis de las restricciones se efectia distinguiendo tres

dimensiones:

e La dimensién epistemoldgica asociada a las caracteristicas del saber en juego. En
nuestra investigacion esta dimension esta constituida por una resefia historica del
método de los Multiplicadores de Lagrange y por el aspecto matematico que involucra
el enunciado formal del método de los Multiplicadores de Lagrange.

e La dimension cognitiva asociada a las caracteristicas cognitivas del publico al cual se
dirige la ensefianza. En nuestra investigacion, dicha dimensién se basa en la seleccion
de antecedentes (investigaciones de referencia) que de manera directa o indirecta
guarden relacion con los Multiplicadores de Lagrange, y con sujetos de estudio de un
nivel proximo al de nuestra investigacion.

e Ladimension didactica asociada a las caracteristicas del funcionamiento del sistema de
ensefianza. En este punto consideramos una revision bibliografica de textos usados por
los estudiantes, para analizar como es transmitido el conocimiento del objeto

matematico hacia los mismos.
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Concepcion y analisis a priori. El investigador decide actuar sobre un determinado ndmero de
variables del sistema no fijadas por las restricciones. El percibe que estas variables de comando
son apropiadas con respecto al problema estudiado. Con el fin de facilitar el analisis de una

ingenieria, la autora clasifica las variables de comando de la siguiente manera:

Las variables macro-didacticas o globales concernientes a la organizacién global de la
ingenieria y las variables micro-didacticas o locales que son concernientes a la
organizacion local de la ingenieria, es decir, la organizacién de una secuencia o de una
fase. Tanto unas como otras pueden ser en si variables generales o dependientes del
contenido didactico en el que se enfoca la ensefianza. En el nivel micro-didactico esta
segunda distincion es clasica, ya que se diferencian las variables asociadas con el
problema de las variables asociadas con la organizacion y la gestion del millieu [...],
las variables didacticas son aquellas cuyo efecto didéctico se ha corroborado (p. 291).

Para la autora, el objetivo del analisis a priori es determinar de qué forma las selecciones hechas
permiten controlar los comportamientos de los estudiantes y su significado. Este analisis a priori
comprende una parte descriptiva y una predictiva, el cual se centra en las caracteristicas de una
situacion a-didactica que se ha querido disefiar y que se va a tratar de llevar a los alumnos. De

esta forma, en el analisis a priori deben considerarse los siguientes puntos:

e Describir las selecciones del nivel local y las caracteristicas de la situacion didactica
que de ellas se desprenden.

e Analizar lo qué podria estar en juego en esta situacion para un estudiante en funcion de
las posibilidades de accidn, de seleccion, de decision, de control y de validacion de las
que él dispone durante la experimentacion.

e Prever los comportamientos posibles de los estudiantes y tratar de mostrar de que forma
el andlisis realizado permite controlar su significado y asegurar, en particular, que los
comportamientos esperados, si intervienen, sean resultado de la puesta en préctica del

conocimiento contemplado por el aprendizaje.

En nuestra investigacion consideraremos las variables micro-didacticas para el disefio de

actividades de recopilacion de datos, a definir en cada actividad.

Experimentacion. Segun Artigue (1998), en esta fase se realiza el acercamiento entre los
sujetos de investigacion y el investigador; ademas, se llevara a cabo el registro de observacion
de las actividades elaboradas, las cuales dependen del tipo de instrumento, medio y modo de
elaboracion. En nuestro estudio, la experimentacion comprende la aplicacion de los
instrumentos de investigacion, los cuales constan de fichas impresas con las actividades a ser

desarrolladas y preguntas para ser completadas, el uso del software Geogebra, un software de
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captura de pantalla para el andlisis posterior y el uso del 1apiz y papel, teniendo en cuenta los

objetivos y el marco tedrico de la investigacion.

Analisis a posteriori y validacion. Para Artigue (1998), el analisis a posteriori consiste en el
analisis del conjunto de datos recogidos a lo largo de la experimentacion, como por ejemplo,
produccion de los estudiantes, registros de observadores y registro en video. En este analisis de
hace necesario una confrontacion con el analisis a priori para que sea hecha la validacion o no

de las hipdtesis formuladas en la investigacion.

En nuestra investigacion, la confrontacion corresponde al analisis de los resultados obtenidos
en la fase experimental realizada desde el punto de vista de la coordinacién de registros y a la
problematica de la investigacion la que esta constituida por los antecedentes, justificacion,

pregunta y objetivos de investigacion.

En el siguiente capitulo realizaremos un estudio del Multiplicador de Lagrange, acorde al

analisis preliminar de la Ingenieria Didactica.
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CAPITULO I1: ANALISIS PRELIMINAR

Esta parte de la investigacion aborda el origen y estudio del Multiplicador de Lagrange y su

ensefianza en estudiantes de Economia.
2.1Un panorama historico del Multiplicador de Lagrange

Esta seccion esta basada en el analisis historico que Xhonneux (2011) realiza del método del
multiplicador de Lagrange, que durante los siglos XIX y XX era conocido como multiplicador
indeterminado. En este resumen historico, analizaremos los motivos para la aparicion de este
método y como se transform6 en una herramienta vital de optimizacion. Ademas, se
mencionaran los aportes de otros autores a la optimizacién de funciones. Asi mismo,

estudiamos la incursion de esta técnica en un area importante para esta tesis: la economia.

Segun el autor, considera que Joseph Louis Lagrange (1736-1813) es uno de los matematicos
mas conocidos de finales del siglo XVIII y sus principales aportes estan relacionados
principalmente a la teoria de nimeros, las funciones, las ecuaciones algebraicas, las ecuaciones
diferenciales, la mecanica y el célculo variacional. Sin embargo, el autor manifiesta que la
principal obra de Lagrange es el libro titulado “Mecanica Analitica”, el cual es un resumen de
todos los conocimientos adquiridos en mecanica desde Newton con un enfoque algebraico. Asi,

el matematico presenta los Multiplicadores de Lagrange por primera vez en este libro.

Por otro lado, el autor manifiesta que en la época de Lagrange, no existia una formalizacion de
la definicién de funcién, por ello, el teorema de Lagrange poseia una formulacion literaria en
sus trabajos originales, que se dio en la primera parte del libro “Mecanica Analitica”. Ademas,
la formulacién inicial de los multiplicadores de Lagrange se enmarco en un problema de estatica
(estudio de las condiciones de equilibrio de un sistema de particulas) y no en uno de

optimizacion con restricciones.
Asi mismo, para el autor, la definicion no formal de una funcién segin Lagrange es:

Llamamos a una funcion de una o més cantidades a cualquier expresion de célculo en
la que estas cantidades entran de cualquier manera, estén o no mezcladas con otras
cantidades que se consideran que tienen valores dados e invariables, mientras que las
cantidades de la funcién puede recibir todos los valores posibles. Por lo tanto, en las
funciones consideramos solo las cantidades que suponemos que son variables, sin tener
en cuenta las constantes que pueden mezclarse con ellas. (Xhonneux, 2011, p.75).
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Xhonneux (2011) considera un sistema de particulas con coordenadas “x,y, z; x',y’, z’; etc”
qgue cumpla con las siguientes condiciones “L = 0,M = 0,N = 0, etc.”; de esta manera la

formula general de equilibrio para este sistema es la siguiente:
“Pdp + Qdq + Rdr + etc.= 0"

Donde P (respectivamente Q y R) es la fuerza que actia sobre el punto (x,y,z) con un
desplazamiento virtual dp (respectivamente dq y dr), etc. El desplazamiento virtual, en
mecénica lagrangiana, es un desplazamiento infinitesimal y atemporal (el movimiento ocurre

mientras el tiempo se mantiene fijo).

Al resolver esta ecuacion, Lagrange obtiene identidades que el sistema debe cumplir en el
equilibrio a través de la eliminacion de variables usando las condiciones del sistema. Sin
embargo, como el autor lo comenta, para Lagrange este método puede resultar engorroso; ya
que puede depender de célculos demasiado complicados. Por lo tanto, el matematico propone
el método de los multiplicadores para la simplificacion de la resolucion del problema. Segun el

autor, Lagrange explica este nuevo método de la siguiente manera:

De ahi resulta que esta regla extremadamente simple para encontrar las condiciones de
equilibrio de un sistema cualquiera propuesto. Se toma la suma de momentos de todas
las fuerzas que deben estar en equilibrio y se les afiade las diferentes funciones
diferenciables que deben ser nulas por las condiciones del problema, después de haber
multiplicado cada una de estas funciones por un coeficiente indeterminado; se igualara
todo a cero, y se tendra asi una ecuacion diferencial que se tratard como una ecuacion
ordinaria de maximos y minimos, y de donde se sacara tantas ecuaciones particulares
finitas como variables tenga; estas ecuaciones, siendo en seguida despejadas, por
eliminacion de coeficientes indeterminados, daran todas las condiciones necesarias para
el equilibrio. La ecuacién diferencial del que se trata sera entonces de la forma,

Pdp + Qdq + Rdr + etc. +AdL + pdM + vdN + etc.= 0

En el que A, yw, v, etc, son cantidades indeterminadas; a partir de ahora las llamaremos
ecuacion general de equilibrio.

Esta ecuacion dara, relativamente cada coordenada, por ejemplo x, de cada uno de los
cuerpos del sistema, una ecuacion de la forma siguiente:
dM

pIP L Qa9 RN, e a2y v ete=o0
dx de dx ete. dx udX de e =

Resulta que el nimero de estas ecuaciones sera igual al nimero de todas las coordenadas
de los cuerpos. Las llamaremos ecuaciones particulares de equilibrio. (Xhonneux, 2011,
p.75-76).

El autor sefiala que, luego de la presentacion del método descrito anteriormente por Lagrange,
el matematico lo aplica a la formula de equilibrio de cuerpos continuos, de los cuales todos los
puntos son extraidos por fuerzas arbitrarias. Ademas, el matematico intenta hacer una analogia

en el campo de la Matematica con el problema de maximos y minimos de funciones. Sin
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embargo, por el interés de Lagrange por la matematica y la fisica, el Teorema de Lagrange nace
de su interés fisico y no matematico como se creeria. Ademas, Xhonneux (2011) menciona que
Lagrange no solo us6 su méetodo de multiplicadores en el dominio de la mecanica analitica, sino

lo aplicd en otros campos como el del calculo variacional.

Por otra parte, el autor menciona que Lagrange publica “La teoria de funciones analiticas” en
1811, y en esta obra, aplica el método de multiplicadores a los problemas de optimizacion con
restricciones de igualdad; es decir la busqueda de maximos y minimos de funciones de varias
variables f(x,y,z, ...) restringido a ¢(x,y,z,..)=0. Ademas, el método propuesto por
Lagrange puede ser aplicado a funciones definidas sobre curvas, superficies curvilineas y sus

generalizaciones multidimensionales; y no solo a funciones en el plano.
Segun el autor, Lagrange justifica lo anterior de la siguiente manera:

Se puede reducirlas a este principio general. Cuando una funcion de varias variables
debe ser un méximo o un minimo, y que hay entre estas variables una o varias
ecuaciones, sera suficiente afiadir a la funcion propuesta las funciones, que deben ser
nulas, multiplicar cada una por una cantidad indeterminada, y de buscar enseguida el
maximo o minimo como si las variables fueran independientes. Las ecuaciones que
encontraremos combinadas con las ecuaciones dadas, serviran para determinar todas las
incdgnitas. (Xhonneux 2011, p.77).

Ademas, el autor menciona aparte de las contribuciones puramente tedricas a la optimizacion
hechas por Lagrange, el aporte de Agustin Louis Cauchy (1789-1857), el cual propone el
método del gradiente; que fue publicado en su obra “Métodos generales para la resolucion de
sistemas de ecuaciones simultaneas” en 1847 y consiste en la resolucion iterativa para

problemas de minimizacién de funciones en varias variables sin restricciones.

El autor sefiala que, con respecto a la aplicacion del método de Lagrange, esta no solo se dio en
el campo de la matematica y fisica sino en otras areas como la economia, donde la aplicacion
en esta Ultima area surgio gracias a la necesidad de solucionar nuevos problemas de
optimizacion (problemas con restricciones de desigualdad) en el contexto de la segunda guerra
mundial. Por consiguiente, debido a la importancia que tiene la aplicacién del método de
Lagrange en la economia para esta tesis; en los siguientes parrafos analizaremos la incursién

historica de esta técnica en la economia a través de los afos.

Segun el autor, la incursion de la matematica en la economia ha sido reciente, antes de Antoine
Augustin Cournot (1801-1877), cuyos trabajos en economia eran esencialmente literarios (no
formales) y no matematicos; por ello se le conoce como el fundador de la economia matematica.
El investigador menciona que este matematico consideraba muy importante y necesario usar

las matematicas en economia, siendo asi que en 1938 publica su obra prima “Investigacion
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sobre los principios matematicos de la teoria de la riqueza”, donde junta las ideas matematicas
ya existentes con las teorias de la economia politica. Sin embargo, Xhonneux (2011) expresa que

el concepto de utilidad marginal aparece treinta afios después con Walras y Jevons.

Por consiguiente, muchos de los problemas en economia se reducen a una optimizacion sujeta

a ciertas restricciones, asi por ejemplo:

e Un consumidor que desea maximizar su satisfaccion (optimiza su funcion de utilidad
limitada a restricciones presupuestaria).
e Un productor que desea minimizar su costo de produccion (optimiza su funcion de

costos considerando la cantidad deseada de produccion).

Segun el autor, menciona que el método de los multiplicadores es usado con restricciones de
igualdad y los dos ejemplos previamente mencionados en diversos casos tienen este tipo de

restricciones, por lo que, la técnica de los multiplicadores de Lagrange podra ser usado en ellos.

Ademas, el autor sefiala que, a pesar que por muchos afios se consideré a Edgeworth como el
primero en usar el método de los multiplicadores de Lagrange en sus publicaciones; lo cierto
es que Westergaard, en 1876, fue el pionero al publicar su trabajo titulado "Den moralske
formue og det moralske haab™ en la revista "Tidsskrift for Mathematik™. Por consiguiente, el
autor menciona que Westergaard resuelve el problema de optimizacién denominado “la mayor

felicidad para encontrar el mayor nimero” usando el método de los multiplicadores.

Segun el autor, el problema de la mayor felicidad también causo el interés de Edgeworth, el
cual lo resolvi6 en su publicacion "New and Old Methods of Ethics" el afio 1877, usando el
método de Lagrange sin definir los multiplicadores de Lagrange y explicando el método. Por
otra parte, el autor sefiala que Edgeworth resuelve otro problema de optimizacion en economia
en su obra "Mathematical Psychics" (1881). Aqui usa el método de Lagrange para maximizar

la utilidad de una persona manteniendo constante la de otra.

Asi las matematicas le proporcionan un aspecto cientifico y riguroso a la economia que es
apreciado en estos dias. Sin embargo, no solo la matematica ha hecho contribuciones a la
economia; sino la investigacién econémica ha generado la formacion de disciplinas puramente
matematicas. Por ejemplo, se puede mencionar el impacto de la investigacion operativa (rama
de la administracion que usa métodos matematicos para tomar decisiones) en la programacion

matematica y en las teorias de los gréaficos.

Observamos que en el desarrollo histérico de nuestro objeto matematico sélo se utilizaron

registros en lengua natural y registros algebraicos. Por ejemplo, en el siglo XV 111 no existia una
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definicién de funcion de varias variables como la que existe actualmente, la cual se definid
como una representacion en lengua natural. En cuanto a las primeras apariciones del
multiplicador de Lagrange apreciamos que el sistema de equilibrio se represento

algebraicamente por “Pdp + Qdq + Rdr + etc.= 07, el cual tuvo una evolucion a través de

. . . d d dr dL aM dN
las ecuaciones diferenciales como “P=2 + Q2 + R=+ A=+ u—+v=—+etc.= 0".
dx dx dx dx dx dx

Con respecto a algunos términos nuevos que fueron desarrollandose a través de la historia para
la aparicion del Multiplicador de Lagrange, rescatamos los siguientes: EIl término de los
Multiplicadores de Lagrange se refiere a resolver un problema de optimizacion de una funcion
f(x1,%x5,-+,x,) sujeto a varias restricciones de igualdad g;(xy,x5,+,x,) =0,
9r(x1,%x5,-++,x,) = 0, mientras que el Multiplicador de Lagrange se refiere a una sola
restriccion. La funcion de Lagrange se refiere a la funcion definida por L(xq, x5, , X, A) =
fx1, %0, ,xn) + 4 g(xq, x4, %, x,,), Mediante la cual a través de tratamientos algebraicos
ligados a las derivadas parciales se puede resolver el problema de los Multiplicadores de
Lagrange.

Por otro lado, el Teorema de Lagrange da las condiciones para resolver el problema de
optimizacion con restricciones. Finalmente, el término del método de los multiplicadores de
Lagrange se refiere a la técnica, Xhonneux (2011), empleada usando los multiplicadores de

Lagrange para resolver el problema de optimizacion con restricciones.

A continuacion, abordaremos algunos aspectos matematicos del Multiplicador de Lagrange
para los cual tomaremos como referencia el texto de Piskunov (1977), el cual es un texto

referenciado en la bibliografia del curso en donde impartimos dicha materia.

2.2 El Multiplicador de Lagrange

El estudio del multiplicador de Lagrange nos permitira identificar sus representaciones en los
registros en lengua natural, algebraico y grafico, asi como los tratamientos y conversiones

realizadas en dichos registros.

Piskunov (1977) presenta los multiplicadores de Lagrange en el capitulo denominado “Maximo
y minimo de la funcion de varias variables relacionadas mediante ecuaciones dadas (méaximos

y minimos condicionados)” y contiene como ejemplo introductorio el siguiente problema:

De un pedazo de hojalata dado de area 2a hace falta hacer una caja cerrada en forma de
paralelepipedo que tenga el volumen maximo. Designemos el largo, el ancho y el alto
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de la caja por x, y, z respectivamente. El problema se reduce a la busqueda del
méaximo de la funcion

v =Xyz,
a condicion de que 2xy + 2xz + 2yz = 2a. (p. 318).

Notemos que Piskunov (1977) realiza una conversion de la representacion de la nocion de

volumen de un paralelepipedo representado en el registro en lengua natural para su

representacion en el registro algebraica v = xyz. También observamos que existe una

conversion de la representacion de la nocion de superficie de un paralelepipedo en el registro

en lengua natural para representacion en el registro algebraico 2xy + 2xz + 2yz = 2a.
El autor considerd un tipo particular de problema:

Estudiaremos, al principio, el problema del extremo condicionado de una funcion de
dos variables, ligadas sélo por una condicién. Hallemos los maximos y los minimos de

la funcion

u=f(x,y), (1
a condicion de que x e y estén ligados entre si por medio de la ecuacion

¢(x,y) =0. (2)
(p. 318).

Nuevamente, observamos que los registros empleados fueron de lengua natural y algebraico. A
continuacion, el autor analiza dos técnicas para la resolucion de este problema. EI primero, se

muestra a continuacion:

Al existir la condicion (2), s6lo una de las dos variables x e y es independiente (por
ejemplo x), puesto que y es determinada de la ecuacion (2) como funcién de x. Si
resolvemos la ecuacion (2) respecto a y, sustituimos en la igualdad (1) y por la expresion
hallada, obtenemos la funcién de una variable x y reducimos el problema al estudio de
maximos y minimos de la funcién de una sola variable independiente x. (p. 318).

En el parrafo anterior, el autor muestra los pasos para resolver el problema, los cuales consisten
en tratamientos de la representacién en el registro algebraico de la condicion del problema
@(x,y) = 0 mediante el cual, y se representara en términos de x. Asi mismo, existen
tratamientos de la representacion en el registro algebraico de la funcion a maximizar o
minimizar u = f(x,y) en el cual y es reemplazado por su equivalencia en términos de x, es
decir u(x) = f(x,y(x)). Finalmente el autor aplica tratamientos de la representacion en el
registro algebraico de la funcion a maximizar u(x) aplicando métodos de derivacion en una

variable, para obtener el valor de x que maximiza la funcion w.

De esta forma, se fomenta el uso de tratamientos en el registro algebraico para resolver el

problema. Estos tratamientos corresponden a la técnica t,, de aplicar el método de sustitucion
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para encontrar un problema de optimizacion sin restricciones, técnica definida por Xhonneux

(2011, p.125).

La segunda técnica analizada por Piskunov (1977) se muestra a continuacion:

Podemos también solucionar el problema planteado sin resolver la ecuacion (2),
respecto a x o y. La derivada de u respecto a x debe reducirse a cero para aquellos
valores de x en los que la funcién u pueda tener madximo o minimo.

Hallemos Z—:‘ de la ecuacion (1), teniendo en cuenta que y es una funcién de x:
du 0of oOfdy
dx 0x 0dydx

Por tanto, en los puntos de extremo

of ofdy _

a + @a =0 (3)
De la igualdad (2) hallemos:

dp Odpdy

% i dydx 0 4

(p.319).

De lo anterior podemos notar que el autor realizo tratamientos de la representacion en el registro
. w o E . . da
algebraico de la funcién a maximizar o minimizar u = f(x, y) para obtener a_: usando la regla

de la cadena.

La igualdad (4) es vélida para todos los x e y que satisfagan a la ecuacion (2). Si
multiplicamos todos los términos de la igualdad (4) por un coeficiente indeterminado A,
y lo sumamaos con los términos correspondientes de la igualdad (3), obtenemos:
of adfd 0 dpd
(_f+_f_y) ra(Z2 200
0x OJdydx dx Odydx

aof o\  (of _Op\dy
—+258)+ (L4228 2 o
<ax+ dx i 6y+ dy/ dx
Esta igualdad se cumple en todos los puntos en que hay un extremo. Elijamos A de
manera tal que para los valores de x e y correspondientes a un extremo de la funcion u

la expresion g—;: + ’1% de la formula (5) se reduzca a cero (suponer que Z_ﬁ * 0),
0 0
o 1292
dy  0dy
Entonces para estos valores de x e y de la igualdad (5), se deduce que:

9] 9]
d0x 0x
Asi pues, en los puntos de extremos se satisfacen tres ecuaciones

)

0.

0.
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af $ ©)
ox ax 0.
p(x,y) = 0. }

de tres incognitas x, y, A. De estas ecuaciones determinemos x e y, asi como A. La
Gltima desempefié un papel auxiliar y ya no es necesaria. (p.319-320)

Como podemos notar, se uso el registro en lengua natural y el registro algebraico. En esta

demostracion se privilegio el tratamiento en el registro algebraico.

Por otro lado, para concretar el método de resolucion, Piskunov (1977) comenta que los
primeros miembros de las ecuaciones (6) son el resultado de derivar parcialmente la funcién

representada en el registro algebraico por

F(x,y,2) = f(x,y) + 19(x,y)

respecto a las variables x, y, A. Cabe sefialar que en ningin momento el autor menciona que A

es conocido como el multiplicador y que la funcion anterior es llamada funcion de Lagrange.

Luego, el autor extiende el resultado obtenido para funciones de n variables con m restricciones

haciendo uso del registro en lengua natural y algebraico.

A continuacién el autor presenta la solucion del ejemplo introductorio, el cual segun Xhonneux
(2011, p.124), corresponde al tipo de tarea resuelve un problema de optimizacion bajo
restricciones de igualdad no modeladas, como se muestra en la Figura 5. La técnica empleada
corresponde, segin Xhonneux, a seguir los siguientes pasos: 1) modelar matematicamente el
problema, 2) mostrar la existencia de al menos un extremo, 3) buscar candidatos para ser
extremo, y 4) comparar los valores de la funcién a optimizar con los puntos hallados.

Podemos apreciar en la Figura 5 que el autor realiza tratamientos algebraicos para hallar la
solucion del problema de maximizar v = xyz con la restriccion xy + xz + yz = a. A partir
de la representacion algebraica de la funcién de Lagrange F(x,y,A) = xyz + A(xy + xz +
yz — a), el autor realiza tratamientos al determinar las derivadas parciales con respecto a las
variables x, y, A, obteniendo las siguientes representaciones algebraicas: : yz + A(y + z), xz +
Alx + z), xy + A(x + y). A continuacidn, Piskunov (1977) iguala las derivadas parciales a cero
con el objetivo de hallar el punto critico de la funcién de Lagrange. De esta forma, el
investigador realiza tratamientos en el registro algebraico para obtener finalmente la solucién

del problema con restricciones.
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%  Ejemplo %. Volvamos al problema formulado al principio del parrafo pre-
sente: hallar el méiximo de la funcién

v =2zyz,

si es:
zy+zz $yz—a=0 (>0, y >0, z >0). (10)

Formemos una funcién auxiliar:
F(z, y, M) =zyz-L A (zy+xz+yz—a).

Hallemos sus derivadas parciales y las igualamos a cero:

vz+A(y+2)=0,
zz4-A (2+2)=0, (11)
zy+h (z+y)=0.
El problema se reduce a la solucién del sistema de cuatro ecuaciones (10)
y (11) con cuatro incognitas (z, ¥, 2, ¥ A). Para solucionar este sistema, mul-

ipli i i0 la tercera
tipliquemos la primera ecuacion de (11) por =z, la.segunda por y, ] y
p(?r 2, y sumenll)os las expresiones obtenidas. Teniendo en cuenta la igual-

3z

dad (10), hallemos A= — 5

Y2  Introduciendo en la ecuacion (11) el valor
a

Figura 5. Tratamientos en el registro algebraico.
Fuente: Piskunov (1977, p.321)
En resumen, podemos afirmar que el autor utiliza s6lo los registros en lengua natural y
algebraico. Ademas, el autor realiza tratamientos de las distintas representaciones en el registro
algebraico y realizd conversiones de las distintas representaciones en el registro en lengua
natural para el registro algebraico. Destacamos que el autor prioriza el uso del registro en lengua

natural y el registro algebraico y no uso el registro grafico.

2.3 Ensefianza del Multiplicador de Lagrange

En esta seccidn presentaremos los diferentes registros envueltos al Multiplicador de Lagrange,
especificamente describiendo los tratamientos y conversiones que utilizados por el autor del

libro didactico.

Siendo asi, el libro didéctico a analizar serd el utilizado en el curso Matematica 2 de la
Universidad del Pacifico, Calculo diferencial e integral de Garcia y Velasquez (2016). El
capitulo 9 de este libro cubre el analisis de los maximos y minimos de funciones de varias
variables. Este capitulo consta de ocho secciones: el estudio de los maximos y minimos
absolutos y relativos, el andlisis de las derivadas parciales de segundo orden, el problema de la

optimizacion sin restricciones y, el problema de la optimizacién con restricciones de igualdad.
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Las tres ultimas secciones son dedicadas a la resolucién de problemas, a la propuesta de

problemas y finalmente a una autoevaluacion.

La seccion 9.4 comienza con la introduccién de un problema de optimizacién sujeto a
restriccion de igualdad en el contexto de la economia. Despues de esta introduccion, los autores
definen el valor extremo de una funcion de dos variables sujeto a una restriccion, como se

muestra en la Figura 6.

Conforme se muestra en la Figura 6, la seccién comienza con la definicion formal de maximo

y minimo para una funcién con restricciones, usando para ello el registro algebraico.

Consideremos f : A — R, donde A C R? es abierto. Dado B C A, queremos
determinar el maximo o el minimo de los valores f(x,y), sujetos a la restriccion de
ser (z,y) € B. Luego, diremos que f posee un maximo restringido a B en (zo, yo) si
(xo,y0) € By, para todo (z,y) € B,

f(zo,y0) = flx,y).

Del mismo modo, diremos que f posee un minimo restringido a B en (xg,yo), si
(zo.yo) € By, para todo (z,y) € B,

flzo,m0) € f(z,y).

En resumen, la restriccion de f al subconjunto A N B, la funcién flp : B — R,
posee un minimo o maximo en (xo, ¥ ). Con base en la funcion restringida f|, se dan
definiciones analogas para maximo y minimo relativo de f restringido a B.
Figura 6. Registro en lengua natural y algebraico
Fuente: Garcia y Velasquez (2016,p.355)

A continuacion los autores presentan un ejemplo, el cual segin Xhonneux (2011, p.124)
corresponde al tipo de tarea resolver un problema de optimizacion bajo restricciones de

igualdad en forma matematica, como se muestra en la Figura 7.

Ejemplo 9.38. Sea f : R? = R, f(z,y) = z% +y?, sujeto a la restriccion de (x,y) € B,
donde 3 — {(x,y) € R? : x+y = 1}. Deseamos determinar el minimo de f restringido
a B. Dado (z,y) € B, es decir, z + y = 1, tenemos que y = 1 — x; entonces, podemos
reemplazar en la definicion de f, teniendo

flz, ) = flz,1 —z)=2*+ (1 —2)* = 22° — 22 + 1 = g(=),

donde ¢ es una funcién de una variable. Aplicando el método de minimizacion de
funciones de una variable, probamos que zq = % es el unico punto critico de g en el
que posee un minimo. Luego, o = 1 ¥ (o, %0) = (3. 3) es el punto sobre la grafica de
f enla que se da el minimo de f restringido a B = {(z,y) : =+ y = 1}. En este caso,

flxo,90) = %
Figura 7. Registro en lengua natural y algebraico.
Fuente: Garcia y Velasquez (2016, p.355)
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Observamos que en este ejemplo los autores utilizan el registro en lengua natural y el registro
algebraico. Podemos apreciar que los autores realizaron tratamientos de la representacion en el
registro algebraico de la funcién a minimizar f (x, y) para obtener su representacion en una sola

variable g(x) y luego aplica técnicas de derivacion en una variable, para obtener el punto en

. ., ;- 1
donde dicha funcion es minima x, = >

En el registro algebraico realizan tratamientos para hallar el punto critico y el valor minimo de
la funcién a optimizar. Estos tratamientos corresponden a la técnica de aplicar el método de
sustitucién para encontrar un problema de optimizacion sin restricciones, técnica definida por
Xhonneux (2011, p.125).

Luego, en la subseccion dedicada a la funcion de Lagrange, los autores definen el minimo y el

méaximo absoluto, asi como el minimo y maximo relativo para una funcion de n variables
representada por f, con una restriccion de igualdad, representada algebraicamente por ¢(£) =

0, conforme se muestra en la Figura 8.

Definicién 9.39. Sean A C R", f : A > R, ¢ : A — R funciones de n variables,
definidas sobre A, a punto interiorde Ay

B={§€A:¢(§)=O}.
Decimos que f posee en g un

1. minimo [respectivamente maximo] (absoluto) sujeto a la restriccién ¢ = 0, si la
restriccion de f a B, la funcién f|g, posee un minimo [respectivamente maximo}
en g, es decir, si ¢(a) = 0, y para todo z € A tal que ¢(z) = 0, se cumple que

fla) < f(z)

[respectivamente, f(a) > f(z)].

2. minimo [respectivamente maximo] local o relativo sujeto a la restriccion ¢ = 0,
si la restriccion de f a B, la funcién f|g, posee un minimo [respectivamente
maximo] local en g, es decir, si ¢(a) = 0, existe § > 0 tal que B(a,d) C A4,y
para todo z € B(a, ) tal que ¢(z) = 0, se cumple que

f(a) < f(z)

[respectivamente, f(a) > f(z)].

Figura 8. Registro en lengua natural y algebraico.

Fuente: Garcia y Velasquez (2016, p.356)
Se define la funcién de Lagrange por medio de un discurso matematico en el cual los autores

utilizan representaciones en el registro natural y algebraico, ver Figura 9.
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Definicién 9.40. Sean ACR", f: A— Ry ¢: A — R funciones de n variables. La
funcién de Lagrange asociada al problema de maximizar o minimizar f restringida a la
condicion ¢ = 0 es la funcion L : R x A — R dada por

L(A z) = f(z) + Ag(z)

L o ) S (e as B b X (@ i)
Figura 9. Registro en lengua natural y algebraico.

Fuente: Garcia y Velasquez (2016, p.357)
La ultima subseccion es dedicada al Hessiano Orlado, cuya aplicacién es suficiente para
determinar qué puntos criticos de L son maximos o minimos relativos del problema restringido.
Como se aprecia en la Figura 10, para definir el Hessiano Orlado para n variables, los autores
emplearon registros en lengua natural, algebraico y matricial. Por otro lado, los autores
particularizan la definicion del Hessiano Orlado para una funcion de dos variables, siempre
empleando los registros en lengua natural, algebraico y matricial.

Definicion 9.45. Supongamos A C R” abiertoy f, ¢ : A — R funciones con derivadas
parciales continuas de segundo orden definidas en ¢ € A. La matriz hessiana de la

funcién de Lagrange L(\, z1,...,Z,) = f(x1,...,2s) + A@(21,...,T,) se denomina
matriz hessiana orlada asociada al problema de optimizacion, y tiene la forma

0 O, RN O,
d)‘tl 2k S Ay v Ll’lwn
HL(\ z) =
¢In L:r,‘nml e L.‘If,‘z,,

Para el caso n = 2, la matriz hessiana orlada toma la forma

0 oz @
¢r Lzz Lzy
Gy Loy Lyy

Su hessiano se denomina hessiano orlado, y se denota
0 oz ¢y

¢y Lf‘y Lyy

Figura 10. Registro en lengua natural, algebraico y matricial.

Fuente: Garcia 'y Velasquez (2016, p.359)
De acuerdo con la Figura 11, podemos decir que los autores abordan el teorema concerniente a
la condicidn suficiente de segundo orden para la existencia de un maximo o minimo en un punto

critico de la funcion de Lagrange, por medio de un discurso formal, sin presentar la

demostracion.
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Teorema 9.46. Bajo las condiciones de la definicion 9.45, supongamos que ¢ € A no

es punto critico de A. Sean Hy,. .., H,4; los menores principales de HL()\,a). Si
1. Hp < O paratodo k = 3,...,n+1 (esto corresponde a los n — 1 ultimos menores
principales), entonces f posee un minimo restringido en a sujeto a la restriccion
¢ =0
2. (-1)*H, < O paratodo k = 3,...,n + 1, entonces f posee un maximo restrin-

gido en g sujeto a la restriccion ¢ = 0.

Cuando n = 2 en el ultimo teorema, las desigualdades por verificar en la condicion
del teorema se convierten en una sola. Sea { Ao, o, ¥o) un punto critico de la funcioén de
Lagrange asociada al problema de optimizar f restringido a ¢ = 0. Luego (el hessiano
orlado es A()\(), o, ’yo) = Hg(/\o,:lj(],y())],

1. si A(Xo, o, ¥%0) > 0, entonces posee un maximo relativo de f, sujeto a la restric-

cion ¢ = 0;
2. si A(Xo, 2o, %0) < 0, entonces posee un minimo relativo de f, sujeto a la restric-
cion ¢ = (.

Figura 11. Registro en lengua natural y algebraico.
Fuente: Garcia y Velasquez (2016, p.359)

A continuacion los autores presentan un ejemplo, el cual segin Xhonneux (2011, p.124),
corresponde al tipo de tarea resuelve un problema de optimizacién bajo restricciones de
igualdad no modeladas, como se muestra en la Figura 12. La técnica empleada corresponde,
segun Xhonneux, a seguir los siguientes pasos: 1) modelar matematicamente el problema, 2)
buscar candidatos para ser extremo y 3) utilizar una condicion de optimalidad suficiente de
primer o segundo orden para seleccionar entre los candidatos identificados los que son

efectivamente un extremo de la funcion f bajo la restriccion ¢(x, y) = 0.

Ejemplo 9.48. La funcion de produccion de una empresa esta dada por
P(z,y) = 260z + 150y + 22y — 22° + y°,

donde z e y son las cantidades de articulos de los productos A y B. Supongamos que
los gastos para fabricar dichos productos son S/ 2'y S/ 3 por unidad producida, respec-
tivamente, y que la empresa puede gastar tunicamente S/ 450. Se busca determinar la
produccién maxima.

Segln las hipotesis, se tiene que 2z + 3y = 450, lo que implica que la funcién de
restriccion es ¢z, y) = 450 — 2z — 3y. Construyendo la funcién de Lagrange, tenemos

L(A,z,y) = 260z + 150y + 22y — 22% + y? + A(450 — 2z — 3y).
Luego, derivando e igualando a cero, tenemos el sistema

Ly =450—-2z -3y =0,
L, =260+ 2y —4x — 2\ =0,
L, =150 + 2z + 2y — 3\ = 0,

de donde obtenemos el punto critico (160, 45, 120). Por otro lado, el hessiano orlado es

0 -2 -3
A()\(),.’L‘(),y()) =det |—2 —4 2 =52>0.
-3 2 2

Por lo tanto, la produccién maxima es de P(45,120) = 30775 unidades (dentro de la
restriccion impuesta).

Figura 12. Registro en lengua natural y algebraico.
Fuente: Garcia y Velasquez (2016, p.360)
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Observamos que los registros que emplearon en la resolucion del ejemplo anterior corresponden
a la lengua natural, al algebraico y al de los determinantes. En el ejemplo, los autores realizan
tratamientos en el registro algebraico, para determinar el punto critico de la funcion de

Lagrange.

De la seccidn de problemas resueltos, nos llamé la atencion el problema 10 (ver Figura 13) en
el cual se empled por primera vez el registro gréafico, para resolver un problema de optimizacion
con restricciones de igualdad.
10. Consideremos las funciones g, f : R? — R, definidas por g(z,y) = 22+ > — 1y
f(z.y) = zy.

a) Esboce las curvas de nivel de f y el grafico de g(z,y) = 0.

b) Esboce g{z,y) = 0y las curvas de nivel de f que intersecan a la curva
g{z,y) = 0 exactamente en un punto, es decir, las curvas de nivel que tie-
nen puntos de tangencia. /Puede determinar cuales serdn maximos y cuales
minimos?

¢) Usando la funcion de Lagrange, encuentre exactamente los puntos sefiala-
dos.

Figura 13. Ejercicio resuelto de optimizacidn con restricciones.
Fuente: Garcia y Velasquez (2016, p.369)

Para la resolucion de la parte a), notemos que las curvas de nivel de f estan representadas
algebraicamente por xy = k, la cual, para algunos valores positivos y negativos de k, son
representados graficamente por las hipérbolas como se muestra en la Figura 14. De esta forma,
se evidencia que los autores del libro realizaron conversiones de las representaciones en el
registro algebraico para su representacion en el registro grafico. Notamos que los autores no

muestran los pasos a seguir para realizar dicha conversion.

Y

I

Figura 14. Representaciones dela funcién a optimizar y de las restricciones en el registro grafico.
Fuente: Garcia 'y Velasquez (2016, p.370)
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Para la resolucion de la parte b), por indicacion del enunciado, debemos quedarnos sélo con las
curvas de nivel que son tangentes a la restriccion, pues ellas son las que las intersectan en un
unico punto, ver Figura 15. Luego de un analisis de comparacion se establecen los puntos

optimos del problema.

Y

EN

minimo maximo

minimo

maximo

Figura 15. Representacion de los valores extremos de un problema de optimizacién con restricciones en el
registro grafico.

Fuente: Garcia y Velasquez (2016, p.370)
Para la resolucion de la parte c) se hallaron los puntos 6ptimos aplicando la técnica del

multiplicador de Lagrange y la aplicacion directa del Hessiano Orlado.

En la ultima seccion de problemas propuestos, ver Figura 16 y Figura 17, se muestran las
representaciones graficas de la restriccion y de algunas curvas de nivel de la funcién a

optimizar.

20. En los siguientes ejercicios, use cada figura para aproximar los extremos indica-
dos (z,y), suponiendo que z,y son positivos. Verifique los resultados obtenidos.

a) Minimo de f : R? — R, f(x,y) = 2 +3?, sujeto a la restriccién (x,y) € A,
donde A = {(z,y) € R?/2z + 4y = 5}.

c=1 20+4y—-5=0

\

&
/><

Figura 16. Ejercicio propuesto en registro algebraico y grafico.
Fuente: Garcia 'y Velasquez (2016, p.376)
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En ambos casos, la solucion al problema de optimizacidn se encuentra en la interseccion (un
Unico punto) de una curva de nivel de la funcidn a optimizar y la recta tangente. Para la
resolucion del ejercicio de la Figura 16, una vez identificada la curva de nivel que intersecta en
un Gnico punto a la restriccion, se debe resolver el sistema de ecuaciones dado por x? + y? = %
y 2x + 4y — 5 = 0; el cual, luego de algunas transformaciones en el registro algebraico dan
como resultado el punto éptimo G 1). De manera similar se procede en la resolucion del

ejercicio propuesto en la Figura 17.

b) Maximo de f : R? — R, f(z,y) = zy, sujeto a la restriccién (z,y) € A,
donde A = {(z,y) € R?/z +y = 10}.

Y
¢ =50 '
c =40
c= 30
6 =25

Z+y—10=0 N

X
N
Figura 17. Ejercicio propuesto en registro algebraico y gréfico.
Fuente: Garcia y Velasquez (2016, p.376)
Observamos que en los dos ejercicios anteriores, la técnica corresponde a resolver graficamente
el problema de optimizacion bajo restricciones de igualdad, definida por Xhonneux (2011,
p.125). De esta forma, los autores promueven la conversion de la representacion en el registro
algebraico para su representacion en el registro grafico y viceversa; ademas promueven los

tratamientos en el registro algebraico.
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CAPITULO I11: EXPERIMENTACION Y ANALISIS

En este capitulo describiremos las caracteristicas de los sujetos de investigacion, explicaremos

el desarrollo del experimento y analizaremos las actividades segun el marco tedrico empleado.
3.1Escenario de la experimentacion

La parte experimental de la investigacion apunta a estudiantes matriculados por primera vez en
el curso Matematicas 11, materia que es dictada en la carrera de Economia de una universidad
privada de Lima - Peru, en el semestre 2017-2. La seccion consistid de treinta y cinco

estudiantes, cuyas edades fluctuaban entre los 17 y 19 afios.

Dichos estudiantes, tienen como saberes previos, los siguientes temas llevados en el curso
Matematicas |: conceptos basicos (argumentos y cuantificadores, conjuntos y relaciones,
nimeros reales e intervalos), geometria analitica (coordenadas cartesianas, rectas,
transformacion de coordenadas, circunferencias, elipses, parabolas e hipérbolas), algebra lineal
(sistemas lineales, matrices, eliminacién gaussiana, determinantes, inversa y rango), funciones
(biyectividad, composicion e inversa, funciones reales, graficos, simetrias, exponencial y

logaritmos, y funciones trigonométricas).

En el curso Matematicas I, los estudiantes, antes de aprender el multiplicador de Lagrange,
realizaran los siguientes contenidos: limite de funciones, derivada de funciones de una variable,

funciones de varias variables y optimizacion sin restricciones.

Cabe mencionar que en un curso introductorio a la Economia, los alumnos saben que para
optimizar una funcion de dos variables con una restriccion de igualdad, el punto 6ptimo ocurre
en el punto de interseccion de la representacion grafica de la restriccion y de aquella curva de
nivel de la funcién a optimizar en donde se intersecten en un Unico punto. Los estudiantes,
cuando recibieron esta informacion, aun no habian llevado cursos de calculo diferencial en una

0 en dos variables.

A partir del total de estudiantes de la seccidn a cargo del docente, se seleccionaron cuatro
estudiantes que trabajaran en dos grupos de dos, los cuales fueron seleccionados por su
desempefio académico en el curso, asistencia y puntualidad y por la predisposicion a las

actividades realizadas en clase.

Los estudiantes poseen conocimientos previos del software Geogebra, ya que se desarrollaron
actividades con dicho software de manera transversal al desarrollo de las clases. Conforme se

iba dictando una clase, el docente mostraba las caracteristicas y la potencialidad del software y
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eventualmente culminaba con alguna tarea para la casa. Cabe sefialar que el curso no cuenta

con un laboratorio de codmputo para desarrollar las actividades del curso.

Para la realizacion de la experimentacion se dispuso de cuatro laptops en donde se instalo el
Geogebra y un software libre (aTube Catcher 4) para la captura del audio y del video de toda
intervencion de los estudiantes con las laptops. Dicha experimentacion se realiz6 en un unico
encuentro, en el cual se formaron dos duplas de estudiantes. Cada dupla recibi6 una ficha en

donde se encuentran la situacion problema a realizar.

Debido a que deseamos comprender los procesos de como los estudiantes de economia
investigan el multiplicador de Lagrange al desarrollar una situacion problema, en la proxima

seccion detallaremos las caracteristicas de lo que es una situacion problema.

3.2 Descripcion de la situacion problema

Segun Artigue (1995, p. 38), las actividades que conforman una situacion problema deben estar
disefiadas con la finalidad de permitir la génesis artificial del conocimiento, en nuestro caso la
génesis del multiplicador de Lagrange, para ello el profesor manipula las variables que

permitiran esta génesis.

En relacion a las variables de comando Artigue (1995, p. 42) distingue las variables macro-

didacticas o globales y las variables micro-didacticas o locales

e Variables macro-didacticas, “concernientes a la organizacion global de la ingenieria”
e Variables micro-didacticas, “concernientes a la organizacion local de la ingenieria, es

decir, la organizacion de una secuencia o de una fase”.

En nuestro trabajo queremos conseguir que el estudiante aprenda un conocimiento matematico
a partir de una situacion problema disefiada por el profesor-investigador, para lo cual vamos
controlar y modificar ciertas condiciones (variables didacticas) las cuales tienen la finalidad de

adquirir dicho conocimiento.

De esta forma Brousseau (2007) afirma lo siguiente: “las variantes de una situacion relativa a
un mismo saber matematico pueden presentar grandes diferencias de complejidad y en
consecuencia conducir a estrategias optimas diferentes y también maneras diferentes de conocer

un mismo saber” (p.41).
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Almouloud (2017) define a una situacion problema de la siguiente manera:

Una situacion problema es constituida por un conjunto de preguntas abiertas y/o
cerradas formuladas en un contexto mas o menos matematizado, envolviendo un campo
de problemas colocados en uno o varios dominios de saber de conocimientos. Su
funcion principal es la utilizacion implicita, y después explicita, de nuevos objetos
matematicos, por medio de preguntas a los alumnos en el momento de la resolucion del
problema. (Almouloud 2017, p.9).

En este sentido, debe existir el compromiso de los alumnos por la resolucion del problema.
Ademas de la comprensién de los datos del problema, tales situaciones deben contemplar un
campo conceptual nuevo para el alumno; de tal forma que el alumno perciba que para su
resolucion inmediata, los conocimientos antiguos no son suficientes. Siendo asi, el nuevo

conocimiento ofrece las herramientas necesarias para obtener la resolucion final.

3.3 Analisis de la investigacion

En esta seccion desarrollaremos el andlisis a priori y a posteriori de la situacioén problema que

sera propuesta a continuacion, de acuerdo con nuestra metodologia de investigacion.
Situacion Problema

En la ciudad de Piura, un comerciante desea emprender el negocio de chupetes, aprovechando
que la ciudad es muy calurosa y que la temperatura ha aumentado considerablemente. Para esto,
dispone de una determinada cantidad de maquinas productoras de chupetes, las cuales producen
cada una 800 chupetes por hora. Con respecto a los costos totales de fabricacion, el comerciante
constata que dependen del nimero de maquinas productoras de chupetes y del nimero de horas
que funciona cada maquina. Siendo asi, los costos totales en soles, equivalen a veinticinco veces
el nimero de maquinas multiplicadas por si mismas, mas dieciséis veces el nimero de horas
qgue funciona cada maquina multiplicadas por si mismas. Por un estudio del mercado, el
comerciante planea producir 64 000 chupetes por dia. Definimos el vector marginalidad de una
curva de nivel, como el vector de dos componentes, que son la marginalidad con respecto al

namero de maquinas y la marginalidad con respecto al nimero de horas, respectivamente.

a) ¢Cbémo es larelacién entre las curvas isocostos y la curva de produccion en el momento
en que el costo total es minimo? justifique su respuesta.

b) Considerando las intersecciones de la curva de produccién con algunos isocostos, ¢qué
sucede con sus respectivos vectores de marginalidad, para los isocostos y la produccion,

en las intersecciones de dichas curvas? justifique su respuesta.
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c) Respecto a las curvas isocostos y de produccion, en el momento en que el costo total es
minimo, ¢qué puedes afirmar de sus respectivos vectores marginalidad? justifique su

respuesta.

Andlisis a priori

El objetivo de esta situacion problema es que el estudiante perciba que en el punto en donde el
costo es minimo, dada una restriccion de igualdad, los vectores gradientes al isocosto y a la
restriccion son paralelos. Para tal fin hemos definido el vector marginalidad en la situacién
problema; esto es debido a que en Economia no existe un término que haga el papel de vector
normal a una curva.

Cuadro 4. Variables didacticas.

Variables didacticas Valores
- El tipo de funcion a optimizar - Tipo cuadrética
- El tipo de restriccion de igualdad - Tipo Cobb-Douglas
- Naturaleza de los exponentes de la funcion de | - Racionales
Cobb-Douglas - Enteras
- Naturaleza de la solucion - Soluciones enteras

A continuacion presentamos una de las resoluciones de la situacion problema. Definimos las
variables x e y que representan al nimero de maquinas productoras de chupetes y al nmero de
horas que funciona cada maquina, respectivamente. Del enunciado observamos que la funcion
produccion de chupetes se puede expresar por Q (x, y) = 800xy. Ademas, dado que se requiere
producir 64000 chupetes, se obtiene la siguiente igualdad 800xy = 64000, lo que equivale a
xy = 80. Por otro lado, la funcién de costos totales se puede expresar como C(x,y) = 25x% +
16y2.

La situacién problema requiere determinar el punto en donde el costo total es minimo,
cumpliendo la restriccion de igualdad xy = 80. Aplicaremos el método del multiplicador de

Lagrange para resolver el problema.

Definimos la funcion de Lagrange como L(4,x,y) = 25x2 + 16y? + A(xy — 80). Para hallar

su punto critico, debemos resolver el sistema de ecuaciones:
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L,(4,x,y) =50x + Ay =0,
Ly(A,x,y) =32y + Ax =0,
Ly(4,x,y) =xy—80 =0.

A partir de las ecuaciones, obtenemos que x =8,y = 10 y 4 = —40.

Por otro lado, hallaremos el Hessiano Orlado, para determinar la naturaleza del punto (8,10).

0 v «x 0 10 8
A(A,x,y) =1y 50 A|—A(-40810)=|10 50 —40|=-12800.
x A 32 8 —40 32

Por el teorema relacionado al Hessiano Orlado, dado que A(—40,8,10) < 0 se tiene que el costo

es minimo cuando x = 8, y = 10.

Para dar respuesta al item a), representaremos el isocosto y la curva de produccion en el registro

gréafico, cuando x = 8, y = 10 tal como se observa en la Figura 18.
5

18
16
14
12

10

-2 0 2 4 3] g 10 12 14 1 18 20 22

Figura 18. Representacion del isocosto y de la produccion en el punto 6ptimo en el registro grafico del

Geogebra.
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Observamos que las representaciones del isocosto y de la produccion en el registro grafico son
tangentes en el punto éptimo.

Para dar respuesta al item b), representaremos algunos isocostos, la restriccion y sus respectivos
vectores de Marginalidad en el registro grafico (ver Figura 19), de los cuales no encontramos
relacion alguna, salvo en el punto 6ptimo en donde la representacion de dichos vectores en el

registro grafico son vectores paralelos.
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Figura 19. Representacion de los vectores Marginalidad en el registro gréafico del Geogebra.

Con respecto al analisis a priori, en esta parte esperamos que todos los grupos, después de leer
el problema, realicen la conversion de la representacion de la funcion Costo del registro en
lengua natural al registro algebraico. Para esto, los grupos, podrian representar por medio de la
variable x al nimero de méaquinas productoras de chupetes y por medio de la variable y al
namero de horas que funciona cada maquina. Es decir, esperamos que los estudiantes
representen los costos totales en el registro algebraico por C(x,y) = (5x)% + (4y)?2. Ademas,
en dicho registro, esperamos que los grupos realicen el siguiente tratamiento en el registro

algebraico C(x,y) = 25x2 + 16y2.
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De manera similar, suponemos que los estudiantes podrian realizar la conversion de la
representacion en lengua natural para el registro algebraico de la funcién produccion diaria de
chupetes g(x,y) = 800xy. Dado que el productor requiere producir 64 000 chupetes por dia,
se espera que los estudiantes representen algebraicamente la restriccion por 800xy = 64000,
y por medio de tratamientos los estudiantes obtendrian la siguiente representacion algebraica

xy = 80.

Para responder el item a), esperamos que los alumnos ingresen en la barra de entrada del
Geogebra la expresion x*y=80, para generar la representacion grafica de la restriccion en
Geogebra. En seguida, dado que no se observa la restriccion en la vista grafica, suponemos que

procederan a efectuar un re-escalamiento de los ejes para poder visualizarla. Siendo asi, haran

&

clic sobre el botdn y luego arrastraran cada uno de los ejes hasta que se visualice la

restriccion.

Para representar las curvas de nivel en el registro grafico, suponemos que primero haran clic

a=2
sobre la herramienta | < y luego otro clic en la vista gréfica del Geogebra, para escoger el

lugar en donde aparecera el deslizador. Luego ingresaran en la barra de entrada la
representacion de las curvas de nivel a de la funcion Costos totales en el registro algebraico,
dada por la expresion 25x2+16y*2=a, para luego realizar una conversion de la representacion
de estas curvas de nivel del registro algebraico al registro grafico mediante el Geogebra. Con
ayuda del deslizador, suponemos que los grupos escogeran como valor minimo al 0, valor

méaximo al 10 000 e incremento al 0.5.

Por medio de tratamientos en el registro grafico, esperamos que busquen aquella curva de nivel

que intersecte a la restriccion en un Unico punto. Para tal fin, podrian hallar las representaciones

de los puntos de interseccidn en el registro grafico, haciendo clic en la herramienta X yen

ambas representaciones del registro grafico. A continuacion suponemos que modificaran los

valores del deslizador con el objetivo de que se intersecten en un Unico par ordenado (punto

M). Finalmente, con apoyo del Geogebra representarian graficamente la recta tangente a ambas
)@

curvas, por medio de la opcion , 'y percibirian que en el punto M, el isocosto y la

restriccion son tangentes (ver Figura 20).
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Figura 20. Representacion del isocosto y de la restriccion en el registro grafico.

Con respecto al item b), suponemos que cada grupo usara el mismo archivo de Geogebra
elaborado en la parte a), que eliminaran el deslizador y que graficaran cuatro curvas de nivel
mediante expresiones como: 25x"2+16y"2=3200, 25x"2+16y”2=4200, 25x"2+16y”*2=5200
y 25x/\2+16y”~2=6000. Los valores de las curvas de nivel seran ingresados de manera que en

la grafica aparezcan debidamente distanciados. Una vez representados graficamente en
Geogebra, podrian usar la opcion X para hallar la interseccion de las cuatro curvas de nivel

con la restriccion, como se observa en la Figura 21. Los puntos hallados son A,D, E, H, I, L,
M.
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¥ Vista Grafica

-

Figura 21. Representacion de las intersecciones de algunos isocostos con la restriccion en el registro
gréafico.

En esta parte, esperamos que todos los grupos realicen la conversion del registro en lengua
natural para el registro algebraico. Para esto, representarian algebraicamente el vector

marginalidad, definiéndolo de la siguiente forma:

d d
Margf(P) = (é (P)%(P)),

donde f representa a una funcion real de dos variables y P un punto en el plano cartesiano.

Para representar graficamente los vectores marginalidad en el Geogebra, definirian las
funciones que representan a los isocostos y a la produccion, ingresando f(X, y) = 25x"2 + 16y"2
y g(x, y) = x*y — 80. Ingresarian también, a través de la barra de entrada las expresiones
f x=Derivada(f, x), f_y=Derivada(f, y), g_x=Derivada(g, x) y g_y=Derivada(g, y), que

representan a las derivadas parciales de f y de g con respecto a las variables x e y.
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Suponemos que los vectores marginalidad para los isocostos seran representados graficamente,

ingresando las siguientes expresiones: Vector(A, A + (f_x(A), f_y(A))), Vector(E, E + (f_x(E),
f y(E))), Vector(l, I + (f_x(I), f_y(D))), Vector(M, M + (f_x(M), f_y(M))). De manera similar,
los vectores marginalidad para la producciéon serdn graficados ingresando las siguientes
expresiones: Vector(A, A + (g_x(A), g_y(A))), Vector(E, E + (g_x(E), g_y(E))), Vector(l, I

+(9_x(1), g_y(1))) , Vector(M, M + (g_x(M), g_y(M))).

Finalmente, como observamos en la Figura 22, dichos vectores marginalidad no presentan

ninguna propiedad conocida.

Figura 22. Representacion de vectores de Marginalidad en el registro grafico del Geogebra.
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Luego, para responder al item c), supondremos que en el punto M, donde se minimiza el costo

dada la restriccion, los vectores marginalidad para la produccion y para el isocosto son

paralelos.
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Anélisis a posteriori

Después de la lectura del texto, observamos que el grupo 1 resalta parte del texto y asi
identifican y representan el nimero de méaquinas productoras de chupetes con las variables x
y el nimero de horas de funcionamiento de cada méaquina con la variable y. Ademas, el grupo
representd en el registro algebraico las variables no negativas, ver Figura 23. Esto significa que
el grupo relaciona las variables del problema con el contexto del problema, hecho que no lo

habiamos supuesto en el analisis a priori.

C MO0 & MM s & Chgeley k30 ) (hy
J RO O IS & faooamde 4 ooy o U0 \

Figura 23. Representacidn en lengua natural y en el registro algebraico
Luego, ellos consiguieron hacer la conversion de la representacion de la funcién costo del
registro en lengua natural al registro algebraico y, de igual manera, consiguieron hacer la
conversion de la representacion de la funcion produccién de la lengua natural al algebraico, tal

como se muestra en la Figura 24.

C: o8g laaes
C:C(\Ja\

Clxy)= 292 + [y
Caa MUY (\) %00 ey oo g
Gl = 38 (50) = 30
Figura 24. Representacion de la funcion produccion en el registro algebraico
Ademas, el grupo 1 construye la ecuacién correspondiente a la restriccion del problema,
conforme se muestra en la Figura 25, tal como lo habiamos supuesto en el analisis a priori, lo

que significa que el grupo realizo la conversion de la representacion de la restriccion del registro

en lengua natural al registro algebraico.
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Figura 25. Representacion algebraica de la restriccion del problema.
Asi mismo, notamos que el grupo 1 realiz6 tratamientos en el registro algebraico para luego

realizar la conversion de dicha representacion en el registro grafico del software Geogebra.

Por otro lado, la restriccion de igualdad fue justificada a través del registro en lengua natural
como se observa en la Figura 26.

(NG ndd BAN WS Poucith: Ltomingda e 69000 chudles A die
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Figura 26. Representacion en lengua natural.
Observamos que el grupo 1 define las curvas de nivel de la funcién Costo, para esto utiliza el
registro algebraico. Sin embargo, podemos notar que el dominio de la funcién Costo que ellos
representaron no es el correcto, porque deberia ser A = [0, +oo[ X [0, +o0[ Yy NO A = [0, +oo[ , tal
como observamos en la Figura 27. Esto significa, como afirma Trigueros, M., & Martinez-

Planell, R. (2010), que los alumnos presentan dificultades al pasar de una a dos dimensiones.

Z: ang laass
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Caa mxqina o) O dngley por haia k.=355x11%
GUxg) = s (50) = A0y, e f"ﬂ
Glyn = ¥O an o2
Q= BHUR = S >y 4= %'%g\b

B Y e
Ne (eueo) = y= % G

N /

{'\jf(k}‘- V(€ A=Gaenl | Gngy=lly }

Figura 27. Representacion en el registro algebraico de la isocuanta y tratamiento de la representacion

del costo en el registro algebraico
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Asi mismo, observamos que el grupo 1, a partir de la representacion algebraica de la funcion
Costo, realiza tratamientos con el fin de representar la variable dependiente representada por y
en términos de la variable independiente representada por x y la constante k, con el fin de
obtener una representacion simplificada de la curva de nivel de la funcion costo, conforme se

observa en la Figura 27.

Ademas, observamos que el grupo 1 realiz6 una conversion de la representacion de la isocuanta
del registro algebraico y = 80/x a su representacion en el registro grafico, obtenido por medio

del Geogebra. De manera similar, hicieron conversiones de la representacion de los isocostos

. . k—25x2 . .
representados en el registro algebraico por y = . @ representaciones en el registro

gréafico obtenido por medio del Geogebra (ver Figura 28).

b= 2000 b= 2500

N
o

b=3000 b= 3500

Y
o

Figura 28. Conversiones de la representacion del Costo en el registro algebraico a

representaciones en el registro grafico del Geogebra
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Para la representacion gréfica de las curvas de nivel, el grupo aplico la herramienta deslizador
dada por el Geogebra. Cabe sefialar que el uso del deslizador, si bien facilita las
representaciones graficas de las curvas de nivel, las presenta una por una, de acuerdo al valor
del deslizador y no como una familia de curvas de nivel como se acostumbra en los libros
didacticos y como los profesores en su practica docente acostumbran representarlas en las aulas

de clase.

Conviene subrayar que el grupo 1, por sus conocimientos previos (Introduccion a la Economia),
infieren que la representacion grafica en Geogebra del punto éptimo se encuentra en el Unico
punto de interseccion de las curvas de nivel con la restriccion. Es por este motivo que, con
ayuda del deslizador, conjeturan que la representacion grafica en Geogebra de la interseccion
de las curvas es el punto (8,10) (ver Figura 29). El grupo realizé tratamientos en el registro

gréafico para poder acercarse al punto de interseccion y poder inferir dicho punto.

08

100 b=13200

Figura 29. Tratamientos en el registro grafico del Geogebra.

Luego, con ayuda de la opcion interseccion X del Geogebra, verificaron que el punto de

interseccion entre la isocuanta y el isocosto es el (8,10) (ver Figura 30).
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Figura 30. Representacion grafica del Geogebra de la interseccion de la isocuanta y el isocosto.

Jo

Finalmente, los alumnos deducen que ambas curvas son tangentes gracias a la opcion

del Geogebra, como observamos en la Figura 31.

Figura 31. Representacion en el registro gréfico del Geogebra de la recta tangente a la isocuanta y al

iSocosto.
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De este modo, el grupo 1 concluye que el costo total es minimo cuando el nimero de maquinas
es 8 y el numero de horas es 10. Ademas, como se muestra en la Figura 32, el grupo utiliza el

registro en lengua natural para dar respuesta a la interrogante planteada en la parte a).

ORI & poge s Gy de VG € jyuta en
d 0N P o TALGaULS

Figura 32. Representacion en registro natural.
Con respecto al item b), el grupo 1 consiguio representar el vector marginalidad por medio del
registro algebraico. En la Figura 33 se observan dichas representaciones algebraicas, tanto para

los isocostos como para la produccion.
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Figura 33. Representacion de los vectores marginalidad en el registro algebraico.

Ademas, el grupo 1 realiza tratamientos de las representaciones de la funcion en el registro
algebraico para hallar los vectores marginalidad del isocosto y de la produccion en el punto de

interseccion (8,10), como se observa en la Figura 34.
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Figura 34. Tratamientos de la representacion de la funcion produccion y la funcién costo en el registro
algebraico.

Luego, el grupo 1 determina que los puntos de interseccion entre los isocostos y la isocuanta
deben ser pares ordenados de entradas en los naturales. Esta informacion es extraida de la
grabacion hecha en la experimentacion, en la cual el grupo expresa que las variables
involucradas, nimero de horas y nimero de maquinas productoras de chupetes, deben ser
enteras. Dichos puntos son los siguientes: (4,20) y (5,16). Luego de determinar los vectores
de marginalidad para los isocostos y la isocuanta, el grupo 1 realiza la conversion de la
representacion de los vectores marginalidad del registro algebraico para su representacion en el

registro grafico con ayuda del Geogebra, como observamos en la Figura 35.

-

Figura 35. Conversion de la representacion de los vectores marginalidad del registro algebraico a su

representacion en el registro grafico del Geogebra.

El grupo 1 utiliza el registro en lengua natural para responder a la pregunta b) y lo justifica
usando el registro algebraico, en este Gltimo registro se realizan tratamientos de sus

representaciones (ver Figura 37).
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Figura 36. Tratamiento en el registro algebraico del vector marginalidad.

Ademas, complementa la respuesta por medio del registro en lengua natural y lo justifica
usando el registro algebraico.
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Figura 37. Tratamiento en el registro algebraico de los vectores marginalidad.

Los alumnos afirman que los vectores marginalidad son paralelos en el punto éptimo y no son

paralelos en otras intersecciones, como se aprecia en la Figura 38, con lo que se da respuesta al
item c.

~Ny
7

Figura 38. llustracion de los vectores marginalidad.
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Asi, afirmamos que el objetivo de esta situacion problema fue alcanzado, ya que el grupo 1
reconocio que, en un problema de optimizacion con una restriccion de igualdad, en el punto
optimo los vectores gradientes son multiplos entre si.

Con respecto al grupo 2, como se observa en la Figura 39, ellos representan el nimero de

maquinas productoras de chupetes con las variables x y el numero de horas de funcionamiento
de cada maquina con la variable y.

DRfrRmes 165 vatabiRS X Ry como o confidad R mognas
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Figura 39. Representacion en lengua natural de las variables a usar.

El grupo 2 determina que las variables deben ser no negativas, a través de representaciones en
lengua natural (ver Figura 40).
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Figura 40. Representacion en lengua natural del grupo 2.

Ademas, ellos realizan la conversion de la funcion Costo representada en lengua natural para
su representacion en el registro algebraico (ver Figura 41).
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Figura 41. Representacion de las funciones costo y produccion en el registro algebraico.

Por otro lado, realiz6 tratamientos en el registro algebraico de la isocuanta representada por
800xy = 64000 para xy = 80 (ver Figura 42).
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Figura 42. Tratamiento en el registro algebraico del grupo 2.

Luego realiza la conversion de la isocuanta, de su representacion en el registro algebraico xy =
80 a su representacion en el registro grafico con apoyo del Geogebra, ingresando en la barra de

entrada x*y=80 (ver Figura 43).

Figura 43. Representacion de la isocuanta en el registro grafico del Geogebra.

El grupo 2 reconoce, mediante el registro en lengua natural la definicion de dicha curva de nivel
(ver Figura 44).

hrfitnes, & o modo ) oS desies

Comb¥nGetorks de x ¢
oG Uo, MG, Podicson, total | AR

Figura 44. Representacion de la isocuanta en el registro de lengua natural.
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El grupo define la isocuanta y los isocostos por medio de representaciones en el registro

algebraico (ver Figura 45 ).

Ne (64000 ) = § (x,y)YeR™ 2 oo XY = 640003
Nl &) = Ry lem? €255 116 y™> = o

Figura 45. Representaciones graficas de algunas curvas de nivel.

Después, el grupo 2 con apoyo de un deslizador del Geogebra, logra graficar distintas curvas
de nivel del isocosto. Para esto, realiza conversiones de la representacion del isocosto del
registro algebraico para representaciones en el registro grafico CAS del Geogebra. En la Figura
46, para cada valor de “a” se representa graficamente el isocosto, cuya representacion

algebraica es 25x2 + 16y? = a.

a=5100

Figura 46. Representacion del isocosto en el registro grafico del Geogebra.

Para la obtencion de la representacion grafica del isocosto, los estudiantes del grupo 2

ingresaron la sentencia mostrada en la El valor minimo del deslizador fue 0 y el maximo 64000.
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Entrada: 25x*2+16y*2=

Figura 47. Sintaxis empleada por el grupo 2 para representa al isocosto en el registro gréfico del

Geogebra

El grupo determina que el par ordenado (8,10) es solucion del problema pues se percatan de
que es la Unica interseccion entre el isocosto hallado y la isocuanta. Llegaron a esta conclusion

pues ellos tienen ese conocimiento de un primer curso de Economia llevado anteriormente.

a= 3200

Figura 48. Produccion de representaciones en el registro grafico del Geogebra, del grupo 2.

Finalmente, para responder al item a) el grupo determina, por medio de la representacion grafica
de la recta tangente, que en el punto 6ptimo la isocuanta y el isocosto son curvas tangentes (ver
Figura 49).

« HIAMIR ) RIS punts de e
CondUimes gue 1GS CWWES son TGRS ende s

Figura 49. Produccion de una representacion en lengua natural del grupo 2.
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El grupo 2, para justificar su respuesta al item b), utiliza representaciones en el lenguaje natural

y representaciones algebraicas, como vemos a continuacion (ver Figura 50).

0 it lugay | gvatomes dos cuvcs Fsoaosoy e e l(xyy)
Yy (g9 ), P 1o pdrRe empleomes uin deiRedar oo -
MINGRA0 € ) 5 povn 1o Segundan , N Combo ) UHiZomes un
&8\ Rador \lamado «“d ™, g MNING v ¢l MEXMG R cmbos
fO0N 0 y 4000 | vecpranomIR , CobR VRalcoy QR el valw
IR 12 cragamnos o b fue 6400 | WL que ¢l gy |

o'm ¢ Ay 5¢
XD poe 9600 . DRSPS e esto, hallames jas

RNGs PVGEGIS & i1cs fonCones de costo v v Poduason
Con vePedo o lag voavtobleS X e v |

Figura 50. Produccion de representaciones en el registro de lengua natural del grupo 2.

Los alumnos del grupo 2 utilizan el registro algebraico para representar al vector marginalidad de los
isocostos y de las isocuantas, a través de sus derivadas parciales (ver Figura 51).

Con e s
C(“>\/):?5x1+46\,7-j> Cy = 32y
FIx,y) = 8oo (X)(vy) {x = 8oy

{—\q Z BOo X

Figura 51. Tratamiento en el registro algebraico de la funcién produccién y de la funcién costo.

Por otro lado, los integrantes del grupo 2 utilizan el registro en lengua natural para explicar el comando

a usar en el Geogebra para representar graficamente a los vectores marginalidad.
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Figura 52. Registro en lengua natural de los vectores marginalidad.

Se observa que el grupo 2 ingreso en la barra de entrada del Geogebra el comando vector para

obtener las representaciones graficas del vector marginalidad, como se aprecia en la Figura 53.

= 3200

|\\15 | -10 -5 o 5 10 ] 15 '\ Izu

Figura 53. Representaciones gréaficas del vector marginalidad.

Finalmente, el grupo 2 concluye a través del registro natural que los vectores marginalidad son

paralelos en punto 6ptimo (ver Figura 54).

o s 15 vl & agirelted Sen Povlelos STeK y
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)
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Figura 54. Produccion en el registro natural del grupo 2.
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Para responder al item c), el grupo 2 hace uso nuevamente del registro en lengua natural y de
la definicion de paralelismo de vectores para justificar su respuesta.

t & momealo en gR R) Casto ot €5 mento | oS
PRIV vedores e mavgmaltdad  son Povaldlss , Esig
R Computbe, , morcfamie  PAGUR 1oy vedos Gl -
ncltdad &R lo, e ocest C(x,y) Son mCiimics
3@ 105 Vectuyes ma¥gmalidad e lon Ccwvg Fsocuanta
e F- Cxpy) N, s tmbavag ) OMo ce afTymg” andRiionminR
o solo §e (qnp\?/ Cumdo d cote § mnimo | (ahe
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)
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Figura 55. Representaciones semiotica producidas por el grupo 2.

Socializacion de la situacion Problema

En esta situacion problema, generalizamos los resultados con ayuda de la produccién de los
estudiantes. El profesor investigador socializa la propiedad del maximo de una funcién, dada

una restriccion de igualdad.

Sean f(x,y) y g(x,y) funciones derivables continuas. Si el valor médximo (o minimo) de
f(x,y) sujeto a la restriccion g(x,y) = c ocurre en un punto P en el que Vg(P) # 0,

entonces Vf(P) = A Vg(P) para cierta constante A.

Lo anterior equivale a determinar el punto critico de la funcion de Lagrange L, asociada a un
problema de optimizacion sujeto a una restriccion de igualdad. Es decir, dada la funcion de

Lagrange L(4,x,y) = f(x,y) +1-g(x,y), el punto critico se determina resolviendo el

. aL aL oL
sistema dado por ™ Axy) = O'a_y Ax,y) = 0,5 (4,x,y) =0.
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En nuestra investigacion se planteo el siguiente problema:

Considere la funcién f:R — R, definido por f(x,y) = x% + 2y%? — xy. Determine el

minimo valor de f sujeto a la restriccion 2x + y = 22.

Con respecto al grupo 1, los alumnos emplearon el registro algebraico para representar a la

Funcion de Lagrange (ver Figura 56).

FGon & Lagane )= Dery-2L
LY, %9) = Fg9) = Xg0gy)

LR W= 02 ayP-wg ~ A2y 20
L{A)KJE)) > ' 131_&84 DIVD R H)-QQA

Figura 56. Representacion de la Funcién de Lagrange en el registro algebraico.

Los integrantes del grupo 1, hicieron uso de representaciones en el registro algebraico del
calculo de las derivadas parciales de la funcién de Lagrange, para plantear el sistema de

ecuaciones que le permitira hallar el punto critico.

%’:: Lx = fx—*- ?\gx = Qk—j 22X =2C .. (A

= Ly = L‘IS_X‘L)‘EO - (/{i)

=l 2 ly-22-0 . Lo

2L
AA -
Figura 57. Produccion en el registro algebraico del calculo de derivadas parciales

Por medio de tratamientos de representaciones en el registro algebraico, los alumnos del grupo 1

consiguieron hallar el punto critico, es decir, el punto 6ptimo dada la restriccién de igualdad. Ver Figura

58.
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22—y~ DO 2K y-72
DN+ P = Dy
A1 =y - A= Yy

¥y - 2x+ 2x=0
y*"&}g ~dZ =&

.Ct-)—-:zx ~2.z:o
Sy = 22-272x
C‘s =T~ 2(Cy=-it)

() 3 A

——

\\8: Lﬂ" R,
.(,3/1/\4 —> :'; ,)__~ = ==y
L) D = U- 2 =0 - (a,u, ~9)
2x =13 R -
(x=9)

Figura 58. Tratamientos de representaciones en el registro algebraico.

Asi, el grupo 1 aplica correctamente la propiedad anterior para determinar el punto 6ptimo. De

manera similar el grupo 2 aplico la propiedad para determinar el punto éptimo.
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CONSIDERACIONES FINALES

El objeto matematico Multiplicador de Lagrange hace parte fundamental de los conceptos
matematicos que todo economista debe conocer, esto es por las aplicaciones que tiene en este
campo, tales como la maximizacion de la utilidad dada una restriccion presupuestaria o la

minimizacién del costo del productor bajo una restriccion presupuestaria.

Esta materia es impartida en la universidad en la que se realizé la investigacion, en el curso
Matematica Il, que pertenece al segundo semestre académico de la carrera de Economia. En
cuanto a la ensefianza de la matematica en dicho curso, se observa que existen dificultades en
la comprension de conceptos matematicos, relacionados con el Célculo diferencial de dos
variables, debido a la falta de situaciones que estén relacionadas a la actividad profesional del

futuro economista.

A partir de la investigacion bibliografica nos percatamos que en el campo de la Ensefianza de
la Matematica, existen pocas investigaciones sobre el Multiplicador de Lagrange;
especificamente s6lo una tesis doctoral cuyo marco tedrico es la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico. En dicha investigacion se realizé un estudio comparativo entre la ensefianza de
nuestro objeto matematico, en estudiantes universitarios de matematica y de economia. De
manera similar, existen pocas investigaciones que involucren el estudio de funciones de varias

variables y el uso de las TICs.

Segun nuestra experiencia como profesores del curso, los alumnos presentan dificultades en
cuanto al aprendizaje de los temas relacionados con funciones de varias variables. Con respecto
al Multiplicador de Lagrange, la mayoria de los alumnos resuelven los ejercicios de manera
algebraica sin transitar por el registro grafico y sin entender cual es el funcionamiento del
Teorema de Lagrange (teorema por el cual se formaliza el uso del Multiplicador de Lagrange).
Creemos que esto es debido a que existen pocos ejercicios en la bibliografia del curso que
fomenten dicha conversion y a la escasa produccion de situaciones que relacionen nuestro
objeto matematico con la Economia. Estas circunstancias fueron las que nos motivaron a la

realizacion de nuestra investigacion.

Utilizamos como metodologia aspectos de la Ingenieria Didactica de Artigue (1988) para poder
entender el camino a seguir en nuestra investigacion y orientar nuestras investigaciones de las
clases y poder estudiar nuestros resultados después de obtener los datos de la experimentacion.

Gracias al analisis preliminar de nuestra investigacion, se pudo reconocer que el uso de recursos
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tecnoldgicos como el Geogebra, puede permitir a los estudiantes realizar transformaciones en
las representaciones de los diversos objetos matematicos involucrados con el multiplicador de

Lagrange.

Por otro lado, el Geogebra no posee un comando especifico para determinar curvas de nivel
para una funcion de dos variables. Esta dificultad fue superada por los alumnos, pues generaron
una familia de curvas de nivel usando para ello un deslizador. De esta forma, los alumnos

superaron una dificultad propia del software.

Con respecto al marco tedrico consideramos importante utilizar aspectos de la Teoria de
Registros de Representaciones Semidticas de Duval (1995) para comprender el concepto del
Multiplicador de Lagrange. Segun el autor, s6lo es posible el aprendizaje del objeto matematico

si es que existe coordinacidn entre los registros de representacion semiotica.

Notamos que los estudiantes privilegian el registro en lengua natural para sustentar sus
procedimientos. Creemos que esto se debe a que los estudiantes poseen una buena formacion
en lo que respecta a las ciencias sociales. En otro contexto, si hubieran sido alumnos de alguna

facultad de ingenieria, creemos que el registro que hubiera predominado seria el algebraico.

Para llevar a cabo nuestra investigacion se hizo uso de una situacion problema, el cual consiste
en formular preguntas en un contexto mas o menos matematizado. El objeto matematico debe
ser desconocido por el alumno, y ademas, a través de la resolucidon de la situacion problema, el
alumno se percata que con los conocimientos que él posee, la resolucion del problema no es

inmediata.

Los dos objetivos especificos de investigacion se lograron concretar por medio de la situacion

problema:

Identificar los registros de representacién semidtica que movilizan los estudiantes de
economia cuando resuelven una situacién-problema. Los estudiantes, a través de la situacion
problema planteada, pudieron transitar entre los registros en lengua natural, el registro
algebraico y el registro grafico. Se pudo apreciar que este ultimo registro pudo ser representado
gracias al uso del Geogebra.

Determinar los tratamientos y conversiones que realizan los estudiantes de Economia
cuando resuelven una situacién-problema. En base a una situacion problema, creemos que los
alumnos se apropiaron de lanocion de Multiplicador de Lagrange a partir de sus conocimientos
previos. Organizamos la situacion problema, el cual fue presentado en el registro de lengua

natural. Para la resolucién de la misma, los estudiantes realizaron tratamientos de
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representaciones en el registro algebraico y tratamientos de representaciones en el registro
grafico. Ademas, realizaron conversiones de representaciones en el registro algebraico para
representaciones en el registro grafico y viceversa. De esta forma y conforme a la TRRS, se

realizd la coordinacion de dichos registros de representacion semidtica.

Al lograr los objetivos especificos de investigacion, afirmamos que se logré concretar

el objetivo general de investigacion:

Analizar la coordinacion de los registros de representacion semidtica que realizan los
estudiantes de Economia en el aprendizaje del Multiplicador de Lagrange, por medio de una

situacion-problema.
Al lograr el objetivo general de investigacion pudimos responder la pregunta de investigacion:

¢Estudiantes de Economia coordinan los registros de representacion semiética, en el

aprendizaje del Multiplicador de Lagrange por medio de una situacion problema?

Sugerimos el estudio del proceso de la visualizacién ya que seria muy provechoso estudiar los
Multiplicadores de Lagrange mediante las aprehensiones.
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UNIVERSIDAD
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SiLABO
Nombre del Curso: Matematicas Il.
Cédigo: 31650
Departamento Académico: Economia.
Semestre Académico: 2017-1.
Docentes:
Profesor e-mail @up.edu.pe | Sec. | Jefe de Practica
Dra. Yboon Garcia Ramos | garcia_yv A Bach. Angelo Diaz
| Dr. Orestes Bueno Tangoa | o.buenctangoa | B | Bach. Alvaro Naupay |
Mg. Daniel Proledn Patricio | proleon_dg C. D | Bach. Lucy Molina |
Mg. Erick Davila Quesquen | davila_en E, F | Mg. Erick Davila |
Mg. Alonso Pérez Sotelo perez_ea G Mg. Alonso Perez
H Bach. Angelo Diaz
| Dr. José Flores Salinas | floress_a [ 1 | Bach. Alvaro Naupay |

1. INFORMACION GENERAL

Es un curso de segundo ciclo y tiene 5 créditos. Es prerrequisito para cursarlo haber
aprobado Matematicas |. Este curso contribuye al desarrollo de la competencia de pensa-
miento critico y al siguiente resultado asociado a dicha competencia: “1.4: Resuelve pro-
blemas utilizando herramientas matematicas basicas.” Sus contenidos son los siguientes:
limites de funciones y continuidad, derivadas, funciones de varias variables e integrales.

2. LOGRO FINAL DE APRENDIZAJE DEL CURSO
Al terminar el curso de Matematicas Il, el estudiante resolvera problemas mediante el uso

pertinente de herramientas del calculo diferencial e integral. Para ello debera conceptua-
lizar, resolver y comunicar adecuadamente.

3. UNIDADES DE APRENDIZAJE

Unidad de aprendizaje 1: Limites de funciones
Logro de aprendizaje de unidad:



Al concluir la primera unidad, el estudiante dara solucién a problemas de limite de
funciones y continuidad. El hacerlo implicara graficar las asintotas de una funcion.
Ademas, distinguira la continuidad de una funcién en un punto de manera grafica y
analitica, y para ello, usara correctamente los teoremas principales de continuidad.

Contenidos

1.1 Limite de una funcién. Algebra de limites.

1.2 Limites laterales

1.3 Limites infinitos, limites al infinito, limites de formas indeterminadas.
1.4 Algunos limites importantes.

1.5 Asintotas horizontales, oblicuas y verticales de una funcién.

1.6 Continuidad de funciones.

1.7 Propiedades de las funciones continuas.

1.8 El teorema del valor intermedio.

Semanas: 1,2y 3.

Unidad de aprendizaje 2: Derivadas de funciones de una variable

Logro de aprendizaje de unidad:

Al concluir la segunda unidad, el estudiante dara solucién a problemas usando el
calculo diferencial. Esto implicara calcular adecuadamente derivadas de cualquier

orden y graficar funciones identificando adecuadamente sus caracteristicas y ele-
mentos.

Contenidos

2.1 Definicion de derivada.
2.2 Interpretacion geométrica de la derivada. Recta secante y recta tangente.
2.3 Reglas de derivacion.
2.4 Construccion de una tabla de derivadas.
2.5 Derivadas de funciones compuestas: regla de la cadena.
2.6 Derivacion logaritmica. Derivadas de orden superior.
2.7 Formas indeterminadas (Reglas de L'Hopital).
2.8 Derivacion implicita.
2.9 Razén de cambio media, instantanea, relativa y porcentual.
2.10 Diferencial y valor aproximado de una funcién.
2.11 Aplicaciones a la economia: costo marginal, ingreso marginal, elasticidad.

2
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2.12 Crecimiento y decrecimiento de funcién.

2.13 Minimos y maximos de funciones. Puntos criticos.

2.14 Concavidad de funciones. Puntos de inflexion de funciones.
2.15 Trazado de curvas planas.

Semanas: 3,4,5,6y 7.

Unidad de aprendizaje 3: Funciones de varias variables
Logro de Aprendizaje de unidad:

Al concluir la tercera unidad, el estudiante dara solucién a problemas que involucran
funciones de varias variables. Para ello, graficara ciertos aspectos o caracteristicas
de funciones de varias variables. Calculara derivadas parciales de cualquier orden y
hara uso correcto de las técnicas para determinar minimos y méximos de funciones
de varias variables.

Contenidos

3.1 Definicion.

3.2 Representacion geométrica de funciones de dos variables.

3.3 Derivadas parciales.

3.4 Propiedades algebraicas de las derivadas y regla de la cadena.

3.5 Funciones homogéneas.

3.6 Diferencial total.

3.7 Aplicaciones de las derivadas parciales a la teoria econémica.

3.8 Minimos y maximos de funciones de varias variables.

3.9 Optimizacion sin restricciones: Criterios de la primera y segunda derivada.
3.10 Optimizacion con restricciones. Multiplicadores de Lagrange.
3.12 Aplicaciones de los multiplicadores de Lagrange.

Semanas: 9, 10, 11 y 12,

Unidad de aprendizaje 4: Integrales
Logro de aprendizaje de unidad:

Al concluir la cuarta unidad, el estudiante resolvera problemas que involucran en su
solucion el calculo integral. El hacerlo implicara manejar adecuadamente diversos
métodos de integracion. Ademas el estudiante dara solucién a problemas de célculo
de areas mediante el uso de la integral definida, para ello, debera manipular correc-
tamente la definicion de tal integral, y la calculara mediante el uso de teoremas y
propiedades pertinentes.

Contenidos

73



4.1 Integral indefinida.
4.2 Tabla de integrales.

4.3 Metodos de integracion, sustitucion o cambio de variable, por partes, fraccio-
nes parciales.

4.4 Aplicaciones de la integral indefinida.

4.5 Integrales definidas. Idea geométrica y teoremas fundamentales del calculo.
4.6 Propiedades de las integrales definidas.

4.7 Calculo de dreas entre dos curvas.

4.8 Aplicaciones: Excedente del productor y excedente del consumidor.

4.9 Integrales impropias.

Semanas 13, 14y 15.

4. ESTRATEGIAS DIDACTICAS

= Leccion de contenidos tedricos y ejemplos basicos presentada por el profesor la
cual conlleva a la discusion y participacion activa por parte del alumno.

= Supervision del trabajo auténomo de cada alumno y orientacion hacia el anélisis
independiente de problemas concretos para su modelacion y resolucion.

= Desarrollo de ejercicios durante practicas dirigidas a cargo del jefe de practicas.

5. EVALUACION GENERAL

| Instrumento | Ponderacion | Criterios
Controles - Obtencion de |a respuesta correcta.
Practicas Calificadas 40% - Orden y presentacion del trabajo.
(PC) Claridad en los conceptos y relacién entre
ellos.
Examen Parcial (EP) 30% - Capacidad de deduccion y manejo de prue-
bas formales.
Examen Final (EF) 30% - Aplicacion de herramientas a problemas vis-
tos anteriormente y a problemas nuevos.

= Se rendiran cuatro controles de 15 minutos, los cuales se rinden al principio de las
clases especificadas en el cronograma. Cada control es de 5 puntos y no se elimina
ninguna nota. Los temas a evaluar corresponden a las 3 dltimas clases previas a
dicho control. En el control sélo se evalia la obtencion de la respuesta correcta mas
no la justificacion.



» Se tomaran cuatro practicas calificadas de 20 puntos cada una y se eliminara la

menor nota. Estas evaluaciones tienen una duracion de 100 minutos.

» El parcial y el final son examenes de 20 puntos que duran 120 minutos.

Nota final del curso= 0, ANT + 0.3EP + 0.3EF.

Si NC designa la suma de los 4 controles entonces NT es el promedio simple de las tres
mejores PCs y la NC.

6.

10.
11.
12.
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7. CALENDARIO ¥ CRONOGRAMA

MARZO
L M M J v
g Z8 75 30 3l
c1 c2 PD1
ABRIL
L M J v
3 4 5 6 7
c3 c4 PC1
0 i m 2 13 14
cs C6& LIBRE | LIBRE
7 8 E] 20 il
c7 cs PD2
74 75 76 77
cs c10
MAYO
L M J v
1 2 3 4 5
LIBRE c11 PD3
] E] 10 1 iz
ci12 c13 PD4
5 6 17 18 iE]
22 Z3 X} 25 26
Ci4 Cc15 PD5
EE] 30 k]|
Ci6 ci7

» C = Clase, PD = Practica dirigida.

JUNIO
L M M J v
1 z
PD&
5 6 7 B ]
cis ci9 PC3
2 13 14 15 76
c20 c21 PD7
iE] 20 1 2z
cz2 cz3
5 7 F] 25 30
c24 c25 LIBRE | LIBRE
FD
JULIO
L M J v
3 7 ] 3 7
c26 cz7 PD9
0 i 12 13 mT
7 18 i 70 3]

= Co = Control, PC = Practica calificada, PR = Practica de rezagados.

= EP = Examen parcial, EF = Examen final, ER = Examen de rezagados.

= EE = Entrega de examenes finales.
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| Semana | Clases CONTENIDOS ACTIVIDADES

1 1y 2 | Limite de una funcién. Algebra de limites. Limites latera- | Viernes: Practica dirigida 1 (Clases 1-4)
les. Limites infinitos. Calculo de limites.

2 3y 4 | Limites al infinito. Asintotas. Continuidad de funciones. | Miércoles: Control 1 (Clases 1-3)
Diseontinuidad. Viernes: Practica Calificada 1 (Clases 1-4)

3 5y B | Propiedades de las funciones continuas. El teorema del
valor intermedio. Derivadas de funciones de una varia-
ble. Definicién de derivada. Recta tangente.

4 7y 8 | Aligebra de derivadas. Reglas de derivacién. Derivadas | Miéreoles: Control 2 (Clases 5 - 7)
de funciones compuestas: regla de la cadena. Deriva- | Viernes: Practica dirigida 2 (Clases 5-8)
cién logaritmica. Derivadas de orden superior.

5 9y 10 | Formas indeterminadas (Reglas de LU'Hépital). Deriva- | Viernes: Préctica caliiicada 2 (Clases 5 - 10)
cién implicita. Razén de cambio media e instantanea.
Razén de cambio relativa y porcentual.

6 1 Diferencial y valor apraximado de una funcién. Aplica- | Viemes: Practica dirigida 3 (Clases 9-11)
ciones a la economia: costo marginal, ingreso marginal,
elasticidad.

7 12 Yy 13 | Elteorema del valor medio. Crecimiento y decrecimien- | Viemas: Préctica dirigida 4 (Clases 12-13)
1o de funcidn. Minimos y maximos de funciones. Puntos
criticos.

8 Examen parcial (Clases 1 - 13)

9 14 y 15 | concavidad de funciones. Puntos de inflexién de funcio- | Viemes: Practica dirigida 5 (Clase 14 - 15 )
nes. Trazado de curvas planas. Funciones de varias va-
riables. Represantacion geométrica de funciones de dos
variables. Curvas de nivel.

10 16y 1 7 | Derivadas parciales. Propiedades algebraicas de las de- | Miércoles: Control 3 {Clases 14-18)
rivadas y regla de la cadena. Funciones homogéneas. | Viernes: Prictica dirigida 6 (Clases 16-17)
Teoremas de Euler.

11 18 ¥ 19 | Diferencial total. Aplicaciones de las derivadas parciales | Viernes: Préclica calificada 3 (Clases 14-18)
a la teorfa econdmica. Minimos y maximos de funcionas
de varias variables. Puntos criticos.

12 20y 21 | optimizacién sin restricciones: Hessiano y criterio de la | Miércoles: Control 4 (Clases 19-20)
sagunda derivada. Optimizacidn con restricciones. Méto- | Viernes: Practica dirigida 7 (Clases 18-23)
do de los mulliplicaderes de Lagrange. Aplicaciones de
los multiplicadores de Lagrange.

13 22y 23 | Integral Indefinida. Métodos de integracién: sustitucién o | Viernes: Préctica calificada 4 (Clases 20-23)
cambio de variable. Integracién por paries, descomposi-
cign en fracciones racionales.

14 24y 25 | Integrales definidas. Idea geométrica y los teoremas fun- | Praclica Dirigida (recuperable) (Clases 24-25)
damentales del calculo. Propiedades de las integrales
definidas.

15 | 26 y 27 | caleulo de 4reas entre dos curvas. Aplicaciones: Exce- | Viernes: Practica dirigida 8 (Clases 26-27)
dente del preducior y excedente del consumider. Integra- | Viernes: Prictica de Rezagados (Clases 1-27)
les impropias.

16 Examen final (Clases 14-27)

17 Lunes: Examen de Rezagados (Clases 1-27)

Viernes: Entrega de examenes finales
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Comité de ética para la investigacion con seres humanos y animales — CEl(sha)
Vicerrectorado de Investigacién - PUCP

PROTOCOLO DE CONSENTIMIENTO INFORMADO PARA PARTICIPANTES'

El propdsito de este protocolo es brindar a los y a las participantes en esta investigacion, una explicacion clara de
la naturaleza de la misma, asi como del rol que tienen en ella.

La presente investigacion es conducida por (nombre del investigador o
investigadora a cargo) de la Universidad . La meta de este estudio es

Si usted accede a participar en este estudio, se le pedira responder una entrevista (encuesta o lo que fuera
pertinente), lo que le tomara minutos de su tiempo. La conversacion sera grabada, asi el investigador o
investigadora podra transcribir las ideas que usted haya expresado.

Su participacion sera voluntaria. La informacion que se recoja sera estrictamente confidencial y no se podra
utilizar para ningln otro propdsito que no esté contemplado en esta investigacion.

En principio, las entrevistas o encuestas resueltas por usted seran confidenciales, por ello seran codificadas
utilizando un nimero de identificacion. Si la naturaleza del estudio requiriera su identificacion, ello solo sera
posible si es que usted da su consentimiento expreso para proceder de esa manera.

Si tuviera alguna duda con relacion al desarrollo del proyecto, usted es libre de formular las preguntas que
considere pertinentes. Ademas puede finalizar su participacion en cualquier momento del estudio sin que esto
represente algun perjuicio para usted. Si se sintiera incomoda o incomodo, frente a alguna de las preguntas,
puede ponerlo en conocimiento de la persona a cargo de la investigacion y abstenerse de responder.

Muchas gracias por su participacion.

Yo, doy mi consentimiento para
participar en el estudio y soy consciente de que mi participacion es enteramente voluntaria.

He recibido informacion en forma verbal sobre el estudio mencionado anteriormente y he leido la informacion
escrita adjunta (de ser el caso que se haya proporconado informacion escrita sobre la investigacion). He tenido
la oportunidad de discutir sobre el estudio y hacer preguntas.

Al firmar este protocolo estoy de acuerdo con que mis datos personales, incluyendo datos relacionados a mi
salud fisica y mental o condicion, y raza u origen étnico, puedan ser usados segun lo descrito en la hoja de
informacién que detalla la investigacion en la que estoy participando.

Entiendo que puedo finalizar mi participacion en el estudio en cualquier momento, sin que esto represente algun
perjuicio para mi.

Entiendo que recibiré una copia de este formulario de consentimiento e informacion del estudio y que puedo
pedir informacion sobre los resultados de este estudio cuando éste haya concluido. Para esto, puedo

comunicarme con al correo (o al teléfono)
Nombre completo del (de |a) participante Firma Fecha
Nombre del Investigador responsable Firma Fecha

'Mhmh--WuMMMWthCLﬂWt&bﬂMmbw*h
PUCP,
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PROBLEMA

1. En la ciudad de Piura, un comerciante desea emprender el negocio de chupetes, aprovechando

que la cindad es muy calurosa v que la temperatura ha anmentado considerablemente. Para
esto, dispone de una determinada cantidad de maquinas productoras de chupetes, las cuales
producen cada una 800 chupetes por hora. Con respecto a los costos totales de fabricacion,
el comerciante constata que dependen del mimero de maquinas productoras de chupetes y
del niimero de horas que funciona cada maquina. Siendo asi, los costos totales en soles, equi-
valen a veinticinco veces el niimero de maquinas multiplicadas por sl mismas, mas dieciséis
veces el niimero de horas que funciona cada maguina multiplicadas por si mismas. Por un
estudio del mercado, el comerciante planea producir 64 000 chupetes por dia. Definimos el
vector marginalidad de una curva de nivel, como el vector de dos componentes, que son la
marginalidad con respecto al niimero de magquinas y la marginalidad con respecto al niimero

de horas, respectivamente.

a) ;jCodémo es la relacidn entre las curvas isocostos v la curva de produceidn en el momento

en que el costo total es minimo? justifique su respuesta.
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b) Considerando las intersecciones de la curva de produccién con algunos isocostos, jqué
sucede con sus respectivos vectores de marginalidad, para los isocostos v la produccion,
en las intersecciones de dichas curvas? justifique su respuesta.
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¢) Respecto a las curvas isocostos y de produccién, en el momento en que el costo total
es minimo, jqué puedes afirmar de sus respectivos vectores marginalidad? justifique sn
respuesta.
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2. Considere la funcién f : R? = R, definido por f(x,y) = 2 + 2y* — ry. Determine el minimo
valor de f sujeto a la restriccion 2z + y = 22,
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