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RESUMEN

La presente investigacion tiene por objetivo interpretar como el transito por los distintos registros
de representacion semiotica favorece la comprension de la nocidon de funcion exponencial en
estudiantes de Ingenieria Ambiental de una universidad publica en Lima-Pert. Para dicho estudio,
hemos revisado antecedentes de investigacion que estén relacionadas con el estudio del objeto
matematico funcion exponencial en el nivel superior. Asi mismo, hemos justificado la realizacion
de nuestra tesis en cuatro aspectos: importancia de la funcidon exponencial en el curriculo,
importancia de la funcion exponencial para modelar situaciones en contextos reales, importancia
de la funcion exponencial dentro de la estructura matematica y la importancia de la comprension
de la nocidn de funcion exponencial mediante el uso de diversas representaciones semioticas para
contrarrestar algunas dificultades en el aprendizaje de este objeto matematico. El marco teodrico
que hemos considerado es la Teoria de Registros de Representacion Semiotica (TRRS), la cual nos
da herramientas para interpretar como se realiza la comprension de la nociéon de funcion
exponencial. En cuanto a la metodologia utilizada para alcanzar los objetivos de nuestra
investigacion, siendo esta de naturaleza cualitativa experimental, hemos considerado a la
Ingenieria Didactica, cuyos lineamientos organizan la forma de nuestro trabajo. Para la
experimentacion hemos seleccionado a tres estudiantes, quienes participaron en una actividad
conformada por siete preguntas elaboradas con la intencién de que los estudiantes movilicen sus
conocimientos previos y la informacién que vayan obteniendo mientras realicen las actividades
cognitivas de tratamiento y conversion cuando transiten por los registros de lengua natural,
numérico, algebraico y grafico. Finalmente concluimos que, los resultados de la experimentacion
nos han permitido interpretar, en base a algunos aspectos de la TRRS, como el transito por los

distintos registros favorece la comprension de la nocion de funcidon exponencial.

Palabras clave: Funcioén exponencial; registros de representaciones semidticas, tratamientos y

conversiones.



ABSTRACT

The objective of this research is to interpret how the transit through the different registers of
semiotic representation favors the understanding of the notion of exponential function in students
of Environmental Engineering of a public university in Lima-Peru. For this study, we have
reviewed research backgrounds that are related to the study of the mathematical object exponential
function at the higher level. Likewise, we have justified the realization of our thesis in four aspects:
importance of the exponential function in the curriculum, importance of the exponential function
to model situations in real contexts, importance of the exponential function within the
mathematical structure and the importance of the understanding of the notion of exponential
function by using various semiotic representations to counteract some difficulties in learning this
mathematical object. The theoretical framework that we have considered is the Theory of
Registries of Semiotic Representation (TRRS), which gives us tools to interpret how the
understanding of the notion of exponential function is realized. Regarding the methodology used
to achieve the objectives of our research, which is of an experimental qualitative nature, we have
considered Didactic Engineering, whose guidelines organize the form of our work. For
experimentation we have selected three students, who participated in an activity consisting of
seven questions, designed with the intention that students mobilize their previous knowledge and
the information they obtain while performing cognitive activities of treatment and conversion
when they transit through the registers of natural, numeric, algebraic and graphic language. Finally,
we conclude that the results of the experimentation have allowed us to interpret, based on some
aspects of the TRRS, how the transit through the different registers favors the understanding of the

notion of exponential function.

Keywords: Exponential function, registers of semiotic representations, treatments and

conversions.
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CONSIDERACIONES INICIALES

El presente trabajo de investigacion surgid por el interés de interpretar como se produce la
comprension de la nociéon de funcion exponencial a través de los diferentes tipos de

representaciones semioticas en estudiantes de ingenieria.

Para este estudio, consideramos la Teoria de Registros de Representacion Semiotica de Duval
(1999), la cual nos brindara las herramientas necesarias para explicar los resultados de la
experimentacion. En esa linea, asumimos como objetivo general: interpretar como el transito por
los distintos registros de representacion semidtica favorece la comprension de la nocion de funcion

exponencial en estudiantes de primer ciclo de ingenieria,
A continuacidn, resumimos los cuatro capitulos que estructuran la investigacion:

En el capitulo I, presentamos el problema de investigacion. En esta seccion hemos revisado
algunos antecedentes que tienen como objeto matemdtico a la funcién exponencial. Luego,
planteamos cuatro aspectos importantes que justifican nuestro trabajo. Seguidamente presentamos

el problema de la investigacion, el objetivo general y los objetivos especificos.

En el capitulo II, realizamos un estudio sobre la evolucion historica del objeto matematico funcion
exponencial y una revision de nuestro objeto matematico en dos libros. Uno es el libro de Lages
et al (2000), el cual esté relacionado con la matematica formal, y el otro es el libro de Precélculo
de Stewart, Redlin y Watson (2012), el cual estd propuesto en el silabo de la asignatura de

Matematica Basica de la carrera de ingenieria.

En el capitulo III, consideramos el marco tedrico que fundamenta nuestra investigacion, en el cual
se describe algunos aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica de Duval
(1999). Asimismo, describimos algunos aspectos metodoldgicos de la Ingenieria Didéctica de

Artigue (1995), la cual estructurard la investigacion.

El capitulo IV trata sobre la experimentacion y andlisis, en el cual se sefiala las caracteristicas del
escenario, la descripcion de los sujetos de la investigacion, la descripcion de la actividad, el
instrumento de recoleccidon de la informacion y finalmente realizamos el andlisis a priori y a

posteriori de la actividad.
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Finalmente, presentamos las conclusiones de la investigacion que responde al objetivo general y
los objetivos especificos; asi también, se presentan las recomendaciones para futuros trabajos que

se puedan realizar a partir de esta investigacion.
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CAPITULO I: EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

En este capitulo presentamos los antecedentes del trabajo de investigacion que estan relacionados
con el estudio del objeto matematico funcidén exponencial, ademas justificamos la relevancia de
nuestro trabajo y formulamos la pregunta del problema de investigacion, determinamos el objetivo

general y los objetivos especificos.
1.1 ANTECEDENTES

En el presente trabajo hacemos una revision de aquellas investigaciones que aporten y enriquezcan
nuestro estudio, y que contengan o se relacionen con nuestro objeto matematico funcion

exponencial a fin de que den soporte cientifico a nuestro trabajo.

En ese sentido, el estudio realizado por Advincula (2010), menciona que los estudiantes de las
carreras de humanidades de Estudios Generales de Letras de la Pontificia Universidad Catoélica del
Perti, tienden a asociar la funcién exponencial con crecimiento, a su vez, este crecimiento lo
relacionan con lineas rectas crecientes, ademas tienen dificultades en reconocer las caracteristicas
de crecimiento en los problemas planteados. También realiza una revision de textos universitarios,
observando que en ninguno de ellos se proponen actividades iniciales que le permita al estudiante
construir el concepto de funciéon exponencial, sin embargo, los autores incluyen aplicaciones en

un contexto cercano a la realidad.

Por tal motivo, se propuso como objetivo, disefiar una situacion didactica basada en la Teoria de
Situaciones Didacticas (TSD) para la ensefanza del concepto de funcion exponencial a fin que el
estudiante sea participe en la construccion de la nocion de funcidon exponencial, para tal efecto, la
metodologia de investigacion que empled fue la Ingenieria Didéctica, ademas realiza algunas

observaciones en base a algunos aspectos de la teoria de Duval.

Con respecto al andlisis epistemoldgico que realiz6 Advincula (2010), menciona una serie de
dificultades epistemologicas ligadas a la nocion de funcioén y funcidon exponencial. Una de ellas
tiene que ver con la falta de elementos geométricos y visuales en las actividades matematicas, las
cuales constituyen una dificultad para transitar por los diferentes registros, textualmente la autora

se basa en las palabras de Cantoral y Farfan (1999):
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En nuestras experiencias con profesores en servicio en la educacion media y superior y con sus
estudiantes hemos constatado que en caso de que se logren incorporar elementos visuales como
parte de su actividad matematica al enfrentar problemas, entonces se suele manejar a la funcion
no s6lo como objeto, lo que ya es un gran logro, sino que ademas pueden transitar entre los
contextos algebraico, geométrico, numérico, iconico y verbal con cierta versatilidad; en otras
palabras, en caso de tener un dominio del contexto geométrico/visual tanto en la algoritmia, la
intuicion, asi como en la argumentacion, sera posible entonces el transito entre las diversas
representaciones (p. 6).

Por lo expuesto anteriormente, Advincula (2010) afirma que la actividad matematica requiere del
uso de diversas representaciones para cada nocidn, estas representaciones pueden ser simbolicas o

graficas para expresar conceptos, procedimientos, caracteristicas y propiedades.
En ese sentido, Duval (2004, p. 24) afirma que:

La actividad matematica es un tipo de actividad que, a pesar de su universalidad cultural, a pesar
de su caracter puramente intelectual, supone una manera de pensar que no es nada espontanea para
la gran mayoria de alumnos y de adultos. Necesita modos de funcionamiento cognitivos que
requieren la movilizacién de sistemas especificos de representacion. Estos sistemas constituyen
registros de representacion semidtica. Su integracion a la arquitectura cognitiva de los sujetos es
la condicion absolutamente necesaria para poder comprender en matematicas.

Otras dificultades que indica la autora y que, segun De Faria (2006, p.6), estan presentes en el

proceso de construccion de la nocioén de funcioén exponencial, son las siguientes dificultades:

e para elevar nimeros a distintos exponentes, cada tipo de nimero que se maneje impondra retos
distintos y en ocasiones sera dificil de interpretar el significado de la operacion,

e para identificar la naturaleza y estructura en la funciéon exponencial (estructura, creciente,
forma de crecimiento y la justificacion del trazo continuo de su representacion grafica),

e para identificar la relacion con la funcion logaritmica.

Asimismo, de la experimentacion que realizé en el aula con los estudiantes, en donde aplico la
situacion didactica que disefio, los resultados le permitieron identificar los siguientes obstaculos

en el sentido de Brousseau:

la dificultad para determinar una expresion analitica para la funcion exponencial, la dificultad para
graficar funciones exponenciales a partir de una expresion analitica o dentro de su dominio
correspondiente y la dificultad para pasar de una representacion a otra sea grafica, analitica o tabular
(Advincula 2010, p. 172).

Otro resultado del trabajo de Advincula (2010) que nos parece importante sefialar, es que el uso

de la progresion geométrica como estrategia de solucion de los problemas propuestos, favorecid
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la construccion del concepto funcion exponencial. Finalmente, la investigadora recomienda
utilizar el material que ha elaborado y modificado, o al menos tomarlo como referencia para futuras

investigaciones.

En esa linea, Alvarez (2017) realiza una investigacion teniendo como objetivo potenciar la
comprension de las funciones exponenciales y logaritmicas desde los registros de representacion
semiotica con la asistencia de herramientas virtuales de aprendizaje para estudiantes del primer
ciclo de ingenieria de la Universidad Tecnoldgica de Pereira. Los referentes tedricos en los cuales
basa su investigacion son la Teoria de Registros de Representaciones Semidticas (TRRS) y la
Teoria de Situaciones Didacticas (TSD), y la metodologia que considera para orientar su trabajo

es la Ingenieria Didactica.

En su investigacion, Alvarez (2017) elabora una prueba de diagnéstico que le permitié explorar la
comprension que tienen los estudiantes sobre la funcién exponencial y logaritmica. El analisis de
la prueba le permiti6 afirmar que los estudiantes tienen dificultades para elevar niimeros a distintos
exponentes e interpretar el significado de sus operaciones, dificultades para reconocer en qué casos
es creciente o decreciente la funcion exponencial, dificultades para reconocer las propiedades
relacionadas con este objeto matematico, dificultades para relacionar la funcion exponencial con
la logaritmica, dificultades para interpretar datos y graficos, dificultades en la comprension de

situaciones problemas.

En las conclusiones, Alvarez (2017) menciona que de todas las actividades realizadas por los
estudiantes, se evidencia mayor dificultad en aquella donde el estudiante tiene que transitar del
registro numérico al algebraico. Ademas, el investigador considera que, segun el andlisis de los
resultados obtenidos en la fase de experimentacion, el registro mas enriquecedor para la

comprension de un concepto es el registro grafico.

Por su parte, Vargas (2012) realiza una investigacion sobre la ensefianza de las funciones
exponenciales en un curso de precalculo, para lo cual considera el marco tedrico expuesto por

Dubinsky, Action Process Object Schema (APOS) y el marco sociocultural de Gavilan.

En esta investigacion podemos observar una propuesta de una descomposicion genética de la

funcion exponencial. Al respecto, Asiala (citado por Vargas, 2012) afirma que la descomposicion
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genética es: un conjunto estructurado de construcciones mentales, las cuales pueden describir
coémo el concepto puede ser desarrollado en la mente de un individuo (p. 36). De ese modo, la
descomposicion genética propuesta por la investigadora es un modelo para describir de qué forma
el estudiante construye el concepto funcion exponencial. Cabe acotar que, segiin Dubisky (1991),
esta descomposicion genética no tiene que ser valida para todos los estudiantes, pero es razonable

considerarla porque nos orienta en cémo el estudiante construye un concepto.

Como antesala a la descomposicion genética de la funcion exponencial, Vargas (2012) realiza una
revision de las investigaciones de Elstak (2007), Weber (2002a, 2002b), Martinez (2000, 2003),
Lezama (1999, 2003), Diaz (2006). Confrey y Smith (1995), Lage y Trigueros (2006), Hernandez
y Arrieta (2005), y Bradie (1998), que le sirvieron como aportes para la construccion de la
descomposicion genética; estos documentos los ha dividido en tres temas de investigacion que lo
acercan a la comprension del concepto funcion exponencial. El primer tema aborda la comprension
del concepto de exponente, el segundo centra su atencion en la necesidad del manejo, por parte del
estudiante, de la nocion de covariacion relacionada a la nocion de funcion, el tercero trata sobre
propuestas para la ensefianza de la funcién exponencial, todos estos aportes se resumen en el

cuadro 1.

Temas de

investigacion

Inferencias sobre la Comprension de los estudiantes.
Funcién Exponencial

Autores

Exponentes y
potencias.

Los estudiantes poseen diferentes definiciones de exponentes segiin
estos sean numeros naturales, enteros, racionales o reales y deben
llegar a vincular las diversas definiciones de exponentes naturales,
enteros, racionales.

Las leyes de los exponentes son unicamente uno de los apoyos para
construir una comprension de los exponentes negativos, racionales
0 cero.

La imagen mas poderosa, del significado de exponente, es la
multiplicacion reiterada, aun cuando los estudiantes incurren en
errores al usarla.

El concepto de potencia entera positiva es estable en la mayoria de
estudiantes, pero los exponentes fraccionarios tienen significado
para un nimero reducido estudiantes.

. .7 X 4
Las estrategias para establecer los valores de la expresion @~ segliin
los valores del exponente son: persistencia de operaciones simples

Elstak (2007).

Elstak (2007).
Weber (2002a).
Martinez
(2000).

Lezama (1999).
Diaz (2006).

Martinez
(2000).
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(recurrir a suma, resta, multiplicacion o division entre la base y el
exponente); persistencia del modelo de multiplicacion reiterada;
ausencia de argumentos para establecer las igualdades correctas;
evolucion hacia respuestas correctas; el cero como representacion
de la nada; deslizamiento de la memoria (aquellas respuestas que
son ocasionadas por recordar equivocadamente las convenciones
relativas a los exponentes no negativos).

Los estudiantes necesitan adquirir la nocién de exponente no natural
para la construccion de la nocion de funcion exponencial, al menos
en el sentido de Dirichlet-Bourbaki.

El conocimiento de las convenciones matematicas relativas a los
exponentes no naturales no necesariamente lleva a los estudiantes a

. ., X .,
concebir la expresion ¢~ como una operacion entre a y x.

Las convenciones matematicas para los exponentes pueden ser
formuladas a través de observar patrones algebraicos y después
observar que son consistentes con una operatividad anterior.

Se espera que los estudiantes puedan reconocer un significado de
los exponentes numéricos racionales positivos, negativos e
irracionales.

Los estudiantes deben expresar argumentos formales para
establecer el significado de una potencia con base real positiva y
exponente numérico irracional

Lezama (1999,
2003).

Martinez (2000,
2003).

Martinez (2000,
2003).

Diaz (2006).

Covariacion,
Dominio y
rango

La operacion “dividir” surge de manera natural en las mentes de los
niflos como una forma de estructuracion de ciertos problemas y
situaciones tales como ampliacion, similitud, reducir a la mitad y
duplicacion. Esta operacion es independiente del recuento y el
mundo aditivo.

Existe un enfoque diferente al de correspondencia para comprender
las funciones y es el de covariacion, entendido como la
yuxtaposicion de dos secuencias cada una de las cuales se genera
independientemente a través de un patron de valores de datos.

Los estudiantes construyen la imagen de una funcién como la
coordinacion entre dos columnas y la subsiguiente interpolacion
para poder insertar valores entre datos previamente establecidos.

La funcién exponencial se puede definir a partir de la yuxtaposicion
establecida por Napier entre los mundos aditivo (contar) y el
multiplicativo (dividir), que en un sentido mas formal, constituye
un isomorfismo entre dichos mundos.

Una aproximacion de covariacion, de la funcién, implica la
construccion del dominio como una estructura matematica ordenada
y la de un rango, a partir de la relacion establecida entre los datos.

La comprension del dominio de una funciéon dada, involucra el
estudio de la expresion simbdlica de la funcion o bien su grafica e
identificar para qué valores la funcion no esta definida, es decir,

Confrey y
Smith (1995).

Confrey y
Smith (1995).

Lagey
Trigueros,
(2006)
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cuando no se puede sustituir en la expresion un determinado valor
o no se puede representar un punto sobre el grafico.

Desde el punto de vista algebraico, para que los estudiantes
identifiquen el rango de una funcion necesitan aplicar la regla de
dicha funcion a cada punto del dominio, e interiorizar esas acciones
en un proceso para poder construir todo el conjunto de valores que
constituyen ese rango.

Desde el punto de vista grafico, el estudiante necesita reconocer qué
puntos del eje y se corresponden con puntos de la grafica, primero
individualmente para cada valor del dominio y, posteriormente,
interiorizando todo el conjunto de valores que corresponde a la
proyeccion de la curva sobre el eje y.

Funcién
Exponencial y
Aplicaciones.

La mayoria de los estudiantes entiende la exponenciacion como
accion, y es indispensable una comprension objeto.

Los estudiantes son capaces de determinar que una funcion
exponencial particular es decreciente y algunos también explican
por qué lo es.

Existen estudiantes que aunque no recuerdan las leyes de los
exponentes, son capaces de reconstruirlas a partir de su
comprension del concepto.

El estudiante comprende la funcién exponencial cuando puede
generalizar su conocimiento de x” como el niimero que es “el
producto de x factores de b” lo cual revierte en una mayor
comprension de las propiedades de los exponentes.

Por definicién comun de los exponentes se entiende: el exponente
representa el niimero de factores de una misma unidad o de una
misma base multiplicada por si misma.

A través de la comprension de una funcion exponencial particular
se puede inducir en los estudiantes la generalizacion de las

regularidades observadas para 2" y extenderla a otras bases distintas
de dos.

Los estudiantes pueden entender que el modelo de crecimiento de
una funcion exponencial no es lineal y aditivo.

La ensefianza de la funcion exponencial puede partir de la toma de
datos en una situacion real y luego proceder a la construccion del
modelo numérico (tabla de datos), y planteamiento de conjeturas al
analizar las caracteristicas de la tabla de datos. A partir de
predicciones construir un modelo grafico como una nube de puntos
y, poder argumentar acerca de las conjeturas realizadas.

Weber (2002a).

Weber (2002a,
2002b).

Weber (2002b).

Weber (2002a,
2002b).

Elstak (2007).

Elstak (2007).
Lezama (1999).

Lezama (1999)

Hernandez y
Arrieta (2005)

Bradie (1998).
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La habilidad de los estudiantes para reconocer el uso de las
funciones exponenciales estd asociada a la comprension de esta
funcion a través de su tasa de cambio proporcional al valor de la
funcion.

La tasa de cambio de una funcién exponencial puede ser ensefiada
acudiendo a herramientas tecnologicas, sin ser necesario que los
estudiantes posean conocimientos del concepto de derivada.

Cuadro 1: Investigaciones acerca de la comprension de la funcion exponencial.
Fuente: Vargas (2012, pp. 68-70)

Estas investigaciones junto al desarrollo epistemoldgico de la funcidon exponencial y a los
conocimientos que poseen como profesores-investigadores, le permitieron, segun Vargas (2012),
construir la propuesta de descomposicion genética. Al respecto, la autora considera que este
modelo se establece a partir de una serie de elementos matemdticos y un sistema de

representaciones del objeto funcién exponencial.
Con respecto a las representaciones, Vargas (2012, p. 72) menciona:

Se ha de tener en cuenta ademas el papel de los diferentes sistemas de representacion para que los
estudiantes construyan una adecuada imagen del concepto que conduzca a su comprension. (...).

De esta forma, describimos cada uno de los mecanismos de construccion en dos registros de
representacion: el simbolico y el grafico. Consideramos los aspectos aritméticos, algebraicos y
analiticos dentro de lo simbolico y los geométricos y las representaciones en el plano cartesiano
como el registro grafico.

Vargas (2012) clasifica los elementos matematicos en dos grupos, uno global y otro puntual. El

grupo global hace referencia a las funciones exponenciales particulares [por ejemplo f(x) = 2%;

f(x) = 107"], funciones exponenciales genéricas [por ejemplo f(x) = b*] y la generalizacion de la

Ix+s

funcién exponencial [por ejemplo f{x) = kb "]. El grupo puntual estd relacionado al concepto de

exponente, dominio y rango, la estructura aditiva de los exponentes y multiplicativa de las

potencias, monotonia y asintota, etc.

Sobre las conclusiones de la descomposicion genética de la funcidon exponencial respecto al uso
de los registros de representacion, Vargas (2012) menciona que uno de los participantes de su

estudio procura integrar los significados graficos y simbdlicos de los elementos matematicos de
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este concepto. Ademas, la idea de identificar la funcion exponencial como aquella cuya variable

estd en el exponente provoca cierta dependencia a la representacion simbolica.
Entre las sugerencias para futuras investigaciones, Vargas (2012, p.274) menciona:

— Investigaciones encaminadas a estudiar el conocimiento que tiene el profesor del estudiante de
precalculo; sus concepciones, creencias, errores y dificultades a partir de preguntas especificas
sobre la comprension de la funcion exponencial, explicarlas y como se pueden utilizar para
corregir las respuestas inapropiadas de estos.

— Estudios que enriquezcan la propuesta de descomposicion genética de la funcion exponencial.

Por su parte, Castro, Gonzalez, Flores, Ramirez, Cruz y Fuentes (2017) expresan que la matematica
forma una parte fundamental de nuestra vida y que el paso por el sistema educativo tiene como
objetivo obtener un entendimiento cada vez mas detallado de ella, en direccion de lo particular a
lo complejo. En esa direccion, uno de los conceptos mas relevantes de la etapa escolar, y
posteriormente de los estudios superiores, es el concepto de funcion. Al respecto, Castro et al
(2017), Farfan y Garcia (2005), Prada, Hernandez y Ramirez (2016), coinciden en que las
funciones resultan fundamentales para el estudio de las matematicas en cualquier nivel educativo,
sobre todo en los estudios superiores. Por esta razon, ha sido y es foco de atencion de copiosas
investigaciones puesto que alrededor de su estudio giran una serie de dificultades que obstaculizan
su compresion. Segun Castro et al (2017), desde el punto de vista de la Teoria de Registros de
Representaciones Semidticas (TRRS), ha habido esfuerzos por superar estas dificultades, sin
embargo resultan atn insuficientes para que el estudiante tenga un entendimiento cabal de este

concepto.

En el caso de la funcidon exponencial, Castro et al (2017) sefiala que uno de los obstaculos para su
comprension en secundaria es la didactica empleada en el proceso de aprendizaje, en este nivel
trabajan con diversas representaciones y situaciones en un contexto real en el que se emplean
modelos matematicos, a pesar de ello, resulta extraiio que algunos estudiantes, al llegar al nivel

superior, no muestran evidencias de haber alcanzado un aprendizaje significativo.

Por tal razdn, los investigadores se propusieron como objetivo explorar los efectos cognitivos de
los diversos cambios de registros de representacion de este objeto matematico en los estudiantes
de ingenieria de la asignatura de Calculo Diferencial en el Instituto Tecnoldgico de Ciudad de

Juarez.
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Ante esta situacion, Duval (1999, p. 15) afirma:

En las observaciones que se han podido hacer en el aprendizaje de las matematicas: se ha probado
que cambiar la forma de una representacion es, para muchos alumnos en los diferentes niveles de
enseflanza, una operacion dificil e incluso en ocasiones imposible.

El marco tedrico que emplearon fue la TRRS, su grupo de estudio lo dividieron en dos, uno
experimental y uno de control. Para el analisis de los resultados de la experimentacion, Castro et
al (2017) indican que se utilizaron por un lado, el factor o ganancia normalizada de Hake (1997),
que es un indicador o coeficiente que permite medir el progreso de un estudiante luego de un
proceso de ensefianza-aprendizaje, y por otro lado, los 5 niveles de comprension de un concepto
propuesto por Hitt (1998). En el cuadro 2 se muestran los niveles de comprension de Hitt, en cuyo
disefio se considerd el uso de los diversos registros de representacion, identificacion, conversion y

coordinacion realizados por un estudiante al resolver los problemas planteados.

Niveles de B .. .
. Caracteristicas observadas en procedimientos de estudiantes.
comprension
Nivel 1 Uso incoherente de diferentes representaciones del concepto después de
someterse a un proceso de aprendizaje.
Nivel 2 Identificacion de las diferentes representaciones de un concepto.
Nivel 3 Transformacion, con la preservacion del significado, de un sistema de
representacion a otro.
Nivel 4 Articulacion coherente entre dos sistemas de representacion.
Nivel 5 Articulacion coherente de los diferentes sistemas de representacion en la
solucion de un problema.

Cuadro 2: Niveles de comprension de Hitt.
Fuente: Castro et al (2017, p. 12), elaborada en base a Hitt (1998).

Las conclusiones derivadas de la investigacion de Castro et al (2017), se indica que este tipo de
ensefianza, enfocada en privilegiar los cambios de representacion semiotica, promueve que los
estudiantes mejoren su posicion en los niveles de comprension del concepto funcion exponencial.
Asimismo, sugieren que es necesario que la comunidad conozca y adopte los modelos disefiados

por investigadores en el drea de la Matematica Educativa.
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En palabras de Castro et al (2017, pp. 16, 17)

Encontramos que 50% de los estudiantes expuestos a un proceso de aprendizaje con base en el
uso de conversiones entre diversos registros de representacion semiotica, apenas logro utilizar e
identificar representaciones tabulares, graficas y algebraicas de la funcion exponencial. Otro 25%
de estos estudiantes alcanzaron una transformacion, preservando el significado, entre las
diferentes representaciones de la funcion exponencial. El restante 25% de los estudiantes lograron
la articulacion coherente entre los diferentes sistemas de representacion, y fueron capaces de
aplicarlos en la solucion de un problema. En contraste, mas de 80% de los estudiantes del grupo
control, bajo un esquema de instruccion tradicional, se localizaron en los niveles 1 y 2 de acuerdo
a la clasificacion de Hitt. El resto del grupo apenas logro la transformacion entre los sistemas de
representacion, sin pérdida del significado, esto es, solo llegaron al nivel 3 de entendimiento de
Hitt.

Por otro lado, en el libro, Entendimiento del concepto de funcion exponencial. Castro, Gonzalez y
Ramirez (2016), mencionan que la introduccion del concepto de funcidon exponencial que se les
brinda a los estudiantes tiene sus inicios en el segundo afio de secundaria de educacion basica con
la resolucidn ejercicios referidos a lo que en nuestro pais lo conocemos como teoria de exponentes.
En los afios siguientes se presenta a la funcion exponencial en diversos problemas relacionados
con porcentaje, calculo de interés compuesto y crecimiento poblacional. Posteriormente se estudia
la funcioén exponencial aceptando su existencia y siendo validas sus propiedades, ademas se hace
un estudio del significado del crecimiento y decrecimiento de la grafica de la funcion exponencial.
Para el trazado de graficas, los estudiantes hacen uso de la calculadora, los datos obtenidos los
trasladan a una tabla de dos columnas, los datos de cada fila los consideran como pares ordenados
por donde se traza la grafica de la funcion en el plano cartesiano. En el nivel superior vuelve a
estudiar este concepto en el curso de Calculo Diferencial, su desarrollo comienza con la
presentacion formal de este objeto en el registro algebraico para luego dar paso al estudio de las
caracteristicas relacionadas con su dominio, rango y representacion grafica, ademas se utilizan

transformaciones de funciones para trazar graficas de funciones exponenciales generalizadas.

En el libro se describe el disefo, la implementacion y los resultados de la aplicacién de una
secuencia didéctica basada en la TRSS a dos grupos de estudiantes del curso de Calculo Diferencial
de la carrera de ingenieria del Instituto Tecnologico de la Ciudad de Judrez, México. Uno de los
grupos es el experimental, a quienes se les ensefo el tema de funcion exponencial resolviendo
problemas de manera que pudieran realizar la conversion del registro algebraico al tabular y del

tabular al grafico, y viceversa (del registro grafico al tabular y del tabular al algebraico). El otro
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grupo es el de control, quienes recibieron una ensefianza basada en resolver problemas en donde
necesariamente se debe de transitar por el registro algebraico, tabular y grafico en ese orden y
sentido. Ambos grupos rindieron dos pruebas, una de entrada y otra de salida. El porcentaje de
¢éxito, basado en la ganancia normalizada de Hake (1997), fue mayor en el grupo experimental que

en el de control.

En ese sentido, las respuestas correctas de la prueba de entrada dadas por los estudiantes del grupo
de control fue de 55% con respecto al total y aumenté a 63% en la prueba de salida, mientras que

su contraparte aument6 de 66% a 86%.

Por ejemplo, en la figura 1 se muestra el nimero de aciertos de los 31 items propuestos en las
evaluaciones de entrada y salida para el grupo control. Ahi se observa que el estudiante “a2”
ubicado en el eje horizontal, obtuvo 13 aciertos en el examen de entrada (en la grafica se representa
con un punto color gris oscuro) y 17 en el de salida (en la gréafica se representa con un punto color

gris claro).
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—o—Ac. Entrada| 13 (19|18 |12|21|22|18|16(21|13|10|17|20|26|15|14
==Ac.Salida |[17|22(22|18(13|18(21|15(26|15(18|15|24|27(23]|18

Figura 1: Aciertos de cada estudiante del grupo control en las evaluaciones de entrada y salida.
Fuente: Castro, Gonzalez y Ramirez (2016, p. 73)

En la figura 2 también se muestra el nimero de aciertos de los 31 items propuestos en las
evaluaciones de entrada y salida para el grupo experimental. Ahi se observa que el estudiante “A1”
ubicado en el eje horizontal, respondi6 correctamente 21 items del examen de entrada (en la grafica
se representa con un punto color gris oscuro) y 26 del examen de salida (en la grafica se representa

con un punto color gris claro).
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Figura 2: Aciertos de cada estudiante del grupo experimental en las evaluaciones de entrada y salida.
Fuente: Castro, Gonzalez y Ramirez (2016, p. 73)

Los investigadores mencionan que los estudiantes del grupo experimental tienen un mejor manejo
de los registros de representacion, los tratamientos y las conversiones que los del grupo control.
Segun los autores, parece ser que la ensefianza basada en el uso de distintos registros
representacion semiotica y las conversiones, tuvo mayor impacto en el grupo experimental debido
a que adicionalmente a la utilizacion de los 4 registros y las conversiones clésicas, se trabajo
también con las unidades significantes de cada registro para que el estudiante pueda realizar las

conversiones inversas de las conversiones clasicas.
A fin de que la investigacion contintie en futuros trabajos, los investigadores recomiendan:

Incorporar a la evaluacion de entrada y salida problemas de aplicacion en los que intervengan la
funcion exponencial, (...). El objetivo es determinar si existe una correlacion entre estudiantes
que muestran evidencias de articular diferentes registros de representacion y la transferencia de
conocimientos. Promover el uso de diferentes registros de representacion asi como conversiones
en el que se utilicen distintos registros de representacion. Castro, Gonzalez y Ramirez (2016, p.
167)

Los investigadores también afirman que los resultados obtenidos al clasificar a los alumnos en
alguno de los niveles de comprension de Hitt (1998), muestran que el 15% de los alumnos del
grupo experimental realizan el cambio de registro en ambos sentidos. En esa linea, también afirman
que para el 25% y 19% del grupo experimental y de control respectivamente, las ensefianzas
recibidas permitieron reforzar las conversiones entre los registros algebraico, tabular y gréafico. Sin
embargo, el 30% del grupo experimental y el 70 % del grupo de control muestran inconsistencias

al realizar las conversiones, no reconocen a la funcion exponencial en los distintos registros y no
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pudieron deducir la regla de correspondencia para la conversion del registro tabular y verbal al
registro algebraico. Los profesores investigadores consideran que una ensefianza que promueva la
coordinacion entre los diferentes registros de representacion puede influir satisfactoriamente en la

aprehension conceptual de la funcidon exponencial.

Por su parte, Villasefior (2011) disefi6 una secuencia de actividades didacticas para fomentar la
aprehension conceptual de las funciones exponenciales y logaritmicas de base e mediante la
conversion de un registro a otro. El fundamento tedrico que le ha permitido formular y describir

su propuesta, ademas de evaluar los resultados, es la TRRS. Parafraseando a Duval (1998), el autor

menciona que:

En la actividad matematica, la coordinacion de varios registros de representacion semidtica
(figuras, graficas, escritura simbolica, lengua natural, etc.) es fundamental para una aprehension
conceptual de los objetos; estas conversiones entre registros de representacion semiotica es una
condicion necesaria para que no se confunda a los objetos matematicos con sus representaciones
y para que también se les pueda reconocer en cada una de ellas. (Villasefior, 2011, p. 9)

Los elementos de la metodologia que empled son: el disefio de la secuencia didactica, la
implementacion de las actividades al grupo de estudiantes universitarios matriculados en el curso
de Calculo Diferencial e Integral I del Area de Ciencias e Ingenieria de la Universidad de Sonora

y finalmente el andlisis de los resultados.

Con referencia a las conclusiones, en las actividades propuestas se fomentan las conversiones entre
los diversos registros de representacion. El autor pone énfasis en problemas donde ser requiera la
conversion del registro numérico al registro algebraico y la conversion del registro grafico al
algebraico, esto debido a que en el ejercicio profesional de las matematicas o en las matematicas
aplicadas, la informacion dada frecuentemente en los problemas a tratar son enunciados en el
registro numérico o grafico. El investigador también menciona que estas actividades le permitieron
al estudiante explorar las caracteristicas de la funciéon exponencial. Cabe sefialar que el
investigador detecto que algunos problemas requieren ciertos cambios para mejorarlas y sugiere
que para posteriores investigaciones, donde se deseen considerar estas actividades, tendrian que
modificarse, adaptarse o reorganizarse la secuencia didactica, asi como también disefiar e incluir
un cuestionario de entrevista, ya que nos daria una mejor interpretacion de los resultados

obtenidos.
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Al igual que Villasefior, Ortega (2007) proponen una secuencia didéctica para el estudio de las
funciones exponenciales y logaritmicas mediante el uso de los distintos registros de
representaciones semioticas con el objetivo de describir las dificultades y evaluar los efectos que
produce el empleo de estos registros por parte de los estudiantes de la Licenciatura en Matematica
Educativa de la Universidad Auténoma de Nayarit, México. La investigadora considera como
marco tedrico los aportes de Jean Piaget, Vigotsky y Duval, y la metodologia empleada es la

cuantitativa.

De los resultados obtenidos, Ortega (2007) manifiesta que las actividades propuestas para la
enseflanza de las funciones exponenciales y logaritmicas con el uso de diferentes registros de
representacion semiotica fueron muy importantes porque favorecieron el aprendizaje de estos
conceptos, esto podria deberse a dos razones: “que permite a los alumnos se formen una imagen
conceptual, pudiendo escoger la representacion mas adecuada para cada problema y que compensa
las limitaciones de unas representaciones con otras”. (p. 43). La autora sefiala que el registro
grafico modifica y favorece los procesos observacion y deduccion de los estudiantes, esto refuerza
la comprension de los estudiantes puesto que ellos estdn mas familiarizados con el tratamiento en

el registro algebraico, lo cual muchas veces implica realizar actividades meramente mecanicas.

En las investigaciones de Advincula (2010), Alvarez (2017), Vargas (2012) y Castro et al (2017)
se mencionan que los estudiantes tienen dificultades para comprender el concepto de funcién
exponencial, Castro, Gonzdlez y Ramirez (2016) afirman que las posibles causas de tales
dificultades radican en la metodologia de ensefianza del docente, la cual no permite al estudiante
construir la nocién de este concepto. Ante esta situacion, se propusieron disefar una secuencia de
actividades que favorezca la habilidad para cambiar de registros, identificar qué registros y
conversiones son mas utilizados por los estudiantes debido a su viabilidad, sefialar si es posible la

conversion inversa, determinar el nivel de comprension alcanzado por los estudiantes.

Hemos elegido las investigaciones de Advincula (2010), Alvarez (2017), Vargas (2012), Castro et
al (2017), Castro, Gonzalez y Ramirez (2016), Villasefior(2011) y Ortega (2007) por la relevancia
que le dan al uso registros de representaciones semioticas en el proceso de ensefianza — aprendizaje
del funcion exponencial; por el disefio de las actividades propuestas, las cuales consideraremos

como referencia cuando disefiemos nuestras situaciones que permitan a los estudiantes la

28



posibilidad de construir la nocion de funcion exponencial al transitar por los diferentes registros
de representacion (cabe anotar que las actividades planteadas por los investigadores antes
mencionados tienen una gran aplicacion en el campo de la biologia, fisica, quimica, economia,
etc., pues muestran modelos matematicos referidos a la propagacion de virus, enfriamiento de
sustancias, decrecimiento radioactivo, interés compuesto, etc.), por las pautas y consideraciones
que realizan antes de elaborar las actividades, por ejemplo, algunos investigadores elaboran y
toman una prueba de diagndstico o una prueba de entrada para darse una idea de los conocimientos
previos con que cuentan los estudiantes, de las dificultades al interpretar un enunciado, de las
dificultades en el tratamientos y la movilizacion de un registro a otro; y finalmente por el andlisis
que realizan todos excepto Advincula (2010) y Vargas (2012) en base a la TRRS de los resultados
obtenidos luego de la experimentacion con los estudiantes, analisis que nos dan pautas de como

llevar acabo nuestro analisis a posteriori.
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1.1 JUSTIFICACION
En el presente apartado mostramos las razones de la relevancia de nuestro trabajo de investigacion.
1.2.1 Importancia de la funcion exponencial en el curriculo.

En este apartado abordaremos el tema del curriculo universitario, al respecto, Moreno (2011)
menciona que existen muchos factores que obligan a las instituciones de educacion superior a
modificar sus modelos de formacion, por ejemplo, la evolucion de la ciencia y la tecnologia. En
los paises desarrollados se ha iniciado, desde hace algunos afios, una serie de reforma educativa a
través de amplios proyectos que busca afrontar las exigencias de la sociedad contemporénea, es
asi que la tendencia actual del curriculo es que sea flexible y diversificado, lo cual pone en aprietos
al profesorado ya que tiene que enfrentarse a un curriculo variable donde la innovacion se tiene
que mantener a través del tiempo. A pesar de los esfuerzos, segin menciona Saxe y Braddy (2015),
en el afio 2012, The President’s Council of Advisors on Science and Technology’s (El Consejo
Presidencial de Asesores en Ciencia y Tecnologia) reportd que los estudiantes de pregrado se
sentian insatisfechos con la ensefianza de las matematicas que habian recibido, y en el 2013, The
National Research Council’s (El Consejo Nacional de Investigacion) solicitdo que la ensefianza de
las matematicas se alineen a otras areas del conocimiento, a fin de realizar un cambio constructivo
de la educacion matematica. En esa linea, en Saxe y Braddy (2015) se menciona: “creemos que la
educacion post-secundaria debe permitir a cualquier estudiante, independientemente de su
programa de estudio elegido, desarrollar los conocimientos matematicos y las habilidades

necesarias para el compromiso productivo en la sociedad y en el lugar de trabajo”. (p. v)

A continuacion, mostramos algunos detalles importantes del informe elaborado por Saxe y Braddy
(2015), dicho informe es sobre el proyecto Common Vision, el cual reunié a cinco asociaciones
profesionales de los Estados Unidos: la American Mathematical Association of Two-Year
Colleges (AMATYC), la American Mathematical Society (AMS), la American Statistical
Association (ASA), la Mathematical Association of America (MAA) y la Society for Industrial
and Applied Mathematics (SIAM). El proyecto tuvo como objetivo revisar los planes de estudio
de pregrado y modernizar los programas educativos de matematicas. El grupo de trabajo inicio sus
labores revisando meticulosamente las guias curriculares de cada una de estas cinco instituciones

para poder encontrar temas comunes. El informe revela que las guias tienen ciertas deficiencias y
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los expertos las catalogaron como inaceptables. En consecuencia, el grupo de trabajo decidi
centrar su atencidon en dareas especificas de las guias curriculares que requieren acciones
significativas para generar cambios importantes, a dichas dreas las ubicaron en cuatro categorias:
curriculo, estructura del curso, preparacion de la fuerza de trabajo y desarrollo de la facultad. Este
es un primer paso, pero el cambio verdadero requiere la participacion de profesores, empleados,

administradores, asociaciones profesionales e instituciones que apoyen econdmicamente.

A continuacion presentamos el cuadro 3 con las categorias y algunas recomendaciones realizadas

por el grupo de trabajo que revis6 las guias curriculares de las cinco asociaciones antes

mencionadas.
Categorias Recomendaciones
Curriculo. Presentar ideas y conceptos claves desde una variedad de puntos de vista, emplear

una diversidad de ejemplos y aplicaciones para motivar e ilustrar el material,
promover las conexiones con otros temas e introducir asuntos contemporaneos,
planificar intencionadamente los programas de estudios para:

Aumentar las habilidades de razonamiento l6gico matematico de los estudiantes.

Mejorar la capacidad de los estudiantes para comunicar ideas cuantitativas oralmente
y por escrito, esto es, mejorar la capacidad de los estudiantes para interpretar la
informacion, organizar el material y reflexionar sobre los resultados.

Estructura del
curso.

Alejarse del uso de la clase magistral tradicional.

Confiar en la viabilidad de los proyectos, ejercicios de laboratorio, problemas de
grupo y actividades de discusion.

Usar la tecnologia como un medio de aprendizaje para fortalecer las habilidades de
resolucion de problemas empleando multiples estrategias (graficas, numeéricas,
algebraicas) en el proceso.

Establecer comités de asesores que incluyan representantes de negocios, la industria
y el gobierno para participar regularmente en conversaciones sobre las expectativas
de los posibles empleadores. Los egresados deben lograr las competencias necesarias
para un buen rendimiento en el campo laboral. Los estudiantes deben tener la
oportunidad de mejorar sus habilidades de hablar y escribir, trabajar con datos,
participar en una investigacion abierta y trabajar en equipo.

Preparacion de
la fuerza de
trabajo.

Desarrollo y
apoyo de
profesores.

La formaciéon continua y el apoyo son necesarios en todas las areas de las
matematicas. Se necesitan profesores para adaptar los curriculos a los nuevos cambios
contemporaneos, desarrollar nuevos cursos, incorporar herramientas pedagogicas y
utilizar la tecnologia de manera efectiva, por lo tanto, los miembros de la facultad
requieren capacitacion, recursos y recompensas por sus esfuerzos.

Cuadro 3: Categorias y recomendaciones sobre las guias curriculares.

Fuente: Saxe y Braddy (2015)
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Ademas de los temas antes mencionados, Saxe y Braddy (2015) nos muestran que hay otras areas
que merecen especial atencion, como por ejemplo el Calculo. Al respecto, el informe menciona
que existe una considerable cantidad de estudiantes que estan inadecuadamente preparados para

enfrentar este curso, por tanto, es necesario redisefar los planes de estudio desde el colegio.

Un curso que sienta las bases para posteriores cursos como pre-céalculo, estadistica, calculo para
negocios, matematicas finitas, etc., es el curso de Algebra. Al respecto, el curso College Algebra
brinda a los estudiantes una experiencia académica de nivel superior, enfatizando su ensefianza en
el uso del algebra y de las funciones en la resolucion de problemas y modelado. Algunas
recomendaciones relacionadas con los objetivos del curso fueron: Involucrar a los estudiantes en
una experiencia matematica significativa y positiva; fortalecer las habilidades algebraicas,
necesarias en el estudio de otras disciplinas; mejorar la capacidad para comunicar claramente las
ideas matematicas en forma oral y escrita. Similarmente, algunas recomendaciones relacionadas
con las metas para los estudiantes fueron: Comprender los conceptos de funcion y tasa de cambio;
utilizar eficazmente multiples representaciones (simbolicas, numéricas, graficas y verbales) para
explorar funciones elementales; investigar funciones lineales, exponenciales, de potencia,
polindomicas, logaritmicas y periddicas, segin corresponda; reconocer y utilizar transformaciones
estandar tales como traslaciones y dilataciones con graficos de funciones elementales; También se
recomienda traducir las palabras en formulas y ecuaciones apropiadas y realizar representaciones

graficas.

Como observamos, los expertos aconsejan tener una buena formacién en cursos como algebra o
precélculo, los cuales anteceden al calculo. Desde ese punto de vista, el estudio de las funciones y
las funciones exponenciales tienen gran relevancia en los curriculos internacionales. En este
contexto, la National Council of Teachers of Mathematics (NTCM, 2000) recomendo la inclusion
en el curriculo de matematica de bachillerato, temas relacionados con el estudio de la funcion
exponencial en contextos reales; las caracteristicas del comportamiento de este tipo de funcion,
por ejemplo, el crecimiento y decaimiento exponencial son fenémenos que los podemos encontrar
en la naturaleza y que demandan su estudio por parte de las ciencias puras y aplicadas; el concepto

de razén de cambio proporcional al valor de la funcion.
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En esa direccion, la NTCM (2002) menciona que:

El curriculo de matematicas deberia incluir una continuacion del estudio de funciones para que
los estudiantes sean capaces de elaborar modelos de fendmenos del mundo real con diversos tipos
de funciones; representar y analizar relaciones funcionales utilizando tablas, reglas orales,
ecuaciones y graficas; hacer traducciones entre representaciones tabulares, graficas y analiticas de
funciones; y para que, ademas los futuros universitarios puedan entender las operaciones con
conjuntos de funciones, sus propiedades generales y su comportamiento. (p. 159)

En esa linea, la European Society for Engineering Education (SEFI, sociedad cientifica), que es
una red internacional de instituciones de educacion superior de ingenieria en Europa, creada en
1973 y cuyos fines son desarrollar y mejorar la educacion superior de ingenieria en Europa,
reforzar la posicion del ingeniero en la sociedad, mejorar la comunicacion profesores,
investigadores y estudiantes, promover la informacion sobre educacion superior en ingenieria, y

promover la cooperacion entre universidad y empresa.

Segun el informe SEFI (2013), hay diversas ramas de la ingenieria, cada una con diversas
competencias matematicas y diferentes perfiles. El reporte también recoge una variedad de
informes e investigaciones para sustentar su posicion en el sector educativo, entre ellos se
encuentra el informe del Programme for International Student Assessment (PISA) y lo considera
como un documento muy relevante a tomar en cuenta porque muestra el panorama educativo de

los paises participantes.

De dicho informe, SEFI (2013) considera apropiado el concepto que tiene de competencia

matematica:

La capacidad del individuo para formular, emplear e interpretar las matematicas en distintos
contextos. Incluye el razonamiento matematico y la utilizacion de conceptos, procedimientos,
datos y herramientas matematicas para describir, explicar y predecir fenomenos. Ayuda a los
individuos a reconocer el papel que las matematicas desempefian en el mundo y a emitir los juicios
y las decisiones bien fundadas que los ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos
necesitan. (Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte 2013, p. 9).

Para detallar esta competencia matematica, SEFI (2013) menciona una lista de ocho competencias,

de las cuales las competencias 5 y 6 tienen una mayor relacion con la TRSS:
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Pensando matematicamente. (...)

Razonando matematicamente. (...)

Planteando y solucionando problemas matematicos. (...)

Modelado matematico. (...)

Representacion de entidades matematicas. Esta competencia incluye la capacidad de
comprender y utilizar representaciones matematicas (ya sean simbolicas, numéricas, graficas
y visuales, verbales, materiales, etc.) y conocer sus relaciones, ventajas y limitaciones.
También incluye la capacidad de elegir y cambiar entre las representaciones basadas en este
conocimiento.

. Manejo de simbolos matematicos y formalismo. Esta competencia incluye la capacidad de

comprender el lenguaje matematico simbolico y formal y su relacion con el lenguaje natural,
asi como la traduccion entre ambos. También incluye las reglas de los sistemas matematicos
formales y la capacidad de utilizar y manipular expresiones y expresiones simbolicas de
acuerdo con las reglas.

Comunicarse en, con y sobre las matematicas. (...)

Hacer uso de accesorios y herramientas. (...). (pp. 13, 14)

Asi también, SEFI (2013) da a conocer una serie de temas dentro de un material llamado Core

Zero, Core Level 1, 2y 3. Con respecto a Core Zero, del cual se dice que es ideal para ser estudiado

antes de ingresar a una carrera de ingenieria puesto que contiene temas que se ensefian en todas

las escuelas de Europa y forman una plataforma sélida para construir una matematica universitaria

para ingenieria. Este material se ha agrupado en cinco areas del conocimiento: Algebra, Analisis

y calculo,

Matematicas discretas, Geometria y trigonometria, Estadistica y probabilidad. A

continuacion mostramos parte del material Core Zero con las cinco areas del conocimiento, los

temas que se desarrollan y los logros de aprendizaje. Cabe indicar que en el area de Analisis y

calculo, ubicamos a nuestro objeto matematico funcién exponencial.

Andlisis y célculo.

Funciones y sus inversas. (...)

Secuencias, series, expansiones binomiales. (...)

Funciones logaritmicas y exponenciales.

Como resultado del aprendizaje de este material usted deberia ser capaz de:
 reconocer los graficos de la funcion de ley de potencia

* definir la funcion exponencial y dibujar su grafica

* definir la funcion logaritmica como la inversa de la funciéon exponencial
« utilizar las leyes de los logaritmos para simplificar las expresiones

* resolver ecuaciones que implican funciones exponenciales y logaritmicas
* resolver problemas utilizando modelos de crecimiento y decaimiento.
Tasas de cambio y diferenciacion. (...)

Puntos estacionarios, valores maximos y minimos. (...)

Integracion indefinida. (...)

Integracion definitiva, aplicaciones a areas y volumenes. (...)

Numeros complejos. (...)

Prueba. (...) (SEFI, 2013, pp. 23-28)
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El estudio de la funcién exponencial no concluye en Core Zero, esto continua en Corel Level 1, 2
y 3, con la diferencia que ahora forma parte de estructuras matematicas mas complejas, asi por
ejemplo, tenemos que en Core Level 1, en el area de Andlisis y calculo, la funcion exponencial
forma parte del estudio de las funciones hiperbdlicas, los nimeros complejos, diferenciacion,
métodos de integracion, etc. En Core Level 2, en la misma area, la funcion exponencial la
encontramos en el estudio de los temas de ecuaciones diferenciales ordinarias, funciones de varias
variables, integrales dobles, transformada de Laplace, etc. En Core Level 3, la encontramos en el

estudio de las series de Fourier.

Como podemos notar, el estudio y la comprension adecuada de las funciones, y en particular de
las funciones exponenciales es importante en el curriculo de varias instituciones internacionales
de educacion superior, y no solo por su trascendencia a lo largo de los cursos de matematica, ya
que es de gran ayuda para enfrentar cursos mas avanzados como el Calculo, sino también por su
utilidad en situaciones de la vida real, ya que nos sirve como herramienta para interpretar cierta

informacion y reflexionar sobre ciertos resultados.
Presencia de la funcion exponencial en la malla curricular de ingenieria.

La organizacion internacional formada por instituciones educativas de nivel superior y educadores
de Europa, SEFI (2013), fue creada con el fin de contribuir con el desarrollo y la mejora de la
educacion superior, también se sefiala que para tener un estudio integrado, la educacion del futuro
ingeniero debe incluir los siguientes conceptos matematicos como funciones, sistemas de
ecuaciones, diferenciacion e integracion, ecuaciones diferenciales ordinarias, transformada de
Laplace entre otros. En ese sentido, presentamos una parte de los silabos de matematica de dos
universidades peruanas, una publica y otra privada donde se muestra directa o indirectamente la

presencia de la funcion exponencial en el plan de estudios de la carrera de ingenieria.

Consideramos primero parte de los silabos de matematica de la universidad publica, esto es, los
silabos de matematica de la carrera profesional de Ingenieria Ambiental de la Universidad
Nacional Tecnologica de Lima Sur (UNTELS), que es el centro de estudio donde llevaremos a
cabo nuestra experimentaciéon. Cabe mencionar que esta universidad emplea un curriculo por

competencias, esto lo podemos apreciar cuando se menciona en el perfil profesional del egresado
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de Ingenieria Ambiental de la UNTELS, que el ingeniero ambiental tiene definido tres

dimensiones de formacién, conocimientos, desarrollo de habilidades y logro de sus competencias.

En ese sentido, en la competencia especifica con respecto al tema de funciones reales de variable
real del silabo de Matematica Basica, se menciona que el estudiante define las diferentes clases de
funciones y hace uso correcto de las propiedades mientras resuelve los ejercicios propuestos. Cabe
indicar que el tema de funciones se trabaja a partir de la semana 12 a la 15, y el de funciones
exponenciales se estudia en la semana 14 tal como se muestra en el cuadro 4, dicha tabla es parte

del contenido tematico del silabo.

Semana | Contenido Tematico Procedimientos y Estrategias
Resuelve ejercicios y problemas
Funcion exponencial. | planteado usando las propiedades de
Funcién logaritmo. las funciones exponenciales y
logaritmicas.

14

Cuadro 4: Matematica Basica. Cuarta Unidad: Relaciones y Funciones.
Fuente: Silabo de Matematica Basica de la carrera profesional de Ingenieria Ambiental (2014).

En la tabla 5 se observa parte de la programacion tematica del silabo de Matematica I, curso
perteneciente al segundo ciclo, en donde se asume que el estudiante tiene conocimiento de lo que
es una funcion exponencial. En esta semana 7 se estudia el limite de una funcion exponencial o de
su generalizacion, o el limite de la funcién exponencial relacionada con otras funciones como las
polindmicas, racionales, logaritmicas, trigonométricas o hiperbolicas. Cabe aclarar que, a partir de
este curso en adelante, las funciones exponenciales forman parte de temas como funciones
paramétricas, continuidad y derivadas, ademas en cada sesion de clase, el profesor entrega una
guia de ejercicios propuestos, algunos de ellos se desarrollan en clase, otros quedan para que el
estudiante practique fuera de clase o como una tarea para presentarlo la proxima clase, en donde
el estudiante desarrolla los ejercicios propuestos usando una variedad de propiedades tal como lo

indica el cuadro 5.

Semana Contenido Tematico Procedimientos
Limites trigonométricos, Desarrolla ejercicios
7 exponenciales, logaritmicos e | propuestos usando
hiperbolicos. propiedades.

Cuadro 5: Matematica I. Programacion tematica.
Fuente: Silabo de Matematica I de la carrera profesional de Ingenieria Ambiental (2014).
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En el cuadro 6 se aprecia parte de la programacion tematica del silabo de Matematica II
correspondiente al tercer ciclo, en los ejemplos y ejercicios planteados de esta semana se solicita
a los estudiantes que hallen la integral indefinida de una funcidén exponencial o de una funcion
exponencial relacionada con alguna(s) funcion(es) mediante el método de cambio de variable o el

de integral por partes, empleando las formulas de integracion.

Semana Contenido Tematico Procedimientos
Integracion de funciones Aplica el método de integracion
3 trascendentales: exponenciales, apropiado para encontrar una
logaritmicas, trigonométricas y soluciéon. Empleo de las formulas
trigonométricas inversas. basicas de integracion.

Cuadro 6: Matematica II. Unidad 2: Métodos de integracion.
Fuente: Silabo de Matematica Il de la carrera profesional de Ingenieria Ambiental (2014).

En el cuadro 7 se tiene parte de la programacion tematica del silabo de Matematica III, aqui la
funcion exponencial forma parte de la definicion del método de la transformada de Laplace, es
decir, el nombre de funcién exponencial ya no aparece, pero al estudiar este método y durante el
proceso de solucion de la ecuacion diferencial ordinaria (EDO), la funcién exponencial se hace
presente. En general, la funcion exponencial aparecera formando parte de la solucion de algunas
EDO lineales o de grado superior. En esta semana 14, lo que se busca basicamente es que el
estudiante identifique y use la tabla de formulas de la transformada de Laplace durante el proceso

de solucion de la EDO.

Semana Contenido Tematico Procedimientos
Transformada de Laplace: Aplicacion de
la Transformada de Laplace en la

14 resolucion de EDO. Aplicaciones de las
ecuaciones de segundo orden lineales a:
circuitos y resortes.

Identifica y usa
adecuadamente las
formulas para resolver los
diversos ejercicios.

Cuadro 7: Matematica III. Cuarta Unidad: Resolucion de Ecuaciones Diferenciales usando la
Transformada de Laplace.
Fuente: Silabo de Matematica III de la carrera profesional de Ingenieria Ambiental (2014).

Ahora, consideremos parte de los silabos de matematica para ingenieria de la universidad privada:

En el cuadro 8 se muestra parte de la descripcion del programa del silabo de Fundamentos de la
Matematica 1, que es un curso electivo de nivelacion, en €l se observa que el objeto matematico

funcion exponencial forma parte de una ecuacion, a la cual se le llama ecuacidon exponencial. Otros
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temas muy relacionados con la funcién exponencial son las progresiones aritméticas y
geométricas. Al resolver lo ejercicios y problemas planteados en las actividades, lo que se busca
es que el estudiante aplique una serie conceptos y propiedades de los numeros reales. Cabe sefalar

que el registro de representacion mas usado es el registro algebraico.

CAPITULO 2 Algebra de los nimeros reales (36 horas)

Presentacion axiomatica de los nimeros reales. Igualdad, adicion, multiplicaciéon. Propiedades
principales. Sustraccion, division, potenciacion, radicacion. Expresiones algebraicas. Polinomios.
Grado de un polinomio. Productos notables. Division de polinomios. Teorema del residuo y del factor
para polinomios. Cocientes notables. Factorizacién. Radicales y Racionalizacion. Ecuaciones de
primer grado. Sistemas de ecuaciones lineales. Ecuaciones de segundo grado. Orden en los nimeros
reales. Propiedades fundamentales. Intervalos. Inecuaciones de primer grado. Inecuaciones de
segundo grado. Logaritmos. Propiedades. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas. Progresiones
aritméticas y geométricas. —

Cuadro 8: Descripcion del programa. Capitulo 2: Algebra de los niimeros reales.
Fuente: Silabo de Fundamentos de la Matematica 1 de Estudios Generales de Ciencias de la universidad
privada. (2017-1).
En el cuadro 9 se observa los contenidos de la unidad didactica llamada nimeros complejos del
silabo de Algebra Matricial y Geometria Analitica, que es un curso obligatorio para todas las
especialidades de ingenieria. En dicha unidad se estudian los nimeros complejos representados en
su forma exponencial, que es una forma abreviada de expresar un nimero complejo. Durante el
proceso de aprendizaje, se incluyen problemas y ejercicios que demanden en el estudiante el uso
de propiedades, que realicen operaciones y conexiones entre las diferentes representaciones de un

nimero complejo.

Numeros complejos. Operaciones. Propiedades de la adicion y multiplicacion. Plano  complejo.
Representacion grafica de los nimeros complejos.  Conjugado, médulo y argumento de un numero
complejo. Propiedades. Forma polar y forma exponencial de un numero complejo. Operaciones de
multiplicacion y division en forma polar. Teorema de Moivre Potenciacidn en €. Radicacion en C.
Resolucién de ecuaciones de la forma w* = z.

_ Cuadro 9: Unidad didactica. Capitulo 3: Nameros complejos.
Fuente: Silabo de Algebra Matricial y Geometria Analitica de Estudios Generales de Ciencias (EGC) de
la universidad privada. (2017-1).

En el cuadro 10 se aprecia los contenidos de la unidad didactica funciones reales de variable real
del silabo del programa analitico de Fundamentos de Calculo, que es un curso obligatorio para

todos los estudiantes de la linea de ingenieria. En dicha unidad se estudia las diversas clases de
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funciones considerando el dominio y rango, su grafica y sus transformaciones, asintotas y una serie
de propiedades propia de cada una de las funciones. Dentro del estudio de las funciones,
encontramos a nuestro objeto matematico de estudio, la funcion exponencial, previo al inicio del
estudio de este concepto, se repasan las ecuaciones exponenciales estudiadas en el curso de
fundamentos de la matematica 1. Por otro lado, se espera que como resultado del aprendizaje de
este tema, el estudiante logre modelar situaciones reales o en un contexto cientifico, asi también
se espera que los estudiantes construyan funciones exponenciales que cumplan ciertas condiciones
dadas, usando definiciones, propiedades, graficas, operaciones o transformaciones,

representandolas en forma algebraica o grafica.

Contenidos

Definicion de funcién. Dominio y rango. Funciones lineales. Graficas: rectas, interseccion de rectas, rectas
paralelas y perpendiculares. Ecuaciones e inecuaciones. Funciones cuadriticas. Ecuaciones e
inecuaciones cuadraticas. Ceros de una funcion cuadratica. Grafica de funcion cuadratica. Representacion
grafica de ecuaciones € inecuaciones cuadraticas. Funcion valor absoluto. Valor absoluto de un numero
real. Ecuaciones € inecuaciones con valor absoluto. Grafica de funcion valor absoluto. Funciones
seccionadas. Dominio y rango. Graficas. Funcion par e impar. Funcion creciente y decreciente.
Transformaciones de funciones y sus grafcas Algebra de funciones: Adicién, sustraccion, producto.
Algebra de funciones: Cocientes y composmlon de funciones. Funciones inyectivas y funcion inversa.
Funciones polinomiales y sus graficas. Raices de una ecuacion polindmica. Division de polinomios,
teoremas del residuo y factor. Ceros reales de funciones polinomiales. Funciones racionales y asintotas
(|dea mtuntlva del Ilmlte) Deﬁmuon de asmtotas ver’(lcales y no vemcales Grafica de funciones racuonales

W Funciones logantmwas Propiedades de logaritmos. Glaf icas
de funciones logaritmicas. Transformaciones de funciones logaritmicas. Ecuaciones exponenciales y
logaritmicas. Funciones trigonométricas. Circunferencia Unitaria. Funciones trigonometncas de numeros
reales. Graficas. Periodicidad de las funciones seno y coseno. Transformaciones de las funciones serjo y
coseno- Amplitud y periodo. Graficas de las funciones, tangente, cotangente, secante y cosecante.
Propiedades de periodicidad. Propiedades de periodicidad. Funciones trigonométricas inversas. La
funciones seno, coseno y tangente inverso. Definicion y graficas. Modelado de movimiento armonico
simple y amortiguado.

Cuadro 10: Unidad didactica. Capitulo 3: Funciones reales de variable real.
Fuente: Silabo de Fundamentos de Célculo de EGC de la universidad privada. (2017-1).

En el cuadro 11 se muestra la descripcion de la unidad llamada introduccion a las integrales y a
las EDO del silabo de Calculo Diferencial, aqui se desarrolla el tema de las aplicaciones de las
EDO en problemas de crecimiento poblacional y enfriamiento de los cuerpos. Ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden. Factor integrante. Aplicaciones de las ecuaciones

diferenciales lineales en problemas de mezcla.
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Descripcion general de la unidad

El planteamiento de situaciones como el crecimiento de una poblacién, el enfriamiento de cuerpos,
mezclas de soluciones, entre otros fendmenos fisicos son modelados matematicamente
por medio de ecuaciones diferenciales. Es indispensable para resolver una ecuacion
diferencial ordinaria el desarrollo de los conceptos de antiderivada e integrales indefinidas.

Cuadro 11: Unidad didactica. Capitulo 3: Introduccion a las integrales y a las ecuaciones diferenciales
ordinarias.
Fuente: Silabo de Calculo Diferencial de EGC de la universidad privada. (2017-1).

Posteriormente los estudiantes llevaran las asignaturas de Calculo Integral, Calculo de Varias
Variables y Calculo Aplicado, en donde el concepto de funcion exponencial forma parte de

estructuras matematicas mas complejas.
1.2.2 Importancia de la funcion exponencial para modelar situaciones en contextos reales.

El conocimiento de las funciones es importante en esta sociedad contemporanea, ellas nos ayudan
a comprender ciertos hechos de la realidad. Por ejemplo, en el caso de las funciones exponenciales,
Elstak (2007), menciona que dicho objeto matematico aparece fuertemente ligado a situaciones
cercanas a la realidad del ciudadano, en ese sentido, el autor cita las siguientes situaciones: el
crecimiento del dinero colocado a interés compuesto, el aumento de la deuda que genera el interés
de una tarjeta de crédito, problemas de inflacion, el crecimiento de una epidemia en una
determinada poblacion, el aumento de la radiacion solar en nuestro planeta debido al
debilitamiento de la capa de ozono ocasionado por la contaminacion del aire, la teoria de fractales,
etc. A su vez, estas situaciones, enfocadas adecuadamente, pueden convertirse en una herramienta
poderosa para motivar y darle significado al objeto matematico de estudio. Un objeto que relaciona

la matematica y la situacion real es el modelo matematico.
Segun Blomhoj (2004) citado por Jaimes (2012, p. 33) menciona que:

Un modelo matematico es una relacion entre ciertos objetos matematicos y sus conexiones por un
lado, y por el otro una situacién o fenomeno de naturaleza no matematica. Esto implica, en primer
lugar, que cuando la matematica es aplicada a una situacion extra-matematica, algun tipo de
modelo matematico esta involucrado explicita o implicitamente en ella. En segundo lugar, para
que un alumno experimente con un modelo matematico y sea capaz de reflexionar sobre las
relaciones existentes en él, es una precondicion epistemologica que este alumno sea capaz de
percibir la situacion o fenomeno modelado y la matematica en juego, como dos objetos separados
pero al mismo tiempo interrelacionados.
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Y, en palabras de Hitt (2000, p. 81):

A través de las funciones podemos modelar matematicamente un fenémeno de la vida real,
describir y analizar relaciones de hechos sin necesidad de hacer a cada momento una descripcion
verbal o un calculo complicado de cada uno de lo sucesos que estamos describiendo.

En esa linea, muchos de los fendmenos fisicos, quimicos, econdmicos, etc., son explicados a través
de modelos matematicos, mas aun, algunos de ellos, bajo ciertas condiciones, nos podrian ayudar
a predecir ciertas situaciones futuras. Acerca de esto, Arriaga (2015) realiza un trabajo relacionado
con la agricultura en las regiones rurales de Andalucia-Espafia, nos indica que una de las
preocupaciones del agricultor es la escasez del agua, por tal motivo sefala que urge la necesidad
de introducir diferentes herramientas y modelos que permitan alcanzar una gestion mas adecuada
y sostenible de los recursos hidricos, ademas de la posibilidad de plantear distintos escenarios
futuros para asi poder elaborar respuestas pertinentes que les permitan prever acontecimientos. El
investigador menciona que es posible crear modelos matematicos que hacen posible el estudio de
estos procesos naturales, en particular del comportamiento en el suelo bajo ciertas condiciones. Es
asi que el autor crea un modelo matematico de parametros, el cual surge de afadirle ciertos
parametros al modelo desarrollado por Rodriguez-Iturbe (1999) con el fin de complementarlo y
adaptarlo a diferentes necesidades. Dentro del modelo planteado por el autor, hay una seccion
donde se puede apreciar la funcion exponencial que junto a otras expresiones matematicas
describen paso lento del agua por la zona de las raices de las plantas. El autor tiene como objetivo
analizar este modelo, pues segliin lo menciona, le permitird comprender mejor la relacion entre

suelo, planta y atmosfera a través de los cuales circula el agua, en palabras del autor:

Consiste en un modelo de tipo «leaky buckety, una ecuacion de continuidad en la que se establece
un balance de aguas, estipulando que el incremento del contenido de humedad en suelo varia
linealmente con la suma de una serie de aportaciones y pérdidas. (Arriaga 2015, p. 44).

El andlisis de este modelo contribuird, segiin lo menciona el autor, al disefio de estrategias para
la optimizacion del uso de los recursos hidricos.

Al respecto, creemos relevante que el estudiante tenga una clara compresion del objeto matematico
funcion exponencial para que posteriormente le sea factible la comprension y el andlisis de

modelos matematicos de las diversas areas del quehacer cientifico.
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1.2.3Importancia de la funcion exponencial dentro de la estructura matematica.

En este apartado mostraremos aportes de investigadores que se preocuparon directa o
indirectamente por el estudio de la funcién exponencial, logrando con ello importantes avances

tanto en la matematica como de la matematica aplicada.

Segun Kline (1999), un primer progreso que se obtuvo de los adelantos cientificos del siglo XVII
fue el estudio del movimiento, grandes hombres de ciencia como Galileo y Kepler fueron
absorbidos por este problema, fue este ultimo, conocido por sus leyes sobre el movimiento de los
planetas en su orbita alrededor del astro rey, quien antes que Newton describiera la ley de la

. ., . my xm
gravitacion universal (' = G 1—22
d

, F': fuerza de atraccion, G: constante gravitacional, mi y mo:
masa de los cuerpos, d: distancia entre los cuerpos), ya presumia la existencia de un fuerza
gravitacional actuando sobre dos cuerpos, por tanto era necesario mejorar el célculo de las
posiciones de los planetas. Por otro lado, una razén pragmadtica para mejorar los calculos
astronémicos era porque habia aumentado la navegacion debido al comercio y la busqueda de
materias primas por parte de los europeos, y los marineros requerian métodos mas precisos para
determinar su ubicacion cuando surcaban por los océanos. Para saber su posicion, los marineros
tenian que hallar la latitud y longitud de la embarcacion, con la primera solo les bastaba con mirar
el sol o las estrellas, lo que si les resultaba dificultoso era hallar la longitud. En 1672, el gobierno
inglés formo la Comission for the Discovery of Longitude, y en 1675, el rey Carlos II de Inglaterra,

preocupado por la pérdida de navios, fund6 el Royal Observatory en Greenwich.

Las investigaciones sobre el movimiento, matematicamente decaian en el concepto de funcion o
relacion entre dos variables, el lenguaje usado por Galileo en sus experimentaciones sobre el
movimiento asi lo demuestran, solo le faltaba el uso de una simbologia adecuada para establecer
la relacion entre espacio y tiempo, cabe sefialar que el concepto de funcion ha ido evolucionando
a partir del siglo XVII, en ese mismo siglo, Leibniz quien acuio el nombre de funcién y fue Euler

quien uso la notaciéon f(x). De las funciones descubiertas en el siglo XVII, encontramos a las

funciones trascendentales elementales como log(x), sen(x) y a”. Segtn Kline (1999), Torricelli

(1608-1647), discipulo de Galileo, estudio la curva (hasta entonces, la funcién era tratada como

C

una curva) que hoy la representariamos como y=ge ' para x>0 y mencioné que guarda
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conexion con los logaritmos. Asimismo, Descartes también encontrd esta curva, aunque no

menciono su relacion con los logaritmos.

Con el descubrimiento del calculo infinitesimal por parte de Newton y Leibniz en el siglo X VIII,
crecio el interés por el estudio de las funciones. Segliin lo menciona Ribnikov (1987, p. 219), “Euler
escribid que todo el analisis infinitesimal gira alrededor de las magnitudes variables y sus

funciones”.

Segun Ribnikov (1987), en su obra clésica, Introduccion al analisis, Euler lo dedic6 al estudio de
las funciones, clasificacion, propiedades, métodos de desarrollo, etc., por ejemplo, en ¢l se

encuentran los métodos de desarrollo en serie de las funciones exponenciales y logaritmicas,

ademas se aclara la definicion de logaritmo, simbdlicamente, si a”* = N, entonces x = loga N.

A continuacion, Euler deduce las formulas:

1
z z . , . . , .
— e“=|1+ —|, donde i esun nimero infinitamente grande y z es un nimero complejo;
i

n
. 7 , z .
que mas adelante se conoceria como €° = [im (1 + —j (Nota: En un principio Euler
n—>00 n

considerd a i como un nimero muy grande, afios después lo consider6 como la unidad

imaginaria de los nlimeros complejos)

e~"! = cosv * isenv, donde i es la unidad imaginaria.

Euler trabajo en el campo de los complejos para darle mayor generalidad a sus investigaciones.

Otro aporte de Euler utilizando la funcion exponencial lo encontramos en uno de los trabajos
dedicados a la de resolucion de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de cualquier orden

con coeficientes constantes, en ella realiza las siguientes sustituciones para hallar la solucion de la

ecuacion diferencial: y = ekx, y= ue’x y y=ue®* donde « es la parte real de un niimero

complejo.

En esa linea, segiin Ribnikov (1987), Laplace (1749-1827) desarrolld el método de la

Transformada de Laplace (conocido en aquel entonces como método de resolucion de ecuaciones
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lineales en diferencias y diferenciales). En dicho método se hace uso de la integral

o0

F(p) = J f(e® "'dt como un medio para hallar la solucion de una ecuacion diferencial. Este
0

método juntos a otros andlogos resuelven problemas relacionados hidrodindmica, mecénica,

conduccion del calor, etc.

En el siglo XVIII, los avances cientificos lograron ampliar el campo de la teoria de las
probabilidades, sus estudios lograron penetrar en la estadistica (particularmente en la demografia),
en cuestiones que tienen que ver con el seguro, la teoria de errores, etc. Uno de los investigadores
que uso el concepto de funcidén exponencial entre otros conceptos para la demostracion de un
teorema referido a la estimacion de la probabilidad fue Laplace, no ahondaremos en los detalles
del teorema, pero mostramos la formula que obtuvo luego de sus investigaciones

x2

P(t) = e 2 dx.

t
&)
2
—00
En una conferencia notable sobre el desarrollo de las funciones en series de Taylor y Maclaurin,

que entre sus bondades nos permite calcular valores aproximados de las funciones, Cauchy pone
1
de ejemplo a la funcion f(¢) = e x? w® | Gaed®™ | Seail?

Por otro lado, desde hace algunas décadas se viene estudiando la funcion exponencial de
matrices y su aplicacion en la ingenieria y la ciencia. Segun Smalls (2007), existe una teoria
general sobre funciones matriciales con numerosas propiedades que sugieren hacer uso de

diversos métodos computacionales.

Por su parte, Mandelbrot (1924-2010) incursiona en la geometria, llegando a ser uno de los
principales creadores de la geometria fractal. Dentro del legado dejado por Mandelbrot, Rodriguez
(1995) menciona a una serie de algoritmos para la construccion de figuras geométricas, llamado
conjunto de Mandelbort, alguno de esos algoritmos hacen uso de la funcién exponencial en el

campo de los nimeros complejos.
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Con respecto a la aplicacion de los fractales, el Rodriguez (1995) menciona:

Actualmente se aplica la teoria de fractales a diversas areas tales como ingenieria de materiales,
especificamente: microestructura de metales, superficies de ruptura, rugosidad de superficies por
desgaste, caracterizacion de particulas finas, ya sean polvos metalicos o ceramicos. En biologia se
ha aplicado en la caracterizacion de: el crecimiento de colonias de bacterias, retina humana, area
superficial de la masa del cerebro. En el arte, por medio de fractales, se han analizado iméagenes
artisticas de diferentes pintores. En fisiologia se ha caracterizado: la flora intestinal, el espacio
ocupado por las arterias del cuerpo humano, las neuronas, etc. En percepcion remota se ha
empleado para la caracterizacion de: uso de suelo, montafias, valles, etc. En quimica se ha aplicado
en: absorcion, catalisis, agregacion limitada por difusion, crecimiento de depdsitos
electroliticos. (p. 82)

En resumen, son diversos investigadores, que a través de los afos, realzan la importancia de las
funciones exponenciales tanto en la parte de la matematica formal como en la matematica aplicada.
Asi pues, se hace necesario que es estudiante de ingenieria profundice en este concepto por medio

del conocimiento de otras estructuras matematicas.

1.2.4 Importancia de la comprension de la nocion de funcion exponencial mediante el uso de
diversas representaciones semioticas para contrarrestar algunas dificultades en el

aprendizaje de este objeto matematico.

En este apartado haremos una recopilacion de diversas investigaciones que muestran las
dificultades cognitivas y epistemoldgicas que tienen los estudiantes durante el proceso de
comprension del concepto de potencia, funcion y funcién exponencial, los cuales estan
intimamente relacionados. Seguidamente, mencionaremos una serie de recomendaciones que dan
diversos investigadores sobre la importancia del uso de diversas representaciones semioticas para

la comprension del objeto funcion exponencial.

En el trabajo realizado por Elstak (2007), el autor suponia que los estudiantes del nivel superior
comprendian el concepto de exponente y que eran capaces de expresar ideas que generalizaban
este concepto cuando lo trabajaban en el conjunto de los nimeros reales. Sin embargo, su estudio
nos muestra que los estudiantes tienen dificultades para establecer relaciones entre las diversas
definiciones de exponentes, las cuales varian de acuerdo al tipo de conjunto en el cual se esté
trabajando, esto es, en el conjunto de los numeros naturales, enteros, racionales y reales. Por

ejemplo, Elstak (2007) manifiesta que los estudiantes no reconocen la relacion entre los
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exponentes negativos y positivos, y hay una tendencia de representar la grafica de la funcion

exponencial con lineales rectas, este ultimo caso también lo manifestd6 Advincula (2010).
Al respecto, Diaz (2006, citado por Vargas 2012, p. 60) afirma que:

Los estudiantes de Nivel Superior, en significativa mayoria, que han cursado estudios de Algebra
o Célculo, desconocen los significados formales de los conceptos de potencia con base en R" y
exponentes en /, y por ende en R, y si tienen algunos de ellos ideas acerca del significado de
potencia con base en R y exponente en /, dichas ideas son concepciones alternativas acerca del

significado de tal tipo de potencia.

Por su parte, Martinez (2000) realiz6 una investigacion con estudiantes de secundaria, bachillerato
y universidad. Su objetivo fue conocer los mecanismos que permitieron la construccion y la
aceptacion social de la nocidén de exponente no natural. En su trabajo realiz6 una recopilacion de
investigacion, entre ellas, la de Lezama (1999), y descubre que ciertos fenomenos didacticos

descritos en el estudio de Lezama, son similares a los que encontrd en su investigacion.

A continuacion, Martinez (2000, pp. 81, 82) menciona los siguientes fenémenos didécticos con

sus respectivos argumentos que dieron los estudiantes para sustentar su respuesta:

En secundaria:

2%=0 ya que el dos no se multiplica

2! =4 ya que multiplicamos una vez el dos (2*2)
2'=2 ya que se pone una vez el numero

2! =2 ya que se pone (2)()

273 =_8 ya que 2*2*2 =8 y s6lo se le cambia el signo
273 =8 yaque (-2)*(=2)*(-2) = -8

274 =_16 ya que (—2)*(-2)*(-2)*(-2) =—16 (Aqui, el autor asume que el estudiante se equivoco
en la ley de signos)

En bachillerato:

29=0 ya que el dos no se multiplica

273 = _8 ya que 2*2%2 = 8 y s6lo se le cambia el signo
273 =8 yaque (-2)*(=2)*(-2) = -8

274 =_16 yaque (-2)*(-2)*(-2)*(-2) = 16

En universidad:

2% =0 ya que el dos no se multiplica
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De lo anterior, observamos que los estudiantes de secundaria, bachillerato y universidad
manifiestan que 20=0 porque el dos no se multiplica, el autor no explica qué significa esta frase
dada por los estudiantes, creemos que posiblemente signifique que simplemente no toman en

cuenta el nimero 2 y asumen que el resultado es cero, o tal vez crean que 20=2)0) =0, o
posiblemente piensen que si 2'=2es porque el 1 les indica que deben de colocar solo una vez 2,

entonces 2° = 0 les indica que no deben de colocar el 2.

Con respecto a las funciones, en un estudio realizado por Prada, Herndndez y Ramirez (2014-2015)
sobre la comprension del concepto de funcion en los primeros cursos de educacion superior,

concluyeron que:

Los estudiantes no manejan un concepto claro de lo que es una funcion, asi mismo no poseen un
concepto Unico, sino es un concepto asociado a diferentes variaciones conceptuales entre las que
se destacan: Asociacion de funcion con la de par ordenado, asociacion de correspondencia tnica
entre pares de elementos e incluso entre pares de conjuntos.

Necesitan un apoyo visual o grafico mas que analitico para comprender si una expresion dada es
una funcion, debido a la carencia de competencias algebraicas.

Una grafica representa una funcion si es continua, entendida la continuidad como un sinénimo de
secuencia o de no interrupcion desconociendo las funciones definidas por partes o a tramos. (p.
14, 15)
En esa linea, Diaz (2013, p. 20) menciona (luego de revisar algunas investigaciones que hacen
referencia a las diversas componentes y representaciones de la nocién de funcion): “Los
estudiantes, hasta los de mas alto nivel intelectual, se quedan en los niveles mas bajos de

comprension de la nocion de funcion”.

El investigador sugiere que los siguientes aspectos son cruciales para la profunda comprension de

este concepto:

Interpretacion de funciones representadas por graficas.

Descripcion de situaciones, formulas y tablas. Modelacion de situaciones del mundo real.
Transferencia entre las multiples representaciones de las funciones.

Analisis de los efectos de cambio en los parametros de las graficas de las funciones.
Aplicacion de la tecnologia para representar las funciones. (Diaz 2013, p. 20)

Por su parte, Advincula (2010) menciona que los estudiantes tienen dificultad cognitivas al pasar

de una representacion analitica a una grafica, por ejemplo, en la situacion 4 se menciona:
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Raul recibe una gratificacion de S/. 10 000 y decide depositarlo en una entidad bancaria que le
ofrece una tasa de interés de 9,5% compuesto anualmente. Si Ratll no retira ni abona ninguna
cantidad de dinero adicional a la depositada inicialmente y la entidad bancaria no le hace ningun
descuento, responda las siguientes preguntas:

(..)

b) Determine una expresion que permita calcular la cantidad de dinero que tendra Raul en su
cuenta luego de t afos. Explique como obtuvo la expresion y comente sus caracteristicas
indicando su relacion con la informacion dada en el problema.

c) Represente graficamente la expresion obtenida en la parte b). (pp. 65, 66)

Para la parte b), la investigadora manifiesta que algunos alumnos obtuvieron una expresion

incorrecta, otros utilizaron sus conocimientos de interés compuesto y usaron la férmula

P(t) :PO(1+r)t , y otros reconocieron la existencia de una funciéon exponencial de la forma

f(@) = Cd' . Para la parte c), usando la funcion exponencial obtenida en b), algunos estudiantes

graficaron correctamente, en contraste, otros estudiantes graficaron lineas decrecientes o rectas

con pendientes positivas.

En ese contexto, Duval (2006) afirma que a menudo los estudiantes de todos los niveles del
curriculo, perciben una brecha entre las formas del pensamiento matematico y las formas de pensar
fuera de las matematicas, aunque el conocimiento matematico se pueda usar en una situacion real.
Asi también, se menciona que los docentes observan frecuentemente que la adquisicion del
conocimiento del concepto del objeto matematico no introduce a la mayoria de estudiantes en las
formas del pensamiento matematico, por ejemplo, la habilidad para cambiar el registro de
representacion. Al respecto, Advincula (2010, p. 53) afirma que “uno de los obstaculos en el
aprendizaje de conceptos matematicos es justamente la falta de conversion entre registros

diferentes de representacion”.

Como podemos observar, los estudiantes presentan una serie de dificultades al resolver problemas
matematicos. A continuacion, mostramos una serie de sugerencias que dan diversos investigadores
sobre el uso de representaciones semioticas para fomentar la comprension del objeto funcion

exponencial.

Advincula (2010) afirma que la actividad matematica requiere del uso de diversas representaciones
para cada nocidn, estas representaciones pueden ser simbdlicas o graficas para expresar conceptos,

procedimientos, caracteristicas y propiedades.
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Alvarez (2017) menciona que los registros de representacion semidtica y las actividades cognitivas
de tratamiento y conversion de registros favorecen la conceptualizacion del concepto funcion

exponencial.

Ortega, Nesterova y Mendoza (2009) sugieren a los docentes planteen actividades que promuevan
el uso de las distintas representaciones ya que estas favorecen el aprendizaje, ademds permiten que
los estudiantes formen una imagen conceptual, pudiendo asi escoger ellos la representacion mas

adecuada para resolver cada problema.

Villasefior (2011) y Ortega (2007) proponen una secuencia didactica para el estudio de las
funciones exponenciales y logaritmicas mediante el uso de los distintos registros de
representaciones semioticas con el objetivo de describir las dificultades y evaluar los efectos que

produce el empleo de estos registros por parte de los estudiantes.

Castro, Gonzalez y Ramirez (2016) sugieren a los docentes promover el uso de diferentes registros

de representacion asi como conversiones en el que se utilicen distintos registros de representacion.

Finalizamos este apartado mencionando las palabras de Duval (2006, p. 144) a quien le preocupa,
entre otras cosas, conocer como se da el proceso de comprension de las matematicas: “Para
comprender lo que ocurre en el aprendizaje de las matematicas necesitamos extensivas y detalladas

investigaciones sobre los procesos cognitivos propios del pensamiento matematico”.
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1.3 PREGUNTA Y OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION
1.3.1 Pregunta de investigacion.

(De qué manera los estudiantes de primer ciclo de ingenieria comprenden la nocion de
funcion exponencial mediante el transito por los distintos registros de representaciones

semidticas?
1.3.2 Objetivos de la investigacion.
Objetivo General

Interpretar como el transito por los distintos registros de representacion semiotica favorece
la comprension de la nociéon de funcidén exponencial en estudiantes de primer ciclo de

ingenieria.
Objetivos Especificos

1. Identificar las actividades cognitivas de tratamiento y conversion que permiten movilizar
los elementos y las propiedades de la funcién exponencial al transitar por los distintos

registros de representaciones semidticas (lengua natural, numérico, algebraico y grafico).

2. Describir las actividades cognitivas de tratamiento y conversion que realizan los

estudiantes al transitar por los registros de lengua natural, numérico, algebraico y gréfico.
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CAPITULO II: ESTUDIO DEL OBJETO MATEMATICO

2.2 Aspectos matematicos
Evolucion historica del objeto matematico funcion exponencial.

A continuacidn presentaremos un breve resumen de la evolucion histdrica del objeto matematico

funcién exponencial, el cual tiene sus origenes en el nacimiento del concepto de potencia (en la

actualidad: «” es llamada potencia de base a y exponente 7). En esa linea, empezaremos narrando
el proceso de construccion del objeto potencia o exponente (entendiéndose que son objetos
diferentes, pero estrechamente relacionados) y su notacién exponencial, nos detendremos para
comentar sobre el surgimiento del objeto logaritmo, puesto que la funcion logaritmo es funcion
inversa a la funcidon exponencial, luego daremos a conocer las variaciones que ha tenido la
definicion del objeto funcion desde XVII al XX, seguidamente daremos la definicion de funcion

exponencial propuesta por Euler.

Finalmente, realizaremos un breve analisis, desde el punto de vista de la teoria de registros (transito
por distintos registros) de dos libros de matematica, el primero es el libro de Lima, Morgado, Pinto
y Wagner (2000) titulado: La Matematica de la Ensefianza Media, y el segundo es el libro de

Stewart, Redlim y Watson (2012), el cual lleva por titulo: Precélculo: Matematica para el calculo.
2.1.1 Construccion del objeto potencia y su notacion exponencial.

Se dice que la matematica entendida como disciplina racional, organizada e independiente tiene
sus origenes en la cultura griega, especificamente entre los afios 600 y 300 a.C. aproximadamente
(Kline, 1999). En esos anos, Euclides escribe la obra los Elementos, el cual esta compuesto por
trece libros, de ellos, los libros VII, VIII y IX tratan sobre la teoria de nimeros (propiedades y
razones entre numeros enteros), en donde los nimeros son representados como segmentos de recta.
En el libro VII, define al plano como producto de dos ntimeros y al s6lido como producto de tres
nameros. En el libro VIII, Euclides nos habla acerca de las progresiones geométricas, €l las ve

como un conjunto de nlimeros en una proporcion continua.
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Por ejemplo, la progresion geométrica f; fxk; f k2 f <k f Was f «k>, Euclides lo vefa
[GRNRG J GRS ) CHN S b S — I GE—_——
e d c b a

como el conjunto {a;b; c;d;e; f }, tales que forman la siguiente proporciéon geométrica
d

continua < = é _ S _2_° _ k. Cabe scfialar que no utilizo esta notacion, de hecho, en
c d e f

aquella época los nimeros concretos se escribian con letras del alfabeto griego, dificilmente se les

iba a ocurrir una generalizaciéon como la que acabamos de redactar. En el libro IX, en la

proposicion 35, se nos da a conocer con una elegante prueba, la suma de los términos de una

progresion geométrica. En ese mismo libro, en la proposicién 11, segiin Pulido (2012, p. 9), se

m

. . " .
encuentra un enunciado equivalente a la regla @ x a" = ™", el cual es retomado por estudiosos

a finales de la Edad Media y a comienzos del Renacimiento.

Mas adelante, Arquimedes (287-212 a.C.) nos comenta, en su obra titulada El Arenario, que existe
la necesidad de desarrollar una notacién para algunas potencias relacionadas con nimeros grandes
obtenidos de célculos astronémicos, segun Boyer (2012, p. 169-171), Arquimedes se jactaba de
ser capaz de escribir un nimero mayor que el nimero requerido de granos de arena para llenar el
universo, segiin ¢, no serfan necesarios mas de 10 granos de arena, por supuesto, no utilizo esta
notacion, en relacion a esto, Bell (1985, p. 60, 61), comenta

... por fortuna para las matematicas, la numeracion griega desaparecio rapidamente. Uno

de sus muchos defectos era su incapacidad para representar concisamente nimeros incluso

moderadamente grandes. Arquimedes superd este inconveniente en el siglo III a.C. en su
sistema de contar por potencias octavas de diez.

Hacia el ano 150 d.C., Diofanto de Alejandria, autor de la obra Arithmetica, usa una serie de
abreviaturas para potencias de niimeros. Segun Kline (1999), se sospecha que el simbolo usado

para la indeterminada era £, en la actualidad puede ser identificada con la letra x, ademas se indica

que a la incognita la 1lamo el namero del problema y lo que es para nosotros x2, él lo representaba
Y . L 3 . Y .4 Y
como A", donde a A lo llamé potencia, similarmente a x” lo representé como K, x* con A" A

, x> con AKY, x® con KYK, y usa los nombres cuadrado, cubo, cuadrado-cuadrado, cuadrado-

cubo y cubo-cubo respectivamente. En este sistema, KY no es exactamente el cubo de ¢ como
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) . 1 , ,
lo es x> de x. Cabe mencionar que para Diofanto, ¢~ representaba — . Més adelante, segtin Bell
que p 1Y . g

(1999), fue Descartes quien en 1637 solucion6 este crucial problema (a excepcion de x° porque lo

siguid escribiendo como xx) de las notaciones al escribir x, xx, x3, x4, ..., etc.

Sin embargo, es Nicole Oresme (1323-1382) quien generaliz6 el concepto de potencia al introducir
los exponentes fraccionarios y también sugirio el uso de notaciones especiales para este tipo de
potencias. Segun Artigas (1989), Oresme escribi6 la obra De proportionibus proportionum, en ella
se encuentra el estudio del uso de los nimeros fraccionarios como bases y exponentes de relaciones
algebraicas. Oresme sefiala que si el exponente es racional, entonces la expresion también lo sera,
caso contrario, sera irracional. En el tratado Algoritmus proportionum, después de definir la
nomenclatura que utilizard, prosigue enunciando las reglas para multiplicar y dividir proporciones

en las que se encuentran exponentes enteros y fraccionarios. Por ejemplo, (en nuestra notacion)

1/2
F=64y (43)/ — g entonces 472 =8,

Afos mas tarde, Nicolas Chuquet (1445-1488) escribi6 la obra Triparty en la science des nombres,
segun Boyer (2012, p._ ), Chuquet invent6 una notacidon exponencial de gran relevancia, cabe
sefialar que para esta época, ain no hay un simbolo especial para la incognita, siendo cominmente

llamada con la palabra premier.

.9.2m

Segun Boyer (2012), cuando Chuquet escribe que .72." dividido entre .8.% es igual a , €l se

72 -
refiere a —;C =9x2.
8x
En el afio 1544, Michael Stifel (1487-1567) introduce el término exponente en su obra
Arithmetica integra, en esta obra nos explica la importancia de asociar la progresion aritmética con

la geométrica, por ejemplo, en la siguiente tabla mostramos los dos tipos de progresiones.

Progresion aritmética | -3 | -2 | -1 ({01234 | 5] 6

0| =
I
0 | —

Progresion geométrica
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En ella, segun Michael Stifel, a la adicion en la parte superior de la serie aritmética le corresponde

a la multiplicacion de la serie de abajo (geométrica), esto es, por ejemplo,

2|3
418

En la actualidad, esta relacién entre progresiones la denotamos de la siguiente forma:

4,8 =22,23 =923

Posteriormente, segun Kline (1999), Stifel extendid esta relacion entre las progresiones para

exponentes negativos y fraccionarios.
En esa linea, Kline (1999, p. 72) cita a Wieleitner (1932) al manifestar que Stifel utiliza la idea de

, en donde

27\* 2187
los exponentes fraccionarios de Oresme en la resolucion de la ecuacion (—j = 8

obtuvo que x = 2%.

Seguidamente, Vargas (2012, p. 72 y 73) menciona que hubo la necesidad de homogenizar las
operaciones entre monomios y la de ampliar los indices (en la actualidad son llamados exponentes)
naturales a indices fraccionarios y negativos. El representante principal de esta evolucion es Jhon

Wallis (1606-1703), autor de la obra Arithmetica Infinitorum (1665). Diez afios antes, Wallis

: = Vagr .o 1
0 I'_ l, definiendo asi al indice de 1) como —1, el indice de —5 como -2,
X X X

mostroque x =1y x~

etc., y al indice de € como —%.

s

Otro ilustre hombre de ciencias que usaba los exponentes positivos, negativos, enteros y
fraccionarios fue Newton, en sus obras podemos observar expresiones como xs/ 3 y x_3, sin

embargo, el primero en usar x? en vez de xx fue Gauss, esto segtin Kline (1999, p. 349).
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En palabras de Boyer (2003, p. 338):

Nosotros solemos tomar ahora como lo mas natural del mundo nuestra notaciéon simbdlica para
las potencias y raices, sin pararnos a pensar en la sorprendente lentitud con que se desarrollo esta
notacion a lo largo de la historia de las matematicas.

2.1.2 Breve historia del objeto logaritmo.

Como es sabido, muchas de las investigaciones basan sus resultados en el legado dejado por
investigadores del pasado. En ese sentido, Boyer (1987, p. 395) nos dice que Jhon Napier (1550-
1617) debid reflexionar sobre las ideas de Arquimedes y los trabajos de Stifel sobre las sucesiones
de potencias de un nimero dado, para posteriormente proponer la nocion del concepto logaritmo.
Al respecto, Vargas (2012, p. 39) coincide con Boyer en que el germen sobre el cual se construye

este concepto, radica en los trabajos de Arquimedes, relativos a los grandes niimeros.

Antes de seguir hablando de Napier, acotemos que a finales del siglo X VI, los matematicos daneses
Wittich y Clavius sugirieron la aplicacion de unas tablas trigonométricas que ayudaron a abreviar
los célculos relacionados con problemas de navegacion, estas tablas fueron obtenidas mediante el
uso de las identidades trigonométricas del seno y coseno de la suma de dos angulos. Segtin Tapia
(2003, p. 3), se cree que este recurso de calculo sirvié de motivacion a John Napier, es asi como
Napier llegd a interesarse y enfrascarse por los aspectos de la matematica relacionados con el
calculo numérico y la trigonometria. En medio de esta reflexion, le visité el médico del rey Jaime
VI de Escocia, el doctor John Craig, quien le hablo de las bondades del método prostafairesis, muy
usado en los calculos que se realizaban en el observatorio de Dinamarca. Esto fue una motivacion
mas para que Napier redoblada sus esfuerzos y tras 20 afios de esfuerzo, publica en 1614 su obra

Mirifici logarithmorum canonis descriptio (Descripcion de la maravillosa regla de los logaritmos).

Collette (1986, p. 304) indica que, segiin Napier, el concepto geométrico-mecanico de los puntos
en movimiento y las relaciones existentes entre las progresiones aritméticas y geométricas fueron
los dos pilares que lo condujeron a la invencion de los logaritmos. En 1619, se publica la obra
titulada Mirifici logarithmorum canonis constructio (Construccion de la maravillosa regla de los

logaritmos) en donde se muestra la construccion de las tablas de logaritmos.

Al respecto, Boyer (1987, p. 396) comenta que, la obra de Napier se puede explicar de la siguiente

manera, para obtener los términos de una progresion geométrica (muy proximos unos a otros)
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formada por potencias enteras crecientes de un numero en particular, es necesario considerar un

nimero muy proximo a uno, es asi que Napier decidid trabajar con 1 — 10_7, luego multiplico a

L
todas las potencias por 107, asi obtuvo N =10’ (1 —10_7) , donde L es el logaritmo de Napier

del nimero », de donde se observa que el logaritmo de 107 es 0 y el logaritmo de 10 (1 — 10_7)

es 1.

Cabe sefialar que Napier no usaba ninguna idea de lo que hoy conocemos como base de un sistema
de logaritmos. La tarea de elaborar la primera tabla de logaritmos en base diez la asumié Henry
Briggs (1561-1630), esto tras una discusiéon con Napier, llegaron a la conclusion de que el
logaritmo de 1 deberia ser 0 y el logaritmo de 10 deberia ser 1, asi surgieron los logaritmos en base
vulgar o logaritmos de Briggs. Luego, en 1617, Briggs publicé Logarithmorum chilias prima, en
donde se indican los logaritmos del 1 al 100 con una precision de 14 decimales. Posteriormente,
en 1624, publica Arithmetica logarithmica, que comprende los logaritmos de los numeros del 1 al
20000 con una precision de 14 decimales, aqui también aparece por primera vez las palabras

mantisa y caracteristica. Collette (1986, p. 307).

A la par que Napier, hubo otro hombre de ciencia llamado Jobst Biirgi (1552-1632) que tuvo ideas
parecidas e independiente a las de Napier sobre la invencion de los logaritmos, sus resultados los
publico en la obra Arithmetische und geometrische Progress-Tabulen (1620), una de las

diferencias es la siguiente, la relacion logm < logn si m > n es cierta en el sistema de Napier,

mientras que en el Biirgi el logm < logn si m <n.

Segun Collette (1986, p. 308), fue William Oughtred, en 1650, quien establece las propiedades:
log(mxn) =logm + logn
log (%j =logm — logn

log (x") = nlog x
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2.1.3 Hacia la definicion del objeto funcion.

Hagamos un paréntesis para referirnos a la definicién del objeto matematico funcion, el cual lo
utilizé por primera Leibniz en 1673, pero no en un contexto matematico. Posteriormente, Johann
Bernoulli (1694) le escribe una carta a Leibniz en donde describe una funcién como “... una
cantidad formada de alguna manera a partir de cantidades indeterminadas y constantes”. En 1748,
Euler define la funcién como “una funcion de una cantidad variable es una expresion analitica
compuesta de cualquier manera a partir de la cantidad variable y de nimeros o de cantidades”, a
los pocos afios modifica su definicion por “si algunas cantidades dependen de otras de tal modo
que si estas ultimas cambian también lo hacen las primeras, entonces las primeras cantidades se
llaman funciones de las segundas”. Fourier (1805) y Cauchy (1844) argumentaban que habia un
problema con la definicién de funcién dada por Euler debido a una falta de comprension de la
diferencia entre funcion y su representacion. Hubo varios matematicos como Condorcet, Arbogast,
Lacroix, Cauchy, Lobachevshy y Dirichlet quienes dieron sus propias versiones de la definicion
de funcion. A continuacion, citaremos a Dirichlet quien en 1840 escribi6 la definicion de funcion
con la que aun se trabaja hoy en dia, “y es una funcion de la variable x, definida en el intervalo
a < x < b, si para todo valor de la variable x en ese intervalo esta correspondido un valor definido

de la variable y”. (Zuniga, 2009, p. 29, 30).

En 1939, el grupo Bourbaki dio la siguiente definicion de funciéon como una regla correspondiente

entre dominio y rango:

Sean E 'y F dos conjuntos, que pueden ser distintos o no. Una relacion entre un elemento variable
x de E'y un elemento variable y de F se llama una relacion funcional en y, si para toda x E, existe
un unico y de F el cual esta en la relacion dada con x. (citado por Diaz, p. 18, de Riithing, 1984).

2.1.4 Definicion del concepto de funcion exponencial.

Segun Pulido (2012, p. 16, 17), es Euler (1707-1783) quien ademas de precisar el concepto de

o0 n
.y " . .y X X ,
funciéon matematica con la notacion de hoy, f(x); también defini6 €” como Z — ademas
n!
n=0

relaciono la funcion logaritmica con la exponencial, estableciendo que una es la inversa de la otra.

Las siguientes expresiones son emblemas de su obra:
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31

n=0":

e'?=cosp + ising

Como dato adicional, los simbolos 7 y e, se le atribuyen a Euler, méas no el simbolo 7, con

respecto a esto, fue William Jones (1675-1749) quien la utilizd por primera vez esta letra griega
en su obra Synopsis Palmariorum Matheseos (Nueva introduccion a la matematica), lo que si le se
atribuye a Euler fue la popularizacion de este simbolo en sus textos, haciéndolo universalmente

conocido y usado por los demés hombres de ciencia hasta la actualidad. Con respecto al simbolo

i

. J o T X ’ ,

i, Euler lo utilizaba en un inicio para representar e” = (1 + —j , que lo entendia como un nimero
i

h
infinito, hoy lo podemos escribir y entender como ¢ = hlim (1+%) , ya al final de sus dias,
—>00

utilizo la i para representar al nimero imaginario «/—1.

A continuacion, presentamos en el cuadro 12 una parte de la informacion donde Vargas (2012, p.
52) muestra una sintesis de la evolucion del concepto exponente y funcion exponencial (etapas,

caracteristicas de la evolucion y cronologia).
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Las funciones trascendentes fueron estudiadas mediante
cuadraturas y sumas de series.

Las expresiones analiticas que involucraban numeros y
letras. mas que los objetos geométricos en los que se
apoyaban, se convirtieron en el centro de atencion. Lo | Primera mitad del siglo
concemiente al requerimiento de homogeneidad de las | XVIII

formulas fue perdiendo fuerza.

El término variable era referido. por Euler como: una
cantidad indeterminada. o universal, que comprende en si
misma a absolutamente todos los valores determinados...

Euler (1707-1783) escribid

La funcm?lal Define las funciones exponenciales; “potencias simples | su Introductio in analysin
exponencial. cuyos exponentes son variables™. infinitorum (1748) que esta
dedicada al estudio de las

Funciones exponenciales: “de sus inversas he llegado al | funciones.
concepto mas sencillo y provechoso de logaritmo™, y
complementa diciendo de las funciones de la forma y = a°,
donde a=1., “el grado en el que y depende de z, se
comprende facilmente a partir de la naturaleza de los
exponentes’.

Euler calculo, utilizando el binomio generalizado de la
serie de Newton, la constante designada por e.

Euler (1743).
» 3 . ® T Elements of Algebra.
e¥ =1l+x+— 4> 4 X +...=Z— Euler (1765)
21 321 4321 = !

Cuadro 12: Sintesis de la evolucion del concepto de funcion exponencial
Fuente: Vargas (2012). Andlisis de la practica del docente universitario de precadlculo. Estudio de casos
en la ensenianza de las funciones exponenciales.
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2.2 Aspectos didacticos
2.2.1 Estudio de la funcion exponencial.

En esta seccion, estudiaremos el objeto matematico funcién exponencial desde dos aspectos: El
primero, desde el aspecto de la matemadtica formal en el que se define a la funcion exponencial,

sus propiedades y caracteristicas; el segundo, desde el aspecto didactico.

Para realizar el estudio matematico de la funcion exponencial, utilizaremos la orientacion del libro
de Lima, Pinto, Wagner y Morgado (2000). Luego, para realizar el estudio didactico, basados en
los registros de representacion semidtica de Duval, de la funcién exponencial del libro de

Precalculo: Matematicas para el calculo de Stewart, Redlin y Watson (2012).
La Funcion Exponencial

El estudio formal del objeto funcion exponencial nos permite darle sustento matematico a la

actividad que propongamos.

Lima, Pinto, Wagner y Morgado (2000) empiezan el estudio de la funciéon exponencial
considerando primero un niimero real positivo a diferente de 1, para luego definir la funcion

exponencial de base a en el registro algebraico.

La funcion exponencial de base a, f: R — R, indicada por la notacion f(x)=a”, debe
ser definida de modo que tenga las siguientes propiedades, para cualquier x, y € R:

) & a¥=a""Y

2) d=ua

3) x<y = a“<a” cuando a>1y

x<y = a*>a” cuando 0<a<1.(p. 178)

En palabras de Lima et al (2000):

Es interesante observar que si una funcion f: R — R tiene la propiedad (1) de arriba, esto
es, f(x+y)=f(x).f(y), entonces f no puede asumir el valor de 0, a menos que sea
idénticamente nula.

Més ain, si f: R— R tiene la propiedad (1) y no es idénticamente nula entonces
f(x)>0 para todo xe R. (pp. 178, 179)
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Por ejemplo, para justificar que f(x)>0, consideran la propiedad f(x+y)= f(x).f(y) ¥y

realizan el siguiente tratamiento en el registro algebraico:

£ =f(§ + gj =f@ f@ _ Hgﬂ "o

2
Si {f(gﬂ = 0, entonces f(x) = (0 para todo xe R, luego f es la funcion nula, pero ya no

cumpliria la propiedad (3) porque la funcioén es constante.

Seguidamente, Lima et al (2000) muestra un esbozo de la demostracion de la buena definicion de

la funcion f cuya regla de correspondenciaes f(x)=a”", paratodo x € R, considerando primero
a x=neN, luego a x=re( y finalmente cuando x pertenece al conjunto de los nimero

irracionales con el fin de extenderlo al conjunto de los numeros reales, ademas menciona que asi

como esta definida la funcion £, ella verifica las tres propiedades anteriores.

Lima et al (2000, p. 180) sefialan en el registro algebraico y apoyados con argumentos en lengua

natural, algunas otras caracteristicas de la funcion exponencial:

Definiendo f como f(x)=a”, para todo x € R, que cumple las propiedades anteriores,
también cumple las siguientes propiedades:

4) Lafuncién f: R — R™ definida por f(x)= a’, es ilimitada superiormente. (...)
Mias precisamente: si @ >1 entonces a” crece sin limites cuando x > 0 es muy grande. Y

si 0<a<1 entonces a” se vuelve arbitrariamente grande cuando x <O tiene valor
absoluto grande.

5) La funcion exponencial es continua. (...)

En simbolos: [im a* = a™

X=X,

6) La funcién exponencial f: R — R™, f(x)=a”, a® # 1, es sobreyectiva.

En la figura 3, se observa que la representacion en el registro grafico de la funcion f definida

como f(x)=a”.En esta seccion, los autores dan a conocer que la funcion f* es creciente cuando

a >1 y es decreciente cuando 0 <a <1.
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Figura 3: Crecimiento y decrecimiento de la funcién f definida como f(x)=a™
Fuente: Lima et al (2000, p.182). La Matematica de la Ensefianza Media.

Asimismo, Lima et al (2000, p. 182) afirman que el crecimiento exponencial, cuando la base es
mayor que uno, supera al crecimiento de cualquier polinomio y considera como ejemplo a la

ecuacién exponencial y = 2% y a la ecuacién polinémica y = x'°.

Si comparamos y =2* con y = x'%, veremos que:

Para 0 < x <1,077; tenemos que x'° < 2*.
Para 1,077 < x < 58,77; se tiene que x'°> 2*.

Para x > 58,77 ; se tiene que x'° < 2%. (p. 182)

En ese sentido, Lima et al (2000) se apoyan en el registro grafico para ser visibles sus afirmaciones

(figura 4):
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0 X
Figura 4: Comparacion entre las graficas de las ecuaciones y = 2" e y = x'°.
Fuente: Lima et al (2000, p.182). La Matematica de la Ensefianza Media.

A continuacion, Lima et al. (2000) mencionan que las funciones exponenciales juntamente con las
funciones afines y cuadraticas son los modelos matematicos mas usados para resolver problemas
elementales, ademas afirman que estds dos ultimas funciones son las mas importantes en la etapa
universitaria puesto que se aplican a actividades cientificas o profesionales. Por motivos de

rigurosidad, los autores brindan esta informacion en el registro algebraico.

Teorema. (Caracterizacion de la funcion exponencial) Sea f: R — R™ una funcién monétona
inyectiva (esto es, creciente o decreciente). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f(nx)= f(x)" paratodo ne Z ytodo x € R.

2) f(x)=a" paratodo x € R, donde a = f(1).
3) f(x+y)=f(x).f(»), para cualquier x, y € R. (Lima et al. 2000, p. 183)

Los autores mencionan que este teorema puede ser enunciado de modo ligeramente diferente y

sustituir la hipdtesis de que f es monotona por la suposicion de que f es una funcion continua.

El resultado que veremos a continuacion dado en el registro algebraico estd relacionado con la
variacion relativa y variacion porcentual. En efecto, los autores definen primero lo que es una

funcion de tipo exponencial. Luego afirman que toda funcidon de tipo exponencial cumple con
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gx+h)—gx) _
g(x)

anterior.

a”* — 1. Finalmente, enuncian un teorema que es la reciproca de la afirmacion

En palabras de Lima et al (2000, pp. 184, 185):

Diremos que una funcion g: R — R es de tipo exponencial cuando se tiene que g(x)= ba*
para todo x € R, donde a, b son constantes reales positivos. Si a >1, g es creciente y si

0<a<1, ges decreciente.
Sila funcion g: R — R es de tipo exponencial, entonces para cualquier x, 4 € R, los cocientes:
+h)— +h
gx+h)-g(¥) _ x_, | gx+h) _ x
g(x) g(x)
dependen de 4, y no de x.

Mostramos ahora que también vale la reciproca.

Teorema. Sea g: R — R una funcién monétona inyectiva (esto es, creciente o decreciente) tal
gx+h)—g(x)
g(x)

que, para cada x, i € R cualesquiera, €l incremento relativo

de A, y no de x. Entonces, si b=g(0) y a= g)
g(0)

depende apenas

, se tiene g(x) =ba”™ paratodo x € R.

Otro resultado importante es la relacion que existe entre la funcidon exponencial y las progresiones
aritméticas y geométricas. Lima et al (2000) nos lo explican en el registro algebraico y apoyado

en argumentos en lengua natural esta relacion entre estos dos objetos.

Funciones Exponenciales y Progresiones

Sea f: R— R tal que f(x)=bha" una funcion de tipo exponencial. Si X|, Xy, X3, ..., X, ... €S

una progresion aritmética de razon 4, esto es, X, =x,_;+ &, entonces los valores

fxq) =ba™t, f(x,)=ba™?, f(x;)=ba’3,..., f(x,)=ba"",...

forman una progresion geométrica de razon a” pues

£(x,) = ba™n = ba*n-1+h = (bax”—l )ah
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Como el n-ésimo término de la progresion aritmética dada es x,=x+ (n—1)h, se sigue que
— n-1 _h

S(x,)=f(x)A" ", donde A=a".

En particular, si x; =0, entonces f(x;) = b, luego f(x,,)= b. A" 1a progresion geométrica esta

dada por: b, bA, bA>, ..., bA" ...

Esta propiedad, dada en el registro algebraico, es caracteristica de las funciones de tipo

exponencial, de acuerdo al siguiente teorema.

En palabras de Lima et al. (2000, p. 186):

Teorema. Sea f: R — R™' una funciéon mondtona inyectiva (creciente o decreciente) que

transforma toda progresion aritmética X;, X, X3, ..., X, ... €n una progresion geométrica
_JSD

5 s 9 e vy = ) b gro Si b= 0 =
N> V2> M3 V=1 (%) i ponemos fO) y a 0)

tenemos que

f(x)=ba” paratodo xeR.
2.2.2 Analisis de materiales didacticos.

A continuacién analizaremos desde la TRRS, particularmente desde las actividades cognitivas de
formacion, tratamiento y conversion, como se presenta el tema de la funcion exponencial en cada
uno de los materiales didéacticos utilizados en la ensefianza de la funcidon exponencial orientada a

estudiantes de ingenieria con la finalidad de conocer las definiciones, propiedades, y ejemplos.
Libro

Stewart, Redlin y Watson (2012). Precélculo. Matematicas para el calculo. Sexta edicion. Cengage

Learning Editores. México.
En este libro, el objeto matematico funcidon exponencial se presenta de siguiente manera:

Inicialmente, proponen un ejemplo en el registro algebraico de la funcion f definida como:

f(x) = 2% para inducir a la nocion de funcion exponencial. Por su parte, Lima et al (2000) también
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propone las ecuaciones y =2y y=10" para explicar que la grafica de la ecuacion exponencial

crece mas rapido que la grafica de la ecuacién polindmica.

Tratamientos en el registro numérico:

f3)=2"=8
f(10) = 2" = 1024
£(30) = 2% = 1,073,741,824

Compare esto con la funcién g(x) = »%, donde g(30) = 30* = 900. El punto es que cuando
la variable estd en el exponente, incluso un pequeio cambio en la variable puede causar un
cambio muy grande en el valor de la funcién.

Cuadro 13: Tratamiento en el registro numérico.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012, p. 302). Precélculo. Matematicas para el calculo.

En la cuadro 13 se observa la rapidez con la que aumentan los valores de la funcion. Lo que se

quiere resaltar es el crecimiento rapido de la funcién exponencial.

Definicion y ejemplos en el registro algebraico:

La funcién exponencial con base a esta definida para todos los nimeros reales

fx) = a'

X por

dondea > 0ya # L

Cuadro 14: Definicion de la funcion exponencial en el registro algebraico.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012). Precalculo. Matematicas para el calculo.

Suponemos que a@ # 1 porque la funcién f(x) = 1* = 1 es precisamente una funcién
constante. A continuacién veamos algunos ejemplos de funciones exponenciales:

flx) = 2° g(x) = 3* h(x) = 10

Base 2 Base 3 Base 10

Cuadro 15: La base es diferente de uno.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012, p. 302). Precélculo. Matematicas para el calculo.

Note en el cuadro 14 que aiin no se menciona que la funcion es creciente para a > 1 y decreciente
para 0 <a < 1. De igual forma lo define Lima et al (2000) e incluso muestra un grafico en donde

se muestra cuando la funcion f* es creciente y decreciente. En el cuadro 15 se observa que la base
tiene que ser diferente de 1, caso contrario, resultara ser que la funcion f es la funcion constante

cuya regla de correspondencia es f(x)=1.
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Tratamientos en el registro numérico promoviendo el uso de la calculadora:

EJEMPLO 1 | Evaluacién de funciones exponenciales

Sea f(x) = 3"y evalde lo siguiente:

@ f(2) (M) f(=3
(© f(m) @ f(V2)
SOLUCION  Usamos calculadora para obtener los valores de f.
Tecleo en calculadora Salida
@ f(2)=3"=9 [9]
(b) f(=%) =377 ~04807 [3][+][J[=][2][=][3]D][enter] [0.4807498]
© f(m)=3"~31544  [3)[x])[z)[Enren]
@ f(V2) = 3 ~ 47288

Cuadro 16: Tratamientos en el registro numérico.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012, p. 303). Precélculo. Matematicas para el calculo.

En la cuadro 16 se muestran una serie de ejercicios en donde se pide evaluar, todos los ejercicios
a excepcion del ejercicio (a), se requiere el uso de una calculadora. Ademas, observamos que la
variable x toma un valor natural, luego un valor racional y finalmente dos valores irracionales,

estos ejemplos indican que el dominio de la funcion f se extiende hasta el conjunto de los

nameros reales.

Ejemplos en el registro algebraico, numérico y grafico:

Trace la gréfica de cada funcién.

l X
(a) f(x) =3 (b) g(x) = ( 3 )
SOLUCION  Calculamos valores de f(x) y g(x) y localizamos puntos para trazar las gra-
ficas de la Figura 1.

x f)=3" | g@)=()
-3 o 27
-2 s 9
-1 3 3
0 1 1
1 3 1
2 9 ¥
3 27 =

X
o 1Y
Observe que glx) ==
' 3

Figura 5: Ejemplos en el registro algebraico, numérico (presentado en forma ordenada y secuencial) y
grafico.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012, p. 303). Precélculo. Matematicas para el calculo.
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En la figura 5 se muestra el proceso de solucion de dos ejercicios dados en el registro algebraico.
Primero se seleccionan 7 valores numéricos convenientes en el dominio de cada funcion, luego se

evalia f y g en dichos puntos, los valores numéricos encontrados se colocan en una tabla de

forma ordenada y secuencial. Esos pares de numeros se convierten en pares ordenados cuando se
ubican plano cartesiano y se los representa como puntos por donde se trazan curvas las cuales
representan a las graficas de las funciones. Note que ambas graficas son continuas tal como lo

menciona Lima et al (2000) cuando afirma que la funcion exponencial es continua.

-
—
o .
f

Il

>J
-

Il
(R]

1 .
T T T T Ll
X

0 1

Figura 6: Ejemplos en el registro grafico para diferentes bases de la funcion exponencial.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012, p. 304). Precélculo. Matematicas para el calculo.

En la figura 6 observamos una familia de funciones exponenciales dadas en el registro grafico que
pasan por el puntos (0;1), aqui se puede notar dos tipos de funciones, unas crecientes y otras

decrecientes, esto sirve de preambulo a la definicion de funcidon exponencial.

Definicion y ejemplos en el registro algebraico y grafico, considerando el dominio, rango y

la asintota.

En la figura 7 se observa como definen los autores, en el registro algebraico, al objeto funcion
exponencial cuando @ > 1 y cuando 0 < a < 1, considerando su dominio, rango, la asintota
horizontal y el intercepto con el eje y. Ademas, incluyen las graficas cuando la funcion creciente
y decreciente. Ademas, para dar realce a la definicion, muestran dos gréficas, una creciente y otra

decreciente en donde se observa la asintota horizontal y el intercepto con el eje y.
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La funcién exponencial  f(x) = a* (a=0,a#1)

tiene dominio R y rango (0, c0). La recta y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal
de f. La gréfica de f tiene una de las siguientes formas.

yA VA

(0, 1)

/(0.1)

0 X 0 X

flx)=a"paraa > 1 flx)=a"para0 <a <1

Figura 7: Definicion de la funcion exponencial paraa> 1y 0<a <1.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012, p. 304). Precalculo. Matematicas para el calculo.

Transformaciones de funciones exponenciales.

En la figura 8 observamos 3 ejemplos planteados en el registro algebraico sobre transformaciones

de funciones exponenciales, en el cual se les solicita que grafiquen. Cada grafica tiene su

respectiva justificacion a partir de la funcion f definida como f(x)=2". En las graficas

podemos observar que las transformaciones que se han considerado son las siguientes:

(a) Translacion vertical hacia arriba.
(b) Reflexion con respecto al eje y.

(c) Translacion horizontal hacia la derecha.
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(a) g(x) =1+ 2" (b) h(x) = =2* (€) k(x) = 2!

SOLUCION

(a) Para obtener la grifica de g(x) = 1 + 2%, empezamos con la grifica de f(x) = 2y la
desplazamos | unidad hacia arriba. Observe de la Figura (a) que larectay = 1 es
ahora una asintota horizontal.

(b) De nuevo empezamos con la gréfica de f(x) = 2%, pero aqui reflejamos en el eje x para
obtener la gréfica de h(x) = —2* que se ve en la Figura (b).

(c) Esta vez empezamos con la gréfica de f(x) = 2* y la desplazamos a la derecha 1 uni-
dad para obtener la grifica de k(x) = 2*~' que se muestra en la Figura (c).

YA y=1+2" v YA

Asintota
horizontal

(a) (b) (c)

Figura 8: Transformaciones de la funcién exponencial.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012, p. 305). Precalculo. Matematicas para el calculo.

Ejemplo aplicativo: Interés compuesto.

En el cuadro 17 observamos la regla de correspondencia de la funcion interés compuesto 4, la cual
estd redactada en el registro algebraico y tiene como variable independiente al nimero de afios

representada con la letra .

El interés compuesto se calcula con la férmula

Ar) = P(l I "—1)1

donde A(r) = cantidad después de t anos
P = principal
r = tasa de interés por ano

n = ndmero de veces que el interés se capitaliza por afo

-~

= numero de anos

~

Cuadro 17: Férmula para hallar el interés compuesto.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012, p. 306). Precéalculo. Matematicas para el calculo.
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En el cuadro 18 se muestra un ejemplo aplicativo de la funcion interés compuesto enunciado en el

registro de lengua natural.

EJEMPLO 6 | Calculo de interés compuesto

Una suma de $1000 se invierte a una tasa de interés de 12% al ano. Encuentre las cantidades
en la cuenta después de 3 afios si el interés se capitaliza anual, semestral, trimestral, men-
sualmente y a diario.

Cuadro 18: Ejemplo aplicativo de la funcién exponencial.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012, p. 306). Precélculo. Matematicas para el calculo.

En el cuadro 19 podemos observar el desarrollo del problema, notamos la conversion del registro

en lengua natural al registro numérico, también tratamientos en este registro numérico.

SOLUCION Usamos la férmula de interés compuesto con P = $1000, r = 0.12y t = 3.

Capitalizacion n Cantidad después de 3 aiios
0.12\'®

Anual 1 1000{ 1 + I = $1404.93
0.12\*

Semestral 2 1000{ 1 + - = $1418.52
0.12\*

Trimestral 4 1000{ 1 + 4 = $1425.76
0.121\ )

Mensual 12 1000{ 1 + T = $1430.77
0.12 )%

Diario 365 100()(1 + 365 ) = $1433.24
0.

Cuadro 19: Solucion usando tratamientos en el registro numeérico.
Fuente: Stewart, Redlin y Watson (2012, p. 307). Precalculo. Matematicas para el calculo.

En la presentacion del objeto matematico funcion exponencial, Stewart, Redlin y Watson (2012)
presentan un ejemplo cléasico y utilizado en varios libros de matematica superior, esto es, la funcion
S definida como f(x)=2%. Luego, la pasan a la definicion formal de la funcién exponencial y

los ejemplos desarrollados pasan del registro algebraico al registro numérico y tabular, para luego
representarlo en el registro grafico. Cabe sefialar que para el tratamiento en el registro numérico
recurren al uso de la calculadora. El registro tabular no es mencionado por Duval, sino otros autores

como Font (2000).
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Observamos que Lima et al (2000) menciona seis propiedades, por ejemplo, nos dice que una
funcion exponencial es ilimitada, continua y sobreyectiva, sin embargo, Stewart, Redlin y Watson
(2012) no lo mencionan, ni tampoco mencionan que la funcidén exponencial crece rdpidamente a
medida que la base a >1 aumenta. Otro punto a observar es que mientras Lima et al (2000) dan
unas pautas sobre la relacion entre la funcidon exponencial, y las progresiones aritméticas y

geométricas, los autores del libro de Precalculo no lo dan a conocer.
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CAPITULO III: ASPECTOS DEL MARCO TEORICO Y
METODOLOGICO

En el presente capitulo mostraremos algunos elementos de la Teoria de Registros de
Representaciones Semidticas y de la metodologia que utilizaremos en nuestra investigacion, la

Ingenieria Didactica

3.1 ASPECTOS DE LA TEORIA DE REGISTROS DE REPRESENTACIONES
SEMIOTICA

Antes de sefialar algunos aspectos de la Teoria de Registros de Representaciones Semidticas
(TRRS), haremos un comentario conciso sobre el responsable del desarrollo de esta teoria,
Raymond Duval (filosofo y psic6logo de formacion), catedratico de la Universidad Louis Pasteur
de Estrasburgo, quien ademas trabajé en el Instituto de Investigacion en Educacion Matematica
(Institut de Recherche sur I’enseignement des Mathématiques - IREM) desde 1969 a 1995. En este
instituto formo parte en varias investigaciones con estudiantes de 11 a 16 afios, todos estos
estudios y experiencias lo llevaron a escribir reconocidas obras como “Semiosis y Pensamiento
Humano. Registros semioticos y aprendizajes intelectuales”, publicada en 1995. En esta obra se
desarrolla la teoria de representaciones semioticas y analiza el funcionamiento del pensamiento
durante la adquisicion de conocimiento. Segiin Duval (1999): “las representaciones semioticas no
solo son indispensables para fines de comunicacion, sino que también son necesarias para el
desarrollo de la actividad matematica misma”, (p. 5). Sus temas de investigacion se centraron
principalmente en la comprension de textos, la argumentacion, el razonamiento y los diversos tipos

de visualizacién en matematica.
Al respecto Duval (2004, p.24) menciona que:

La actividad matematica es un tipo de actividad que, a pesar de su universalidad cultural, a pesar
de su caracter puramente intelectual, supone una manera de pensar que no es nada espontanea para
la gran mayoria de alumnos y de adultos. Necesita modos de funcionamiento cognitivos que
requieren la movilizacion de sistemas especificos de representacion. Estos sistemas constituyen
registros de representacion semidtica. Su integracion a la arquitectura cognitiva de los sujetos es
la condicion absolutamente necesaria para poder comprender en matematicas.
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Segun Duval (2003), para acceder a la comprension de un objeto matematico, se necesita por lo
menos de la articulacién de dos registros de representacion, el mismo objeto puede ser dado por
medio de representaciones diferentes, cualquier accion, actividad cognitiva o tratamiento se realiza
sobre dichos registros de representacion. Con referencia a la comprension del objeto funcion
exponencial, su acceso no debe restringirse al uso de un solo registro, sino que debe incluir la

capacidad de transitar la informacion de un registro a otro.

En ese contexto, Duval (2006) manifiesta que no debe de haber confusion, en ninguin momento,
entre el objeto matematico y su representacion, caso contrario estariamos incurriendo en un error
que con el tiempo desembocaria en una serie de dificultades y seria un obstdculo para la

comprension no solo del objeto de estudio, sino también de otros objetos matematicos.
En palabras de Duval (2006):

Es esencial no confundir los objetos matematicos con sus representaciones. Toda confusion entre
objeto y su representacion, provoca en un plazo mas o menos amplio, una pérdida de comprension;
los conocimientos adquiridos se hacen rapidamente inutilizables por fuera de su contexto del
aprendizaje, sea por no recordarlos, o porque permanecen como representaciones inherentes que
no sugieren ninguna transformacion productora. No puede haber comprension en matematicas si
no se distingue un objeto de su representacion.

Por otro lado, es importante sefialar que en las actividades que propongamos, se plantearan
preguntas orientadas para que el estudiante transite la informacion por diversos tipos de
representaciones semidticas, con el fin de que el estudiante vaya adquiriendo una comprension
adecuada del objeto matematico de estudio. Segun Duval (2006), las matematicas son el campo en
el que nos encontramos con la mas amplia variedad de sistemas semiodticos de representacion,
desde aquellos comunes a cualquier area del conocimiento humano como el lenguaje natural, hasta
aquellos sistemas especificos e inherentes a las matematicas como signos algebraicos, y

expresiones formales y rigurosas.
En esa linea, Villasefior (2011, pp. 7, 8) afirma que:

Siempre que hacemos matematicas, inevitablemente usamos algun tipo de representacion, ya sea
a través del lenguaje natural o mediante los signos y graficas propios de las matematicas. Un texto
o un discurso, una notaciéon convencional, un cierto tipo de grafica, las figuras geométricas,
etcétera, son ejemplos de representaciones. Usamos todo ello con el fin de que el estudiante
desarrolle un significado adecuado para un cierto objeto o concepto matematico.
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En la actualidad, uno de los temas de investigacion que cobran mayor atencion e interés en el
campo educativo y de la didactica de la matematica es precisamente el tema de las representaciones
(Bosch, 1994; Bosch y Chevallard, 1994; Descaves, 1999; Dubinsky, 1991, 1996; Duval, 1993,
1995; Contreras et al 2004; Godino, 1994, 1998; Hughes, 1987; Hurbert y Carpenter, 1992; Kaput,
1987, 1991, 1992; Peltier, 2003; Riviere, 1986; Tall, 1998; Vergnaud, 1991, 1994, 2007; entre
otros, citado por Font, 2000). Segin Tamayo (2006), desde el punto de vista de las ciencias
cognitivas, las representaciones son consideradas como cualquier nocién, conjunto de signos o
simbolos que significan algo del mundo exterior o de nuestro mundo interior. A la par, otro
concepto que comenz6 a formar parte de las investigaciones en didactica de la matematica, segun
D’Amore, Fadifio y Lori (2013), es el concepto de semidtica. Al respecto, Cobley y Jansz (2004,
p. 4) mencionan que: “La semidtica como disciplina es el analisis de los signos o el estudio del
funcionamiento de sistemas de signos”. Y segun Duval (1999a), fue Pierce el primero en reconocer
la importancia de la semiosis en la logica, ademas fue el primero en clasificarla en tres tipos:
iconos, simbolos e indices, sin embargo, deja de lado las posibles relaciones entre diferentes

sistemas semioticos y el problema de la conversion de las representacion de un sistema a otro.
Ahora veamos algunos aspectos de la TRRS:

Iniciamos esta seccion enunciando la famosa paradoja cognitiva del pensamiento matematico de
Duval (1993, citado y traducido por D’ Amore, Fandifio, Iori y Matteuzzi, p. 180) y posteriormente

profundizamos en algunos puntos:

(...) por un lado, el aprendizaje de los objetos matematicos solo puede ser un aprendizaje
conceptual y, por el otro, es solo a través de representaciones semioticas que es posible una
actividad sobre los objetos matematicos. Esta paradoja puede constituir un verdadero circulo
vicioso para el aprendizaje. ;Como, sujetos en fase de aprendizaje, podrian no confundir los
objetos matematicos con sus representaciones semioticas si ellos Unicamente pueden tener
relacion con las representaciones semioticas? La imposibilidad de un acceso directo a los objetos
matematicos, mas alla de cualquier representacion semiotica, hace la confusion casi inevitable. Y,
por el contrario, ;como pueden los estudiantes adquirir el dominio de los tratamientos
matematicos, necesariamente ligados a las representacion semioticas, si no tienen el domino
conceptual de los objetos representados? Esta paradoja es aun mas fuerte si se identifica actividad
matematica con actividad conceptual y si se consideran las representaciones semidticas como
secundarias o extrinsecas.
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3.1.1 Representacion mental y representacion semiotica

En la TRRS, se considera que no hay conocimiento matematico que pueda ser movilizado por un
individuo fuera de toda actividad de representacion, puesto que los objetos matematicos no son
objetos reales, por tal motivo requieren de la utilizacion de varios sistemas de representacion
(como por ejemplo: las figuras geométricas, el lenguaje algebraico, grafico, y la lengua natural)
que son fundamentales para el ejercicio y el desarrollo de actividades cognitivas como la
conceptualizacion, el razonamiento, la resolucion de problemas y la comprension de textos. De

esta manera el estudiante aprende, construye y se apropia del concepto del objeto matematico.

Con respecto a las representaciones, Font (2000) menciona que Duval distingue tres tipos de
representaciones, mentales, semidticas y computacionales; en esta investigacion hacemos mencion

de las dos primeras.
v Representaciones mentales

Las representaciones mentales, también llamadas representaciones internas o privadas,
tienen su base en la psicologia cognitiva. Segiin Duval (1999a, 2006), estas representaciones
son obtenidas de un conjunto de imagenes, concepciones, creencias y fantasias que un sujeto
tiene de un objeto o de una situacion, su campo de accidn es nuestra mente y son de caracter
netamente internas, por tanto, no pueden ser percibidas por nuestros sentidos. Para hacerlas

visibles y accesible se requiere de las representaciones semiodticas.
Al respecto, Duval (1999a, p. 35) afirma:

Las representaciones mentales son las que permiten mirar el objeto en ausencia total de
significante perceptible. Por lo general, se igualan con las "imagenes mentales" en tanto que
entidades psicologicas que han tenido una relacion con la percepcion. Pero las representaciones
mentales cubren un dominio més amplio que el de las imagenes. Es necesario incorporar en ellas
no solo los conceptos, las nociones, las "ideas", sino también las creencias y las fantasias, es decir,
todas las proyecciones mas difusas y mas globales que reflejan los conocimientos, y los valores
que un individuo comparte con su medio, con un grupo particular o con sus propios deseos.

Mas adelante veremos que existe una ‘interacciébn’ un tanto compleja entre las

representaciones mentales y las representaciones semioticas.
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v Representaciones semiéticas

Las representaciones semioticas o externas, segiin Duval (1995), son producciones humanas
constituidas por el empleo de signos y que pertenecen a un sistema de representacion, el cual
tiene sus propias restricciones de significacion y de funcionamiento. Las representaciones
semioticas son medios que disponen los individuos para exteriorizar sus representaciones
mentales, a través de ellas nos dan ideas de lo que el sujeto ha representado internamente.
En matematica, las representaciones semidticas y como se accede a ellas son indispensables
y cruciales para la adquisicién y comprension de un concepto por parte del estudiante, pues
a través de estas representaciones podemos realizar diversas funciones como tratamientos y
conversiones, estos dos conceptos lo veremos mas adelante. Ademads, las representaciones
semioticas son medios para la produccidon de conocimientos, cuanta mas representaciones
semiodticas sobre un mismo objeto, mas se enriquece el conocimiento y la utilidad, es decir,

mas se enriquece la comprension sobre dicho objeto.
Al respecto, Duval (1995) afirma:

Las representaciones semioticas, es decir, aquellas producciones constituidas por el empleo de
signos (enunciado en lenguaje formal, férmula algebraica, grafico, figura geométrica...), no
parecen ser mas que el medio del cual dispone un individuo para exteriorizar sus representaciones
mentales, es decir, para hacerlas visibles o accesibles a los otros. (p.14)

En esa direccion, se identifica una actividad relacionada a la produccion de representaciones y
otra a la aprehension conceptual del objeto, al respecto Duval (1999, p, 6) las llama semiosis y
noesis respectivamente, y afirma que: “no hay noesis sin semiosis”, es decir no habra comprension

del objeto matematico sin la identificacion y uso de varias representaciones semioticas.

Por otro lado, Duval (1999a) menciona que no puede haber una correspondencia directa entre
ambas representaciones, los motivos son los siguientes: Puede haber una gran diferencia entre las
representaciones mentales de un sujeto y las representaciones semidticas que él produce para
expresar las primeras. Las representaciones semioticas presentan un grado de libertad, necesario
para todo tratamiento de la informacion, las representaciones mentales no lo tienen. Por tltimo,
existen diversas formas de representaciones semioticas de un mismo objeto, esto es esencial para
el tratamiento y la conceptualizacion de dicho objeto. Ahora hablaremos sobre los registros de

representaciones semioticas.
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3.1.2 Registros de representaciones semioticas

Duval (1999a, 1999b) define a los registros de representacion semiotica como sistemas particulares
de representacion semidtica que deben de cumplir tres actividades cognitivas fundamentales: la
formacion, el tratamiento y la conversion. La primera esta relacionada con una representacion

metal y las otras con la transformacion de las representaciones
A continuacion, detallamos brevemente en que consiste cada una de las tres actividades cognitivas:

1) La formacion hace referencia a la identificacion o reconocimiento de una representacion
dentro de un registro semidtico particular. Sea para expresar una representacion mental o
para evocar un objeto real, la formacion siempre implica una seleccion dentro de una
agrupacion de caracteres determinados de un registro. Por ejemplo, el enunciado de una
frase u oracion, la elaboracion de un dibujo, esquema o grafica, la escritura de una
expresion algebraica, féormula escrita, etc. Esta formacion debe acatar las reglas propias
del registro dado, la razon es asegurar las condiciones de identificacion y de
reconocimiento de la representacion, asi como también la posibilidad de su utilizacion

para los tratamientos posteriores.

Para ilustrar este punto, consideremos a modo de ejemplo a la funcién exponencial f,

evaluada en los puntos 0, 1 y 2, donde podemos notar que la formacion esta sujeta a reglas

propias del sistema algebraico para funciones reales de una variable real:
f(x)=4b"
donde: 4, = f(0), A4, es el valor inicial

f(1)=10, f(2)=40
b: base

2) El tratamiento de una representacion es la transformacion de una representacion (inicial)
a otra representacion (final) en el mismo registro donde ha sido considerada y con
respecto a una situacion, cuestion, problema o necesidad , es decir, es una transformacion
interna que responde a un problema o necesidad dentro de una situacion planteada,

teniendo en cuenta las reglas propias del registro de representacion (por ejemplo, si
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estamos en el registro algebraico, tener en cuenta las operaciones algebraicas). Segin
Duval (2004), el tratamiento en el registro de lengua natural seria la parafrasis o
reformulacion en lengua natural. Con respecto al registro gréfico, el autor manifiesta que
el tratamiento en este registro seria, por ejemplo, discriminar las caracteristicas de dos

graficas.

Para la resolucion de un problema, la conversion y el tratamiento lo son todo, se necesita
la eleccion del mejor registro en donde se pueda efectuar el tratamiento correspondiente.
Cuanto mas eficiente sea el tratamiento, mayor reconocimiento adquiere el registro. En
palabras de Duval (2006, p. 149): “lo que importa es el tratamiento, que es el que hace
relevante la eleccion del “mejor” cambio de registro (economia de medios, mas potencia

para la generalizacion, o mas intuitivo...) para resolver el problema dado”.

Para ilustrar este punto, consideramos a la funciéon exponencial f definida como
f(x) =4b™, bajo las siguientes condiciones:

A4, =1(0), 4, es el valor micial, f(1) =10, f(2) = 40, con b: base y k: constante

Ahora utilizamos como tratamiento algunas operaciones algebraicas, en efecto:

Tratamiento

Ay = £(0)=4b° = 4
Luego, f(x)=A4,b*

Evaluamos
donde: 4, = f(0), 4, es el valor inicial | £(1) = A,b =10 tdividiendo: b =4

(x) =4b” (Representacion inicial)
P

2
f(1)=10, f(2) =40 f(2) =4,b" =40
1 _ X
b: base Asi, M
Representacion
final

Transformacion interna
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En el esquema apreciamos un tratamiento o transformacion interna de la expresion
f(x) =AbK* a la expresion f(x) = 4, 4* mediante operaciones algebraicas dentro del

registro algebraico

3) La conversion es una transformacién de la representacion de un objeto, situacion o
informacion dada en un registro de representacion semidtica, en otra representacion del
mismo objeto, situacion o informacion en otro registro de representacion semidtica. La
conversion es una transformacidon externa con respecto al registro de representacion
inicial, conservando el contenido total o parcial de dicha representacion inicial, por tanto,
es necesario seleccionar aquellos elementos relevantes en el registro de representacion
final y reorganizarlos para su tratamiento. Asi por ejemplo, al representar el enunciado de
un problema por medio de una ecuacidn, se realiza la conversion del registro de
representacion en lengua natural al registro algebraico, en dicho proceso se pierden

algunos elementos del discurso en lengua natural.

Un hecho resaltante es que la conversion es el resultado de la comprension del objeto
matematico de estudio, a veces se necesita mas de una conversion para tal objetivo. En
palabras de Duval (2006, p. 149): “parece ser que la conversion es un proceso cognitivo
mas complejo que el tratamiento. El problema que la mayoria de estudiantes encuentra es
tan profundo que la conversion puede ser considerada como el umbral de la
comprension”, esto quiere decir que la conversion es la actividad cognitiva menos

espontanea y no tan facil de adquirir por la mayoria de estudiantes.

A continuacién, veamos dos ejemplos relacionados con estas actividades cognitivas
fundamentales. El primero es propuesto por Duval (2006), cuadro 20, en ¢l observamos
un problema sobre edades presentado en el registro de lengua natural, la conversion del
registro de lengua natural al algebraico y el tratamiento en el registro algebraico. En este
ejemplo se observa la definicion de la variable x como la edad de Pedro y a partir de alli
se define la edad de Juan; en el tratamiento se pierde la idea de la edad de Pedro y de

Juan.
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TRANSFORMACION
de una representacion semidtica en otra.
Juan es 3 afios mayor que Pedro, juntos tienen 23 afios de edad.
(Qué edad tienen?

/\

CONVERSION
Cambiando el sistema semiotico (el
registro) usado sin cambiar los objetos

TRATAMIENTO
Manteniendo el mismo
sistema semiotico.

indicados.
! x+(x+3)=23
x+(x+3)=23 2x+i:23
\’
2x=23-3
2

Cuadro 20: Los dos procesos cognitivos fundamentales del pensamiento.
Fuente: Duval (2006, p. 146)

El segundo ejemplo que hemos considerado es un problema de crecimiento poblacional,

tomado de investigacion de Advincula (2010, p. 166), cuadro 21, el cual estd enunciado

en lengua natural de la siguiente manera:

La poblacion mundial al inicio del afio 1990 era de 5,3 mil millones de habitantes. Si
la poblacion continta creciendo a una razén de aproximadamente 2% al afio.
Determine la funcion que exprese la poblacion mundial (en miles de millones) como

funcion del tiempo, donde el tiempo igual a cero corresponde al afio 1990.

Cuadro 21: Ejemplo de un problema de crecimiento poblacional.
Fuente: Advincula (2010, p. 166)

Solucién:

Para determinar la funcion que exprese la poblacion mundial dependiente del tiempo e

miles de millones, realizamos los cambios de registro (del registro de lengua natural al

registro numérico, y del numérico al registro algebraico) y los tratamientos

correspondientes, por ejemplo:
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Afios Operaciones
0 53

Factorizacion y operaciones
numéricas, por ejemplo:

1 5,3+ 2%(5,3) 5,3(1,02)
=5,3(1+0,02)
=5,3(1,02)
2 5,3(1,02) +2%][5,3(1,02)] 5,3(1,02)>

30| 530,02 +2%)| 5,301,027 | | 5,31,02)°

4| 530,027 +2%[ 530,027 | | 5.30,00)*

t P(f) = 5,3(1,02)

Respuesta: La funcion que expresa la poblacion mundial es la funcion exponencial
representada por Py definida como P(¢) = 5,3(1, O2)t, donde ¢ es el tiempo en miles

de millones de afios.

Otro punto a tomar en cuenta es la posibilidad de realizar la actividad cognitiva de
conversion en ambos sentidos, aunque también cabe la posibilidad de que el transito

inverso de uno de los registros al otro sea un tanto mas complicado.

De estas tres las actividades cognitivas, la formacién y el tratamiento son las mas
utilizadas por los docentes en el proceso de ensefianza, por ejemplo, muchos docentes
creen que las operaciones en el registro algebraico merecen mayor reconocimiento que
las resoluciones de problemas en otros registros, y si usan la conversion, solo se limitan
a la conversion clésica y tradicional, del registro de lengua natural al numérico, del
numérico al grafico y finalmente del grafico al algebraico (Castro, Gonzalez y Ramirez,

2016).
v' Registros de representacion en Matematicas

Acorde con lo manifestado anteriormente, Duval (199b, 2004, 2006) considera que
existen por un lado registros de tipo discursivo y no discursivo, y por otro lado registros

monofuncionales y multifuncionales:
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1) Los registros discursivos son aquellos que utilizan una lengua natural y sirven para
enunciar proposiciones y transformar expresiones, ademds permiten describir, inferir,

declarar, denotar, razonar, hasta incluso calcular.
Ejemplo: Argumentos de forma verbal o escrito.

2) Los registros no discursivos son aquellos que muestran configuraciones de formas y
organizaciones, estos registros nos permiten visualizar aquello que no es dado de forma

visible.
Ejemplo: Figuras geométricas.

3) Los registros monofuncionales son aquellos que se especializan en tratamientos de
tipo algoritmico, son del tipo técnico y formal, tienen mayor contundencia en el

tratamiento que los multifuncionales.
Ejemplo: Escritura simbdlica, sistemas algebraicos.

4) Los registros multifuncionales son aquellos que son utilizados en diversos campos
de la vida cultural y social, sus tratamientos no son algoritmicos y favorecen la
aplicacion de diversas actividades cognitivas como la comunicacidn, procesamiento,

imaginacion, etc.
Ejemplo: Graficas cartesianas.

A manera de resumen, presentamos el cuadro 22 elaborado por Duval (2006) acerca de
estos cuatro registros, aqui observamos que la lengua natural es un registro multifuncional
y discursivo, las figuras geométricas son multifuncionales y no discursivas, la escritura
simbdlica es monofuncional y discursiva, y los sistemas cartesianos son monofuncionales

y no discursivos:
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Representaciones resultantes de
operaciones discursivas:
denotacion, declaracion,
inferencia razonamiento.

(Registros discursivos)

Representaciones no discursivas:
visualizar.
(Registros no discursivos)

Registros
Multifuncionales
Los tratamientos
no son

En lenguaje natural:

Oral o escrito.

Explicaciones, asociaciones,
razonamientos (argumentaciones
desde la observacion, creencias,

Iconicos:

Dibujos, esquemas, patrones.
No iconicos:

Figuras geométricas como:
configuraciones de forma, en el
plano o en perspectiva.

algoritmicos. deduccion valida a partir de Aprehension operativa y no
definiciones o de teoremas, etc.) solamente aprehension perceptual.
Construccion con instrumentos.
Registros En sistemas simbolicos, sistemas
Monofuncionales | numéricos: binario, decimal, Graficos cartesianos:

Los tratamientos
son
principalmente
algoritmicos.

fraccionario. Sistemas de notacion
simbolicos o algebraicos,
lenguajes formales. Computacion,
pruebas.

Cambio de sistemas de
coordenadas, interpolacion,
extrapolacion. Diagramas, graficas

Cuadro 22: Clasificacion de diferentes registros en la actividad matematica.
Fuente: Duval(2006, p. 110)

Segtin Duval (2017), la nocion de registro de representacion semidtica se introdujo para
explicar los tratamientos y las conversiones que distinguen la actividad matematica de las

otras formas de actividad intelectual.

A continuacion, mostramos cuatro tipos de registros (lengua natural, numérico, algebraico
y grafico) considerados por Duval (1999), los cuales hemos tomado en cuenta en la

elaboracion de nuestra actividad.
Registros de representacion para la funcion exponencial.

Primero consideramos los conceptos de cada uno de los registros desarrollados y
estudiados por Duval (1999), quien nos muestra 5 tipos de registros (lengua natural,
numérico, algebraico, grafico y figural), de los cuales solo utilizaremos 4 de ellos (lengua
natural, numérico, algebraico y grafico), después mostramos dos ejemplos con registros

de representacion para la funcion y la funcién exponencial
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1.

Registro de representacion en lenguaje natural: Este registro es ideal para
introducir definiciones, asi como hacer descripciones, explicaciones y plantear

problemas que giren alrededor de la funcién exponencial.
Al respecto, Chamorro (2007, p. 131) nos dice que:

La mayoria de los problemas que se proponen son dados en este registro con las siguientes
caracteristicas: Describir en lengua materna una situacion de la vida real (en algunos casos
se acompana de dibujos que juegan un papel auxiliar decorativo), resaltar aspectos
cuantitativos de la situacion (comunmente los datos numéricos se utilizan en la solucion y
suelen ser suficientes sin que falte o sobre alguno) y expresar aumentos, disminuciones,
comparaciones como perder, comprar, regalar, (...) para inducir las operaciones asociadas.

Cabe mencionar que, segun Duval (2017), la originalidad y poder de este registro
radica en que actian simultdneamente la comunicaciéon y todas las funciones
cognitivas. Ademas considera que el lenguaje puede ser un codigo o un registro

dependiendo si favorecemos a la funcion comunicativa o cognitiva respectivamente.

Registro de representacién numérico: Este registro permite realizar operaciones de
calculo, aplicar operaciones como pueden ser la conmutativa, asociativa, distributiva,
etc,, necesarias para resolver diversos problemas. Ademas, permite observar algunas
caracteristicas de los objetos matematicos, por ejemplo, en el siguiente cuadro se

observa como a medida que los valores de x aumenta, 2" (potencias de 2) crece

rapidamente.

x [gERF Pl 9 11 13 15
2% 12832128 | 512 | 2048 | 9192 | 36768

En general, segiin Duval (2017, p. 48), “los sistemas numéricos son registros y no

cddigos como los alfabetos™.

Registro de representacion grafico: Este registro permite deducir, de manera visual,
el comportamiento que va seguir la funciéon exponencial, asi como realizar
tratamientos propios de su registro como son las traslaciones, reflexiones, simetrias,

contracciones, dilataciones, etc.; este registro hace uso del plano cartesiano.
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4. Registro de representacion algebraico: Este registro muestra caracteristicas

particulares de manera formal y rigurosa de la funcidon exponencial.

Los registros de representacion relacionados con el concepto de funcion y en particular la

funcion exponencial ponen a consideracion diversos procesos cognitivos.
Al respecto, citamos a Font (2001), quien sefiala que:

La representacion verbal se relaciona con la capacidad lingliistica de las personas, y es basica
para interpretar y relacionar las otras tres; la representacion en forma de tabla se relaciona con
el pensamiento numérico; la representacion grafica se conecta con las potencialidades
conceptualizadoras de la visualizacion y se relaciona con la Geometria y la Topologia;
mientras que la expresion analitica se conecta con la capacidad simbolica y se relaciona
principalmente con el Algebra. (p. 182)

Por su parte, Javier (1987) considera que el aprendizaje de las funciones no debe de
restringirse al uso de una sola forma de representacion (€l lo llama representacion
ostensible), sino que debe incluir la capacidad de transitar de una representacion a otra.
En ese sentido, elabora un cuadro (23) para organizar las diferentes formas de transitar
entre las representaciones. Font (2001) considera las ideas de Javier y menciona que estas

actividades que se pueden trabajar en clase.

hacia SLaciO Expresion
descripcion Tabla Grafica pres
desde analitica
verbal
Situacion, Distintas Estimacion /
descripcion N calculo de la Boceto Modelo
descripciones
verbal tabla
Lect 1 ! .
S & Modificacién | Trazado de la . -
Tabla relaciones . Ajuste numérico
L de la tabla grafica
numeéricas
Variaciones de
Interpretacion | Lectura de la escalas . ,
fi . . . ’ Ajuste grafico
Grafica de la grafica grafica unidades, Juste £
origen, etc.
., Interprs:tacmn Calculo de la ., :
Expresion | de la formula Representacion | Transformaciones
e . ., tabla dando . .
analitica | (interpretacion grafica de la formula
. valores
de pardmetros)

Cuadro 23: Tabla de conversiones.
Fuente: Adaptacion de Font (2001, p. 182) de la tabla propuesta por Javier (1987).
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Cabe sefialar que Duval (1999) menciona al registro tabla, pero no lo utiliza como parte

de sus investigaciones.

A continuacion, presentamos algunas caracteristicas de los cuatro tipos de registros de
representacion semidtica en el concepto de funcién con su respectiva descripcion

elaborado por Prada, Herndndez y Ramirez (2016) (ver el cuadro 24):

Tipos de ‘g
p . r Caracteristica
representacion
. Representacion que utiliza expresiones y
Lenguaje palabras propias de la lengua, como por
natural ;

ejemplo, el cuadrado de un numero.

Representacion horizontal o vertical en la que
Tablas se identifican valores asociados de la variable
independiente y dependiente

Representacion de tipo visual que se apoya en
Graficas los conceptos de plano cartesiano, par
ordenado y otros del mismo estilo.

Representacion de tipo algebraico en la que se
Formulas visualiza la expresion que relaciona las
variables x y y.

Cuadro 24: Descripcion de los tipos de representacion semiotica.
Fuente: Prada, Hernandez y Ramirez (2016, p. 193)

Seguidamente, presentamos otro ejemplo de elaboracidon propia con respecto a la funcion

exponencial enunciado en los registros de lengua natural, numérico, grafico y algebraico.
Ejemplo de elaboracion propia:
Registro de representacion de lengua natural.

La poblacién mundial al inicio del afio 1990 era de 5,3 mil millones de habitantes. Si la

poblacion continua creciendo a una razon de aproximadamente 2% al ano.

(Qué debe suceder en un pais para que la tasa de crecimiento sea constante en un lapso

de tiempo de 5 afos?
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Registro de representacion numérico.

La siguiente tabla muestra el crecimiento poblacional mundial desde 1990 hasta 1992,

donde los valores de la variable independiente “#” esta espaciada una con otra por 1 unidad

que representa un afio y P(¢) es el nimero de habitantes en el mundo en miles de millones.

Determine la variacion de la poblacion mundial entre los afios 1993 y 1994.

t| P
0] 53
1| 5,406
2 [5,51412

Registro de representacion grafico.

En la figura 9 se muestra la grafica de la funcion P, la cual representa el crecimiento

poblacional mundial en miles de millones de habitantes desde 1990, donde ¢ esta dado en

anos.

Traza sobre la figura 3 posibles comportamientos de la grafica a partir del afio 2010.

12 p(t)

10

(4, 5.736890448

£y

(2,551412)

Figura 9: Grafica de la funcion P.
Fuente: Elaboracion propia.
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Registro de representacion algebraico.

La regla de correspondencia de la funcidén exponencial P representa a la poblacion mundial en
miles de millones de habitantes, donde P(¢) = Ab', ademas P(0)=5,3, P(1) =5,406 y ¢ esta

dada en afios a partir de 1990.

Determine explicitamente P().
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3.2 METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION. ASPECTOS DE LA INGENIERIA
DIDACTICA

A continuacion, se detalla la metodologia de investigacion que se empleard en la investigacion,
esto es, la metodologia cualitativa, la cual permitird analizar el proceso de construccion del

concepto de funcidon exponencial.

En ese sentido, Taylor y Bogdan (2000), sintetizan los criterios definitorios de los estudios

cualitativos de la siguiente manera:
1. Lainvestigacion cualitativa es inductiva.
2.  Entiende el contexto y a las personas bajo una perspectiva holistica.

3.  Es sensible a los efectos que el investigador causa a las personas que son el objeto de su

estudio.

4.  Elinvestigador cualitativo trata de comprender a las personas dentro del marco de referencia

de ellas mismas.

5. El investigador cualitativo suspende o aparta sus propias creencias, perspectivas y

predisposiciones.
6.  Todas las perspectivas son valiosas.
7. Los métodos cualitativos son humanistas.
8. Los estudios cualitativos dan énfasis a la validez de la investigacion.
9.  Todos los contextos y personas son potenciales ambitos de estudio.
10. La investigacion cualitativa es un arte.

Ellos senalan que uno de los tipos de metodologias de investigacion cualitativa que se emplean
actualmente en la Ensenanza de las Matematicas es la Ingenieria Did4ctica, la cual permite analizar
de manera minuciosa todos los procesos de construccion y comunicacion que moviliza un

estudiante para apropiarse de un conocimiento determinado.
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Por su parte, Izcara (2014) menciona que los investigadores que usan esta metodologia tienen
mayor interés en el proceso mas que en los resultados, sean estos favorables o desfavorables. Ahora
pasamos a desarrollar qué aspectos de esta metodologia vamos a considerar para nuestra

investigacion.
Aspectos de la Ingenieria Didactica

Con respecto a esta metodologia, ella surgi6 en la década de los 80 como consecuencia de las
investigaciones de Michéle Artigue, quien denominé a esta metodologia con el término Ingenieria
para hacer un parangoén entre el trabajo didactico y el trabajo del ingeniero, ya que para construir

se requiere de bases solidas y bien definidas.

Artigue (1995) menciona que la Ingenieria Didactica estd basada en el desarrollo de experiencias
didacticas en clase, donde primero se realizan algunos andlisis preliminares, luego se propone la
secuencia didactica, a continuacion se ejecuta la secuencia didactica, para finalmente analizar los

resultados obtenidos de las actividades desarrolladas por los estudiantes.
En palabras de Artigue (1995):

Se denomind con este término a una forma de trabajo didactico equiparable con el trabajo de un
ingeniero quien, para realizar un proyecto determinado, se basa en los conocimientos cientificos
de su dominio y acepta someterse a un control de tipo cientifico. Sin embargo, al mismo tiempo,
se encuentra obligado a trabajar con objetos mucho mas complejos que los objetos depurados de
la ciencia y, por lo tanto, tiene que abordar practicamente, con todos los medios disponibles,
problemas de los que la ciencia no quiere o no puede hacerse cargo. (pp. 33-34).

Fases de la Ingenieria Didactica

Artigue indica que la Ingenieria Didéctica se divide en cuatro fases, las cuales pasamos a enunciar

y describir:
1.  Fase preliminar

Se deduce que la fase preliminar es el andlisis previo realizado por el profesor para identificar
las concepciones que tienen los estudiantes sobre el objeto matematico funcion exponencial,

la manera en la que se presenta dicho objeto matematico en los libros y en los centros de
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estudio, su desarrollo histérico, los problemas o dificultades surgidos en el proceso de

enseflanza y aprendizaje de dicho objeto matematico.
En palabras de Artigue (1995):

En una investigacion de ingenieria didéctica, la fase de concepcion se basa no solo en un cuadro
teorico didactico general y en los conocimientos didacticos previamente adquiridos en el campo
de estudio, sino también en un determinado ntimero de analisis preliminares. (p. 38).

En este andlisis, se hace necesaria la presentacion de tres dimensiones:

1.1 Epistemoldgica: En esta dimension, se analiza los aspectos teodricos del objeto
matematico funciéon exponencial, es decir, una resena histérica, asi como, los aspectos
tedricos relacionados y la forma de abordarlo ante posibles dificultades. Ademads, se
analizard algunos textos de nivel universitario para saber cémo presentan este objeto

matematico.

1.2 Cognitivas: En esta dimension, se analiza la forma en que los estudiantes interpretan el
conocimiento matematico mencionado anteriormente, esto tiene que ver con los errores que

comenten teniendo en cuenta sus conocimientos previos.

1.3 Didéactica: En esta dimension, se analiza la forma en que los estudiantes han recibido la

ensefianza del objeto de estudio y los efectos de dicha ensefanza.
Fase de concepcion y analisis a priori

Esta fase se basa en una serie de hipotesis sobre lo que podrian hacer los estudiantes durante
la secuencia didactica. La validaciéon o no de estas hipotesis se formalizard cuando se

confronten el analisis a priori con el andlisis a posteriori durante la cuarta fase.
En palabras de Artigue (1995):

El objetivo del analisis a priori es determinar en qué las selecciones hechas permiten controlar
los comportamientos de los estudiantes y su significado. Por lo anterior, este analisis se basa en
un conjunto de hipdtesis. La validacion de estas hipotesis esta, en principio, indirectamente en
juego en la confrontacion que se lleva a cabo en la cuarta fase entre el analisis a prioriy el analisis
a posteriori. (p. 45)
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Fase de experimentacion.

Segun Artigue (1995), esta es la fase donde se ejecuta toda las actividades de la secuencia
didactica que ha sido estructurada con anticipacion. Es aqui donde el profesor-investigador,
los observadores y los estudiantes se reunen en el aula donde se realizard el proceso de
aprendizaje, y es aqui donde se inicia el contrato didactico que precisa los roles y las
obligaciones de cada uno de los participantes. Ademads, se aplican de los instrumentos

elaborados y se anotan las observaciones realizadas.
Segun De Farias (2006, p. 5), en esta fase ocurre:

- La explicitacion de los objetivos y condiciones de realizacion de la investigacion a los
estudiantes participantes en la experimentacion.

- El establecimiento del contrato didactico.

- Laaplicacién de los instrumentos de investigacion.

- El registro de las observaciones.
Fase de analisis a posteriori y validacion

En esta ultima fase, el investigador recolecta y organiza los datos obtenidos durante el
desarrollo de la secuencia didactica. Seguidamente, se hace el contraste entre el andlisis a
priori con los resultados obtenidos en la fase de experimentacion, es decir, la validacion de
las hipdtesis formuladas se efectlia a partir de la comparacion entre el producto obtenido de
los estudiantes y lo que se esperaba que ellos respondan durante el desarrollo de la secuencia

didactica.
Segun Artigué (1995):

Analisis a posteriori, se basa en el conjunto de datos recogidos a lo largo de la experimentacion,
a saber, las observaciones realizadas de las secuencias de ensefianza, al igual que las producciones
de los estudiantes en clase o fuera de ella. Estos datos se completan con frecuencia con otros
obtenidos de la utilizacion de metodologias externas, como cuestionarios, entrevistas individuales
0 en pequenos grupos, aplicadas en distintos momentos de la ensefianza o durante su transcurso.

(p. 48).
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CAPITULO IV: EXPERIMENTACION Y ANALISIS

En este capitulo realizaremos la descripcion de los sujetos de la investigacion, la secuencia de
actividades, las técnicas y los instrumentos de recoleccion de la informacién, y finalmente el
analisis a priori y a posteriori de acuerdo a los antecedentes, la metodologia y el marco teorico de

la investigacion que hemos considerado.
4.1 Escenario de la investigacion.

Se eligi6 como escenario para realizar la experimentacion un aula ubicada en el campus
universitario, ademas consta de carpetas individuales, computadora, cafion multimedia y pizarra
acrilica, los estudiantes haran uso de sus utiles para responder las preguntas de las actividades, en
caso hubiere consulta por parte de los estudiantes, seran respondidas verbalmente y haciendo uso

de un plumoén y la pizarra acrilica en caso sea necesaria.
4.2 Descripcion y seleccion de los sujetos de la investigacion.

Nuestra investigacion se llevara acabo con tres estudiantes matriculados en el semestre 2017-2 de
la carrera profesional de Ingenieria Ambiental de la Universidad Nacional Tecnologica de Lima
Sur (UNTELS). El grupo de estudiantes estd conformado un varén y dos mujeres, cuyas edades
flucttian entre los 17 y 18 afios. Dichos estudiantes tienen nociones del concepto de funcion,
calculo del dominio y rango, operaciones con funciones y el trazado de graficas en el plano
cartesiano, asi como también de nociones sobre progresiones aritméticas y geométricas. Ademas,
los estudiantes cursan el primer ciclo y estan matriculados por primera vez en la asignatura de

Matematica Basica.
Los nombres de los estudiantes son los siguientes:

E-1: Carol (primer ciclo)
E-2: Alexandra (primer ciclo)

E-3: Ceferino (primer ciclo)
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4.3 Descripcion de la secuencia de la actividad

Para llevar a cabo la experimentacion, proponemos la secuencia de una actividad que se llevara
acabo fuera del horario establecido para las sesiones de clase, es decir, en un horario extracurricular
cuya duracion sera de aproximadamente 90 minutos. En el cuadro 25 se muestra la descripcion de

la secuencia de la actividad, luego mostramos el objetivo de la actividad, asi como también de los

tratamientos y las conversiones que se promueven:

Medios

Duracion

Descripcion

Actividad:

El problema
del tablero
de ajedrez.

Lapiz,
lapicero
y papel.

90 min.

La actividad esta dada en el registro de lengua
natural, las preguntas estan formuladas con la
intencion de que el estudiante transite la
informacion a través de los distintos registros,
es decir, que realice la conversion del registro
de lengua natural al numérico, del registro
numérico al algebraico, del registro algebraico
al grafico y del algebraico al registro de lengua
natural. Algunas preguntas han sido planteadas
para que el estudiante realice tratamientos en
el registro de lengua natural, numérico y
algebraico.

Objetivos de la secuencia de la actividad

»  Objetivos de la Actividad

Cuadro 25: Descripcion de las actividades de la experimentacion.

¢ Que los estudiantes utilicen sus conocimientos previos para responder a cada item.

¢ Que los estudiantes utilicen la informacion para responder los items anteriores.

¢ Que los estudiantes reconozcan la variable independiente y dependiente, y la relacion

entre ellas.

¢ Que los estudiantes reconozcan que la variable dependiente toma valores muy grandes a

medida que la variable independiente aumente.

¢ Que los estudiantes transiten la informacion por los distintos registros.

95




e Que los estudiantes realicen las actividades cognitivas de tratamiento y conversion

durante el desarrollo de la actividad.

e Que los estudiantes interpreten que este crecimiento es muy rapido a medida que la

variable independiente aumenta.

e Que los estudiantes identifiquen a qué intervalo pertenece la constante b para que la

funcion f, cuya regla de correspondencia es de la forma f(x)= Ab", sea creciente o

decreciente, considerando 4 >0 y b> 0.

Tratamientos que se realizan dentro de los respectivos registros de representacion:

Tratamiento en el registro en lengua natural

Pregunta 1.a, 1.by l.c

Tratamiento en el registro numérico

Pregunta 2, 3.a,3.by>5

Tratamiento en el registro algebraico

Pregunta 4, 7.a, 7.b, 7.cy 7.d

Conversiones entre registros de representaciones que se promueven:

Registro de lengua natural — Registro numérico Pregunta 2

Registro numérico — Registro algebraico

Pregunta 3.a

Registro algebraico y/o numérico — Registro grafico | Pregunta 5

Registro algebraico — Registro de lengua natural Pregunta 6

4.4 Instrumento de recoleccion de informacion.

En esta seccion describimos el instrumento de recoleccion de datos que utilizaremos durante la

experimentacion en el aula.

Fichas de actividades

Son fichas que contienen la actividad propuesta a los estudiantes. Cada ficha contiene

instrucciones, tiempo de duracioén y problemas con sus respectivos items.

4.5 Analisis de la actividad.

En esta parte, presentamos los andlisis a priori y a posteriori de la actividad propuesta de acuerdo

a la metodologia de nuestra investigacion.

96



Analisis a priori y a posteriori de la actividad.
Actividad: El problema del tablero de ajedrez.

Instrucciones:

Lea cuidadosamente el texto y los items de la actividad.

Si desea, subraye aquellas palabras o frases que crea importante.

La actividad es individual, utilice sus utiles de escritorio, puede usar la calculadora.

Tiempo de duracion: 100 minutos.

Resumen de la leyenda sobre el juego de ajedrez, contada al califa de Bagdad, Al-Motacen

Billah, Emir de los Creyentes, por Beremis Samir, el “Hombre que calculaba”.

Cuenta una leyenda que hace mucho tiempo reinaba en Taligana (provincia de la India) un rey
llamado Iadava. El rey gozaba del respeto y aprecio de sus subditos, sin embargo, la pérdida de su
hijo lo habia sumido en una profunda tristeza. Un buen dia se present6 en su corte un joven llamado
Sessa quien solicit6 audiencia con el monarca para mostrarle el novedoso juego del ajedrez. El rey
lo recibid y rapidamente aprendio las reglas del juego. Complacido por tan agradable pasatiempo,

su majestad decidié recompensarlo.

Inicialmente, Sessa no quiso aceptar recompensa alguna, pero ante la insistencia del rey dijo lo
siguiente: Deseo un grano de trigo por la primera casilla del tablero de ajedrez, dos por la

segunda casilla del tablero, cuatro por la tercera casilla, ocho por la cuarta y asi sucesivamente.

El rey sorprendido por la peticion, accedié e inmediatamente ordend a los algebristas mas expertos
de la corte que calcularan el nimero exacto de granos de trigo. Los algebristas se asombraron al
realizar los célculos y al cabo de unas horas, le comunicaron que /a cantidad de trigo equivale a
una montania que teniendo por base la provincia de Taligana, fuese 100 veces mas alta que el
Himalaya. El rey se qued6 atonito al oir a sus sabios, en ese momento Sessa, como buen subdito,

renunci6 a su pedido, pues estaba satisfecho con haber conseguido que el rey volviera a estar feliz.

97



Nota

El ajedrez es un juego de tablero para dos personas, cada
jugador cuenta con 16 piezas, un rey, una reina, dos
alfiles, dos caballos, dos torres y ocho peones. El juego
consta de varias reglas en donde cada jugador pone a

prueba sus habilidades estratégicas para eliminar al rey

del adversario a través de varias maniobras.

Figura 10: Tabla de ajedrez.

1.  El siguiente enunciado se muestran las palabras de Seesa al rey: Deseo un grano de trigo
por la primera casilla del tablero de ajedrez, dos por la segunda casilla del tablero, cuatro

por la tercera casilla, ocho por la cuarta y asi sucesivamente.
l.a  Escribe con tus propias palabras el enunciado anterior.

Analisis a priori del item 1.a.

Objetivo del item

e Que los estudiantes realicen tratamientos en el registro de lengua natural a través del
parafraseo sobre el pedido que le hizo Sessa al rey.

Respuesta esperada

Esperamos que los estudiantes reescriban las palabras de Sessa, por ejemplo:

e Deseo un grano de trigo por la primera casilla del tablero de ajedrez, dos por la segunda casilla

del tablero, cuatro por la tercera casilla, ocho por la cuarta y asi sucesivamente.

e Por la primera casilla del tablero de ajedrez deseo un grano de trigo, por la segunda casilla
deseo dos granos de trigo, por la tercera casilla deseo cuatro, por la cuarta deseo ocho y asi

sucesivamente.
Analisis a posteriori del item 1.a

A continuacion mostramos las figuras 11 y 12 que corresponden a las respuestas E-1 y E-2, como

algunas palabras no estan legibles, procedemos a realizar la transcripcion de ambas respuestas.
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La estudiante E-1 menciona: Deseo por cada casilla del tablero el doble de granos de trigo de la

anterior comenzando desde uno.

La estudiante E-2 menciona: Su deseo consistia en que por cada casilla se duplicaria la cantidad

anterior.
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Figura 11: Respuesta de la estudiante E-1, item 1.a.
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Figura 12: Respuesta de la estudiante E-2, item 1.a.

Recordemos que con este item se pretendido que los estudiantes, mediante tratamientos en el
registro lengua natural, identifiquen, interpreten y describan con sus propias palabras aspectos
importantes que tendran que utilizarlos mas adelante, por ejemplo, la existencia de dos variables

y la relacion entre ellas.

Para responder correctamente al item, los estudiantes tienen que realizar el parafraseo del
enunciado, es decir, una frase diferente que exprese el mismo contenido del enunciado. Al
respecto, Duval (1999) manifiesta que un discurso, en este caso el enunciado mostrado dado en
lengua natural, puede ser transformado o enriquecido por otro discurso sin perder el significado

del discurso original.

En esa linea, observamos que la respuesta de la estudiante E-1 es imprecisa porque no hace
explicita la relacion entre el nimero de granos de trigo y el numero de casilla. Por otro lado, del
enunciado se infiere dos tipos de sucesiones, la progresion geométrica de razon 2 formada por las
cantidades de granos de trigo correspondientes a cada casilla y la progresion aritmética de razon
uno formada por los niimeros de las casillas, también se infiere la relacion entre los términos de
ambas progresiones, sin embargo, en el parafraseo de la estudiante E-1 esta relacion entre ambos

términos es imprecisa.
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En conclusién, afirmamos que la estudiante si ha comprendido el enunciado de la pregunta pero
no ha parafraseo correctamente, es decir, ha realizado un tratamiento incorrecto en el registro
lengua natural. Asi también, observamos que la estudiante reconoce que la cantidad de granos de
trigo se esta duplicando con respecto a una cantidad anterior y que la cantidad inicial de granos de

trigo es uno.

En la respuesta de la estudiante E-2 mostrada en la figura 12, se observa que ha tratado de explicar
la situacion mostrada en el enunciado, sin embargo, sus palabras son imprecisas puesto que no
menciona que es lo que se estaria duplicando ni relaciona explicitamente la cantidad de granos de
trigo con el numero de casilla. Ademas, no menciona la cantidad inicial de granos de trigo.
Concluimos que la estudiante no ha respondido correctamente a la pregunta puesto que en su
respuesta se pierden varias ideas importantes del enunciado original, segun Duval (1999), el

discurso inicial no debe perder el significado del discurso original.

A continuacién, mostramos la respuesta del estudiante E-3 en la figura 13.

Sessa  le pidez 3\ vey va e o prmer cha, dcs, iz o el Segund)

dia .y as Socecivemente

Figura 13: Respuesta de la estudiante E-3, item 1.a.

Con respecto a la respuesta del estudiante E-3, solo menciona que Sessa le pidi6 al rey un trigo el
primer dia, dos trigos el segundo dia y asi sucesivamente. Aqui observamos que el estudiante no
ha realizado una lectura comprensiva del enunciado pues cambia la palabra casillas por dias y
obvia la palabra granos, ademas con la informacion que brinda no nos permite hallar la cantidad
de granos de trigo correspondiente a cada casilla. Por tanto, afirmamos que la respuesta del

estudiante no expresa el mismo contenido del enunciado original.
1.b ;Cuales son los datos o las variables que se deducen de las palabras de Sessa?

Analisis a priori del item 1.b
Objetivo del item

e Que los estudiantes identifiquen las variables numero de casilla y el nimero de granos de

trigo.
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Respuesta esperada

e Esperamos que los estudiantes identifiquen cuales son las variables involucradas en el
problema y respondan lo siguiente: Los datos o las variables que se deducen de las palabras

de Sessa son: Nuimero de casilla y nimero de granos de trigo.
Analisis a posteriori del item 1.b

Este item podria haber confundido a los estudiantes ya que pudieron haber asumido que las
palabras datos y variables eran sindénimos, siendo estas palabras dos conceptos distintos, por
ejemplo, pueden considerarse como datos a uno, dos, cuatro y ocho granos de trigo, los cuales son

representaciones numeéricas de la variable nimero de granos de trigo.

En las figuras 14 y 15, mostramos las respuestas de los estudiantes E-1 y E-3 respectivamente.
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Figura 14: Respuesta de la estudiante E-1, item 1.b.
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Figura 15: Respuesta del estudiante E-3, item 1.b.

Observamos que ninguno de los estudiantes ha logrado identificar las variables incluidas en el
enunciado. La respuesta de la estudiante E-1 es parte de la respuesta que dio en el item 1.a, y la
respuesta de E-3 no son datos ni variables. La estudiante E-3 deduce que Sessa sabia de antemano
lo que iba a suceder. En conclusion, los estudiantes E-1 y E-3 no han logrado identificar las

variables cantidad de granos de trigo y nimero de casilla ni la relacion entre ellas.

Por su parte, en la figura 16 observamos la respuesta de la estudiante E-2, quien estuvo
relativamente cerca de la respuesta que esperabamos en el andlisis a priori, solo le faltd mas
contundencia a su respuesta, por ejemplo, podria haber completado su respuesta con las siguientes

palabras “nimero de ...” y “ntimero de .... de trigo”.
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Figura 16: Respuesta de la estudiante E-2, actividad N° 1, item 1.b.

Segun Duval (2017), los tratamientos son procesos que generan nuevas representaciones en el
mismo registro, ademds cumplen la funcidn justificar y probar un problema dado. En ese sentido,
concluimos que la estudiante E-2 ha realizado un tratamiento incompleto en el registro lenguaje
natural. Cabe acotar que es muy importante que los estudiantes reconozcan estas variables porque
mas adelante les seran de utilidad cuando realicen la conversion del registro lengua natural al
registro numérico, luego del registro numérico al algebraico y finalmente del registro numérico

y/o algebraico al grafico.

l.c. ;Estas de acuerdo en qué el nimero de casilla depende del nimero de granos de trigo?
Justifica tu respuesta.

Analisis a priori del item 1.c.

Objetivo del item

o Que los estudiantes identifiquen la relacion de dependencia entre las variables nimero de
casilla y nimero de granos de trigo.

Respuesta esperada

Esperamos que los estudiantes respondan:

e No estoy de acuerdo en que el nimero de casilla depende del numero de granos de trigo, todo

lo contrario, el nimero de granos de trigo depende del ntimero de casilla.
Esperamos que los estudiantes definan las variables de modo similar a:
e n: numero de casilla
e T(n): nimero de granos de trigo

Analisis a posteriori del item 1.c.

Con este item esperabamos que los estudiantes, mediante un tratamiento en el registro de lengua
natural, identifiquen que el nimero de granos de trigo depende del nimero de casilla, por tal

motivo esperabamos que los estudiantes mencionen que no estan de acuerdo con que el numero de
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casillas depende del nimero de granos de trigo porque el nimero de granos de trigo depende del
niamero de casilla, segin Duval (1999), este tipo de tratamiento pertenece a los llamados

tratamientos por negacion en el registro de lengua natural.

En palabras de Duval (1999, p. 139):

Cada registro presenta posibilidades de tratamiento que le son propios o que, siéndoles comunes,
son considerablemente mas econémicos en relacion con otros registros. De ahi el interés de un
cambio de registro. Esto es equivale a decir que no hay tratamientos que tengas la misma
naturaleza en dos registros diferentes. Sin embargo, hay una excepcion para los registros de
lengua. (...). Una comparacioén de los tratamientos por negacion, tal como pueden efectuarse en
cada uno de estos dos registros, es entonces esencial en la perspectiva de una coordinacion de
registros.

Por ejemplo, en el cuadro 26 observamos una comparacion entre dos tratamientos, uno en el

registro en lengua natural y otro en el registro de lengua formal.

Lengua natural Lengua formal
Todos — Algunos YV — 3
Todos — No todos V>~V

Grande — Pequefo

Es — No es

Estas de acuerdo — No estas de acuerdo

Cuadro 26: Comparacion de tratamientos por negacion.
Fuente: Duval (1999, p. 140)

A continuacion mostramos en las figuras 17 y 18 las respuestas de los estudiantes E-1 y E-2, para

luego hacer el andlisis respectivo.
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Figura 17: Respuesta de la estudiante E-1, item 1.c.
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Figura 18: Respuesta de la estudiante E-2, item 1.c.
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En la figura 17 observamos la respuesta de la estudiante E-1, quien esta de acuerdo porque afirma
que a la tercera casilla le corresponde 4 granos de trigo y no 3. Aqui podemos notar que la
estudiante se ha confundido entre los términos numero de casilla y nimero de granos de trigo, pues
a la tercera casilla si le corresponde 4 granos de trigo. Creemos que este error de apreciacion no le

permiti6 identificar la relacion de dependencia.

En la figura 18 notamos una contradiccion en la respuesta de la estudiante E-2 pues al inicio de su
respuesta escribe la palabra si, lo cual entendemos que la estudiante si estd de acuerdo con que el
numero de casilla depende del nimero de granos de trigo, y por otro lado afirma que cada vez que
aumenta el nimero de casilla, la cantidad de trigo se va duplicando. Su respuesta, hasta este punto,
no nos permite afirmar que la estudiante ha identifica quien es la variable independiente y
dependiente; sin embargo, se observa que ha logrado identificar una relacion de proporcionalidad

directa, aunque faltan especificar detalles de dicha proporcionalidad.

Con respecto a la respuesta del estudiante E-3 mostrada en la figura 19:

Solucién: 170 peor S/Uf— QJ"a Df“Cc‘\’NlO una Pfc‘j(zs;on 6¢Qme«h-l’cc‘
Yy Sebe Seqsa gue ef tey no lo Vs tener.

Figura 19: Respuesta de la estudiante E-3, item 1.c.

El estudiante afirma que no estd de acuerdo porque esta aplicando una progresion geométrica. La
respuesta del estudiante es ambigua, afirmamos que aun no identifica que el nimero de granos de
trigo depende del nimero de casilla. Por otro lado, cabe mencionar que del enunciado se infiere la
existencia de una progresion geométrica en el registro de lengua natural formada por los granos de
trigo, cuyos elementos dependen de los elementos de una progresion aritmética formada por los

nameros de las casillas.

En conclusion, afirmamos que ningtn estudiante ha logrado establecer la relacion de dependencia

entre las dos variables nimero de granos de trigo y numero de casilla.

2.  (Cuantos granos de trigo hubiera recibido Sessa por la décima quinta casilla? Organice sus

resultados de forma ordenada y secuencial hasta llegar a la respuesta.

Analisis a priori del item 2.
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Objetivo del item

¢ Que los estudiantes identifiquen que el nimero de granos de trigo se esta duplicando con

respecto a la cantidad anterior a medida que el niimero de casilla aumenta consecutivamente.

¢ Que los estudiantes realicen la conversion del registro de lengua natural al registro numérico.

Respuestas esperadas

e Esperamos que los estudiantes reconozcan que el nimero de granos de trigo se esta duplicando
con respecto a la cantidad anterior a medida que el nimero de casillas aumenta
consecutivamente.

e Esperamos que los estudiantes realicen operaciones en el registro numérico y lo organicen de

forma ordenada y secuencial, por ejemplo:

Numero de | Nimero de granos
casilla de trigo

1 1
2 2
3 4
4 8
5 8x2=16
6 16 x2=32
7 32x2=64
8 64 x2=128
9 128 22 =256
10 256 x2=7512
11 512x2=1024
12 1024 x 2 = 2048
13 2048 =2 =4096
14 4096 x2=28192
15 8192 x2=16384

Cuadro 27: Numero de casillas versus cantidad de granos de trigo.

El nimero de granos de trigo correspondiente a la décimo quinta casilla es 16384.
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Analisis a posteriori del item 2.

Con este item se pretendia que los estudiantes realicen la conversion del registro de lengua natural
al numérico. Todos los estudiantes presentaron un desarrollo ordenado y secuencial similar a la

respuesta de la estudiante E-2, tal como se muestra en la figura 26.
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Figura 20: Respuesta de la estudiante E-2, item 2.

Ademas, observamos que la estudiante identifica los nimeros de las casillas con el nimero de
granos de trigo que le corresponde. Asi también realiza tratamientos en el registro numérico para
la cantidad de granos de trigo correspondiente a las 5 primeras casillas, es decir, expresa la cantidad
de granos de trigo en su forma exponencial. Todos los estudiantes identificaron que a la casilla 15
le corresponde 16384 granos de trigo, sin embargo, los estudiantes E-2 y E-3 expresaron al final
que 16384 es igual a 23 1o cual es incorrecto porque 16384 es igual a 2'% Esta equivocacion pudo
haber ocurrido porque la estudiante comenz6 a duplicar las cantidades de granos de trigo hasta la
casilla 15 y no expreso en su forma exponencial al nimero de granos de trigo correspondientes a
las casillas del 6 al 14. De las respuestas dadas por los estudiantes, solo E-2 redact6 su respuesta

y menciond que “en la décima quinta casilla se obtiene 16384 granos”.
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3.  Analice, desarrolle y responda:

3.a Deduzca una expresion matematica que le permita determinar el nimero de granos de trigo

para cualquier nimero de casilla. Organice sus resultados de forma ordenada y secuencial.
Analisis a priori del item 3.a.

Objetivo del item
¢ Que los estudiantes realicen tratamientos en el registro numérico.

¢ Que los estudiantes realicen la conversion del registro numérico al registro algebraico.

Respuestas esperadas.

e Esperamos que los estudiantes realicen tratamientos al expresar el nimero de granos de trigo

como potencias de base 2, es decir, como nimeros de la forma 2",

e Esperamos que los estudiantes utilicen el método inductivo para determinar que la expresion

matematica que estan buscando tiene la forma 7(n) = 2”71, es decir,
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Numero de | Numero de granos
casilla de trigo

1 1=20=21-1
2 9 =ol=n2-1
3 4=92 =131
4 g =23 =941
5 16 =24 = 23-1
6 32 =25 = 26-1
7 64 =26 =271
8 128 =27 =281
9 256 =28 =291
10 512 = 29 = 210-1
11 1024 =210 = 2111
12 2048 =211 =212
13 4096 = 212 = 2131
14 81972 = 213 = p14-1
15 16384 = 214 = 215-1

Cuadro 28: Tratamiento en el registro numérico, item 3.a.

Se deduce que el numero de granos de trigo para cualquier nimero de casilla es 2

Analisis a posteriori del item 3.a

El objetivo de este item era que el estudiante realice la conversion del registro numérico al

algebraico. En esa linea, todos realizaron la conversion basandose en los resultados del item 2, es
decir, todos consideraron que 1 = 20, 2= 21, 4= 22, g§=23 y asi sucesivamente: Para este problema,

el tratamiento que han realizado los estudiantes es el mejor tratamiento para realizar el cambio de

registro, a modo de ejemplo, mostramos la figura 21 que corresponde a la respuesta de la estudiante

E-1.
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Segun Duval (2006, p. 149):
Desde un punto de vista matematico, la conversion y el tratamiento son un todo en la resolucion
de problemas. Es mas, lo que importa es el tratamiento que es el que hace relevante la eleccion
del “mejor” cambio de registro (economia de medios, mas potencia para la generalizacion, o mas

intuitivo...) para resolver el problema dado.

N «1 coremar i enon sl 4 o~ 2{’
2‘ i e ) s 24
3 ey s 2
3 3
Hoom e ¥ 22
G T
[n X =2
Fare  cual quier casillon \a ca *\"k tdad eguivele
2 elevado ol F* de o aclla Menod A

Figura 21: Respuesta de la estudiante E-1, item 3.a.

En la respuesta de la estudiante también observamos que luego de hallar la expresion matematica,

la estudiante realiza la conversion del registro algebraico al registro en lengua natural, esta Gltimo

no forma parte de la respuesta que esperabamos en el andlisis a priori.

Por su parte, en la figura 22 se muestra la respuesta de la estudiante E-2, quien define la variable

independiente “x” como el lugar que ocupa menos 1, aunque lo correcto es definir a “x” como el

numero de casilla, tal como lo hizo la estudiante E-1.

Selucion: N [
T = 2

N 2 ol \u&c«.{ 0‘~e SRLUP N (UWZIEVAS ) Y K

Figura 22: Respuesta de la estudiante E-2, item 3.a.

En la figura 22 también se muestra que la estudiante E-2 iguala esta expresion matematica a la

expresion F(x), afirmamos que E-2 reconoce la existencia de una relacion de dependencia entre
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las variables; mas adelante se les solicitara a los estudiantes que demuestren que esta relacion es

una funcidn.

En conclusion, observamos que los estudiantes no tuvieron mayores complicaciones en hallar esta
expresion matematica, afirmamos que el tratamiento en el registro numérico tuvo un efecto
relevante para realizar la conversion, segan Duval (2006), el tratamiento es el que hace relevante
la eleccion del mejor cambio de registro para resolver un problema dado. En el tratamiento hay

reglas de codificacion que nos permiten transitar por el mismo registro, pero en la conversion no.
En palabras de Duval (2006, p. 150):

Cambiar la representacion de objetos o relaciones matematicas de un sistema semiotico a otro es
siempre un salto cognitivo. A diferencia del tratamiento, no hay reglas ni asociaciones basicas,
como entre palabras e imagenes en el lenguaje cotidiano, para este tipo de transformacion de
representacion. La conversion no se reduce pues a una codificacion.

3.b Asuma que 16384 granos de trigo pesan, en promedio, un kilogramo. ;Cuéntos kilogramos

de trigo hubiera recibido Sessa por la trigésima casilla?

Analisis a priori del item 3.b.

Objetivo del item

e Que los estudiantes verifiquen la expresion matematica que han deducido.

Respuestas esperadas
229

e Esperamos que los estudiantes escriban la expresion , realicen tratamientos en el

registro numérico y utilicen su calculadora para hallar el nimero de granos de trigo.

e Esperamos que los estudiantes redacten que la cantidad de trigo que hubiera recibido Sessa

por la trigésima casilla es 32768 kilogramos.
Analisis a posteriori del item 3.b.

Con este item esperabamos que los estudiantes, mediante tratamientos en el registro numérico,

resolvieran este problema por medio de una regla de tres simple directa, que utilizaran la expresion
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exponencial para las cantidades de granos de trigo a fin de simplificar los calculos y finalmente
que hicieran uso de la calculadora para hallar el nimero de kilogramos, es decir, que realizaran lo

siguiente:

16384 granos 1 kg
2 16384 x = 2%
277 granos x kg
229 ~ 229

15
X 2 1530768
16385 ol &

El numero de kilogramos de trigo por la trigésima casilla es de 32768.

En la solucion de un problema, segun Duval (2006), se necesita que los estudiantes identifiquen
las cantidades conocidas, y la relacién entre las cantidades conocidas y desconocidas, y que
traduzcan un enunciado a una ecuacion. Esta traduccion se da gracias a las leyes de codificacion

de la regla de tres simple directa.

A continuaciéon mostramos en la figura 23 la respuesta de la estudiante E-1:

SRUMELEY (\\)Q"oy L(\ (‘a\\‘\\(&o«) de CJ'QV“Q
e *Hfgo Qua WWloiea
CC(V\*.(C\S]“(( 30‘ 5__'3;4: Y30 ae
Casille. # 20 gl ot 16 3% Lo
Comlided = zn-l Iy
=4 29 ==
Heosiley =08 2 5365250 9t A

Figura 23: Respuesta de la estudiante E-1, item 3.b.

Al analizar los resultados de esta pregunta, encontramos que todos aplicaron la regla de tres simple

directa, pero tomaron un camino largo, por ejemplo, los estudiantes E-1, E-2 y E-3 trabajaron con

16384 y 536870912 granos de trigo en vez de su forma exponencial 2'* y 22° respectivamente.

Por su parte, solo E-1 redactd una respuesta, aunque imprecisa pues menciona que “la cantidad de
granos de trigo que hubiera recibido seria de 32768 kilogramos” cuando lo correcto es “por la

trigésima casilla, Sessa hubiera recibido 32768 kilogramos de trigo”.
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4.  Exprese el resultado que has obtenido en el item 3.a en una expresion de la forma

F(x) = Axb™. {Cudl es el valor numérico de las constantes 4 y b?

Analisis a priori del item 4.
Objetivo del item
¢ Que los estudiantes realicen el tratamiento en el registro algebraico.

Respuestas esperadas

e Esperamos que los estudiantes lleguen a la expresion F(x)=0,5.2%0 F (x)=éx2x, e

indiquen que 4=0,5 6 A=%,y b=2.

Analisis a posteriori del item 4.

Con esta pregunta esperdbamos que los estudiantes realicen un tratamiento en el registro
algebraico, es decir, esperdbamos que realizaran lo siguiente:

n-1 n A-1 2" 1 n n X

20 =2"%2 :7:5x2 =0,5x2" > [4=0,5y b=2 —> F(x)=0,5x2

o

1 1
A==y b=2 > F(x)=—x2"
>y (x) 5

Al respecto, Duval (1999) menciona que los tratamientos en el registro algebraico son
algoritmizables o de tipo algoritmo al tratarse de un registro monofucional, es decir, son tareas de
calculo que se relacionan con un conjunto secuenciado de operaciones para resolver una situacion

dada. Por ejemplo: De la igualdad, halle los valores de 4 y b.
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En la figura 24 observamos la respuesta de la estudiante E-1, quien no realiza ninguna operacion
matematica para justificar su respuesta, e igual lo hicieron los demas estudiantes, ninguno de ellos

justifica porqué los valores de A y b son 1 y 2 respectivamente.

Pt
i

L)

0
# 444;

Figura 24: Respuesta de la estudiante E-1, item 4.

Una posible causa de que los tres estudiantes no hayan obtenido el valor de A esperado es la falta

de dominio de las operaciones algebraicas, o asumieron que los exponentes de on-l y 2% son
iguales, es decir, n — 1 =x, tal como los hizo el estudiante E-3, cuya respuesta la podemos observar
en la figura 25. Para solucionar este problema, creemos necesario agregar en la pregunta la frase

“justifique su respuesta” o “verifique su respuesta dando algunos ejemplos”.

ucion: .
)‘-/” X:. \’\-)‘ ‘f)
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de casiils del Teblerc.

Figura 25: Respuesta de la estudiante E-3, item 4.

5.  Con los resultados obtenidos en el item 4, identifique mediante el criterio de la recta vertical,
que la relacion F es una funcion. Asuma que la variable independiente x € R.

Analisis a priori del item 5

Objetivo del item

e Que los estudiantes realicen la conversion del registro algebraico y/o numérico al registro

grafico.
Respuestas esperadas
e Esperamos que los estudiantes consideren los resultados de los items 2 6 3.a.

e Esperamos que los estudiantes consideren valores enteros para la variable x como por ejemplo

-3, -2, -1y 0, los evaltien en la regla de correspondencia de la funciéon F .
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Esperamos que los estudiantes formen pares ordenados con los resultados obtenidos

anteriormente, ubiquen dichos pares en el plano cartesiano, indiquen puntos que identifiquen

a cada par ordenado y tracen una curva que pase por dichos puntos.

Esperamos que los estudiantes demuestren mediante el criterio de la recta vertical que la curva

trazada es una funcion.

Esperamos que los estudiantes prolonguen la curva hacia la izquierda sin cortar al eje x., de

ese modo han identificado que el eje x 6 la grafica de la recta y = 0 es una asintota horizontal.

(ver figura 26)

En resumen, esperamos que los estudiantes realicen lo siguiente:

Numero de
casilla (x)

Numero de granos

de trigo [F(x) :0,5x2x}

-3 0,0625
-2 0,125
-1 0,25

0 0,5

1 1

y. 2

3 4

4 8

S 16

6 32

Trazamos el plano cartesiano, ubicamos los pares ordenados en el plano, trazamos la curva

que pasa por dichos pares. Seguidamente trazamos la grafica de una recta vertical (recta

paralela al eje ) y observamos que corta a la curva F' en un solo punto. Por tanto, la curva

F' es una funcion.

114
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Figura 26: Respuesta esperada en el analisis a priori, item 5.

Analisis a posteriori del item 5.

Con este item pretendiamos que el estudiante realice la conversion del registro algebraico y/o
numérico al registro grafico. A continuacion mostramos en la figura 27 correspondiente a la
respuesta de la estudiante E-1, quien arrastra el error cometido en el desarrollo del item 4 al
considerar 4 = 1. Se observa también que E-1 adjunta a la grafica un discurso en lengua natural,
es cual dice: “corta en un solo punto”, esta discurso fue escrito por el estudiante para justificar que

la grafica de F es funcion por medio del criterio de la recta vertical.

Recordemos la definicion de funcion dada en 1939 por el grupo Bourbaki: Sean E'y F dos conjuntos,
que pueden ser distintos o no. Una relacion entre un elemento variable x de £ y un elemento variable y de
F se llama una relacion funcional en y, si para toda x E, existe un tnico y de F el cual esta en la relacion

dada con x. (citado por Diaz, p. 18, de Riithing, 1984).

Esta es una definicion formal del objeto, aqui se podemos notar como a cada elemento x del conjunto de
partida £, le corresponde un unico y elemento en el conjunto de llegada F, no le corresponde dos o mas,
sino un Unico elemento. Por lo tanto, si al trazar cualquier recta vertical, esta corta en un tnico punto a la

grafica de la relacion F', entonces F' es una funcion.
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Figura 27: Respuesta de la estudiante E-1, item 5.

En la figura 27 observamos que el estudiante, antes de trazar la grafica, ubica primero las duplas
de numeros en el plano cartesiano. Al realizar este proceso, se estd convirtiendo a un par de
numeros en puntos en el plano, Duval (1999) afirma que este proceso es una conversion basado en
tratamientos de tipo algoritmicos y en las reglas de codificacion de la representacion cartesiana.
Asi mismo, observamos que la grafica construida por el estudiante E-1 estd incompleta porque
solo grafica en el primer cuadrante, una posible causa es que la estudiante no considerd la
condicién x € R, esto trajo como consecuencia, cuando hizo la evaluacion en la regla de
correspondencia de la funcion F', que no considerara valores para x menores a cero. Esta situacion
no le permiti6 intuir que la grafica de ' no corta al eje x. También se observa que el estudiante
no hace una correcta representacion del plano cartesiano ya que no ubic6 al punto (0,0) en el origen
de coordenadas, tampoco escribe el nombre de los ejes coordenados ni el sentido de estos. Este

mismo hecho se observa en la respuesta de los demads estudiantes.

De acuerdo a Duval (1999, 2004), podemos afirmar que esta conversion dependié de los
tratamientos de tipo algoritmicos que el estudiante realizod en el registro algebraico para obtener
duplas de nimeros y de la regla cartesiana de codificacion que permitio asociar pares de numeros

con puntos en el plano.
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6.  Con respecto al item 5, considera 4 = % y b =3. Tomando como referencia la lectura de la

actividad, crea una actividad con dos preguntas.

Sugerencia:

e Puedes seguir considerando los granos de trigo o cambiarlo por granos de maiz, granos
de arroz, granos de cebada o semillas de linaza.

e Puedes seguir considerando el juego de ajedrez o cambiarlo por el juego de damas, algun

juego con cartas, juego de ludo o juego de monopolio.
Analisis a priori del item 6.

Objetivo del item

Que los estudiantes realicen la conversion del registro algebraico al registro de lengua natural.

Respuesta esperada

Esperamos que los estudiantes utilicen la lectura del tablero de ajedrez y las sugerencias dadas

para crear un problema, como por ejemplo:

o Dos reyes compiten en un juego de ajedrez. Uno de ellos le dice al otro que cada vez que
pierda, le iba a entregar 3 monedas de plata, el otro respondid que cada vez que pierda le iba
a dar un grano de arroz por la primera perdida, 3 por la segunda, 9 por la tercera, 27 por la
cuarta y asi sucesivamente. Si el segundo rey perdi6 tantas veces como casillas hay en el
tablero de ajedrez, ;podra cancelar su deuda?, ;Cuantos granos de arroz recibira el primer

rey solo por ganar en la décima partida? O también.

o En un reino muy lejano gobernaba un rey justo llamado Tristan. Cierto dia lo visito un joven
vasallo llamado Frodo y le mostr6 el juego del ludo para distraerlo pues vivia siempre la
misma rutina cada dia. El rey en sefial de agradecimiento le prometi6 recompensarlo, Frodo
acepto y le dijo lo siguiente: En el tablero se observa 72 casillas, vamos a enumerar los
casilleros con numeros consecutivos del 1 al 72. Por la casilla 1 deseo un grano de arroz, por

el casilla 2 deseo 3 granos de arroz, por la 3 deseo 9, por la 4 deseo 27 y asi sucesivamente.

El rey viendo lo insignificante del pedido de Frodo, acepto e inmediatamente envid a sus

sabios que calculen la cantidad total de granos. Al cabo de unas horas le comunicaron al rey
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que la cantidad total de granos de arroz era astrondmicamente enorme y que ni aun
convirtiendo todo el reino en tierras de cultivo de arroz y levantar las cosechas durante 10
afios podria el rey cumplir con su promesa. Ante tal situacion, Frodo librd al rey de su
promesa. [Cuantos granos de arroz hubiera recibido por la casilla 20? Deduzca una
expresion matematica que le permita calcular el nimero de granos de arroz correspondiente

a cualquier niumero de casilla.

Analisis a posteriori del item 6.

En la figura 28 observamos lo escrito por la estudiante E-2, quien ha realizado una conversion del
registro algebraico al registro en lengua natural, realizando un breve paso por el registro numérico,
esto lo podemos notar porque ha considerado un tablero de damas y caramelos en vez de granos
de trigo. Ademas, se puede deducir dos tipos de sucesiones, una progresion aritmética de razon
uno formada por los numeros de las casillas y una progresion geométrica de razoén 3 formada por
los numeros de caramelos. Se observa también que el texto estd incompleto pues carece de

preguntas.
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Figura 28: Respuesta de la estudiante E-2, item 6.

En la figura 29 se observa el problema creado por la estudiante E-1, en su problema se menciona
nuevamente el tablero de ajedrez y en vez de granos de trigo, considera granos de arroz. Al igual que E-2,
aqui también se observa la conversion del registro algebraico al registro en lengua natural y la existencia

de las progresiones aritmética y geométrica de razones 1 y 3 respectivamente.
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Figura 29: Respuesta de la estudiante E-1, item 6.

Por otro lado, se deduce que ambos estudiantes han utilizado el registro numérico para obtener los
elementos de la progresion geométrica, es decir, las cantidades de caramelos correspondientes a

cada casilla y las cantidades de arroz correspondientes también a cada casilla.

7. Sea la funcion F definida como F(x) = A«b™, parax € R, A>0yb> 0.

7.a  (Coémo se llama la funcion F cuya regla de correspondencia es F'(x) = A?

Analisis a priori del item 7.a.

Objetivo del item

¢ Que los estudiantes reconozcan a la funcion constante y que esta no es creciente ni decreciente.
Respuestas esperadas

e Esperamos que los estudiantes respondan que la funcion F, cuya regla de correspondencia es

F(x) = A, es la funcién constante.
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7.b De la parte “7.a”, ;cOmo se obtuvo la regla de correspondencia de la funcién F? Justifique

su respuesta.

Analisis a priori del item 7.b
Objetivo del item

e Que los estudiantes identifiquen que la regla de correspondencia de la funcidén F se obtuvo

haciendo que b = 1 para cualquier valor de la variable x en el conjunto de los reales.

Respuesta esperada

Esperamos que los estudiantes respondan que la regla de correspondencia de la funcién F se obtuvo

haciendo b = 1.

7.c (A qué intervalo debe pertenecer la constante b para que la funcién F sea creciente?

Justifique su respuesta.

Analisis a priori del item 7.c
Objetivo del item

¢ Que los estudiantes identifiquen que la funcién F es creciente cuando b € < 1,400 > .

Respuesta esperada

J Esperamos que los estudiantes respondan que, en base a lo que ya han desarrollado
anteriormente, que b debe tomar valores en el intervalo < 1,400 > para que la funcion F

sea creciente.

o Esperamos que los estudiantes realicen los siguientes tratamientos en el registro algebraico.

x<y — b*<b’
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1<b’™, 1<y—x

elevando a la %y—x) a ambos miembros

1<b

F es creciente cuando b e <1; +oo>

7.d (A qué intervalo debe pertenecer la constante b para que la funciéon F sea decreciente?

Justifique su respuesta.

Analisis a priori del item 7.d
Objetivo del item
¢  Que los estudiantes identifiquen que la funciéon F es decreciente cuando b€ < 0,1 >.

¢ Que los estudiantes realicen tratamientos en el registro algebraico.

Respuesta esperada
e Esperamos que los estudiantes respondan que la funciéon F es decreciente cuando b toma

valores en el intervalo <0, 1 >y lo justifican ddndose ejemplos para b = % 0b= % . También

espero que los estudiantes realicen graficas en el sistema de coordenadas cartesianas para estos

valores de b.

e Esperamos que los estudiantes realicen los siguientes tratamientos en el registro algebraico.

x<y — b'<b"
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<1, I<y—x

elevando a la %y—x) a ambos miembros

b<1 , ademas b>0
F es decreciente cuando b e <O; 1>
Analisis a posteriori de los items 7.a, 7.b, 7.c y 7.d

Con respecto a los items 7.a, 7.b, 7.c y 7.d, solo la estudiante E-2 respondi6 a todas las preguntas,

tal como se muestra en la figura 30.

Aqui notamos en la respuesta de la estudiante E-2 que ella reconoce la funcidén constante, sin
embargo las demas respuestas son incorrectas, por ejemplo, en la respuesta 7.b, a la constante A4 la
llama variable, afirma que la funcioén es creciente cuando b pertenece al intervalo < 0,400 >y
es decreciente cuando b pertenece al intervalo < 0,—oo >. En los items 7.b, 7.c y 7.d se esperaba
que los estudiantes realizaran tratamientos en el registro algebraico para justificar adecuadamente

sus afirmaciones.
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Figura 30: Respuesta de la estudiante E-2, items 7.a, 7b, 7.c y 7.d.
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CONSIDERACIONES FINALES

El estudio de funcion exponencial al igual que toda actividad matematica requiere del transito por

los distintos sistemas especificos de representacion. Segiin Duval (2004, p.24): “Estos sistemas

constituyen registros de representacion semiotica. Su integracion a la arquitectura cognitiva de los

sujetos es la condicion absolutamente necesaria para poder comprender en matematicas”.

A continuacion, planteamos los dos objetivos especificos que sentaron las directrices para la

presente investigacion:

1.

Identificar las actividades cognitivas de tratamiento y conversion que permiten movilizar
los elementos y las propiedades de la funcion exponencial al transitar por los distintos

registros de representaciones semioticas (lengua natural, numérico, algebraico y grdfico).
En relacion con este objetivo, concluimos que:

Con respecto al items 1.a, ninglin estudiante logro realizar un correcto tratamiento en
lengua natural del enunciado “Deseo un grano de trigo por la primera casilla del tablero
de ajedrez, dos por la segunda casilla del tablero, cuatro por la tercera casilla, ocho por la
cuarta y asi sucesivamente”; este correcto tratamiento se da mediante el parafraseo del
enunciado, segiin Duval (1999), un discurso puede ser transformado o enriquecido por otro

discurso sin perder el significado del discurso original.

Con respecto al item 1.b, solo la estudiante E-2 ha logrado realizar un tratamiento en el
registro de lengua natural. Segun Duval (2017), los tratamientos cumplen la funcion de

justificar y probar un problema dado.
Con respecto al item 1.c, no identificamos un tratamiento correcto en lengua natural.

Con respecto al item 2, todos los estudiantes realizaron la conversion del registro de lengua
natural al registro numérico, también realizaron tratamientos en el registro de numérico.
Ademas, este item les ayudo a identificar la variable independiente y la variable dependiente,

y establecieron una relacion entre las dos variables.
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Con respecto al item 3.a, ningun estudiante mostr6 dificultad al realizar la conversion del
registro numérico al registro algebraico. Esta expresion generalizada del nimero de granos
de trigo fue porque el estudiante realizo tratamientos a los nimeros de granos de trigo (es
decir, expreso dichos nimeros en su forma exponencial con base 2) hasta encontrar una ley

de formacion.

Con respecto al item 3.b, los tres estudiantes encontraron la cantidad de kilogramos de
granos de trigo correspondiente a la trigésima casilla mediante tratamientos en el registro

numérico.

Con respecto al item 4, ninglin estudiante realiz tratamientos en el registro algebraico tal

como se evidencia en la respuesta de la estudiante E-1 (figura 28).

Con respecto al item 5, todos los estudiantes logran hacer la grafica de la relacion F con

la regla de correspondencia F(x)=2", y no con la regla que le corresponde, F(x)=2" 1

F(x)=0,5x2", esto es un error de arrastre del item 4. Los estudiantes realizaron la
conversion del registro algebraico al registro numérico y del registro numérico al registro
grafico. Los estudiantes convirtieron un par de numeros en puntos en el plano cartesiano.
Segun Duval (1999), este proceso es una conversion basado en tratamientos de tipo

algoritmico y en las reglas de codificacion de la representacion cartesiana.

Con respecto al item 6, solo los estudiantes E-1 y E-2 respondieron este item, para ello
realizaron la conversion del registro algebraico al registro numérico y del registro numérico

al registro de lengua natural.

Con respecto a los items 7.a, 7.b, 7.c y 7.d, solo la estudiante E-2 respondi6 correctamente
al item 7.a, aunque sin justificar su respuesta. Los demas estudiantes no respondieron a estos

items. Se esperaba que los estudiantes realicen tratamientos en el registro algebraico.

Describir las actividades cognitivas de tratamiento y conversion que realizan los

estudiantes al transitar por los registros de lengua natural, numérico, algebraico y grdfico.

En relacion a este objetivo concluimos que:
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Con respecto al item 1.a, mencionamos anteriormente que ningin estudiante realizé un
correcto tratamiento en lengua natural, sin embargo, la respuesta de la estudiante E-1 da
indicios de la existencia de una relacion entre el numero de casilla y el nimero de granos de
trigo, y de una ley de formacion para el nimero de granos de trigo por cada casilla. La
estudiante E-2 da una respuesta similar a la estudiante E-1, solo que no considera que hay

un grano de trigo en la primera casilla.

Con respecto al item 1.b, observamos que los estudiantes E-1 y E-3 tienen dificultades para
comprender el item pues sus respuestas no responden a la pregunta planteada. Solo la
estudiante E-2 comprendi6 lo que se le estaba solicitando, y dio una respuesta aceptable,
aunque de manera imprecisa pues manifiesta que las variables son las casillas del tablero y

los granos, cuando en realidad son el niumero de casillas y el nimero de granos de trigo.

Con respecto al item 1.c, ninguno de los estudiantes logro identificar las variables
independiente y dependiente. Solo la estudiante E-2 logr6 establecer una relaciéon de
proporcionalidad directa, pues afirma que cuando el nimero de casilla aumenta, la cantidad
de trigo se va duplicando. Note que esta relacion de proporcionalidad es ambigua porque no

dice la forma como va aumentando el niimero de casilla.

Con respecto al item 2, la conversion del registro de lengua natural al registro numérico no
les causo problemas, el uso de la calculadora les facilito los célculos para hallar la cantidad
de granos de trigo correspondiente a la casilla 15. Los estudiantes E-2 y E-3 hicieron uso de
la expresion exponencial para representar algunas potencias de base 2, por ejemplo, 16 = 24,
es decir, hicieron un tratamiento en el registro numérico, el cual les va a permitir, mas
adelante, hallar la ley de formacion de la cantidad de granos de trigo para cualquier nimero

de casilla.

Con respecto al item 3.a, todos los estudiantes eligieron el mejor tratamiento (expresar el

numero de granos de trigo en su forma exponencial) para hacer el cambio de registro.
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Segun Duval (2006, p. 149):

Desde un punto de vista matematico, la conversion y el tratamiento son un todo en la resolucion
de problemas. Es mas, lo que importa es el tratamiento que es el que hace relevante la eleccion
del “mejor” cambio de registro (economia de medios, més potencia para la generalizacion, o mas
intuitivo...) para resolver el problema dado.

Cabe sefalar que la estudiante E-1 realiz6 la conversion del registro algebraico al registro de
lengua natural y la estudiante E-2 hallo la regla de correspondencia de una relacién F' con

variable independiente x.

Con respecto al item 3.b, segiin Duval (2006), en la soluciéon de un problema se necesita
que los estudiantes identifiquen las cantidades conocidas, y la relacion entre las cantidades
conocidas y desconocidas, y que traduzcan un enunciado a una ecuacion. En este problema
los estudiantes lograron identificar las cantidades conocidas y la cantidad desconocida, para
luego hacer uso de las leyes de codificacion de la regla de tres simple directa, y asi poder

llegar a la respuesta.

Con respecto al item 4, los estudiantes E-1 y E-2 asumieron valores especificos para las
constantes 4 y b sin mostrar justificacion alguna, es decir, no realizaron tratamientos en el
registro algebraico. El estudiante E-3 realiza tratamientos incorrectos en el registro

algebraico para justificar los motivos por los cuales asume que 4 =1y b =2.

Con respecto al item 5, la conversion del registro algebraico al registro grafico se produjo
por medio de tratamientos de tipo algoritmo y por las reglas de codificacion de la
representacion cartesiana que permitieron asociar pares de nimeros con puntos en el plano.
En este proceso, los estudiantes no consideraron valores negativos para la variable x, motivo
por el cual se perdi6 la posibilidad de que intuyeran que la grafica de la funcion fno corta al

eje x.

Con respecto al item 6, los estudiantes realizaron la conversion del registro algebraico al
registro numérico, este proceso se dio cuando consideraron los primeros valores enteros
positivos para la variable x. luego los reemplazaron en la regla de correspondencia de la

funcion F' y mediante tratamientos en el registro numérico, obtuvieron valores que luego
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utilizaron para realizar la conversion al registro de lengua natural cuando plantearon sus

respectivos problemas.

Con respecto a los items 7.a, 7.b, 7.c y 7.d, no podemos describir las actividades cognitivas
de tratamiento y conversion que realizan los estudiantes porque no dan respuesta alguna, a
excepcion de la estudiante E-2, quien acierta en la respuesta del item 7.a, pero no justifica

su resultado.
Seguidamente, presentamos el objetivo general de nuestra investigacion:

Interpretar como el transito por los distintos registros de representacion semidtica favorece la

comprension de la nocion de funcion exponencial en estudiantes de primer ciclo de ingenieria.

Luego de responder los tres primeros items, los estudiantes reconocen la existencia de dos
variables en el enunciado, reconocen que el nimero de granos de trigo se va duplicando, algunos
estudiantes reconocen la existencia de una relacién entre dichas variables, sin embargo, no
identifican que la variable independiente es el nimero de casilla y la variable dependiente es el
nimero de granos de trigo. En general, todos los estudiantes mostraron dificultades al realizar los
tratamientos en el registro de lengua natural. Por tanto, es relevante que los estudiantes se ejerciten
en el parafraseo de los enunciados de problemas o casos, esto les va a permitir inferir, discriminar

e interpretar datos importantes de un enunciado.

A partir de los resultados de los items 2 y 3.a, observamos que los estudiantes lograron realizar la
conversion del registro de lengua natural al registro numérico y del registro numérico al registro
algebraico. Ademas, estos items sirvieron para que los estudiantes identificaran quien es la variable
dependiente e independiente, asi como, reconocieran que el nimero de granos crece rapidamente
a medida que el nimero de casillas aumenta. Se infiere también que el tratamiento en el registro
numérico favoreci6 la deduccion de la expresion matematica (nimero de granos de trigo expresado

en su forma exponencial con base 2 para cualquier nimero de casilla)

A partir de los resultados de los items 4 y 7, observamos que los estudiantes tienen dificultades
para realizar tratamientos en el registro algebraico puesto que algunos no justificaron sus

respuestas, otros justificaron o simplemente no respondieron a la pregunta. Por tanto, es
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fundamental que los estudiantes conozcan las reglas de funcionamiento en el registro algebraico a

fin hallar o justificar propiedades, por ejemplo, propiedades de desigualdades.

Durante el analisis a posteriori del item 5, observamos que los estudiantes realizan adecuadamente
las conversiones del registro algebraico al registro numérico y del registro numérico al grafico, sin
embargo, no consideran valores negativos para la variable independiente por lo cual solo se grafico
en el primer cuadrante del plano cartesiano, perdiéndose asi la posibilidad de que los estudiantes
intuyeran que la grafica de la funcion no corta al eje x. Por tanto, es fundamental inducir en los
estudiantes, por medio de preguntas, graficos, datos numéricos, etc., la necesidad de descubrir

ciertas propiedades de la funcion exponencial, como por ejemplo, su comportamiento asintotico.
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RECOMENDACIONES

A continuacion, presentamos algunas recomendaciones:

1.

Elaborar actividades con preguntas que promuevan los tratamientos y las conversiones entre

los diferentes registros de representaciones semioticas.

Cuando se esté elaborando las preguntas de las actividades que promuevan la conversion de
un registro a otro, sugerimos también proponer preguntas que promuevan la conversion
inversa, por ejemplo, si se elabora una pregunta que promueva la conversion del registro
algebraico al grafico, también es recomendable elaborar otra pregunta que promueva la

conversion del registro grafico al algebraico.

Proponer preguntar en donde se les solicite a los estudiantes que justifiquen sus afirmaciones
y argumenten por escrito sus respuestas puesto que hemos observado que los estudiantes de
ingenieria tienen dificultades para realizar tratamientos en el registro de lengua natural.
Especificamente, creemos que se debe de proponer problemas donde se le solicite a los
estudiantes interpretar un enunciado verbal e inferir aspectos relevantes de un ejercicio, un

problema o un caso.

Utilizar libros en donde se promueva el uso de los diferentes registros de representaciones

semioticas.
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ANEXOS

Actividad N° 1: El problema del tablero de ajedrez.

Instrucciones:

Lea cuidadosamente el texto y los items de la actividad.

Si desea, subraye aquellas palabras o frases que crea importante.

La actividad es individual, utilice sus utiles de escritorio, puede usar la calculadora.

Tiempo de duracion: 100 minutos.

Resumen de la leyenda sobre el juego de ajedrez, contada al califa de Bagdad, Al-Motacen

Billah, Emir de los Creyentes, por Beremis Samir, el “Hombre que calculaba”.

Cuenta una leyenda que hace mucho tiempo reinaba en Taligana (provincia de la India) un rey
llamado Iadava. El rey gozaba del respeto y aprecio de sus subditos, sin embargo, la pérdida de su
hijo lo habia sumido en una profunda tristeza. Un buen dia se present6 en su corte un joven llamado
Sessa quien solicité audiencia con el monarca para mostrarle el novedoso juego del ajedrez. El rey
lo recibid y rapidamente aprendio las reglas del juego. Complacido por tan agradable pasatiempo,
su majestad decidi6 recompensarlo. Inicialmente, Sessa no quiso aceptar recompensa alguna, pero
ante la insistencia del rey dijo lo siguiente: Deseo un grano de trigo por la primera casilla del
tablero de ajedrez, dos por la segunda casilla del tablero, cuatro por la tercera casilla, ocho por
la cuarta y asi sucesivamente. El rey sorprendido por la peticion, accedi6 e inmediatamente ordend
a los algebristas mas expertos de la corte que calcularan el nlimero exacto de granos de trigo. Los
algebristas se asombraron al realizar los célculos y al cabo de unas horas, le comunicaron que la
cantidad de trigo equivale a una montania que teniendo por base la provincia de Taligana, fuese
100 veces mas alta que el Himalaya. El rey se quedo aténito al oir a sus sabios, en ese momento
Sessa, como buen stbdito, renunci6 a su pedido, pues estaba satisfecho con haber conseguido que

el rey volviera a estar feliz.
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Nota

El ajedrez es un juego de tablero para dos personas, cada
jugador cuenta con 16 piezas, un rey, una reina, dos alfiles,
dos caballos, dos torres y ocho peones. El juego consta de
varias reglas en donde cada jugador pone a prueba sus
habilidades estratégicas para eliminar al rey del adversario

a través de varias maniobras.

Figura 13: Tabla de ajedrez.

El siguiente enunciado son las palabras de Seesa al rey: Deseo un grano de trigo por la primera
casilla del tablero de ajedrez, dos por la segunda casilla del tablero, cuatro por la tercera casilla,

ocho por la cuarta y asi sucesivamente.

l.a  Escribe con tus propias palabras el enunciado anterior.

1.b  ;Cuales son los datos o las variables que se deducen del enunciado?

l.c ;Estas de acuerdo en qué el nimero de casilla depende de la cantidad de granos de trigo?

Justifica tu respuesta.
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2.  (Cudantos granos de trigo hubiera recibido Sessa por la décima quinta casilla? Organice sus

resultados de forma ordenada y secuencial hasta llegar a la respuesta.

3.a Deduzca una expresion matematica que le permita determinar el nimero de granos de trigo

para cualquier nimero de casilla. Organice sus resultados de forma ordenada y secuencial.
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3.b Asuma que 16 384 granos de trigo pesan, en promedio, un kilogramo. ;Cuantos kilogramos

de trigo hubiera recibido Sessa por la trigésima casilla?

4. Exprese el resultado que has obtenido en el item 3.a, en una expresion de la forma

F(x) = Axb*. ;Cuél es el valor numérico de las constantes 4 y b?

5.  Con los resultados obtenidos en el item 4, identifique mediante el criterio de la recta

vertical, que la relacion F' es una funcion. Asuma que la variable independiente x € R.
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Con respecto a la pregunta 5, considerando 4 = % y b=3, se tiene la regla de correspondencia

de la funcion F definida como F(x) =%><3x . Tomando como referencia la lectura de la

actividad, crea una actividad con dos preguntas de modo que con la informacién propuesta

te permita responder las preguntas.
Sugerencia:

Puedes seguir considerando los granos de trigo o cambiarlo por granos de maiz, granos de
arroz, granos de cebada o semillas de linaza.
Puedes seguir considerando el juego de ajedrez o cambiarlo por el juego de damas, algiin

juego con cartas, juego de ludo o juego de monopolio.
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7.b

7.c

7.d

Sea la funcion F definida como F(x) = Axb™,parax € R,A>0y b>0.
(Coémo se llama la funcion F cuya regla de correspondencia es F(x) = A?

De la parte “a”, ;como se obtuvo la funcion F? Justifique su respuesta.

(A qué intervalo debe pertenecer la constante b para que la funcién F sea creciente?

Justifique su respuesta.

(A qué intervalo deben pertenecer la constante b para que la funcion F sea decreciente?

Justifique su respuesta.
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Solucionario de la Actividad

1.a

1.b

1.c

El siguiente enunciado son las palabras de Seesa al rey: Deseo un grano de trigo por la
primera casilla del tablero de ajedrez, dos por la segunda casilla del tablero, cuatro por la
tercera casilla, ocho por la cuarta y asi sucesivamente.

Escribe con tus propias palabras el enunciado anterior.

Solucion

Deseo por la primera casilla del tablero de ajedrez, un grano de trigo: por la segunda casilla
del tablero, dos granos; por la tercera casilla, cuatro; por la cuarta, ocho; y asi sucesivamente.
(Cuales son los datos o las variables que se deducen del enunciado?

Solucion

Las variables que se deducen del enunciado son: Numero de casillas y cantidad de granos de
trigo.

(Estas de acuerdo en qué el nimero de casilla depende de la cantidad de granos de trigo?
Justifica tu respuesta.

Solucion

No, no estoy de acuerdo en que el numero de casilla depende de la cantidad de granos de
trigo, todo lo contrario, la cantidad de granos de trigo depende del numero de casilla. Por
ejemplo, supongamos que enumero las casillas con nimeros enteros del 1 al 64, debemos de
conocer el numero de casilla para determinar la cantidad de granos de trigo que le

corresponde.
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(Cuantos granos de trigo hubiera recibido Sessa por la décima quinta casilla? Organice sus

resultados de forma ordenada y secuencial hasta llegar a la respuesta.

Solucion
Numero de | Numero de granos
casilla de trigo

1 1
2 2
3 4
4 8
5 8x2=16
6 16 x2 =32
7/ 32x2=64
8 64 x2 =128
9 128 x2 =256
10 256 x2=1512
11 512x2=1024
12 1024 x 2 = 2048
13 2048 x 2 = 4096
14 4096 x 2 = 8192
15 8192 x2 =16384

El nimero de granos de trigo correspondiente a la décimo quinta casilla es 16384.

145



3.a Deduzca una expresion matematica que le permita determinar el nimero de granos de trigo

para cualquier nimero de casilla. Organice sus resultados de forma ordenada y secuencial.

Soluciéon
Numero de | Numero de granos
casilla de trigo

1 1=20=2!!
2 2=2l=2%1
3 4=2%=23%!
4 g=23=2%1
5 191" &7
6 L
7 64 =20=27-1
8 128 =27 =281
9 256 =28 =21
10 512 =2 =210-1
11 1024 =210 =211
12 POAR =9 M\ 512
13 4096 =212 = 13-
14 8192 =213 =141
15 i P g GlS" L

Se deduce que el numero de granos de trigo para cualquier nimero de casilla es 2"
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3.b Asuma que 16384 granos de trigo pesan, en promedio, un kilogramo. ;Cuantos kilogramos

de trigo hubiera recibido Sessa por la trigésima casilla?

Solucion
16384 granos de trigo 1 kg
230-1 granos de trigo X
29
16384x =2%° - X = % =215=32768

La cantidad de kilogramos de trigo que hubiera recibido Sessa por la trigésima casilla es

32768.

4.  Exprese el resultado que has obtenido en la pregunta 3.a, en una expresion de la forma

F(x) = Ax«b™. ;Cual es el valor numérico de las constantes 4 y b?

1

Solucién: zx‘lexbxzzxxz‘%zxxz=0,5x2x N A:%éA:O,S y b=2

5.  Con los resultados obtenidos en la pregunta 4, identifique mediante el criterio de la recta

vertical, que la relacion F' es una funcion. Asuma que la variable independiente x € R.

Solucion: Seleccionamos valores para x, luego los reemplazamos en F(x) y lo ordenamos

secuencialmente.
Nimero de Numero de granos
casilla (x) | de trigo [F(x) 0,5 xzx}

-3 0,0625

-2 0,125

-1 0,25

0 0,5

1 1

2 2

3 4

4 8

5 16
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6 32
Trazamos el plano cartesiano, ubicamos los pares ordenados en el plano, trazamos la curva

que pasa por dichos pares. Seguidamente trazamos la grafica de una recta vertical (recta
paralela al eje y) y observamos que corta a la curva F' en un solo punto. Por tanto, la curva

F' es una funcidn.

- 30 ' SN B

T " Grafica de la recta vertical

- 20 ——

(5, 16)

T 15

T 10

8
|

(4,8
F(x) =0, 522/
¥ = 3,
1,1
1(:3,0.0625) |(-2,0.125) (-1, 0.25) ,Qﬂ———o(——')‘{/m|
325 21-ls 1 05 0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 45 5 55 6

6.  Conrespecto a la pregunta 5, considerando 4 = % y b= 13, se tiene la regla de correspondencia

de la funcién F' definida como F(x) :%Ax . Tomando como referencia la lectura de la

actividad, crea una actividad con dos preguntas de modo que con la informacién propuesta

te permita responder las preguntas.
Sugerencia:

o Puedes seguir considerando los granos de trigo o cambiarlo por granos de maiz, granos de
arroz, granos de cebada o semillas de linaza.
o Puedes seguir considerando el juego de ajedrez o cambiarlo por el juego de damas, algun

juego con cartas, juego de ludo o juego de monopolio.

Solucion
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7.b

7.c

7.d

Dos reyes compiten en un juego de ajedrez. Uno de ellos le dice al otro que cada vez que
pierda, le iba a entregar 3 monedas de plata, el otro respondid que cada vez que pierda le iba
a dar un grano de arroz por la primera perdida, 3 por la segunda, 9 por la tercera, 27 por la
cuarta y asi sucesivamente. Si el segundo rey perdio tantas veces como casillas hay en el
tablero de ajedrez, ;podra cancelar su deuda?, ;Cuantos granos de arroz recibird el primer

rey solo por ganar en la décima partida?

Sea la funciéon F' definida como F(x) = A~b™,parax€ R, A>0y b>0.
(Coémo se llama la funcién F cuya regla de correspondencia es F(x) = A?

De la parte “a”, ;coOmo se obtuvo la regla de correspondencia de la funcién F ? Justifique su

respuesta.

(A qué intervalo debe pertenecer la constante b para que la funciébn F sea creciente?

Justifique su respuesta.

(A qué intervalo deben pertenecer la constante b para que la funcion F sea decreciente?

Justifique su respuesta.

Solucion

a) La funcién F cuya regla de correspondencia es F'(x) = 4, se llama funcion constante.

b) Laregla de correspondencia de la funcion F se obtuvo haciendo b = 1.

0 x<y — b'<b’

1<b’™, 1<y—x
elevando a la y a ambos miembros
(y—x)

1<b

F es creciente cuando b e <1; +oo>

d x<y — b'<b*
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<1, 1<y—x

elevando a la %y—x) a ambos miembros

b<1 , ademas b>0

F es decreciente cuando b e <O; 1>
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