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RESUMEN

El objetivo del presente trabajo es analizar la coordinacién de diferentes registros de
representacion semiotica para movilizar la nocion de Elipse de estudiantes de Fisica. La
investigacion se realiza con estudiantes del primer afio de estudio de Fisica de una universidad
publica de Lima — Perti, cuyas edades oscilan entre 17 y 20 afios. Los sujetos de investigacion
mediante una secuencia de preguntas se apropian realizando tratamientos y conversiones en
los Registros de Representacion Semiotica de lengua natural, algebraico y grafico del objeto
matematico Elipse. En ese sentido, nos planteamos responder la siguiente pregunta de
investigacion: (Como la coordinacion de diferentes registros de representacion semidtica
favorece la movilizacion de la nocidon de Elipse de estudiantes de Fisica? Para dar respuesta a
esta pregunta, nos planteamos como objetivos especificos: Identificar los tratamientos y las
conversiones realizadas por los estudiantes al desarrollar una secuencia didactica que moviliza
la nocion de Elipse y describir los tratamientos y las conversiones que los estudiantes utilizan
al desarrollar una secuencia didactica que moviliza la nocion de Elipse. Asimismo,
justificamos esta investigacion por la relevancia que tiene el estudio de la conica Elipse para
estudiantes de Fisica en su formacion profesional. Tomamos como marco tedrico que sustenta
nuestra investigacion aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica de Duval
(2004), lo concerniente a transformaciones: Tratamientos y conversiones. Dado que el enfoque
de esta investigacion es cualitativo, como metodologia, consideramos aspectos de la Ingenieria
Didactica de Artigue (1995), la micro ingenieria. Para la fase de la experimentacion, se
selecciond a dos estudiantes quienes realizaron la secuencia de preguntas. Observando los
resultados de los sujetos de investigacion, durante el transcurso de la secuencia de preguntas,
verificamos que los estudiantes logran la coordinacion de los diferentes Registros de
Representacion Semidtico con el cual se apropian de la nocion de elipse, asi como también

algunas dificultades en la articulacion de los registros de lengua natural, algebraica y grafica.
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ABSTRACT

The obyetive of the following work is meant to analyze thecolaboration of different registers of
semiotic representation to make Physics students Ellipse work. The research invoves students
of first year of the Physics course from a public university in Lima — Peru. Their ager goes from
17 to 20. The subjects of the investigation, which though a sequence of questions, take thelead
and develop procedures and conversions in the Semiotic Representation on Natural tangue,
algebraic and graphic of the math target Elipse. Therefore, we have decided to answer the
following question of investigation: How does the coordination of the different Semiotic
Registers of Representation help the Ellipse of Physics students’ Notion work? To answer this
question, we suggestted the following specific objetives: to identify the procedures and
conversions mode by the students when they develop a didactic sequence that make the Ellipse
Notion work. Futhermore, we support this research because of the importance that the study
has on the conic Ellipse for students of Physics in their profesional education. As a theoric field
that suppors our rescarch of aspects of the theory of Registers of Representation Semiotic of
Duval (2004), what concerns transformations: procedures and conversions. Due to the focus of
this research, which is qualitative, as methodology, we consider aspects of Didactic Engineering
from Artigue (1995), micro Engineering. In the stage of experimentation, we selected two
subjects of investigation, during the lenght of the questions sequence, we verified that the
students achiere the coordination of the different Semiotic Representation Registers, which they
used to develop the notion of Ellipse. Likewise, some difficulties regarding linking the natural,

algebraic and graphic.

Keywords: Register Theory; Didactic Engineering; Conic; Ellipse.
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CONSIDERACIONES INICIALES

El interés de realizar esta investigacion radica en que, en nuestra experiencia como docente del
area de Matematica, observamos que los estudiantes de Fisica del curso de complemento de
Matematica, en su ensefianza-aprendizaje de la conica elipse, privilegian el registro algebraico
dejando de lado otros registros de representacion. En ese sentido, se cree que mediante los
aspectos tedricos y metodologicos que nos brinda la didactica de las Matemadticas, como

disciplina cientifica, podemos realizar nuestro analisis.

Debido a que nuestro objetivo general para responder a la pregunta de investigacion es analizar
como una actividad, que involucra la articulacion de diferentes registros de representacion
semiotica, permite que los estudiantes de Fisica movilicen la nocion de elipse, precisamos
identificar los tratamientos y las conversiones de representacion, para luego describir las
articulaciones entre los registros de lengua natural, algebraica y gréfica. Por ello, la importancia
de establecer el marco tedrico para identificar los tratamientos y las conversiones, asi como

establecer el marco metodologico para lograr nuestro objetivo planteado.

La presente investigacion se encuentra dividida por capitulos. En el primero, trataremos sobre
la problematica, razén por la cual buscamos antecedentes relacionados a investigaciones sobre
nuestro objeto matematico elipse o relacionado a €I, asi como antecedentes relacionados a
nuestro marco teorico. También se encuentra la justificacion, el marco tedrico, que son aspectos
de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica de Duval (2004), que sustenta nuestro

trabajo, y aspectos metodologicos de la Ingenieria Didactica de Artigue (1995).

En el segundo capitulo, trataremos el aspecto historico de nuestro objeto matematico elipse,
desde su origen en la antigua Grecia hasta nuestra época y haremos una revision de libros

didacticos que son de consulta para los estudiantes.

Finalmente, en el tercer capitulo, trataremos sobre la experimentacion y el analisis. En esta
parte, se describe a los sujetos de investigacion, el lugar donde se va a desarrollar la actividad,
los recursos e instrumentos utilizados, el andlisis a priori y a posteriori de los datos recolectados,
para luego realizar el contraste y validacidon, segiin nuestra metodologia: La Ingenieria

Didactica.



CAPITULO |: PROBLEMATICA

En este capitulo presentaremos algunos trabajos de investigacion relacionados a las secciones
conicas, a nuestro objeto matematico elipse, investigaciones que tengan como marco tedrico
referencial a la Teoria de Registros de Representacion Semiotica, asi como las relacionadas al
uso de un Ambiente de Representaciones Dindmicas (ARD) en la ensefianza y aprendizaje de
las conicas y, en particular, de la elipse. Ademas, justificaremos nuestra investigacion y
presentaremos como marco teorico algunos aspectos de la Teoria de Registros de

Representacion Semidtica.
1.1 Investigaciones de referencia

Con respecto al estudio de las secciones cOnicas, presentamos la investigacion de Flores (2015),
quien realiza un disefio instruccional para el aprendizaje de las secciones conicas dirigido a
estudiantes del sexto semestre de Geometria II de la Facultad de Ciencias de la Educacion de
la Universidad de Carabobo, teniendo como prioridad los cambios de registros: Del algebraico

al grafico y viceversa.

Dicha investigacion tiene como marco teorico referencial a la Teoria de Registros de
Representacion Semiotica y la metodologia que emplea la investigadora se enmarca en la
modalidad de proyecto factible, con disefio descriptivo y de campo, el cual que consiste en la
elaboracion y desarrollo de una propuesta de un modelo viable para solucionar el problema de

la comprension de las secciones conicas.

La propuesta radica en dar mayor énfasis en la conversion del registro algebraico al grafico y

al respecto la investigadora indica:

La investigacion persigue proponer una mayor productividad e importancia en cuanto a
los cambios de registros, lo cual da pie a otras investigaciones en diversas areas del
conocimiento y en todos los niveles educativos, pero mas aun en niveles superiores en
todas las carreras, pues solo desde la destreza y dominio de los cambios de registros se
puede lograr la masificacion de las definiciones que el docente desea ensefar en sus
respectivas aulas. (Flores, 2015, p. 29)

La poblacion es de 18 estudiantes que cursan el curso de Geometria I, mientras que para la
muestra selecciona al azar 13 considerando la eficacia y la representacion de los datos recabados

y los cinco estudiantes restantes los utiliza para analizar la confiabilidad del instrumento.

Para la recoleccion de datos, la investigadora realiza un cuestionario de respuestas cerradas
sobre el conocimiento y manejo de los cambios de registros en secciones conicas. Al aplicarlo

a los 13 estudiantes seleccionados, evidencia un alto porcentaje de respuestas incorrectas de los
10



cambios de registros graficos al algebraico y viceversa. Debido a estos resultados, concluye en
la necesidad de elaborar un modulo de aprendizaje de las secciones conicas que incentiven los
cambios de registros algebraicos y graficos y esto motivéd el disefio instruccional para el

aprendizaje de secciones conicas.

Del mismo modo, Davila, De Alba, Herndndez y Antolin (2013) presentan un avance de la

investigacion sobre el disefio, experimentacion y analisis de una serie de secuencias didacticas.

Los autores realizan una secuencia de actividades didacticas para el aprendizaje de las secciones
conicas y sus diferentes representaciones dirigido a estudiantes que llevan el curso de
Geometria Analitica del tercer semestre de preparatoria del nivel medio superior en Ciudad

Juarez, México.

El objetivo es identificar las dificultades que tienen los estudiantes en realizar las
transformaciones (Conversiones y tratamientos) entre las representaciones de las conicas y en
su avance de investigacion, los autores toman como marco tedrico a la Teoria de Registros de

Representacion Semidtica y, como método, a la Ingenieria Didactica.

Los investigadores, en primer lugar, realizan una prueba de diagndstico para determinar el nivel
de conocimientos previos de los 14 estudiantes que fueron seleccionados. Luego, realizan una
secuencia didactica de seis actividades de las cuales solo ejecutan cuatro por inconvenientes

presentados con los tiempos.

Las actividades elaboradas por los investigadores contenian temas relacionados a:
Reconocimientos de las secciones conicas al realizar un corte a un cono de unicel y describir
las caracteristicas de cada una, reconocimientos de las secciones conicas que se obtienen al
manipular el Software Cabri — Gémétre I Plus y expresarlas de manera verbal, la
circunferencia, la pardbola, la elipse y la hipérbola y sus representaciones. También realizaron

dos evaluaciones, las cuales se realizaron luego de la primera y tercera actividad.

De estas cuatro actividades, los autores llegan a la conclusiéon que los alumnos tienen
dificultades para realizar las conversiones o tratamientos, ya sea por problemas algebraicos,
aritméticos o de conocimientos previos y que ademas presentan dificultades en la habilidad

lectora.

Por otro lado, Silva (2013), en su trabajo de investigacion dirigido a estudiantes del tercer afio

de educacion media, se preocupa en que los que aspiran pasar a la educacién superior
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reconozcan a las conicas en sus diferentes representaciones, tema que es muy estudiado en la

Ingenieria y ciencias bésicas.

Silva (2013), tomando como marco tedrico a la Teoria de Registros de Representacion
Semiotica y, como apoyo visual, al Software Geogebra, desarrolla una secuencia de actividades
de la siguiente manera: En la primera actividad, se realiza la construccion de cada conica
utilizando el Software a partir del circulo director; en la segunda actividad, se analizan las
propiedades de la figura y se realiza una definicion de la idea de lugar geométrico y; en la
tercera actividad, se obtiene la expresion algebraica utilizando algunos conceptos de Geometria

Analitica, llegando a la forma candnica y a la ecuacion de segundo grado.

En esta presentacion, la investigadora se centra en trabajar con la conica elipse, dejando abierto

la posibilidad de adaptar la actividad hacia las otras conicas (Parabola e hipérbola).

Para la construccion de la elipse, como lugar geométrico, la investigadora utiliza una secuencia
de pasos con los comandos del Software Geogebra como la mediatriz, interseccion, arrastre,

animacion. Seguidamente, se orienta al alumno a probar algunas caracteristicas de la elipse

como llamar a F| y F, focos de la elipse y considerar a P un punto de ella, entonces se observa
que d(P,F,)+d(P,F,)=2a, donde 2a es la longitud del eje mayor y que esto es una de las

caracteristicas de la elipse.

Para llegar a la representacion algebraica, utilizan algunos conceptos de Geometria Analitica
como la distancia entre dos puntos y realizando tratamientos en esta representacion algebraica
se logra la forma candnica de la elipse, partiendo de la representacion algebraica y utilizando

la ventana de entrada del Software Geogebra se muestra la representacion grafica.

De esta actividad, la investigadora llega a la conclusion que, mediante el uso del Software
Geogebra, el alumno sera capaz de conocer las conicas en sus diferentes representaciones y que
también puede trabajar otras caracteristicas de las conicas como el de la excentricidad, entre
otros; sin embargo, la investigadora indica que el Software tiene algunas limitaciones pues no

puede mostrar la forma candnica de las conicas.

Finalmente, termina concluyendo que una secuencia de actividades utilizando los recursos de
representacion dindmica, que estan bien planificadas, facilita el acceso a otros tipos de registros

y contribuye al apropiamiento de la ensefianza matematica.

Seguidamente, presentaremos investigaciones relacionadas a nuestro objeto matematico de

estudio, la elipse, en el nivel medio y superior.
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Al respecto, presentamos la investigacion de Santa (2011) que realiza un estudio de la elipse
como lugar geométrico, a través de la Geometria del doblado de papel en el contexto del modelo
de Van Hiele, en el cual privilegia su reconocimiento, dejando para estudios posteriores la parte

algebraica.

Lo que motivo la eleccion de la comprension del concepto elipse, como lugar geométrico, fue,
en primer lugar, su importancia en el estudio de los cuerpos celestes y, en segundo lugar, que
el estudio de la elipse como lugar geométrico trae consigo otros conceptos geométricos, como

la mediatriz y circunferencia.

La investigadora sefiala que los estudiantes primero deben conocer las propiedades de la elipse,

como lugar geométrico, para después conocer el concepto de hipérbola. Al respecto indica:

Nuestra experiencia como docentes de Calculo y como investigadores en la didactica
del doblado de papel, nos ha permitido concluir que el estudiante primero deberia
comprender el concepto de elipse como lugar geométrico y las propiedades que cumplen
los puntos para pertenecer a éste y, después, el concepto de hipérbola. (p. 32)

La investigacion realizada por la autora no solo centra sus esfuerzos en la comprension del
concepto elipse, sino también en conceptos geométricos como: Mediatriz, equidistancia,

circunferencia y lugar geométrico.

Dicha investigacion tiene como marco teorico referencial el modelo educativo de Van Hiele y
como metodologia de investigacion el estudio de casos, dirigido a estudiantes del grado décimo

de una LE de la ciudad de Medellin, Colombia.

La pregunta que orient6 la investigacion fue ;Coémo comprenden los estudiantes el concepto de
elipse como lugar geométrico mediante la Geometria del doblado de papel en el contexto del
modelo educativo de Van Hiele?, teniendo como objetivo general: Analizar la comprension del
concepto de elipse como lugar geométrico en el contexto del modelo educativo de Van Hiele,
utilizando la Geometria del doblado de papel con los estudiantes del grado décimo de una LL.E
de la ciudad de Medellin o con estudiantes universitarios de primeros semestres de cursos de

Matematica Basica.

La investigacion se realizo con cinco estudiantes del grado décimo de una institucion educativa
de la ciudad de Medellin que estaban proximos a tocar el tema de secciones conicas. Para la
seleccion de estos estudiantes, la investigadora realiza una actividad para determinar los
conocimientos que tienen sobre la Geometria del doblado de papel y la Geometria euclidiana y
la recoleccion de los datos se dio mediante la observacion, encuestas, entrevistas individuales
y grupales y revision de los materiales.

13



Santa (2011) sigue la secuencia metodologica de la siguiente manera: Seleccionar a los cinco
estudiantes mediante una actividad, los elegidos realizan una encuesta individual con un
numero de preguntas abiertas y dos entrevistas grupales, de caracter socratico, con el objetivo
de fortalecer conceptos basicos y necesarios para comprender el concepto de elipse como lugar

geométrico.

Luego realiza una entrevista individual, de caracter socratico, en el cual les plantea preguntas
relacionadas con la visualizacion de construcciones de algunas figuras geométricas mediante el
doblado de papel. Acto seguido, a medida que iban entrevistando a los estudiantes, se mejoran
las actividades y el cuestionario de preguntas de la entrevista para determinar el nivel de
razonamiento del estudiante y permitirle avanzar en su comprension del concepto de elipse
como lugar geométrico. Ademas, estas entrevistas permiten determinar los descriptores de los
niveles de razonamiento de Van Hiele y, por altimo, realiza una triangulacion entre el anélisis
del proceso del razonamiento de los cinco estudiantes, el marco tedrico referencial y las

vivencias de la investigadora.

Algunas de las conclusiones a las que llegd la investigadora es que la entrevista, de caracter
socratica individual, permite a los estudiantes avanzar en su nivel de razonamiento, dando como

resultado que cuatro de los estudiantes lleguen al nivel III y uno al nivel II.

También concluye que la eleccion adecuada de unos descriptores iniciales contribuye a la
comprension del concepto objeto de estudio, porque en el proceso de interaccion entre los
estudiantes y el investigador se van refinando. Por ello, la investigadora afirma que el estudio
de la elipse, mediante la geometria del doblado de papel, es muy provechoso para el estudiante

pues relaciona lugares geométricos como la mediatriz o circunferencia.

Por otro lado, Leon (2014) realiza una investigacion sobre la instrumentalizacion de la elipse,
mediado por el Software Geogebra, dirigido a estudiantes de Matematica I de la carrera de
Arquitectura y Administracion de proyectos en una universidad privada, el cual se baso en el
enriquecimiento de las propiedades del objeto matematico elipse mediante una secuencia de

actividades mediado por el programa antes mencionado.

Dicha investigacion tiene como pregunta: ;Una secuencia de actividades mediadas por el
Geogebra permite que los alumnos de Arquitectura y Administracion de Proyectos
instrumentalicen la elipse?, teniendo como objetivo propiciar la instrumentalizacion de la elipse

cuando los alumnos trabajan una secuencia de actividades mediadas por el Geogebra.
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Para sustentar su investigacion, Ledn (2014) toma como marco tedrico referencial el Enfoque

Instrumental y como método de investigacion aspectos de la Ingenieria Didactica.

En la investigacion, el autor elabora una prueba de diagnostico a 20 estudiantes voluntarios del
curso de Matematica I conteniendo temas relacionados a rectas, circunferencia y parabola, que

son temas anteriores a elipse, de los cuales seleccion¢ a seis estudiantes.

Dicho cuestionario consta de seis preguntas, los cuales estan divididos en tres partes: La primera
parte esta relacionado a los conocimientos sobre la mediatriz, su representacion grafica y como
se aplica esta definicion en otras representaciones geométricas. La segunda parte esta
relacionada con el conocimiento de la circunferencia asi como el trazo de algunos elementos y
la tercera parte estd relacionada con el lugar geométrico de la pardbola y el conocimiento de

algunas de sus caracteristicas.

Después de analizar los resultados de la prueba de diagndstico, el investigador se da cuenta que
la mayoria de alumnos tienen dificultades en reconocer a las conicas como lugar geométrico,

sefalando que esto es debido a que la construccion geométrica es ajena en su ensefianza.

Para ello, el investigador realiza una secuencia de 15 actividades distribuidas de la siguiente
manera: Cinco relacionadas a la exploracion de algunas herramientas del Software Geogebra,
otras cinco relacionadas a la construccion de la elipse como lugar geométrico y la misma
cantidad de actividades a la representacion geométrica de la elipse mediante los ejes

coordenados y su expresion algebraica.

De las actividades realizadas en clase, el investigador llega a contestar la pregunta que lo motivo
a la realizacion del trabajo, ya que encuentra indicios que las actividades propuestas logran el
enriquecimiento y el surgimiento progresivo de las propiedades de la elipse, mediados por el
Geogebra, indicando que se pueden realizar investigaciones futuras mediante la traslacion y

rotacion de ejes.

Prosiguiendo con la presentacion de investigaciones de nuestro objeto matematico elipse,
Bonilla (2012) realiza una investigacion sobre la elipse desde la perspectiva de la teoria de los
Modos de Pensamiento con estudiantes de 15 a 17 afios que llevan el curso de Algebra y
modelos analiticos del plan cientifico de tercer aiio de medio de un establecimiento educacional
chileno. Dicho curso tiene como objetivo preparar a los alumnos en los conocimientos basicos
necesarios, para que mas adelante puedan enfrentar con éxito los cursos de las carreras

cientificas en la educacion superior.
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El trabajo tiene como marco tedrico referencial a la teoria de Modos de Pensamiento de
Sierpinska y, como método, al estudio de casos. Ante esto, Bonilla (2012) centra su
investigacion en la elipse, porque ve la problematica de que solo se centran en su estudio
utilizando la técnica de las ecuaciones cartesianas y que esto no ayuda a la comprension

profunda del concepto y al respecto indica:

Consideramos que estas técnicas no son suficientes para lograr una comprension
profunda del concepto. Cuando decimos comprension profunda, estamos pensando en
que el estudiante pueda relacionar las distintas definiciones de elipse, ya sea la elipse
como una seccion conica, elipse como lugar geométrico y la elipse a partir de las
ecuaciones que la describen. (p. 23)

La investigadora elige como marco teérico los Modos de Pensamiento de Sierpinska porque
distingue tres modos de pensamiento: Uno que tiene que ver con el pensamiento practico (El
Sintético — Geométrico (SG)) y otros dos que tienen que ver con el pensamiento teérico (El

Analitico- Aritmético (AA) y Analitico — Estructural (AE)).

En la parte metodologica, la investigadora realiza, en una primera etapa, un cuestionario
exploratorio de cinco preguntas con el fin de indagar en los modos de comprender la elipse que
privilegian 10 de los estudiantes de un establecimiento educacional de dependencia compartida
(Particular subvencionada) que aprobaron el curso de Algebra y modelos analiticos; es decir, si
estos conocimientos hacen transitar a los estudiantes entre las diferentes definiciones de la

elipse en el plano cartesiano.

De este cuestionario, la investigadora llega a la conclusion de que la mayoria de los estudiantes
logran graficar la elipse dada su ecuacion o bien obtienen la ecuacion a partir de su grafica; es
decir, logran transitar entre los modos de pensamiento SG — AA, teniendo grandes dificultades

en pensar el concepto elipse en un modo AE.

En la segunda etapa, la investigadora realiza un analisis documental que tiene que ver con los
elementos de la Matematica que permiten las distintas definiciones de la elipse. Finalmente, en
una tercera etapa, realiza el disefo de actividades de aprendizajes desde la teoria del Modo de
Pensamiento para el estudio del concepto elipse, que tienen como finalidad documentar las
conexiones que pueden realizar los estudiantes entre los modos de pensamientos SG — AA —

AE de la elipse en el plano y los modos de pensamiento SG — AE en el espacio.

Las secuencias de actividades disefiadas para la interaccion entre los distintos modos de
pensamiento, para la comprension profunda de la elipse, fue elaborada de la siguiente manera:
La primera actividad estd presentada en la Geometria del taxista (Geocity), esto debido a que

la distancia discreta facilita la comprension de las propiedades que define a la elipse. Es asi que
16



Bonilla (2012) realiza una serie de preguntas como para familiarizar a los estudiantes con los
elementos de la Geometria del taxista y luego realiza otra serie de preguntas para hacer transitar

a los estudiantes entre los modos de pensamientos SG — AE y AE — SG de la elipse en Geocity.

La segunda actividad tiene por objetivo hacer transitar a los estudiantes entre los modos de
pensamiento SG — AA — AE en el plano cartesiano y para ello dispone de algunas
representaciones de la elipse con rotacion y traslacion de ejes coordenados, para observar a qué

modo de pensamiento recurren los estudiantes cuando se enfrenten a las preguntas.

Por ultimo, en la tercera actividad, plantea dos preguntas para observar si los estudiantes
recurren al modo de pensamiento AE y las siguientes cuatro preguntas son disefiadas para
mostrar los argumentos de éstos en el transito de la representacion de la elipse en el plano (SG1)

a la representacion de la elipse en el espacio (SG2) y a la AE.

De las actividades realizadas, la investigadora llega a la conclusion que los 19 estudiantes que
habian aprobado el curso de Algebra y Modelos Analiticos (Cuarto afio de educacién media)
logran satisfactoriamente responder a las actividades y comprender el concepto de elipse, esto
debido a las conexiones que lograron entre los modos de pensamientos SG — AA — AE en el

plano y SG2 — AE en el espacio.

De 10 estudiantes que no habian llevado el curso de Algebra y Modelos Analiticos (Segundo
afo de educacion media) y que fueron elegidos por sus notas sobresalientes en Matematica, la
investigadora centra su analisis en el modo de pensamiento SG — AE en la Geometria del taxista
y en el plano, llegando a la conclusioén que, en la actividad 1, los estudiantes muestran una
comprension en el modo AE en la Geometria del taxista. Con respecto al transito entre los
modos SG — AA — AE, muestran dificultades para obtener la ecuacion de la elipse y sobre las
conexiones entre SG1 — SG2 — AE de la elipse en el espacio, presentan dificultades debido a

que desconocen algunos conceptos.

En relacion a los 11 estudiantes que llevan el curso de Algebra y Modelos Analiticos, pero que
aun no tocan el tema de elipse (Tercer aino de educacion media), la autora llega a la conclusion
que, en la actividad 1, los estudiantes logran una comprension en el modo AE en la Geometria
del taxista y, con respecto a las conexiones entre SG — AE — AA, la mayoria de los estudiantes
logran la comprension de estos modos en el plano cartesiano y, en relacion al transito entre SG1
— SG2 — AE de la elipse en el espacio, presentan dificultades como graficar y describir la

posicion del plano que al intersectar a un cono forme una elipse.
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De las conclusiones obtenidas en cada caso, Bonilla (2012) da sugerencias didactas como por
ejemplo, los estudiantes que se inician y puedan lograr transitar entre los modos SG — AE
desarrollen actividades en la Geometria del taxista, ya que ésta da importantes aportes en la
comprension del modo AE, a partir del modo SG de la elipse y con respecto al modo SG — AE
de la elipse en el espacio recomienda que no es viable por las dificultades que presentaron, pero
que si se pueden trabajar después de haber estudiado el concepto elipse. Por ultimo, concluye
escribiendo que los estudiantes que logren comprender la elipse como lugar geométrico (Modo

AE) tienen mayor ¢éxito en la comprension profunda del concepto.

En la misma linea, Contreras, Contreras y Garcia (2002) realizan una investigacion sobre la
Geometria sintética y analitica de la elipse y sus construcciones, esto debido a que las ideas
previas que tienen los estudiantes del segundo bachillerato espafiol sobre las conicas es
estudiarlas por separado como si fueran independientes, sin ninguna relacion estructural entre

ellos.

Si bien es cierto los autores centran su investigacion en la elipse, lo que buscan es construir
conocimiento a partir de realizar cuestionamientos y quitar esas ideas previas. Ademas, los
investigadores realizando una revision bibliografica encontraron que el tipo de tratamiento que
se le da al tema de conicas es exclusivamente analitico; por ello, realizan una propuesta

integradora de la Geometria sintética y analitica.

Con ello, intentan mostrar el topico elipse desde la perspectiva sintética y analitica
complementandose entre si y para ello realizan las distintas construcciones de la elipse

empezando por:

La construccion por trazo continuo, la cual es una construccion de técnica sintética en el cual,
teniendo como datos los focos F , F' y la longitud mayor 2a, para lograr la construccion, se
toma un hilo de longitud 2a  cuyos extremos se atan a los focos, y manteniendo el hilo tenso
se dibujard la elipse, ya que si tomamos un punto “ P perteneciente a la elipse tenemos que la
suma de distancias de los focos al punto “ P siempre darda como resultado 2a y si tenemos

como dato los semicjes a y b entonces se construye la elipse conociendo la relacion

¢’ +b* =a’ y considerando al lado mayor A44', lado menor BB' y centro de la elipse “O” se
traza un arco tomando como centro B radio O4=a el cual corta al eje mayoren F y F' con

el cual se logra la construccion.
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Por otro lado, por medio de la utilizacion del compas eliptico y teniendo como datos los
semiejes @ y b se puede construir de manera sintética un cuarto de elipse y de manera analitica
tenemos “P”, cuya abscisa es x=aCosa y ordenada y=bsenax de donde utilizando las

propiedades trigonométricas y realizando algunos calculos, Contreras, et al. (2002) obtienen

+2_=1. Colocando el punto P en el segundo, tercero y cuarto cuadrante se forma la elipse

b

completa.

2 2
2

QN| =

En la construccion por puntos aislados: Teniendo como datos los semiejes a y b se

construye la elipse con una argumentacion sintética — analitica y esta se logra al trazar dos
circunferencias concéntricas de centro O y de radios a y b, sea OR=a y C el punto de
interseccion de OR con la circunferencia de radio b, por R se traza una paralela al eje Y y por
C setrazaunaparalelaal eje X intersectandose en el punto P, entonces los autores determinan

que los tridngulos RPC y RR'O son semejantes, de donde obtienen % _RE , después de

a—b_\/az—x2 -y
a /az_xz

realizar algunos cdlculos llegan a la siguiente ecuacion: , realizando

2 2

. XY
operaciones llegan a la ecuacion — +=5 =1,
a

b2
Los investigadores presentan el problema de Pappus en la cual, realizando célculos, llegan a

una ecuacién de la forma: Ax” + By” + Cxy+Dx+Ey+F =0 que es la ecuacion general de la
familia de las conicas. Por lo tanto, la solucion del problema de Pappus es una conica.

Los investigadores toman como ejemplo de aplicacién a la Fisica como en Biologia a la luz
polarizada, que consiste en la medida del indice complejo de refraccion y del espesor de

peliculas delgadas (Elipsometria).

Después de realizar las construcciones de la elipse, ya sea de forma sintética, analitica o sintética
— analitica, los investigadores llegan a la conclusién que existe una complementariedad y
coordinaciéon entre ambas técnicas. Ademas, recomiendan que la aplicacion de las técnicas
sintética — analitica y al conectar determinados conceptos de la Fisica con la conica elipse, como

elementos motivadores, los estudiantes logran un mejor provecho interdisciplinario.

Siguiendo la revision de investigaciones relacionadas a conicas, tenemos la de Lopez y Aldana

(2013) quienes realizan una propuesta de un estudio méas amplio del concepto de parabola,
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dirigido a estudiantes de Ingenieria de Sistemas que llevan el curso de Geometria analitica en

el primer semestre de la Universidad de Quindio del Municipio de Armenia, Colombia.

El objetivo de la investigacion es analizar como llegan a la comprension y/o construccion del
concepto de parabola como una conica desde las dimensiones epistemologica, didécticas y

cognitivas.

Este estudio tiene como sustento teoérico a la teoria de Situaciones Didactica de Brousseau y
como método a la Ingenieria Didactica de Artigue, el cual les permite realizar un analisis a

priori y a posteriori de unas situaciones a-didacticas y didacticas de una secuencia en el aula.

Para la investigacion, Lopez y Aldana (2013) tomaron un grupo de 25 estudiantes, cuyas edades
oscilaban entre 17 y 30 afos, que ademas algunos de ellos llevaban el curso por segunda vez, y

como apoyo visual tomaron al Software Geogebra.

La investigacion se desarrolla de la siguiente manera: Elaboracion de situaciones a-didacticas,
validacion de las tareas por expertos, aplicacion de las situaciones a-didacticas, confrontacion
de los resultados de los sujetos por expertos, analisis a-priori de la situacion a-didactica,
aplicacion de algunas situaciones didacticas, analisis a posteriori, entrevistas y triangulacion de
la informacion. Para la recoleccion de la informacion, se utilizan los siguientes instrumentos:

Cuestionarios, entrevistas, observacion en el aula y video grabaciones.

En la fase a-didactica, se presenta la tarea 1: Observe la grafica correspondiente a una parabola
y responda las siguientes preguntas ;Cudles son las coordenadas del foco y el vértice de la
parabola? ;Cudl es la ecuacion de la directriz? ;Cuadl es la ecuacion correspondiente a la

conica?, entre otros.

De estos resultados, los investigadores evidencian que los estudiantes reconocen algunos
elementos de la paradbola, como por ejemplo el lado recto y el foco; sin embargo, no relacionan
de manera correcta por la forma como responden erroneamente sobre las coordenadas del

vértice, el eje de simetria y el lado recto.

Por ello, los investigadores nuevamente le presentan unos graficos de parabolas a los
estudiantes y les piden que lo relacionen con una expresion algebraica, donde responden de
manera incorrecta y sin un orden. Es por estos resultados que los autores presentan una
secuencia de ensefanza e intervencion en el aula con respecto al objeto matematico parébola y

tratar de definir en forma logica su lugar geométrico.
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En esta actividad fue muy importante el uso del Software Geogebra, ya que facilita el trabajo
de la ubicacion de los puntos, luego los investigadores, en la situacion didactica, les plantean
algunas tareas a los estudiantes en los cuales los sujetos responden correctamente, pues aplican

correctamente el concepto de lugar geométrico.

De estas actividades, Lopez y Aldana (2013) llegan a las conclusiones que, mediante una
secuencia de ensefianzas mediadas por un entorno informatico, no solo permiten realizar una

planeacion de la clase sino también validar cada uno de las secuencias.

En la fase a-didéctica, los alumnos presentan dificultades en reconocer a la pardbola como lugar
geométrico y no logran la comprension/construccion de la parabola y, en la fase didactica, las
secuencias didacticas permiten realizar transformaciones de ecuaciones en el mismo sistema de
representacion y lograr la coordinacion entre las representaciones graficas, algebraicas y

analiticas.
A continuacion, justificaremos nuestra investigacion de acuerdo a nuestros antecedentes.
1.2 Justificacion

De las investigaciones presentadas en los antecedentes, podemos notar la preocupacion de los
investigadores en la ensefianza y aprendizaje de las secciones conicas en el nivel Basico Regular

o Superior.

En ese sentido, Flores (2015) disefia un modelo instruccional para la ensefianza de las conicas
debido a las dificultades encontradas por los estudiantes en realizar las conversiones y
tratamientos entre los registros de representacion algebraico a grafico y viceversa dirigido a
estudiantes del curso de Geometria II. Dicho disefio tuvo como prioridad los cambios de registro

grafico a algebraico.

De manera similar, Davila, De Alba, Fernandez y Antolin (2013) realizan una secuencia de
actividades para el aprendizaje de las secciones conicas, cuyo objetivo se centra en identificar
las dificultades de los estudiantes en realizar las transformaciones; es decir, en realizar

tratamientos y conversiones teniendo como apoyo al Software Cabri — Gémétre II Plus.

Por otro lado, Silva (2013) se preocupa en que los estudiantes de Educacion Media, que aspiran
pasar a Educacion Superior, reconozcan a las conicas en sus diferentes representaciones
mediante el apoyo del Software Geogebra, cuyo tema es muy estudiado en la Ingenieria y

ciencias basicas.
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También podemos citar investigaciones cuya preocupacion es el aprendizaje y la ensefianza de
la parabola como lugar geométrico, tal como lo describen Lopez y Aldana (2013), asi como
también encontramos investigaciones relacionados al estudio y ensefianza de la elipse, como
Santa (2011), Leon (2014) y Bonilla (2015) que evidencian la importancia que tiene el estudio
de esta conica, ya sea en su expresion como lugar geométrico o construccion mediante el uso

de algtin Software.

De esta preocupacion, por el estudio de las secciones conicas y su ensefanza aprendizaje, asi
como también el estudio de la elipse, realizaremos una actividad basado en una secuencia de
preguntas, dando prioridad a los cambios de registros de lengua natural, algebraico y grafico en
los cuales los estudiantes logren la comprension del concepto matematico elipse y asi poder
evidenciar sus diferentes representaciones. Cabe recalcar que la actividad serd avalada por el

marco teorico referencial de la teoria de Registros de Representacion Semiotica de Duval.

Debido a que nuestra investigacion esta relacionado con en el objeto matematico elipse, dirigido
a estudiantes de Fisica, cuyas edades oscilan entre 18 y 20 afios, también revisamos el plan de
estudios de los estudiantes de la Escuela Profesional de Fisica de la Facultad de Ciencias
Naturales y Matematica de la Universidad Nacional del Callao (UNAC), encontrando que
nuestro objeto matematico elipse se encuentra contenido en el curso de Complemento de
Matematica, que es llevado en el primer semestre de estudio y es pre requisito para cursos
posteriores como Fisica I, Il y III, Termodinamica, Fisica Moderna, Mecanica clasica, tal como

lo demuestra su malla curricular (Ver figura 1).
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Figura 1. Malla Curricular de Fisica
Fuente. Adaptado del plan de estudios UNAC (2016 p. 22)

22



La importancia del estudio de las conicas, para los estudiantes de Fisica, radica en que en cursos
posteriores como el de Mecanica Clasica, que pertenece al quinto ciclo, estudian temas como
Fuerzas centrales, las leyes de Kepler, cuerpos celestes, problema de los dos cuerpos, entre

otros, donde recuerdan el estudio de las conicas y, en especial, el objeto matematico elipse.

Revisando el plan de estudio, podemos observar que el estudio vectorial de la conica elipse se
encuentra en el curso de Complemento de Matematica, teniendo como proposito que los
estudiantes den un uso correcto de los métodos vectoriales y matriciales del Algebra vectorial
y n-dimensional, asi como la aplicacion de la teoria basica en problemas contextualizados de la

vida real.

Por ello, revisando el silabo del curso encontramos contenidos de: Algebra vectorial, Conicas,
Numeros complejos, Teoria de polinomios matrices, Determinantes y Sistemas de ecuaciones

lineales, tal como lo muestra su Silabo (Ver figura 2).

Contenidos

o Algebra Vectorial

s (Conicas

* Numeros Complejos

* Teoria de Polinomios

* Matrices

* Determinantes

* Sistemas de Ecuaciones lineales

Figura 2. Contenidos del curso de complemento de Matematica.
Fuente: Silabo del curso de Complemento de Matematica

El tema de las conicas es abordado en la sexta semana de estudio, en la sesion 23, el cual es
trabajado de manera vectorial, determinando las ecuaciones de la parabola y la elipse, segtn lo

que muestra el silabo del curso (Ver figura 3).
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Figura 3. Programacion de contenidos
Fuente: Adaptado del Silabo del curso de Complemento de Matematica
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Asimismo, podemos mencionar la importancia del estudio de las conicas en las carreras de
Ingenieria. Por ello, revisamos el plan de estudios de la Facultad de Ingenieria Mecanica y
Energia (FIME) de la Universidad Nacional del Callao (UNAC), encontrando que el estudio de
las conicas es abordado de manera vectorial en un primer curso que lleva como nombre
Complemento de Matematica, el cual es pre requisito para cursos posteriores como Dibujo en
Ingenieria, Lenguaje de Programacion para Ingenieria, Dibujo Mecanico I Asistido por
computadora, Estatica, Dibujo Mecanico II Asistido por computadora, Mecanica de Materiales

I y II, donde al estudiar el tema de solidos rigidos se encuentran con las elipses de inercia.

Las propiedades de esta elipse también son importantes en cursos como Resistencia de
materiales, ya que al presentar una placa a la que se puede hacer girar, gracias a ejes de rotacion
que se localizan en la misma placa y que pasan por su centro de gravedad (SDG), todos los
puntos sobre los diferentes ejes y cuya longitud al centro de masa es inversamente proporcional
al cuadrado de su momento de inercia forman una elipse. Es a esta elipse que se le llama elipse

de inercia.

Por otro lado, el elipsoide de inercia de un cuerpo rigido obtenido en relacién a su centro de
masa, es llamado el elipsoide central de inercia. Para una mejor comprension del elipsoide de

inercia, observemos la siguiente figura (Ver figura 4).

Elipséide de inércia
do corpo rigido

Sistema global
v Sistema local mével
>
X
X Corpo rigido
Z

Figura 4. Elipsoide de Inercia
Fuente: http://repositorio.unicamp.br/bitstream/REPOSIP/274863/1/Mercadante LucianoAllegretti D.pdf
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A continuacioén, mostramos la malla curricular de la Facultad de Ingenieria Mecanica y Energia

(Ver figura 5).

| 1CICLO | | Il CICLO | | 1l CICLO | | IV CICLO | | V CICLO | | Vi CICLO
Calculo Lol calculo Int | Calculo M:ITlmadtlca
Diferencial alcuia .n 212 > Mutivariable 2 plica .a . ]
B (7151 . a la Ingenieria
(2) 3] (13} [3)
181 [4)
Ciencia e Ingenieria Calculo Numérico y
de los Materiales o= Computacional | |
(14) [3] | (28)[3]
i
i
Dibui |——>{ Dibujo Mecanico | Dibujo Mecanico Il .
Inl ::\?:I,I; Asistido por | Asistido por |
[gll:l"] Computadora Computadora
- (17) 3] (22)[3]
Leguaje de - .
Complemento de L. | Mecanica de | Mecanica de |
.- > Programacion 1 . % . T
Matematica para Ingenieria | Materiales | i Materialas || |
1) [5] 24) [5) | 29) [5) |
(1) [5] (10) [3] (24) [5) H (29) [5) |
|
i i
Estati Dinami #|  Mecanica de Mecanica de Ll
ti;] o t'zn[";]"?';,a M*|  Fuides! [T  Fluidos |l -
) 2 ) T
o o (26) [5] (31) [4] |
Fundamentos i
Calculo Fundamentos i Fisicos de !
. ) M*| Fisicosdela [T 7| Fisica Molecular - I
Diferencial . | - Electricidad y |
; Mecanica | (15) [3] . |
(2) [5] 18) 151 Magnetismo i
- : (19} [5] |

Figura 5. Malla Curricular FIME
Fuente: Adaptado del plan de estudios de la FIME

Del mismo modo, también encontramos nuestro objeto de estudio en el curso de Matematica
Basica (MB) de la escuela profesional de Ingenieria Ambiental y Recursos Naturas (FIARN)
de la Universidad Nacional del Callao (UNAC),

De las investigaciones realizadas por Santa (2011), Leon (2014) y Bonilla (2015) relacionadas
con la preocupacion del estudio de la conica elipse y de las investigaciones de Silva (2013) y
Flores (2015) relacionadas con la preocupacion de que los estudiantes logren la comprension
de las secciones conicas y sus diferentes representaciones para asi poder apropiarse del objeto
matematico en estudio, por la importancia del estudio de la conica elipse en las carreras de
Fisica e Ingenieria, asi como también sus aplicaciones en la medicina y por la importancia de
un ambiente de representacion dinamica en el aprendizaje y ensefianza de un tema matematico
determinado, justificamos nuestra investigacion y que consistira en realizar una actividad
mediante una secuencia de preguntas que privilegian la transicion entre los registros de
representacion semidtica de lengua natural, algebraica y gréfica, dirigido a estudiantes de

Fisica.
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1.3 Pregunta y objetivos de la investigacion

Como estamos interesados en el estudio de la elipse y sus diferentes representaciones, nuestra

investigacion pretende responder la siguiente pregunta:

(Como la coordinaciéon de diferentes registros de representacion semidtica favorece la

movilizacion de la nocion de Elipse en estudiantes de Fisica?
Para responder a esta pregunta nos planteamos los siguientes objetivos:

Objetivo General:

Analizar la coordinacion de diferentes registros de representacion semidtica que los estudiantes

de Fisica realizan para movilizar la nocion de Elipse.

Objetivos especificos:

= Identificar los tratamientos y las conversiones realizadas por los estudiantes al
desarrollar una secuencia didactica que moviliza la nocion de Elipse
= Describir los tratamientos y las conversiones que los estudiantes utilizan al desarrollar

una secuencia didactica que moviliza la nocion de Elipse.
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CAPITULO Il: LA ELIPSE

En este apartado, presentaremos un estudio de la elipse desde su aspecto histérico, tomando
como referencia a Eves (2004) y aspectos matematicos como la ecuacidon ordinaria, la
deduccion de sus elementos asociados y las graficas dependiendo la ubicacion del vértice y su
orientaciéon tomando como referencia a Venero (2009), texto que es muy revisado por
estudiantes de Ciencias Basicas e Ingenieria y, por otro lado, también presentaremos el aspecto

didactico de la elipse.
2.1 Aspectos histéricos de la elipse.

En nuestra investigacion, haremos un recuento de la evolucion historica de la elipse. Para ello,
tomamos como referencia al autor Eves (2004), quien nos da una linea de tiempo que empieza
por los tres problemas clasicos: Duplicacion del cubo, triseccion del angulo y la cuadratura del
circulo, pasando por Apolonio de Perga (262 a.C) y concluyendo con Descartes (1596 — 1650
a.C).

Eves (2004) menciona que alrededor del afio 1200 a.C, las tribus Dorias se desplazaron al sur
de la peninsula griega, siendo su principal tribu los espartanos, quienes fundaron la ciudad de

Esparta.

Los habitantes de las regiones invadidas por los espartanos se movilizaron a las islas Jonicas
del mar Egeo formando centros comerciales griegos y son en esas colonias, en el siglo VI a.C,
en la que se crea la escuela Jonica, donde prosper6 la filosofia griega y donde nacio la

Geometria demostrativa.

En esa época, los espartanos eran un gran imperio que tenia una filosofia expansionista cuya
economia se basaba en la esclavitud. Debido a su ambicion expansionista, invaden las ciudades
Jonicas cuyo resultado es el desplazamiento hacia el sur de Italia de grandes filosofos griegos,
como Pitagoras y Xenofanes que mas adelante formarian escuelas Filosofia y Matematica en

Crotona.

Luego de la derrota de los espartanos, por parte de Atenas, la hegemonia ateniense se
consolidaba y se vivio un tiempo de gran prosperidad que atraia a grandes matematicos de todas
partes del mundo griego, como Hipocrates, quien se cree publicd la primera Geometria

organizada.
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Durante la guerra del Peloponeso entre Atenas y Esparta en el afio 427 a.C, Atenas era azotado
por una gran peste que matod a casi un cuarto de su poblacion, aio conocido como e/ de la gran
peste, nace Platon, quien en el afio 387 a.C funda su famosa Academia cuyo lema a la entrada

decia: Que aqui no entren aquellos no versados en Geometria.

Muchos de los trabajos importantes de Matematica en el siglo VI a.C fueron hechos por amigos
o discipulos de Platon, entre ellos Menaecmo (350 a.C), su amigo personal y discipulo de
Eudoxo, quien inventaria posteriormente las secciones conicas al querer resolver el problema

clasico de la duplicacion del cubo sin utilizar una regla graduada y compas.

Este problema clésico también era conocido como el problema de los Delianos. Al respecto,
Eves (2004) escribe que los Delianos, en esas épocas, eran azotados por una gran peste y por
querer librase de tal castigo consultaron a su oraculo, indicandoles que para parar el castigo

tendrian que duplicar el altar cubico de Apolo.

Para el autor, la importancia de los tres problemas clasicos radica en que no pueden ser resueltos
con la utilizacion de regla y compds, aunque para otros problemas geométricos esos
instrumentos servian para su construccion. La busqueda desesperada de soluciones para los tres
problemas clésicos tiene una gran influencia en la Geometria griega, el cual llevo a realizar
algunos descubrimientos como las secciones conicas, muchas curvas cubicas y cuadraticas y

varias curvas trascendentes.

El problema de la duplicacion del cubo fue estudiado en la Academia de Platon, cuyo primer
progreso fue la reduccion del problema hecha por Hipocrates (440 a.C) que consiste en la

construccion de dos medias proporcionales entre dos segmentos de recta de longitudes sy 2s
donde las medias proporcionales las denotd6 por x e y. Esto quiere decir que
§:X=x:y=Yy:25. De estas proporciones obtiene que x* =sy , ¥° =2sx, donde eliminando
la variable y , HipoOcrates obtiene X =25 , siendo x la arista de un cubo cuyo volumen era el
doble de otro cuya arista es s .

Después de la reduccion del problema realizado por Hipdcrates, existen algunas tentativas en
la resolucion del problema de la duplicacion del cubo, siguiendo los caminos de las medias
proporcionales entre dos segmentos de rectas dados, siendo entre todos ellos, el mas notable, la

solucion echa por Arquitas (400 a.C) por la Geometria superior utilizada.
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Esta solucion consistié en encontrar un punto de interseccion entre un cilindro circular recto,
un toro de didmetro interior circular cero y un cono circular recto, lo que evidencia los

conocimientos matematicos que tenian en aquella época.

De igual manera, Menaecmo (350 a.C) da dos soluciones al problema de la duplicacion del

cubo y para ello invento las secciones conicas. En la primera solucion, Menaecmo indica:

Trazar dos parabolas con vértice en comun, ejes perpendiculares y tales que el lado recto
de una es el doble de la otra. Denota por x la longitud de la perpendicular bajada de la
otra interseccion de las dos parabolas sobre el eje de la parabola menor. Entonces, x es
la arista de un cubo cuyo volumen es el doble del volumen del cubo que tiene como
arista el lado recto menor. (Eves 2004, p. 149-150)

Podemos notar que Menaecmo, para poder dar una solucion al problema de la duplicaciéon del

cubo, utiliza a las secciones conicas, en particular, la parabola.

Interpretando el enunciado en esa época y trasladado a la actualidad podemos realizar un grafico

representativo de la siguiente manera (Ver figura 6):

Figura 6. Duplicacion del Cubo
Fuente: Elaboracion propia

En la segunda solucién dada por Menaecmo, el autor nos indica:

Trazar una parébola de lado recto s, después una hipérbola equilatera de eje real igual
a 4s , teniendo como asintotas el eje de la parabola y la tangente a la parabola en su

vértice. Sea x lalongitud de la perpendicular bajada de la interseccion de las dos curvas
sobre el eje de la parabola, esto es X =25 . (Eves 2004, p.150)
Después de la guerra del Peloponeso, Eves (2004) indica que los estados griegos sufren una
desuniodn politica que es aprovechado por el Rey Felipe de Macedonia, quien extiende sus

dominios hacia el sur, anexando a Grecia al imperio macedonio.

Luego de la muerte de Felipe, le sucede en el poder su hijo, Alexandre el grande, quien funda

la ciudad de Alejandria, en Egipto en el afio 332 a.C aproximadamente y con su muerte en el
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afio 323 a.C, Ptolomeo construye la famosa Universidad de Alejandria, cuyo pulcro fue su gran

biblioteca.

Euclides, del que no se sabe nada de la fecha de su nacimiento y el lugar donde nacio, estuvo a
cargo del departamento de Matematica de aquella casa de estudio por ser un gran gedmetra
quien realizd por lo menos unos 10 trabajos, pero su mas grande obra fue los elementos. Al
respecto, el autor indica:
Parece que ese trabajo notable inmediato, completamente super6é todos los
elementos anteriores; de hecho, ningin vestigio ha quedado de esfuerzos
anteriores. Tan pronto como el trabajo aparecid, gand el mas alto respeto y, de
los sucesores de Euclides hasta los tiempos modernos, la mera cita del nimero

de un libro y el de una proposicion de su obra maestra es suficiente para
identificar un teorema o construccion particular. (Eves 2004, p. 167)

Desde el afio 300 al 200 a.C aproximadamente, donde sobresalieron grandes matematicos como
Euclides, Arquimedes y Apolonio, durante la época Helenistica, se le conoce como la edad de

oro, ya que los tres fueron los més grandes matematicos del siglo III a.C.

De Arquimedes, Eves (2004) nos relata que es oriundo de la ciudad griega Siracusa,

considerado uno de los mayores matematicos de la antigiiedad y de todos los tiempos.

Los historiadores romanos dejaron muchos relatos sobre Arquimedes, entre esos el autor nos
cuenta como ayudo en la defensa de la ciudad Siracusa cuando los romanos lo sitiaron al mando
del general Marcel, ya que encontraron catapultas que se podian ajustar para lanzar pesadas

rocas a las embarcaciones enemigas que se acercasen a los muros de la ciudad.

Sobre Apolonio, el autor escribe que nacid alrededor del ano 262 a.C, en Perga, en el sur del

Asia menor.

Cuando era joven, viajo a Alexandria a estudiar con los discipulos de Euclides, donde termino
quedandose mucho tiempo. A Apolonio se le conoce como un gran astronomo, pero cuya fama

se debe a las secciones conicas. Al respecto, el autor indica:

Aunque Apolonio fuese un astronomo notable y aunque ¢l hubiese escrito sobre
multiples asuntos matematicos, su fama se debe principalmente a las secciones conicas,
una obra extraordinaria gracias a la cual sus contemporaneos le daran el sobrenombre
de “el gran geometra”. Con mas de 400 proposiciones en sus ocho libros, secciones
conicas es un estudio exhaustivo de esas curvas que supera completamente los trabajos
anteriores de Menaecmo, Aristeu y Euclides sobre esos asuntos. (Eves 2004, p. 198)

De los ocho libros, solo llegan a nosotros siete de ellos, ya que los primeros cuatro se encuentran

en lengua griega y los tres restantes en una traduccion arabe del siglo IX. De estos cuatro
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primeros libros, el I, II y el III se encuentran basados en trabajos anteriores realizados por

Euclides y que tratan de una manera elemental a las secciones conicas.

Los antecesores griegos a Apolonio obtenian a las conicas de tres tipos distintos de conos de
revolucion, cambiando el angulo del vértice, que en nuestros tiempos de podria escribir como
un angulo menor que, igual a 0 mayor que un angulo de 90°. Estos conos, segun el autor, eran
seccionados por un plano perpendicular a su generatriz y de esta intersecciéon daba como
resultado una elipse, una pardbola o una hipérbole respectivamente. Esta hipérbole que obtenian

los griegos era de una sola hoja.

Por otro lado, Apolonio, en su libo I, obtenia las secciones conicas como se las conoce en la
actualidad de un cono circular duplo, ya sea recto u oblicuo. Los nombres de elipse, parabola e

hipérbole, Apolonio la toma de la escuela pitagérica. Al respecto, el autor nos dice:

Los nombres elipse, parabola e hipérbole fueron introducidos por Apolonio y fueron
tomados de la terminologia pitagoérica antigua referente a la aplicacion de areas. Cuando
los pitagodricos aplicaban un rectangulo a un segmento de recta (Esto es, colocaban la
base del rectangulo a lo largo del segmento de recta, con un vértice del rectangulo sobre
un extremo del segmento), ellos decian que se tenia un caso de elipse, pardbola o
hipérbole conforme la base del rectangulo quedaba por debajo del segmento de recta,
coincidia con €l o lo excedia. (Eves 2004, p. 199)

Utilizando la terminologia de la época de los pitagoricos, Apolonio lo interpreta diciendo sea
AB el eje principal de una cdnica, tomando a P como uno de sus puntos, se traza la
perpendicular a AB cuyo pie es el punto 0; consideraa 4 como el vértice de la conica y por
ella traza una perpendicular a AB de longitud AR, lo que se le conoce en la actualidad con el
nombre de lado recto o parametro p de la conica y aplicaa AR un rectangulo, teniendo como

2

uno de sus lados 40 , cuya area es (PQO)

Entonces, Apolonio expresa que si el rectangulo estd por debajo de la recta AR , coincida con

¢l o lo exceda, la conica serd una elipse, parabola o hipérbole (Ver figura 7).

R

A Q0 B

Figura 7. Representacion de la conica
Fuente: Eves (2004, p. 200)
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Considerando esta curva en un sistema de coordenadas cartesianas y denotando al punto P con

coordenadas x e y, Apolonio deduce que la curva es una elipse o hipérbole si y* < px o

2
y* > px; es decir, ? = pxi%, donde d lo denotaba como la longitud del diametro por el

;. , . 2 . .
vértice 4. Para el caso de la parabola, se tiene que y~ = px . Con esto, gracias a unas ecuaciones

cartesianas geométricas equivalentes, es que Apolonio deduce la Geometria de las secciones

conicas.

Con respecto al libro II del tratado de las secciones conicas, Eves (2004) nos indica que
Apolonio se dedicéd exclusivamente al estudio de las asintotas e hipérbolas conjugadas, ademas

del trazado de tangentes.

En el libro III, trabaja una variedad de teoremas en los cuales se incluye los relacionados a
areas. También encuentra estudios sobre propiedades armoénicas de polos y polares, lo que en
la actualidad se le conoce como la Geometria proyectiva y algunos teoremas relacionados al

producto de segmentos de cuerdas que se intersectan.

En la parte final de este libro III, Apolonio se dedica a describir las propiedades de los focos de
las secciones conicas, mas no se encuentra un estudio entre la relacion foco-directriz y al estudio
del foco de la parabola. El nombre “foco”, utilizado por los griegos y Apolonio, fue introducido
muchos después por Johann Kepler (1571 - 1630) a quien dedicaremos unas lineas mas adelante

por la importancia de su estudio sobre Astronomia y Fisica.

En el libro IV, Apolonio realiza la demostracion de algunas proposiciones propuestas en su
libro III, relacionados a las propiedades armoénicas de polos y polares, asi también estudia a los
pares de conicas que se interceptan y, con respecto al libro V, el autor indica que es el libro mas
notable que ha permanecido, donde se estudia las normales como segmentos de recta maximos

y minimos obtenidos en un punto de la curva.

En el libro VI, Apolonio trabaja lo relacionado a conicas iguales y semejantes mediante
problemas de construccion y teoremas, mientras que el libro VII contiene varios teoremas sobre

los didmetros conjugados.

Para profundizar un poco mas respecto al libro I del tratado de “las secciones conicas” de
Apolonio, Ortiz (2015) da una vision del aporte de su trabajo a la Geometria analitica, teniendo

mucho cuidado con el enfoque planteado por éste y respetando su lenguaje matematico.

De esta manera, el autor expone la idea planteada en el libro I:
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Sea un circulo BC y un punto 4 que esta fuera del plano que contiene al circulo; el
cono doble es generado por la recta que pasa por A y que se mueve a lo largo de la

circunferencia; este circulo se llama la base del cono. Su eje es la recta que va de 4 al
centro del circulo, si el eje es perpendicular a la base, el cono es circular recto; caso
contrario, el cono es escaleno u oblicuo. Ahora, consideremos la seccion de un cono por

un plano que corta al plano de la base en unarecta DE . Sea BC el didmetro del circulo
base tal que BC 1. DE ; de esta manera el AABC contiene en su interior al eje del cono;
este tridngulo es llamado tridngulo axial. Si este tridngulo corta a la conica en PP',

entonces PP'M es la recta determinada por la interseccion del plano de corte con el
triangulo axial. (Ortiz 2015, p. 308-309)

Prosiguiendo con la idea planteada por Apolonio, sea OQ" cualquier cuerda de la seccion

conica la cual es paralela al segmento DE , entonces Apolonio llego a probar que el segmento
PP'corta en "V" al segmento 0Q' (¥ punto medio de 00" ); es decir, VO = %QQ' )

Seguidamente traza una recta AF paralela a PM hasta intersectar a BMen F . A

continuacion, traza la recta PL ortogonal a PM en el plano de la seccion.

Es asi que, para que la conica sea la elipse y la hipérbola, se toma al punto L tal que cumpla lo

. PL BF.FC , . .. PL  BC?
siguiente: —— = ——— y para la pardbola se considera la relacion, — = .
PP' AF A BA.AC

Para tener una mejor comprension de lo expresado por Ortiz (2015), realiza el siguiente grafico

(Ver figura 8).

Figura 8. Interpretacion geométrica de las secciones conicas
Fuente: Ortiz (2015, p. 309)
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Esto quiere decir que, para el caso de la elipse, se traza el segmento P'L y para la hipérbola
VR paralelo a PL desde V hasta intersectar a PL en R . Para el caso de la hipérbola, el punto
P' estaria ubicado en la otra hoja, lo que implica que se tenga que prolongar P'L para ubicar
el punto R.

Bajo estos argumentos planteados lineas arriba, el autor indica que para que la seccién sea una
elipse o una hipérbola, Apolonio prueba que: OQV>=PV.VR, denotando a OV como la
“ordenada”, de donde el cuadrado construido de la ordenada es equivalente al rectangulo que

se construye sobre PL .

Para el caso de la elipse, Ortiz (2015) explica que Apolonio llega a comprobar que el

complemento de tal rectangulo, en el rectangulo PV.PL es el rectangulo LR y que este

rectangulo es semejante al de lados PL y PP'. A esta situacion los griegos lo llamaban

“elipse”.

Con respecto a la hipérbola, Apolonio partiendo de QV>=PV.JVR, llega a probar que el

segmento VR tiene mayor longitud que PL, el rectangulo de lados PV.VR excede al
rectangulo construido sobre PL, de donde Apolonio obtiene que el rectangulo PL.PV es el

rectangulo LR y que éste es semejante al rectangulo de lados PL y PP'. Cuando se daba este

caso los griegos lo llamaban “hipérbola”.

Segin Eves (2004), después de la caida del imperio romano, en la mitad del siglo V hasta
aproximadamente el siglo XI, era conocido como la baja edad media. Durante esta etapa, hubo
una decadencia del saber matematico casi al punto de desaparecer el saber griego y muchos de

las artes u oficios.

En la historia de la Matematica, al siglo XII, también se le conoce como el siglo de las
traducciones (Del arabe al latin, hebreo al latin y arabe al hebreo, asi como del griego al latin).
Después de estos siglos, no hubo casi nada en lo concerniente a los estudios de la Geometria
hasta el siglo XVII. A este siglo, el autor lo llamo el alba de la Matemdtica moderna, ya que
en los inicios Napaier revela la teoria de los logaritmos, Galileo funda la ciencia de la dindmica
y Kepler da a conocer sus leyes del movimiento planetario y Descartes dio a conocer la

Geometria analitica moderna.

Debido a nuestra investigacion, respecto a la conica elipse dirigida a estudiantes de ciencias
basicas (Fisica), vamos a hablar sobre Kepler y sus leyes, ademas de Descartes y la Geometria

analitica.
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Con respecto a Kepler, nacié en 1571 y desde muy joven tenia una gran pasion por Astronomia,
ya que llegd a tener un puesto de trabajo en la Universidad de Grétz, Austria, donde fue asistente
del ya famoso astronomo danés-sueco Tycho Brahe, quien falleciera unos afios después dejando

una vasta coleccion de datos astrondmicos sobre el movimiento de los planetas.

Kepler era un seguidor de la teoria de Copérnico y, por ello, tuvo una gran perseverancia para
poder resolver el problema del movimiento de los planetas en torno al Sol utilizando los datos
dejados por Brahe. Al respecto, Eves (2004) indica:

Enteramente convencido de la teoria copernicana de que los planetas describen orbitas
en torno al Sol, Kepler procur6 de manera infatigable determinar la naturaleza y la
posicion de esas Orbitas y como ellas son recorridas por los planetas. Después de muchos
intentos hechos, cuando sus pocos datos eran complementados por la imaginacion,
Kepler heredd la masa enorme de observaciones muy exactas hechas por Tycho Brahe
sobre los movimientos de los planetas. (p. 356)

Para poder resolver el problema, Kepler, en primer lugar, se plantea buscar, con la imaginacion,
una solucion posible y después hacer los calculos para poder demostrar si la solucién era la
correcta y es asi que en el afio 1609 formula sus dos primeras leyes del movimiento de los

planetas y, en un periodo de 10 afios después, su tercera ley, las cuales son:

e Los planteas de mueven en torno del Sol en trayectorias elipticas con el Sol en uno de
sus focos.

e El radio vector que une un planeta al Sol barre 4reas iguales en intervalos de tiempo
iguales.

e FEl cuadrado del tiempo para que un planeta complete su revolucion orbital es

directamente proporcional al cubo del semieje mayor de la orbita.

Dichas leyes son fundamentales en la historia de la Astronomia y la Matematica. Tanto es su
influencia que Isaac Newton, para poder demostrarla, tuvo que crear la teoria de la mecénica

celeste moderna, lo que evidencid una aplicacion de la Matematica.

Al respecto, el autor dice que después de 1800 afios del estudio de los griegos realizado a las
secciones conicas, se pudo encontrar una aplicacion directa. También indica que es a Kepler a

quien se le atribuye de introducir la palabra foce en la Geometria de las conicas.

Con respecto a la Geometria Analitica, el autor nos indica que ya en el mundo antiguo los
griegos se dedicaron al Algebra geométrica y que la nocidén de coordenada surge por los

egipcios y los romanos en la confeccion de mapas.

La Geometria analitica, como se le conoce en la actualidad, tuvo que esperar hasta el siglo XVII

los aportes hechos por el francés Rene Descartes y Pierre de Fermat.
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Descartes nacid en 1596 y sus escritos matematicos se dieron cuando estaba en Holanda,

durante un periodo de 20 afios.

En los primeros cuatro afos, escribié Le Monde que fue una descripcion fisica incompleta del
universo y es en los afios siguientes en los que se pone a escribir un tratado filoséfico bajo el
nombre de Discours de la Méthode, publicado en 1637, en el cual se plantea conducir bien la
razén y procurar la verdad en las ciencias. Este tratado estaba acompanado por tres apéndices:

Dioptrique, Les météores y la géométrie.

Es en el tercer apéndice donde se encuentra el aporte a la Geometria analitica, ya que este
apéndice fue el Gnico escrito matematico que realizd Descartes, el cual se divide en tres partes:
En la primera parte, realiza una explicacion de algunos principios de la Geometria algebraica,
adiferencia de los griegos quienes consideraban que una variable era la longitud de un segmento
al producto de dos variables el 4rea de un rectdngulo y al producto de tres variables el volumen

de un paralelepipedo rectangulo.

Descartes fue mas alla de eso, ya que para ¢l la expresion X : representaba el cuarto término de
la proporcién l:x=x: X y no un area. Con esta representacion, Descartes aritmetizd la
Geometria y es en esta parte que ¢l utilizo la variable x como un eje fijo ¢ ¥ una longitud de
segmento que formaba un angulo fijo con el eje x, cuyo proposito era construir puntos que
satisficieran una relacion dada, como por ejemplo y=x" de donde podia obtener para un x su

y correspondiente como el cuarto término de la proporcion sefialado lineas arriba.

Para Eves (2004), Descartes logra inventar la Geometria analitica al tratar de resolver el

siguiente problema: Si A,P,..P ,P .,P P . son las longitudes de m+n segmentos de

m+12 " m+22° " m+n
rectas que son trazadas desde un punto P alas m+n rectas dadas y que forman un angulo con

P P . donde la letra k& es una constante, se

m+2t Tttt m+n 2

esas rectas y si ademas BP......P, = kP,

m+1

pide hallar el lugar geométrico de P .

De este problema y de las tentativas que realiz6 Descartes para poder resolverlo, es que llega a

inventar la Geometria analitica.

Para una mejor comprension de lo expresado por Descartes, con respecto a la representacion de

los ejes x e ¥, observemos el siguiente grafico (Ver figura 9).

36



Figura 9. Relacion entre el eje x e y
Fuente: Eves (2004, p. 385)

En la segunda parte del apéndice la géométrie, Descartes da una clasificacion de curvas que,
en la actualidad, son desarrolladas, ademas de un método de cdmo construir una recta tangente

a dichas curvas. Por ejemplo, Eves (2004) muestra como construir la tangente a la parabola

¥* =4x enel punto (1, 2).

En la tercera parte, se enfoca en la resolucion de ecuaciones de grado mayores a dos, utilizando

lo que ahora se conoce como regla de las sefiales de Descartes.

En su trabajo de investigacion, Descartes utilizo las primeras letras del alfabeto para denotar
constantes y las ultimas como variables. Las palabras de coordenadas, abscisas y ordenada

fueron contribucion de Leibniz en 1692 y son estas palabras las que se utilizan en la actualidad.

Entre otras contribuciones realizadas por Descartes resalta la relacion entre el nimero de

vértices v , el nimero de caras | y el nimero de aristas a de un poliedro convexo. A esta

relacion lo escribi6 de la siguiente manera: v—a+ f =2,

De lo concerniente a las investigaciones realizadas por Descartes, su trabajo siempre encontraba
una relacion entre lo geométrico y algebraico y que su estudio partia de lo geométrico para

llegar al algebraico.

Con respecto a Fermat, Eves (2004) indica que realizo6 sus investigaciones al mismo tiempo que
Descartes, pues en una publicacion realizada postumamente a la muerte de Fermat que lleva
como titulo Isogoge ad locus planos et solidos, formula la ecuacion general de la recta y de la

circunferencia y ademas hace una pequefia discusion sobre hipérbolas, parabolas y elipses.

Es a lo largo de la historica que se ve la evolucion del estudio de las secciones conicas. Desde

la antigliedad, en el siglo IV a.C., partiendo por resolver uno de los problemas cldsicos como
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la duplicacion del cubo por Meneacmo, se logra encontrar la expresion de las conicas parabola,
elipse e hipérbola, pasando luego por el siglo III a.C. por la obtencion de las conicas mediante
el corte de un plano a un cono y, finalmente, llegar al siglo XVII con la invencion de la
Geometria analitica realizada por el francés Rene Descartes, el cual promueve la representacion

grafica de la parabola, elipse e hipérbola mediante una ecuacion de dos variables.

Este trabajo de investigacion se centra en la representacion de las coordenadas como pares
ordenados que mas adelante se convertiran en el Algebra vectorial. Es en esta perspectiva del
Algebra vectorial que a continuacién vamos a analizar el enfoque actual de nuestro objeto de
estudio, la conica elipse, con estudiantes de ciencias basicas y para ello analizaremos el libro

de Venero (2009).
2.2 Aspectos matematicos de la elipse.

Para realizar nuestro estudio de la elipse, hemos seleccionado el libro de Venero (2009) que
tiene como titulo “Introduccion al Analisis Matematico”, cuyo contenido aborda los temas de:
Légica, Conjuntos, Numeros reales, Vectores en el plano, Plano cartesiano, Grafica de

ecuaciones, Transformacion de coordenadas, Secciones conicas, entre otros.

La eleccion de este libro radica en que se encuentra presente en la bibliografia propuesta por el
docente del curso de Complemento de Matematica y que ademas es un libro muy privilegiado
por estudiantes de Ingenieria y ciencias basicas. Nosotros nos centraremos en el sub capitulo 3

del capitulo VIII, concerniente a la elipse.

Realizaremos un analisis del libro seleccionado haciendo una conexidén con nuestro marco

tedrico referencial, la teoria de Registros de Representacion Semidtica.

El autor empieza el estudio de la elipse definiéndolo como lugar geométrico, afirmando que el
conjunto de todos aquellos puntos tales que la suma de las distancias hacia dos puntos fijos

siempre es constante e igual 2a; es decir,
d[p:F]+d[p:F,]=2a
O de manera similar
|P—F|+|P—F,|=2a (1)

Donde F y F, (F #F,) son los focos y que la distancia entre focos es igual a 2¢, a>c >0,

tal como se muestra a continuacion (Ver figura 10):
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Figura 10. Registro figural de la elipse
Fuente: Venero (2009, p. 369)

Seguidamente, el autor realiza una representacion grafica de la elipse en el sistema de
coordenadas XY , mostrando la representacion grafica de los vectores unitarios direccionales

en un nuevo sistema de coordenadas que definié como X 'Y (Ver figura 11).

Figura 11. Representacion grafica de la elipse
Fuente: Venero (2009, p. 369)

Después de representar graficamente a la elipse, Venero (2009) brinda una relacién de puntos

y segmentos caracteristicos utilizados en la elipse: A F; y F, lo denomina focos, a larecta X'
que pasa por los focos lo denomina eje focal, este eje focal intercepta a la elipse en los puntos

V, 'y V, ,denominados vértices, y el segmento VV, recibe el nombre de eje mayor, al punto
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medio del eje mayor lo nombra centro y lo representa algebraicamente mediante C = (4;k), a
la recta Y' que corta perpendicularmente al eje mayor en el punto C lo denomina eje normal

y, este eje corta a la elipse en los puntos B, y B,, donde @ recibe el nombre de eje menor,
cuya longitud es igual a 2b, a RR', que es perpendicular al eje mayor en el foco sz recibe el
nombre de lado recto. Ademas, en el nuevo sistema de coordenadas X 'Y, el autor representa
algebraicamente las coordenadas de: B, =(O;b)', B, =(O;—b)', F, =(—c;0)', F, =(c;0)' y
C =(0;0).

Seguidamente, Venero (2009) continia su descripcion mediante lengua natural de los

elementos de la elipse, indicando que L, y L, son denominadas rectas directrices con respecto

alos focos F| y F,, sies que son perpendiculares al eje focal sin interceptar al segmento F|F,

y que ademds exista una constante e que lo denomindé EXENTRICIDAD, tal que para todo

punto P que pertenezca a la elipse, se debe verificar la siguiente expresion algebraica:

d[P;F ] e d[P;F,]

d[P;L,] d[P;L,]

Después de definir a las rectas directrices y relacionarlas algebraicamente con la excentricidad,
mediante la expresion dado lineas arriba, el autor, realizando tratamientos en el registro de
representacion algebraico y utilizando la Geometria analitica, demuestra que en toda elipse se

verifican los siguientes items:
a) d[B;F|=d[B;F]=a y d[B;F|=d[B,;F]=a
b) d[V;C]=d[V,;C]=a
o d[C:L]=d[CiL,]==
e

d) Denotando ¢ =d[C;F|=d[C;F,] = c=ae

e) a>b ya’=b"+c’
f) La excentricidad e verifica que 0 <e <1 , empleando las definiciones previas a la

grafica anterior.

Después de realizar las demostraciones de los items anteriores, el autor realiza una
representacion grafica de todos los elementos de la elipse y las relaciones existentes entre ellos.
Esta representacion grafica de los elementos de la elipse es recomendada por el autor para que
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los estudiantes puedan guiarse de manera facil y puedan realizar los célculos y la resolucion de
problemas que involucren calculos de longitudes y distancias en la elipse, como se muestra en

la siguiente figura (Ver figura 12).

Figura 12. Longitudes y distancias en la elipse
Fuente: Venero (2009, p. 372)

Después de realizar la representacion grafica de los elementos de la elipse, tal como se muestra
en la figura 12 y que el autor recomienda a todo estudiante por ser muy facil de recordar, pasa
a deducir, mediante tratamientos en el registro algebraico, la ecuacion general de la elipse por

dos métodos distintos.
Primer Método.

Para la demostracion, utilizando este primer método, el autor toma un punto P cualquiera
perteneciente a la elipse y apoyandose en la teoria de Vectores, mediante tratamientos en el

registro de representacion algebraico, llega a la siguiente expresion algebraica:

- -1

P=(x,y)=C+x'u+y'u , entonces para el foco F,tenemos,
- -1 - - -1
P-F,=C-F,+x'u+y'u =(cu)+x'u+y'u

|P—Fz|:‘()c'+c);+y'1jtl
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De manera similar realiza tratamientos en la expresion algebraica para el foco f1,
V_ I_L - Y_ '_L
P-F=C-F+x'u+y'u =(—cu)+x'u+y'u

|P—E|:‘(x'—c)L_Hry';L = (x'—c)z—ky'2 ............. B)

Reemplazando las expresiones algebraicas (o) y (B) en la ecuacion (1), obtiene:

x—c) +y? i (x+c) + v =24
Y=y +y y

De donde realizando tratamientos en la expresion algebraica, Venero (2009) obtiene la

siguiente igualdad:

(a2 —c2)x'2+ay'2 - (az _Cz)
De esta igualdad, el autor nuevamente realiza tratamientos algebraicos para llegar a la siguiente
expresion:

2 212 21,2
b’x"+a’y” =a’b*, pues a* =b*> +c?

Luego, afirma que un punto P =(x,y) pertenece a la elipse si para el vector unitario © de
rotacion de ejes coordenados, se tiene que:
12 12 —

P=C+x'&+y'&l , donde x—2+J;)—2:1 , con ‘u‘:l
a

Al cual le denomina ECUACION VECTORIAL DE LA ELIPSE, donde realizando

tratamientos algebraicos, el autor obtiene algunos resultados:

c'=[(x.y)-Clu , v'=[(xy)-Clua"

Finalmente, apoyandose en la figura 12, el autor concluye esta parte indicando que si el punto

P pertenece a la elipse y que si C =(h,k)es su centro, entonces se verifican las siguientes

expresiones algebraicas:
o Vértices V' =Cztau
e Focos F=C=xcu
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e Extremos del eje menor B =C+bu"

e Directrices L: x'==%

Q|

Segundo Método.

En este segundo método, el autor toma un punto P que pertenece a la elipse, el cual relaciona

la distancia de este punto al foco F, y la recta directriz L, con la excentricidad, mediante la

siguiente expresion algebraica:
d[P;F)] _
d[P;L,]
Venero (20009) realiza tratamientos algebraicos en la distancia del punto P al foco F, y la
distancia a la recta directriz, para luego reemplazar en la expresion algebraica (9) .
d[P;F]=|P—E|=y/(x"+c) +y"
d[P;L,|=|P-L,|=

x+d ,de (0) y de que ¢ =ae obtenemos:
e

([P:R]) =€ (d[P:L,])

De esta ultima expresion algebraica, el autor realiza tratamientos algebraicos y obtiene la

siguiente ecuacion:

12 12
ad y 1 . v v_J‘
7 +b—2 =1, paratodo P =(x,y) que pertenece a la elipse tal que: P=C+x'u+y'u .

Después de demostrar la ecuacion vectorial de la elipse mediante dos métodos, el autor pasa a
mostrar las ecuaciones de la elipse con eje focal paralelo a los ejes coordenados XY .
Ecuacion de la elipse con eje focal paralelo al eje X

En esta ecuacion de la elipse, el autor considera al vector unitario u=i= (1,0), lo que implica

que no existe rotacion de coordenadas. Seguidamente, toma como centro de la elipse a

C =(h,k) el cual origina el radio vector de traslacion de ejes, reemplazando este centro en la
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ecuacion vectorial de la elipse y realizando tratamientos en el registro algebraico, el autor llega

a la siguiente expresion:

Luego, estas expresiones algebraicas son reemplazadas en (*), obteniendo la ecuacion de la

elipse con eje focal paralelo al eje X .

_ 2 _ 2
B R
a b

Prosiguiendo con la ecuacion de la elipse con eje focal paralelo al eje X , Venero (2009) realiza
la conversion del registro de representacion algebraica al grafico, como se puede ver en la

siguiente figura (Ver figura 13).

Figura 13. Eje focal paralelo al eje X
Fuente: Venero (2009, p. 374)

De la representacion grafica de la ecuacion de la elipse con eje focal paralelo al eje X , el autor

deduce, mediante tratamientos en el registro algebraico, lo siguiente:
o Vértices V=(hta, k)
e Focos F=(h*c,k)
e Extremos del eje menor B = (4 ,k+tb)
e Directrices L: x=h+2 ,donde C =(h,k) es el centro de la elipse.
e
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Ecuacion de la elipse con eje focal paralelo al eje ¥
Para este caso, Venero (2009) considera al vector unitario direccional u = (0, 1), lo que implica

una rotacion de 90° respecto al vector unitario i= (1,0), considerando a C = (h,k) como el

centro de la elipse, lo que origina el radio vector de traslacion de los ejes coordenados.

El autor realizando tratamientos en el registro algebraico llega a las siguientes expresiones

algebraicas:
x'=(x—hy-k)u , y'=(x—hy-k)u
De donde mediante tratamientos obtiene:
x'=(y—k), y'=—(x—h)

Estas dos ultimas expresiones algebraicas el autor lo reemplaza en (*) obteniendo:

_ 2 _ 2
R Gl
a b

De esta representacion algebraica, el autor realiza la conversion a su registro de representacion

grafica, tal como se observa en la siguiente figura (Ver figura 14).

Figura 14. Eje focal paralelo al eje Y
Fuente: Venero (2009, p. 374)
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Nuevamente Venero (2009), apoyandose en la representacion grafica de la ecuacion de la elipse
con ¢je focal paralelo al eje Y realizando la conversion al registro de representacion algebraica,

deduce las siguientes expresiones algebraicas:
o Vértices V =(h,k+ta)
e Focos F=(h,k=*c)

e Extremos del eje menor B=(h£b , k)

. . a
e Rectas directrices L: y=k+—
e

Una vez definida las ecuaciones de la elipse con eje focal paralelo al eje X e Y respectivamente
y dar sus representaciones graficas, el autor plantea unos ejercicios aplicativos, donde
realizando tratamientos en el registro de representacion algebraico determina los elementos de
la elipse. Luego, analiza los casos particulares cuando el centro de la elipse se encuentra en el

origen de coordenadas; es decir, C = (4, k)=(0,0), entonces las ecuaciones con el eje X ¢ Y

como eje focal son expresadas algebraicamente como:

2 2
x—2+y—2=1
a b

2 2
y—2+x—2:1
a b

Seguidamente, plantea y resuelve unos ejercicios aplicativos para finalmente exponer sobre las

propiedades de las rectas tangentes a una elipse.

2 2

x—+%=1, (a>b>0)

Considerando la ecuacion de la elipse: —
a

Entonces, la ecuacion de larecta L, tangente a la elipse en el punto B, =(x,,),) esta dado

por:

IRELE

r
a b
De esta ecuacion, el autor toma como vector direccional de L, a (a2 yo,—bzxo) y como es

X . .
P4 —Oj , entonces le permite considerar como vector normal de L, a

paralelo al vector ( PR
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c= ( x(z) , Z Oj Tomando como vectores focales @ y b , demuestra que los angulos ¢ y S
a

formados por la recta normal L, con los vectores focales son iguales (Ver figura 15).

Figura 15. Recta tangente a la elipse
Fuente: Venero (2009, p. 387)

Del grafico se puede observar que:

5=P—172=(—c—x0,—y0) 5 l_7=P—E=(c—x0,—yo),

Donde
—— _%_L()Z_L()z _(ch_H)
Cosq = =& — > _a b a
‘aHC‘ ‘c‘\/(c+x0) +, ‘ ‘\/(c+xo) +y,
- xoz y(f _( _cxoj
77777 2
Cos = a
\bH e e
Como
);—022+y—°22:1,ent0nces
(a2+cx0)2 (az_CXO)Z
(c+xo)2+y02:a—2 y (c—x0)2+y02:T,luego
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[exg+ a’
a’ 1

Cosa = =—

. =——=
cx,+a” |- a‘c‘
—— |lc

a

_(az—cxoj
2
Cos f = ¢ __

2 - —_—
a —cx, |- a‘c
a

= a=p

2

Esta propiedad de las rectas es independiente de la posicion de la elipse en el plano

A continuacion, presentaremos el marco tedrico que sustente nuestra investigacion, por ello
tomaremos algunos aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica de Duval,
lo concerniente a transformaciones, como metodologia tomaremos algunos aspectos de la

Ingenieria Didéctica de Artigue.
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CAPITULO lll: MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

En este capitulo, presentaremos el marco tedrico que sustenta nuestra investigacion y para ello
nos apoyaremos en algunos aspectos de la teoria de Registros de Representacion Semidtica de
Duval, lo concerniente a transformaciones y, como método, utilizaremos algunos aspectos de

la Ingenieria Didactica de Artigue.
3.1 Aspectos de lateoria de Registros de Representacion Semidtica

Duval (2004) afirma que no es posible estudiar los fendmenos relacionados al conocimiento sin
que se recurra a las representaciones. La teoria de Registros de Representacion Semiotica
propone que las representaciones semioticas son fundamentales para lograr el aprendizaje de

las matematicas.

Al respecto, el autor indica que el aprendizaje de las Matematicas configura un ambito de
estudio privilegiado para el analisis de actividades cognitivas fundamentales, como el

razonamiento, la resolucion de problemas, la conceptualizacion y la comprension de textos.

La particularidad de esto es que las actividades cognitivas requieran del uso de sistemas de
representacion y expresion que sean diferentes a los de lenguaje natural o de las imagenes, como
diferentes sistemas de escritura para los numeros, notaciones simbolicas para los objetos,
escritura algebraica para expresar las relaciones y las operaciones, figuras geométricas, graficos

cartesianos, entre otros.
El autor define dos tipos de representaciones:

Representaciones mentales: Son representaciones conscientes perteneciente a un conjunto de
imagenes y de concepciones que un sujeto puede poseer sobre un objeto, sobre una situacion y

sobre aquello que les estd asociado.

Representaciones semidticas: Son aquellas elaboraciones constituidas por el uso de signos
(Enunciado en lengua natural, expresion algebraica, grafico, figura geométrica...) no parecen
ser mas que el método del cual dispone un sujeto para exteriorizar sus representaciones

mentales; es decir, para hacerlas observables o accesibles a los otros.

Esto implicaria que las representaciones semioticas estarian subordinada a las representaciones
mentales y no cumplirian mas que la funcion de comunicacion, olvidando que también cumplen
las funciones tan primordiales de tratamiento de la informacién y de objetivacion o toma de

conciencia.
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En nuestra investigacion, al aplicar la actividad, observaremos si los estudiantes tienen nociones
sobre la representacion de la elipse, sobre su expresion algebraica y grafica; es decir, las
representaciones mentales y semioticas que tienen los estudiantes de la conica elipse.

Duval (2004), en el papel de la cognicidn, clasifica a las representaciones en mentales,
computacionales y semidticas y la comprension de sus respectivas relaciones existentes entre

ellos.

Esta clasificacion, la realiza mediante una de las dos oposiciones clasicas: La oposicion interna
— externa y la oposicion consiente — no consiente, sefialando que estas dos oposiciones son

diferentes entre si. Para una mejor comprension (Ver cuadro 1).

Cuadro 1. Tipos y funciones de representacion.

INTERNA EXTERNA
Semidtica
Mental Funcion de objetivacion
CONSIENTE 7 de oryjetivact
Funcion de objetivacion Funcién de expresion
Funcion de tratamiento
intencional

Computacional

NO CONSIENTE Funcidn de tratamiento

automatico o cuasi
instantanea

En nuestra investigacion, nos centraremos en las representaciones semioticas en el aprendizaje

del objeto matematico elipse.

El autor indica que para hablar de un registro de representacion semidtico se tiene que cumplir
tres actividades cognitivas inherentes a toda representacion: En primer lugar, establecer una
marca o un conjunto de marcas visibles que sean reconocibles como una representacion de
algin objeto en un sistema determinado. En segundo lugar, transformar la representacion de
acuerdo a las tUnicas normas propias del sistema, de modo que se desprendan otras
representaciones que puedan establecer una ganancia de conocimientos en confrontacién con

las representaciones iniciales. En tercer lugar, convertir las representaciones realizadas en un
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sistema de representacion en otro sistema, de modo que estas Gltimas permitan explicitar otras

significaciones relativas a aquello que es representado.

En el analisis del desarrollo de los conocimientos y los obstaculos que se puedan presentar en
los aprendizajes fundamentales relativos al razonamiento y a la adquisicion de tratamientos
logicos y matematicos, Duval (2004) indica que esto se debe a que existen tres fendmenos que
estan estrechamente ligados:
= La diversidad de los registros de representacion semiotica, el lenguaje natural y las
lenguas simbolicas no se puede considerar como si fuesen un unico registro. Del mismo
modo, los esquemas, los graficos cartesianos, las tablas y las figuras geométricas,
tampoco se pueden considerar como un Unico sistema de representacion, pues cada una
de ellas plantea preguntas especificas sobre aprendizaje.
= La diferenciacion entre representante y representado es imposible de lograr de manera
inmediata, cualquiera que sea el registro de representacion.
= Coordinacion entre los diferentes registros de representacion semiotico, entre los
sistemas semidticos diferentes, no es necesario saber sus reglas de correspondencia para
poder ser movilizados conjuntamente. El mayor obstadculo que se encuentra es el del
fenomeno de no congruencia entre las representaciones producidas en los diferentes
sistemas.
Todo estudio que tenga relacion con los aprendizajes fundamentales, siempre se debe tener en
cuenta estos tres fendmenos que tienen que ver con la semioisis, ademds de la operacion de
conversion que le es intrinseco. Por ello, el autor sefiala que, para que una representacion
funcione verdaderamente como una representacion, se deben de cumplir dos condiciones: Por
un lado, la distincion de dos representaciones semioticas diferentes para poder expresar la
representacion de un mismo objeto y, por otro lado, que se puedan representar de un sistema

semiotico a otro sin dificultad. Al respecto, El autor indica:

Para los sujetos, una representacion puede funcionar verdaderamente como representacion;
es decir, permitirle el acceso al objeto representado solo cundo se cumplan dos condiciones:
Que dispongan de, al menos, dos sistemas semidticos diferentes para producir la
representacion de un objeto, de una situacion, de un proceso, ... y que “espontdneamente”
puedan convertir de un sistema semidtico a otro las representaciones producidas sin
siquiera notarlo. (p. 31).

De lo expuesto, el autor nos sefiala que, si estas dos condiciones no se cumplen, entonces el
objeto representado y la representacion se confunden, lo que implica que un mismo objeto no

puede ser reconocido en dos diferentes representaciones.
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Las actividades cognitivas de representacion inherentes a la semiosis son: la formacion, el
tratamiento y la conversion.

w La formacion viene a ser la representacion identificable de un objeto en un registro
dado como, por ejemplo; el enunciado de una frase, la composicion de un texto, el
disefio de una figura geométrica, la elaboracion de un esquema, etc.

w  El tratamiento es la transformacion de la representacion (inicial) en otra representacion
(final), respecto a un problema o una cuestion, que facilitan el criterio de suspension en
la serie de las transformaciones realizadas. Un tratamiento en una transformacion de
representacion interna a un registro de representacion o a un sistema. Como por ejemplo
la parafrasis es una transformacion interna al registro del discurso de lengua natural.

. La conversion es una transformacion que hace pasar de un registro a otro, conservando
la totalidad o solo una parte de la representacion inicial. La conversion es una
transformacion externa al registro inicial. Por ejemplo, tenemos que la ilustracion es una
conversion lingiiistica en una representacion figural, la traduccion es una conversion de

una representacion en lengua dada, en otras lenguas, etc.

Duval (2006) indica que la actividad matemaética se ejecuta necesariamente en un “contexto de
representacion”. Por ejemplo, los nimeros naturales se pueden representar con puntos, con una
representacion poligonal y también mediante la notacion decimal. Ademas, el autor indica que
los estudiantes deben ser capaces de reconocer el mismo objeto matematico en otros contextos

de representacion y darles utilidad.

Asimismo, el autor sefiala que los registros de representacion usados en la actividad matematica
son exclusivamente semioticas y tener en cuenta la naturaleza semiotica de las mismas equivale
tener en cuenta la manera en que se usan, como los requisitos cognitivos que involucran.

Dichos requisitos son la transformacion y la coordinacion. En ese sentido, el autor indica:

Estas son las dos caras de la actividad matematica que no se pueden considerar
separadamente la una de la otra, sobre todo para comprender los problemas de
aprendizaje, y que proporcionan la idea clave para analizar los procesos cognitivos
involucrados en el pensamiento matematico. (p. 145).

El autor distingue cuatro tipos de registros de representacion semidtica: Lengua natural,

algebraica, grafico y figural.
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Cuadro 2. Registros de Representacion Semiotica de la Elipse.

Lengua Natural

Elipse que tiene como centro (1, 2), la

longitud del eje mayor 4 y la del eje
menor 2\/5 )

Algebraico

14

=D -2 _,
4 2

|4

Grafico

EjeY

Objeto matematico
(La Elipse)

Figural

REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA
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En nuestro estudio de la conica elipse, dirigido a estudiantes de Fisica, vamos a requerir de la
utilizacion de los registros de lengua natural, algebraica y grafico, dejando de lado al registro
de representacion figural, ya que los estudiantes trabajaran en el plano cartesiano.

En el cuadro 2, se muestra un ejemplo del cambio de registro de representacion entre lengua

natural, algebraica y grafico.

Cuadro 3. Registros de Representacion Semiotica de la elipse en estudiantes de

Fisica.

Lengua Natural
< Elipse que tiene como focos a los puntos
B F'(-5,0) ,F(5,0) yla magnitud del eje mayor es 12
=

O
>
S8
N
Z
\9 o Algebraico
O .Q
< 3
= £
Z 2 2
15 & .
s g XLy
a3 a8 2T T
XY O 36 11
A ©
H s
O
7D
a8
A Grafico
N
o
o
—
N
| oven
Q
a3
R~
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En el cuadro, se puede observar que en el registro de lenguaje natural es necesario indicar los
focos y la longitud del eje mayor de la elipse para poder representarla, interpretando la
informacion dada en la representacion de lengua natural y realizando la conversion de esta

representacion de lengua natural al algebraico para luego realizar tratamientos en esta

2 2

representacion, se puede llegar a la ecuacidon candnica de la elipse ;—6+)1}—1=1, el cual,

mediante la conversion de la representacion algebraica a la grafica, queda representado
graficamente, como lo muestra el cuadro 2.

En dichos tratamientos, se ha seguido ciertos tipos de transformaciones obedeciendo las normas
establecidas por Duval (2004).

En el cuadro 3, se muestra las transformaciones de conversion y tratamiento de una elipse entre
sus tres tipos de registros.

Cuadro 4. Los procesos cognitivos fundamentales del pensamiento.

TRANSFORMACION SEMIOTICA

Dado la ecuacion general de la elipse x> +4)° —6x+16y+21=0,
reducir la ecuacion dada a la segunda forma ordinaria de la ecuacion de

la elipse.
CONVERSION TRATAMIENTO
registro gréafico Registro algebraico

X' +4y° —6x+16y+21=0
X —6x+9+4(y° +4y+4)—4=0
(x-3)" +4(y+2)" =4

(-3 (+2)
4 1

1

Fuente: Adaptado de Duval (2006, p. 146)
En el cuadro 3, se observa la conversion del registro de lenguaje natural al grafico y del mismo
modo se observa la conversion del registro de lenguaje natural al algebraico que nos provee una
mayor informacion para realizar tratamientos que nos permite obtener la forma ordinaria de la
elipse y, del mismo modo, para la representacion grafica de los elementos de nuestro objeto

matematico en estudio, la elipse, como el trazo del grafico de las rectas correspondientes al eje
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menor y mayor, las rectas directrices y la representacion grafica de la ecuacion que modela la

orbita del cometa Halley.

Al respecto, Duval (2011) indica que existen muchos estudios sobre las dificultades de lectura
e interpretacion de las representaciones graficas cartesianas, como la imposibilidad de encontrar
la ecuacion de una recta partiendo de su representacion grafica, lo que implica la no articulacion
de la representacion gréafica y de sus ecuaciones. Tales dificultades no se deben buscar en el
concepto matematico, segin el autor, sino en la falta de conocimiento de las reglas de

correspondencia semiotica entre el registro de representacion grafica y la algebraica.

En nuestra investigacion, para el trazado de la recta del eje menor, el eje mayor y las rectas
directrices de la ecuacion que modela la 6rbita del cometa Halley, vamos a pasar de la
representacion algebraica a la grafica. En ese sentido, el autor nos sefiala tres tratamientos

heterogéneos a los cuales las representaciones semidticas cartesianas provocan:

El enfoque punto a punto: Consiste en que en el sistema de ejes coordenados un par de
nimeros representa un punto. Este enfoque es utilizado para el trazado de representaciones

graficas de ecuaciones de primer y segundo grado. Al respecto de este enfoque, el autor indica:

Es por medio de este enfoque que son introducidas y definidas las representaciones
graficas. En referencia a los ejes graduados, un par de nimeros permite identificar un
punto (E inversamente, un punto se traduce por un par de nimeros). Este modo
asociativo se limita a algunos valores particulares y a los puntos marcados en el plano
referencial. Este enfoque es favorable cuando se quiere trazar el grafico correspondiente
de una ecuacion de primer grado y el grafico de una ecuacion de segundo grado. (Duval
2011, p. 98)

Para una mejor comprension, observemos la siguiente figura (Ver figural6).

Figura 16. Enfoque punto a punto
Fuente: Elaboracién propia
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El enfoque de extension del trazado efectuado: Consiste en la ubicacion de infinitos puntos
entre el intervalo de puntos marcados. Este enfoque, de acuerdo a Duval (2011), indica que es

netamente mental. Al respecto, nos sefiala:

De modo general, este enfoque es puramente mental: Ella no acarrea trazos
complementarios y explicativos, como un cambio local en la graduacidén de los ejes para
ampliar una parte del trazado. Es preciso sefialar que este enfoque de extension no se
alcanza mds sobre un conjunto finito de puntos marcados, como en el caso del enfoque
punto a punto, ya que esta extensidbn se apoya en un conjunto infinito de puntos
potenciales; quiere decir, en el fondo homogéneo de la hoja, en los intervalos entre
puntos marcados. (p. 98)

El autor sefala que este enfoque, como el enfoque punto a punto, tiene en cuenta los datos para

el trazado de la representacion grafica de una recta (Ver figura 17).

Figura 17. Enfoque de extension del trazado efectuado
Fuente: Elaboracion propia

El enfoque de interpretacion global de propiedades figurales: Consiste en que toda
representacion grafica representa una expresion algebraica, lo que implica que toda
modificacion en la representacion grafica origina una modificacion en la expresion algebraica,
implicando la determinacion de variables visuales. A este hecho, el autor lo denomina

congruencia entre dos registros de representacion de un objeto o de una informacion.
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De manera similar, Duval (2004) también nos indica que con este enfoque ya no estaremos en
el enfoque punto a punto, sino en la asociacion variable visual de representacion — unidad

significante de la expresion algebraica.

En nuestra investigacion, nos vamos a apoyar en los dos primeros enfoques para el trazado de
los elementos de la ecuacion que modela la 6rbita del cometa Halley, dejando de lado este tercer
enfoque, pues en nuestra investigacion no vamos a realizar la conversion de una representacion

grafica de la recta a su expresion algebraica.

Para el trazado continuo del eje menor, el eje mayor y las rectas directrices de la ecuacion que
modela la orbita del cometa Halley, nos apoyaremos en lo expuesto por Duval (2012), quien
dice que una regla de codificacion solo permite ubicar tantos puntos como quisiéramos colocar;
sin embargo, esto no permite trazar de manera continua una recta o una ecuacion de segundo
grado y es por eso que el autor indica que es necesario apoyarse en la interpolacion y aceptar la
ley de la Gestalt de continuidad. Para un mejor entendimiento, ver la siguiente figura (Ver
figura 18).

Figura 18. Trazo continuo de la recta
Fuente: Elaboracion propia

De manera similar, en la secuencia de preguntas planteadas en nuestra actividad, se espera que
los estudiantes logren representar graficamente la ecuacion que modela la 6rbita del cometa

Halle mediante su regla de correspondencia. Este trazo se efectuara con la ubicacion de algunos
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puntos de referencia mediante el enfoque punto a punto y el enfoque de extension del trazado

efectuado y, para realizar el trazo continuo, Duval (2012), nos indica:

Ahora esta regla de codificacion no es suficiente para cambiar de registro, para pasar
por ejemplo, de la expresion algebraica de una relacion (y=x , y=x2) a la

representacion grafica correspondiente. Ella permite marcar tantos puntos cuando
deseemos, pero no de trazar el trazo continuo de una recta o una parabola. Por eso es
preciso interpolar y aceptar la ley de la Gestalt de continuidad. (p. 275)

Para tener una mejor idea, ver la siguiente figura (Ver figura 19).

Figura 19. Trazo continuo de la elipse
Fuente: Elaboracion propia

A continuacion, presentaremos la metodologia que utilizaremos en nuestra investigacion, la

cual es cualitativa y como método tomaremos algunos aspectos de la Ingenieria Didactica.
3.2 Metodologia y procedimientos

Segun Hernandez, Fernandez y Baptista (2010), se considera una investigacion cualitativa

cuando se intenta entender la perspectiva de los participes respecto a los hechos que los
59



circundan, indagar en sus habitos, opiniones y significados; es decir, como los participantes
observan su entorno. En la investigacion cualitativa, los métodos de recoleccion de datos no
son estandarizados ni predeterminados, tal como ocurre con la investigacion cuantitativa.
Segun lo mencionado, consideramos que nuestra investigacion, relacionada a la conica elipse,
que consiste en realizar actividades de aprendizaje, tiene las caracteristicas de un enfoque
cualitativo, ya que observaremos coémo los estudiantes se desenvuelven al realizar las
actividades sobre los cambios de registros al realizar las transformaciones, teniendo como
apoyo visual al Software Geogebra.

Para nuestra investigacion, tomaremos, como metodologia, la Ingenieria Didactica de Artigue
(1995), puesto que la misma se desarrolla especificamente en el area de la Educacion
Matematica y contiene aspectos que nos ayudaran en realizar una validacion mediante el

analisis a posteriori.
Ingenieria Didactica

La Ingenieria Didactica surge por la necesidad de abordar dos puntos cruciales en didactica de
las Matematicas: El fuerte lazo existente entre la investigacion y la accidn en el sistema de
ensefianza y el papel que deben tomar las realizaciones didécticas en clase, inscritas en la

metodologia de la investigacion en didactica.

La aparicion de la Ingenieria Didactica, dentro de la didactica de las Matematicas, se remonta

a comienzos de los afios 80, en Francia, siendo su maximo exponente Michel Artigue.

En nuestra investigacion, nos centraremos en las secuencias didécticas en clase, donde

tendremos la concepcidn, realizacion, observacion y analisis de las secuencias didacticas.
La Ingenieria Didactica como metodologia de investigacion

Como metodologia de la investigacion, Artigue (1995) indica que “la Ingenieria Didactica se
caracteriza, en un primer lugar, por el desarrollo de un esquema experimental sustentado en las
“realizaciones didacticas™; es decir, donde podamos observar la concepcién, realizacion,
observacion y analisis de las secuencias de ensefianza” (p. 44).

Dependiendo de la investigacion en las realizaciones didacticas, la Ingenieria Didactica se
divide en micro Ingenieria y macro Ingenieria. En la nuestra, vamos a considerar el nivel de
micro ingenieria, pues se realiza de manera local en un ambiente de clase.

Al respecto, la investigadora sefiala que la micro Ingenieria, a comparacion de la macro-
Ingenieria, es mas facil de poner en practica porque es local y toma en cuenta principalmente

la complejidad de los fendmenos en la clase y, en segundo lugar, porque se caracteriza, en
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comparacion con otras metodologias que tienen como base la experimentacion en clase, por el
registro donde se ubica y por la validacion a las que esta asociada.

La metodologia de la Ingenieria Didéctica se ubica en el registro de los estudios de casos y cuya
validacion es, en esencia, interna, basadas en la comparacion entre el analisis a priori y a

posteriori.
Fases de la Ingenieria Did&ctica

En este apartado, describiremos la metodologia de la Ingenieria Didactica mediante su proceso
experimental, en el cual tenemos cuatro fases:

-Fase 1: Analisis preliminar

- Fase 2: Concepcion y analisis a priori de las situaciones didacticas de la Ingenieria

- Fase 3: Experimentacion

- Fase 4: Analisis a posteriori y validacion
Fase 1: Analisis preliminar

Artigue (1995) nos indica que en una investigacion de Ingenieria Didactica, en la fase de
concepcidn, es muy importante un determinado niimero de andlisis preliminares y que los mas
frecuentes son:
e El andlisis epistemoldgico de los contenidos contemplados en la ensefianza
(Andlisis epistemologico).
e Elanalisis de la ensefianza tradicional y sus efectos (Analisis didactico).
e FEl analisis de la concepcion de los estudiantes, de las dificultades y los
obstaculos que determinan su evolucion (Analisis cognitivo).
e FElanalisis del campo de restricciones donde se va a situar la realizacion didactica
efectiva.
Teniendo en cuenta los objetivos especificos de la investigacion, se realiza los items anteriores.
La investigadora sefiala que, en el andlisis epistemolégico, se debe tener en cuenta la génesis
historica del saber en estudio y sus manifestaciones antiguas o contempordneas, sus
funcionalidades en la Matematica y los obstaculos epistemologicos relativos al objeto de
estudio.
En nuestra investigacion, no haremos un analisis epistemologico, sino una reseia historica de
nuestro objeto matematico, elipse, desde sus origenes y las concepciones que se tiene sobre ella,
asi como también explicaremos la forma cémo fue evolucionando su expresion matematica,

desde la antigua Grecia pasando por Apolonio hasta Descartes.
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Con respecto al analisis cognitivo, Artigue (1995) indica que se debe analizar las diferentes
instituciones de ensefanza en el que el saber debe ser ensefiado y/o aprendido, estudiar la
evolucion del tratamiento del concepto, asi como analizar propuestas curriculares; es decir, las
caracteristicas cognitivas del publico al cual se dirige la ensefianza.

Finalmente, con respecto al analisis didactico, la investigadora indica que se debe analizar las

caracteristicas de la puesta en marcha del sistema de ensefianza.
Fase 2: La concepcion y el analisis a priori

En esta parte, Artigue (1995) indica que el investigador debe tomar unas variables didacticas
que considere adecuado en relacion al problema estudiado, que facilitara realizar el respectivo
analisis distinguiendo dos tipos de variables:
e Variables macro didacticas o globales: Concernientes a la organizacion total
de la Ingenieria.
e Variables micro didéacticas o locales: Tienen que ver con la organizacion local
de la Ingenieria.
Como nuestra investigacion se desarrollard en un aula de clase y es de tipo local, tendremos
variables micro didacticas. Por otro lado, la importancia de realizar un andlisis a priori consiste
en considerar las posibles respuestas de los estudiantes y asi poder controlar su comportamiento
y su significado. Este analisis es en realidad un conjunto de hipdtesis que mas adelante seran
contrastadas.
En este apartado, elaboramos las secuencias de actividades y realizamos su respectivo analisis
a priori, teniendo en cuenta el area donde se encuentra inmerso la conica elipse, los antecedentes

y las variables micro didacticos.
Fase 3: La experimentacion

En esta fase, Artigue (1995) sefiala que se pone en funcionamiento todo el dispositivo
construido en la concepcion y andlisis a priori; es decir, los estudiantes, profesor y observadores
entran en contacto para recoger y registrar la informacion respecto del desempefio de los

estudiantes durante la actividad.

Nuestra investigacion se desarrollara en una universidad publica con estudiantes de Fisica en el
curso de Complemento de Matematica. Para ello, se dispondrd de un grupo de profesores

observadores que contaran con unas fichas donde podran anotar sus observaciones.
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Para recolectar la informacion de los estudiantes, se dispondra de unas fichas de trabajo y de
una carpeta donde guarden los archivos que se generen a la hora de utilizar el Software
Geogebra como apoyo visual. Dicha recoleccion de datos se dara en un nimero determinado

de actividades, los cuales tendran un tiempo de duracion determinado.
Fase 4: Analisis a posteriori y validacién

En esta fase, Artigue (1995) sefiala que el analisis a posteriori se basa en analisis del conjunto
de datos recogidos durante la fase de experimentacion. En ese sentido, indica:

A esta fase sigue una de analisis a posteriori, que se basa en el conjunto de datos
recogidos a lo largo de la experimentacion, a saber las observaciones realizadas de las
secuencias de ensefianza, al igual que las producciones de los estudiantes en clase o
fuera de ella (p. 56)

Estos datos se completan con otros que se obtienen por otras metodologias externas, como
cuestionarios, entrevistas individuales o en pequefios grupos que se aplican en distintos
momentos de la secuencia de ensefianza. Es de la contrastacion entre el analisis a posteriori y a
priori que se fundamenta la validacion interna de la hipotesis.

En nuestra investigacion, realizaremos una confrontacion entre el anélisis a priori, descrito en

la fase 2, con el analisis a posteriori para dar validacion a nuestras hipotesis.
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CAPITULO IV: EXPERIMENTACION Y ANALISIS DE LA
INVESTIGACION

En este apartado, especificaremos las caracteristicas de los sujetos de investigacion,
describiremos todos los recursos empleados en esta fase de experimentacion y en la aplicacion
de la actividad y en la recoleccion de los datos mediante fichas de trabajo. También
presentaremos la actividad y realizaremos un andlisis a priori, para después contrastar con el
analisis a posteriori y realizar la validacion, el cual es analizado mediante la teoria de Registros

de Representacion Semiotica
4.1 Sujetos de investigacion

En la fase de experimentacion, la investigacion se encuentra dirigido a estudiantes de Fisica
que, en la actualidad, se encuentran matriculados en cursos como Célculo II, Fisica I y Lenguaje
de programacion cientifica y que en el primer semestre de estudio superior llevaron el curso de

Complemento de Matematica.

Los sujetos de investigacion son estudiantes de la Facultad de Ciencias Naturales y Matematica
de la Universidad Nacional del Callao. De una poblacion de 25 estudiantes, cuyas edades
oscilan entre 18 y 20 afios de edad, se selecciond a dos de ellos y cuyas identidades se
mantendran en reserva, ya que la seleccion fue de manera voluntaria siendo elegido un alumno

y una alumna.

Los dos estudiantes ya estudiaron las conicas de manera vectorial y ademads tienen
conocimientos previos de sistemas de coordenadas cartesianas, Algebra vectorial, longitud de
un vector, vector unitario direccional y ortogonal, ecuacion vectorial de la recta, graficas de
ecuaciones, circunferencia, transformacion de coordenadas y parabola que son temas anteriores
al estudio de nuestro objeto matematico en estudio, la elipse. Vale la pena destacar que dichos

estudiantes fueron seleccionados por su alto desempefio académico.

Dicha actividad se desarrollé en un horario fuera de clases en un ambiente apropiado, en

coordinacién con el profesor del curso, y de acuerdo a la disponibilidad de los estudiantes.

Para la recoleccion de la informacion, ademas de la ficha de trabajo, que se hizo a lapiz y papel,
también se contd con una ficha de anotaciones de incidencias que se puedan suscitar durante el

desarrollo de la actividad.
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Para el desarrollo, se considerd un tiempo prudente de 120 minutos, en los cuales los estudiantes
dispusieron de sus materiales de trabajo, como lapiceros de color, lapiz, borrador, regla y

calculadora. También se les proporciono6 unas hojas bulky para que los usaran como borrador.
4.2 Analisis de la actividad

En esta parte, presentamos el andlisis a priori y a posteriori de la actividad que se desarrolla con
lapiz y papel, de acuerdo a la metodologia de investigacion. La misma fue desarrollada con

lapiz y papel, la cual fue disefiada mediante la teoria de Registros de Representacion Semiotica.

Desde ahora en adelante nos referimos a los sujetos de la investigacion como Jack y Rose. Con
el andlisis a priori y a posteriori realizamos la validacion de nuestra investigacion.

Seguidamente, presentamos la actividad con su respectivo analisis a priori y a posteriori.

La actividad se basa en una secuencia de preguntas, que tiene por objetivo que los estudiantes
de Fisica transiten entre los diferentes Registros de Representacion Semidtica (Registro de

lengua natural, algebraico y grafico) y asi logren apropiarse de la nocion de elipse.

Para lograr este objetivo, los estudiantes desarrollan la actividad apoyandose en la teoria de
Vectores, que es un tema muy importante en su formacion profesional, y que lo ven en el primer
semestre de estudio en el curso de Complemento de Matematica. Dicha teoria es muy

importante en el estudio de cursos posteriores y en su formacion profesional.
Andlisis a priori de la pregunta 1.

El objetivo de esta pregunta es que los estudiantes de Fisica realicen tratamientos en el registro
de lengua natural y relacionen la ecuacion que modela la drbita del cometa Halley con la conica

elipse.

El cometa Halley es un cometa grande v brillante que orbita alrededor del Sol cada 76 afios
aproximadamente. Recibid este nombre gracias a su descubridor Edmund Halley, quien
determiné el periodo orbital del cometa en 1705.

El cometa describe una érbita cénica alrededor del Sol cuya excentricidad es menor que

la unidad (e <1), teniendo al Sol como uno de sus focos. La distancia desde la posicion del
cometa Halley, en su orbita respecto al Sol, se mide en Unidades Astronomicas(L4) queesla
distancia en promedio de la Tierra al Sol (1174 ~ 93000000 millas) . A la distancia mas cercana
se le denomina Perihelio v las mas lejanas Afelio.

1. ;Qué conica modela la orbita del cometa Halley? Explique.
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En esta pregunta, esperamos, a priori, que los estudiantes de Fisica interpreten el enunciado
dado en lengua natural: El cometa describe una 6rbita alrededor del Sol cuya excentricidad
es menor que la unidad y, evocando en sus conocimientos previos obtenidos en clase,
relacionen el valor de la excentricidad con la conica que modela la orbita del cometa Halley,
respondiendo y realizando tratamientos en lengua natural que la conica, cuya excentricidad es
menor que la unidad, tiene una forma eliptica. También podrian explicar por qué no pueden ser

la otras dos conicas parabola e hipérbola.
Andlisis a posteriori de la pregunta 1.

Estudiante Jack.

Tal como se esperaba, en nuestro analisis a priori, Jack interpretd la informacion brindada
dentro del contexto del problema: “El cometa describe una 6rbita, cuya excentricidad es menor

que la unidad”, denotando a la excentricidad con la letra "e", para luego dar la formula de

calculo de la excentricidad [e = 5) .
a

Al interpretar la informacion y dar la formula del célculo de la excentricidad, mediante la
relacion denotada lineas arriba, el estudiante Jack realiza una conversion del registro en lengua

natural al algebraico, lo que implica, segiin Duval (2004), que realiz6 una transformacion.

Después de realizar la conversion y pasar al registro algebraico, el estudiante indica que la
constante "c¢" es la distancia del centro de la conica a un foco y que la constante "a" es la
distancia del centro de la conica a uno de sus vértices. Para esta definicion realizada por el
estudiante, podemos observar que recurri6 al registro de lengua natural, lo cual nos indica que

realiza una conversion del registro algebraico al de lengua natural.

Luego de definir a las constantes "a" y "c" mediante el uso de un lenguaje natural, el

estudiante Jack relaciona a la excentricidad con la expresion algebraica —=e <1, donde
a

realizando tratamientos en el registro algebraico, llega a deducir que la distancia del centro de

la conica a uno de los focos es menor que la distancia del centro de la cénica a uno de los

vértices; es decir, ¢ <a (Ver figura 20).
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Figura 20. Respuesta presentada por Jack a la pregunta 1

Después de realizar este transito entre los registros de lengua natural y algebraico y viceversa,
con sus respectivos tratamientos, el estudiante Jack responde como se tenia previsto en nuestro
analisis a priori en lengua natural, ya que la inica conica que cumple con esta condicion es la
elipse, dejando entender, de manera implicita, que no puede ser la conica parabola o hipérbola;
sin embargo, Jack no explicd por qué no podria ser una de las otras dos conicas: la pardbola o
hipérbola. También notamos que el estudiante, para responder de manera correcta, privilegia el

registro algebraico.

De la respuesta brindada por el estudiante Jack lineas arriba, concluimos que interpreta de
manera correcta la informacion brindada y, realizando tratamientos en el registro de lenguaje
natural, responde que la conica que modela la orbita del cometa Halley es la elipse, con lo cual
logramos nuestro objetivo planteado para esta pregunta. A pesar de esto, el estudiante utiliza el
registro algebraico para dar su respuesta, lo que evidencia su predileccion por este registro. Esto

tal vez se deba a que es la manera tradicional con que fue tratado el tema en clase.

Estudiante Rose.

La estudiante Rose, como se tenia previsto en nuestro andlisis a priori, interpreta la informacion
dada, de manera contextual, en el registro de lengua natural que le dice que la excentricidad es

menor que la unidad (e <1) e indica, en lenguaje natural, que se podria saber con qué conica se

67



trabaja, si sabemos en qué rango oscila la excentricidad, donde podemos notar que la estudiante

maneja de manera adecuada el registro de lengua natural.

De lo expuesto por la estudiante Rose, podemos observar que interpreta de manera correcta la
informacion y lo relaciona con sus conocimientos previos sobre la excentricidad.
Seguidamente, relaciona la excentricidad con la ecuacién que modela la 6rbita de la trayectoria
del cometa Halley con el rango donde oscila la excentricidad y lo expresa de manera algebraica

mediante la relacion 0 <e <1 (Ver figura 21).

Figura 21. Respuesta de Rose a la pregunta 1

El paso de la interpretacion del contexto a la representacion algebraica implica que Rose esta
realizando la conversion del registro de lengua natural al algebraico, lo que para Duval (2004)

seria realizar transformaciones.

Debido a este rango de oscilacion expresado de manera algebraica y recurriendo a sus
conocimientos de que, si la excentricidad varia en ese rango, responde en lengua natural que la

conica que modela la trayectoria del cometa Halley es la elipse.

La respuesta dada por Rose a la pregunta uno, se ajusta a lo que se tenia previsto en nuestro
analisis a priori, ya que interpreta de manera adecuada la informacion y lo relaciona
correctamente con la excentricidad, para luego responder, como se esperaba, en leguaje natural
que la conica que modela la orbita de la trayectoria del cometa Halley es la elipse, con lo cual
la estudiante Rose logra nuestro objetivo planteado para esta pregunta; sin embargo, para
responder a la pregunta, expresa algebraicamente el rango de oscilacion de la excentricidad
mediante la relacion 0 <e <1, lo cual indica que recurri6 al registro algebraico para responder
que la conica que modela la trayectoria del cometa Halley es la elipse. Esto evidencia que, en

cierto modo, privilegia el registro gréafico.

También podemos observar que la estudiante Rose no explico por qué no puede ser la conica

parabola o hipérbola.
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Analisis a priori de la pregunta 2.

La pregunta 2 se encuentra conformada por una secuencia de varios items. El objetivo de esta
secuencia de items es que los estudiantes de Fisica identifiquen los elementos de la conica que
modela la trayectoria del cometa Halley, como el eje normal o eje menor y eje focal o eje mayor,
asi como también que identifiquen si los sistemas de coordenadas deben ser rotados y/o
trasladados a un nuevo sistema. Para lograr estos objetivos, los estudiantes deben transitar entre

los registros de lengua natural, algebraico y grafico.

Esta pregunta consta de cuatro items (a , b , ¢ y d ), los cuales se encuentran secuencialmente
y los analizaremos de manera independiente, ya que el desarrollo del item a) es necesario para

el item b) y asi sucesivamente.

Anélisis a priori del item (a)

Este item tiene por objetivo que los estudiantes de Fisica interpreten la informacion brindada y,
realizando transformaciones mediante una conversion del registro en lengua natural al grafico,
identifiquen y respondan, en lenguaje natural, que la recta que pasa por los puntos 4 y B, cuya
distancia equidista de la posicion del Sol es el eje normal o eje menor de la conica que modela

la 6rbita del cometa Halley. A continuacion, la pregunta 2 e item a).

2. Enun sistema de coordenadas X1, el cometa Halley, en su orbita, pasa por los puntos
A(3.14) v B(118). 51 la distancia entre dichos puntos es la maixima posible v que
ademas equidistan de la posicion del Sol, responda lo siguiente:

a) ;Qué elemento representa la recta que pasa por los puntos 4 v B conrespectoala
conica que modela la orbita del cometa Halley?

Esperamos, a priori, que los estudiantes interpreten la informacion brindada y que apoyandose

en una representacion grafica, mediante un plano cartesiano XY  ubiquen los puntos 4 y B.

Se espera también que ubiquen la posicion del Sol de manera referencial en el plano cartesiano,

de modo que cumpla con las condiciones de equidistancia con respecto a los puntos 4 y B
considerando que la distancia de separacion entre dichos puntos sea la méxima posible.

Al paso de la interpretacion de la informacion a la representacion grafica del plano cartesiano
y la ubicacion de los puntos 4 y B como la posicion del Sol, a este hecho, Duval (2004) lo

denomina realizar transformaciones mediante la conversion del registro de lengua natural al

registro grafico. Una vez ubicados los puntos 4 y B se espera, a priori, que los estudiantes
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tracen la recta que pasa por dichos puntos y respondan, en lenguaje natural, que dicha recta es

el eje menor o eje normal de la elipse.

Duval (2011) indica que las representaciones cartesianas provocan tres tratamientos en las
representaciones graficas, las cuales son denominadas por el autor como enfoques: El enfoque
punto a punto, enfoque de extension del trazado efectuado y enfoque de interpretacion global
de propiedades figurales. Destacando que el enfoque punto a punto es favorable cuando se
quiere trazar el grafico correspondiente a una ecuacion de primer grado o el grafico de una

ecuacion de segundo grado.

El enfoque punto a punto permite marcar tantos puntos como lo deseen; sin embargo, ello no
permite hacer el trazo continuo de la recta que pase por los puntos 4 y B . Es por eso que Duval
(2012) indica que para estos casos es necesario interpolar y aceptar la ley de la Gestalt de

continuidad.

Esperamos también que los estudiantes den su respuesta, de manera escrita, que la recta que
pasa por los puntos es el eje normal o eje menor de la elipse, lo cual implica, segln el autor, el

uso del registro en lengua natural (Ver cuadro 5)

Cuadro 5. Respuesta esperada a la pregunta 2(a).

Representacion Grafica Lenguaje Natural

La recta que pasa por los
puntos 4, B cuya
distancia entre ellas es la
maxima posible y que
equidistan de la posicion
del Sol es el eje menor o
el eje normal de la elipse.
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Anélisis a posteriori del item (a)

Estudiante Jack.

Para responder al item (a), el estudiante Jack se baso en su respuesta dada en la pregunta 1, que
dice que la conica que modela la trayectoria del cometa Halley es la elipse. Este apoyo se basa

en que las preguntas planteadas tienen una secuencia.

También observamos que Jack analiza la informacién brindada: El Sol es uno de los focos y

que los puntos 4 y B equidistan de la posicion del Sol.

Esperdbamos, a priori, que Jack interprete esta informacién dada en lengua natural y que
realizara transformaciones del registro de lengua natural al grafico para graficar el sistema de
coordenadas XY , ubicando la posicion referencial del Sol y los puntos 4 y B en este sistema
de coordenadas; sin embargo, podemos observar que el estudiante no representa graficamente
el sistema de coordenadas XY , asi como tampoco representa graficamente los puntos 4 y B

en este sistema de coordenadas.

La manera como analiza Jack la pregunta nos evidencia que no tiene un manejo del registro
grafico y tal vez esto se deba a que en su ensefianza el profesor del curso no orient6 a los
estudiantes al uso del registro grafico, privilegiando lo analitico algebraico. También se observa
en la respuesta del estudiante que relaciona a los puntos 4 y B como los puntos de paso de la

elipse (Ver figura 22).

Figura 22. Respuesta de Jack a la pregunta 2(a)

En la respuesta brindada por el estudiante Jack, podemos observar que responde de manera
correcta en lenguaje natural que el elemento que pasa por los puntos 4 y B es el eje conjugado
de la elipse, mas no responde como lo teniamos previsto en nuestro analisis a priori. Tal vez se

deba a que el estudiante haya revisado otras bibliografias brindadas por el profesor, en donde
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en el estudio de la conica elipse renombran al eje menor o eje normal como eje conjugado. Este
hecho de renombrar al eje normal o eje menor por eje conjugado, en lengua natural, evidencia

lo que para Duval (2004) es realizar tratamientos en el registro de lengua natural.

Tampoco representa graficamente, como lo esperdbamos, la recta que pasa por los puntos 4 y

B ni ubica en el sistema de coordenadas XY & de manera referencial, la posicion del Sol,

teniendo presente que equidista de los puntos 4 y B . Esto nos evidencia que Jack no utiliza,
como lo teniamos, previsto el enfoque punto a punto, que es recomendado para el trazado de la
grafica de la recta que pasa por los puntos 4 y B, lo que refleja su poca familiaridad con el

registro grafico.

El estudiante Jack, para responder a este item (a), solo trabaja en el registro de lengua natural
sin manejar el registro grafico. Su razonamiento respecto a la informacion brindada, sujeto a
algunas condiciones, fue correcto y esto se debe a que el estudiante domina muy bien la relacion
que existe entre los extremos del eje menor con los focos de la elipse, pero no realiza, como lo
teniamos previsto en nuestro analisis a priori, la conversion del registro de lengua natural al
gréfico, lo que demuestra la dificultad que tiene Jack con el manejo del registro grafico en su

proceso de aprendizaje de la conica elipse.

De lo expuesto por Jack como respuesta a la pregunta 2(a), si bien es cierto el estudiante
responde en lengua natural que la recta que pasa por los 4 y B y que cumple las condiciones
del problema es el eje conjugado y lo que en nuestro analisis a priori habiamos nombrado eje
normal o menor de la conica, podemos decir que el estudiante se apropia del elemento de la
conica que modela la orbita del cometa Halley; sin embargo, en su proceso de aprendizaje, no
transita como lo teniamos previsto entre los registros de lengua natural y grafica, con lo cual

podemos afirmar que el objetivo planteado, para este item, se logra.

Estudiante Rose.

Como lo teniamos previsto en nuestro analisis a priori, la estudiante Rose, para contestar al item
(a) de la pregunta dos, traza un sistemas de coordenadas XY e ubica a los puntos 4 yB, lo
que demuestra que interpreta de manera correcta la informacion brindada en lenguaje natural y
realiza idoneamente la conversion del registro de lenguaje natural al grafico lo que para Duval
(2004) seria realizar transformaciones del registro de lengua natural al grafico, la estudiante

demuestra que se esta apropiando del objeto matematico en estudio, la elipse.

72



Interpretando la informacion brindado en lengua natural, Rose ubica de manera referencial,
como lo teniamos previsto lineas arriba, la posicion del Sol en el sistema de coordenadas XY .
Podemos inferir que la ubicacion de la posicion del Sol, en este sistema de coordenadas
mediante un punto respetando las condiciones del problema, se debe a sus conocimientos sobre
el tema y su familiaridad en trabajar con el registro grafico. Para ello, la estudiante realiza una

conversion del registro en lengua natural al grafico.

También observamos en la respuesta dada por Rose que grafica la recta que pasa por los puntos

A y B e ubica al centro entre dichos puntos y lo denota como C(h,k).

Para la realizacion del trazo de la grafica de esta recta, se puede observar que Rose utiliza uno
de los tres enfoques del trazado de graficos, como lo es el enfoque punto a punto e interpolando
y aceptando la ley de la Gestalt de continuidad. Esto demuestra su facilidad de realizar
tratamientos en el registro grafico, que es algo ajeno a su ensefanza-aprendizaje, pues fueron
instruidos mediante la predileccion del registro algebraico que es parte de la problematica y lo

que motivo a realizar esta investigacion (Ver figura 23)

Figura 23. Respuesta de Rose a la pregunta 2(a)
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Para denotar como C(4,k) al punto medio de E, la estudiante Rose, de manera implicita,

realiza tratamientos en el registro algebraico. Esto no estaba previsto en nuestro analisis a priori;

sin embargo, vemos que la estudiante lo considera necesario para responder al item (a).

Por otro lado, también observamos que traza el grafico de la recta que pasa por el punto medio

C(h,k) y el punto referencial del Sol y que es perpendicular a la recta que pasa por los puntos

A y B, demostrando un profundo conocimiento de los elementos de la conica en estudio.

Como estaba previsto en nuestro analisis a priori, Rose interpreta la informacion brindada
respecto a la maxima distancia entre los puntos 4 y B y que estos puntos equidistan de la
posicion del Sol. En este caso, demuestra la habilidad de cambiar del lenguaje verbal al grafico;

es decir, realizd una conversion del registro de lenguaje verbal al grafico.
Observamos que a las rectas trazadas las denota como x' e y'. La representacion grafica de la

recta, que pasa por el punto medio de AB y por la posicion del Sol y que es perpendicular a la
recta que pasa por los puntos 4 y B es algo que no estaba previsto en nuestro andlisis a priori,
pues consideramos que no era necesario para responder la pregunta en el item (a); sin embargo,

Rose demuestra su conocimiento amplio respecto a los ejes de la conica elipse.

También se puede ver que realiza el grafico de manera referencial de la conica elipse y forma
el triangulo rectangulo, que tiene como vértices la posicion referencial del Sol y los puntos 4
y B , considerando la equidistancia con el Sol. Esto nos indica que Rose realiza adecuadamente

la conversion del registro en lengua natural al grafico.

Ademas, vemos que en su representacion grafica la distancia entre la posicion del Sol y el punto

A lo denota con la constante “a”, a la distancia entre el centro C(4,k) y el punto 4 lo denota
con la constante “A” vy a la distancia entre la posicion del Sol y el centro C(4,k) lo denota

con la constante “c”. Esto, como lo mencionamos lineas arriba, evidencia un gran dominio de

Rose del objeto matematico en estudio, la elipse.

La respuesta dada por Rose, que la recta que pasa por los puntos 4 y B es el eje menor de la
elipse, nos demuestra que maneja de manera adecuada los registros de lengua natural y grafico;
es decir, realiza transformaciones de conversion del registro de lengua natural al grafico, como
lo teniamos previsto en nuestro analisis a priori, con lo cual la estudiante logréd el objetivo

trazado de esta pregunta.
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Anélisis a priori del item (b)

El item (b) tiene por objetivo que los estudiantes transiten entre los registros de lengua natural,
algebraico y grafico, y respondan, en lengua natural, que la recta que pasa por el punto medio
M de AB y que es perpendicular al eje normal o eje menor de la ecuacion que modela la

trayectoria del cometa Halley es el eje mayor o eje focal. A continuacion, presentamos la

pregunta del item (b)

b) ¢(Qué elemento de la conica, que modela la orbita del cometa Halley, representa la

recta que pasa por el punto medio M de 4B y que es perpendicular a la recta
mencionada en el item (a)?

Se espera que los estudiantes se apropien de un nuevo elemento de la ecuacion que modela la
orbita del cometa Halley: El eje focal o eje mayor. Para ello, esperamos que interpreten la

informacion y, apoyandose en la representacion grafica del plano cartesiano XY | representen

geométricamente los puntos 4 y B, lo que implica que los estudiantes estarian realizando la
conversion del registro de lengua natural al grafico, lo que para Duval (2004) es realizar

transformaciones.

Luego, se espera que pasen al registro algebraico y realizando tratamientos dentro de este

registro determinen las coordenadas del punto medio M de AB, para después ubicar este punto
en el sistema de coordenadas y trazar, de manera referencial, la recta que pasa por el punto M
y que sea perpendicular al eje normal de la ecuacion que modela la érbita del cometa Halley.
También se espera que los estudiantes relacionen a dicha recta con los focos de la orbita del

cometa Halley.

En esta pregunta, los estudiantes interpretaran la informacion y pasaran por diferentes registros
(lengua natural, grafico y algebraico), para luego responder, en lengua natural, que la recta que
pasa por el punto medio M y que es perpendicular a la recta determinada en el item (a) es el

eje focal o eje mayor de la orbita del cometa Halley.

Duval (2004) indica que el transito entre los registros de lengua natural, grafico y algebraico
implica la realizacion de transformaciones mediante la conversion y tratamientos,
respectivamente. Con esto, esperamos, a priori, que los estudiantes de Fisica realicen
transformaciones y pasen del lenguaje natural al grafico para ubicar los puntos en el plano

cartesiano, lo que implica que estan realizando una conversion del registro de lengua natural al
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registro algebraico y para determinar la coordenadas del punto medio M , pasen del registro
grafico al algebraico, lo que para Duval (2004) estarian realizando una conversion del registro

grafico al algebraico y que ademas realizan tratamientos con éste ultimo.

Para el trazado del eje focal o eje mayor de la ecuacion que modela la orbita del cometa Halley,
esperamos que los estudiantes ubiquen, en el plano cartesiano, algunos puntos referenciales por
donde pasa el eje focal y que luego tracen la recta de manera continua que pase por dichos
puntos. A esta forma de trazar la grafica de una recta, Duval (2012) lo denominé como el
enfoque punto a punto, realizando la interpolacién y aceptando la ley de la Gestalt de
continuidad, descrito en el item (a), y, para dar la respuesta esperada, realiza la conversion del

registro grafico al de lengua natural.

En esta pregunta, esperamos que los estudiantes de Fisica se apropien de uno de los elementos
de la ecuacion que modela la orbita del cometa Halley: El eje focal o eje mayor. Para lograrlo,
se espera que realicen transformaciones mediante el transito entre los registros de lengua

natural, grafico y algebraico, para luego responder, en lengua natural, que la recta que pasa por

el punto medio M de AB y que sea perpendicular a la recta, mencionada en el item (a), es el

eje focal o eje mayor de la ecuacion que modela la orbita del cometa Halley (Ver cuadro 6).

Cuadro 6. Respuesta esperada al item (b).

Representacion Grafica Lenguaje Verbal

La recta que pasa por el punto
medio M y que es
perpendicular al eje normal es

el eje focal o eje mayor.

76



Anélisis a posteriori del item (b)

Estudiante Jack.

En la respuesta dada por el estudiante Jack al item (b), se puede observar que analiza la
informacion y la vincula con la respuesta dada en el item (a), el cual nos dice que la recta que
pasa por los puntos “ A4y “B” es el eje conjugado. Esta vinculacion del item (b) con el item

(a) es reflejo de la secuencia que tienen las preguntas.

En este analisis, podemos observar que Jack no representa graficamente el sistema de ejes
coordenados XY , como lo teniamos previsto en nuestro analisis a priori, y, por ende, tampoco
ubica en dicho sistema cartesiano los puntos 4 y B . El no representar graficamente el sistema
de coordenadas y los puntos tal vez se deba a su dominio en el tema o que el estudiante privilegia
el analisis algebraico, que es muy comun en los estudiantes de ciencias basicas, o que no le es
familiar trabajar en el registro grafico, debido a que en su ensenanza del tema, por parte del

docente, se privilegi6 el registro algebraico, dejando de lado el registro grafico y lengua natural.

Como el estudiante Jack no representa graficamente al sistema de coordenadas XY y los puntos
A y B en dicho sistema, entonces no realiza las transformaciones que teniamos previstos en
nuestro andlisis a priori; es decir, la conversion del registro de lengua natural, grafico y
algebraico para determinar las coordenadas del punto medio “M ”, mediante tratamientos, para

luego ubicarlo en el sistema de coordenadas.

Como lo mencionamos, el estudiante evidencia una capacidad analitica algebraica, dejando de

lado el registro grafico (Ver figura 24).

Figura 24. Respuesta dada por Jack a la pregunta 2(b)
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Tal como se espera a priori, Jack responde, en lengua natural, que la recta que pasa por el punto

medio “M ” de AB y que es perpendicular a la recta mencionada en el item (a) es el eje focal,
ademds menciona que dicha recta pasa por los focos de la ecuacion que modela la 6rbita del
cometa Halley; sin embargo, Jack no representa graficamente dicho eje focal, indicando, de

manera referencial, los focos.

Esta ausencia de trabajar en el registro grafico y privilegiar el registro en lengua natural,
mediante su analisis, indica que Jack no realiza la transformacion; es decir, no efectiia la
conversion del registro en lengua natural al grafico, ya que simplemente ha realizado un

tratamiento en el registro de lengua natural para llegar a la respuesta correcta.

En resumen, podemos decir que el estudiante responde, como se tenia previsto, en lengua
natural que la recta es el eje focal, apropiandose del elemento de la elipse, mas no transita entre
los registros de lengua natural, algebraica y grafica para asi apropiarse del objeto matematico

en estudio.

Estudiante Rose.

Como lo teniamos previsto en nuestro analisis a priori, la estudiante Rose, para responder a la
pregunta del item (b), representa graficamente el sistema de coordenadas XY y ubica de manera
adecuada la posicion de los puntos 4 y B . Esto nos demuestra que Rose interpreta de manera
adecuada la informacion dada en lengua natural y, realizando la conversion al registro grafico,
representa geométricamente en el sistema de coordenadas XY los puntos 4 y B, lo que

evidencia, segin Duval (2004), un aprendizaje al realizar este transito.

También se puede observar que Rose, después de representar los puntos de paso, traza la grafica
de la recta correspondiente a la pregunta del item (a). Este trazo de la grafica de la recta de
manera continua lo pudo realizar mediante el enfoque de punto a punto con la interpolacioén de

puntos y con la ley de la Gestalt de continuidad descrito lineas arriba.

Ademas, observamos que ubica, de manera referencial, el punto medio “ M ”, sin embargo, no
determina las coordenadas del punto medio “ M  mediante una coordenada, lo que implica que
la estudiante no realiza la conversion del registro grafico al algebraico y que, por ende, no hizo

tratamientos en este Ultimo registro para determinar dicha coordenada.

También observamos que no ubica, de manera referencial, la posicion del Sol en el sistema de

coordenadas, pero si traza la grafica de la recta que es perpendicular a la recta de la pregunta
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del item (a) y que ademas pasa por el punto medio “M”, lo que se entiende que el trazo de la

recta lo realizé de manera referencial, como lo teniamos previsto (Ver figura 25).

Figura 25. Respuesta de Rose a la pregunta 2(b)

Seguidamente, observamos que denota al eje menor de la ecuacion que modela la orbita del

‘6

cometa Halley con la letra “y'”, de manera similar también denota a la recta que es

o1

perpendicular al eje menor y que pasa por el punto medio "M " como “x'”. Esta denotacion
que realiza Rose, hace entender que se va apropiando del objeto matematico en estudio; sin

embargo, era lo que esperamos, en parte, respondiera al siguiente item.

Después de analizar la respuesta dada por Rose, podemos observar que interpreta la informacién
y realiza transformaciones mediante la conversion del registro de lengua natural al grafico para
responder, como lo teniamos previsto, en lengua natural que la recta que pasa por el punto
medio"M " y que es perpendicular al eje normal es el eje mayor o eje focal de la ecuacion que

modela la orbita del cometa Halley.
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De este analisis podemos decir que la estudiante Rose logra los objetivos planteados para esta
pregunta, la cual consistié en que se apropie de un elemento de la conica en estudio mediante

el transito de los registros de lengua natural, grafico y algebraico.
Analisis a priori del item (c)

En este item (c), se plantea como objetivo que los estudiantes de Fisica, apoyandose en el
registro grafico, respondan en lengua natural que ya no se estd trabajando en el sistema de
coordenadas XY y que los ejes han sido rotados y trasladados a un nuevo sistema de

coordenadas. Seguidamente presentamos la pregunta del item (c).

c) 51 se desea encontrar la ecuacidon vectorial de la conica que describe la travectoria

del cometa Halley, [ Se trabajara en el mismo sistema de coordenadas? Explique.

Se espera, a priori, que los estudiantes de Fisica tracen la representacion grafica del sistema de
coordenadas XY vy, relacionando las preguntas de los items (a) y (b), grafiquen las rectas del

eje mayor y eje menor de la orbita del cometa Halley.

Luego, esperamos que reflexionen sobre la posibilidad de qué es lo que precisan saber para
determinar la ecuacion vectorial de la ecuacion que modela la orbita del cometa Halley e

indiquen que se encuentran en un nuevo sistema de coordenadas que los estudiantes definiran.

También queremos que comparen este nuevo sistema de coordenadas con el sistema XY y
expliquen, en lengua natural, que el nuevo sistema de coordenadas es el resultado de haber
trasladado y rotado el sistema de coordenadas XY . Este transito de los estudiantes, del registro
de lengua natural al grafico para luego responder en lengua natural, Duval (2004) lo define

como transformaciones mediante la conversion y tratamientos.
Anélisis a posteriori del item (c)

Estudiante Jack.

En la respuesta dada por el estudiante Jack, podemos observar que utiliza de manera adecuada
el registro de lengua natural y nos afirma que si se podria calcular la ecuacion vectorial de
conica que describe la trayectoria del cometa Halley en el sistema de coordenadas XY , pero
que esto seria muy trabajoso y requeriria mucho tiempo, porque para que pueda encontrar la
ecuacion vectorial necesitaria la ecuacion general de segundo grado, lo que el estudiante lo

escribe como:
80



EAX +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0

Vemos también que Jack analiza la ecuacion de segundo grado y se concentra en el término

Bxy , afirmando que es este término el que hace tener la forma conica de la ecuacion que modela

la trayectoria del cometa Halley.

En esta parte, podemos observar que el estudiante trata de realizar un analisis algebraicamente
al relacionar el término Bxy con la ecuacion que modela la trayectoria del cometa, lo que
implica que estaria trabajando en el registro algebraico. Este analisis realizado por Jack es algo
que no estaba previsto en nuestro analisis a priori y podemos suponer que esto se debe a que no
se percatd que las preguntas tienen una secuencia y no relaciono6 las respuestas brindadas en los

items (a) y (b) con el item (c) (Ver figura 26).

Figura 26. Respuesta dada por Jack al item (c)

Este analisis algebraico que realiza Jack, lo lleva a querer encontrar el centro de la elipse, pero
como no tiene muchos datos desiste de esta opcion, lo que nos demuestra que tiene predileccion

de trabajar en el registro algebraico y esto tal vez se dé porque en su ensefianza de la elipse, el
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docente ha privilegiado lo algebraico, dejando de lado muchas veces otros registros como el de

lenguaje natural y grafico.

Después de realizar un andlisis algebraico, observamos que Jack analiza la informacion
brindada en los items anteriores y responde en lenguaje natural que, con los datos anteriores, se
puede determinar unos vectores unitarios y que mediante ellos se puede definir un nuevo
sistema de coordenadas, que lo denota como el sistema de coordenadas X'Y'. En esta
respuesta, podemos ver que se utiliza el registro de lengua natural, que era lo que esperamos a
priori, y, para que llegara a la misma, Jack analiza la informacion de los items (a) y (b) y
relaciona las rectas del eje menor y el eje mayor de la elipse con sus vectores unitarios

direccionales respectivos.

Del mismo modo, también observamos que en este nuevo sistema, que define como X'Y'

vuelve a analizar la ecuacion general de segundo grado y responde que, en este sistema, B =0

, que es una caracteristica de analizar y trabajar en el registro algebraico.

Después de realizar este andlisis algebraico, Jack relaciona la ecuaciéon que modela la

trayectoria del cometa Halley con la expresion:

Esta expresion algebraica es la ecuacion canonica de la elipse en el nuevo sistema de

coordenadas, que Jack lo definio como X'Y"'.

Si bien es cierto responde en lengua natural, como se tenia previsto, que se trabaja en otro
sistema de coordenadas, no argument6 en el registro de lengua natural, que es lo que sucede
con el sistema de coordenadas XY . es decir, no explica si el sistema de coordenadas XY fueron
rotadas y trasladadas a un nuevo sistema. Esto tal vez de deba a que no fue muy explicita la

pregunta.

De cierto modo, el estudiante Jack interpreta la informacion y respondio, en lengua natural, que
se esta trabajando en un nuevo sistema de coordenadas y que, sin embargo, no explicité qué es

lo que ha sucedido con el sistema de coordenadas XY .

De esto, podemos concluir que el estudiante Jack deja implicito que si se desea encontrar la
ecuacion vectorial de la ecuacion que modela la orbita del cometa Halley, se trabajaria en un

nuevo sistema de coordenadas que él define como X 'Y'; sin embargo, no explicita qué es lo
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que ha sucedido con el sistema de coordenadas XY . De lo expuesto podemos decir que Jack,

logra el objetivo planteado en esta pregunta.

Estudiante Rose.

La estudiante Rose, para responder a esta pregunta del item (c), se apoya en las respuestas que
dio en los items (a) y (b) y nos dice que no se esta trabajando en el mismo sistema de

coordenadas y que se encuentran en uno nuevo.

Podemos observar que, en la respuesta que nos brinda a la pregunta del item (c), interpreta la
informacion y lo relaciona con sus respuestas anteriores y responde en lengua natural, como lo
habiamos previsto en nuestro analisis a priori, que ya no se esta trabajando en el mismo sistema
de coordenadas. Esto implica que Rose realiza un tratamiento, en lengua natural, que era lo que
esperabamos; sin embargo, la estudiante no se apoya en el registro grafico para responder y esto
tal vez se deba a que en preguntas anteriores, como el item (a) y (b), la estudiante grafica el eje

mayor y menor de la elipse denotandolos como x' e y' respectivamente.

Lo que se puede interpretar, es que Rose ya relaciona los ejes de la ecuacion que modela la

orbita del cometa Halley como un nuevo sistema de coordenadas (Ver Figura 27).

Figura 27. Respuesta de Rose al item (c)

También podemos observar que Rose intento representar algebraicamente la ecuacion candnica
que modela la 6rbita del cometa Halley en el nuevo sistema de coordenadas. Esto nos evidencia

que la estudiante reconocid que se esta trabajando en un nuevo sistema de coordenadas y que,

12 12
, o X . .
ademas, su ecuacion tiene la forma de: —+ y—2 =1; sin embargo, observamos que, realizando
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tratamientos, despejé de manera equivocada al x' e y' de la ecuacion vectorial de la conica

que modela la orbita del cometa Halley.

Esta expresion algebraica es algo que no estaba previsto en nuestro analisis a priori, pues €s un
supuesto para darse cuenta que, si se desea encontrar la ecuacion vectorial de la cénica que
modela la orbita del cometa Halley, no se esta trabajando en el mismo sistema de coordenadas.
Por otro lado, deja a entender, implicitamente, que los ejes fueron rotados y trasladados, ya que
no explica qué es lo que ha sucedido con el sistema de coordenadas XY en relacion al nuevo
sistema, que lo define como X 'Y"'. Esto, tal vez se deba a que en su proceso de aprendizaje, el
docente del curso ensefiaba de manera tradicional, privilegiandose el registro algebraico

dejando de lado otros registros como el de lengua natural o el grafico.

En esta pregunta, Rose interpreta la informacion brindada y responde, en lenguaje natural, que
no se esta trabajando en el mismo sistema de coordenadas, donde podemos identificar que la
estudiante trabaja en el registro de lenguaje natural, lo que implica que realiza tratamientos en
las representaciones para asi apropiarse de los elementos de la elipse, con lo que se lograria
responder nuestros objetivos especificos y, por ende, al objetivo general y responder la pregunta

de investigacion.

De lo escrito, podemos indicar que la estudiante Rose logra cumplir con el objetivo propuesto

para esta pregunta.
Anélisis a priori del item (d)

En este item (d), se tiene como objetivo que los estudiantes trabajen en el registro grafico y
grafiquen, en el plano cartesiano XY los elementos encontrados en los items (a) y (b),
identificando los nuevos ejes coordenados de la ecuacion que modela la trayectoria del cometa

Halley. A continuacion, presentamos la pregunta del item (d).

d) En el plano cartesiano, bosqueje la representacion grafica de los elementos

encontrados en los items (a) v (b).

En esta pregunta, esperamos, a priori, que los estudiantes, en el sistema de coordenadas XY ,
representen graficamente los puntos "A","B" y el punto medio"M ", para luego trazar la

representacion grafica del eje menor y al eje mayor de la ecuacion que modela la 6rbita del
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cometa Halley encontrados en los items (a) y (b). También esperamos que estos ejes sean

definidos en el nuevo sistema de coordenadas que el estudiante eligi6 en el item (c).

Para la representacion geométrica de los puntos, se espera que los estudiantes realicen la
conversion del registro algebraico al grafico, lo que Duval (2004) denomina realizar

transformaciones.

Para el trazado de las rectas, los estudiantes han estado utilizando dos de los tres tratamientos
de las representaciones graficas, como lo son el enfoque punto a punto y el enfoque de extension
del trazado efectuado. A diferencia del enfoque punto a punto, Duval (2011) indica que el
enfoque de extension del trazado efectuado es puramente mental, pues este enfoque no se
alcanza por un conjunto finito de puntos, como es el caso del enfoque punto a punto, ya que
esta extension tiene por apoyo un conjunto infinito de puntos potenciales entre los puntos del

intervalo marcado.

Se espera que los estudiantes representen graficamente el eje normal y el eje focal de la ecuacion
que modela la orbita del cometa Halley, indicando su nuevo sistema de coordenadas que

denotaron en los items anteriores (Ver cuadro 7).

Cuadro 7. Respuesta esperada a la pregunta 2(d).

Representacion Grafica del eje normal y eje focal
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Anélisis a posteriori del item (d)

Estudiante Jack.

En esta pregunta, como lo teniamos previsto en nuestro analisis a priori, el estudiante Jack

representa graficamente los puntos 4 y B, asi como también el punto medio "M " del

segmento AB en el sistema de coordenadas XY , con sus respectivas coordenadas.

Esta representacion adecuada nos indica que Jack interpreto la informacion brindada en los
items (a) y (b) y que ademas ha realizado conversiones en la representacion de lengua natural
al gréafico. Segun Duval (2004), al interpretar la informacion en lengua natural para luego
representarla graficamente, se esta haciendo una conversion de la representacion en lengua

natural a la grafica.

Para el trazado de la gréafica de la recta que pasa por los puntos 4 y B podemos observar que
Jack utiliza, como lo teniamos previsto en nuestro analisis a priori, el enfoque punto a punto a
la recta que pasa por estos puntos, la que denota como el eje conjugado. También denota al
punto medio M de AB como el centro y luego realiza el trazado de la grafica de la recta que

pasa por el punto medio M y que es perpendicular a la recta del eje conjugado, la cual denota

como eje focal o recta focal.

En este ultimo trazado de la recta del eje focal, Jack también utiliza el enfoque punto a punto,

asi como también el enfoque de extension del trazado efectuado (Ver figura 28).

Figura 28. Respuesta de Jack al item 2(d)
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De la respuesta dada por Jack, podemos identificar que maneja adecuadamente la
representacion grafica, lo que indica que no tiene problemas en el registro grafico. Esto tal vez
se deba a que interpreta la informacion brindada en los items (a) y (b) y que ademas porque se

le dio el plano cartesiano XY .

De la representacion grafica correcta del eje menor y el eje mayor de la ecuacion que modela
la orbita del cometa Halley en el sistema cartesiano XY , podemos identificar que Jack transita
de manera correcta en el registro grafico. Con esta identificacion y con la descripcion lineas

arriba del registro grafico, el estudiante Jack logra el objetivo planteado en esta pregunta.

Estudiante Rose.

Observando la respuesta dada por la estudiante Rose, podemos ver que ubica de manera
adecuada los graficos de los puntos 4 y B en el sistema de coordenadas XY . Esto nos indica,
como lo teniamos previsto, que interpreta la informacion dada en los items (a) y (b), lo que nos
demuestra que realiza de manera adecuada la conversion de la representacion de lenguaje

natural a la grafica.

También notamos que, apoyandose en el sistema cartesiano dado, determina de manera

referencial la ubicacién del punto medio M del segmento E, dejando implicito que las

coordenadas de dicho punto es M =(7,11). Para esta determinacion, de manera referencial, de

las coordenadas de dicho punto, notamos que no realiza tratamientos en el registro algebraico
y esto pudiera deberse a que se brinda el sistema de ejes coordenados XY por motivos de
tiempos. Observamos ademas que realiza el trazado de la representacion grafica de la recta que

pasa por los puntos 4 y B que era concerniente al item (a) (Ver figura 29).

Figura 29. Respuesta dada por Rose al item (d)
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Esta representacion grafica de la recta, que la nombra como eje menor, Rose lo realiza mediante
el enfoque punto a punto, haciendo la interpolacion y aceptando la ley de la Gestalt de

continuidad descrito lineas arriba.

De la misma manera, también observamos que traza el grafico de la recta que pasa por el punto
medio M y que es perpendicular a la recta que pasa por los puntos 4 y B, la cual nombra
como eje focal. Para este trazado, también utiliza el mismo método que para la recta del eje

menor.

En el eje focal, Rose ubica de manera referencial la posicion del Sol y forma el triangulo
caracteristico en la elipse, respetando que los puntos 4 y B equidisten de la posicion del Sol.

Al eje focal y eje menor lo denota como x' e y' respectivamente, lo que nos indica que define

a su nuevo sistema de coordenadas como X 'Y'. También vemos que realiza un bosquejo, de
manera referencial, de la grafica de la ecuacion que modela la 6rbita del cometa Halley, tal

como lo muestra la figura 25.

De la respuesta dada por Rose a la pregunta del item (d), identificamos que transita
adecuadamente de la representacion de lenguaje natural a la gréafica, ubicando y trazando los
elementos de la ecuacion que modelan la d6rbita del cometa Halley descrito en los items (a) y

(b), lo que implica una adecuada conversion de representaciones.

Con las representaciones graficas del eje menor y eje mayor de la ecuacién que modela la 6rbita
del cometa Halley realizadas por Rose, podemos decir que logra satisfactoriamente los
objetivos planteados en esta pregunta, lo que demuestra que se estd apropiando del objeto

matematico en estudio mediante el transito de los registros de representacion semidtica.
Anélisis a priori de la pregunta 3

Esta pregunta tiene por objetivo que los estudiantes transiten del registro de lengua natural al
algebraico y realizando tratamientos, en este ultimo registro, determinen las coordenadas del
Sol, Perihelio y Afelio. Para ello, tienen que encontrar la medida del semieje menor y la
distancia del centro a uno de sus focos de la ecuacion que modela la orbita del cometa Halley,

asi como también el vector unitario direccional. A continuacion, presentamos la pregunta 3.

3. Sabiendo que la distancia del punto 4 al Sol es 13074 y que las coordenadas del foco

dos es F,(14.2:20.6), determine las coordenadas del Sol, Perihe]io| y Afelio.
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Esperamos, a priori, que los estudiantes representen graficamente, en el plano cartesiano XY ,

los puntos 4, B, foco2y M punto medio de AB y que grafiquen el eje menor y el eje mayor
de la ecuacion que modela la trayectoria del cometa Halley, ubicando, de manera referencial,

la posicion del Sol. Luego, que determinen, de manera algebraica, la longitud del semieje menor
"b" mediante ‘]\TA‘ = ‘AM ‘ =b y que, de manera geométrica, mediante la relacion a’ =b> +c’

n.n

, determinen la longitud de la distancia del centro al foco "c".

Una vez ubicado las coordenadas del foco 2, también se espera que los estudiantes determinen,

algebraicamente, el vector unitario direccional en el nuevo sistema de coordenadas mediante

- MF,
u=
MF,

y, apoyados en la teoria de Vectores, trabajen algebraicamente y encuentren las

coordenadas del Sol, Perihelio y Afelio.

Al pasar los estudiantes de la interpretacion de la informacion en lenguaje natural a representar
graficamente los puntos 4, B, F, y M  punto medio de AB y trazar la grafica del eje menor

y el eje mayor, mediante el enfoque punto a punto, ubicando de manera referencial la posicion
del Sol, se espera que los estudiantes realicen la conversion de la representacion de lengua

natural al grafico.

Ademéds, para determinar las coordenadas del Sol, Perihelio y Afelio, se espera que los
estudiantes realicen transformaciones mediante la conversion de la representacion grafica a la
algebraica y que luego hagan -tratamientos, dentro de la representacién algebraica, para

determinar las coordenadas del Sol, Perihelio y Afelio.

Segtin Duval (2004), al representar graficamente la informacion dada en lenguaje natural, lo
que se estaria realizando es una conversion de representaciones y que el realizar operaciones
internamente en una representacion dada, se estaria efectuando, como lo denomina el autor, un

tratamiento.

Se espera que los alumnos encuentren el vector unitario direccional del eje menor como del eje
mayor de la ecuacion que modela la orbita del cometa Halley y determinen las coordenadas del
Sol, asi como también las coordenadas del Perihelio y Afelio, relacionandolos con los vértices

de la ecuacion que modela la trayectoria del cometa Halley (Ver cuadro 8).
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Cuadro 8. Respuesta esperada a la pregunta 3.

+ b= - - 5] - s

e a’=b"+c’ = c=12UA

;:@:(E.i]
‘MFz‘ 5’5

. Sol=M-12u=(-02,14)

. Perihelio=M —13u =(-0.8,0.6)

. Afelio=M +13u=(14.8,21.4)

Analisis a posteriori de la pregunta 3

Estudiante Jack.

Como lo teniamos previsto en nuestro andlisis a priori, el estudiante Jack representa
graficamente en el sistema de coordenadas XY alos puntos 4, B, el punto medio M y la del
foco dos. Esto nos evidencia que Jack pasa de una representacion en lengua natural a la
representacion grafica, ya que, segiin Duval (2004), el pasar de una representacion en lenguaje

natural a la representacion grafica se estaria haciendo una conversion de representaciones.
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También podemos observar que el estudiante Jack traza la representacion grafica de la recta del
semieje menor que pasa por los puntos 4 y B . Este trazo de la representacion grafica de la

recta lo efectué mediante el enfoque punto a punto.

Del mismo modo, podemos observar que ubica la posicion del foco dos y realiza el trazado de
la representacion grafica de la recta del semieje mayor de la elipse mediante el enfoque punto
a punto, asi también ubica, de manera referencial y simétrica, al foco dos la posicion del foco
uno (Sol). Interpretando la informacion brindada en lenguaje natural, Jack relaciona la distancia

del punto A4 con el foco uno con la constante « .
También observamos que Jack grafica, en el nuevo sistema de coordenadas, el vector unitario

. -~ ., . . -1 S,
direccional u en la direccion del eje mayor y el vector unitario ortogonal # en la direccion del

semieje menor de la elipse.

La determinacion de estos vectores es muy importante en carreras de ciencias basicas y, de

manera especial, para estudiantes de Fisica.

Para la determinacién de la longitud del semieje menor de la elipse, podemos observar que el
estudiante relaciona la distancia entre los puntos 4 , B y M mediante la expresion algebraica:
d (A;M ) =b=d (M ;B). En esta relacion, el estudiante utiliza otra notacion con respecto a
nuestro analisis a priori, pero que a pesar de ello tienen el mismo significado.

También podemos ver que realiza, de manera adecuada, tratamientos en el registro algebraico

para determinar la longitud del semieje menor de la elipse, dando como resultado que b =5UA

. De manera similar, observamos que relaciona la distancia del foco uno con el punto A4
mediante la relacion d (A;E) =13UA , de donde concluye que la constante a =13UA. Esto

demuestra que el estudiante Jack interpreta de manera adecuada la informacion brindada en la
representacion de lenguaje natural, para luego realizar la conversion a la representacion

algebraica.

Esto implica que el estudiante Jack se estd apropiando, de manera adecuada, de la nocion de
elipse mediante el transito entre los diferentes registros de representacion semidtica y se puede

observar en la siguiente figura (Ver figura 30).
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Figura 30. Respuesta de Jack a la pregunta 3

Teniendo la distancia del vértice del eje menor al Sol igual a 13UA (a=13UA) y también la

distancia del semieje menor (b =5UA ), observamos que Jack, realizando tratamientos en el

. . . .7 2 2 2
registro algebraico, relaciona las constantes a y b con la expresion a” =b" +c” , de donde

despeja la constante ¢ =12UA | la cual es la semi distancia focal. Esperabamos, a priori, que el

estudiante no tuviera problemas en encontrar estas constantes realizando tratamientos en la
representacion algebraica, ya que, en su enseflanza-aprendizaje, el docente del curso ha
privilegiado trabajar en el registro algebraico.
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Prosiguiendo con los tratamientos en el registro algebraico, Jack determina las coordenadas de
la posicion del Sol en el sistema cartesiano XY , relacionando los focos y el punto medio M
mediante la expresion algebraica F; +F, =2M . Esta relacion se debe a que como el punto M
es el centro de la ecuacion que modela la 6rbita del cometa Halley, entonces también es punto
entre los focos. De esta relacion, el estudiante realiza tratamientos en la representacion

algebraica y obtiene que las coordenadas de F; es (—0.2;1.4); es decir, Sol =(—0.2;1.4).

Para determinar las coordenadas del Perihelio y Afelio, Jack precisa determinar el vector

unitario direccional. Se puede entender que el estudiante, teniendo las coordenadas de los

puntos M yF,, realice tratamientos en la representacion algebraica y encuentre que el vector

unitario direccional es u = (0.6;0.8) . Ademas, notamos que relaciona, en el registro algebraico,

al Perihelio con el Afelio mediante las expresiones: PM :a(u) y M4, = a(ﬁ). De estas

expresiones, Jack realiza tratamientos en el registro algebraico y obtiene que las coordenadas

del Perihelio: P, = (—0.8;0.6) , y la del Afelio: Af = (14.8;21.4).

Como lo teniamos previsto en nuestro andlisis a priori, Jack determina de manera adecuada las
coordenadas del Sol, Afelio y Perihelio mediante tratamientos en el registro algebraico. Duval
(2004) indica que, si se trabaja internamente en un registro, lo que se esta realizando son

tratamientos en este registro de representacion.

En la respuesta dada por el estudiante Jack, podemos identificar que interpreta la informacion
en lenguaje natural y realiza conversiones de representaciones que hemos explicado lineas
arriba para responder a las preguntas solicitadas, logrando que transite entre los registros de

lenguaje natural, grafico y algebraico.

Esta identificacion y descripcion de los registros movilizados por Jack, nos indica que logra los
objetivos planteados para esta pregunta, lo que hace que respondamos a nuestros objetivos

especificos planteados y, en consecuencia, a nuestro objetivo general.

Estudiante Rose.

En la respuesta dada por Rose a esta pregunta, se puede observar que representa graficamente

los puntos 4, B en el sistema de coordenadas XY . De igual manera, podemos observar que

ubica el punto medio C del segmento AB .Enel paso de la representacion de lenguaje natural
a la representacion grafica, se evidencia que la estudiante realiza satisfactoriamente la

transformacion; es decir, una conversion de representaciones del leguaje natural al grafico.
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La notacidon elegida por Rose para denotar al punto medio del segmento AB esla “C”; sin
embargo, en la actividad, este centro fue denotado por “M ”. Esta confusion tal vez se deba a
que, en forma general, en las bibliografias siempre estilan denotar al centro de la conica elipse
como “C”. También se puede observar que, en la determinacion de las coordenadas del punto

“C”, Rose realiza una conversion de la representacion grafica a la algebraica y, realizando

tratamientos en este registro, determina las coordenadas del punto medio C (7;1 1) .

Para el trazado de la representacion grafica de la recta que pasa por los puntos 4 y B se

entiende que Rose lo realiza mediante el enfoque punto a punto. Duval (2011) indica que este
método asociativo de que un punto relaciona dos numeros, se limita a algunos valores
particulares y que el enfoque punto a punto es favorable cuando se quiere trazar el grafico
correspondiente a una ecuacion de primer grado o segundo grado. Esta representacion grafica,

que pasa por los puntos 4 y B ladenotacomo y', que es un nuevo sistema de coordenadas.

De manera similar, Rose realiza el trazado de la representacion grafica que pasa por el punto

medio “C”y que es perpendicular a la recta que pasa por los puntos 4 y B denotandolo como

x' y ubica, de manera referencial, en el eje focal la posicion del foco uno (Sol) y traza la

representacion grafica del segmento AF).

De la representacion grafica, Rose determina la longitud del semieje menor de la elipse

mediante la relacion b = ‘ﬁ“ . En la determinacion de la longitud del semieje menor, podemos

notar que Rose realiza tratamientos en la representacion algebraica y llega al resultado que
b=35; sin embargo, la estudiante se olvido de colocar las unidades de medida astrondmica, las
Unidades Astronémicas (UA) que miden la distancia de la posicion del cometa Halley con
respecto al Sol. Interpretando la informacion brindada en lenguaje natural, Rose realiza una

conversion de la representacion de lenguaje natural a la representacion algebraica y expresa que

d (Sol ; A) =a =13, olvidando nuevamente indicar las Unidades Astrondmicas.

En la representacion grafica hecha por Rose, podemos observar que forma el tridngulo
caracteristico en la elipse que relaciona la longitud del semieje menor, semieje mayor y el
semieje focal mediante la relacion geométrica a’ =b” +c¢”, de donde, realizando tratamientos
en el registro grafico, Rose obtiene la longitud del semieje focal ¢ =12, obviando una vez mas

las unidades de medida (Ver figura 31).
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Figura 31. Respuesta de Rose a la pregunta 3

También se puede observar, en la figura 35, que representa graficamente el vector unitario

direccional en la direccion del semieje positivo x' mediante la notacién u . Para determinar las
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coordenadas del vector unitario direccional, Rose interpreta la informacion y considerando a £,

y el centro de la elipse, determina el vector unitario u en la direccion de CF, . Como lo

teniamos previsto en nuestro andlisis a priori, la estudiante relaciona al vector unitario mediante

., - CF, . . . . .
la relacion u = —=:, vy, realizando tratamientos en el registro algebraico, determina que el

=2

vector unitario u = (0.6;0.8).

Después de determinar el vector unitario direccional u, Rose relaciona el centro de la elipse

con el vector unitario para determinar las coordenadas del Sol mediante la relacion F, =C —cu
, de donde, realizando tratamientos en el registro algebraico, obtuvo que F, = (—0.2;1.4) y de
manera similar relaciona, en el registro grafico, al Perihelio y Afelio mediante las ecuaciones:

Perihelio: P=C—au , Afelio: A=C+au. Ademas, podemos observar que Rose realiza
tratamientos en el registro algebraico para determinar las coordenadas del Perihelio y Afelio,

dando como resultado Perihelio =(—0.8;0.6) y el Afelio=(14.8;21.4).

Como lo teniamos previsto en nuestro analisis a priori, Rose no presenta dificultades en trabajar
en el registro algebraico, pues en este registro es donde mejor se desenvuelven los estudiantes,

ya que son instruidos de la manera tradicional.

Analizando la respuesta dada por la estudiante, identificamos el manejo de los registros de
representacion semiotica, ya sea de lengua natural, grafico y algebraico, y la forma como fue
transitando de un registro de representacion a otro, realizando conversiones para luego realizar

tratamientos.

Esta identificacion de los registros que maneja y la descripcion de ellas, nos ayuda a lograr
nuestros objetivos planteados para esta pregunta, con lo que podemos decir que alcanza
responder a los objetivos especificos que nos habiamos planteado, implicando también que

logremos nuestro objetivo general, con lo que contestariamos la pregunta de investigacion
Analisis a priori de la pregunta 4

Esta pregunta tiene por objetivo que los estudiantes, realizando tratamientos en el registro
algebraico, determinen las ecuaciones de las rectas directrices de la ecuacion que modela la

orbita del cometa Halley. La importancia de estas rectas es la relacion que existe entre la
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distancia de un punto P al foco y la recta (Excentricidad). A continuacion, presentamos la

pregunta 4.

4. Determine las rectas directrices de la ecuacion de la conica que modela la trayectoria del

cometa Halley en el sistema de coordenadas X7 .

Se espera que los estudiantes representen, algebraicamente, la ecuacion vectorial de la ecuacion
que modela la trayectoria del cometa Halley en el nuevo sistema de coordenadas que el
estudiante definid anteriormente, realizando calculos algebraicos en la ecuacion vectorial.
También se espera que los estudiantes determinen la abscisa del nuevo sistema, en funcion de

las variables x ¢ y del sistema de coordenadas XY |y las rectas directrices de la ecuacion que

modela la ecuacion de la trayectoria del cometa Halley. A esto, Duval (2004) lo llama realizar
transformaciones mediante el transito de la representacion de lengua natural a la algebraica (Ver

cuadro 9).

Cuadro 9. Respuesta esperada a la pregunta 4.

o P:M+x';t+y'i;L
. x'=((x,y)—M)ﬁ

a
o [L:x'=x—
e

o I,:72x+9.6y+13=0
o L,:72x+9.6y-325=0

Anélisis a posteriori de la pregunta 4

Estudiante Jack.

Para responder a esta pregunta, Jack indica que tendria que tener la ecuacion de la conica en el

12 12

. : X
nuevo sistema de coordenadas X 'Y, la que representa algebraicamente como: &:—-+ R
a

b2
, afirmando que las constantes a y b ya las tiene determinadas por la pregunta anterior y

centra su atencion en determinar al x' e y'.

En este primer tramo de la respuesta dada por Jack, podemos observar que relaciona la pregunta
con las anteriores, mediante un lenguaje natural, y representa, en el registro algebraico, la

ecuacion canodnica de la elipse en el nuevo sistema de coordenadas.

Para determinar al vector unitario ortogonal, Jack recurre a su representacion grafica en la

pregunta anterior y explica, en el registro de lenguaje natural, que ya tiene el vector unitario
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- (3 4 . . . .
u= (g ; gj , entonces se puede observar que, realizando tratamientos en el registro grafico, Jack

. . . - 4
determina las coordenadas del vector unitario ortogonal y lo escribe como: u o= (—g,%j (Ver

figura 32).

Figura 32. Respuesta de Jack a la pregunta 4
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Para determinar las ecuaciones de las rectas directrices de la ecuacion que modela 6rbita del

. a
cometa Halley, Jack la representa algebraicamente como: L:x'=+—, donde notamos que
e

relaciona a la abscisa del nuevo sistema de coordenadas, con el cociente entre la longitud del
semieje mayor y la excentricidad de la elipse. Esta manera de expresar la ecuacion de las rectas
directrices es algo que lo teniamos previsto en nuestro analisis a priori, ya que podemos ver
que, hasta al momento, Jack ordenaba sus ideas y no ha realizado ningln tratamiento en la

representacion algebraico para determinar las ecuaciones de las rectas directrices.

Prosiguiendo con el andlisis de la respuesta dada por Jack, podemos observar que relaciona el

nuevo sistema de coordenadas con el sistema XY mediante la expresion algebraica:

x'= {(x; y) -M } u y mediante tratamientos en la representacion algebraica llega a determinar

que la abscisa del nuevo sistemas de coordenadas sera: x'= %(x—7)+%( y—11) el cual

relaciona el sistema de coordenadas X 'Y' con el sistema XY .

Esperdbamos, a priori, que el estudiante expresara algebraicamente la ecuacion vectorial de la
elipse y que, realizando tratamientos en esta representacion, despejara x', tal vez esto no

sucedio porque el estudiante maneja las transformaciones como un formulario.

También podemos observar que relaciona la excéntrica con la longitud del semieje mayor y con

la longitud del semieje focal como: ae=c. De esta expresion, Jack lo determina realizando

2
. ., . a a 169
tratamientos en la representacion algebraica que —=—=——.
e ¢ 12
Para determinar las ecuaciones de las rectas directrices de la ecuacion que modela la 6rbita del
cometa Halley, el estudiante realiza tratamientos en esta representacion y expresa,

algebraicamente, que las ecuaciones son: L, :3x+4y— % =0 y L,:3x+4y— % =0,

donde podemos notar que el estudiante Jack tiene algunas dificultades en realizar los

tratamientos, lo que implica que tiene un error de calculo més no de concepto.

Podemos asegurar que Jack moviliza de manera adecuada la representacion algebraica y que
realiza tratamientos adecuados para determinar el vector unitario ortogonal, la ecuacion de la
recta directriz y el x'. De esta forma, el estudiante alcanza el objetivo planteado en esta
pregunta y logra el objetivo propuesto en esta actividad y que los estudiantes se apropien de la

nocién de elipse mediante el transito entre los diferentes registros de representacion semiotica.
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Estudiante Rose.

Observando la respuesta dada por Rose, vemos que representa graficamente, en el sistema de

coordenadas XY _ lo hecho en la pregunta anterior, agregandole las rectas directrices. En esta

representacion, la estudiante indica que la distancia del centro de la elipse a la recta directriz es

a
e

También vemos que para poder responder a la pregunta, volve a graficar lo hecho en la pregunta
anterior, probablemente esto se deba a que precisa de un grafico como apoyo, ya que relaciona,

algebraicamente, la distancia del eje normal con la recta directriz mediante la expresion

. a . . . ., .
algebraica — ; sin embargo, no expresa la representacion algebraica de la ecuacion vectorial de
e

la ecuacion que modela la 6rbita del cometa Halley. Al no representar algebraicamente la

ecuacion vectorial, trajo como consecuencia que la estudiante no pueda expresar la ecuacion:

x'=((x;y)—M)u (Ver figura 33).

Figura 33. Respuesta de Rose a la pregunta 4
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Estos errores tal vez se deban a que la estudiante no representa algebraicamente la ecuacion
vectorial de la elipse. También se puede observar que expresa, algebraicamente, las rectas

directrices de una manera equivocada.

Esperabamos, a priori, que Rose no tuviera inconvenientes en trabajar en el registro algebraico,
pues es un registro en los cuales los estudiantes se desenvuelven mejor, ya que es la manera
como reciben la instruccion de cada tema en estudio. Esto conlleva a que, en esta pregunta, no

se logre nuestro objetivo esperado.
Analisis a priori de la pregunta 5

Esta pregunta tiene por objetivo que los estudiantes realicen la conversion de la representacion
algebraica al grafico y grafiquen la ecuacion del modelo de la orbita del cometa Halley,
identificando sus elementos como el Perihelio, Afelio, las coordenadas del Sol y sus rectas

directrices.

5. Represente graficamente la conica que modela la orbita del cometa Halley identificando

sus elementos.

Se espera, a priori, que los estudiantes realicen la conversion de la representacion algebraica al
grafico y grafiquen la ecuacion que modela la trayectoria de la orbita del cometa Halley
indicando las coordenadas del Sol, de los vértices, el vector unitario direccional, vector unitario

ortogonal y las rectas directrices en el sistema de coordenadas XY (Ver figura 34)

Figura 34. Respuesta esperada en la pregunta 5
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Andlisis a posteriori de la pregunta 5

Estudiante Jack.

En la representacion grafica que realiza Jack, podemos observar que modela de manera
adecuada la ecuacion de la trayectoria de la o6rbita del cometa Halley, donde indica sus
elementos, como el eje mayor o eje focal, el eje menor o eje conjugado, la posicion del Sol, el
foco dos, los vértices, que son el Perihelio y el Afelio, asi como las rectas directrices de la elipse

(Ver figura 35).

Figura 35. Respuesta de Jack a la pregunta 5

Para la realizacion del grafico de los elementos de la ecuacion que modela la trayectoria de la
orbita del cometa Halley, se entiende que el estudiante ha utilizado el método del enfoque punto
a punto, para el trazado del eje menor y el eje mayor de la elipse, asi como también para el
trazado de las rectas directrices, mientras que para el trazado continuo de la grafica que modela
la ecuacién de la orbita del cometa Halley, se entiende que utiliza el método del enfoque de
extension del trazado efectuado apoyandose en la interpolacion y aceptar la ley de la Gestalt de

continuidad expuesto por Duval (2012).
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Esto nos indica que Jack transita de manera adecuada de la representacion algebraica,
realizando la conversion, a la representacion grafica, que era lo que teniamos previsto en nuestro
analisis a priori.

En esta pregunta, logramos identificar que el estudiante Jack maneja adecuadamente las
representaciones algebraicas y la conversion que realiza a la representacion grafica, cuya
explicacion dimos lineas arriba, con lo que hemos logrado obtener nuestros objetivos

planteados en la investigacion, con lo cual respondemos a la pregunta de estudio.

Estudiante Rose.

Con respecto a la representacion grafica que modela la 6rbita del cometa Halley, Rose, realiza
la conversion de representacion del registro de lengua natural y algebraico al grafico, esbozando

la trayectoria de la orbita.

Para esta representacion grafica, la estudiante utiliza el enfoque punto a punto, que es utilizado
para casos particulares. Podemos observar que traza algunos elementos, como el eje mayor y el

eje menor de la elipse, denotdndolas como x'y y' respectivamente (Ver figura 36).

Figura 36. Respuesta dada por Rose a la pregunta 5
103



También vemos que indica la posicion del Perihelio y el Afelio, asi como la posicion del Sol;
sin embargo, se observa que cometié un error al ubicar la posicion del Sol, a pesar de que en la
pregunta anterior lo determina de manera adecuada. Esto se debe, tal vez, por el apuro, ya que
el tiempo de 120 minutos se terminaba. La manera de ubicar la posicion del Perihelio, Afelio y
el trazo del eje menor y mayor nos evidencia que Rose articula, de manera adecuada, las

representaciones algebraica y grafica.

La mencionada articulacion y la modelacion de la ecuacion de la orbita del cometa Halley, nos

evidencia que Rose logra alcanzar el objetivo de esta pregunta.
Resultados de la parte experimental.

Con respecto a la actividad didéctica, en la secuencia de preguntas, consideramos que los
estudiantes de investigacion Jack y Rose lograron alcanzar el objetivo que es apropiarse de la
nocion de elipse mediante la coordinacion entre los Registro de Representacion Semidtica de

lengua natural, algebraico y grafico. A continuacion, presentamos el detalle:

En la pregunta 1, como lo teniamos previsto, los estudiantes Jack y Rose, después de realizar
tratamientos en el registro de lengua natural, respondieron por el mismo registro que la conica

que modela la orbita del cometa Halley es eliptica.

De las respuestas dadas por los estudiantes a la pregunta 1, podemos indicar que los estudiantes
recurrieron al registro algebraico, cosa que no teniamos previsto en nuestro analisis a priori,

dejando entender su predileccion por este registro para justificar sus respuestas.

Esta predileccion del registro algebraico, por parte de los estudiantes, se deba tal vez a la forma
como el docente del curso presenta el tema elipse en clase mediante el uso de textos que
privilegian lo algebraico analitico. Esta manera de responder, y que no estaba previsto en

nuestro analisis, provoca un enriquecimiento de nuestra investigacion.

Con respecto a la pregunta 2, se plantea una secuencia de cuatro items con el objetivo que los
estudiantes se apropien de los elementos de la elipse: Eje normal y eje focal y si estos fueron
rotados y/o trasladados a un nuevo sistema de coordenadas, a lo que los estudiantes
respondieron de manera correcta mediante la coordinacion de los Registros de Representacion

Semioética de lengua natural algebraica y grafica.

En la pregunta 2(a), se brinda la informacion en el registro de representacion de lengua natural,
lo que los estudiantes, mediante la conversion al registro grafico, ubicaron los puntos 4 y B

en el sistema de coordenadas XY, para luego ubicar de manera referencial en este sistema de
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coordenadas la posicion del Sol y trazar la recta que pasa por los puntos 4 y B para responder,
en lengua natural, que dicha recta es el eje normal o menor de la elipse, lo que demuestra que
los estudiantes lograron satisfactoriamente la coordinacion de los registros de lengua natural y

grafico.

En la pregunta 2(b), los estudiantes de investigacion, apoyandose en la representacion grafica
del item (a) y considerando los puntos 4 y B  realizaron la conversion al registro algebraico
y realizando tratamientos en este registro determinaron el punto medio M , para luego
responder, en lengua natural que la recta que pasa por el punto medio M y que es perpendicular
a la recta del item (a) es la recta del eje mayor o focal de la elipse, demostrando la coordinacién

entre los registros de lengua natural, algebraica y grafica.

En la pregunta 2(c), partiendo de un supuesto de encontrar la ecuacion vectorial de la elipse, se
pregunta ;Se trabajard en el mismo sistema de coordenadas?, los sujetos de investigacion
respondieron de manera adecuada, en lengua natural, que no, ya que estdn en un nuevo sistema
de coordenadas, lo que evidencia la coordinacién entre los registros graficos y de lengua
natural; sin embargo, en esta pregunta, no especificaron que el sistema de coordenadas XY fue

rotado y trasladado a un nuevo sistema de coordenadas que ellos definiran.

En la pregunta 2(d), los estudiantes de investigacion, mediante la conversion de la expresion
algebraica a la representacion grafica, graficaron los elementos de la elipse encontrados en el

item (a) y (b), definiéndolo en un nuevo sistema de coordenadas.

En esta pregunta 2, podemos evidenciar la coordinacion entre los registros de representacion de

lengua natural, algebraica y grafica mediante tratamientos y conversiones.

En la pregunta 3, se plante como objetivo que los estudiantes trabajen en el registro algebraico
y, realizando tratamientos en este registro, determinen las coordenadas del Sol, Perihelio y
Afelio de la ecuacion que modela la oOrbita del cometa Halley. En efecto, se brinda la
informacion en lengua natural, a lo que los estudiantes Jack y Rose realizaron la conversion al
registro grafico y ubicaron en el sistema de coordenadas XY la posicion del foco 2, luego
realizaron la conversion al registro algebraico para determinar, mediante tratamientos en este
registro, las coordenadas del Sol, Perihelio y Afelio. Esto se logréo mediante la coordinacion de

los registros de lengua natural algebraico y grafico.

En la pregunta 4, planteamos que los estudiantes prosigan trabajando en el registro algebraico

y determinen las ecuaciones de las rectas directrices de la ecuacion que modela la orbita del
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cometa Halley, lo cual lograron, en primer lugar, realizando la conversion del registro de lengua
natural al algebraico para luego realizar tratamientos en este tltimo registro y despejar la abscisa

del nuevo sistema de coordenadas.

En las respuestas dadas por los estudiantes, se observa los tratamientos realizados en el registro
algebraico, asi como también algunos errores de calculos mas no de concepto. Este error tal vez

sea por cuestiones de tiempo, pues ya se terminaba la hora programada para la actividad.

Finalmente, en la pregunta 5, planteamos como objetivo que los estudiantes representen
graficamente los elementos de la elipse, asi como el trazo continuo de la ecuacién que modela
la o6rbita del cometa Halley. Para esto, los estudiantes transitaron del registro de lengua natural

y algebraico al grafico mediante su coordinacion.
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CONSIDERACIONES FINALES

En esta parte, haremos una reflexion de los aspectos importantes en la investigacion,
consideraremos los aspectos metodolégicos, la fundamentacion teorica, asi como sus
contribuciones para el drea de Educacion Matematica y, finalmente, la contribucion para futuras

investigaciones.

La situacion dada durante la aplicacion de la actividad, posibilita a los sujetos de investigacion
aprendizaje y reflexion sobre la articulacion de las representaciones de lengua natural,
algebraica y grafica, ya que la secuencia de preguntas permitidé que los sujetos transiten entre

los registros de representacion semidtica y se apropien de la nocion de elipse.

En ese sentido, los aspectos considerados de la teoria de Registros de Representacion Semiotica
de Duval (2004), en lo concerniente a los tratamientos y conversiones, nos proporciono los
instrumentos necesarios para el andlisis de los resultados de los sujetos de investigacion, asi
como los inconvenientes presentados por los sujetos y asi alcanzar los objetivos especificos de

investigacion.

La pregunta 2 fue relevante para la realizaciéon del transito entre la conversion de la
representacion de lengua natural a la grafica en la Geometria Analitica, con la introduccion de
los ejes coordenados mediante el trazado del eje menor y eje mayor de la elipse, las cuales son
representadas mediante un nuevo sistema de coordenadas. Este nuevo sistema indujo a los
sujetos de investigacion a apoyarse en la teoria de Vectores para poder determinar los elementos

de la ecuacion que modela la 6rbita del cometa Halley.

En las preguntas 3 y 4 podemos observar que los estudiantes movilizaron de manera correcta
las variables didacticas, como las Unidades Astrondmicas y los ejes coordenados para
determinar las constantes a , b y ¢, asi como el vector unitario direccional en el nuevo sistema
de coordenadas. Estas dos preguntas tuvieron como objetivo que los sujetos de investigacion

articularan los registros graficos y algebraicos y viceversa.

Concluimos, a partir del analisis a priori y a posteriori, que los sujetos de investigacion se
apropiaron de la nocion de elipse mediante la articulacion de los registros de lengua natural,
algebraico y grafico durante la secuencia de preguntas en la modelacion de la ecuacion de la

orbita del cometa Halley.

Los aspectos metodologicos considerados han contribuido para que la experimentacion con los

sujetos se desarrollara de manera efectiva y atendiera a nuestro objetivo de analizar como una
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actividad que involucra la articulaciéon de diferentes registros de representacion semiotica,

permite que los estudiantes de Fisica movilicen la nocion de elipse.

También es bueno mencionar que los aspectos de la Ingenieria Didactica favorecieron la
elaboracion, aplicacion y andlisis de la secuencia de preguntas, que fueron analizadas mediante

aspectos de la teoria de Registros de Representacion Semiotica.

Durante el desarrollo de la actividad, la teoria de Registros de Representacion Semidtica
evidencio toda su potencialidad, ya que siempre se trabajé realizando los tratamientos y

conversiones de los registros de representaciones.

Durante la secuencia de preguntas en donde la hegemonia del lenguaje natural predominaba, la
conversion del registro de lengua natural al registro algebraico o grafico ocurrié6 de manera
satisfactoria, con lo cual logramos nuestro objetivo, ya que los sujetos de investigacion se
apropiaron de la nocion de elipse mediante la articulacion de los registros de representacion de

lengua natural, algebraica y grafica.
Los objetivos especificos de investigacion que fueron logrados de manera satisfactoria son:

o [dentificar los tratamientos y las conversiones realizadas por los estudiantes al
desarrollar una secuencia diddctica que moviliza la nocion de Elipse.
e Describir los tratamientos y las conversiones que los estudiantes utilizan al desarrollar

una secuencia didactica que moviliza la nocion de Elipse,

Para el primer objetivo, hemos considerado aspectos de la teoria de Registros de Representacion
Semidtica, relacionado a transformaciones lo concerniente con tratamientos y conversiones, lo
cual nos da un fundamento tedrico para el disefio de la actividad didactica mediante una
secuencia de preguntas. Asimismo, también establecimos las variables didacticas para la
actividad didéctica, segiin la Ingenieria Didactica de Artigue (1995), el cual nos permitid

controlar la actividad.

En la actividad didéctica, mediante la secuencia de preguntas, identificamos los tratamientos y
las conversiones realizados por los estudiantes Jack y Rose en lengua natural, algebraica y
grafica. De modo particular, la pregunta dos, el cual consistid en una secuencia de cuatro items
y que tuvo como objetivo que los estudiantes se apropiaran de algunos elementos de la ecuacion
que modela la orbita del cometa Halley, mediante el transito entre los registros de
representacion semidtica de lengua natural, algebraica y grafica, permitio identificar los

tratamientos y las conversiones realizados por los estudiantes Jack y Rose. Por ejemplo, el item
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(a) se les pregunta en lengua natural ;Qué elemento representa la recta que pasa por los puntos
A y B con respecto a la conica que modela la érbita del cometa Halley?, lo que los estudiantes,
realizando la conversion de la informacidon en lengua natural al registro de representacion
grafica y viceversa, respondieron, en lengua natural, que dicha recta es el eje normal o menor

de la elipse.

Para el segundo objetivo, describimos el registro de lengua natural, algebraico y grafico. En el
analisis de la secuencia de preguntas de la actividad didactica, hemos descrito los tratamientos
y las conversiones hechas por los sujetos de investigacion. En la pregunta 3, se ha desarrollado
la coordinacion de los registros de representacion de lengua natural, algebraico y grafico, ya
que dado el enunciado del problema en lengua natural, los estudiantes de investigacion
realizaron la conversion al registro de representacion grafico para ubicar en un plano cartesiano
la informacién brindada. Seguidamente, realizaron la conversion al registro algebraico y

[13

mediante tratamientos en este registro, determinaron las constantes “b” , “c¢” y el vector
unitario direccional, para finalmente, mediante tratamientos en el registro algebraico,

determinar la posicion del Sol, el Perihelio y Afelio.

Al lograr identificar y describir los tratamientos y conversiones que los estudiantes utilizaron
al desarrollar una secuencia didactica que moviliza la nocién de elipse, podemos afirmar que se
logro concretar el objetivo general, Analizar la coordinacion de diferentes registros de

representacion semiotica para movilizar la nocion de Elipse de estudiantes de Fisica.

El analisis de los datos recolectados durante la experimentacion se realizd mediante la
confrontacion entre el analisis a priori y a posteriori de la actividad, mediante la Ingenieria
Didéactica de Artigue (1995), con el cual hemos respondido a nuestra pregunta de investigacion:
(Como la coordinaciéon de diferentes registros de representacion semidtica favorece la

movilizacion de la nocion de Elipse de estudiantes de Fisica?

Consideramos la pertinencia de nuestra investigacion, ya que en Peru existen escasas
investigaciones relacionados al estudio de las conicas, en el nivel superior, mediante la teoria

de Vectores, tema que es estudiado por estudiantes de ciencias basicas e Ingenieria.

Nuestro trabajo es un aporte a futuras investigaciones que puedan considerar los siguientes

puntos:

e Elaborar una secuencia que analice la articulacion entre los diferentes registros de

representacion semidtica de otros objetos matematicos.
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e Realizar estudios de la elipse de modo vectorial con el marco tedrico de la teoria de
Registros de Representacion Semidtica de Duval (2004), apoyados por el Software
Geogebra en un ambiente de Geometria Dinamica, ya que el programa tiene
herramientas que pueden ayudar a la mejor comprension del objeto matematico elipse
de modo vectorial mediante las vistas algebraica y gréfica.

e Dado la aplicacion de las propiedades de la conica elipse, ya sea en la arquitectura,
mediante las construcciones de coliseos acusticos hasta estadios de futbol actsticos,
también en la Fisica médica, mediante el tratamiento de calculos renales, asi como el

estudio de los cuerpos celestes, se recomienda hacer un estudio sobre estas aplicaciones.

Debido a la predileccion del registro algebraico por parte de los textos universitarios,
recomendamos realizar una investigacion relacionado con la aplicacion del transito entre los
Registros de Representacion Semiotica de lengua natural, algebraico y grafico para una mejor

comprension de los objetos matematicos.
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ANEXOS

El disefio de esta actividad se basa en una secuencia de preguntas que tiene por objetivo que los
estudiantes de Fisica transiten entre los diferentes Registros de Representacion Semiotica; es
decir, en el registro de lengua natural, algebraico y grafico y asi logren apropiarse de la nocion
de elipse.

Para lograr este objetivo, los estudiantes desarrollaron la actividad apoyandose en la teoria de
vectores, que es un tema muy importante en su formacién profesional y que lo ven en el primer

semestre de estudio en el curso de Complemento de Matematica.

LA TRAYECTORIA DEL COMETA HALLEY

El cometa Halley es un cometa grande y brillante que orbita alrededor del Sol cada 76 afios
aproximadamente. Recibi6 este nombre gracias a su descubridor Edmund Halley, quien

determino el periodo orbital del cometa en 1705.

El cometa describe una drbita cdnica alrededor del Sol cuya excentricidad es menor que

la unidad (e<1), teniendo al Sol como uno de sus focos. La distancia desde la posicion del

cometa Halley, en su orbita respecto al Sol, se mide en Unidades Astronémicas (UA) que es la

distancia en promedio de la Tierra al Sol (IUA ~ 93000000 millas) . A la distancia mas cercana

se le denomina Perihelio y las mas lejanas Afelio.

1. (Qué conica modela la 6rbita del cometa Halley? Explique.
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2. En un sistema de coordenadas XY, el cometa Halley, en su orbita, pasa por los puntos

A(3,14) y B(11,8) . Si la distancia entre dichos puntos es la méxima posible y que ademas

equidistan de la posicion del Sol, responda lo siguiente:

a) (Qué elemento representa la recta que pasa por los puntos 4 y B con respecto a la
conica que modela la 6rbita del cometa Halley?
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b) (Qué elemento de la conica, que modela la orbita del cometa Halley, representa la recta

que pasa por el punto medio M de AB y que es perpendicular a la recta mencionada
en el item (a)?
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c) Si se desea encontrar la ecuacion vectorial de la conica que describe la trayectoria del

cometa Halley, ;Se trabajara en el mismo sistema de coordenadas? Explique.
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d) En el plano cartesiano, bosqueje la representacion grafica de los elementos encontrados

en los items (a) y (b).
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3. Sabiendo que la distancia del punto 4 al Sol es 13UA y que las coordenadas del foco dos
es F,(14.2;20.6), determine las coordenadas del Sol, Perihelio y Afelio.
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4. Determine las rectas directrices de la ecuacion de la conica que modela la trayectoria del

cometa Halley en el sistema de coordenadas XY .
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5. Represente graficamente la conica que modela la dorbita del cometa Halley identificando

sus elementos.
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