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Resumen

En el presente trabajo, estudiaremos el problema de optimizacion de dividendos pa-
ra una compaiiia de seguros cuya reserva de efectivo y la tasa de interés de descuento
son modelados por procesos de difusion con los coeficientes de la tendencia y la volatili-
dad dependiendo del régimen econémico externo (condiciones macroecondmicas). Este
cambio de régimen estd modelado por una cadena de Markov observable de estados fi-
nitos. El objetivo es encontrar un esquema de distribuciéon de dividendos que maximice
el valor esperado de los dividendos acumulados descontados hasta el tiempo de ruina.
Consideramos dos escenarios:

(I) Cuando el proceso de dividendos tiene una tasay esta es uniformemente
acotada. En este caso, probaremos un Teorema de verificacion que indica que la
solucion de la ecuacion Hamilton-Jacobi-Bellman correspondiente coincide con
la funcion de valor asociada a nuestro problema y que bajo ciertas condiciones
una estrategia 6ptima existe. Ademas, encontraremos una forma explicita de una
estrategia Optima, en el caso de dos regimenes. Esta estrategia consiste en que la
compaiiia pagara dividendos con la tasa maxima siempre y cuando el proceso de
reservas después de pagar dividendos sea igual o mayor a algunos niveles criticos
(barreras) y no pagar nada cuando se encuentre por debajo de estas barreras.

(II) Engeneral,cuandoel procesodedividendos essolocadlag. Enestecaso,
obtenemos una cota superior para la funciéon de valor asociada a nuestro problema.
Ademas, a partir de los resultados obtenidos en la literatura existente en proble-
mas similares y de los resultados obtenidos en el presente trabajo conjeturamos
una posible forma de la estrategia dptima.

Palabras clave: Distribucion 6ptima de dividendos, procesos de difusion, cambio de
régimen, control optimo estocastico, estrategia de dividendos.



Abstract

In the present work, we will study the dividend optimization problem for an insu-

rance entity whose cash surplus process and the discounting interest rate are modeled

by diffusion processes with drift and volatility coefficients dependent on the extern

economic regime (macroeconomic conditions). This regime switching is modeled by an

observable finite-sate Markov chain. The aim is to find a dividend distribution po-

licy that maximizes the expected total discounted amount of dividend payments up to

bankruptcy. We consider two situations:

@

oy

Whenthedividend processhasarateand thisisuniformlybounded.In
this case, we will prove a verification Theorem which indicates that the solution
of the Hamilton-Jacobi-Bellman equation corresponding coincides with the value
function associated with our problem and that under certain conditions an optimal
strategy exists. Also, we will find an explicit form for optimal dividend strategy,
in the case of two regimenes. This consists in that the company will pay out
dividends at the maximun rate as long as the reserve process after the payment
of pay dividends is bigger than or equal to than some critical levels (barriers) and
do not pay dividends when is below these barriers.

In general, when the dividends process is cadlag only. In this case, we
get an upper bound for the value function associated with our problem. Also,
from the results obtained in the existing literature in similar problems and the
results obtained in the present work, we conjecture a possible form of an optimal
strategy.

Keywords: Optimal distribution of dividends, diffusion processes, regime switching,
stochastic optimal control, dividend strategy.



Capitulo 1

Introduccion

Uno de los temas clésicos de investigacion durante muchos afios por parte de la cien-
cia actuarial y literatura financiera es el problema de distribucion 6ptima de dividendos
en una compafia financiera. Este problema de optimizacion de dividendos es conoci-
do como “el problema de la gerencia de determinar el momento 6ptimo y el tamafo
de los pagos de dividendos en presencia de riesgo de ruina”. El ejemplo mas tipico de
una corporacion financiera con este tipo de problemas es el de una compaifia de seguros.

La atencion y el interés alcanzado en el estudio de este tema, se debe en gran parte a
la importancia que implica para una compafiia las decisiones que tome con respecto a la
distribucion o pago de dividendos, al ser cruciales porque no solo representan una sefial
importante sobrelas oportunidades de crecimientofuturoy larentabilidad de esta,sino
que ademas pueden influir en las decisiones de inversion y financiacion incluso afectando
lariqueza delos accionistas. Debido a que los dividendos se pagan del beneficio neto,
los dividendos que se han de pagar no deben ser demasiado altos ya que las utilidades
retenidas pueden llegar a ser bajas y esto podria causar una inestabilidad financiera
o disminuir las oportunidades de crecimiento. Pero si los dividendos son muy bajos,
las acciones de la compafiia pueden volverse menos atractivas para los inversionistas o
futuros inversionistas. Por tanto, seleccionar una politica de dividendos 6ptima es una
de las decisiones mas importantes que cada compaifiia debe tomar.

En la literatura, De Finetti B., en [5], fue uno de los primeros que estudio este proble-
ma bajo un modelo de tiempo discreto. Karl Borch, en [3] y [4], discuti6 extensamente
el problema de encontrar la estrategia 6ptima de pago de dividendos. Jeanblac-Piqué
y Shiryaev, en [11], as"icomo Asmussen y Taksar, en [2], plantearon y resolvieron el
problema en tiempo continuo modelando la reserva de la compafiia por un movimiento



Browniano. Estos altimos emplearon teoria de control 6ptimo en este tipo de modelo.
Desde entonces ha aparecido una extensa literatura sobre el problema del dividendo
y sus extensiones, incluyendo el de reaseguro (por ejemplo, Schmidli H., en [21]), la
inversion Optima de las reservas (por ejemplo, Hgjgaard B., en [10]), el impuesto y el
costo proporcional (por ejemplo, Lokka y Zervos, en [16]).

En este contexto, el problema principal consiste en encontrar una politica de dis-
tribucion de dividendos que maximice el valor esperado de los dividendos acumulados
descontados (funcion de retorno) hasta el primer instante en el que el nivel de la reserva,
después de pagar dividendos, llega a cero (tiempo de ruina).

Diversos modelos tales como, procesos de difusion (por ejemplo, Asmussen y Taksar,
en [2]), procesos de difusion con salto (por ejemplo, Paulsen y Gjessing, en [19]) y el
procesocompuestode Poisson (por ejemplo, Schmidli H.,en [22]) sehanutilizado para
representar la reserva en ausencia de pago de dividendos. Sin embargo, teniendo pre-
sente que es poco probable que los parametros que influyen en el crecimiento econémico
sean constantes en horizontes de largo plazo (por ejemplo, por la presencia de ciclos
economicos), estos modelos no reflejarian los cambios que pueden ocurrir gradualmente
o producirse abruptamente en la reserva de una compafia y en la tasa de descuento,
las cuales podrian ser producidas por alglin régimen econémico externo.

Para entender mejor uno de estos modelos consideremos un espacio de probabilidad
completo (Q, F, P) con una filtracion {Ft} = {F¢; t > 0} que satisface las condiciones
usuales. Representaremos por un proceso de difusion {Xi;t > 0} a la reserva de la
compaiiia, y por 4y o la tendencia y la volatilidad respectivamente. Adicionalmente,

consideremos un movimiento Browniano {W¢;t > 0} con respecto a la filtracion {F¢}.
De este modo, la reserva de la compaiiia sera modelada por

dXt = pdt + odWh. (1.0.1)

En este modelo, los coeficientes p y o son constantes y la incertidumbre causada por
movimientos mintsculos y continuos de la reserva esta representada por el movimiento
Browniano. Sin embargo, la reserva (que esta sujeta a los cambios que sucede en la eco-
nom 1a) puede variar de vez en cuando entre, digamos, un estado “tranquilo”(estable,
con baja volatilidad) y un estado “turbulento”(inestable, alta volatilidad). Entonces,
esnecesario definir un modelo que tenga presente estos cambios aleatorios que sedan



a lo largo del tiempo.

Durante los tltimos afios, ha habido un gran ntimero de trabajos donde se han
tenido en cuenta estas condiciones cambiantes, agregando a estos modelos un cambio
de régimen controlado por una cadena de Markov de tiempo continuo {at;t > 0} y

espacio de estados finito S = {1,2,...N}. En general, el cambio de régimen se utiliz6
para caracterizar el cambio de la condiciéon economica. Por ejemplo, es apropiado para

describir las cantidades macroeconomicas, lo cual es apoyado por una literatura sustan-
cial en econometria (por ejemplo, Hamilton D., en [9], quién introdujo por primera vez
el modelo con cambio de régimen). Para estudiar mas modelos donde se tiene presente
el cambio de régimen aplicados en otras areas de finanzas, recomendamos leer Roger
M. y en Robert E., [17]. Los estados de la cadena de Markov representan los posibles
estados de la econom “1a concebible. As“1,0btenemos el siguiente modelo

dXi = p(a)dt + o(a)dWh. (1.0.2)

Notemos que en (1.0.2) los parametros 4y o ahora dependen de «, es decir, cam-
biaran segin el régimen bajo el cual se esté rigiendo la reserva. Indicando asi que estos
dependeran del estado en el cual se encuentre la economia. Existen varios trabajos que
han utilizado el modelo (1.0.2) para representar la reserva como por ejemplo, Jiang
y Pistorius, en [12], Jinxia Z., en [26] y también Sotomayor y Cadenillas, en [23]. En
estos trabajos, la estrategia de pago de dividendo es considerado un proceso estocastico

{Ci;t = o} llamada estrategia o politica de dividendo, la cual es definida de manera

adecuada segtn el problema y ademés la dindmica del proceso de reserva {X%¢t > o}
en presencia de pago de dividendos es dada por

dX¢ = p(a9dt + o(addW: — ¢, (1.0.3)

El problema de control estocastico clasico que se define en una compafiia de seguros
estd sujeto a una dinamica adecuada y a una tasa de descuento constante ¢ > 0; el
objetivo es hallar una estrategia de distribuciéon de dividendos que maximice el valor
esperado de los dividendos acumulados descontados hasta z° (tiempo de ruina bajo la
estrategia C). Es decir, bajo la ecuacion con cambio de régimen (1.0.3), maximizar el

valor de la media 5
c .‘_ zC z
VEex) =E ‘ , (1.0.4)
0 e“”dCt



sobre el conjunto de estrategias adecuadas, encontrar una estrategia optima C* y la
correspondiente funciéon de valor

V (x) =V (x) =sup V (X).

La expresion (1.0.4) es el valor actual (segtin su propia tasa de descuento) que pagara
la gerencia por la inversion de sus accionistas en la compaiia.

Sin embargo, las tasas de interés constituyen una parte integral de la economia de
mercado, que puede influir desde decisiones que se toman con respecto a grandes inver-
siones dentro de las companias, hasta pequefias decisiones de gasto en los hogares. Las
incertidumbres presentes en los mercados financieros pueden cambiar el comportamien-
tomonetario de un inversionista, conduciendo a un resultado totalmente diferente del
esperado bajo la suposicion de una tasa de interés constante. Intuitivamente, esta claro
que una tasa de interés estocastica refleja fluctuaciones en el mercado mejor que una
deterministica y esto ayudaria a tener un modelo mas realista que los modelos antes
mencionados.

Teniendo en cuenta la importancia de estos factores, en este trabajo de tesis mo-
delaremos la tasa de interés de descuento por un proceso de difusion con cambio de
régimen con el proposito que este refleje las fluctuaciones presentes en el mercado, ayu-
dando asi a tener un modelo mas general y realista. Existen trabajos recientes en los
que esta tasa de descuento es representada de una manera estocastica: Eisenberg, en
[6], trabajo con el modelo de Vasicek y el modelo de Dothan para representar el factor
de descuento pero para la reserva utilizo un proceso de difusion sin cambio de régimen;
Zhengjun y Pistorius, en [12], representaron la reserva por la difusion dada en (1.0.2) y
la tasa modelada por la cadena de Marvov a. Zhu y Chen, en [27], utilizaron el mismo
modelo para la tasa de descuento y para la reserva el mismo modelo con parametros de
la difusion mas generales.

En este trabajo, representaremos a la tasa de descuento como un proceso con cambio

{r; t = o} dado por

NN

dri = o0 para i=1,2,..N. (1.0.5)



Ademas, {Bt;t > 0} es un movimiento Browniano estandar y B, W, a son procesos
estocasticos independientes.

Nuestro problema de control estocastico que es objeto de estudio a lo largo de esta

tesis es encontrar la estrategia optima C* que maximice el valor esperado

Z.r zC z

E e~"dC: | (1.0.6)

bajo el modelo (1.0.3) y (1.0.5).

El principal aporte del presente trabajo de tesis es que el modelo que estudiaremos
es una extension de los modelos considerados en la literatura (por ejemplo, [2], [6], [12]
y [23]), y por tanto describe de una mejor manera la evolucion de la tasa de descuento.

La estructura del trabajo es la siguiente. El capitulo 2 consiste en la presentacion
del modelo. En este capitulo se describiran los objetos matematicos involucrados en el
modelo, se presentaran las ecuaciones diferenciales estocasticas que rigen las dinamicas
correspondientes y se formulara detalladamente el problema de optimizacion de pago
de dividendos a resolver.

En el capitulo 3, abordaremos el problema de control 6ptimo bajo estrategias admi-

sibles de la forma C = toc dt, donde ¢ representa un proceso de tasas dedividendos
acotadas. Esto ayudara a entender la ecuacion de tipo Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)
asociada al problema. Ademas, encontraremos condiciones suficientes para que una fun-
cion sea la funcion de valor y para que una estrategia de pago de dividendos sea 6ptima
(Teorema de verificacion). Estas condiciones son tenidas en cuenta para la construccion
de un candidato para la funcion de valor, que se realizara en este capitulo con el fin
de encontrar de forma explicita la funcion de valor y una estrategia de pago Optima.
Ademds, realizamos la demostracion de que el candidato obtenido es la funcion de valor.
Este capitulo finaliza con una comparacion entre los resultados obtenidos en esta tesis
y los obtenido en el trabajo de Eisenberg, en [6], donde no se tiene presente el cambio
de régimen.

En el cap’1tulog,consideramos estrategias con tasas de dividendos no acotadas. Las

estrategias admisibles en este caso son cadlag, adaptados a la filtracion {F:}, con trayec-
toriascrecientes no negativas. Demostraremos en este contexto una partedel Teorema



de verificacion correspondiente. De manera mas precisa, probaremos que bajo ciertas
condiciones, una cierta funcion es mayor o igual que la funcion de valor. Ademas, cons-
truiremos un candidato a ser cota superior para la funcion de valor y conjeturamos la
posible forma de una estrategia Optima basados en varios trabajos que han estudian
problemas similiares y los propios resultados obtenidos en esta tesis.

Finalmente, en el apéndice probamos una formula de Itd para funciones de clase C?
por partes.



Capitulo 2

Optimizacion de dividendos

2.1. Modelo matematico

Alolargo de este trabajo de tesis asumiremos que (Q, F, {Fi}, P) es un espacio de

probabilidad filtrado completo donde {Ft} = {F¢;t > 0} es una filtracion que satisface
las condiciones usuales. Asumiremos ademas que W, B y a son procesos estocasticos

independientes tales que:

+ {Wi;t > 0} es un movimiento Browniano unidimensional estandar con respecto
a la filtracion {F:}.

+ {Bt;t > 0} es un movimiento Browniano unidimensional estandar con respecto
a la filtracion {F:}.

+ {at; t = 0} es una Fi-cadena de Markov en tiempo continuo con espacio de
estados finito S ={1,2,...,N},N > 2, y con una matriz generadora irreducible
Q =[qijly xytal que gii = —li< o paracadai € S.

Asimismo, paracadai € S,

+ Mi = (i) y oi = o(i) son constantes positivas.
2

5
« mi =m(i) y di = (i) son constantes positivas tales que m; >z*.

En el presente modelo la reserva de una compania de seguros X = {X;t > o}
evoluciona, enausencia de pago de dividendos, regida por el movimiento Browniano W

y la cadena de Markov «, de acuerdo a la siguiente ecuacion:

dXi = pla)dt+ o(a)dWi, Xo =Xx= o0, a(0) =1, (2.1.1)



con un nivel inicial de la reserva x. Este modelo de difusion con cambio de régimen
captura ocasionalmente cambios simultaneos y sustanciales de los parametros. De es-
te modo, nuestro modelo no solo considera las perturbaciones continuas inciertas y
mindsculas sobre la reserva que son generadas por el movimiento Browniano sino tam-
bién considera los diversos escenarios que se pueden presentar en la compania. Para
ser mas precisos con respecto a la importancia de considerar en nuestro modelo una
cadena de Markov, entendamos que los estados de dicha cadena representan los dife-
rentes estados de una economia. El cambio de régimen de los estados de la economia
puede atribuirse a los cambios estructurales en las condiciones (macro-)economicas,
los cambios en los regimenes politicos, el impacto de las noticias (macro-)economicas
y los ciclos economicos, etc. Estas condiciones seran modelas por la cadena de Markov a.

En este modelo, los procesos X y a son completamente observables por la com-
paiiia. Es decir, en cada instante la compaiia tiene informacion sobre estos dos, desde
el principio hasta el presente. En base a esta informacion la compafia decide cual sera
la estrategia de dividendos adecuada que ha de pagar a los accionistas por invertir su
dinero en la compaifia.

Una estrategia o politica de pago de dividendos consiste en un proceso estocastico

C = {Cy; t = 0}, el cual representa la cantidad acumulada de dividendos que se ha
pagado hasta el instante t. Asumiremos que, ademas de reducir las reservas, el pago de

dividendos no tienen efecto en el negocio y que no hay costos de transaccion asociados
al pago o recibo de dividendos. Siguiendo la estrategia C el proceso de reserva después

de pagar los dividendos (excedente) es X© = {X;— Ct;t > 0}, el cual sigue la dinamica

dX% = p(a )dt + o(a )AW  — (ct. (2.1.2)

Denotaremos por 7 € el tiempo de ruina del proceso X bajo la estrategia C,

7€ .= inf{t > 0; X <o}

Dado que tener informacion sobre el proceso mas alla del tiempo de ruina es irrelevante
paranuestromodelo, consideramos que luego de estetiempolareservaen presencia de

)2
pago es nula. Es decir, X = o parat € 1°C, o).
Como medida de riesgo, consideramos el valor de los dividendos descontados espera-

dos bajo una tasa estocastica r = {ry;t > 0} la cual evoluciona regida por el movimiento

8



Browniano B y la cadena de Markov a, de la siguiente manera

dri = m(a)dt + 6(a)dBt, ro =r. (2.1.3)

2.2, Formulacion del problema

Uno de los problemas clasicos que es objeto de diversas investigaciones es encontrar
la ditribucion 6ptima de dividendos de una compaiiia bajo una tasa de interés constante.
Este problema consiste en hallar una politica de pago de dividendos que maximice el
valoresperado de los dividendos acumulados descontados hasta el tiempo de ruina. Es
decir, para una tasa constante ¢ > 0, se desea maximizar lamedia

z.r TC Z
E e—dCt
0
Esta expresion es el valor actual (seglin su propia tasa de descuento) de lo que los
accionistas esperan obtener por su inversion en la compafia.

Si tenemos presente que es poco probable que el crecimiento econémico (el cual
puedeinfluir en las decisiones de losinversionistas) sea constante enhorizontes de lar-
go plazo entonces seria adecuado utilizar una tasa de interés de descuento estocastica
que podria reflejar los factores de incertidumbre que hace que el crecimiento no sea
constante. Por tanto trabajar con la tasa estocastica (2.1.3) nos ayudaria a capturar
esas pequenas fluctuaciones del mercado. Asi, podemos representar una situacion mas
realista en este contexto econdmico. Es por esto que redefinimos el problema de control
bajo una tasa estocastica, que sera objeto de estudio en este trabajo de tesis.

Pero antes de plantear el nuevoproblema de controldenotamos por P:xi alamedida

P condicionada a{ro =r, Xo = x, a0 = i} y por Ex; a la esperanza con respecto P;y;.
También denotamos por R+ el conjunto de ntimeros reales no negativos y por Ri++ el
conjunto de ntimeros reales positivos. Por altimo, denotamos [}, 6, M yJ como

[ = max i, 6 = Max oi, M = max m;, 0 = MAX Ji. (2.2.4)
ieS ieS ieS ieS

Bajo las dinamicas (2.1.2) y (2.1.3) definimos las siguientes funciones:



Funcion de ret :
uncion de retorno 5 [ . 5
VE(r, x,i) := Erxi e-rsdCs - (2.2.5)
0
Funcion de valor:
V(r,x,i) :=supV °(r, x, i) (2.2.6)

ceC

donde el supremo se toma sobre el conjunto C de todos los procesos estocasticos C que
son estrategias admisibles segtin las restricciones del problema.

Observacion 2.2.1. Para nuestro problema de control se entiende que V(r,0,1i) =0,
debido a que si la reserva inicial de la compania es 0, la compania estaria en quiebra
en el instante 0 y no se podria pagar ningun dividendo.

En este trabajo, nos enfocaremos prinicipalmente en:
- Primero, encontrar la forma explicita de la funcion de valor.
- Segundo, encontrar una estrategia adecuada que maximice la funciéon de retorno.

Paratal fin consideremos dos situaciones (de acuerdo al conjunto de estrategias admi-
sibles) las cuales seran desarrolladas en los siguientes dos capitulos.

10



Capitulo 3

Optimizacion contasasde
dividendos acotadas

En el presente capitulo estudiaremos el problema de optimizacion de pago de di-
videndos mencionado en el cap’itulo anterior considerando como estrategias admisibles
a aquellas que posean tasas uniformemente acotadas por una constante previamente
establecida.

De manera méas precisa, fijamos una constante ¢ > 0 (la cual permanecera fija
durante este capitulo) y las estrategias admisibles seran aquellos procesos estocasticos C

fi

={Cy t > 0} que satisfacen las siguientes condiciones:

C
1. Existe un proceso estocastico ¢ = {ct;t > 0} tal que Ct 0 sdsparatodot > o;
2. El proceso ¢ es adaptado a la filtracion {F:};

3. cte [0,¢] paratodot > 0;
>
4. c(t, o) = o paracada (t,w) € 1% o) X Q;

5. Si A C R esun conjunto Borel medible tal que m(A) = 0 (donde m es lamedida
de Lebesgue) entonces P(XC € A) = o paratodot > 0;

Llamaremos control admisible atodo aquel proceso ¢ asociado a una estrategia admisible
C de acuerdo a la condiciéon 1. Dicho proceso representa la tasa a la cual se pagan los

dividendos. Representaremos por C¢ el conjunto de todos los controles admisibles.

11



Observaciones 3.0.1. 1. En términos econdmicos, la condicion 3 significa que la com-

pania no paga dividendos después de la ruina.

2. La condicion 5 nos indica que, para todo t > 0, la medida [t sobre (R, B(R)) definida
por W(A) = P(X® & A), es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue. Esta condicion nos serd util mds adelante para adaptar la formula de Ito

para una clase especial de funciones.

De este modo, al utilizar una estrategia admisible C asociada a un control admisible

¢, la reserva después de pagar los dividendos es

.rt _ft ¥

XE=x+ ) (Has — Cs)ds + , 0wsdWs,  para cada te 0,7%). (3.0.1)
En este contexto, nuestro problema consiste en encontrar:
1. La funcion de valor
ZJ- 7C z
V (r,x,i) :=sup Erxi e—"scyds (3.0.2)
ceCe 0
2. Un control admisible c* tal que
V(r,x, i) =V e(r,xi. (3.0.3)
Sea f=mm m% , >
Y

ieS

El siguiente resultado garantiza que la funcion de valor es finita y uniformemente
acotada con respecto a (x, i) € R+ XS, lo cual sera de mucha utilidad en la demostracion

del Teorema de verificacion que veremos en la siguiente seccion.
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Teorema 3.0.2. Sear € R. SiC es una estrategia admisible, entonces

—r

VX, i) < iee para cada (X, i) € R+ x S.

Demostracion.
Sea ¢ el control admisible asociado a la estrategia admisible C,
z.‘- 7C Z
VE(r,x, i) = Erxi 0 e~ "tcidt
z.r zC Z
< E\i . e—"&dt
Jo T 1 (3.0.4)
< Er,x,i e_rté dt
= 0
IOO Z 9 S 2 !O aste* ’(I(m _ 2()@5 z
N L L e g
IO I’XI 2 3
© -0
< é‘e" E Mie—0 dt,
0
donde vty gme_ 17t 0S|
Mt = e 0 as 20as

Como M; es una martingala con valor esperado E;xi [Mi] = 1 (ver 4.4.56), podemos
concluir que ]

VArx, i) o Ce "
= 0

o) -r
e Odt= ¢

3.1. Teorema de verificacion

El principal proposito de esta seccion es encontrar condiciones suficientes que nos
permitan garantizar primero que una cierta funcion es en efecto la funcion de valor
(Teorema de verificacion) y segundo que una cierta estrategia de pago de dividendos es
optima.

El siguiente resultado auxiliar sera de mucha utilidad en la prueba de los resultados

antes mencionados.

Proposicion 3.1.1. Sean C una estrategia admisible y t el tiempo de ruina del proceso

de reserva X©. Suponga que 7« es una sucesion de tiempos de parada tal que =« 1 7 c.s.
y que F : R+ XS — R+ es una funcion acotada tal que, para cada i € S,

13



(i) F (0,1) =0;

(ii) La funcion F (:, i) es continua.

Entonces, para todot >0, 55
e PAa R X " c 53
Er,x,i € untE X 1 Orent - Er,x,i e F X cuando k — 0.
At AL Gant (3.1.5)
Demostracion.

Fijemost > 0. Primero veamos que

e T AtE (X, 0 op) &5 €7 F (X® a;n) cuando k — oo. (3.1.6)
TN k T At

Para tal fin, fijemos w €Qy consideremos las dos posibles situaciones:

+ Cuando 7(w) >t. Entonces 7(w) At=ty,ya que =« 1 7,

w(w) A t=t, a partir de un cierto k = k(w).

Obtenemos as’1(3.1.6).
+ Cuando 7(w) < t. Entonces 7(w) At=1(w) y
w(w) A t= wl(w), para todo k > 1.

Como 7 (w) < o y 7z es el tiempo de ruina del proceso continuo X¢ entonces,

paracadai € S,
- ¢ > - >
FX" (@),i =FX.(w),i =F(o,i)=o.

T At

Recordemos que el proceso rs, S > 0, tiene trayectorias continuas y que, para cada
i €S, la funcion F (-, i) es continua. Entonces, para cada i € S,

o 5 . 3 . 5
e F XC (@), i = e @F XC(@),i - e"“F X(w),i =o.

T Nk

Por tanto,

2 2

—I: /\t(a)) ’ w ’
e k F -0 = efrr/\t( )F xit(w)(a}), OrAt(w)

C
X‘[ A (CD), Oz At(w)

As’1 podemos concluir que se cumple la convergencia (3.1.6).
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Por tanto, a fin de demostrar (3.1.5), basta probar que, para cada t > 0, la sucesion de

variables aleatorias Yx =e~"%"*F 'XC  a.t esuniformemente integrable. Fijemos
T Ale k

p > 1y sea K una cota superior de F . Entonces,

Z —Proe /\tz C sz z —Proenat
EI’,X,i [|Yk |p] = Er,x,i e F(X‘L' A 2 a‘[‘/\t) S KpEr,x,i €
Por tanto,
Z 1-[ Tt Im/\t Z
Er,x,i [|Yk|p] Ser_prEr,x,i Mr,g\t"‘ 0 p252a5d3 - p . Mg ds
0
)3 J z
17wt 1.
Ser_prEr,x,i Mm/\t"‘ 2, pzézags (3 7)
<KPe PP Erxi [Myad -
yu o _ 12 u 242
donde M , = e — ¢Pas®® = P?

2 0 asds U 0.ComoM  y u> 0, esuna martingala

continua y, para cadak > 1, &« A t es un tiempo de parada acotado, por el Teorema de
muestreo opcional,

Er,x,i [Mt/\fk] = Er,x,i [MO] =1.
Asy,

sup Erxi[|Ykl"] < +00, (3.1.8)

lo cual implica que la sucesion Yk es uniformemente integrable y se cumple (3.1.5). [

El Teorema de verificacion que presentaremos hace uso de una clase especial de
funciones, la cual definimos a continuacion. Diremos que una funciéon F : R+ X S — R
es de clase C? por tramos si, para cada i € S, existe un conjunto de nameros reales
positivos Ni = {b'1, b}, « + -n:0'}, comb' <b', - - < b', de modo que:

1. La funcion F (., i) es de clase C! en R+;
2. La derivada Fii(:, i) existe y es continua en R+\Nj;
3. Los 1"mmites

Fjj(bi:, i):=1"1m Fi(x, i)

Xx—bit

existeny son finitos.
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Si F: Ry XS — R es una funcion de clase C? por tramos, i € S, X € R+\Nj y
f(r, x, 1) = e~"F (X, i), definimos

12
Lef (r, X, 1) :=mifr1(r, X, 1) + (i — c)fu(r,x, i) + 50 fux(r, X, 1) (3.1.9)
+ 50t fer(r,x, 1) + QF(r, x, (),
donde Qf( - )= qif(r,x]j).
r, X, )(
ies

Teorema 3.1.2. Sea F : Ry X S — Ry una funcion de clase C? por tramos tal que,

para cadai € S, se cumple que:
(i) F (0,1) =0;

(it) Las funciones F(:, i) y Fx(:,1) son acotadas en R+.

Seaf (r, x, i) =e"F (x,i). Suponga que para cada i € S, cadar € R y cadax €
R++ \ Ni, se cumple que:

z

Osupg Lf (r, x, i) + e~"c = 0. (3.1.10)
<c=<

Entonces:
a) f(r,x,i) = V (r,x,1) para todo (r,x,i) € RX R+ XS.

b) Si el control admisible c* satisface que

7. * - z *
o = argosup Lf(r , X, ad+e"C 1yxcfeNa} > site 0,7°"),
= <c<¢
h 5
0, site ¢C , o),
(3.1.11)
donde C* es la estrategia admisible asociada a c*, entoncesf =V =V,

Demostracion.

*

Sean C una estrategia admisible arbitraria, X = X el proceso de reserva bajo la
estrategia C,yr =t sutiempo de ruina. Aplicando la formula de It6 (ver 4.4.7) al

proceso con cambio de régimen f (r¢, Xt, at) = {e~"F (Xt, ar); t = 0}, obtenemos
It It
f(rt: Xtv OCt) =f(r’X1 i)+ ch(l’s, Xs, as)l{s;XSfENas}dS + UanX(r51 XS, OCs)dWs
fo o0 ) :
+ 5asfr(rs, Xs, (Xs)st + Mt,
0

(3.1.12)
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donde el proceso {M’; t > 0}, es una martingala local con Mf= o0, P-c.s (ver 4.4.7).
t 0

Para cada entero k > 1, sea

Dk = (—k, k) x(o0, k).

Qbservemos que Dk es una sucesion creciente de abiertos acotados, y que R X R++ =

U D .Paracada enterok > 1, sea r el primer tiempo de salida del proceso (r, X)
=1 K k tf

del conjunto Dy

Tk = inf{t > 0;(re, X¢) £ Dk}.

Fijemost > 0. Paracadak > 1, seaax =t A = Entonces, de (3.1.12),

f .
f (rak, Xae, aak) =f (r, X, i) + ch(rsv Xs, as)l{s;xsfeNas }dS + Mz
0
a
k
+ 00 87" Fx(Xs, as)dWs (3.1.13)
5.
5065 eerF (Xs, (Xs)st,
0

Por la ecuacion (3.1.10), tenemos

LefF(r, X, Dagx feNast < —C8 "1{x feNas}-

Entonces

I a [ a

Lcf(rs, Xs, as)l{s;xs]‘eNaS}dS < - Cs€ " 1{s:XsfeNq }dS. (3.1.14)
0 0

Por otro lado, tenemos

I's

-rakce—l’sdsz .r akce—rs Iakce_

s s 1igX.eNas}dS+ s 1 ggxfeNg 1S,
0 0 0

donde m(Ni) = o, por tanto, a partir de la proposicion 4.4.3, se cumple

m({s € [0, A t]; Xs € No..}) = 0, P —c.s.

Por tanto debido a las propiedades de Lebesgue integral, para cada t y k fijos, la integral

I a J

cse—'sds = cse—"sds,
0 [0,z At]N{s;Xs ENas }
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es cero P-c.s. Por tanto, para un t y k fijos
-[ ar I A

7r5
. ce—"ods = . C€ 1 foxifeNa 1, P —c.s.

A partir de esta Gltima igualdad y de (3.1.14) se tiene que

J. ark J‘ Ak
e—"F (Xax » Oa) ge_T x, 1) — cse—'sds +|\4kf + 00" Fx(Xs, as)dWs
0 0
arx

0as € " F(Xs, as)dBs, P _cs.
0

(3.1.15)
Afirmamos que las dos altimas integrales estocéasticas son martingalas con esperanza

cero. En efecto, ya que para todo i € S, F(,, 1) y Fx(:, i), son acotadas, entonces existen
dos ntimeros reales positivos Ki y K, tales que

|F (x, )] < Kj,
[Fx(x, )] <Ka,

para todo X € R+. Ademas, gi y di toma un conjunto finito de valores y {e~"s;s > 0} es
un proceso continuo cumpliendo (ver prueba de 3.1.5)

5 s A
Er,x,i g 2rs dsse—2r+2562.

Entonces
I I
) > R s >3
Eixi 02e"F2X a) ds<Ki® B e <o,
0 2 2
J- tEl’,X,i 0'2 e_zrs F Z(X, o ) 22 JO t EI’,X,i e—ZI’S
0 os X s s ds < Kza' . < 00,

Asi, estas dos Gltimas integrales estocasticas son martingalas (ver [15]). Tomando es-

peranza condicional con respecto a ro = r, Xo = X, y a0 = i, a ambos lados de la
desigualdad anterior tenemos
5 s ZJ- a, >

.
Erni® s (Xay, da) <e-'F (D) —Erg |, € "cds *Euui Mi . (3.1.16)

Para cada i € S, f(;,, i) es acotada en [—k, k] X [0,k], ya que f(:, -, i) es continuo.
As’y f (rs, Xs, as) es acotado para cada s € [0,t Aw] . Entonces, {Mf, ;t = o} es
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z X
una martingala cuadrado integrable con E;x; M IM = 0. Por tanto, la desigualdad

k

(3.1.16) se convierte en

Z z ZJ. tATk z
Er'x'ie_rthF (Xtr atar ) <e-F (X, 1) — Erxi 0 e="cds - (3.1.17)

Tengamos presente que

J- tATK J- tAT

e-"scsds ) e—Tscds, c.s cuandok — oo.
1

0

Entonces por el Teorema de convergencia monotona, se tiene que

Z'.. thzpy 2 z-f tAr 2
Er,X,i 0 e-fscds — Er,x,i 0 e—rscsds cuando k — oo.

Recuerde ademéas que
q ZJ- tAT Z

EI’,X,i 0 e 's Cst < 00,

Por tanto, cuando k — o en (3.1.17) obtenemos que

2 5 3 the 2
Er‘x’ie_rtMF (Xt/\ o) <e"F(x, i) — E xi 0 e-"scds (3.1.18)

esto debido al uso de la Proposicion 3.1.1. Por Gltimo analizamos el valor esperado del

lado izzquierdo de (3.1.18)

E - 3 5 5 5 2
rx,i € F Xz, au:) = Erxie ‘F Xty 1) 1 >+ ; +Erxi € F Xz, )12t A

>
=Erxi € 'F(Xi, ) >0}

A {=1}

porque si T < oo, entonces F (X;, a:) = F(0,a:) = 0. Recuerde que, parai € S, F(-,1),
es acotado, por tanto se tiene

X b3
E. X ze—fmr F Xine,0tne) = Erxi ZGEF (Xt, 0)1fr=1

y ) z
< K 1Er,x,i e—r—émasds— fédlsst
2 20 ¥ (3.1.19)
- as d
S oo IEMN g tasdBim b T

= e "TIUKE i [e(M )]
— e—rszKll
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como & > 0, podemos afirmar que

X X
lim Erx,i e~ """ F(Xtar, ata: = O.

t— o0

Observemos que para z = o, la desigualdad (3.1.19) se sigue manteniendo. Como
tAT T

g-Tsceds 1 e—rscqds, c.s cuandot — oo,
0 0

y que j'T
O0< 0 €~ "scsds, Yk > 1.

Entonces por el Teorema de convergencia monotona, se tiene que

z-r tat 2 ZJ- ‘ 2
E i . e~*cds — Ey; e-"*csds cuandot — oo,
0

Por altimo, cuando t — oo en (3.1.18)

e="F(x,i) = VE(r,x, i), para un C = {ci} arbitrario.

En particular, la desigualdad (3.1.16) se convierte en una igualdad bajo la estrategia

¢ = {ci}. En efecto, por la ecuacion (3.1.10)

L F(r X, Dagxjeng + € "C¥1{x jeN3 = O, (3.1.20)

donde yt = (rt, X, ar). Substituyendo c¢ por ct en (3.1.12), vemos que la desigual-

dad (3.1.15) se convierte en igualdad, demostrando asi la afirmacion. A partir de lo
demostrado se puede concluir

V(X i) = Ve (rxi)=F(xie s supVrxi=V(xi.

ce Ce



3.2. Construccion de una solucion

En la presente seccion, intentaremos encontrar una solucién F de clase C? por

tramos para la ecuaciéon (3.1.10) que ademas para cada i € S, satisfaga las siguientes
condiciones

1.F (o,i) =o.

. La funcién F (-, 1) es creciente.

N

3. La funcion F (-, i) es acotada.
4. La funcion Fx(', i) es decreciente.

5. La funcion Fx(:, i) es acotada tal que limx— + Fx(X, 1) = 0.

Las condiciones 2 y 4 son condiciones comunes en este tipo de funciones de valor. Las
demas condiciones estan asociadas a las hipotesis del Teorema 3.1.2. La construccion
que hacemos esta basada en el trabajo realizado por Sotomayor y Cadenillas en [23].

Como f(r,x, i) =e-"F(x, i), entonces la ecuacion (3.1.10) es equivalente a

- 22
WiF(x,i) + U_?F : m — 9 F(x, i)+ sup - qiiF (X, J)
, 2 (X, 1) — ' o ’ cl—Fudx i) =-— b el
O<c<¢ j=1
(3.2.21)

2
observamos que parat € 0,7¢), la expresion que es maximizada es una funcion lineal
de c para cada x e i. El 6ptimo c* en cada punto X e i es alcanzando segin

, z r O, Si FX(Xa i) = 1’
cx(x, i) =argsup ¢ ; _pF(x i) = . €logl, st Rx D=1,
O<c<¢ & si Fx(x, 1) <1,

observamos que nuestro control dependera de los valores de X e i excepto en el caso
cuando F«(x, i) = 1 que puede tomar cualquier valor. Por tanto, el candidato para
control 6ptimo ¢* = {c; } tiene la forma c; = ¢(XG, ar) parat € [0, 7*), donde ¢(+, i),i €
S, es una funcion medible definida por ¢(x,i) = 0, si Fx(X, i) > 1, y (X, 1) = &, si
Fx(x,i) < 1. Bajo la suposicion 4 dada al inicio de la presente seccion, tenemos que

para todo i € S, F(:, i) es concava y entonces podemos resolver la ecuacion (3.2.21)
sobre dos conjunto. Sobre el conjuntos de puntos que satisfacen Fx(x, i) > 1, la ecuacion
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(3.2.21) tiene la siguiente forma

Te D +PF (D - m —i_iz Foo)= - S GF (), (3.2.22)
2 XX I X
j=1

y sobre el conjunto de puntos que satisfacen Fx(Xx, i) < 1, la ecuacion tiene la forma
- 2
2

_ > _
RO+ R - m % Fee=—  GF0D. (3:2:23)
j=1

Por simplicidad, asumiremos en el resto de esta seccion que la economia cambia solo

entre dos regimenes; es decir, i = {1, 2}. Entonces, consideramos los tres inicos posibles
casos:

1. Fx(0, i) > 1parai € {1, 2}.
2. Fx(0,i.) <1y Fx(0,3 —i,) > 1 para algin i, € {1,2}.

3. Fx(0,1) < 1parai € {1, 2}.

El siguiente lema, nos garantiza que las soluciones de la ecuacion caracteristica asociada
al sistema de ecuaciones diferenciales (3.2.22) y (3.2.23) son reales y diferentes.

Lema 3.2.1. Parai € S, considere la funcion real ¢i(z) = —Biz? — Wiz + Ai + ri. Dado
que ri, r2, B, B2, A1 y A2 son positivas, la ecuacion ¢1(z)p2(z) = A4z tiene cuatro raices
reales tales que 71 <22 <0<23<124

Demostracion.
Definamos la funciéon g como
. 2. >
g@)= 4Ba® —ua+h+n Lol — pu+l2r2— N2

Sean 601 y 6, las raices de la siguiente ecuacion cuadratica

—p1X% — WX + r1= 0,

Es facil comprobar que estas dos raices son reales y diferentes. Claramente, la funcion
g es continua y satisface

+ g(o)>o.

o I'my— 400 g(X) = +00.
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. 1’11'1'1)(—»—00 g(X) =400,
+ g(0)) = —AMl2<0  parai=1,2.

Como, g(61) = g(62) = —A1A2 y también g(0) = (41 + r1)(42 + r2) — A142. Entonces, a

partir del Teorema de valor intermedio, se tiene que en cada intervalo (— o, 01), (61,0),

(0, 62), y (62, ) tenemos una ra”“1z,demostrando as’1el lema. O

Definiremos
52
r—=im; - -

Caso 1: Fx(0,i)>1parai=1,2

De acuerdo a la suposicion 4 dada al inicio de la presente seccion, la funcion es
concava entonces existe una barrera bj > o tal que bi = inf{x > 0: Fx(X, i) = 1}. Por

tanto, tenemos que Fx(x, i) > 1 0 Fx(X, i) < 1 seglin X < b; o X > bh;j. En vista de esto,
parax € (0, by,

o2 ) ) N . i
_2_+|:(X,.)+u|:(x,|)_rF(x,|)—iF(X.l) AF(X,3 1) (32.24)—

y para x € [bj, o) tenemos
2
AP D+ —OF (0D TR D+E=2F (D) —2F (3 5D (3.2:25)

La relacion entre bi y b, dependera de las relaciones entre los parametros que estan
presentes en nuestro modelo. Consideraremos el caso bi < by. El otro caso tiene un

tratamiento similar. As“1,tenemos que considerar tres posibilidades: x € (0, b1), x €
[b1, b2 ) y x €[z, ).

1. Cuando x € (0, b1)
Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

BFE (X, 1) +HF (1) -rFX1)=1FX1) 5iF (x2),

2 (3.2.26)

%%F (X, 2) + LF(X,2) = r F(x,2) =4 F(X,2) 5 AF (X, 1.

La ecuacion caracteristica asociada al sistema (3.2.26) es

coll(Z)rp;(Z) = M2,
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donde

1 (IZ 2 y)
gol(Z) =00 - ulz + 1+ rl,
22 (3.2.27)
o
03(2) := ——2222 — M2z + A2 + 12

Por el Lema 3.2.1, dicha ecuacion caracteristica tiene cuatro raices reales y dife-
rentes a1 < o2 < 0 < a3 < a4. Entonces, la solucion para el sistema (3.2.26) (ver
[25]) es de la forma

> 4
F(x,1) = Ajleaf x
, ; (3.2.28)
F(x,2) = < A gl () Ale”
1 1 j
j=1

donde Aj1 son constantes.

. Cuando x € [by, b2)
Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

2
ZlF(x, D+ (0 _HFXD-TFX1)+E=2FXx1) o AF (x2),

%%F (X, 2) + HF(x,2) -1 F(x,2) =1 F(X,2) 5 AF (x,1),

(3.2.29)
la ecuacion caracteristica asociada al sistema (3.2.29) es
0*(D)*(2) = M2,
1 2
donde
02(2) = —222 — (M1 — Oz + A1 + 11,
1 2
(3.2.30)
o2
93(2) := —222 — Wz + A2 + 12

Por el Lema 3.2.1, dicha ecuacién caracteristica tiene cuatro raices reales y di-
ferentes a1 < a2 < 0 < a3 < 4. La solucion para el sistema (3.2.29) es de la
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forma

> 4
F(x,1) = Aj?e&fx + 4!
=1
, = N (3.2.31)
F (x,2) = < 1-19%(¢)A%%™ + &
11 -
j=1 J
donde
4l — (A2 + )¢ al = 2 :
(r1 + A)(r2 + 42) — Aid2 (r1 + A)(r2 + 22) — 11h2

y A%son constantes.

3. Cuando x € [by, o)
Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

2
_ZLF D+ M _OF 1) -rF(X1)+E=AF(X1) 5 iF (x,2),

ZZZF 2)+ (U _OFx2)—rF(x,2)+&=1F(2) g if (x1),

(3.2.32)
la ecuacion caracteristica asociada al sistema (3.2.32) es
P*@Dp*(@) = 12
1 2
donde
¢3(z) = 01,2 (Hl — Oz + A1 +r11,
1 D)
(3.2.33)
o2
3(7) = 252 _ _
02(2) : 52 (M2 — Dz + A2 + 12,

Por el Lema 3.2.1 dicha ecuacion caracteristica tiene cuatro raices reales y dife-
rentes y1 < 2 < 0 < y3 < y4. Entonces, la solucion para el sistema (3.2.32) es de

la forma

> 4
F(x,1) = Aj?eij + &

j=1
, Jz (3.2.34)
F(x, 2) = < A1 03 (y))Ader™ + &

1 1 ]
j=1
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donde

g2 = (A1 + 4 + R)E 52 — (A + A +11)¢
rir2 + Aira + Jary riry + A1r2 + Aar

y AJ3 son constantes. Por la suposicion 3 y 4 dadas al inicio de la presente seccion, es
necesario que A33 = A34= 0. Por tanto la solucion (3.2.34) es reducida a

F(x,1) = Alel?* + A%er2* 4 42

2
F(x,2) = 471 @3(y YA + 03(y JA3e? + &2,
1 11 1 12 2

(3.2.35)

Para encontrar los 1" mites b1 y b2, y los coeficientes en las soluciones, suponemos que
la condicion de suavidad se mantiene. También queremos que Fx(bi, i) = 1 para cada
i =1, 2. As"1,necesitamos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

F(o,1) = o, F(o,2) = o,

Fbi-,1) = F(b+, 1), F(b2-,2) = F(b+,2),

F(b2-,1) = F(b,1), F(bi-,2) = F(bh,2), (3.2.36)
Fx(bi-,1) = Fx(bi+,1) =1, Fx(b2-,2) = Fx(b+,2) =1,

Fx(b2-, 1) = Fx(b2+, 1), Fu(bi-, 2) = Fx(bi+,2).

Observamos que este sistema tiene doce ecuaciones y doce incognitas. Una solucion del
sistema (3.2.36) nos daré los valores de by y by, y de A1j Azjj =1,2,3,4,y de A3,j
j =1, 2. Recordemos que hemos supuesto que Fx(0, i) > 1 para ambos i = 1, 2. Esto
ocurre si los coeficientes encontrados a través del sistema (3.2.36) satisfacen

Al + Alax + Alaz + Alas > 1,

1 2 3 4
Alpl(a)ar + Alpl(a2)az + Alpl(az)as + Alpl(as)as > 11, (3.2.37)
11 2 1 31 41
b, >bi > 0.

Caso 2: Existe i. € {1, 2} tal que F«(0, i.) < 1yF«(0,3 — i) >1

Bajo la suposicion 4 dada al inicio de la presente seccion, se tiene que Fx(X,i.) <
Fx(0, i.) < 1 para cada o < x. Entonces, para i. tenemos

2
o o
" Fox(X, 0) + (Wi, — O Fx(X, is) = ri.F (X, ic) + & = Ai F(x,i0) = Ai F(x, 1)
donde i =3 —i. para cada X > 0. Ademas, puesto que Fx(0, 1) > 1, un analisis similar

al primer caso implica que existe una barrera b; > 0 (definida como en el anterior caso)
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tal que Fx(b:, 1) = 1. Asi, para cada x € (0, b;)

AF (D +wF ’
o XX ix(X, 1) = (ri+ ADF X, 1) = —A%F (X, 1),

y cuando X € [b;, o)

ol F " " "
o w (X, 1) + (i — Fx(X, 1) — (ri+ AF (X, 1) + & = =A4F (X, 1 0),
Por tanto, tenemos los siguientes casos

1. Cuando x € (o, b;)
Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ZézoFxx(X,Aio) + (Hi = OFx(X, i) = (ri + i )F(X,i.) +¢ = —4i F(X, ),
i Fxx(x, i)+ uA_FX(x, )= (r+A)F(, i) = -AF(X,i).
2 i i i i

1 o

(3.2.38)
La ecuacion caracteristica asociado al sistema (3.2.38) es
9% (D9*(D) = M2,
i i
donde
2
9t (@)= =022~ (U= Dz+A+r, .
i . o .
2 (3.2.39)
pl(2) 1= = 22 —pz + A+

Por el Lema 3.2.1, la ecuacion caracteristica tiene cuatro raices reales y diferentes
01 < 6 < 0 < 63 < 4. La solucion para el sistema (3.2.38) es de la forma

4 ~
I?('x,i)= Bled* +pl

J o
i=1
o ) (3.2.40)
FOx, D) = Za-1p% (9 )Ble™ + b,
P A |
j=1
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donde

o (i +r)e b= He

C(n + Ai)(r + 4) — Ad (ri. + 2i)(r; + 4;) — L

y Blson constantes.

. Cuando x € [b;, )
Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

é"Fxx(x,Aio) + (Hi = OFx(X,1c) = (ri +4i )F(X, i) + ¢ = =4i F(X, D,

g D)+ -OF (1) —(r+ 2)F(X, 1) +¢ = —AF(x,1).
o XX i X i i o

(3.2.41)
Este sistema es idéntico al sistema (3.2.32) y su solucion es de la forma
- 4 A
|§X,I)= B% 7 +h?
j o
j=1
) i (3.2.42)
F(x,1) = = 2719 (y )B?e?* + 17,
o i
donde
h = (A1 + A2+ 1) B _ (A1 + A2 +1i)é
rr + i1 + Ari. riry + Ai.r; + Aifi,

yB 11 son constantes. Por las suposicion 3 y 5 dadas al inicio de la presente seccion,
es necesario que BZ3 = BZ4= 0. Por tanto, la solucion (3.2.42) es reducida a

F(x,1) = Blen* + B2e7?* + 2, ;
F(x,2) = A1 3 (y B2  + ¢3 (y )B2e72* + 2.
i . 1 1 i 2 2

(3.2.43)

Paraencontrarell” 1mitebs-i,, ylos coeficientes en las soluciones, suponemos que
la condicion de suavidad se mantiene. También queremos que Fx(b;, 1) = 1. Asi,



necesitamos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

F(o,i.) = F(o,1) =0,

Flb i) = F(b,i.),

F_, D) = Fb0), (3.2.44)
Fx(bi-, D) = Fx(bje, D) =1,

FX(bf—,io) = FX(bi"'vi")'

Observamos que el nimero de incognitas coincide con el niimero de ecuaciones.

Una solucién del sistema (3.2.44) nos dara los valores de b, Bl, j = 1,2,3,4y
i ]

B2, j = 1, 2. Recordemos que hemos supuesto que Fx (0,1) > 1 y Fx (0, i.) < 1.
Esto ocurre si los coeficientes encontrados a través del sistema (3.2.44) satisfacen

0 < Bl#: + B}6» + B303 + B4 < 1,
2i < Bl01p* (61) + BlO20* (62) + Blozp* (63) + BlOagp? (04), (3.2.45)
. 1 2 3 4 i

b; > 0.

Caso 3: Fx(0,i) < 1parai=1,2
Fx(X,i) < 1 para cada 0 < x e i = 1, 2. Esto debido a la suposicion 4 dada al inicio

de la presente seccion, entonces tenemos

2
UF D+ (1 —OF (1) = (r +2)F (x, 1) +¢ = s (X,2),
% (3.2.46)
ZE(x 2+ (M _OF (x,2)— (r +A)F(X, 2) + & = ZAF (X, 1),

2

este sistema es idéntico al sistema (3.2.32). Por tanto la solucién es de la forma

>
F(x,1)= Cje™* + ¢,

=1 (3.2.47)
> 4 13 1
F(x,2) = 14 "% (y
)Ce +05! j
donde
o= (At +n) g Arh+n)
riry + Aary + A1rz riry + Air + Aary
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y Cj son constantes. Por la suposicion 3 y 5 dadas al inicio de la presente seccion, es
necesario que C3 = C4 = 0. Por tanto la solucion (3.2.47) es reducida a

F(x,1) = C1e>§1 + Coe7?* + ¢, 5 (3.2.48)
F(x,2) = Py )C @ + g3(y )C &% + ¢,
1 1 1 1 2 2

Ademaés, por la suposicion 1 de (3.2), obtenemos

- )3
—¢ (A1 + A2 + 1) (@*(2) — A1) + Au(r2 — 1)
C1 =r + A + Ar 3 1y —3 ,
PR R 70D =70D s (3.2.49)
c - —¢ Gh o+ A+ r)(— 3(y ) +A(ri—r)
AR PR o*(y) — o} ()
Por altimo, la supos1c1on que Fx(0,i) <1parai=1,2es equl\glente a
—E(A1 + A2 +12) go 32y + M2 — y1) — @* ()2
0 < L
riry + Axr1 + A1 =1,
- - (1 + 2 + rzﬁw3 (7(/5?1 18(/)3 (72) = ] + @*(2y2 [4 — ¢* (D]}
= rir + Aor1 + A1 3
Z ! 9702 — (1) ! '
L Mra - r1) [(/J?(Vﬂyal( \ @>(y2)1]
"2) "1 B
1 1
(3.2.50)

Observemos que en el caso 3, conocemos de forma explicita la funcion F ya que los
coeficientes dependen solo de los parametros del modelo, mientras que en el caso 1y
2 es necesario encontrar la solucion de los sistemas de ecuaciones (3.2.37) y (3.2.45)
respectivamente.

3.3. Verificacion de una solucion

En la seccion anterior, construimos un candidato para la funcion de valor y un
candidato para el control 6ptimo. Para demostrar que ellos en efecto son la funcion de
valor y control 6ptimo del problema (3.0.2) es suficiente demostrar que ellos satisfacen
todas las condiciones del Teorema 3.1.2.



Teorema 3.3.1. a) Suponga que Al, A%, j=1, 2, 3,4, y A, bj, j = 1, 2, constituyen
i j

una solucion del sistema de ecuaciones (3.2.36) y que ellos satisfacen (3.2.37). Sea f
la funcion dada por

M . S

o o j=1A}ean : six € [0, b1),

-
f(r,x,1) = TR 2

1
¢ j=1Aje J +a ) si X € [biy, b2),
[m]
. 2 )
moeTTA3enX 4 Ader2X 4 a2 si X € [b, o),
1 2
Yy I - 5
-r *  -11 lax
¢ =141 pila)Ae 7, six € [0, b1),

]

o e -xM oaAe’ +a z, six € [by, b2),
f(r1 Xl 2) = -r J=1 -1 2 2 a X 1

- 3

o >y h 3 > :

L e’ 17A3ley1x + MA%EVZX +3 six € [b, o).

. A M 2

(3.3.51)

Entonces T coincide con la funcion de valor V del problema (3.0.2). Ademds, el control

admisible c* dado por
-0, si ca=1Yy X €lobyry ., =2yX€ob
c* = t t 1 Z t t 2),
. - . z
t S Sl ai=1 y X€e[b,o) 0 at=2yX'alb,od

para t € [0,7*), y ¢f = 0 para [t*, ), es un control optimo para el problema (3.0.2).

b) Suponga que Bi, B3, j = 1,2, y b, b. constituyen una solucion del sistema de ecua-
ciones (3.2.44) y que ellos satisfacen (3.2.45). Sea T la funcion dada por
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)2

- 4 -
e r  BEeYiab si x €[o,by),
J=
f(r,X, io) = R N z
- ef Bl 4+ BlerX 42 si X € [br, ),
1 2 i
Yy
LI, ! 10;x ~2
; er g A pi*()Bje  *+b si. x € o, ),
f(r,x D) = i
o qof(y)le » 0> (72) 2
- o 1 Io ~ i 2
Il I e + L Bler 4R si X € [b, o).

(3.3.52)

Entonces T coincide con la funcion de valor V' del problema (3.0.2). Ademds, el control

admisible c* dado por
- & sia=i 0 =iy X elb, )
ct = t o t t i ,

0, sla _{ y XE elob),

para t € [0,7*), y Cf = 0 para [t*, o), es el control optimo para (3.0.2).
¢) Suponga que se satisface (3.2.50). Sea T la funcion dada por

- L
f(r,x,1) =e-" Cie* + Ce??* + ¢!

Y (3.3.53)
RHCD 3 z
1 2csem + 2102) coprx 4 gt

A Yo

f(r,x,2) =e""

donde C1 y C; son dadas (3.2.49). Entonces T coincide con la funcion de valor V del

problema (3.0.2). Ademds, el control admisible ¢* dado por

g si X% €[o,r%),
o, si. Xt € [r*,0),

es el control 6ptimo para (3.0.2).

Demostracion.
En los tres casos, es suficiente demostrar que la funcion f definida anteriormente satis-
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face las condiciones del Teorema 3.1.2. Dado que las pruebas para cada uno de los tres
casos son similares, consideraremos solo el primer caso.

a) Por la construccion de F (ver caso 1) y por las condiciones en (3.2.36), podemos
deducir que F(.,i) € C2([0, ) — {b1,02}),i € S, y que las funciones F y Fx son

continuas enx € [0,%). De este modo, demostrar que estas funciones son acotadas es
suficiente analizar para x € [by, o),

(A1 + A2+ )¢
+

X 5 riry + 1r2 +Aar
P00y 30 L (72) psgx 4 G TAETE

M A rir2 + Air2 + Aarq

F(x, 1) = A13ele + Ader?

F(x, 2) =

donde y1 < y2 < 0. Por ello,

Gitia+1)é _ |

I'mF(x, 1) = 00,
X— 00 rir2 + A1r2 + Aari
I'mF (x,2) = (1 +22 +11)C _ oo,
X— 00 rir2 + Air2 + Aari
teniendo asi que F (-, i), i = 1, 2, es acotada. De la misma manera, Fx(:, i), i = 1, 2, es

acotada porque limx— e Fx(X, 1) = limx—« Fx(X, 2) = 0. Ademas, la primera condicion
del sistema (3.2.36) garantiza que F (0, 1) = F (0, 2) = 0.

Definamos la funcion ¢ : [0, o) X {1,2} — [0,¢], de la siguiente manera

o, si xe€]lo,bi),
é Si X € [bj, ).

p(x, 1) =

Por construccion y la condicion (3.2.37),

. N 0, si €lo,b), _ *
Ctk 1= arg sup {c 1 — (X, ) } = Sf xelo.bi). - PO @)
0<c<¢ & si x€[bi, ),

parat € [0, t *), y por tanto

0o, si a=iyXc ][0, bi),

S Sl o jyxC g (b, ).
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parat € [0,7*), ycf =0 parat € [¢*, 0).

Por wltimo, solo resta demostrar que f(:, -, i), i = 1, 2, satisface la ecuacion (3.1.10)

que es equivalente a que F (-, i), i = 1, 2, satisfaga (3.2.21). A partir de la definicion de
¢ y las ecuaciones caracteristicas definidas anteriormente, se tiene que la ecuacion

Loy (x, 1) + ¢(x, 1) = Zi(F (x, 1) — F(x,3 — D). (3.3.54)

se mantiene para i = 1,2. De hecho, para x € [0,h1), la funcion F(x, i), i = 1,2, es
solucion del sistema de ecuaciones diferenciales (3.2.26); para x € [b1, b2 ), es solucion del
sistema (3.2.29); y para X € [hy, o), es solucion del sistema (3.2.32). Es decir, la funcion
F(,i), i = 1,2, satisface la ecuacion (3.2.21) porque la igualdad (3.3.54) también se
cumple cuando reemplazamos #(X%', at) = ct para t € [0, z*).. Por tanto, la funcién

T cumple con las condiciones del Teorema 3.1.2, demostrando asi que f(,, 1), i =1, 2,
es la funcion de valor y c* el control 6ptimo del problema (3.0.2).

3.4. Ejemplos numéricos y comparacion con el caso

de un régimen

En esta seccion realizaremos una comparacion entre los resultados obtenidos en la
primera parte del trabajo realizado por Julia Eisenberg, en [6], (donde no se tiene pre-
sente el cambio de régimen) y los resultados obtenidos en la presente tesis.

En [6], se estudi6 el problema de optimizacién de dividendos de una compafia de
seguros bajo una tasa estocastica. El ingreso de la compafiia esta modela por un movi-
miento Browniano con drift, Xs = X+ us+ o/, y el factor de descuento se modela con
un proceso estocastico. En la primera parte de este trabajo, el factor de descuento es
un movimiento geométrico Browniano, mientras que en la segunda parte es presentado
como una funcion exponencial de un proceso integrado de Ornstein-Uhlenbeck. En este
trabajo se considera un Gnico régimen, es decir no hay cambio de régimen.

En el primer modelo, cuando la tasa de descuento esta dada por rs = r + ms + dBs,
se muestra que la estrategia Optima es una estrategia de barrera constante en el nivel

- 2

&=
9 7

0-¢C

R =
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donde

e N (-
- o2 ’
2
po R 2.2 45
_ -
e
02

De acuerdo a esta estrategia, se muestra que la politica 6ptima de dividendos es no

pagar dividendos mientras el proceso X¢ = {X&*;t > o0}, este por debajo de X,
y pagar dividendos a la tasa maxima ¢, cuando exceda X. Es decir, la estrategia de

dividendo 6ptima C* = {c{} es dada por

(X)) =¢1 o
{X; =%}

La correspondiente funciéon de valor es dada por

FoT _=n
n — nx), si 2= 1
V)= o2 m= %5
T e "F(x), Si >1,
52
m-— 2
donde
I
i e@x _ e(x
M (6% — XY= Pe0X ok (8K - si X <X,
m = e (Oe cer) , si x> X
FX = + . . . .
( ) é:2 -1 ;/](eax _eCX)_H§6X+é‘eCXZ
H - .
m _ 2

Podemgs observar qu‘Je estos resultados son comparables al presentado en la seccion
anterior, dado por el Teorema 3.0.6. La diferencia (en el caso de 2 reg 1imenes) es la

existencia de dos 1" 1mitesdiferentes (bajo ciertos supuestos) b1 y b2, donde uno de ellos
puede ser utilizado en el caso de recesion economica y el otro en el caso de crecimiento
economico. En el modelo con cambio de régimen, la solucion para el problema de opti-
mizacion de pago de dividendos es mas compleja y esto se debe a que se involucra un
nuevo proceso que no se considerd en el modelo de un solo régimen. Sin embargo, esta
solucion también es mas precisa y adecuada, porque el nuevo proceso es relevante para
el analisis financiero.
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También podemos observar que a partir de los resultados obtenidos en el presente
trabajo de tesis, se tiene que la estrategia optima de dividendos en el Caso I, depende
del régimen de la economia. Es decir, si la economia estd en régimen i y el proceso
XC", esta por debajo del limite bi (el nivel bi, depende de i), la compaifiia no pagara
dividendos. Sin embargo, si la economia esta en el régimen i y el proceso alcanza o es
mayor que bj, la compafiia pagara dividendos a la tasa maxima ¢. Algo similar ocurre en
el Caso 2 cuando | = 3 — i, es el régimen de la economia. Sin embargo, en el régimen i.,
la compafia pagara dividendos a la tasa maxima, independientemente del nivel donde
se encuentre el proceso. En el Caso 3, en todos los regimenes, la compania pagara
dividendos a la tasa maxima, independientemente del nivel de efectivo.

Ejemplos numéricos

A continuacion presentamos 3 resultados numéricos (estos muestran los diferentes
casos presentes en el Teorema 3.0.6.) que muestran los coeficientes y los 1" mites pre-
sentes en la funcion de valor y la estrategia optima. Recordemos que para hallar estos
coeficientes nos limitabamos a resolver un sistema no lineal y luego verificar que los
coeficientes cumplan las condiciones dadas segin cada caso. Para resolver el sistema
de ecuaciones no lineales asociado a nuestro problema hemos aplicado el método de
Newton.

1. Supongamos que en nuestro modelo se tiene presente los siguientes parametros:

M1 =0.05, 01 =0.7, M1 =0.3, J1=0.6 41 =0.006,
M2 =0.15, 02 =0.45, M2=0.2, 02 =0.4,42 =0.04y¢ = 5.

Entonces, resolvemos el sistema de ecuaciones y obtenemos que la solucion (los
coeficientes de la funcion de valor) esta dada por

Ali= —0.0218, A= —-0.7024, A1=0.7100, Al4=0.0143,
Ai1=0.0032, A2=-30.3055 A3=0.0069, A%=0,
Ai=0.4886, A3=-—42.1481.

Verificandoentrelas condicionesen(3.2.37),en(3.2.45)yen(3.2.50), vemosque
estos coeficientes cumplen las condiciones en (3.2.37). Es decir, encontramos en
el caso 1. Por ello, existen 2 1" mmites

b1 =0.4670 y b2 =0.9037.
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2. Si consideramos ahora los parametros

M1 =0.50,01 =0.70, M1 =0.3, 01 =0.6, A1 =0.06,
M2 =0.15, 02 =0.45, M2 =0.2, 02 =0.4, 12 =0.04y¢=6.

Entonces, resolvemos el sistema de ecuaciones y obtenemos que la solucion esta
dada por

Bli=10.72910, Bb2=-82.3328, B1=35.3782, B4=-0.1382,
Bi=-2.8146, B2=-47.1854.

Verificandoentrelas condicionesen(3.2.37),en(3.2.45)yen(3.2.50), vemosque
estos coeficientes cumplen las condiciones en (3.2.45). Es decir, encontramos en
el caso 2, por ello existe un tnico limite

b2 = 0.00013514.

3. Por tltimo, si los parametros son dados por

Hi =0.03, 01 =0.5, M1 =046, J1=0.9, 11 = 0.05,
H2 =0.15, 02 =0.45, M2=0.2, 02 =0.4, 42 =0.03y¢=3.

Entonces, resolvemos el sistema de ecuaciones y que los dos tnicos coeficientes
presentes en la funcion de valor esta dado por
Ci1 =5.4816y Cy = —47.5869.

En este caso los parametros dados cumplen con la condicion (3.2.50). Al encon-
trarnos en el caso 3, la estrategia 6ptima no depende que el proceso de riqueza
este 0 no por encima de algtin limite.
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Capitulo 4

Optimizacion contasasde

dividendos no acotadas

En este capitulo, estudiaremos el problema de optimizacion de pago de dividendos

considerando como estrategias admisibles a ciertos procesos crecientes y continuas por

la derecha (con posibilidad de saltos). Esto requiere un tratamiento matematico mas

delicado del problema, por ello redefinimos las estrategias admisibles bajo este contexto

de una manera mas general que en el capitulo anterior.

Definicion 4.0.1. Un proceso estocdstico C = {C¢; t > 0} es una estrategia admisible
si cumple las siguientes condiciones:

1.

Escadlag, esdecir, sustrayectorias soncontinuas porladerechay existe el limite
por la izquierda;

Es adaptado a la filtracion {F:};

Para cada o € Q,dCi= 0 parat > 1°;

X¢ > Ci— C+ para todo t <z%;

Es un proceso no negativo con trayectorias crecientes;
Paracadaw € Q y cadat >0, el conjunto de instantes de saltos

{s € [0,1]; C(s, ®) > C(s—, w)} es finito;

Si A C R es un conjunto de Borel medible tal que m(A) = 0, donde m es la
medida de Lebesgue, entonces para todot > 0,.P(X® € A) = 0.



El conjunto de todas las estrategias admisibles sera denoto por Ce.

Observacion 4.0.2. La condicion (4) indica que no se permite un pago instantdneo
de dividendos mayor que el nivel actual de la reserva.

De este modo, bajo la estrategia admisible C tenemos que la reserva después de
pagar los dividendos es
fo T s
X¢ =X+ . Mo, ds+ , 7dWs —C,  paracadat € 0,7%). (4.0.1)

Observemos en particular que X°= x — Co, significa que si hay un pago de dividendo

en el instante t = 0 entonces el excedente X¢ decrece instantaneamente de x a x — Co.
As’i,convencionalmente escribimos X,- = x y asumimos que Co- = 0.

Observacion 4.0.3. A lo largo de este capitulo consideramos que en la integral que

TC P .
representa la cantidad de dividendos acumulados descontados , e~"=dC estd incluido
el punto 0 dentro de la region de integracion con el fin de considerar un posible pago de
dividendos inmediato Co > 0 en el valor.

Al igual que en el cap 1tulo anterior, nuestro problema (2.2.6) consiste en encontrar

1. La funcion de valor

Z.f 7C Z

V(r,x, i) :=sup Ey; e-rdCs - (4.0.2)
ceCx 0

2. Una estrategia admisible C* tal que V (r, x, i) = V €" (r, x,1).

Observacion 4.0.4. Debido a que la estrategia admisible C es continua por la derecha

y tiene limitepor la izquierda, representamos por A ={s > 0; Cs- f= Cs} el conjunto de
instantes enlos queC tiene discontinuidad. Este conjunto es numerableporque C solo
puede saltar un cantidad numerable de veces durante el periodol0,7°).

. >
Observacion 4.0.5. El proceso ! := (<s<t(Cs — Cs-), es conocido como la parte

SEAN
discontinua de la estrategia admisible C yelproceso C{:= C; — Cd; es conocido co-
mo la parte continua deC. Por tanto, toda estrategia admisible presenta la siguiente
descomposicion =

Ct=qc+ (Cs_Cs—).
O<s<t
Sen
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Lema 4.0.6. Sear € R. Entonces,

V(rxi)=V(y,i), parao <y <Xxei€S.

Demostracion.

Sea s > 0 y CYi una s—estrategia 6ptima para el proceso con valor incial Xg =YY
ao = i, en el sentido que

Ve (r,y, i) = V(ry, i) —s.

Para el proceso (X¢, a) a partir del valor inicial (x, i) (x >y > 0), se construye una

estrategia Ct, la cual consiste en pagar en el instante 0 la cantidad de x —y y luego
sigue la estrategia CY"' inmediatamente. Esdecir,

A y,i
Ce = (X —=Y)1yt=0; T & =0}

como resultado, tenemos

V(rx,i) > Vé(r,x, D>e"X—y)+V Cy’i(r,y, D>e"xX—-y)+V(ry,i)—s,

que implica V (r, x, i) = V (r,y, i) paratodox >y > o.

4.1. Teorema de verificacion

Si F : R+ XS — R es una funcion de clase C? por tramos, i € S, X € R+\Ni y
f(r, x, i) = e~"F (X, i), definimos
12
Lf(r,x, i) :=mif{(r,x, D)+ pifx(r,x, i) + SoiFu(r, X, ) (4.1.3)

donde Qf( Coi) = qf (r, X, J)
r, X, )( ij
jes
Denotaremos por C, el conjunto de estrategias admisibles que no saltan en el mismo
instante en que lo hace la cadena cadena de Markov «. Es decir, para cada o € Q, se
tiene:
{s>0;C(s,0) >C(s,0)}n{s = 0;a(s,0) f=a(s~,0)} = 0.

El Teorema de verificacion que demostraremos es el resultado principal de este capitulo.
Para la demostracion de dicho teorema se necesita el siguiente lema, el cual nos permite



aproximar los dividendos acumulados descontados bajo cualquier estrategia admisible
hasta un instante mediante dividendos acumulados descontados de estrategias que per-

tenecen al conjunto Co.

Lema 4.1.1. SeanC € C» y T > 0. Entonces, existe una secuencia{C"} enC, tal
que

I'm e—"dG" = OTCAT e—"dCy, c.s. (4.1.4)

Demostracion.
Sea C una estrategia admisible arbitrariay T > 0, fijo. Si C no tiene saltos en [0, T ],
es facil demostrar que se cumple la igualdad (4.1.4) tan solo definiendo a C", como

C = Ct, parat€ [0, A T),
CP =CicaT, parat €[ * AT, ).

Por eso nos enfocaremos en el caso en que C presenta algtin salto. La idea principal que
usaremos para construir la estrategia C" consiste en hacerla igual a C en ciertos inter-
valos de tiempo y constantes en los demas intervalos de tiempo de manera adecuada.
Esta idea es ilustrada en la Figura (4.1).

1
_—o-

1
!
|
1
1
1
|
1
|
|
1
S

v

-;'1 at S2 aj
Figura 4.1: Aproximacion a la estrategia C mediante C".

Definimos el funcional J™ por

T “- AT
J'(C) = e—"tdC:.
0

Para cada w, representamos el conjunto de instantes de saltos de « en el intervalo [0, T ]
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por) ={j1,j2, - - - jo} ylosde CporS ={s1, sz, - - - sg}. Con el fin de construir la
sucesion C" a partir de C tal que no tenga instantes de saltos en comtn con C ni con «,

definimos paracadak=1,2, - - -, p.
i =1 > . A" =
Jk = inf{t > gi;t Ei] }‘S 4 ao Oy

T mm s + , k Jk Sk—*1  gjexisteelinstantedesaltos ok S,

‘ 2
mn « n Do en caso contrario.
an = . 1Sk +j
=S fto b C kit L, T].

Note Ique , ,1es
k pes el nimero del Gltimo salto de )
A continuacién construiremos para cada n, la estrategia C HS3EFS S5ld0bBIA0d0s 1a

Figura (4.2), donde se muestran los tinicos 6 posibles casos:

Caso 1, el tiempo de ruina de acuerdo a la estrategia C sucede antes del instante
T y ademés C no salta en el instante €. Es decir,

7¢<T A Cw=C_ c-.

T

Caso 2, el tiempo de ruina de acuerdo ala estrategia C sucede antes del instante
T y ademés C salta en el instante z€. Es decir,

TC<T /\ C‘[C _f= C‘[C*.

Caso 3, si el tiempo de ruina de acuerdo a la estrategia C no sucede hastael
instante T y ademas C no salta en el instante T. Es decir,

7¢>T AN Cr=Cy-.

+  Caso 4, el tiempo de ruina de acuerdo a la estrategia C sucede en el instante T
y ademas C no salta en el instante T. Es decir,

¢=T AN Cr=Cy-.

Caso 5, si el tiempo de ruina de acuerdo a la estrategia C no sucede hastael
instante T y ademas C salta en el instante T. Es decir,

tC>T A CT_f=CT—.
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81 ay sy ay sy az T 8,07 8303 8395 T — 70
Caso 3 Caso 4

> | S
by |
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i i i I i i
y E—— T -1 .0
§1 ay S Gy Ss3 az T §1 Q7 Sy Ay S3 A3 T =7¢
Caso 5 Caso 6

Figura 4.2: Posibles comportamientos de la estrategia C hasta el instante T .
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Caso 6, el tiempo de ruina de acuerdo a la estrategia C sucede en el instante T
y ademas C salta en el instante T. Es decir,

Cc
T =T A CT_f=CT—.

Para el caso 1, 3 y 4 definimos para cada n, la estrategia C" por

C" = Gy, parate[a” ,sx)yk=12---,8
t k—1

n n

n n
Ce=C.. A & paraf [spa ¢ T),

n n C

Ct =Ct ACie ACr, parate[agAt AT, ).

Para el caso 2, 5y 6 definimos para cada n, la estrategia C" por

C" = G, parate[a" ,sx)yk=12-" -5
t k—1

n n
Ce=C f para{ [swa)yk=p,
Cg=cg,t/\ gpara t [s/;,an v),
Cf =Csy, parate [a@ A y, ©),

donde y = inf{t > sp; Xy = Cs, }. Observemos que la estrategia C " no saltaen el

mismo instante en que lo hace C 0 a y ademés se tiene que 7€ < ¢C". Para verificar
laigualdad (4.1.4), primero vamos a demostrar que independientemente en el caso en

que nos encontremos, siempre se cumple que paratodok € {1,2, - - -, — 1},
J
[se.ar] €7 "*dG" — e-"dC; = o, (4.1.5)
" L=,
cuando n — oo. En efecto, para la primera integral de (4.1.5) se cumple
J- J- —r n
[2]€"dGn = [0) e 7dG" + (an © 4G
k KUK KX
= e—r(al’? c"@@") — C"(a"™) (4.1.6)

k
k

)3
_er@” (e
De la definicion de a, =e~"@" C(an) 3 C(s%)

sk<alzss<+n.
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A partir de esto, es claro que cuando n — oo,

e-regch &5 e~"HAC(sk ). (4.1.7)

[sk,a;;]

La segunda integral de (4.1.5) cumple

J J J J
{3 €7dCt = [s0a] e~ "dC;= (s} e "dCi+ (snar] e~"dC:. (4.1.8)
k k

Por otro lado, para cada o fijo, la funcién t>— e—":(*) es acotadaent € [0, T]. Es decir,
existe un K = K(w) > 0, tal que

le-{?)| < K, paratodot € [0, T].
Esto nos permite acotar el segundo integrando del lado derecho en (4.1.8).

e~"PAC(s )sI erdC = e WAC(s)+ (a) - C(s)Z  (4.1.9)
k t k k k
[sn2]

Como C es continua por la derechas, cuando n — oo,

J
e—"dC; &° e~"GRNAC(sk ). (4.1.10)

[sk,a,g]

De (4.1.7) y (4.1.10) se concluye que
] I

e—"dG" — e-"dC; &° o. (4.1.11)
[skar]

Demostrando asi ]f’l afirmacion (4.1.5). Por otro lado, es obvio que a partir de la defini-

cion de C" sobre @" , Sk ), se cumple que
k-1

[S ,ar;{]

J ]

e~ "dG" — e~"dCi=o0 (4.1.12)
Sk Sk ’
Che .
1
parak=1,2, - - - f. Portanto, podemos concluir que independientemente del caso en
que nos encontremos siempre se cumplira que cuando n — oo,

J

Crdan _ e-"dC; &° o. (4.1.13)
)& 9G" T o0
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Ahora s’1,examinemos los casos presentados:

Caso 1
Aqu’'itenemos que ¢ =7, :C AT =7y Ct ACrc ACt = Ct A C,c. Ademas,

Cch =C, parate[akfl,sk), k=12 ---,5
t t

Ct =C, parat € [ sk, ak), kK B
n n C
n n C

Ct =CiACw, paratelagA t, ).

Debido (4.1.13), si dzeseamos demosztrar (4.1.4) solo nos resta analizar la integral

sobre los conjuntosy sg, a A t€)y aPAz¢, ¢ . Debido a la definicién de C"
sobre el conjunto sy an A 7€), tenemos

J

e "dC{ = o. (4.1.14)
[sﬂ,aﬁn/\rc)
z
Mientras que la integral para C sobre s, g A ), se cumple
) . 3 .
e—"AAC(sp) < Copapnec) e—"dCy < e—"8IAC(sp)+K C (@"A7 )~ —C(sp) .
(4.1.15)

Debido a que la estrategia C es constante después del tiempo de ruina se afirma

que sp<7C. Asy, .
sp< alA ¢ < sp+ .
B B B n

Entonces, cuando n — oo,

J
e-"dCt &° e~")AC(sp). (4.1.16)
[Sﬁ,aél/\‘[c)
X X
El Gltimo anélisis es sobre el conjunto a” A ¢, ¢ . Recordemos que en el caso 1
el tiempo de ruina no es un salto para C y que la estrategia nunca salta ena",,
por esto ) ]

] e*”dCt =

[a”/\rc,rc
B

,Tc] e—"dC:.

(a”/\tc
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A partir de la definicion de C", se tiene

J
e "tdC = e—r(a;A’C)AO(a” AT+ e-"dQ,
8 . B
[a"/\rc,rc] , B (a’;/\rcj,rc] t
_ o r@nc€) Cla"AT¢) — C(s7) + B e dC
B t
8 (EUSTRT
B
As’1, cuando n — oo,
] e-rdc, ©° e "IAC(sp). (4.1.17)
efrtdqn _ [an/\TC’TC] _
[az/\rc,rc] B
Debido a (4.1.16), (4.1.14) y (4.1.17), podemos afirmar que cuando n — oo,
J I
e—"dGh — e-"dC; &° o. (4.1.18)
[s5.7¢] [ss.7¢]

Con esto hemos demostrado que en el caso 1 la igualdad (4.1.4) se cumple. La
demostracion para el caso 3y 4 es similar y por ello omitimos su prueba.

Caso 2
Aqu’1 observamos zque sp=1°<T.Por (4.1.13), solo resta analizar la integral

sobre los conjuntos ss, 7" y{Ss}. La definicién de C" sobre esos conjuntos esta
dado por

n

n
Ce:C;, A parat [spa ),
Ctl =Css, parate[a' Ay, ),

donde y = inf{t > sp; X = Cs; }. Observemos que si el tiempo de ruina de C "

sucede este sera después del instante y y ademas que antes y después de a"s\ y,

sera constante. Por.ello
¥ [} [}
..-z' cn
e~"dC"— ;e "dC = . e "dC"— e—"dC
o t {s t {a M/ky) t {ss} )t

=e-la AC'(@" A y) — e AC(s) (4.1.19)
B B
= e—r(a;"s/\y)AC(Sﬂ) e r(ss )AC(S/g).

Entonces, cuando n — oo,
.[TC” J-
e—"dCh — e-"dCt =° o,
{ss} {ss}
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Con esto hemos demostrado una vez mas que se cumple (4.1.4). La demostracion
para el caso 5y 6 es similar y por ello que omitimos también su demostracion.

]

Teorema 4.1.2. Sea F : R+ X S — R4, una funcion de clase C? por tramos tal que,

paracadai € S, se cumple que:
(i) F (0,i) =0,
(ii) F (., 1) es concava sobre R+.

Sea f(r, x, i) =e~"F (x, i). Suponga que para cadai € S, cadar € R, y cadax € R++
se cumple que

] >
max Lf(r, X, Digxpeng, e " —fx(r,x, i) =o. (4.1.20)

Entonces,
V(r,x, i) <f(r,x,1i) (4.1.21)

para todo (r,x) € RX Ry ei€S.

Demostracion.

Primerodemostraremosquese cumple la desigualdad (4.1.21) sobreel conjunto C,. Sea
C un elemento de C, , X = X®y 7z = r Cel proceso excedente y el tiempo de ruina
respectivamente. Por la observacién (4.0.5), se tiene que X satisface

It _ft Z
X =x+ 0pmds+ , O dWs —Ct — (Cs — Cs-).

O<s<t
SeA

Aplicando la formula de It generalizado para el proceso {f(ri, Xt, o)} (ver 4.4.7),
tenemos

I+
f(rtl Xta at) = f(r1 X! i) + Lf(rSa Xsfa asf)l{SIX 7_fENa — }ds
0 S S
I
=+ 0 O'(XS_ fx(rs, Xs— y (Xs—)dWs
t
+ o Oa, Tr(rs, Xs-, as- )dBs (4.1.22)
s 2 2
+ f(rs, Xs, as) - f(rs, Xsf, as*)
O<s<t

I

fx(rs, Xs—, as- )dCs + Mt
0

Cc f
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donde el proceso {Mf; t > 0} es una martingala local con M’ = o0, P-c.s. (ver 4.4.7).
t 0

Para cada k > 1, sea
Dk = (—k, k) x(o, k).

Seak > 1tal que —k <ro =r <ky o < Xo =x <k. Para cada k > 1, consideramos
el primer tiempo de salida del proceso (r:, Xt) conjunto Dk

Tk = inf{t > o;(rt, Xt) Z Dk}.

A partir de la observacion (4.0.5) y Xs = Xs- — ACs, podemos reescribir la igualdad
(4.1.22) y obtener

I
e "F Xy o) —e F X D)+ e-rdc,

Je ° Itz —rs > c
=0 Lf(rs, Xs-, OCsf)l{s;X _feNg 7}dS + 0 dCs
1 " s s e —f(rs, Xs-, as-) (4.1.23)
+ o o e~ FuXs,05-)dWs — o 6 e-TF (Xs-, as )dBs
b 2 >
+ e-" F (Xs— - ACs, (Xs) — F (Xs—, 065—) + ACS + Mf'
O<s<t
ses/\
Entonces, para cadat > o0y cadak > 1, tenemos
e rkF (Xa» 0 ) — ¢ 'F (X, 1) +  e"dCs
J- a;lz i 0 '[ akz Z
= % Lf(rs, Xs-, as-)1{s;x _feNa _ds + 0 e 's— fx(rs, Xs-, as-) dCSC
) 8k —rs : ° I ~rs
+ 0 o e Fx(Xs* , Ols— )dWs— aké e F (Xsf, Ols— )st
O(S_ O (lsf
L = )3 . )3 >
reca & F(Xs- —ACs a6) —F Xs-h o5 +ACs + Mk
SEA
(4.1.24)

donde ax =t A wmp,, k=1, 2, ... Tomando esperanza condicional con respectoarg =r,
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Xo =X, yao =i, alaigualdad (4.1.24)

5 5 2 >3
Er,x,i e ok F(Xak, OCak) — e_rF (X, |)+ Er,x,i e-rsdCs
2, oz
:Er,x,i Lf(rs, Xs-, OCS*)J-{S;X —feNg _ 3ds
§f ,
+ EI',X,i ak ze i Z
0 T f(rs X, as ) TS
X a, i x's, As—, s 3 ZM s (4.1.25)
rs E i
. 0 + .
M '.EE“X" X 8 0ay 6 Fu(Xs, as JMEs !
rX,i 0 5(1 e_rsF (Xsf, (Xsf)st
tE T s 52
i ers F(X-—AC,a)—F(X ,a )+AC
O<s<ax S s s S S S
SEA

De la hipotesis se tiene que para cada i € S, f(r, x, i) satisface la ecuacion (4.1.20) para
(r,x) € R XR4++. Entonces,

Lf(r, X, )1gxfeni <0 y e" < fx(r, x, 0).
As’1, paracadas € [0, a ), tenemos

Lf(rs, Xs, as)l{s;xsfeNa <3 =0 y e < fx(rs, Xs, as).

Usando esto en la expresion (4.1.25), obtenemos

f a 3
Er,X,ize—rak F (Xa , Oa )Z — e*rF (X, |)+ EI’,X,i g e_rst
5 k k 0 s
> 5 s
r

0§é<ake_ s F (Xs* — ACs, as) _f (XS* , as*) + ACs (4_]__26)

ak z Z
O-as,e_rsFX(XS_ ,as—)dWS + Er,x,i Mak

5[°
ax 5

_ ' e_rs
E . 0 5“5‘ F (Xs-, as-)dBs

SEr,x,i

+ Er,x,i

El siguiente paso es reducir esta Gltima expresion, para ello debemos tener presente
que (rs, Xs) € Dy, cuando s € [0, ax ). Es decir, rs € [-k, k] y Xs € [0,k] , cuando

s € [0, a).
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Afirmamos que las integrales estocasticas
a
k
J‘O 5(1 . e sF (Xs* , Ols— )st

a (4.1.27)

Oos— eirSFx(Xs* y Ols— )dWs
0

son martingalas para cada k fijo. En efecto:

+ Cuando s € [0, ax ) se tiene que rs € [k, k] y Xs € [0, k] , recordemos que para
cada i € S, la funcion F(:, i) es continua y f(r,x,i) = e "F(x,i) para(r,x)
€ R X R+, Asi, f(rs, Xs, as) es acotado para cada s € [0, ak). Ademas,
observemos que a partir del hecho que para cada i € S, la funcion f(., i),
satisface la ecuacion (4.1.20) obtenemos que F (:, i) es creciente. Esto es debido a
que paracadai € S, se tiene Fx(x, i) > 1. As"i,cuandox € [0, k] , setiene

max F (x,1) < maxF(k, i) = Ki.
ieS ieS

Luego

i o z if a0 I

Er,x,i 2 e—erF Z(X -, 0 - )ds < 32K262kErvx7| 0

5%7 s s ZJ- . d§

< K1’ Erxii . ds < oo,

paracadat € [0, =), lo q?e implica
z
a

k
Exi Oas- e "F (Xs-,a5- )dBs = 0.
0

+ Procediendo de manera analoga que en el paso anterior se tiene que el proceso
fx(rs, Xs, as) = e"Fx(Xs, as) es acotado para cada s € [0,ax). Ademas, para

cada i € S, la funcion Fx(:, i) es decreciente por ser concavo. Asi, para x € [0, k] ,
se tiene

max Fx(x, i) < max Fx(o, 1) = K.

ics ieS
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Luego

] s of )3
E, i o o2 e—2rsF Z(X —,a-)ds < &ZKZGZKEr,x,i o ds
Og— X S S 2
0 o =
5 00

< (A)'ZKzeZKEr,x,i 0 ds < )
paracadat € [0, ), lo que implica
2f a s

k

Er,x,i Oa e—'s Fx(Xs* , Ols— )dWs = 0.
0

Con el mismo argumento utilizado en el cap “1tulo anterior para obtener la desigual-

dad (3.1.17) podemos afirmar que{M"  ;t > o} es una martingala cuadrado
)2 L AT

integrable con media Erxi M e, = O
As’1, de la desigualdad (4.1.26), obtenemos

o 2
Er,x,ize—rakF (Xa, aa )z —e-"F(x,i) + Erxi % e-'sdC
k k 0 S
> > > (4.1.28)
SEr,x,i e F (XS* - ACs, OCS) -F (Xsf ) Ots—) + ACs 2
0<s<ax
SEA

Analizaremos el Gltimo término del lado derecho de la expresion (4.1.28). A partir de que

paracadai € S, la funcion F (., i) satisface la desigualdad Fx(x, i) > 1 parax >0y por
el Teorema de valor medio, tenemos

ACS < F (Xs—, as) - F (Xs— - ACs, as) .

Definamos el conjunto de instantes donde saltan C y a, por

AM={s=0jasf=as y Cs Cs} (4.1.29)

N2 = {S = 0; 0s = Os- Yy Cs _f= Csf }

Como la estrategia C no salta en el mismo instante en que lo hace «, tenemos

> 2 2
0 . e-'s F (Xsf — ACs, (Xs) — F (Xsf, (Xsf) + ACS
<S=<tAT
SEA > 5 2 (4.1.30)
= eirs F (Xs— - ACs, (Xs) - F (Xs—, as) + ACS y
0
SE AN,
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por tanto, la expresion (4.1.28) es reducida a

2 X 2
Er,x,ize—rtmklz(xt YO A + Er,x,i J- o e~dCs < e—rF (X, D), (4.1.31)

ANk t otk
0

y por propiedad de 1 1mite inferior
s I 2

I'minfErxi € "% F (Xiare, aine) + e-"dCs < e-"F (X, ). (4.1.32)
0

k— oo

tATK

Observemosquecuandok — oo, tenemoslassiguientes convergencias de sucesiones de
variables positivas

‘[ tATK '[ tAT

0 e dCs = 0 e~"rdCs,

(4.1.33)

e "% F (Xtar , atne ) = €7 " F (Xiar, Gtac)

Esta altima convergencia es por la Proposicion 3.1.5. Por el Lema de Fatou aplicado a la
desigualdad (4.1.32), tenemos

z-r taT 2 2 '[ 2

tAT

Er,x,i 0 e_rSdCs < Er,x,i e_l’t/\rF (Xt/\z—, at/\z—) + 0 e_rSdCs < e—rF (X, |)
(4.1.34)

Aplicando el Teorema de convergencia mondtona, obtenemos

) 5
E: i e~"dCs < e-"F (X, i).
0

Conesta desigualdad demostramos la desigualdad (4.1.21) sobreel conjunto Co, yaque
la estrategia C es arbitraria. Asy,

ZJ‘ zC Z

sup Er,x,i e—"sdCs

cecC, 0 = f(r,x,1) (4-1.35)

Paraextenderla desigualdad (4.1.35) sobreel cojunto C«, recordemos que por el Lema
#Eif&il para cualquier estrategia admisible existe una sucesion de estrategias C" en Co,
-.- Ak J- TCAT

'im e-"dG"= e-"dC;, c.s.
n—oo 0 0
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Debido a esto y por el Lema de Fatou, resulta

ZJ‘ TCAT 2 z-r zch 2
E . e~"dC; <l'minfE . e-"tdgn
Entonces, ZI 5
TCAT

e"dCt <f(r, x, ).
Por @ltimo, aplicando el Teorema de convergencia mono6tona cuando T — oo, se tiene

ZI TC Z

E . e~ "dCt < f(r,x,i). (4.1.36)

Asy,
V(r,x, 1)< f(r,x,i).

4.2. Construccion

Al igual que en el capitulo anterior intentaremos encontrar una solucion F de clase

C? por tramos para la ecuacion (4.1.20) y que ademéas para cada i € S, satisfaga las
siguientes condiciones:

1.F(o,i)=o0.

2. La funcion F (-, i) es creciente.

3. La funcion F (-, i) es concava.

El procedimiento para encontrar esta funcion también esta basada en el trabajo reali-
zado por Sotomayor y Cadenillas en [23].

Debemos tener presente que la funcion f dada por f(r,x,i) = e-"F(x, i) satisface la
ecuacion (4.1.20) si y solo si F satisface la siguiente ecuacion

max {L(x, i),1 - Fx(x,)} = o, (4.2.37)

donde 5

o = _
L(X, D) =—F(x, D) + piFu(x, ) — rF (x, i)+ 9iF 4.
j=1
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Observemos que la funcion indicadora es omitida en la ecuacion (4.2.37). Esta funcion
indicadora era necesaria para evitar aquellos puntos donde la segunda derivada no
existia. Esta omision no afectara los calculos ya que cuando intentemos encontrar la
solucion del sistema (4.2.37) se tendra presente en cuales puntos la segunda derivada

pueda no existir. Definimos paracada i € S,
bi := Inf{x > 0; Fx(X, i) < 1},
y supondremos que min{hi;i € S} > o.

A partir de la definicion de b; se tiene que Fx(x,i) > 1, para todo x € (0,bi).
Entonces, de la ecuacion (4.2.37), tenemos que la funcion F satisface

o2 > _
AR 1) + WG D) — rF () +  GF () =o. (4.2.38)
j=1

Debido a la suposicion 3 y 4 dadas al inicio de la presente seccion tenemos que cuando
X € [bi, o),

Fx(x, 1) = 1.
Bajo esta suposicion tenemos que Fxx(bi+, i) = 0 y podemos asumir que Fxx(bi-, i) = o.
Entonces, la funciéon F que necesitamos debe resolver el siguiente sistema sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales

o2 >
] F (X, 1) +WFx(x, 1) _ (r+ ) F (1) = _ 5 qiF (x,j), o<x<b
F(x,i)=x+Ki, bi < X,
" Fu(bi, i) = 0,
" Fo.,i)=o,
(4.2.39)

paracadai € S.
Caso: dos regimenes

Nosrestringiremos al caso de dos reg 1menes,S ={1, 2}. Bajo este caso tenemos solo
2 limites bi, b, y la relacion entre ellos dependera de la relacion entre los parametros
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del modelo. El sistema (4.2.39) se reduce a

B O%_QLFXX(X, D)+ WP, 1) — (i + A F(x ) = —4iF(x,3 —1), o<x<b,
M F(x,i)=x+ki, bi <x
F(o,) =0, (4.2.40)
o Fx(bh |) =1,
! Fx(bi, ) = o,

para i € S = {1, 2}. Para hallar la solucion de este sistema consideraremos sin perdida

de generalidad que b1 <b,. As"1,cuando x € (0, b1), F satisface el sistema de ecuaciones
diferenciales

]
L R, D+ R, 1) = (1 + ) F (X, 1) = —2aF (x,2),
022 (4.2.41)
|_| 2
T (% 2) + WoFy(x, 2) — (r2 + 129 F (x, 2) = —22F (%, 1).
Y cuando x € [ by, b2) , F satisface
o,
[ 0'2
£ Fu(X, 2) + p2Fx(X, 2) — (r2 + 12) F (X, 2) = —42F (%, 1). (4.2.42)

: F(x,1) =x+ Ki.

La siguiente proposicion nos indicara ctal es la solucion para el sistema (4.2.42).

Proposicion 4.2.1. Sio <b; <b y se cumple el sistema (4.2.40) entonces

a]r e*(XJI(X*bz) allrze*(lJz(beg) /'{ZX
F(x,2) = 22 s 2 +J42) + +l2
i o2—dl (r, oo % (4.2.43)
WA +A K +2D) yaz2o1 a2 (r
+ 22 2 1(rn+47, x € [by, b2).
(r2+ 4 ,)?

Demostracion.

Cuando 0 < b; < x < by, se sigue a partir del sistema (4.2.40) que
2

o A
2 Fux, 2) + HaFulx, 2) — (r2 + 22) F (x, 2) = —Aa(x — Ky),
resolviendo esta ecuacion diferencial ordinaria tenemos que la solucion es dada por
F (x,2)= Ke“jx+ Keajx+ Kx+ K,
1 1

2 2 3 4
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donde ad < 0 < ab son las raices de la ecuacion caracteristica, ¢p(a) := w2a? + o —
(A2 +r2). Los coeficientes K3 y K4 (encontrados a partir de la solucion homogénea) son

A2 WAz + L Ki(r2 + A2)

Kz = y Kig= GEVBL , (4.2.44)

r2+/12

usando las condiciones Fx(b2, 2) = 1 Fx(bz, 2) = 0, tenemos

Ir @—ab, ir e—aib
K1 = %22 n <0 Yy K2= al 2 2 >0. (4.2.45)
ali(ol2— o)) (r2 + 42) a( ot — od) (r2 + 42)

]

El procedimiento para hallar la solucion del sistema (4.2.41) es idéntica que en
el capitulo anterior. Este sistema de ecuaciones diferenciales homogéneas tiene como
ecuacion caracteristica a

p1(a)p2(a) = 2142,

donde 2
(D) := LAy (A+n),

02(D) : -‘;2% +Ha, G+r)

Por el Lema 3.2.1, se tiene que la ecuacion tiene 4 raices a1 < a2 < 0 < a3 < as. Por
tanto, la solucion de (4.2.41) es de la forma A.8 y A.g9solucion(b2,infinito)

>
F(x,1) = axe™
k=1 z

s, (4.2.46)
F(x,2) = A1 pr(a)ace’”
, k=1
Recordemos que cuando x € [ by, ), tenemos
F(x 1) = X + Ki,
(4.2.47)

F(x,2) =x+ Kz,

Como para cada i € S, la funcion F (-, i), debe satisfacer la condicion 4 dada al inicio
de la presente seccion entonces, los limites b y by, los coeficientes ax, k = 1,2, 3,4 y las
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constantes Ki, y Ki deben satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones no lineales

4.3. Verificacion

F(o,1) =F (0, 2) =0,

F(bi-,1) =F(bi+,1),

F(bi-,2) =F(bi+,2),

F(b-,2) =F(b-,2), (4.2.48)
Fx(bi-,1) =1,

Fx(bi-,2) = Fx(bi+,2),

Fuw(b1i-,1) = o.

En la presente seccion demostraremos que la funcion obtenida en la anterior seccion

satisface las condiciones de la

hipotesis del Teorema 4.1.2 y por tanto esta funcion es

mayor o igual que la funcion de valor.

Teorema 4.3.1. Suponga que by, Kk, k =1,2, yak, k = 1,2,3,4, constituyen una
solucion del sistema de ecuaciones (4.2.48). Sea T, la funcion dada por

} p2
ne -r _=lakeakx , six € [0, b1),
f(r,x,1) = !
M e-"(x+ Kl), si X €[b, o),
>
J 5, =ou(ad 5 gur : six € [0,b), (4.3-49)
e—r
o k=1 11 k 1
i
e-"(Ke'*+Ke?* + Kx+ K), si xe[b,b),
f(r,x,2) = 1t 2 2 3 4 1 2
. -r Az 2
e (Xx+K), six € [b, o),

donde Kj, para j = 1,2,3,4, son dados en (4.2.45) y (4.2.44).Suponga ademds que

a3ealX
1

yque

+ ale® + ale™ + ale** > 0
2 3 4

¢1(a1)a3ealx + (01(0(2)3.39“2)( + gﬂl(a3)a3ea3x + wl(a4)a3ea4x < O.
1 2 3 4
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Entonces, f(r,x,i) = V (r, X, i) para todo (r,x) € R X R+ y parai=1, 2.
Demostracion.

A partir de que los coeficientes y constantes presentes en las expresiones de F(:,1) y
F(,, 2) (ver (4.2.46) y (4.2.47)) satisfacen el sistema de ecuaciones (4.2.48), tenemos que

F(,1) es de clase C2y F (-, 2) es de clase C? por tramos, observemos que la segundas
derivadas laterales de esta funcion en x = by, existen pero no son iguales. Recordemos

que para cada i = 1,2, teniamos que b; := inf{x > 0; Fx(x, i) < 1}. Entonces,

Fx(x,1)>1 Y x € [0, bi),
Fx(x, 1) =1 YV x € [bi, o).

Por tanto, para cada i = 1,2, la funcion F (-, i) es estrictamente creciente. La funcion
F(:, 1) es concava. En efecto, si x € [0, b1) entonces

Fux(x, 1) = ale™ + ale*® + ale® + ale** > o.
1 2 3 4

Por tanto, Fx(X, 1) es estrictamente creciente sobre [0, b1 ) y

Fxx(X, 1) < Fxx(b1-, 1) = Fxx(b1, 1) = 0, Vxelo,bi),
Fxx(X, 1) = 0, VXE[bl, 00)

Asi, la funcion F(+, 1) es concava. Usando el mismo argumento anterior tenemos que
Fx(X, 2) < 0 sobre [0, b1 ). Cuando x € [by, b2), tenemos que
o jo&j @)
F (x2)= 1 (eOU'l(X—bz) — e%’ (X—bz)) < 0.

XX A A
(a2 —ai) (r2 + 12)

De esta desigualdad, F (, 2) es también una funcion concava. El sistema de ecuaciones
(4.2.48) garantiza que F (0, 1) = F (0, 2) = 0. Solo resta probar que f satisface la

ecuacion (4.1.20), que es equivalente a que para cada i = 1, 2. F(:, i) satisface la ecuacion
max {L(x, 1),1 — Fx(x,)} = o, (4.3.50)
donde

L(x, i) = -ZizF D) +UF D) —rFXiD) —AFXi)+AFX3 .

A partir del sistema de ecuaciones (4.2.48), se tiene que L(:, 1) es continua sobre [0, o)
y que L(:, 2) es continua sobre [0, o) excepto en x = bi. Cuando x € (0, b1), para cada
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i = 1,2, las funciones F (', i) resuelven el sistema (4.2.41). Por tanto,

L(x, 1) = L(x, 2)= 0, V x € (0, b1).

Ademaés, para cada i = 1, 2, la funcion F (x, i) > 1, porque X € (0, b1) C (0, b2). Lo cual
implica que para cada i = 1, 2, la ecuacion (4.3.50) es satisfecha en (0, b1). Recordemos

que cuando X € [b1,hy), la funcion F(:, 2) es la solucion del sistema (4.2.42) y por la
definicion de b, se tiene que

F(x,2)>1 YV x € [by, b2).

Asi, la ecuacion (4.3.50) es satisfecha para i = 2, en [b1, by). Ahora falta demostrar que
para i = 1, la ecuacion (4.3.50) es satisfecha en [b1, b,). Para ello observemos que

Li(x, 1) = —(11 + r1) +AiFx(X, 2), Y x € [by, ),
L(x, 1) = AiFx(Xx, 2) < 0, V x € (b1, o).

Asi, las funciones Lx(:,1) y Lxx(:,1) son continuas sobre (bi, o) y L(+,1) es concava

sobre ese conjunto. Por otro lado, la funcién F (', 1) que es la solucion de (4.2.41) sobre
(0, b1) satisface

AE (x,2) = -ZZF 0D HE oD+ 2)F (D).

Del sistema de ecuaciones (4.2.48) se tiene que Fx(bi-, 1) = 1y Fx(b1i-,1) = 0. Recor-

demos que bajo nuestras hipotesis, la funcion Fxxx(X, 1) > 0 sobre (0, b1). En particular
Fxxx(bi-,1) > 0, y ademas a partir de la definicion de ¢i(a), se tiene que

J1Fx(b1-,2) = — p1(a) e ay

-1
= —at # gBerrbig — i Fg2entia 4+ (r+a) Fa g0

° k ko1 k k11 K€ "1ay
k=1 k=1 k=1

=, Fox(b1-, 1) — piFx(bi-, 1) + (r1 + A1) Fx(b1-, 1) < A1 +r1.
Teniendo presente esta desigualdad y que L(:, 1) es concava sobre (b1, o), tenemos

L«(x, 1) < Lg(b1, 1) = —(r1 + 41) + 21Fx(b1, 2)
= —(r1 + A1) + L1Fx(b1-,2) < 0.

(4.3.51)



A partir de esto, tenemos que L(:, 1) es decreciente sobre (b1, o). En particular tenemos
que

L(x,1) < L(b1,1)= 0, YV x € [by, b2).
Esto demuestra que la ecuacion (4.3.50) es satisfecha en el intervalo [bi, b, ). Por tltimo,

resta probar que para i = 1,2, la ecuaciéon (4.3.50) también es satisfecha en [bp, 00).
Debido a que L(+, 1) es decreciente, se tiene

L(x,1) < L(b2, 1) < L(b1,1)= 0, VX € [by, o).

Ademas,

L«(x,2)=—(r1 + A1) + 11 <o0.

Por tanto, L(', 2) es estrictamente decreciente sobre [b2, 00 ). Asi
L«(x, 2) < L(b2, 2) = L(b2-, 2) < 0.

Esto demuestra que la ecuacion (4.3.50) es satisfecha en [by, c0). Por todo lo anterior

se demostrd que para cada i = 1, 2, la funcion F (-, i) satisface la ecuacion (4.3.50) que
es equivalente a que la funcion ¥ dado por f(r, X, i) = e~"F (X, i), satisface la ecuacion
(4.1.20). O

4.4. Una estrategia optima

En la seccion anterior se demostro, bajo ciertas condiciones, que una funciéon f de la

forma f (r, x, i) = e~"F (X, i) cumple que

f(r,x,i) =V C(r, x,i), para toda estrategia admisible C.

En la presente seccion, intentaremos construir una estrategia asociada a la funcion F
que cumple con las condiciones del Teorema 4.1.2 y que satisface la ecuacion (4.2.37).
Conjeturamos que esta estrategia podria ser la 6ptima. Esta conjetura es producto de
los diversos resultados obtenidos anteriormente sobre la estrategia Optima cuando el
proceso de reserva es modelado por un proceso de difusion con o sin cambio de régimen
con tasa de pago de dividendos no acotada (por ejemplo, [2], [6], [12] y [27]) y los re-
sultados obtenidos en el cap 1tuloanterior.

Para observar esto, asumimos por el momento que hay un tnico régimen presente
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S ={i}. En el trabajo realizado por Julia Eisenberg, en [6], donde el factor de descuento
es modelo por un movimiento Browniano, se muestra que la estrategia optima C* es
una estretegia de barrera constante en el nivel

G
% = 2In(9i),
6 — G
donde
—u - o — —U+ EFem =)
' i P07 i i i iz

i = 2 el =

Gi = y O_iz

De acuerdo a esta estrategia, el excedente de la reserva sobre el nivel Xi es inmediata-
mente pagado como dividendo, es decir,
¢t =max ~ sup X% -%,0”,
S

1
O<s<ztAt

donde

X% =X + u's + ¢ Wy rdenota el tiempo de ruina bajo C*.
S | I S

La correspondiente funciéon de valor es dada por

- >
er aldix _ alix ) X
i gieo% — Geck si. x € o, %),
V(r,x) = ' i s

Lo e si X €[Ri, ),

il :

2

mij _E

A partir de lo anterior, se observa que cuando hay un solo régimen o estado, existe
una Gnica barrera o nivel Xi, que depende de los parametros presentes en el modelo. Es
entonces razonable pensar que para un modelo con cambio de régimen con n estados,
deberian existir n barreras. Esta idea se acerca a la definicion de estrategia de barrera

modulada en el nivel b = {bj; i € S}, dada en [12], que es una estrategia que paga el
excedente de la reserva sobre el nivel dependiente de régimen.

Definicion 4.4.1. Una estrategia de barrera modulada en el nivelh = {bhi;i € S} es
una eftrategia C" € Cw que satisface:
1 dCb= o,
0 {X‘Zba} s

2. X <b,, paratodot= o,
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donde X" es el proceso de (2.1.2) correspondiente a CP.

De acuerdo a esta estrategia, los dividendos solo son pagados cuando X" estd en la
barrera b, que implica que el proceso C? es un tiempo local. Se puede verificar que C°
puede ser expresado explic”itamente como sigue:

. I Is b2

Cl=mix sup x+ HMedu+  GudW, —b, ,O.
O<s<t 0 0
Para conocer quienes serian ser los candidatos a barreras Optimas, observemos que

para cada i € S, la solucion F (-, i) de (4.2.37) divide el intervalo [0, o) en dos regiones:

Region de continuacion:

C):={x=o;L(xji)=0 y 1— F(x i) <o}. (4.4.52)

Region de intervencion:

SA):={x>o;Lx,)<o0 y 1— F(x,i)=o0}. (4.4.53)

Para cada i € S, definimos bj := inf{x > 0;Fx(x, i) < 1}. Supongamos que existe el

nivel b* = {bi;i € S}, con 0 < bf < oo, asociado a la funcion F. Entonces podemos
. . *
construir la estrategia C®" como

Ctb*: méX XS _ b*as’o ,
O<s<t
sup
donde Xs = x +Is Wudu+js(7 .dW . Observamos que Ctb*> 0 siy solo si x > b* .
0 0 Ya u )

Como se indic6 al inicio de esta seccidon conjeturamos una posible estrategia optima en

base a resultados anteriores. Esta estrategia es C*", que consiste en pagar como
dividendos el exceso de las reservas por encima de una cierta barrera 6ptima, donde esta
barrera salta hacia arriba o hacia abajo exactamente en el momento en que el régimen
cambia. Por tanto, en el momento de un cambio de régimen, cuando los parametros
claves del modelo pueden cambiar, seria 6ptimo realizar un pago de dividendos, C? —
CY,enelinstantet, concretamente cuando el nivel salta por debajo del nivel actual de
la reserva.
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Conclusiones

En esta tesis, aplicamos la teoria de control 6ptimo estocastico con cambio de régi-
men para resolver un problema importante de econom “1a financiera. Este problema con-
siste en maximizar el valor esperado de los dividendos acumulados descontados hasta
el tiempo de ruina del proceso de reserva pero considerando una tasa de descuento es-
tocastico. El proceso de reserva se ve afectado por condiciones (macro)-econémicas que
pueden generar periodos de crecimiento econémico y periodos de recesion economica.
Es por ello que utilizamos una cadena de Markov con espacio de estados finito para
modelar el cambio de régimen.

Cuando formulamos el problema consideramos dos casos: cuando la tasa de pago de
dividendos es acotada y cuando esta tasano es acotada. En ambos casos el objetivo era
encontrar la funcion de valor y una estrategia optima. Para ello hemos supuesto varias
condiciones que son propias de este tipo de problemas y otras para adaptarla a untipo
de funcion de clase C? por tramos.

En el primer caso, bajo ciertas condiciones, hemos podido encontrar la funcion de
valor de manera explic’1ta y una estrategia Optima. La estrategia Optima encontrada
sigue siendo una estrategia de barrera como en los otros modelos en los que no se con-
sidera el cambio de régimen. Esta estrategia de barrera consiste en pagar la maxima
tasa de dividendo si el proceso excedente se encuentra por encima de una barreray no
pagar nada si se encuentra por debajo de la barrera.

Nuestro modelo resalta la importancia de tener presente el régimen en el cual se
encuentra la compania, esto es debido a que mientras la estrategia 6ptima en modelos
sin cambio de régimen solo depende que el excedente se encuentre por debajo o por
encima de una barrera para as'1poder pagar o no dividendos, la estrategia en nuestro
modelo dependera ademas del régimen de la economia. Es decir, que para pagar divi-
dendos Optimos, la compafiia debe considerar primero en que régimen se encuentra la

64



econom 13,y luego verificar que el nivel de reserva (excedente) bajo esta estrategia sea
mayor o igual a una cierta barrera que depende del régimen.

En el caso de tasa de pago de dividendos no acotada, hemos podido encontrar con-
diciones suficientes para que una funcion sea mayor o igual que la funcion de valor.
Ademds, conjeturamos sobre una posible estrategia 6ptima basandonos en diversos si-
milares de trabajos anteriores los cuales consideraban o no el cambio de régimen. En
el caso que la tasa de pagos de dividendos no es acotada. Al tener presente las carac-
teristicas de estas estrategias Optimas, conjeturamos que una estrategia Optima para
nuestro modelo debe ser una estrategia de barrera modulada, que consiste en pagar
como dividendos el excedente de las reservas por encima de ciertas barreras 6ptimas y
no pagar nada si se encuentra por debajo de esta. Este candidato a estrategia dptima
estd asociado a la funcion que cumple con las condiciones del teorema principal del
cap1tulode tasa no acotada.
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Apéndice

Exponencial estocastica

Para cada matingala local continua M¢ con Mo = 0, la exponencial estocéstica de

M; es definido como

1
g (M) =e" E[M]t t>o0

donde [M]; es la variacion cuadratica de M.

Teorema 4.4.2. (Condicion de Novikov)
Sea T > 0 y M un martingala local continua con Mo = 0. Supongamos que

. s
EedMl < (4.4.54)

Entonces, e(M);, 0 <t<T esunamartingalacontinuaconmediaigualauno.

Demostracion.

El resultado es probado en [14] pagina 226. O

Si h(t) es un proceso Fi—adaptado y existe una constante K > o tal que
Ih(®| < K, Vtelo,T],

es conocido que M = h(s)dBso <t < T, es una martingala cuadrado integrable
con Mg = 0 y su variacion cuadratica es dada por

It
M=M= h(s)?dBs. (4-4.55)

En nuestro modelo, teniendo presente la igualdad (4.4.55), podemos concluir que la

exponencial estocastica (M ) t para la martingala M & — ~ '¢2 4B ses dada por

M )t = g— ¥dasdBs— » tofasds’ (4.4.56)
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En este caso, 5

. . 2
Eelé[M]T

52
<E e¥7T < 00,

donde § = max di. Por tanto, a partir de (4.4.54), la exponencial (M) es un martingala
les
continua con esperanza igual a uno.

Formula de It6 para una funcion de clase C2 por tramos

Recordemos el Teorema de la formula de Ito en su version mas simple. Este teorema
en esencia nos indica que dado un proceso de difusion de Itd6 Xt y una funcion f de
clase C? entonces el proceso f(X;) es también un proceso de difusién de It.

Endiversostrabajos, bajociertas condiciones adecuadas, sehaobtenido unaexten-
sion de este resultado que funciona bien para funciones continuas no necesariamente
suaves. Por ejemplo, Aebi, en [1], obtuvo una version de esta formula donde el proceso
subyacente es una semimartingala continua con una estructura especial y la funciéon f
es continua con primera y segunda derivada que existen en el sentido distribucional.
Follmer y Shiryayev, en [8], discuten una extension de la férmula para un movimien-
to Browniano estandar unidimensional y una funcion f absolutamente continua con
derivada localmente cuadrado integrable. Este resultado fue ampliado por Follmer y
Protter, en [7], a un movimiento Browniano multidimensional. Karatzas y Shreve, en
[13], proporcionan una féormula de It6 para un proceso Browniano cuando la funcion f

€S convexa.

Debemos indicar que en los trabajos anteriormente sefialados, los procesos subya-
centes son continuos. Con respecto a los procesos discontinuos, la formula de Meyer-1to
(ver [20] el Teorema 70, Capitulo IV) proporciona una extension bastante general de la
formula de It0 para una semimartingala y para aquellas funciones ¥ que son diferencias
de dos funciones convexas pero solo para el caso unidimensional.

En nuestro caso, probaremos una formula de Itd para los dos procesos r y XC¢
(definidos en el capitulo 2 y 3) con cambio de régimen para funciones de clase C?
por tramos. Antes de demostrar dicho resultado enunciaremos una proposicion que
garantiza, bajo cierta condicion, que casi seguramente la medida de Lebesgue de la
cantidad de tiempo que pasa un proceso cadlag en un conjunto de Borel es cero para
cualquier conjunto de Borel de medida cero.

67



Proposicion 4.4.3. Sea X : [0,00) X Q — U C RY un proceso estocdstico cadlag
sobreunespaciodeprobabilidad completo(L,F, P). Supongaqueparatodos=>0,la
medida s sobre(U,B(U)), definidaporps(A)= P(Xs € A) es absolutamente continua
conrespecto ala medida de Lebesgue. SiD C R+ X U es un conjunto de medida(de

Lebesgue) nula entonces, para todot > 0,
P({oecQ:m({s € [o,t]: (s, Xs(w)) € DY =0} =1,

donde m es la medida de Lebesgue. En particular, para casi todo o € (2, el conjunto
{se[0,t]:(s,Xs(w)) € D} es Lebesgue medible para todot > 0.

Demostracion.

El resultado es probado en [18] pagina 7. O

Observacién 4.4.4. Si A =[0,t] X B, B € B(RY) entonces m({s € [0,t] : (s, Xs) €

A}), sepuedeinterpretar comola cantidad de tiempo que el proceso pasa en el cojunto
B en el intervalo de [0, t].

Observacion 4.4.5. Si B es un conjunto de Borel de medida nula y t > o,
m({s €[o,t]: Xs€B}) =0, P —c.s.

Para ver esto, basta considerar el conjunto A = [0, c0) X B en la proposicion anterior.

Observacion 4.4.6. Debido a que un proceso cadlag tiene un cantidad numerable de
discontinuidades en|0,t], elconjuntodediscontinuidades endichointervaloesdeme-
dida nula. Entonces, si B es un conjunto de medidanula,

m{s €[o,t]: Xs€B}) =m({s €[o,t] : Xs- €B}) =0, P —c.s.

Teniendo presente todo lo anterior podemos demostrar una Formula de Ito para
una funcion de clase C? por tramos. Recordemos la definiciéon de una funcién F de

clase C? por tramos dada en el capitulo 3. La funcion F : Ry XS — R es de clase

C?2 por tramos si, para cada i € S, existe un conjunto de nimeros reales positivos

Ni ={b', b, - - - ab'}, conb' <b', - - - b, de modo que
1. F(., i) y Fi(,, 1) son continuas.

2. Fii(;, i) existe y es continua sobre R+\N;.



3. Los 1" mmites
Fii(b'#, i) :=1"1m Fli(x, )
Xx—bi*

existen y son finitos.

Teorema 4.4.7. (Formula de Ito para una funcion de clase C? por tramos)

Sean F : R+ X S — R una funcion de de clase C?> por tramos y Ct una estrategia
admisible (de acuerdo al capitulo 4). Considere los procesos r, y X dados por

I+ It
Xi=X + e ds+ G4 dWs — Cy,
% [ (4-4-57)
r=r+ . Mg ds + Ou. dBs.
0

Entonces,

1, - o T - 2 '
e rp(x,a)_e Fx,)=" e’ "1@ _m, F(Xs, as- ) + Ha FJ(Xsf,asf)
t t —

OZ 2 o s 5
+  Jo jF(Xs, ) +1@  Fil(Xs-, as-)  1gs:x N 3dS

\%

s— 2 as-

ot | oo
+ Oq 7e rSFJ(Xs—, Os— )dWs
J‘Ot _
-0 5as,e_rs|: (Xs— , Ols— )st
=5 3 P22
+
e-rs F (Xs, OCs) - F (Xs—, as—)
O<s<t
Sen
rs j c
_I
J. 0 e_ F (Xs—, As— )dCs
+ e [F(Xs-, j) — F(Xs-, as)] z(ds, dj),
[0,t]xS

(4.4.58)

donde A ={s>0;Cs- Csty 7 =r—v es una medida aleatoria compensada con
>

cor(dt, d)) = o0 Ha(e)f=010(s as(@))(dt, dj), con sz denotando la medida de
Dirac en el punto (s, z).

+ El compensador v es dado por

i L Lo _ _
v(dt, dj) = par(J) —Oae e o(d))dt = (o, jo(dj)dt, jE€S
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q ag o

dondep g) = =P (a ,Aoe 0), y o es la medida de conteo
Gt —Cat— ,ar— t= J |0(t— t
sobreS.
Demostracion.

Para cada i € S y para cada n > 1, existe una funcién H'n de clase C* tal que

O )l'sl, six e,
Hox  FX i " _
5 5 =0 six fe I,
donde 1" := bl — L1 b +1 k=1,2,---,n.SeaF (i) lafuncién en R dada por
Kk Kk n k n i n +
I x
Fn(x, i) = H! (Ddt.

0

Notemos que, para cada i € S, Fn(, i) es una funcion de clase C2 (ya que F/(:,i) = H').
n n

Observamos que, paracadai € S,

1) |FI(x, 1) — Fix, )] < % para cada x > o.
.. i . ni i,n
i) Fa(x, 1) =Fii(x, i), para cada xf€ U, e
En consecuencia, para cada I8 > 0. i
S j X j 2nj
i) [Fa(x, i) —F&x,Dl=, (H,@O-F(i)dt < [HO-F(ld=< .
0 0 n
Podemos asumir ademas sin perdida de generalidad que
iv) Fii(x,i) - 2 i i* 1 i s _1Z jjj i jij i+
n e F (m ’i)—n,F (b( nil + n » SI F ((lh) kniD)>H: ((bbkuii))n
para cada X ki ] ; ] ) ’
|
€ Y k

En particular de iii), la sucesion (Fn(:, 1))n=1 converge uniformemente a F(,i). Para
cada i € S, sea (fn)n>1 la sucesion de funciones dada por

fa(r, x, 1) =e~"Fn(x, 1), V(i x,i) e RXRs XS, Vn=>1.
Entonces, para cada i € S, fa(:, -, i) es de clase C? sobre R X R+. Aplicando la

formula de Ito con cambio de régimen para semimartingalas (ver [24]) a fn(rt, Xt, o),
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Figura 4.3: Aproximacién a la funcion Fi(, i) mediante la sucesion H' n

para cada t > 0, tenemos

- 2 2 j
e s _]? — My - Fn(XS— y Ols— ) + Lla - EJ(XS— , Os— )
0 z 2 os— s z

+ o an(Xsf ,j) +1a F jj(xs— y Ols— ) ds

e~"Fn(X;, a) — e~"Fn(X, 1) =

=

. s™ 2as-nN
+ P et Ei (Xs . as )dWs
= _ n
1%
-0 5a57e_rs Fn(Xsf, Ols— )st
. 25 3 5%
0<s<t e fs Fn(XS, as) - Fn(Xs*, 0(37)
ss=
rs J c
I
J- 0 e FH(XS* , Os— )dCs
+ e~"* [Fn(Xs-,j) — Fn(Xs-, as)] 7(ds, dj).
[0,t]xS

(4.4.59)

El resto de la prueba sera dividida en los siguientes pasos:

+ Cuando n — o0, F converge uniformemente a F entonces el lado izquierdo de
(4.4.59) converge casi seguramente a

e~"F (Xt ar) — e~ F (X, 1).
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+ Fijemos w € Qyt> 0.Como la cadena de Markov « es irreducible y el conjunto
de estados S es finito se sigue que el nimero de saltos de (-, ®) sobre el conjunto
[0,t] es finito, teniendo asi que la medida z([o,t], S) es finita. Ademéas, debemos
tener presente que la funcién s>— e—"(°) es acotada en s € [o, t] por ser continua.
Por la convergencia uniforme de F a F y por lo anterior, se puede afirmar que

cuando n — o0, en w,

1] ]
e [Fu(Xs-,)) — Fa(Xe-, a)] ™(ds, dj) = e [F(X-,)) — F(Xe-, as)] ™ds, d)).

+ Fijemos w € Qyt > 0. Para garantizar la existencia de la integral de Lebesgue-
Stieltjes It

rs c

e~ Fn(Xs-, as-)dCs,
0

tengamos presente que el proceso C°es creciente y que

- Para cada n > 1, la funcion s»>- Fh(s, i) es continua para cada i € S.
- El proceso s >— Xs- (w) es continua por partes en [0, t].
- La cadena s >— as- (w) es continua por partes en [0, t].

Tenemos asi que la funciéon s »— Fi(Xs-(o), as-(w)) es continua por partes en
[0, t]. Recordemos que el namero de saltos de los procesos X y a son finitos sobre

[0, t]. De este modo la integral de Lebesgue-Stieltjes esta bien definida. Por otro

lado, la funcién s >- e-"(®) es acotada (ya que es continua) en s € [0,t] y F/J
converge uniformemente a F i. Por tanto, en o,

=]

I J.
te sFi(Xs-, as-)dC — = ' e SFi(Xs-, as-)dCE.
0 n S 0 S

+ Fijemosw € Qyt=> 0.Cuandon — o, en o,

=5 5 A D S 3 22
e s Fu(Xs, as) — Fu(Xs-, as-) - e’ F(Xs, a)— F(Xs-, as-)
0Sst= 0<s<t
SEA Sen

debido a que el nimero de términos de la sumatoria es finita y que F, converge unifor-

memente a F'.
It

+ Cuando m — oo, la integral estocastica Ja, € "*Fm(Xs-, as- )dBs converge en
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Je

L2a Ou_e "sF (Xs-, as- )dBs. En efecto, por el Lema de isometr 1a
0 s

5 >
Er,x,i I t '5a e_rSFm(Xsf, OCsf) - 50: e sF (Xsf, 0[37) st-z
. 0 s— s— .
It >
= Er,x,i (%a e~ 's Fm(xs*, OCS*) — Oq _€~ "F (XS*, Os— ))2 ds
0 °s ) (4.4.60)
ZJ.tEr,x,i e—zrs(F X-,a-)— F(X—,O{—))Zz ds
< 0 m s s s S
- 0
AZﬁ 2-‘- tE 2 —2rs 2
< 45 W . rxi € ds

donde A = maxni. Entonces, para alguna constante C > 0 (ver prueba de la

ies
Proposicion 3.1.5) 5
>
] -[t ) s 2 A2C
E o - - : m4
X, Ou e—fSFm(XS,, asf) — 0, e~ "F (Xsf, OCsf) dBs = e '
(44.61)

Esto muestra lo afirmado arriba.

+ Procediendo dela misma manera queen el punto anterior, obtenemos que cuando

m — oo, la integral estocéstica | O €7 F(Xs-, as-)dWs converge en L2a

J e

Oos- e—""F j(xS* , Os— )dWs
0

Podemos entonces de estasdos tltimas convergencias en L?, encontrar una sucesion

1<mp<ma<m3< - - -deenteros tal que
J+ J
5(1 _ e " ka(Xs— as—)st 2’ 5(1 _ e_rSF (X37 ,» Os— )dBS’
0 S ) 0 S
I t rs c.sj t —rs ]
O'as, e— ka(Xs* y as—)dWs —_— O'aS, e F (Xs— , Ols— )dWs
0 0
+ Tenemos que m(Ni) = 0 por ser N; un conjunto finito y
J. t c )Fn(Xs—, Ols— )dS
—rIs 2
e r(zéa_ ~ M.
0 |

_ te_rS (%52 - — Mgy )Fn(Xs— y As— )1{s;X S\ }dS
_ a s s

— — a —
S

ot s
+ _f e—rS(ﬁéi _ — Mg _)Fn(Xs—, as-)1{s;x _feNgq _3ds,
0 s s s S
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Por tanto por la Proposicion 4.4.3 y la observacion 4.4.6
m(Dy) = o, P-c.s.

donde Dt = {s € [0, t] ; Xs- € N.__}. En consecuencia, para cada t fijo,

J
te_rs(1252 - — Mg IFn(Xs-,as-)1gs;x en  1dS
of ) B e .4.62
= el - T My )Fn(Xs-, as-)ds = 0, P —cs. (4.4.62)
2 ag
D¢

As’1,parat > o fijo,
t

e—rs(z 52 — My JFn(Xs-, as-)ds

0 J‘ . Ag— s

= e—rs(éég _ = Mo )Fn(Xs-, as-)1{s;x —feNa _ 1dS, P-cs.
. R s s s

Fijemos w € Qyt > o tal que vale (4.4.62). Paratodo s € [o, t],
f
[Fa(Xs-, as-)| — [F (Xs-, as-)| < [Fa(Xs-, as-) — F (Xs-, as-)| < 7z

N

podemos hallar una cota para s>— F (Xs- (w), as- (w)) que solo dependa de w y t
por ser una funcion continua por partes. La continuidad por parte sobre [0, t], se

debe a que:

- La funcion s»>— F(s, i) es continua para cada i € S.
- El proceso s >— Xs- (@) es continua por partes.

- Lacadenas>— as- (w) es continua para por partes en [0, t].

Por tanto, existe un K > 0, tal que paracadai € S

IF (s, )| < K, Vs e [o,t].
As’y,
IFn(Xs-, as-)| < K + 1.

Recordemos ademas que duy(w) ¥ Mas(w) toman un conjunto finito de valores y

que la funcién s>~ e~"(“) es acotada en s € [o, t]. Por tanto, podemos aplicar el
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Teorema de convergencia acotada y tenemos, en o,

t

1'm e‘rS( 152 -m )Fn(Xs- , Ols— )dS

2 Os— o
n—oo g '.- t ] 13 5
= I'ime ~ s(_5 _— Mg )Fn(Xs—, as—)l{s;x feN }dS, P-c.s.
0 Nn—oo 2 aS s s a37
As’1, obtenemos
T
I"1m e rs(1g2 — Mq JFn(Xs-, as-)ds
n— oo 2 Ag— s—
0 J
t
= ers1(225a - — Mg ,)F(Xsf, (Xsf)l{s;x _feNg _ }dS, P-c.s.
0 s s S s

De manera similar podemos probar que las siguientes convergencias son validas P-c.s.

]

ety FI (Xs-, as-)ds —»I Yo sy _FI(Xs, as )1gs;x _eng  3dS,
n

0 s 0 s s s—
J- t , z : ’ J- t ? Z L
o Qo jFn(Xs—,j) ds—  g-r Qo _jF (Xs-,]) Lisx —feNa 3dSs.
0 . : 0 . ’ ST
j=1 j=1
(4.4.63)
+ Por tltimo analizaremos la convergencia de
Ie )
1 452 e *F -U(Xs* , Os— )dS
2 oo n
O S

Bajoelmismoargumentoqueutilizamos para obtenerlaigualdad (4.4.62),tene-
mos que, para cada t fijo,

J- td1 . '.- t + 2 ij
o2 e~ Fii(Xs-, as-)ds = o e_rSF“(XS*vaS*)l{SiX -fNe3ds,  P-c.s.
n

2 Os— n 2 as— s s—

0 0

Definiendo una sucesion de conjuntos A", como
AN :={X = "jasny
&
s s kL=)1 k
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obtenemos

It e .
“SIFI(X -, -) —Fi(X -, a -
ba%_e | n( ) X - a )\1{S;X 7feNa7}dS
0f s 5
t ! )
_ 1 e~ " |Fi(Xs—, as-) — Fi(Xs-, as-)|1y; -fAn ds
Og— S s S
Je ) )
+ 162 e |FI(Xs-, as-) — FI(Xs—, as-)|1{sx e an\N yds
0 2 o n - - -
Recordemos que para cada i € S, se cumple
. . S e |i.n
Fdi(x, i) = Fii(x, i), paraxf€ U, 'k -

Entonces, para cada t fijo

b 1,2 e "[Fi(Xs,as-) — Fi(Xs—,as-)1g; -~ 3ds
_ s X

a s a.—

ot s

t

— 1452 eirs“:jj(Xs—, OCs—) — Fjj(Xs—, as—)|l{s;x € An\N }dS, P-c.s.

0 2 Ag— n s - a.—

Con los mismos argumentos usados en el paso anterior podemos hallaruna cota
superior para 162 e~"s(*) que solo dependa de w y t. As1

24, (o)
Ie
) 2% e |Fii(Xs , a5 ) — FU(Xs, a5 )|ds
< K'f ' |F£(Xs—,as—) — Fi(Xs-, as-)|1{s:x e An \N. 3dS, P-c.s.
. c e .

donde x es una cota superior para %%e-"(“), Como para cada i € S,
[Fri(x, 1) — Fi(x, D

estaacotadasuperiormente porunaconstantequenodepende denentonces, solo
nos debemos enfocar en la integral

J e

Us;X € A" \Ngg jds.
0

Sea
An = {S I~ [0, t] : Xs— e Anhg_ \ N%,},

es claroque:
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- An+1 C An-

-N ;O=1An = 0.

Entonces,

1"1m m(An) = o.

n— oo
Debido a las propiedades de la integral de Lebesgue, para cada t > o fijo, se tiene

Jt
'im Ls;x . € A" \Ng, }dS =0
n—o Q

As’1,para unt fijo, tenemos P-c.s.
J
I Y15

_ ” )
0 kgsz7 e FH.j(Xsi’ asf)ds - 0 2 Og— e_rSFJJ(XS* y Ols— )1{S;X s—fEN asS” }ds

Finalmente, para unt > o fijo, si en (4.4.59), tomamos n = m¢y hacemos k — oo,
obtenemos la siguiente igualdad P-c.s.

e_rtF(}{t, a) — e "F(x, i)J-:t ers ) -12627 — Mas ZF(XS*: as-) + Ha - Fi(Xs-, as-)
OZ s 2

+ G FXeo )+ FiX,a0) gsx ey ds

>

s— 2 o

B oo
0 o
J. — SF (Xs-, as-)dWs
+ O s— ,—Trs
t e rFX ,a_ )dBS
— 9260‘
+ 2
<t € "[F(X, &) — F(Xs-, as-)]
SE A
—-r j [

z

OesF (X ,a )dCs

+ e " [F(Xs,)) — F(Xs-, as)] n(ds, dj),
[0,t]xS

(4.4.64)
Esto prueba nuestro teorema. El teorema atn sigue siendo valido para un tiempo de
parada. Solo basta observar que el proceso del lado izquierdo presente en la ecuacion
(4.4.64) es una version o modificacion del proceso del lado derecho de (4.4.64). Pero
debido a que ambosprocesos, del lado izquierdo ydel lado derecho, tienen trayectorias
continuas por la derecha P-c.s., entonces ambos procesos son indistinguibles (ver[20]).
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