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Resumen de Tesis

Nancy Saravia Molina

Doctorado en Matemáticas

Curva polar de una foliación asociada a sus raíces aproximadas

Las foliaciones no dicríticas de segundo tipo fueron caracterizadas por Mattei - Salem

[Ma-Sa] en término de su multiplicidad y de su unión de separatrices. En este trabajo

de tesis, damos otra caracterización a las foliaciones no dicríticas de segundo tipo con el

polígono de Newton de la foliación y el de su unión de separatrices.

De otro lado, Loray [Lo] enuncia una caracterización para un tipo de foliaciones con

singularidades cuspidales que tienen la misma resolución que su unión de separatrices, sin

embargo Fernández, Mozo y Neciosup [F-Mo-N] encuentran una impresición en la carac-

terización debido a que la condición es necesaria pero no suficiente. Lo que hacemos en este

trabajo es caracterizar a dicha familia de foliaciones cuando son de segundo tipo y damos

condiciones necesarias y suficientes cuando son de tipo curva generalizada en términos de

su orden pesado.

Finalmente, generalizamos el resultado de García Barroso y Gwoździewicz [GB-G1]

a foliaciones, esto es, descomponemos la curva polar de una foliación curva generalizada

asociada a sus raíces aproximadas. Dicha descomposición viene expresada en función del

tipo topológico de la separatriz de la foliación.
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Introducción

Este trabajo desarrolla elementos de la teoría polar local de foliaciones holomorfas en

el plano complejo. Nos enfocamos en el estudio de las foliaciones de segundo tipo, dichas

foliaciones son una extensión de la familia de las foliaciones de tipo curva generalizada y

en el estudio de la curva contacto entre una foliación de tipo curva generalizada con una

separatriz irreducible y una foliación hamiltoniana dada por una raíz aproximada de la

separatriz.

El primer resultado de este trabajo es una caracterización para las foliaciones de se-

gundo tipo no dicríticas en términos de su polígono de Newton. Cabe mencionar que las

foliaciones de segundo tipo no dicrítica fueron estudiadas por Mattei y Salem [Ma-Sa], los

autores dan una caracterización de las foliaciones de segundo tipo en término de la mul-

tiplicidad de su conjunto de separatrices formales. Como consecuencia de nuestro primer

resultado, se caracterizan las foliaciones con singularidades cuspidales de segundo tipo en

término de su orden pesado. Además se dan condiciones necesarias y suficientes para que

una foliación de este tipo sea curva generalizada, esta caracterización se da en términos de

su orden pesado. Las foliaciones con singularidades cuspidales fueron estudiadas por Loray

en [Lo].

Nuestro segundo resultado es el teorema de descomposición de la curva polar (curva de

contacto) de una foliación de tipo curva generalizada, con lo cual se generaliza a foliaciones

los resultados de [GB-G1]. El teorema de descomposición de la polar de una curva plana

irreducible respecto a x = 0 es un trabajo realizado por Merle [Mer]. Lo interesante de

dicha descomposición es que solo depende del tipo topológico de la curva irreducible f(x, y)

y además lo determina. El resultado de Merle ha sido extendido a foliaciones por Rouillé

en su tesis doctoral. La curva polar de una curva con varias ramas fue estudiada por García

Barroso [GB] y extendida al caso de foliaciones por Corral [Co1]. En 2013, García Barroso

y Gwoździewicz [GB-G1], generalizan el resultado de Merle para morfismos (g, f) siendo

g una raíz aproximada de la curva irreducible dada por f(x, y) = 0.
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Introducción 6

Detallaremos el contenido del trabajo de tesis:

En el Capítulo 1 revisamos los conceptos y propiedades de curvas analíticas planas, así

como las propiedades de su k-raíz aproximada.

Definimos foliaciones holomorfas y estudiamos el comportamiento de una foliación por

explosiones. Describimos a las foliaciones de tipo curva generalizada y sus principales re-

sultados dados por Camacho, Lins Neto y Sad [C-L-S]. En este mismo capítulo definimos

el polígono de Newton de una foliación y enunciamos la siguiente proposición dada por

Rouillé.

Proposición. [R2, Proposition 2.0.19] Sean ω1 y ω2 dos foliaciones curvas generalizadas

no dicríticas con el mismo conjunto de separatrices. Entonces se tiene N (ω1) = N (ω2).

Como consecuencia inmediata de esta Proposición se tiene el siguiente corolario.

Corolario B. Sean ω curva generalizada y Cf una ecuación reducida de su conjunto de

separatrices. Entonces se cumple N (ω) = N (df).

En este capítulo nos preguntamos si el recíproco del Corolario B se cumple y la res-

puesta la da el siguiente ejemplo:

Ejemplo C. La foliación dada por ω = ((b − 1)xy − y3)dx + (xy − bx2 + xy2)dy donde

−b, 1− b 6∈ Q+, tiene como conjunto de separatrices a C(F) = xy(x− y). Observamos que

los polígonos N (ω) y N (f) son iguales, pero la foliación no es de tipo curva generalizada,

pues en su reducción de singularidades aparece un punto silla nodo.

Deducimos del Ejemplo C que hay foliaciones que tienen el mismo polígono que su

unión de separatrices pero no son foliaciones de tipo curva generalizada. Es una pregunta

abierta caracterizar las foliaciones que tienen el mismo polígono de Newton que su unión

de separatrices. Demostraremos en el siguiente capítulo que son las foliaciones llamadas de

segundo tipo.

En el Capítulo 2 presentamos nuestros primeros resultados. En dicho capítulo descri-

bimos las foliaciones de segundo tipo no dicríticas estudiadas por Mattei y Salem. En

el caso no dicrítico dichas foliaciones también fueron estudiadas por Cano, Corral y Mol

[CF-Co-Mol] y en el caso dicrítico por Genzmer y Mol [Ge-Mol].



Introducción 7

Del Corolario B se sabe que para foliaciones de tipo curva generalizada el polígono

de Newton de la foliación y su separatriz coinciden. Sin embargo el Ejemplo C muestra

que esta propiedad no caracteriza las foliaciones curva generalizada. Presentamos nuestro

primer resultado caracterizando las foliaciones cuyo polígono de Newton coincide con el

polígono de su unión de separatrices, estas foliaciones son las llamadas de segundo tipo no

dicrítica.

Teorema. 2.3.6 Sean Fω foliación no dicrítica y Ĉ(F) su conjunto de separatrices forma-

les. Entonces Fω es de segundo tipo si y solo si N (ω) = N (f) donde f = 0 es una ecuación

reducida de Ĉ(F).

En el capítulo 2 también estudiamos las singularidades cuspidales. Loray [Lo] enuncia

una caracterización para un tipo de foliaciones que tienen la misma resolución que su

conjunto de separatrices. Dicho resultado es enunciado en la siguiente proposición.

Proposición. [Lo, Proposition, pag.163] Para ∆(x, y) ∈ C{x, y}, la 1− forma del tipo

ω = d(yp − xq) + ∆(x, y)(pxdy − qydx)

admite la misma resolución que d(yp − xq) si y solo si se tiene

ord(p,q)(∆) >
pq − p− q
mcd(p, q)

.

Según F. Loray, la foliación dada en la Proposición tiene la misma resolución de que su

conjunto de separatrices C(F) : yp−xq = 0 si y solo si ord(p,q)(∆) > pq−p−q
mcd(p,q) . Sin embargo,

Fernández, Mozo y Neciosup [F-Mo-N], encuentran una imprecisión en la caracteriza-

ción originalmente propuesta. Dichos autores muestran que la condición es suficiente pero

no necesaria. Enunciamos nuestro segundo resultado, el cual indica cuándo la familia de

foliaciones estudiada por Loray es de segundo tipo.

Teorema. Sean p, q ∈ N \ {0} y Fωp,q,∆ no dicrítica. La foliación Fωp,q,∆ donde ∆(x, y) ∈
C{x, y} es de segundo tipo, si y solo si, ord(p,q)∆ ≥ pq−p−q

mcd(p,q) .

Como consecuencia directa de este Teorema se tiene el siguiente resultado

Proposición. Sean p, q ∈ N \ {0} y Fωp,q,∆ no dicrítica. Si la foliación Fωp,q,∆ donde

∆(x, y) ∈ C{x, y} es de tipo curva generalizada, entonces ord(p,q)∆ ≥ pq−p−q
mcd(p,q) .

Se obtiene una caracterización con estas foliaciones cuando son de tipo curva generali-

zada para el caso p y q coprimos, obteniendo el siguiente resultado

Proposición. Sean p, q ∈ N \ {0} coprimos. La foliación Fωp,q,∆ es de tipo curva genera-

lizada, si y solo si ord(p,q)∆(x, y) > pq − p− q.
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El Capítulo 3 está dedicado a presentar el tercer resultado de la tesis. En este último

capítulo definimos la polar de una foliación y demostramos algunas propiedades que invo-

lucran la parte inicial pesada de la foliación.

Dada una foliación ω = A(x, y)dx + B(x, y)dy, definimos la imagen inversa de ω por

Fl como

F ∗l (ω) := A∗(x, y)d
(
xn1···nl−1

)
+B∗(x, y)d

(
y + T l(x))

)
,

donde A∗ = (A ◦ Fl), B∗ = (B ◦ Fl) y T l(x) = Tl(yC(x
n1···nl−1)) para Tl(yC(x)) una βl

β0
-

truncación de la parametrización yC(x).

Sea Cf : f = 0 una rama plana con exponentes característicos (β0, · · · , βg) .

Si f = 0 es la separatriz de la foliación ω, definimos la curva polar de ω asociada a la

raíz aproximada f (k) de f , para f irreducible, como

P(k)
ω := A(x, y)f (k)

y (x, y)−B(x, y)f (k)
x (x, y) = 0.

La imagen inversa de la polar de ω respecto de f (k) es

F ∗l

(
P(k)
ω )
)

= A∗(x, y)
(
f (k)
y

)∗
(x, y)−B∗(x, y)

(
f (k)
x

)∗
(x, y).

Obtenemos la siguiente proposición que nos indica qué sucede con las foliaciones después

de haber ramificado, dicha proposición juega un papel importante en la prueba de nuestro

resultado principal del tercer capítulo.

Proposición. 3.3.1 Sean las foliaciones curvas generalizadas ω = A(x, y)dx+ B(x, y)dy

y η = d(f (k)) que tienen a f = 0 y f (k) = 0 como separatrices respectivamente, entonces

F ∗l (ω) ∧ F ∗l (η) = n1 · · ·nl−1x
n1n2···nl−1−1

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
.

Recordemos que el polígono de Newton depende de coordenadas y estamos interesados

en saber lo que sucede con el polígono de Newton de F ∗l ω, obteniendo el siguiente lema.

Lema. 3.1.5 El polígono de Newton N (F ∗l ω) tiene un lado compacto de inclinación ml
nl

y

altura el−1. Además dicho lado es el lado principal de N (F ∗l ω).

El siguiente lema será enunciado en el capítulo 3 (página 90) y nos dice cómo es la

parte inicial pesada de las foliaciones ramificadas.

Lema. 3.3.3 Sea 0 ≤ k ≤ g − 1. Para ν = ml
nl

con l ≥ k + 2, se cumple

Inν

(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

))
=

 ∑
i+νj=cl

θBij xc
(k)
l −1+i yj−1

 dx ∧ dy,



donde θ = −aβk+1
θ(k)c

(k)
l ∈ C\{0} y c(k)

l = ρ
(k)
l +

βk+1

β0
(n1 · · ·nl−1), siendo ρ(k)

l como en

(3.20). Además

ordν

(
Inν

(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

)))
= cl + c

(k)
l − 1− ν,

donde cl = ordν(InνF
∗
l (ω)).

En la siguiente proposición precisaremos información del polígono de Newton deN
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
.

Proposición 0.0.1. Sean 0 ≤ k ≤ g − 1 y ν = ml
nl

con l ≥ k + 1. La recta que contiene a

los puntos del soporte de Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
tiene ecuación

L(k)
l : i+ νj = ck,l − ν, para l ≥ k + 2

y

L(k)
l : i+ νj = cl + ρ

(k)
l − n1 · · ·nk, para l = k + 1

donde ck,l := cl+c
(k)
l −n1 · · ·nl−1, siendo cl = ordν(InνF

∗
l (ω)) y c(k)

l = ordν
(
InνF

∗
l

(
df (k)

))
y ρ(k)

l como en (3.20).

Tenemos todas las herramientas necesarias para mostrar nuestro resultado principal

sobre descomposición de la curva polar de una foliación asociada a las raíces aproximadas

de su separatriz, cuando ésta es irreducible, el cual enunciamos a continuación.

Teorema. 3.4.1 Sean F : ω = 0 y G : df (k) = 0 foliaciones curvas generalizadas que tienen

a f y f (k) como separatrices respectivamente. La curva polar P(k)
ω tiene mult

(
P(k)
ω

)
≥

n+ n1 · · ·nk − 2 y se descompone como

P(k)
ω = Γ(k+1) · · ·Γ(g),

donde los factores Γ(l) no son necesariamente irreducibles y x es co-primo con el producto

Γ(k+2) · · ·Γ(g). Además

a) cont(γ,C) = βl
n para γ raíz de Γ(l), k + 2 ≤ l ≤ g.

b) mult(Γ(l)) = n1 · · ·nl−1(nl − 1), k + 2 ≤ l ≤ g.

c) mult
(
Γ(k+1)

)
≥ n1 · · ·nk(nk+1+1)−2 y ord(γ) ≤ βk+1

n para γ raíz de Newton-Puiseux

de Γ(k+1).



Capı́tulo 1
Nociones básicas

En este capítulo, de carácter introductorio, damos nociones de curvas analíticas planas

y de foliaciones holomorfas locales en el plano complejo, necesarios para el desarrollo de

este trabajo.

1.1. Curvas analíticas planas

Denotemos por C[[x, y]] el anillo de series de potencias formales en dos variables con

coeficientes en C y C{x, y} el subanillo de C[[x, y]] formado por series de potencias que

convergen en un entorno de 0 ∈ C2. Una serie convergente define una función holomorfa en

un entorno del 0 ∈ C2 y recíprocamente, toda función holomorfa admite localmente una

representación única como serie de potencias en 0 ∈ C2.

Sea f ∈ C{x, y} una serie convergente. Toda serie de potencias convergente f se escribe

como suma de polinomios homogéneos, llamados componentes homogéneas de f , esto

es, tenemos f(x, y) =
∑
k

fk(x, y), donde fk(x, y) ∈ C[x, y] es homogéneo de grado k, o es

el polinomio nulo.

Se denomina forma inicial de f a su componente homogénea de menor grado. El orden

de f , denotado por ord(f), se define como el grado de su forma inicial. Por convención,

cuando f(x, y) es idénticamente nula, ponemos ord(f) =∞.

Definición 1.1.1. Sea U ⊂ C2 un abierto. Decimos que f : U → C2 es analítica com-

pleja u holomorfa en a ∈ U si coincide en un entorno de a con una serie de potencias

convergente. Diremos que f es analítica en U si lo es en todo punto de U .

Definición 1.1.2. Un germen de curva analítica compleja en el origen de C2 es

dado por los ceros de una función analítica f(x, y) definida en un entorno del origen. Lo

10



Curvas analíticas planas 11

escribiremos

(Cf , 0) = {f(x, y) = 0}.

En lo que sigue representaremos el germen de curva (Cf , 0) simplemente por Cf .

Obsérvese que C{x, y} es isomorfo al anillo de gérmenes de funciones holomorfas en un

punto a ∈ C2.

Ejemplo 1.1.3. La curva Cf : (y2 − x3)2 − x5y = 0 define un germen de curva analítica.

Notemos que un producto u.f determina el mismo germen de curva analítica que f

cuando u no se anula en un entorno del origen (y por consiguiente representa una unidad

de C{x, y}). Por otro lado, sabemos que C{x, y} es un dominio de factorización única, y

si tenemos

f = f r11 f r22 · · · f
rl
l ,

donde los fi son irreducibles y ri ∈ N, entonces el germen Cf : f = 0 coincide con el germen

f1.f2 · · · fl = 0, de donde obtenemos la descomposición

Cf = Cf1 ∪ Cf2 ∪ · · · ∪ Cfl .

Llamaremos rama analítica a todo germen de curva analítica Cf : f = 0, donde f es irre-

ducible como elemento de C{x, y}. Así, todo germen de curva analítica es unión de ramas

analíticas. Dado que ya hemos definido el orden de una serie analítica de potencias, pode-

mos definir la multiplicidad del germen de una curva analítica Cf como el orden de

f que no depende de la ecuación tomada pues ord(f) = ord(uf). Diremos que el germen

de curva es regular en el origen si su multiplicidad es igual a uno. Si la multiplicidad es

mayor que uno, diremos que el germen de curva es singular en el origen.

Decimos que la recta ax+ by = 0 es recta tangente en el origen a la curva Cf : f = 0

si es un factor lineal de su forma inicial.

Definición 1.1.4. Dos gérmenes de curvas Cf y Cg son transversales, si sus rectas

tangentes son distintas.

En este trabajo, vamos a considerar que x = 0 es transversal a Cf .

Sea A ⊆ N2. Denotamos por D(A) a la envolvente convexa de (A + R2
≥0), donde +

denota la suma de Minkowski, y por N (A) al borde de D(A).
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Si L es un lado del polígono N (A), denotamos por L a la recta del plano que contiene

dicho lado. Diremos que la recta L tiene inclinación ν si −1
ν es su pendiente. Llamamos

inclinación del lado L de N (A) a la inclinación de la recta L que contiene a L. Si L es

un lado compacto de N (A) de extremos (i1, j1) e (i2, j2) con j1 > j2 llamamos la altura

del lado de L a j1 − j2.

x

y

(i1, j1)

(i2, j2)

j1 − j2

Decimos que una recta L1 es recta de apoyo de N (A) si L1∩N (A) 6= ∅ y N (A) ⊆ L+
1

(ver Apéndice A).

x

y

N (A)

L1

x

y

N (A)

L1

Obsérvese que la intersección de una recta de apoyo de N (A) con dicho polígono con-

tiene a un único vértice de N (A) o bien a todo un lado del mismo.

Observaciones 1.1.5. Si el polígono N (A) corta a los ejes coordenados, tenemos que

1. los ejes coordenados son rectas de apoyo de N (A).

2. Si N (A) tiene lados compactos, entonces la recta de apoyo de mayor inclinación

finita es la que contiene al lado compacto del polígono N (A) que intersecta al eje x.

Dado un germen de curva analítica Cf : f = 0 donde f(x, y) =
∑
i,j

aijx
iyj ∈ C{x, y},

el soporte de Cf , denotado por Sop(f), se define como

Sop(f) := {(i, j) ∈ N2 : aij 6= 0}.

El polígono de Newton de Cf , denotado por N (f) es N (Sop(f)), es decir es el bor-

de de D(Sop(f)). Observemos que N (f) = N (uf) para todo u ∈ C{x, y}, siempre que
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u(0, 0) 6= 0.

Ejemplo 1.1.6. El soporte de Cf : (y2 − x3)2 − x5y = 0 es

Sop(f) = {(0, 4), (3, 2), (6, 0), (5, 1)},

y lo dibujamos en la siguiente figura, así como su polígono de Newton.

x

y

(0,4)

(3,2)

(5,1)
(6,0)

Sop(f)

x

y

(0,4)

(3,2)

(5,1)
(6,0)

N (f)

El polígono de Newton de una curva depende de las coordenadas como demuestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.7. Para el germen de curva Cf : y2 − x3 = 0, tenemos que su soporte

es Sop(f(x, y)) = {(3, 0), (0, 2)}. Si hacemos el cambio de coordenadas x = x1 e y =

x1 + y1 el soporte del germen de curva en las nuevas coordenadas es Sop(f(x1, y1)) =

{(3, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 0)}. Concluimos que los polígonos N (y2− x3) y N ((x1 + y1)2− x3
1)

no son iguales como muestra la siguiente figura:

x

y

(0,2)

(3,0)

N (y2 − x3)

x1

y1

(0,2)

(2,0)

(1,1)

(3,0)

N ((x1 + y1)2 − x31)

Sean τ ∈ Q+ y Cf : f(x, y) = 0, donde f(x, y) =
∑
i,j

aijx
iyj ∈ C{x, y}. Dotamos a

las variables x e y de los pesos w(x) = 1 y w(y) = τ . Definimos el τ-orden pesado del

germen de curva Cf como ordτ (f) = mı́n{i + τj : aij 6= 0} y la τ-parte inicial pesada

de f por Inτ (f) =
∑

i+τj=ordτ (f)

aijx
iyj . Obsérvese que el 1−orden pesado es el orden usual

introducido en la página 10.

Ejemplo 1.1.8. Para el germen de curva Cf : (y2 − x3)2 − x5y = 0 y τ = 3
2 , tenemos

Inτf = (y2 − x3)2 y ordτf = 6.
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Dado f(x, y) = a0(x)yn + a1(x)yn−1 + · · ·+ an(x) ∈ C{x}[y], con a0(0) 6= 0 y n > 0, se

denomina transformación de Tschirnhaus de f(x, y), al polinomio f
(
x, z − a1(x)

na0(x)

)
∈

C{x}[z], siendo z una nueva variable.

Propiedad 1.1.9. Sea f(x, y) = a0(x)yn+a1(x)yn−1+· · ·+an(x) ∈ C{x}[y], con a0(0) 6= 0

y n > 0. La transformación de Tschirnhaus de f(x, y) es de la forma

f

(
x, z − a1(x)

na0(x)

)
= a0(x)zn + b2(x)zn−2 + · · ·+ bn(x),

donde bj(x) ∈ C{x}, j = 2, · · · , n.

Definición 1.1.10. Sea f ∈ C{x, y} de orden n. Decimos que f es regular de orden m

con respecto a la variable x, si f(x, 0) es divisible por xm mas no por xm+1.

Diremos que f es regular en x, cuando f es regular con respecto a x de orden n =

ord(f).

Definición 1.1.11. Sea f ∈ C{x, y}. Decimos que f es un polinomio de Weierstrass

en y, si

f(x, y) = yn + a1(x)yn−1 + · · ·+ an(x) ∈ C{x}[y],

donde n ≥ 1 y ord(ai) ≥ i, para i = 1, · · · , n.

Observación 1.1.12. Sean f polinomio de Weierstrass y fx, fy sus derivadas.

fx(x, y) = a′1(x)yn−1 + · · ·+ a′n−1(x)y + a′n(x) de donde mult(fx) ≥ n− 1.

fy(x, y) = nyn−1 + a1(x)(n− 1)yn−2 + · · ·+ an−1(x), así mult(fy) = n− 1.

Por tanto, mult(fx) ≥ mult(fy).

Teorema 1.1.13 (Teorema de preparación de Weierstrass). [HA, Theorem 2.4] Sea

f ∈ C{x, y} regular en y de orden m ≥ 1. Entonces, existen una unidad u ∈ C{x, y} y

ai(x) ∈ C{x}, i = 1, · · · ,m tales que

f(x, y).u(x, y) = ym + a1(x)ym−1 + a2(x)ym−2 + · · ·+ am(x)

es un polinomio de Weierstrass.

Denotamos C{x}∗ =
⋃
n∈N

C{x1/n} el anillo de series de potencias fraccionarias

con coeficientes en C. Si γ(x) ∈ C{x}∗, existe n ∈ N\{0} de modo que γ(x) =
∑
i

aix
i/n.

Llamamos orden de γ(x) a ord(γ) := mı́n{i/n : ai 6= 0}.
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Teorema 1.1.14 (Teorema de Newton). [HA, Theorem 3.8] Sea f(x, y) ∈ C{x, y} tal
que f(0, 0) = 0 y f(0, y) 6= 0. Entonces existe γ(x) ∈ C{x}∗ con γ(0) = 0 tal que

f(x, γ(x)) = 0 ∈ C{x}∗.

La demostración original del teorema de Newton es constructiva y en ella el polígono

de Newton juega un papel fundamental.

Diremos que y(x) ∈ C{x}∗ es raíz de Newton-Puiseux del germen de curva Cf :

f(x, y) = 0 si f(x, y(x)) = 0. Denotemos por Zer(f) al conjunto de las raíces de Newton-

Puiseux de Cf .
Al aplicar el Teorema de preparación de Weierstrass (Teorema 1.1.13) a f ∈ C{x, y}

obtenemos que f = u.f∗, para cierto f∗ ∈ C{x}[y] polinomio de Weierstrass y u una

unidad de C{x, y}. Para el estudio que realizamos aquí es indiferente considerar la serie f

o su polinomio de Weierstrass asociado f∗.

Lema 1.1.15. [CH, Lemme 8.4.2] Sea f ∈ C{x}[y] un polinomio de Weierstrass de orden

n con raíces de Newton-Puiseux y1(x), . . . , yn(x) ∈ C{x}∗. El polígono de Newton N (f)

tiene tantos lados compactos como elementos tiene el conjunto {ord(yi(x))}ni=1. Por cada

lado compacto L de inclinación µ y altura j, existen j raíces de Newton-Puiseux yi(x) de

f de orden µ y de la forma

yi(x) = aix
µ + ηi(x),

con ord(ηi(x)) > µ y ai ∈ C\{0}.

Teorema 1.1.16. (Puiseux)[CH, Théorème 8.6.1] Sea Cf un germen de curva irreducible

con multiplicidad n. Si y(x) =
∑
i≥n

aix
i/n es una raíz de Newton-Puiseux de la rama Cf y

ε es una raíz primitiva n-ésima de la unidad, entonces

yj(x) := y(εjx) =
∑
i≥n

aiε
ijxi/n,

son todas las raíces de Newton-Puiseux de Cf donde j ∈ {1, · · · , n}.

El teorema de Newton afirma que existe una raíz de Newton-Puiseux, y el teorema de

Puiseux nos dice cómo obtenerlas todas en el caso de una curva irreducible. Si f ∈ C{x, y}
es irreducible, por el Teorema de preparación de Weierstrass y el Teorema 1.1.16 podemos

escribir

f(x, y) = u(x, y)

n∏
j=1

(
y − (y(εjx))

)
,
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donde u ∈ C{x, y} satisface u(0, 0) 6= 0, y(x) ∈ Zer(f) y ε es una raíz primitiva n-ésima

de la unidad. Si hacemos x = tn, donde t es una nueva variable, la raíz de Newton-Puiseux

y(x) =
∑
i≥n

aix
i/n de Cf se puede escribir como serie de potencias enteras en t de la forma


x(t) = tn

y(t) =
∑
i≥n

ait
i,

que denominaremos parametrización de Puiseux del germen de curva Cf .

Ejemplo 1.1.17. El germen de curva Cf : (y2 − x3)2 − x5y = 0 es irreducible y sus raíces

de Newton-Puiseux son

y1(x) = x
3
2 + 1

2x
7
4 − 1

64x
9
4 + · · · ,

y2(x) = x
3
2 − 1

2x
7
4 + 1

64x
9
4 + · · · ,

y3(x) = −x
3
2 − i

2x
7
4 − i

69x
9
4 + · · · ,

y4(x) = −x
3
2 + i

2x
7
4 + i

64x
9
4 + · · · .

Por tanto la parametrización de Puiseux de Cf determinada por y1(x) es{
x(t) = t4

y(t) = t6 + 1
2 t

7 − 1
64 t

9 + · · · .

Como consecuencia del Lema 1.1.15 y del Teorema 1.1.16 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.1.18. Si Cf es un germen de curva irreducible en C{x, y}, su polígono de

Newton N (f) tiene un solo lado compacto.

Demostración. Por hipótesis Cf es irreducible, por tanto todas las raíces de Newton-

Puiseux de Cf tienen el mismo orden, así el polígono de N (f) tiene un solo lado compacto

de inclinación dicho orden y de altura ord(f).

El recíproco del Corolario 1.1.18 no es verdad, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.19. Si consideramos el germen de curva Cf : (y2 − x3)2 = 0, notamos que

su polígono de Newton N (f) tiene un solo lado compacto sin ser la curva Cf irreducible.

x

y

(0,4)

(3,2)

(6,0)

N (f)
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Sea Cf un germen de curva irreducible y supongamos que la inclinación del lado com-

pacto de N (f) es ν y que i+ νj = c es la recta que lo contiene. Por convexidad de N (f)

podemos expresar

f(x, y) =
∑

i+νj=c

aijx
iyj +

∑
i+νj>c

aijx
iyj . (1.1)

1.1.1. Exponentes y pares característicos, semigrupo

Sea Cf un germen de curva plana. Salvo que se especifique lo contrario, supondremos

de ahora en adelante que x = 0 es transversal a Cf . Sea γ(t) = (x(t), y(t)) =

tn,∑
i≥n

ait
i


una parametrización de Puiseux del germen de curva Cf . Llamamos exponentes carac-

terísticos de Cf a la sucesión (β0, · · · , βg) ⊆ N tal que:

β0 = mult(Cf ) = n (multiplicidad de Cf en el origen).

β1 = mı́n{i : ai 6= 0, i 6≡ 0 mod n }.

Sea e1 = mcd(n, β1).

• Si e1 = 1 entonces g = 1 y los exponentes característicos de Cf son (n, β1).

• Si e1 > 1, llamamos β2 = mı́n{i : ai 6= 0, i 6≡ 0 mod e1}.

Sea e2 = mcd(e1, β1).

• Si e2 = 1 entonces los exponentes característicos de Cf son (n, β1, β2), en caso

contrario continuamos con el proceso.

Definimos ei = mcd(ei−1, βi) para i ≥ 1 y e0 = n, este proceso es finito porque

la sucesión (ei)i es estrictamente decreciente.

• La sucesión (β0, · · · , βg) es definida por inducción donde βj−1 = mı́n{i : ai 6=
0, i 6≡ 0 mod (ej−2)}.

De la definición de exponentes característicos del germen de curva Cf podemos escribir

toda raíz de Newton-Puiseux de la rama Cf de la siguiente forma:

yC(x) =
∑
j∈(n)

ajx
j
n +aβ1x

β1
n +

∑
j∈(e1)
β1<j<β2

ajx
j
n +aβ2x

β2
n +

∑
j∈(e2)
β2<j<β3

ajx
j
n +· · ·+

∑
j≥βg

ajx
j
n , (1.2)

donde aj ∈ C y aβi 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ g.
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LLamamos pares característicos de Cf al conjunto {(mi, ni)} con i = 1, · · · , g defi-

nido por:

mcd(mi, ni) = 1.

ni = ei−1

ei
y mi = βi

ei
, siendo ei = mcd(β0, · · · , βi).

Se concluye que n = n1 · · ·ng y βi
n = mi

n1···ni para i ∈ {1, · · · , g}.

Propiedad 1.1.20. Los exponentes característicos y los pares característicos son datos

equivalentes.

Demostración. Si conocemos los exponentes característicos, tenemos

βi = mı́n{j : aj 6= 0, j 6≡ 0 mod ei−1} y ei = mcd(β0, · · · , βi),

para todo i ∈ {1, · · · , g}. Por tanto podemos hallar mi =
βi
ei

y ni =
ei−1

ei
para todo

i ∈ {1, · · · , g}.

De manera similar, por definición de pares característicos tenemos mi =
βi
ei

y ni =
ei−1

ei
para todo i ∈ {1, · · · , g}. Además βi

n = mi
n1···ni con n = n1 · · ·ng de donde

βi = mini+1 · · ·ng,

para todo i ∈ {1, · · · , g}, y β0 = n1 · · ·ng.

Ejemplo 1.1.21. Retomamos el Ejemplo 1.1.17. El germen de curva Cf : (y2 − x3)2 −
x5y = 0 tiene exponentes característicos (β0, β1, β2) = (4, 6, 7), y pares característicos

(m1, n1) = (3, 2) y (m2, n2) = (7, 2).

Definición 1.1.22. Las curvas irreducibles Cf y Cg tienen el mismo tipo topológico

(o son equisingulares) si y solo si, son topológicamentes equivalentes, es decir existen

vecindades abiertas U , U ′ del origen y un homeomorfismo φ : U → U ′, tal que:

φ(Cf ∩ U) = Cg ∩ U ′.

Teorema 1.1.23 ([B] - [Z]). Dos curvas analíticas planas irreducibles son equisingulares

si y solo si tienen los mismos exponentes característicos (o equivalentemente si tienen los

mismos pares característicos).

Ejemplo 1.1.24. Los gérmenes de curvas Cf : (y2−x3)2−x5y = 0 y Cg : (y2−x3)2−x6y =

0 tienen exponentes característicos (4, 6, 7) y (4, 6, 9) respectivamente. Por el Teorema

1.1.23 concluimos que Cf y Cg no tienen el mismo tipo topológico.
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Definición 1.1.25. Llamamos semigrupo de valores de una curva analítica plana irre-

ducible Cf al conjunto

Γ(Cf ) := {ordtg(γ1(t), γ2(t)) : g ∈ C{x, y}\{0} y f no divide a g},

donde γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) es una parametrización de Puiseux Cf .

Obsérvese que Γ(Cf ) es un semigrupo pues 0 = ordtu(γ1(t), γ2(t)) para toda unidad

u(x, y) ∈ C{x, y} y además ordtg1g2(γ1(t), γ2(t)) = ordtg1(γ1(t), γ2(t))+ordtg2(γ1(t), γ2(t)).

Teorema 1.1.26. [HA, Theorem 6.12] Sea Cf una curva analítica plana irreducible con

exponentes característicos (β0 = n, β1, . . . , βg). El semigrupo Γ(Cf ) admite un sistema

minimal de generadores {β0, · · · , βg} donde

β0 = β0 = n;

β1 = β1;

βi = ni−1βi−1 + βi − βi−1 para todo i = 2, · · · , g, donde ei = mcd(βi, ei−1) para

i = 2, · · · , g y ni = ei−1

ei
.

Ejemplo 1.1.27. Retomamos el Ejemplo 1.1.21. El sistema minimal de generadores del

semigrupo de valores del germen de curva Cf : (y2 − x3)2 − x5y = 0 es {4, 6, 13}.

Propiedad 1.1.28. [Z, Theorem 3.9] Se cumple que

ei−1 = mcd(β0, · · · , βi−1) = mcd(β0, · · · , βi−1),

para todo i = 1, · · · , g.

Demostración. Por definición de exponentes característicos ei−1 = mcd(β0, · · · , βi−1). Pro-

baremos por inducción que ei−1 = mcd(β0, · · · , βi−1).

Para i = 2, usando el Teorema 1.1.26, tenemos

mcd(β0, β1) = mcd(β0, β1) = e1.

Supongamos que se cumple para i = h, esto es, eh = mcd(β0, · · · , βh).

Probaremos para i = h+ 1:

mcd(β0, · · · , βh, βh+1) = mcd(mcd(β0, · · · , βh), βh+1)

= mcd(eh, βh+1)

= mcd(eh, nhβh + βh+1 − βh)

= mcd(eh, βh+1)

= eh+1.
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En las igualdades anteriores, hemos asumido mcd(eh, nhβh+βh+1−βh) = mcd(eh, βh+1),

lo cual es verdad, pues como ideales en Z se tiene que (eh, nhβh + βh+1 − βh) =

(eh, βh+1).

Dada la expresión (1.2) y el Teorema 1.1.16 podemos determinar los posibles valores

de los órdenes de la diferencia de dos raíces de Newton-Puiseux distintas de la rama Cf .

Lema 1.1.29. [GB, Lemme 1.1.1] Sean Cf : f = 0 el germen de una curva irreducible de

multiplicidad n y exponentes característicos (n = β0, β1, · · · , βg), ζ una raíz n−ésima de

la unidad y yj(x) una raíz de Newton-Puiseux de Cf . Entonces

1. ordx(yj(x)− yj(ζx)) ≥ β1

β0
.

2. Si yj(x) 6= yj(ζx) y ordx(yj(x)− yj(ζx)) > βi
β0

entonces ordx(yj(x)− yj(ζx)) ≥ βi+1

β0

para todo i ∈ {1, . . . , g − 1}.

3. {ordx(yj(x)− yj(ζx))} =
{
βi
β0

: 1 ≤ i ≤ g
}
, donde ζ recorre el conjunto de las raíces

n-ésimas de la unidad.

Lema 1.1.30. [GB, Corollaire 1.1.1] Sea Cf : f = 0 el germen de una curva irreducible

con exponentes característicos (n = β0, β1, · · · , βg). Entonces

]

{
yj(x) ∈ Zer(f) : ordx (yj(x)− yj(ζx)) =

βi
β0

}
= (ni − 1)ni+1 · · ·ng,

donde yj(x) 6= yj(ζx) y ζ es raíz n− ésima de la unidad.

Sea A un conjunto. Para cualesquiera a1, · · · , ar ∈ A escribimos 〈a1, · · · , ar〉 para

denotar a la sucesión formada por los ai pero sin orden. Además denotamos

〈a1, · · · , a1︸ ︷︷ ︸
m1

, a2, · · · , a2︸ ︷︷ ︸
m2

, · · · , ar, · · · , ar︸ ︷︷ ︸
mr

〉 = 〈a1 : m1, · · · , ar : mr〉

Como consecuencia de Lema 1.1.30, tenemos la siguiente propiedad.

Propiedad 1.1.31. Sean Cf : f = 0 el germen de una curva irreducible con exponentes

característicos (n = β0, β1, · · · , βg), y yi(x) ∈ Zer(f) .Entonces

〈ord(y1(x)− yi(x)), · · · , ord(yi−1(x)− yi(x)), ord(yi+1(x)− yi(x)), · · · , ord(yn(x)− yi(x))〉

= 〈β1

β0
: e0 − e1, · · · , βgβ0

: eg−1 − eg〉.
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1.1.2. Contacto y multiplicidad de intersección

Sean Cf y Cg dos gérmenes de curvas planas irreducibles, con multiplicidades m y n

respectivamente. Consideremos {yi(x)}ni=1 y {zj(x)}mj=1 las raíces de Newton-Puiseux de

Cf y Cg respectivamente.

Definimos contacto entre Cf y Cg al número

cont(Cf , Cg) = máx

1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ m

{ordx (yi(x)− zj(x))} ∈ Q ∪ {∞}.

Observación 1.1.32. De la definición de contacto se tiene cont(Cf , Cg) = cont(Cg, Cf ).

Ejemplo 1.1.33. Del Ejemplo 1.1.17, tenemos que Cf : (y2 − x3)2 − x5y = 0, tiene como

raíces de Newton-Puiseux

y1(x) = x
3
2 + 1

2x
7
4 − 1

64x
9
4 + · · · ,

y2(x) = x
3
2 − 1

2x
7
4 + 1

64x
9
4 + · · · ,

y3(x) = −x
3
2 − i

2x
7
4 − i

69x
9
4 + · · · ,

y4(x) = −x
3
2 + i

2x
7
4 + i

64x
9
4 + · · · .

Consideremos el germen de curva Cg : y2 − x3 = 0 con raíces de Newton-Puiseux z1 = x
3
2

y z2 = −x
3
2 . Observamos que

cont(Cf , Cg) = cont(Cg, Cf ) =
7

4
.

Para calcular el contacto entre dos ramas, no hace falta comparar todas las raíces de

Newton-Puiseux de la rama Cf con todas las raíces de Newton-Puiseux de la rama Cg. El
siguiente lema garantiza que podemos fijar una raíz de Newton-Puiseux de la rama Cf y

compararla con todas las raíces de Newton-Puiseux de la rama Cg.

Lema 1.1.34. [GB, Lemme 1.2.3] Sea y(x) raíz de Newton-Puiseux fija de Cf : f = 0,

entonces

cont(Cf , Cg) = máx
1≤j≤m

{ordx(y(x)− zj(x))},

donde {zj(x)}mj=1 es el conjunto de raíces de Newton-Puiseux de Cg.

Sean {yi(x)}ni=1, {zj(x)}mj=1 y {wl(x)}ql=1 las raíces de Newton-Puiseux de las ramas Cf ,
Cg y Ch respectivamente. El siguiente lema, es conocido como la desigualdad triangular .

Lema 1.1.35. [GB, Lemme 1.2.4] Sean y(x), z(x), w(x) ∈ C{x}∗. Entonces

ord(y(x)− z(x)) ≥ mı́n{ord(y(x)− w(x)), ord(w(x)− z(x))}.

Además si ord(yi(x)− wl(x)) 6= ord(wl(x)− zj(x)) entonces se cumple la igualdad.
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Definición 1.1.36. Sean Cf y Cg dos gérmenes de curvas cualesquiera. Definimos la mul-

tiplicidad de intersección de Cf y Cg en el origen, como

(Cf , Cg)0 = dimC
C{x, y}
(f, g)

,

donde (f, g) denota el ideal de C{x, y} generado por f y g.

Podemos también denotar (Cf , Cg)0 como (f, g)0.

Proposición 1.1.37. [HA, Theorem 4.17] Sean Cf un germen de curva irreducible y Cg
un germen de curva cualquiera. Entonces

(Cf , Cg)0 = ordt(g(γ(t))),

donde γ(t) = (x(t), y(t)) es una parametrización de la rama Cf .

Obsérvese que si Cf es un germen de curva irreducible entonces su semigrupo Γ(Cf ) es

el conjunto de multiplicidades de intersección de Cf con cualquier otro germen de curva Cg
tal que f no divida a g.

Teorema 1.1.38. [HA, Theorem 4.14] Sean Cf , Cg y Ch gérmenes de curvas, Φ un auto-

morfismo de C{x, y} y u, v ∈ C{x, y} unidades. Entonces la multiplicidad de intersección

verifica las siguientes propiedades:

1. (Cf , Cg)0 <∞ si y solo si f y g son primos en C{x, y},

2. (Cf , Cg)0 = (Cg, Cf )0.

3. (Cf , Cgh)0 = (Cf , Cg)0 + (Cf , Ch)0,

4. (Cf , Cg)0 = 1, si y solo si, f y g son transversales, y Cf y Cg son lisas.

5. (Cf , Cg − Chf )0 = (Cf , Cg)0.

6. (Cf , Cg)0 = (CΦ(f), CΦ(g))0 = (Cuf , Cvg)0.

Teorema 1.1.39. [HA, Theorem 4.17] Sean f, g ∈ C{x}[y] dos polinomios de Weierstrass.

Entonces

(Cf , Cg)0 = ordx(Resulty(f, g)),

donde Resulty(f, g) denota la y-resultante de f y g.

Proposición 1.1.40. Sean Cf y Cg gérmenes de curvas. Entonces

(f(xm, y + α(xm)), g(xm, y + α(xm)))0 = m · (f(x, y), g(x, y))0,

para todo m ∈ N y toda serie α(x) ∈ C{x}.
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Demostración. Empezaremos demostrando la proposición para α(x) = 0. Sean f∗(x, y) :=

f(xm, y) y g∗(x, y) := g(xm, y). De la Proposición 1.1.39 tenemos que

(f∗, g∗)0 = ordyResulty(f∗, g∗) = ordyResulty(f(xm, y), g(xm, y)))

=
(a)

ordy (Resulty(f(x, y), g(x, y)))|xm) = m · ordyResulty(f, g) = m · (f, g)0,

donde la igualdad (a) se tiene pues la resultante es invariante por cambio de base (ver

[Te]).

Para demostrar el caso general, observamos que (x, y)→ (xm, y+α(xm)) es la composición

de E,F : C{x, y} −→ C{x, y} donde E(x, y) = (xm, y) y F (x, y) = (x, y+α(x)), siendo F

un automorfismo. Por tanto concluimos la prueba aplicando el sexto apartado del Teorema

1.1.38 y el caso particular ya demostrado en esta proposición.

El siguiente teorema generaliza el cuarto apartado del Teorema 1.1.38.

Teorema 1.1.41. [HA, Theorem 4.18] Sean Cf y Cg gérmenes de curvas. Entonces

(Cf , Cg)0 ≥ mult(Cf ).mult(Cg),

y se cumple la igualdad, si y solo si, f y g son transversales.

La proposición siguiente relaciona el contacto entre dos ramas con su multiplicidad de

intersección.

Proposición 1.1.42. [HA, Theorem 8.4] Sean Cf y Cg dos gérmenes de curvas irreducibles

planas. Sean (β0, · · · , βg) los exponentes característicos de Cf , {β0, · · · , βg} sistema mini-

mal de generadores del semigrupo Γ(Cf ) y sea α un número racional tal que βq ≤ α < βq+1.

Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

1. cont(Cf , Cg) =
α

mult(Cf )
.

2.
(Cf , Cg)0

mult(Cg)
=

βq
n1 · · ·nq−1

+
α− βq
n1 · · ·nq

.

Sean Cf una rama y W un rama plana de mulltiplicidad uno en el origen. Denotemos:

δ0(W, Cf ) :=
(W, Cf )0

mult(Cf )
,

y

δ0(Cf ) := máx
W lisa

{δ0(W, Cf )}.

Definición 1.1.43. Sea W un germen de curva plana lisa en el origen. Decimos que W

tiene contacto maximal con Cf en el origen si

δ0(W, Cf ) = δ0(Cf ).
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Consideremos el germen de una curva irreducible dada por Cf : f(x, y) = 0 donde

f(x, y) =
∑
ij

aijx
iyj con ord(f) = n. Recordemos que si x = 0 es transversal a f = 0,

entonces del Teorema 1.1.41 se tiene

(f, x)0 = (ordf).(ordx) = (ordf).(1) = ordf,

por tanto (f, x)0 = ordf . Como f y x son irreducibles, usando la Proposición 1.1.37, tene-

mos que (f, x)0 coincide con sustituir en x una parametrización de Puiseux de Cf .

Por tanto si (x(t), y(t)) es una parametrización de Puiseux del germen de curva irre-

ducible Cf entonces el ordtx(t) = ordf . Después de un cambio de coordenadas, si fuera

necesario, podemos suponer que y = 0 verifica (f, y)0 = β1. Así toda raíz de Newton-

Puiseux de Cf : f = 0 es dada por

yC(x) = aβ1x
β1
n +

∑
j∈(e1)
β1<j<β2

ajx
j
n + aβ2x

β2
n + · · ·+

∑
j≥βg

ajx
j
n , (1.3)

donde aj ∈ C y aβi 6= 0, 1 ≤ j ≤ g.

La curva Cf tiene una raíz de Newton-Puiseux de la forma (1.3) es equivalente a que

el polinomio de Weierstrass asociado a f no tenga término de grado n− 1 (transformación

de Tschirnhaus), donde n es el orden de f . Se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.1.44. Sea Cf una rama plana con exponentes característicos (β0, · · · , βg). El
contacto maximal de una curva lisa W con Cf es

δ0(Cf ) =
β1

β0
.

Sean z(x) =
∑
i≥n

aix
i/n ∈ C{x}∗, y p ∈ Q+. La p−truncación de z(x) es

Tp(z(x)) =
∑
n≤i<p

aix
i/n. (1.4)

Por abuso de notación, una βl
β0
− truncación de yC(x) dada en (1.3) es denotada por

Tl(x) := T βl
β0

(yC(x)) = aβ1x
β1
n +

∑
j∈(e1)
β1<j<β2

ajx
j
n + aβ2x

β2
n + · · ·+

∑
j∈(el−1)
βl−1<j<βl

ajx
j
n , (1.5)

es decir, fijado el exponente característico βl
β0

consideramos la suma de los términos de

yC(x) con exponentes menores a βl
β0
.
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Observación 1.1.45. Es inmediato que ord(yC(x)− Tl(x)) = βl
β0
.

Ejemplo 1.1.46. Retomemos el Ejemplo 1.1.17 y consideramos la raíz de Newton-Puiseux

yC(x) = x
3
2 + 1

2x
7
4 − 1

64x
9
4 + · · · de la curva Cf : (y2 − x3)2 − x5y = 0 cuyos exponentes

característicos son (4, 6, 7). Se tiene que la β2

β0
− truncación de yC(x) es T2(x) = x

3
2 .

1.1.3. Raíces aproximadas

Lema 1.1.47. ([A-M, Lemma 4.4]) Sea A un dominio integral. Si f(y) ∈ A[y] es mónico

de grado d y p es invertible en A y divide a d, entonces existe un único polinomio mónico

g(y) ∈ A[y] tal que el grado de f − gp es menor que d− d
p .

Daremos la definición de raíz aproximada como consecuencia del Lema 1.1.47.

Definición 1.1.48. El único polinomio mónico del Lema 1.1.47 es llamado p-ésima raíz

aproximada de f .

Definición 1.1.49. Sea f ∈ C{x}[y] un polinomio de Weierstrass irreducible tal que la

curva Cf : f(x, y) = 0 tiene exponentes característicos (β0, · · · , βg). Se llama k-ésima raíz

aproximada característica de f , y la denotaremos f (k), a la ek-ésima raíz aproximada

de f , donde ek = mcd(β0, · · · , βk).

Ejemplo 1.1.50. Retomemos el Ejemplo 1.1.46. El germen de curva Cf : (y2−x3)2−x5y =

0 tiene como 0− raíz aproximada característica a f (0) = y y como 1−raíz aproximada

característica a f (1) = y2 − x3.

Proposición 1.1.51. [A-M, Proposition 4.6] Sea f ∈ C{x}[y] un polinomio de Weiers-

trass irreducible tal que la curva Cf tiene exponentes característicos (β0, · · · , βg). La k-

ésima raíz aproximada característica f (k) de f verifica:

El polinomio f (k) es irreducible y los exponentes característicos de la curva C(k) :

f (k)(x, y) = 0 son
(
β0

ek
, · · · , βkek

)
.

El y-grado de f (k) es igual a β0

ek
, cont(f, f (k)) =

βk+1

β0
y (f, f (k))0 = βk+1, donde

{β0, β1, . . . , βg} es el sistema minimal de generadores del semigrupo Γ(Cf ).

En este trabajo consideraremos

f(x, y) =
n∏
i=1

(y − γi(x)) (1.6)

un polinomio de Weierstrass irreducible con exponentes característicos (β0, · · · , βg), que
admite una raíz de Newton-Puiseux de la forma (1.3), es decir, que f no tiene término de

grado n− 1. Por tanto el grado de f − yn = n− 2 < n− 1 y concluimos que f (0) = y.
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Podemos escribir la k−ésima raíz aproximada característica de f como

f (k)(x, y) =
m∏
j=1

(y − δj(x)), (1.7)

donde Zer(f (k)) = {δj(x)}mj=1, siendo n = mek, m = n1 · · ·nk, y ek = mcd(β0, · · · , βk).

Sea γ(x) =
∑
i

aix
i
n ∈ C[[x]]∗ una serie de Puiseux. El soporte de γ(x) es dado por

Sop(γ) :=

{
i

n
: ai 6= 0

}
.

Propiedad 1.1.52. [GB-G3, Property 4.5] Sean Cf y Cg gérmenes de curvas planas

irreducibles. Si q = cont(Cf , Cg) es un exponente característico de Cf y existe ζ(x) una raíz

de Newton-Puiseux de Cg tal que q ∈ Sop(ζ), entonces q es un exponente característico de

Cg.

De la Propiedad 1.1.52 podemos afirmar que el exponente βk+1

β0
no aparece en ninguna

raíz de Newton-Puiseux de C(k) : f (k)(x, y) = 0, pues si apareciera sería un exponente

característico de f (k) y no lo es pues por la Proposición 1.1.51 tenemos que los exponentes

característicos de f (k) son
(
β0

ek
, · · · , βkek

)
. Por tanto toda raíz de Newton-Puiseux de C(k),

con k ≥ 1, se expresa por

δC(k)(x) =
∑

j∈(
β0
ek

)

bjx

j
β0
ek +bβ1

ek

x

β1
ek
β0
ek +

∑
j∈(

e1
ek

)

β1
ek
<j<

β2
ek

bjx

j
β0
ek +· · ·+bβk

ek

x

βk
ek
β0
ek +

∑
βk
ek
<j<

βk+1
ek

bjx

j
β0
ek +

∑
j>

βk+1
ek

bjx

j
β0
ek ,

donde bj ∈ C y b βi
ek

6= 0; es decir

δC(k)(x) =
∑

j∈(
β0
ek

)

bjx

j
β0
ek +bβ1

ek

x
β1
β0 +

∑
j∈(

e1
ek

)

β1
ek
<j<

β2
ek

bjx

j
β0
ek +· · ·+bβk

ek

x
βk
β0 +

∑
βk
ek
<j<

βk+1
ek

bjx

j
β0
ek +

∑
j>

βk+1
ek

bjx

j
β0
ek .

(1.8)

Aplicando la Proposición 1.1.51, se sabe que cont(f, f (k)) =
βk+1

β0
. Fijada yC(x), como

en (1.3), raíz de Newton-Puiseux de Cf y aplicando el Lema 1.1.34 existe una raíz de

Newton-Puiseux de C(k) que tras reordenación, si fuera necesaria, podemos suponer que es

δ1(x) tal que

ordx(δ1(x)− yC(x)) =
βk+1

β0
. (1.9)
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Por tanto

δ1(x) = aβ1x
β1
n +

∑
j∈(e1)
β1<j<β2

ajx
j
n + · · ·+ aβkx

βk
n +

∑
j∈(ek)

βk<j<βk+1

ajx
j
n +

∑
j>

βk+1
ek

bjx
jek
n (1.10)

de manera que Tk+1(x) = Tk+1(yC(x)) = Tk+1(δ1(x)).

Además C(k) : f (k) = 0 es un germen de curva irreducible, y aplicando el Lema 1.1.29

y la Proposición 1.1.51, obtenemos, para k ≥ 1,{
ordx(δ1(x)− δj(x)), 2 ≤ j ≤ β0

ek

}
=

{
βi
β0

}k
i=1

. (1.11)

Fijada yC(x) ∈ Zer(f) obsérvese que δ1(x) es única pues si existiera otra raíz de

Newton-Puiseux δi(x) de C(k) que verifique (1.9) se tendría, usando desigualdad triangular,

que ord(δ1(x)− δi(x)) ≥ βk+1

β0
lo cual contradice (1.11).

Denotaremos

Z
(k)
i :=

{
δj(x) ∈ Zer(f (k)) : ordx(δj(x)− yC(x)) =

βi
β0

}
para 1 ≤ i ≤ k y 2 ≤ j ≤ m = β0

ek
. Usando (1.11), tenemos

Z
(k)
i :=

{
δj(x) ∈ Zer(f (k)) : ordx(δj(x)− yC(x)) = βi

β0

}
=

{
δj(x) ∈ Zer(f (k)) : ordx(δj(x)− δ1(x)) = βi

β0

}
.

(1.12)

Estamos interesados en saber el valor de ordx(δj(x) − Tl(x)) para j ∈ {1, · · · ,m} y

l ∈ {1, · · · , g}, siendo Tl(x) como en (1.5).

Lema 1.1.53. Sea 1 ≤ k < g. Si i ∈ {1, · · · , k}, δj(x) ∈ Z(k)
i y l ∈ {1, · · · , k} entonces

ordx (δj(x)− Tl(x)) =


βi
β0
, i < l

βl
β0
, i ≥ l.

Demostración. Aplicando (1.12) y la Observación 1.1.45, se tiene

ordx(δj(x)− Tl(x)) ≥ mı́n{ordx(δj(x)− yC(x)), ordx(yC(x)− Tl(x))}
= mı́n

{
βi
β0
, βlβ0

}
.

(1.13)

Notemos que i, l ∈ {1, · · · , k}, por lo que será necesario analizar los siguientes casos:

Si i < l, usando (1.13) se tiene ordx(δj(x)− Tl(x)) = βi
β0
.
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Si i > l, usando (1.13) tenemos ordx(δj(x)− Tl(x)) = βl
β0
.

Si i = l, tenemos ordx(δj(x) − yC(x)) = βl
β0
, además ordx(yC(x) − Tl(x)) = βl

β0
.

Podemos expresar

yC(x) = aβ1x
β1
β0 + · · ·+ aβlx

βl
β0 + · · ·+

∑
j≥βg

ajx
j
n = Tl(x) +

∑
j≥βl

ajx
j
n , donde

Tl(x) = aβ1x
β1
β0 + · · ·+

∑
j∈(el−1)
βl−1<j<βl

ajx
j
n y

δj(x) = Tl(x) +
∑
j≥ βl

ek

bjx
jek
n .

Además aβl 6= bβl , y bβl 6= 0 pues βl
β0

es exponente característico de δj(x). Por tanto

concluimos que ordx(δj(x)− Tl(x)) = βl
β0
.

De otro lado, usando (1.9) y la Observación 1.1.45 tenemos

ordx(δ1(x)− Tl(x)) ≥ mı́n

{
βl
β0
,
βk+1

β0

}
=
βl
β0
,

así ordx(δ1(x)− Tl(x)) = βl
β0

pues l < k + 1.

Lema 1.1.54. Sea 1 ≤ k < g. Si i ∈ {1, · · · , k}, δj(x) ∈ Z(k)
i y l = k + 1 entonces

ordx (δj(x)− Tl(x)) =

{
βi
β0
, j ∈ {2, · · · ,m}

τ, τ >
βk+1

β0
, j = 1

donde τ ∈ Q+.

Demostración. Sea i ∈ {1, · · · , k} y j ∈ {2, · · · ,m}. De (1.12) tenemos ordx(δj(x) −
yC(x)) = βi

β0
. Usando la Observación 1.1.45, se cumple ordx(yC(x) − Tk+1(x)) =

βk+1

β0
, y

aplicando la desigualdad triangular tenemos ordx(δj(x)− Tk+1(x)) = βi
β0
.

Usando (1.9) y Observación 1.1.45 tenemos

ordx(δ1(x)− Tk+1(x)) ≥ mı́n

{
βk+1

β0
,
βk+1

β0

}
,

aplicando la Propiedad 1.1.52 concluimos que ordx(δ1(x)− Tl(x)) = τ para cierto τ ∈ Q+

con τ > βk+1

β0
.

Lema 1.1.55. Sea 1 ≤ k < g. Si i ∈ {1, · · · , k}, δj(x) ∈ Z(k)
i y l > k + 1 entonces

ordx (δj(x)− Tl(x)) =

{
βi
β0

si j ∈ {2, · · · ,m}
βk+1

β0
si j = 1.
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Demostración. Hemos elegido δ1(x) tal que ordx(δ1(x) − yC(x)) =
βk+1

β0
y sabemos que

ordx(yC(x) − Tl(x)) = βl
β0
. Aplicando la desigualdad triangular tenemos que ordx(δ1(x) −

Tl(x)) =
βk+1

β0
, pues l > k + 1. Usando los mismos argumentos que en el Lema 1.1.54 se

cumple que ordx(δj(x)− Tl(x)) = βi
β0
.

1.2. Foliaciones

Para presentar la noción de foliación singular, introduciremos algunos conceptos bási-

cos.

Definición 1.2.1. Una variedad compleja de dimensión n será una variedad topoló-

gica M, junto con un atlas holomorfo (Ui, ϕi)i∈I , esto es

i) Cada Ui es un abierto de M y los Ui forman un cubrimiento abierto de M , es decir

M =
⋃
i∈I

Ui.

ii) Cada ϕi : Ui → Vi ⊆ Cn, donde Vi es un abierto de Cn, es un homeomorfismo, y si

Ui∩Uj 6= ∅, la aplicación ϕij : ϕj(Ui∩Uj)→ ϕi(Ui∩Uj) definida por ϕij = ϕi ◦ϕ−1
j

es un biholomorfismo.

Un foliación es una variedad diferenciable y se puede describir por formas y por campos

vectoriales. Las nociones básicas de formas y campos vectoriales pueden ser revisadas en

[C-N].

Definición 1.2.2. Una 1−forma diferencial ω es integrable si y sólo si el producto exterior

ω ∧ dω = 0.

Definición 1.2.3. Sea M una variedad compleja de dimensión n ≥ 2. Una foliación

holomorfa singular de codimensión uno enM es un objeto F dado por las colecciones

{ωi}i∈I , {Ui}i∈I y {gij}Ui∩Uj 6=φ que cumplen

i) Cada {Ui}i∈I es un cubrimiento abierto de M , esto es M =
⋃
i∈I Ui.

ii) La 1− forma diferencial holomorfa ωi es integrable no idénticamente nula en Ui.

iii) gij es una función holomorfa no nula en Ui ∩ Uj.

iv) Si Ui ∩ Uj 6= ∅ entonces ωi = gijωj en Ui ∩ Uj.

Para cada forma ωi consideramos el conjunto singular dado por

Si := Sing(ωi) = {p ∈ Ui : ωi(p) = 0}.
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Es claro que Si es un subconjunto analítico de Ui. De (iii) y (iv) depende la igualdad

Si ∩ Uj = Sj ∩ Uj . Así la unión
⋃
i∈I

Si define un subconjunto analítico S de M el cual será

denotado por Sing(F) y será llamado el conjunto singular de F .

Dada la 1− forma diferencial ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy con A,B ∈ C{x, y}, las series
A y B son los coeficientes de ω. Denotamos por Fω el germen de foliación analítica

singular definida por ω y asumiremos en todo momento que los coeficientes de ω no tienen

factores comunes.

Decimos que una foliación formal F̂ω en C2 es definido por una 1−forma formal

dado por ω̂ = Â(x, y)dx + B̂(x, y)dy, donde Â, B̂ ∈ C[[x, y]]. Decimos que (x, y) = (0, 0)

es singularidad de F̂ω si {Â = 0, B̂ = 0} = {(0, 0)}.

Lamultiplicidad del germen de foliación Fω, será denotada por mult(ω) y definida

como mult(ω) = mı́n{ord(A), ord(B)}. De manera similar se define la multiplicidad para

una foliación formal F̂ω.

Observación 1.2.4. Haciendo un cambio lineal de coordenadas, siempre se puede conse-

guir que los órdenes de los coeficientes de la foliación A y B sean iguales.

Si ord(A) > ord(B) el cambio de coordenadas es dado por x = u e y = v − u.

Si ord(A) < ord(B) el cambio de coordenadas es dado por x = v − u e y = v.

Ejemplo 1.2.5. El germen de foliación Fω, dado por ω = −3x2dx+2ydy tiene mult(ω) =

mı́n{2, 1} = 1. Al hacer el cambio de coordenadas x = u e y = v − u, obtenemos η =

(2u− 2v − 3u2)du+ (2v − 2u)dv, donde mult(η) = mı́n{1, 1} = 1.

Considerando ν := mult(ω), definimos el cono tangente de la foliación como

CT (x, y) = xAν(x, y) + yBν(x, y), donde Aν y Bν son los coeficientes de la foliación ω

de orden ν.

Una solución del germen de la foliación Fω dada por la 1− forma ω = A(x, y)dx +

B(x, y)dy en el origen es una curva (x(t), y(t)) ∈ C{t}2 tal que x(0) = y(0) = 0 y

A(x(t), y(t))x′(t) +B(x(t), y(t))y′(t) = 0.

Si f : N →M es un morfismo diferenciable entre las variedades analíticas N y M , y ω

define una foliación Fω sobre M , denotaremos f∗Fω la foliación sobre N definida por f∗ω.

Esta foliación es imagen inversa de Fω.
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Definición 1.2.6. Sea Fω el germen de foliación dado por 1− forma holomorfa en el

origen de C2. Decimos que el germen de una curva Cf es invariante por Fω si

ω ∧ df = f.η,

donde η es una 2−forma, (i.e. η = gdx∧dy, con g ∈ C{x, y}). Si Cf es irreducible diremos

que es separatriz convergente de Fω.

De manera análoga definimos una separatriz formal para F̂ω dado por la 1−forma

formal ω̂ = Â(x, y)dx + B̂(x, y)dy como el germen de curva invariante irreducible formal

Ĉf tal que ω̂ ∧ df̂ = f̂ .η̂ donde η̂ = ĝdx ∧ dy, con ĝ ∈ C[[x, y]].

Observación 1.2.7. Toda parametrización de una curva invariante Cf de la foliación

Fω : ω = 0 es solución de ω = 0.

Ejemplo 1.2.8. La foliación ω = d(y6 − x3) + axy(6xdy − 3ydx) con a ∈ C tiene a

Cf : y6 − x3 = 0 como curva invariante, pues ω ∧ df = (y6 − x3)(−18axy)dx ∧ dy.

La foliación ω = d(y6−x3)+axy(6xdy−3ydx) con a ∈ C fue estudiada por Fernández,

Mozo y Neciosup [F-Mo-N] y es un contraejemplo para el resultado dado por Loray [Lo,

Proposition, Pag. 163], como veremos en el Ejemplo 2.4.1.

Ejemplo 1.2.9. La foliación ω = ((b−1)xy−y3)dx+(xy−bx2+xy2)dy con b ∈ C\{0} tiene
como curva invariante a Cf : xy(x−y) = 0, pues ω∧df = xy(x−y)(3bx−3y2−x−y)dx∧dy.

Teorema 1.2.10. [C-S1, Theorem Pag.579] Toda foliación singular en (C2, 0) admite al

menos una separatriz.

1.2.1. Explosión en un punto

Una explosión centrada en 0 ∈ C2 es una variedad que contiene al proyectivo P1
C y

quitando el proyectivo es biholomorfa a C2\{0}. Esta variedad será descrita a continuación.

Empezamos considerando P1
C = U0 ∪ U1, donde

Uj = {[x0 : x1] : xj 6= 0}, j = 0, 1,

y definimos los homeomorfismos (parametrizaciones)

φ0 : C → U0

t → [1 : t]

φ1 : C → U1

s → [s : 1].

Sea π1 : C2 → C2 la aplicación dada por

π1(x, t) = (x, xt),
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aquí reemplazamos x = x e y = xt. Observemos que en estas coordenadas tenemos las

propiedades siguientes:

π−1
1 (0, 0) = {(0, t) : t ∈ C}.

π1(C2) = (C∗ × C) ∪ {(0, 0)}.

π1 : C∗ ×C→ C∗ ×C es un biholomorfismo (esto es, π1 es biyectiva, holomorfa y su

inversa π−1
1 también es holomorfa) con inversa π−1

1 (x, y) =
(
x,
y

x

)
.

x

t

x

y

π1

-ϵ ϵ

δ

-δ

Notamos que el punto (0, 0) ∈ C2 es reemplazado por la recta {x = 0}. Si consideramos

t = cx con c ∈ C tenemos que y = t
x = c, como c 6= ∞ no podemos considerar x = 0.

Por tanto, no podemos cubrir el eje t por π1 (es decir para que cada punto del eje t

tenga preimagen bajo una función del tipo π1). Para cubrir tal recta consideramos la

representación local de π2 en las coordenadas (s, y) dadas por π2(s, y) = (sy, y); en este

caso x = sy e y = y. En las coordenadas (s, y) se tienen propiedades similares para π2 a

las dadas a π1 por las coordenadas (x, t).

Cuando se trabaja en las coordenadas (s, y) no cubrimos la recta {y = 0}. Para cubrir

todo C2 (es decir para que cada punto de C2 tenga preimagen bajo una función del tipo

π1, π2) necesitamos pegar el plano xt con el plano sy, identificando así la recta {x = 0}
con la recta {y = 0}, para ello procedemos de la siguiente manera.

Definamos C̃2 = Ũ0 ∪ Ũ1, donde

Ũ0 :=
{

(x, y, [p]) ∈ C2 × U0 : y = φ−1
0 ([p])x

}
⊆ C2 × P1

C,

Ũ1 :=
{

(x, y, [p]) ∈ C2 × U1 : x = φ−1
1 ([p])y

}
⊆ C2 × P1

C,

con (Ui, φi), i = 0, 1 parametrizaciones de P1
C y las funciones

ϕ̃0 : Ũ0 → C2 donde ϕ̃0(x, y, [p]) = (x, φ−1
0 ([p])),
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ϕ̃1 : Ũ1 → C2 donde ϕ̃0(x, y, [p]) = (φ−1
1 ([p]), y),

ϕ̃−1
0 : C2 → Ũ0 donde ϕ̃−1

0 (x, t) = (x, tx, φ0(t)),

ϕ̃−1
1 : C2 → Ũ1 donde ϕ̃−1

1 (s, y) = (sy, y, φ1(s)).

Observamos que se tiene

Ũ0 ∩ Ũ1 = C2 × (U0 ∩ U1), ϕ̃0(Ũ0 ∩ Ũ1) = C× C∗ y ϕ̃1(Ũ0 ∩ Ũ1) = C∗ × C,

además

(ϕ̃1 ◦ ϕ̃−1
0 )(x, t) = ϕ̃1(x, tx, φ0(t)) =

(
φ−1

1 (φ0(t)), tx
)

=

(
1

t
, tx

)
,

(ϕ̃0 ◦ ϕ̃−1
1 )(s, y) = ϕ̃0(sy, y, φ1(s)) =

(
sy, φ−1

0 (φ1(s))
)

=

(
sy,

1

s

)
.

De esta manera ϕ̃1 ◦ ϕ̃−1
0 : C×C∗ → C∗×C y ϕ̃0 ◦ ϕ̃−1

1 : C∗×C→ C×C∗ son holomorfas.

Por tanto
{

(Ũ0, ϕ̃0), (Ũ1, ϕ̃1)
}
es un atlas de dimensión dos sobre C̃2 y C̃2 es una variedad

compleja de dimensión dos, llamada explosión en el origen .

Observemos que C̃2 ⊆ C2 × P1
C, luego existen dos proyecciones naturales

φ : C̃2 → C2

(p, [p]) → π(p, [p]) = p

E : C̃2 → P1
C

(p, [p]) → E(p, [p]) = [p]

de donde π ◦ ϕ̃−1
0 = π1 y π ◦ ϕ̃−1

1 = π2. De lo expuesto anteriormente se tiene que

π−1(0, 0) = P1
C el cual es llamado divisor excepcional y π : C̃2\P1

C → C2\{(0, 0)} es

un biholomorfismo.

En general la explosión de una variedad compleja M de dimensión dos en un punto p

es la variedad compleja M̃ que se obtiene reemplazando en M el punto p por P1
C. Así se

construye M̃ conteniendo P1
C y una aplicación analítica π, tal construcción generaliza lo

hecho antes para M = C2 y p = (0, 0).

1.2.2. Comportamiento de una foliación por explosiones

Consideremos un germen de foliación Fω generado por una 1−forma ω = A(x, y)dx+

B(x, y)dy con mult(ω) = ν, así podemos expresar ω = (Aν +Aν+1 + · · · )dx+(Bν +Bν+1 +

· · · )dy, donde Ai, Bi son polinomios homogéneos en C[x, y] de grado i. Sea π : M → (C2, 0)

la explosión en el origen, siendo M una variedad compleja La forma diferencial π∗ω define

una foliación π∗Fω sobre M . En la carta Ũ0 de coordenadas (x, t), la 1− forma π∗ω =

A(x, xt)dx+B(x, xt)d(xt) se escribe como

xν [(Aν(1, t) + tBν(1, t) + xC1(x, t))dx+ x(Bν(1, t) + xC2(x, t))dt], (1.14)

donde C1 = Aν+1(1, t) + tBν+1(1, t) + · · · y C2 = Bν+1(1, t) + xBν+2(1, t) + · · · .
Tenemos dos situaciones posibles
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1. Si xAν(x, y)+yBν(x, y) 6= 0 tiene sentido hablar de ω̂ =
π∗ω

xν
, objeto que llamaremos

transformado estricto de ω y que define la foliación π∗Fω. Sobre el divisor D =

π−1(0), los puntos singulares de la foliación, es decir Sing(π∗Fω) ∩ D ∩ Ũ0, vienen

dados por Aν(1, t) + tBν(1, t) = 0. En tal caso D\Sing(π∗Fω) es una hoja de la

foliación π∗Fω, y llamaremos no dicrítica a esta explosión. .

2. Si xAν(x, y) + yBν(x, y) = 0 debemos tener Bν(1, y) 6= 0 y el transformado estricto

de la foliación está definido por ω̂ =
π∗ω

xν+1
el cual define la foliación π∗Fω. Fuera de

Bν(1, y) = 0, el divisor es transversal a la foliación: por cada uno de sus puntos p pasa

una hoja Fp lisa, transversal a D. Su proyección es una separatriz lisa de la foliación

Fω. Dentro de los puntos que satisfacen Bν(1, y) = 0 se tienen puntos singulares y

puntos de tangencia. Por tanto, la foliación tiene infinitas separatrices y la explosión

es llamada dicrítica .

Observaciones 1.2.11.

1. Consideraremos (Cfj )rj=1 el conjunto de todas las separatrices de la foliación no di-

crítica Fω : ω = 0. A cada separatriz Cfj le corresponde fj = 0 irreducible con

fj ∈ C{x, y}. Denotemos por C(F) a la unión
⋃
Cfj de todas las separatrices de la

foliación Fω, que de ahora en adelante llamaremos unión de separatrices con-

vergentes de Fω. Y por Ĉ(F) a la unión de separatrices formales de F̂ω.

2. La ecuación f = f1 · · · fr = 0 será llamada ecuación reducida de C(F).

Sea Fω un germen de foliación en (C2, 0) definido por la 1− forma ω = A(x, y)dx +

B(x, y)dy. El campo de vectores dual asociado es X = B(x, y) ∂
∂x −A(x, y) ∂∂y . Decimos

que el origen (x, y) = (0, 0) es una singularidad simple o reducida de Fω si la matriz

asociada a la parte lineal del campo(
∂B(0,0)
∂x

∂B(0,0)
∂y

−∂A(0,0)
∂x −∂A(0,0)

∂y

)
(1.15)

tiene dos autovalores λ 6= µ, µ 6= 0 y tales que λ
µ 6∈ Q+.

En [C-S2, Pag. 40] se tiene que si el origen es una singularidad simple de Fω, existen
coordenadas locales (x, y) tales que

ω = (λxdy − µydx) + ω1,

donde los coeficientes de ω1 son de orden ≥ 2. Podría suceder que

1. λµ 6= 0 y λ
µ 6∈ Q+ en cuyo caso diremos que la singularidad es no degenerada o
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2. λµ = 0 y (λ, µ) 6= (0, 0) en cuyo caso diremos que la singularidad es de tipo silla

nodo.

Observación 1.2.12. 1. Las singularidades simples son invariantes o estables por ex-

plosiones (ver [Br1][Pag. 14]).

2. Cuando la singularidades de una foliación son simples o reducidas, se dice que la

foliación es reducida .

Cuando la singularidad es de tipo silla nodo, bajo un cambio formal de coordenadas,

la singularidad es dada por una 1−forma del tipo (ver [C-S2, Pag. 66])

− yp+1dx+ (1 + λyp)xdy con p ≥ 1 y λ ∈ C (1.16)

La separatriz fuerte de una foliación con singularidad de tipo silla nodo es una curva

analítica invariante cuya tangente en el punto singular P es el autoespacio asociado al

autovalor no nulo de la matriz dada en (1.15). Caso contrario hablaremos de separatriz

débil .

Ejemplo 1.2.13. La foliación ω = −yp+1dx+ (1 + λyp)xdy con p ≥ 1 y λ ∈ C tiene una

singularidad de tipo silla nodo. Su campo asociado es

X = (1 + λyp)x
∂

∂x
+ yp+1 ∂

∂y
. (1.17)

La matriz asociada a la parte lineal del campo es

DX =

(
1 0

0 0

)
.

Los autovalores de dicha matriz son λ1 = 1 y λ2 = 0 por lo que la singularidad (0, 0) es de

tipo silla nodo. El autoespacio asociado al autovalor no nulo λ = 1 es

(DX − λI)

(
x

y

)
=

(
0

0

)
,

de donde resulta y = 0. Por tanto, podemos concluir que si F̂ω es una foliación con singu-

laridad de tipo silla nodo, el germen de curva {y = 0} es su separatriz fuerte y el germen

de curva {x = 0} es su separatriz débil.

Observaciones 1.2.14.

1. Si reducimos la singularidad de una foliación, cada punto de tipo no degenerado que

no sea una esquina siempre aporta una separatriz. Mientras que en el caso que la

singularidad sea de tipo silla podría aportar a lo más una separatriz (ver [C-S2, Pag.

68]).
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x

y

separatriz
fuerte

separatriz
débil

2. Para cualquier separatriz G asociamos el punto τ(G) ∈ D (donde D es el divisor) a

través del cual pasa la transformada estricta de G. La separatriz G es de tipo Briot

y Bouquet (ver [L-H]) si y solo si τ(G) es o bien de tipo singularidad no degenerada

o silla nodo.

A continuación enunciamos el teorema de reducción de singularidades para una folia-

ción.

Teorema 1.2.15. [S, Pag. 248-269] Sea Fω un germen de foliación sobre (C2, 0). Existe

un morfismo

π : M → (C2, 0),

composición de un número finito de explosiones de puntos tal que

1. El divisor excepcional D = π−1(0) es una hipersuperficie con cruzamientos normales.

2. La restricción de π a M \D es biholomorfo sobre U \{0}, donde U es un entorno del

origen en el cual está definida Fω.

3. En todo punto no singular del transformado estricto π∗Fω de Fω por π, toda com-

ponente del divisor excepcional es o bien invariante por la foliación, o no invariante

por la foliación en este caso diremos que es transversa a la foliación . En este

último caso, decimos que la componente del divisor es una componente dicrítica

de D por Fω.

4. Todo punto singular p ∈ M de π∗Fω es simple y no está contenido en componentes

dicríticas.

A la aplicación π la llamamos reducción de singularidades de Fω.

De ahora en adelante π : M → (C2, 0) representa el proceso de reducción de singulari-

dades o desingularización de Fω, obtenido por una secuencia finita de explosiones puntuales

teniendo D = π−1(0) =

n⋃
j=1

Dj como divisor excepcional, formado por una unión finita de

líneas proyectivas con cruzamientos normales (esto es que localmente están descritas por
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una o dos curvas regulares y transversales). En este proceso, todas las separatrices de Fω
son suaves, disjuntas y transversas a Dj ⊂ D, ninguna de ellas pasa a través de una esquina

(intersección de dos divisores).

Decimos que π : M → (C2, 0) es reducción mínima de singularidades de una foliación

es una reducción con el número mínimo de explosiones que reduce a la foliación.

Definición 1.2.16. Una singularidad de una foliación es dicrítica si en proceso de re-

ducción de singularidades surge una componente dicrítica. Decimos que una foliación es

dicrítica si tiene una singularidad dicrítica. Caso contrario la foliación será no dicrítica.

Proposición 1.2.17. [C-L-S, Pag.158 y Pag.165] Una foliación no dicrítica tiene un

número finito de separatrices y una foliación dicrítica tiene una número infinito de sepa-

ratrices.

Ejemplo 1.2.18. Dada la foliación ω = ((b − 1)xy − y3)dx + (xy − bx2 + xy2)dy con

−b, 1 − b 6∈ Q+, estudiaremos su reducción de singularidades. Haciendo una explosión,

tenemos

en la carta (x, t): consideramos y = xt.

π∗ω = ((b− 1)x2t− x3t3)dx+ (x2t− bx2 + x3t2)(tdx+ xdt)

= (−x2t+ x2t2)dx+ (x3t− bx3 + x4t2)dt,

de donde

ω̂ =
π∗ω

x2
= (−t+ t2)dx+ (xt− bx+ x2t2)dt, (1.18)

las singularidades de (1.18) son (0, 0) y (0, 1). El campo asociado a ω̂ es dado por

X = (xt− bx+ x2t2)
∂

∂x
− (−t+ t2)

∂

∂t
.

La matriz asociada a la parte lineal del campo es

DX =

(
−b 0

0 1

)
,

el cociente de autovalores de la matriz es α = −b 6∈ Q+. Por tanto la singularidad

(0, 0) es una singularidad reducida. Para analizar lo que sucede con la singularidad

(0, 1) debemos hacer una traslación. Para ello consideramos x = x, t = t̃ + 1 y

reemplazamos en (1.18), de donde obtenemos

ω̂ = (−(t̃+ 1) + (t̃+ 1)2)dx+ (x(t̃+ 1)− bx+ x2(t̃+ 1)2)d(t̃+ 1)

= (t̃2 + t̃)dx+ (x− bx+ xt̃+ x2t̃2 + 2x2t̃+ x2)dt̃,
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el campo asociado es

X = (x− bx+ xt̃+ x2t̃2 + 2x2t̃+ x2)
∂

∂x
− (t̃2 + t̃)

∂

∂t̃
.

La matriz asociada a la parte lineal del campo es

DX =

(
1− b 0

0 1

)

la singularidad (0, 0) es reducida, pues el cociente de autovalores de la matriz es

α = 1− b 6∈ Q+.

En la carta (s, y): consideramos x = sy.

π∗ω = ((b− 1)sy2 − y3)(sdy + yds) + (sy2 − bs2y2 + sy3)dy

= ((b− 1)sy3 − y4)ds+ (sy2 − s2y2)dy,

de donde

ω̂ =
π∗ω

y2
= ((b− 1)sy − y2)ds+ (s− s2)dy, (1.19)

el campo asociado a (1.19) es dado por

X = (s− s2)
∂

∂s
− ((b− 1)sy − y2)

∂

∂y
.

La matriz asociada a la parte lineal del campo es

DX =

(
1 0

0 0

)

la singularidad (0, 0) es de tipo silla nodo.

Analizando la reducción de singularidades aparece una singularidad de tipo silla nodo si −b
y 1− b 6∈ Q+.

x

x

y
y

singularidad

Õ s

t

singularidad
silla nodo

singularidad
no degenerada



Foliaciones 39

1.2.3. Curvas generalizadas

C. Camacho, A. Lins Neto y P. Sad ([C-L-S, Chapter II]) muestran que existe un tipo

de foliaciones, que llamaremos curvas generalizadas, para las cuales la reducción de

singularidades coincide con la desingularización de su unión de separatrices.

Definición 1.2.19. Una foliación Fω se dice que es curva generalizada no dicrítica si

en su reducción de singularidades no aparecen componentes dicríticas ni puntos silla nodo.

Ejemplo 1.2.20. La foliación ω = ((b−1)xy−y3)dx+ (xy− bx2 +xy2)dy con −b, 1− b 6∈
Q+ dada en el Ejemplo 1.2.18 no es de tipo curva generalizada, pues en su reducción de

singularidades aparece un punto silla nodo.

Si una foliación es curva generalizada, existe una relación directa entre la multiplicidad

de la foliación y su unión de separatrices.

Teorema 1.2.21. [C-L-S, Theorem 3] Sea Fω una foliación curva generalizada no dicrí-

tica y sea C(F) su unión de separatrices. Entonces mult(ω) = mult(C(F))− 1.

En general, si Fω es foliación no dicrítica se tiene

mult(ω) ≥ mult(C(F))− 1 (1.20)

como se puede observar en [Br1, Pag. 534].

Ejemplo 1.2.22. La foliación no dicrítica ω = (xy + y2)dx − x2dy tiene como unión de

separatrices a C(F) = xy. Observamos que mult(ω) = 2 ≥ mult(C(F)) − 1 = 1 y del

Teorema 1.2.21 se concluye que la foliación no es de tipo curva generalizada.

Ejemplo 1.2.23. Analicemos la reducción de singularidades de la foliación definida por

la uno forma

ω = d(y6 − x3) + axy(6xdy − 3ydx) con a ∈ C∗.

Para ello, usaremos el número de explosiones necesarios para desingularizar y6 − x3 = 0.

La primera explosión la haremos en la carta (s1, y) donde x = s1y, lo cual resulta

y3 − s3
1 = 0.

La segunda explosión la haremos en la carta (s1, t2), considerando y = s1t2 de donde

t32 − 1 = 0.

Observamos que la curva se desingulariza con dos explosiones que al aplicarlo sobre la

foliación resulta
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En la carta (s1, y)

π∗ω

y2
= (−3s2

1y − 3as1y
2)ds1 + (−3s3

1 + 3as2
1y + 6y3)dy

En la carta (s1, t2)

π∗ω

s3
1

= (−6t2 + 6t42)ds1 + (−3s1 + 3as1t2 + 6s1t
3
2)dt2

Las singularidades son (s1, t2) = (0, 0), (0, 1), (0, ζ), (0, ζ2) donde ζ es raíz primitiva de

t32 = 1. El campo asociado a la foliación es

X = (−3s1 + 3as1t2 + 6s1t
3
2)

∂

∂s1
+ (6t2 − 6t42)

∂

∂t2
.

Luego

DX =

(
−3 + 3at2 + 6t32 3as1 + 18s1t

2
2

0 6− 24t32

)

En m0 = (0, 0) resulta DX =

(
−3 0

0 6

)
así la singularidad (0, 0) es no degenerada

pues λ1 = −1
2 .

En m1 = (0, 1) resulta DX =

(
3 + 3a 0

0 −18

)
de donde λ2 = −1+a

6 .

En m2 = (0, ζ) resulta DX =

(
3 + 3aζ 0

0 −18

)
de donde λ3 = −1+aζ

6 .

En m3 = (0, ζ2) resulta DX =

(
3 + 3aζ2 0

0 −18

)
de donde λ4 = −1+aζ2

6 .

Observemos que

m1 no es reducida si −1+a
6 = r ∈ Q>0 ↔ a = −6r − 1.

m2 no es reducida si −1+aζ
6 = r ∈ Q>0 ↔ a = (−6r − 1)ζ2.

m3 no es reducida si −1+aζ2

6 = r ∈ Q>0 ↔ a = (−6r − 1)ζ.

Luego, m0 es reducida y m1, m2, m3 son reducidas si

a 6∈ {−(6r + 1)ζ/r ∈ Q>0 y ζ3 = 1}.

Obsérvese que si a = −1,−ζ2,−ζ se tiene que m1, m2, m3 son sillas nodo respectivamente

con separatriz fuerte contenida en el divisor, si una de las singularidades m1, m2, m3 es

una silla nodo las otras singularidades son no degeneradas. También observe que si

a ∈ {−(6r + 1)ζ/r ∈ Q>0 y ζ3 = 1},
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entonces una de las singularidades m1, m2, m3 no es reducida, digamos mj, en este caso

λj ∈ Q>0, λk 6∈ Q>0 con k 6= j. Si se tiene el caso que λj ∈ Q>0 − ( 1
N ∪ N) (singularidad

tipo Siegel), la foliación es dicrítica. Si λj ∈ 1
N ∪ N (singularidad tipo Dulac resonante)

aparecerá, luego de un número finito de explosiones, una silla nodo en la intercepción del

último con el penúltimo divisor en su reducción de singularidades.

Concluimos que la foliación ω = d(y6−x3)+axy(6xdy−3ydx) tiene la misma reducción

de singularidades que la foliación definida por la uno forma d(y6 − x3) si tenemos la

condición a 6∈ {−(6r + 1)ζ/r ∈ Q>0 y ζ3 = 1}. Si además tenemos la condición a3 6= −1

la foliación es curva generalizada.

Ejemplo 1.2.24. La foliación ω = ((b − 1)xy − y3)dx + (xy − bx2 + xy2)dy con −b, 1 −
b 6∈ Q+ tiene como curva invariante a Cf : xy(x − y) = 0 (ver Ejemplo 1.2.9). Del

análisis de la reducción de singularidades de la foliación afirmamos que la foliación es no

dicrítica (ver Ejemplo 1.2.18). El conjunto de todas las separatrices C(F) es xy(x − y),

caso contrario C(F) tendría al menos cuatro componentes, en particular mult(C(F)) ≥ 4

de donde mult(ω) = 2 ≥ mult(C(F))− 1 > 2, lo cual es una contradicción.

Teorema 1.2.25. [C-L-S, Theorem 2] Sea Fω una foliación curva generalizada no dicrí-

tica y sea C(F) su unión de separatrices. Entonces Fω y C(F) tienen la misma reducción

de singularidades.

El siguiente ejemplo muestra que puede existir una foliación y su unión de separatrices

que tienen la misma reducción de singularidades pero la foliación no es de tipo curva

generalizada, concluyendo de esta manera que el recíproco del Teorema 1.2.25 no es verdad.

Ejemplo 1.2.26. La foliación ω = ((b−1)xy−y3)dx+(xy−bx2+xy2)dy con −b, 1−b 6∈ Q+

se desingulariza después de una explosión al igual que su conjunto de separatrices C(F) =

xy(x− y). Pero sabemos del Ejemplo 1.2.20 que dicha foliación no es curva generalizada.

El número de Milnor de una foliación Fω : ω = 0 , dada por la 1− forma

ω = A(x, y)dx + B(x, y)dy con singularidad aislada en el origen, se denota por µ(ω) y se

define como la multiplicidad de intersección en el origen de los coeficientes de la 1−forma,

es decir

µ(ω) = (A,B)0. (1.21)

El siguiente teorema resulta muy útil cuando deseamos saber si una foliación es curva

generalizada o no. Supongamos que Fω : ω = 0 posee un número finito de separatrices y

sea Cf la ecuación reducida de la unión de sus separatrices.

Teorema 1.2.27. [C-L-S, Theorem 4] Sea Fω : ω = 0 una foliación no dicrítica, entonces

µ(ω) ≥ µ(df) y la igualdad se cumple si y solo si Fω es de tipo curva generalizada.
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Como consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.2.28. Sea Cf : f = 0 una curva. La foliación Fω : ω = df tiene como unión

de separatrices a Cf : f = 0 y Fω es de tipo curva generalizada.

Para la foliación Fω : ω = 0 y γ(t) = (x(t), y(t)) parametrización de alguna curva Cg,
definimos

γ∗ω := A(x(t), y(t))x′(t)dt+B(x(t), y(t))y′(t)dt.

Lema 1.2.29. [R2, Lemme 3.7] Sean ω1, ω2 dos 1− formas de tipo curva generalizada no

dicríticas con la misma unión de separatrices. Dada una curva γ(t) se verifica

ordtγ
∗ω1 = ordtγ

∗ω2.

Demostración. Si γ(t) = (x(t), y(t)) es parametrización de una separatriz de ω1 y ω2,

entonces se tiene ω1(γ(t)).γ′(t) = 0 = ω2(γ(t)).γ′(t) y concluimos el lema. Supongamos

por tanto que γ(t) no es parametrización de ninguna separatriz de ω1 y ω2. En este caso la

prueba la haremos por inducción sobre el número mínimo de explosiones necesarias para

desingularizar la foliación ω1 (o ω2).

1. Si el número de explosiones es n = 0 tenemos que las foliaciones ω1, ω2 son reducidas.

Para mostrar el lema cuando la foliación ω1, ω2 son reducidas, nos apoyaremos en la

siguiente igualdad ord(γ∗ω1) = ord(γ∗df) que pasamos a mostrar. En efecto, si la

foliación ω1 de tipo curva generalizada es reducida, se puede expresar en coordenadas

(x, y) en la forma (ver [Ma-Mou, Pag. 519])

ω1 = (−λ1y + · · · )dx+ (λ2x+ · · · )dy, con λ1λ2 6= 0 y
λ1

λ2
6∈ Q+.

Además la ecuación reducida de la unión de separatrices Cf : f = 0 de ω1 y ω2 es

dada por la forma f(x, y) = xy.

Consideremos una parametrización γ de la curva Cf , dada por γ(t) = (x(t), y(t)) =

(atp+tpn1(t), btq+tqn2(t)), con ord(ni(t)) ≥ 1 y ni(t) ∈ C{t} para i = 1, 2. Entonces

se tiene

γ∗ω1 = (−λ1(btq + tqn2(t)) + · · · )d(atp + tpn1(t))

+ (λ2(atp + tpn1(t)) + · · · )d(btq + tqn2(t))

= [λ1(btq + tqn2(t))(−aptp−1 − ptp−1n1(t)− tpn′1(t))

+ λ2(atp + tpn1(t))(qbtq−1 + qtq−1n2(t) + tqn′2(t)) + · · · ]dt
= [ab(λ2q − λ1p)t

p+q−1 + tp+qα(t)]dt,

con α(t) ∈ C{t}. Como λ2
λ1
6∈ Q+, se tiene λ2q − λ1p 6= 0 y por tanto mult(γ∗1ω) =

p+ q − 1. De otro lado como

df = ydx+ xdy,
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se obtiene

γ∗df = (btq + tqn2(t))d(atp + tpn1(t)) + (atp + tpn1(t))d(btq + tqn2(t))]

= [(btq + tqn2(t))(aptp−1 + ptp−1n1(t) + tpn′1(t))

+(atp + tpn1(t))(qbtq−1 + qtq−1n2(t) + tqn′2(t))]dt

= [ab(p+ q)tp+q−1 + tp+qβ(t)]dt,

con β(t) ∈ C{t}. Así mult(γ∗df) = p + q − 1, es decir ordt(γ
∗ω1) = ordt(γ

∗df).

Ahora para ω2, que es foliación de tipo curva generalizada reducida, por un razona-

miento análogo se obtiene ordt(γ
∗ω2) = ordt(γ

∗df), de ello concluimos la igualdad

ordt(γ
∗ω1) = ordt(γ

∗ω2).

2. Ahora abordaremos el lema cuando las foliaciones ω1, ω2 no son reducidas, es decir

n > 0. Supongamos por hipótesis inductiva que ord(γ̃∗ω̃1) = ord(γ̃∗ω̃2), donde ω̃i
es el transformado estricto de ωi para i = 1, 2, y γ̃ es el transformado estricto de

la curva γ. Escogemos las coordenadas de tal manera que x = 0 no esté en el cono

tangente de γ. Parametricemos γ por{
x(t) = tn

y(t) =
∑
i≥n

ait
i.

Hacemos una explosión en el origen en la carta E : (x, t)→ (x, xt). Para las foliaciones

curvas generalizadas no dicríticas ω1 = A1(x, y)dx+B1(x, y)dy y ω2 = A2(x, y)dx+

B2(x, y)dy con multiplicidades m1 y m2 respectivamente, tenemos

E∗ω1 = A1(x, xt)dx+B1(x, xt)d(xt)

= (A1(x, xt) + tB1(x, xt))dx+ xB1(x, xt)dt

= xm1ω̃1.

De manera similar tenemosE∗ω2 = xm2ω̃2. Del Teorema 1.2.21, se cumple mult(ω1) =

mult(df) = mult(ω2). Para i = 1, 2, tenemos

γ∗ωi = (E ◦ γ̃)∗ωi = γ̃∗(E∗ωi)

= γ̃∗(xmiω̃i) = x(t)mi γ̃∗ω̃i,

de donde se logra

ordtγ
∗ωi = ordt(x(t)mi γ̃∗ω̃i)

= mult(x(t))mult(ωi) + ordtγ̃
∗ω̃i.

(1.22)

Usando la hipótesis inductiva, la igualdad mult(ω1) = mult(ω2) y reemplazando en

la ecuación (1.22) se concluye que ord(γ∗ω1) = ord(γ∗ω2).
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Observación 1.2.30. Consideramos una foliación Fω : ω = 0 y Cf : f = 0 la ecuación

reducida de la unión de las separatrices. El Lema 1.2.29 se puede aplicar a ω y a df .

1.2.4. Polígono de Newton de una foliación

Dada una 1−forma ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy con A,B ∈ C{x, y} definimos el soporte

de ω como

Sop(ω) = Sop(xA) ∪ Sop(yB).

Si escribimos ω =
∑
i,j

ωij donde ωij = Aijx
i−1yjdx+Bijx

iyj−1dy, entonces

Sop(ω) = {(i, j) : (Aij , Bij) 6= (0, 0))}.

Sea Fω : ω = 0 un germen de foliación dada por la 1−forma ω, llamamos polígono de

Newton de ω, y lo denotaremos N (Fω) = N (ω) al borde de D(Sop(ω)) (ver página 11).

Ejemplo 1.2.31. La foliación ω = (xy + y2)dx − x2dy tiene como soporte a Sop(ω) =

{(2, 1), (1, 2)} ∪ {(2, 1)} y su polígono de Newton es dado por

x

y

(1,2)

(2,1)

N (ω)

Decimos que un punto (i, j) ∈ Sop(ω) es contribución de B si (i, j) ∈ Sop(yB). De

manera similar un punto (i, j) ∈ Sop(ω) es contribución de A si (i, j) ∈ Sop(xA).

Dado un número racional ν ∈ Q+ , definimos la ν-forma inicial pesada de ω, como

Inν(ω) :=
∑

i+νj=ordν(ω)

ωij , (1.23)

donde ordν(ω) = mı́n{i+ νj : ωij 6= 0} el ν-orden pesado de ω.

Además si η = G(x, y)dx∧dy, definimos la ν-forma inicial pesada de η, como la ν-forma

inicial pesada de G(x, y). El ν-orden inicial pesado de η es por definición el ν-orden

inicial pesado de G(x, y).
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Ejemplo 1.2.32. La foliación ω = −3x2dx + 2ydy, tiene su soporte dado por Sop(ω) =

{(3, 0)} ∪ {(0, 2)}. Si hacemos el cambio de coordenadas x = u e y = u + v obtenemos

ω1 = (−3u2 + 2u + 2v)du + (2u + 2v)dv, así el soporte de la foliación en las nuevas

coordenadas es Sop(ω) = {(3, 0), (0, 2), (1, 1)} ∪ {(2, 0)}. Concluimos que los polígonos

N (ω) y N (ω1) no son iguales como muestra la siguiente figura.

x

y

(0,2)

(3,0)

N (ω)

u

v

(0,2)

(2,0)

(1,1)

(3,0)

N (ω1)

Observaciones 1.2.33.

1. El polígono de Newton depende de coordenadas, por eso es necesario tener presente

en qué coordenadas estamos trabajando.

2. Para Cf : f = 0 y F : df = 0, notamos que Sop(df) = Sop(f) por tanto N (df) =

N (f).

Considerando Cf un germen de curva irreducible y ν la inclinación del único lado

compacto del polígono N (f). Dicha curva puede ser expresada como la ecuación (1.1).

Lema 1.2.34. Sea f(x, y) =
∑

i+νj=c

aijx
iyj +

∑
i+νj>c

aijx
iyj ∈ C{x, y}. Se cumple

Inν (df(x, y)) = d (Inνf(x, y)) .

Demostración. Dado que f(x, y) =
∑

i+νj=c

aijx
iyj +

∑
i+νj>c

aijx
iyj entonces Inνf(x, y) =∑

i+νj=c

aijx
iyj . Así

d (Inνf(x, y)) = d

 ∑
i+νj=c

aijx
iyj


=

∑
i+νj=c

iaijx
i−1yjdx+

∑
i+νj=c

jaijx
iyj−1dy. (1.24)

De otro lado

df(x, y) =

 ∑
i+νj=c

iaijx
i−1yj +

∑
i+νj>c

iaijx
i−1yj

 dx+

 ∑
i+νj=c

jaijx
iyj−1 +

∑
i+νj>c

jaijx
iyj−1

 dy,
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de donde

Inνdf(x, y) =
∑

i+νj=c

iaijx
i−1yjdx+

∑
i+νj=c

jaijx
iyj−1dy. (1.25)

De (1.24) y (1.25) se concluye el lema.

El método de Newton para la búsqueda de soluciones para curvas fue generalizado a

foliaciones por J. Cano [CJ]. En este trabajo se observa que el polígono de Newton de la

foliación juega un papel fundamental.

En curvas, si L es un lado compacto de N (f) con inclinación τ , entonces existe una

raíz de f = 0 de la forma

y = cxτ + · · · , , c ∈ C \ {0},

donde c es raíz de cierto polinomio determinado por f . Además el número de raíces de

Newton-Puiseux de orden τ es igual a la altura del lado L (la altura de L es la longitud

de su proyección sobre el eje vertical).

Sin embargo, la propiedad descrita en el párrafo anterior no es válida cuando buscamos

soluciones de ecuaciones del tipo ω = 0, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.35. [Co1, Pág.32] Si consideramos la foliación Fω definida por

w = 4xydx+ (y − 2x2)dy,

observamos que su polígono de Newton, tiene un lado L de inclinación 2. Sin embargo

Fω tiene una única separatriz dada por y = 0. Recordemos que la parametrización de una

separatriz es solución de la foliación.

J. Cano [CJ, Section 3] da un criterio para elegir en cada paso del algoritmo el lado

correcto del polígono de Newton de forma que sea posible encontrar una solución de w = 0.

Para ello introduce la noción de lado principal .

Definición 1.2.36. [CJ, Corollary 1] Sea L un lado compacto de N (ω) de inclinación ν,

con vértices (α1, β1) y (α2, β2) donde β1 ≥ β2. Decimos que L es un buen lado si

Bα1β1 6= 0 y −
Aα1β1

Bα1β1

/∈ Q≥ν = {r ∈ Q : r ≥ ν}

Aα2β2 + νBα2β2 6= 0.

Si {y = 0} no es separatriz de ω y si L es el buen lado de mayor inclinación de N (ω)

entonces decimos que L es el lado principal de ω.
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Sea la aplicación E(x, y) = (E1(x, y), E2(x, y)). Definimos la imagen inversa de

A ∈ C{x, y} con respecto a E como

E∗(A)(x, y) := (A ◦ E)(x, y). (1.26)

Si ahora consideramos la foliación Fω : ω = A(x, y)dx + B(x, y)dy = 0 definimos la

imagen inversa de ω con respecto a E como

E∗(ω) := E∗(A)(x, y)d
(
E1(x, y)

)
+ E∗(B)(x, y)d

(
E2(x, y)

)
. (1.27)

Lema 1.2.37. [R2, Lemme 3.9] Sea Fω : ω = 0 una 1-forma de tipo curva generalizada.

Si la recta {x = 0} no está en el cono tangente de ω y si F (x, y) = (xm, y), con m ∈
N entonces la imagen inversa de ω con respecto a F dada por F ∗(ω) es de tipo curva

generalizada.

Proposición 1.2.38. [CJ, Proposition 1] Si {x = 0} e {y = 0} no son separatrices de ω,

entonces N (ω) tiene un lado principal y solo uno. Si el lado principal tiene inclinación ν,

entonces ω tiene una separatriz parametrizada por

y = cxν + ξ(x) donde c ∈ C\{0} y ordxξ(x) > ν.

Si ν = p1

q1
con p1, q1 ∈ Z+ y mcd(p1, q1) = 1 y si E es la aplicación dada por

E(x, y) = (xq1 , y + cxp1)

entonces o bien y = 0 es separatriz de E∗(ω) o bien N (E∗(ω)) tiene un lado principal de

inclinación τ con τ > p1.

Sea Fl : C2 → C2 definida por

Fl(x, y) = (xn1n2···nl−1 , y + T l(x)), (1.28)

donde T l(x) := Tl(yC(x
n1n2···nl−1)) es dada por la ecuación (1.5). El siguiente lema nos dice

cual es el lado principal de F ∗l (ω).

Sea (ml, nl) el l−ésimo par característico de la única separatriz irreducible de Fω.

Lema 1.2.39. [R2, Lemme 4.3] Sea Fω una foliación con separatriz irreducible. La recta

de apoyo del polígono N (F ∗l (ω)) con inclinación ml
nl
, es la recta con mayor inclinación y

contiene a su lado principal.
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Las foliaciones curvas generalizadas tienen un comportamiento muy parecido al de su

separatriz, pues tienen la misma reducción de singularidades. También sucede esto en lo

referido al polígono de Newton, como veremos en el siguiente teorema el cual mostraremos

usando técnicas de Rouillé .

Proposición 1.2.40. [R2, Proposition 3.8] Sean ω1 y ω2 dos foliaciones curvas generaliza-

das no dicríticas con el mismo conjunto de separatrices. Entonces se tiene N (ω1) = N (ω2).

Demostración. Por reducción al absurdo mostraremos que Sop(ω1) ⊂ D(Sop(ω2)). Pa-

ra ello supongamos que existe (α0, β0) ∈ Sop(ω1) tal que (α0, β0) 6∈ D(Sop(ω2)). De

Sop(ω2) ⊆ Sop(ω2) ∪ {(α0, β0)} pasamos a D(Sop(ω2)) ⊂ D(Sop(ω2) ∪ {(α0, β0)}).
Sea R := Sop(ω2)∪{(α0, β0)}. Como D(R) es convexo y (α0, β0) 6∈ Sop(ω2) se tiene que

(α0, β0) es un vértice deN (R), pues si (α0, β0) no lo fuera, se tendría (α0, β0) ∈ D(Sop(ω2))

y hemos supuesto que no. Obsérvese que sin pérdida de generalidad se puede asumir que

(α0, β0) es un vértice de D(Sop(ω1)).

x

y

(α0, β0)

N (ω2)

N (R)

Sean L1 y L2 las dos rectas del plano que pasan por (α0, β0) y que contienen a los lados de

N (R) adyacentes a dicho vértice. Denotemos por λj a la inclinación de Lj donde suponemos

sin pérdida de generalidad que λ1 < λ2. Las rectas L1 y L2 son rectas de soporte de N (R),

de donde se logra D(R) ⊆ L+
j (ver Apéndice A) para j ∈ {1, 2}.

x

y

(α0, β0)

L1 L L2

N (ω2)

N (R)

Por la Proposición A.0.1, cualquier recta L que pasa por (α0, β0) con inclinación λ ∈
]λ1, λ2[ está contenida en

(
L−1
⋂
L+

2

)⋃(
L+

1

⋂
L−2
)
. L es recta de apoyo de N (R). Además
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como Sop(ω2) ⊂ R se tiene D(Sop(ω2)) ⊂ D(R) y dado que (α0, β0) 6∈ D(Sop(ω2)), de don-

de concluimos queD(Sop(ω2)) no intersecta a ninguna recta contenida en
(
L−1
⋂
L+

2

)⋃(
L+

1

⋂
L−2
)
.

La región
(
L−1
⋂
L+

2

)⋃(
L+

1

⋂
L−2
)
contiene infinitas rectas. Consideremos L : qx +

py = qα0 + pβ0 de inclinación λ = p
q ∈]λ1, λ2[ con p y q primos entre sí, de manera que

la recta L contenga al punto (α0, β0),

qAα0β0 + pBα0β0 6= 0, donde Aα0β0 y Bα0β0 son los coeficientes de ω1.

L ∩ Sop(ω1) = {(α0, β0)}.

De lo anterior se obtiene

D(R) ⊆ {(x, y) ∈ R2/qx+ py ≥ c},

donde c = qα0 + pβ0 y por ende se satisface D(Sop(ω2)) ⊆ {(x, y)/qx+ py > c}.
Sea γ(t) la curva parametrizada por (x(t), y(t)) = (tq, tp). Se tiene

γ∗ω1 = ω1(γ(t)).γ′(t)dt

= (Aαβt
q(α−1)tpβqtq−1 +Bαβt

qαtp(β−1)ptp−1 + · · · )dt
= ((qAαβ + pBαβ)tqα+pβ−1 + · · · )dt.

Como Sop(ω1) ∩ L = {(α0, β0)} y qAα0β0 + pBα0β0 6= 0, tenemos

mult(γ∗ω1) ≤ qα0 + pβ0 − 1 = c− 1. (1.29)

Al tenerse D(Sop(ω2)) ⊂ {(x, y)/qx+ py > c} para todo (α, β) ∈ Sop(ω2) concluimos

αq + pβ > c, y con ello también

mult(γ∗ω2) > c− 1. (1.30)

Usando (1.29) y (1.30) se obtiene

mult(γ∗ω2) > mult(γ∗ω1),

lo que contradice el Lema 1.2.29. De este modo obtenemos Sop(ω1) ⊂ D(Sop(ω2)).

Por el mismo argumento se tiene que Sop(ω2) ⊂ D(Sop(ω1)), lo que conduce aD(Sop(ω1)) =

D(Sop(ω2)), de donde concluimos N (ω1) = N (ω2).

Como caso particular de la Proposición 1.2.40, podemos establecer el siguiente corolario.

Corolario 1.2.41. Sean ω curva generalizada no dicrítica y Cf una ecuación reducida de

su unión de separatrices. Entonces se cumple N (ω) = N (df).
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Demostración. Basta aplicar la Proposición 1.2.40 a ω y df .

Observaciones 1.2.42.

1. Del Corolario 1.2.41 y de la Observación 1.2.33, concluimos la igualdad N (ω) =

N (df) = N (f), para toda foliación ω curva generalizada no dicrítica con unión de

separatrices f = 0.

2. Si el germen de curva Cf es irreducible, por Corolario 1.1.18, su polígono de New-

ton N (f) tiene un único lado compacto. Si la foliación ω tiene una sola separatriz

irreducible Cf tenemos que el polígono N (ω) tiene también un solo lado compacto.

El siguiente ejemplo muestra que el polígono de una foliación y su unión de separatrices

pueden ser iguales pero la foliación no es curva generalizada.

Ejemplo 1.2.43. La foliación dada por ω = ((b− 1)xy − y3)dx+ (xy − bx2 + xy2)dy con

−b, 1−b 6∈ Q+ tiene como unión de separatrices a C(F) = xy(x−y), según lo mostramos en

el Ejemplo 1.2.24. Observamos que los polígonos N (ω) y N (f) son iguales, como podemos

observar en el siguiente gráfico.

x

y

(1,2)
(2,1)

(1,3)
(2,2)

N (ω) = N (f)

Del Ejemplo 1.2.18 sabemos que la foliación ω no es de tipo curva generalizada.

Del ejemplo anterior se observa que hay foliaciones que tienen el mismo polígono que su

unión de separatrices pero no son foliaciones de tipo curva generalizada. Es una pregunta

abierta ¿Qué foliaciones tienen el mismo polígono de Newton que su unión de separatrices?

Demostraremos en el siguiente capítulo que dichas foliaciones son las llamadas de segundo

tipo.



Capı́tulo 2
Foliaciones de segundo tipo

Las foliaciones de segundo tipo fueron estudiadas por Mattei y Salem en [Ma-Sa].

Los autores muestran que las foliaciones de segundo tipo no dicríticas tienen la misma

reducción de singularidades que su conjunto de separatrices formales. Posteriormente di-

chas foliaciones fueron estudiadas por Cano, Corral y Mol en [CF-Co-Mol] en el caso no

dicrítico y por Genzmer y Mol en el caso dicrítico en [Ge-Mol], dichos autores dan una ca-

racterización como veremos más adelante. En este capítulo se da otra caracterización de las

foliaciones de segundo tipo no dicríticas en término del polígono de Newton de la foliación

y el de su unión de separatrices. También se caracteriza las foliaciones con singularidades

cuspidales cuando son de segundo tipo en términos del orden pesado. Además mediante el

orden pesado se dan condiciones necesarias y suficientes para que dicha foliación sea curva

generalizada.

2.1. Foliación no dicrítica de segundo tipo

Sea Fω una foliación no dicrítica y consideremos la reducción mínima de singularidades

π : M → (C2, 0) de Fω. Tenemos el transformado estricto de la foliación dada por F ′ω =

π∗Fω y D = π−1(0).

Definición 2.1.1. Un punto singular p del tipo silla nodo de F ′ es silla nodo tangente

si la curva invariante débil esta contenida en D. Caso contrario diremos que la singularidad

p es una silla nodo transversa .

51
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P

Silla nodo transverso

P

Silla nodo tangente

Definición 2.1.2. La foliación Fω es de segundo tipo respecto al divisor D si ningún

punto singular de F ′ω es de tipo silla nodo tangente.

Observaciones 2.1.3.

1. De la definición de una foliación Fω de segundo tipo se observa que en su reducción

de singularidades cuando aparecen sillas nodos ellas no son esquinas (intersección de

dos divisores) y la separatriz fuerte que pasa por la silla nodo está contenida en el

divisor.

2. Notemos que toda foliación de tipo curva generalizada es foliación de segundo tipo,

pero lo recíproco no es verdad, como se muestra el siguiente ejemplo.

Del Ejemplo 1.2.20 se sabe que la foliación ω = ((b−1)xy−y3)dx+ (xy− bx2 +xy2)dy

con −b, 1−b 6∈ Q+ no es de tipo curva generalizada, pues en su reducción de singularidades

aparece un punto silla nodo. Sin embargo, dicha foliación es de segundo tipo, ya que el

punto silla nodo que aparece no es una esquina y la separatriz fuerte asociada a dicha

singularidad está contenida en el divisor.

Ejemplo 2.1.4. Retomemos el Ejemplo 1.2.13. La foliación con singularidad de tipo silla

nodo ω = −yp+1dx + (1 + λyp)xdy con p ≥ 1 y λ ∈ C es una foliación de segundo tipo

respecto al divisor {y = 0}, pero no lo es respecto al divisor {x = 0}.

Proposición 2.1.5. Las singularidades de una foliación de segundo tipo son invariantes

por explosiones.
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Demostración. Supongamos que ya hemos reducido las singularidades de la foliación, es

decir las singularidades son simples. Si las singularidades son no degeneradas sabemos que

son estables por explosiones. (ver Observación 1.2.12). Si las singularidades fueran sillas

nodos con separatriz fuerte contenida en el divisor y = 0, analizando su reducción de

singularidades, se tiene

1. En la carta (x, t) consideramos π(x, t) = (x, xt), así

π∗ω

x
= (−tp+1xp + (1 + λxptp)t)dx+ (1 + (λtpxp)xdt, (2.1)

la singularidad se da en (0, 0). El campo asociado a la parte lineal de la foliación

dada en (2.1) es

X = x
∂

∂x
− t ∂

∂t
,

y la matriz asociada a dicho campo es

DX =

(
1 0

0 −1

)
. (2.2)

El cociente de autovalores de la matriz (2.2) es λ = −1 6∈ Q+. Por tanto la singula-

ridad (0, 0) es no degenerada.

2. En la carta (s, y) consideramos π(s, y) = (sy, y), así

π∗ω

y
= −yp+1ds+ (−syp + (1 + λyp)s)dy, (2.3)

cuya singularidad es (0, 0). El campo asociado a la parte lineal de la foliación dada

en (2.3) es X = s ∂∂s + 0 ∂
∂y , cuya matriz asociada al campo es

DX =

(
1 0

0 0

)
(2.4)

y los autovalores son λ1 = 1 y λ2 = 0, de esta manera el origen es silla nodo. Veamos si

la separatriz fuerte está contenida en el divisor. El autoespacio asociado al autovalor

no nulo

(DX − λI)

(
s

y

)
=

(
0

0

)
es y = 0, de esta manera la separatriz fuerte está contenida en el divisor. Por tanto,

podemos concluir que Fω es una foliación de segundo tipo.

De lo anterior se concluye que es estable por explosión.
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Supongamos que el campo vectorial X asociado a la foliación Fω es

X = λ1x
∂

∂x
+ λ2y

∂

∂y
+ · · · .

La parte lineal deX es λ1x
∂
∂x+λ2y

∂
∂y . Si

λ1

λ2
= n ∈ N∗, entonces el campo es analíticamente

equivalente a un campo de la forma (ver [Lo, Pag. 154])

X = x
∂

∂x
+ (ny + xn)

∂

∂y
.

Ejemplo 2.1.6 (Dulac). La foliación Fω dada por la 1−forma

ω = (ny + xn)dx− xdy

no es una foliación de segundo tipo, como veremos al analizar su reducción de singula-

ridades. Si se realizan n − 1 explosiones escritas en coordenadas locales como π(x, y) =

(x, xn−1t), tenemos que
π∗ω

xn−1
= (x+ t)dx− xdt, (2.5)

que tiene como singularidad el origen. El campo asociado a la foliación dada en (2.5) es

X = −x ∂
∂x
− (x+ t)

∂

∂t
.

El cociente de los autovalores de la matriz asociada al campo es λ = 1 ∈ Q+, así el origen

es una singularidad no reducida. Denotemos ω1 =
π∗ω

xn−1
y hagamos otra explosión.

1. En la carta (x, t1) consideramos π(x, t1) = (x, xt1), así

π∗ω1

x
= dx− xdt1,

notamos que la foliación no tiene singularidad.

2. En la carta (s1, t) consideramos π(s1, t) = (s1t, t), así

π∗ω1

t
= (s1t+ t)ds1 + s2

1dt,
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cuya singularidad es (0, 0) y la matriz asociada al campo con parte lineal X = 0 ∂
∂s1
−

t ∂∂t es

DX =

(
0 0

0 1

)
.

Sus autovalores son λ1 = 0 y λ2 = 1. De esta manera la singularidad es una silla

nodo.

Concluimos así que la foliación no es de segundo tipo pues la silla nodo que aparece es

esquina.

s1

t1

t

x

y

n - 1 explosiones

Sea Ĉf una curva formal de ecuación reducida f = 0 en el origen. Denotemos por Gf
la foliación definida por df = 0. Con frecuencia comparamos invariantes de una foliación

no dicrítica Fω con la foliación no dicrítica Gf , donde f = 0 es una ecuación reducida del

conjunto de separatrices Ĉ(F).

Ejemplo 2.1.7. La foliación de Euler ω = (y − x)dx + x2dy es de segundo tipo respecto

al divisor x = 0. Dicha foliación tiene sola una separatriz convergente x = 0 y buscamos

otra separatriz de la forma y =
∞∑
n=1

anx
n. Consideremos γ(t) =

(
t,
∞∑
n=1

ant
n

)
, así

γ∗ω =

( ∞∑
n=1

ant
n − t+

∞∑
n=1

nant
n+1

)
dt

= (a1 − 1)t+ (a2 + a1)t2 + · · ·+ (an+1 + nan)tn+1 + · · ·
(2.6)

como γ∗ω = 0 obtenemos a1 = 1 y an+1 = −nan. De donde resulta que y =
∑∞

n=0(−1)nn!xn+1

es separatriz formal no convergente. Concluimos de esta manera que la foliación dada por

ω tiene dos separatrices una analítica y la otra formal.
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f^

Teorema 2.1.8. [Ma-Sa, Théoreme 3.1.9] Sea Fω una foliación no dicrítica y considere-

mos Gf donde f = 0 es una ecuación reducida de Ĉ(F). Considerando la mínima reducción

de singularidades π : (M,D)→ (C2, 0) de Fω. Entonces

1. π es una reducción de singularidades de Ĉ(F). Además si Fω es de segundo tipo

entonces π es la mínima reducción de singularidades de Ĉ(F).

2. mult(ω) ≥ mult(Gf ) y la igualdad se cumple si y solo si Fω es de segundo tipo.

La caracterización de las foliaciones de segundo tipo dada en el Teorema 2.1.8 no es

cierto si solo se consideran separatrices convergentes, como se puede apreciar en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.1.9. Del Ejemplo 2.1.7 se sabe que la foliación de segundo tipo ω = (y −
x)dx + x2dy tiene como unión de separatrices Ĉ(F) = x(y −

∑∞
n=0(−1)nn!xn+1), donde

x = 0 es separatriz convergente y y −
∑∞

n=0(−1)nn!xn+1 = 0 es separatriz formal no

convergente. Aplicando el Teorema 2.1.8, tendríamos que 1 = mult(ω) = mult(df) = 0, si

solo consideramos la separatriz convergente, llegando a la conclusión que se debe considerar

las separatrices formales.

El recíproco del primer apartado del Teorema 2.1.8 no es cierto, es decir si la reducción

de singularidades de la foliación y el de su unión de separatrices coinciden no garantiza

que la foliación sea de segundo tipo, como se aprecia en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.10. La foliación ω = (xy + y2)dx − x2dy tiene como unión de separatrices

a C(F) = xy. Además la foliación y su unión de separatrices se desingularizan después

de una explosión pero la foliación no es de segundo tipo debido a que la separatriz fuerte

que pasa por la singularidad de tipo silla nodo no está contenida en el divisor. Obsérvese

también que mult(ω) = 2 6= 1 = mult(df).
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Otra caracterización de las foliaciones de segundo tipo en términos de su grafo dual es

dada por Mattei y Salem en [Ma-Sa, Théoreme 3.1.9].

2.2. Números de intersección polar

En esta parte presentaremos otra caracterización de foliaciones no dicríticas de segundo

tipo debido al trabajo de [CF-Co-Mol] en términos de curvas polares.

Sea F un germen de foliación singular en (C2, 0). La curva polar PF(a:b) de F con

respecto a (a : b) ∈ P1
C es dada por ω ∧ (bdx − ady) = 0. La definición de curva polar

también tiene sentido para foliaciones formales.

Fijada una curva formal Ĉf invariante por F , existe un conjunto abierto de Zariski no

vacío UĈf ⊂ P1
C tal que para cualquier (a : b) ∈ UĈf la curva polar PF(a:b) no tiene ramas

comunes con Ĉf y el tipo de equisingularidad de PF(a:b)∪Ĉf es independiente de (a : b) ∈ UĈf
(ver [Co1, Teorema 6.1.3]).

Una curva formal Υ en (C2, 0) es Ĉf−tipo polar genérico si y solo si Υ ∪ Ĉf es equi-

singular a PF(a:b) ∪ Ĉf para (a : b) ∈ UĈf .

Obsérvese que si Υ,Υ′ son curvas formales Ĉf -tipo polar genérico, entonces (Υ, Ĉf )0 =

(Υ′, Ĉf )0, donde (Υ, Ĉf )0 denota la multiplicidad de intersección.

Recordemos que µ(F) denota el número de Milnor de F .

Definición 2.2.1. El Ĉf− número de intersección polar es la multiplicidad de inter-

sección (Υ, Ĉf )0, para cualquier Υ curva formal Ĉf− tipo polar genérico y será denotado

por p0(F , Ĉf ).



Números de intersección polar 58

Proposición 2.2.2. [CF-Co-Mol, Proposition 2] Sea F una foliación no dicrítica. En-

tonces

p0(F , Ĉ(F)) ≤ µ(F) + mult(F),

y la igualdad se cumple si y solo si F es de segundo tipo.

Observación 2.2.3. Del Teorema 2.1.8 y de la Proposición 2.2.2, tenemos

p0(F , Ĉ(F)) = µ(F) + mult(Ĉ(F))− 1 (2.7)

para una foliación F no dicrítica de segundo tipo. Aplicando la ecuación (2.7) para la

foliación Hamiltoniana Gf dada por df = 0, donde f = 0 es una ecuación reducida de

Ĉ(F), obtenemos que

p0(F , Ĉ(F))− p0(Gf , Ĉ(F)) = µ(F)− µ(Gf ) = µ(F)− µ(Ĉ(F)) ≥ 0. (2.8)

En particular, una foliación no dicrítica F de segundo tipo es de tipo curva generalizada

si y solo si

p0(F , Ĉ(F)) = p0(Gf , Ĉ(F)).

Observemos que p0(F , Ĉ(F)) = p0(Gf , Ĉ(F))⇔ µ(F)−µ(Gf ), y aplicando Teorema 1.2.27

resulta inmediato que F sea de tipo curva generalizada si y solo si µ(F) = µ(Gf ).

Denotemos por B(C) el conjunto de componentes irreducibles de C. El siguiente teo-

rema da una caracterización de las foliaciones de segundo tipo no dicríticas mediante el

número de intersección polar.

Teorema 2.2.4. [CF-Co-Mol, Theorem 2] Consideremos una foliación no dicrítica F
en (C2, 0) y una curva invariante C ⊂ Ĉ(F). Para cualquier rama B ∈ B(C), tenemos

p0(Gf , B) ≤ p0(F , B),

donde f = 0 es una ecuación reducida de C. Además las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. Existe B ∈ B(C) tal que p0(Gf , B) ≤ p0(F , B).

2. La foliación F es de segundo tipo con C = Ĉ(F).

Finalmente, si F es de segundo tipo con C = Ĉ(F), una separatriz B ∈ B(Ĉ(F)) es de tipo

Briot y Bouquet si y solo si p0(Gf , B) = p0(F , B).
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2.3. Caracterización en términos del polígono de Newton de

una foliación de segundo tipo

En el capítulo 1, habíamos observado que si la foliación es de tipo curva generalizada

entonces el polígono de Newton de la foliación y el de su unión de separatrices coinci-

den, sin embargo esta propiedad no caracteriza a las foliaciones curvas generalizadas. A

continuación probaremos que las foliaciones no dicríticas que tienen el mismo polígono de

Newton que su unión de separatrices son las foliaciones de segundo tipo.

Sean Ĉ(F) la unión de separatrices formales de la foliación no dicrítica Fω y f = 0 una

ecuación reducida de Ĉ(F).

Lema 2.3.1. Sea la foliación no dicrítica Fω. Si N (ω) = N (f) entonces Fω es de segundo

tipo.

Demostración. Consideremos la foliación Fω dada por ω =
∑
i,j

Aijx
i−1yjdx+

∑
i,j

Bijx
iyj−1dy

de donde Sop(ω) = {(i, j)/(Aij , Bij) 6= 0}. Como mult(ω) = mı́n{ord(A), ord(B)} existe

(i0, j0) ∈ N2 tal que mult(ω) = i0 + j0 − 1. Definimos Lc : i + j = c + 1 con c un entero

positivo y observamos que

mult(ω) = mı́n {c/Lc ∩N (ω) 6= ∅} .

x

y

N (ω)

Lc

De esta manera
mult(ω) = mı́n {c/Lc ∩N (ω) 6= ∅}

= mı́n {c/Lc ∩N (df) 6= ∅}
= mult(df).

(2.9)

De (2.9) y del segundo apartado del Teorema 2.1.8 concluimos el lema.

Como consecuencia del Lema 2.3.1 y del Teorema 2.1.8 concluimos que si N (ω) = N (f)

entonces la foliación ω y su conjunto de separatrices Ĉ(F) tienen la misma resolución.

En la siguiente proposición generalizamos el Lema 1.2.29 a foliaciones de segundo tipo.
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Proposición 2.3.2. Sean F la foliación de segundo tipo no dicrítica dada por la 1−forma

ω y Ĉ(F) : f = 0 su unión de separatrices formales. Dada una curva γ se verifica

ordtγ
∗ω = ordtγ

∗df.

Demostración. Consideremos (x(t), y(t)) una parametrización de la curva γ. Si la curva

γ es separatriz de ω y df entonces ω(γ(t)).γ′(t) = 0 = df(γ(t)).γ′(t) y concluimos la

proposición en tal caso. Supongamos ahora que γ(t) no es parametrización de ninguna

separatriz de ω y df . La prueba la haremos por inducción sobre el número de explosiones

n necesarias para desingularizar la foliación.

1. Si el número de explosiones es n = 0 tenemos que las foliaciones ω y df son reducidas.

a) Si la foliación ω es reducida y no es una silla nodo, es decir es una foliación de

tipo curva generalizada. Del Lema 1.2.29 se obtiene el resultado.

b) Si la foliación ω es reducida y es silla nodo, podemos considerar la forma for-

mal de la silla nodo dada por la ecuación (1.16), la cual bajo un cambio de

coordenadas se puede expresar como (ver [C-S2, Pag. 66])

ω = x(1 + λyp)dy − yp+1dx, (2.10)

y la ecuación reducida de su unión de separatrices formales es dada por f = xy.

Consideremos una parametrización de la curva γ dada por γ(t) = (x(t), y(t)) =

(tan1(t), tbn2(t)), con a, b enteros positivos y ni(t) unidades de C[[t]] para i =

1, 2. Tenemos

γ∗ω = tan1(t)(1 + λ(tbn2(t))p)d(tbn2(t))− (tbn2(t))p+1d(tan1(t))

= tan1(t)(1 + λtpb(n2(t))p)(btb−1n2(t) + tbn′2(t))dt

− tpb+b(n2(t))p+1(ata−1n1(t) + tan′1(t))dt

= [bta+b−1n1(t)n2(t) + ta+bn1(t)n′2(t)

+ ta+b+pb−1n1(t)(n2(t))p+1(λb− a)

+ λta+b+pbn1(t)(n2(t))pn′2(t)− ta+b+pbn′1(t)(n2(t))p+1]dt,

de donde mult(γ∗ω) = a+ b− 1. De otro lado

df = ydx+ xdy,

obteniendo

γ∗df = tbn2(t)d(tan1(t)) + tan1(t))d(tbn2(t))

= tbn2(t)(ata−1n1(t) + tan′1(t))dt

+ tan1(t)(btb−1n2(t) + tbn′2(t))dt

= [ta+b−1n1(t)n2(t)(a+ b) + ta+b(n′1(t)n2(t) + n1(t)n′2)]dt,
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así mult(γ∗df) = a+ b− 1. Por tanto, si ω es reducida con singularidad de tipo

silla nodo, entonces ordt(γ
∗ω) = ordt(γ

∗df).

2. Ahora abordaremos la demostración de la proposición cuando las foliaciones ω y df

no son reducidas. Supongamos que n > 0 y por hipótesis inductiva se cumple que

ordtγ̃
∗ω̃ = ordtγ̃

∗d̃f ,

donde γ̃ es el transformado estricto de γ y ω̃ es el transformado estricto de ω. Con-

sideremos E la explosión en el origen (x, y) = (0, 0) dado por E : (x, t) = (x, xt),

E∗ω = A1(x, xt)dx+B1(x, xt)d(xt)

= (A1(x, xt) + tB1(x, xt))dx+ xB1(x, xt)dt

= xm1ω̃,

donde m1 es la multiplicidad de ω. Denotaremos por γ̃(t) la parametrización del

transformado estricto γ̃ de la curva γ. Tenemos

γ∗ω = (E ◦ γ̃)∗ω = γ̃∗(E∗ω)

= γ̃∗(xm1ω̃) = x(t)m1 γ̃∗ω̃,

de donde
ordtγ

∗ω = ordt(x(t)m1 γ̃∗ω̃)

= mult(x(t))mult(ω) + ordtγ̃
∗ω̃.

(2.11)

Como la foliación ω es de segundo tipo tenemos que mult(ω) = mult(df) dicho

resultado se debe a Mattei y Salem, usando la hipótesis inductiva y reemplazando en

la ecuación (2.11) se muestra que ordtγ
∗ω = ordtγ

∗df , lo que concluye la prueba de

la proposición.

La Proposición 1.2.40 también ha sido probado por [CF-Co-Mol], es consecuencia de

la caracterización dada en Corollary 1. Usando la Proposición 2.3.2 y como caso particular

de la Proposición 1.2.40, podemos establecer el siguiente corolario.

Corolario 2.3.3. Sean Fω una foliación de segundo tipo no dicrítica y Cf una ecuación

reducida de su unión de separatrices formales. Entonces se cumple N (ω) = N (df).

Demostración. En la prueba de la Proposición 1.2.40 se usa fuertemente que la foliación

ω tenga la misma reducción de singularidades que su unión de separatrices formales y que

mult(ω) = mult(df) lo cual se cumple debido a que ω es de segundo tipo (ver Teorema

2.1.8). Por tanto podemos hacer un razonamiento análogo a lo hecho en la prueba de la

Proposición 1.2.40 y aplicando la Proposición 2.3.2 se concluye el corolario.
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Como consecuencia del Corolario 2.3.3 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.3.4. Sean Fω1 y Fω2 dos foliaciones de segundo tipo no dicríticas con la

misma unión de separatrices formales, entonces N (ω1) = N (ω2).

Si la foliación no es de segundo tipo, el polígono de la foliación y el de su unión de

separatrices no coinciden necesariamente.

Ejemplo 2.3.5. Del Ejemplo 2.1.6 se sabe que la foliación Fω dada por ω = (ny+xn)dx−
xdy con n ≥ 1 no es una foliación de segundo tipo. Además dicha foliación tiene como

su unión de separatrices a C(F) : x = 0. Observamos que Sop(ω) = {(1, 1), (n + 1, 0)} y

Sop(f) = {(1, 0)}, de donde concluimos que tienen diferentes polígonos.

x

y

1

1 n+1

N (ω)

x

y

1

N (f)

Con el siguiente teorema determinamos una nueva caracterización de las foliaciones de

segundo tipo no dicríticas a través de su polígono de Newton.

Teorema 2.3.6. Sean Fω foliación no dicrítica y f = 0 una ecuación reducida de Ĉ(F).

Entonces Fω es de segundo tipo si y solo si N (ω) = N (f).

Demostración. Es consecuencia inmediata del Corolario 2.3.3 y el Lema 2.3.1.

En este trabajo, no estudiamos las foliaciones de segundo tipo dicríticas, sin embargo

podemos mencionar lo siguiente: las foliaciones dicríticas tienen un número infinito de

separatrices, por lo que una de las dificultades para trabajar con estas foliaciones es la

elección de un conjunto finito de estas separatrices. La solución es usar una ecuación

balanceada de separatrices, concepto que fue introducido por Genzmer en [Ge, Definition

2.3]. Las foliaciones dicríticas de segundo tipo fueron estudiadas y caracterizada por [Ge,

Proposition 2.6] en término de su multiplicidad. Posteriormente fueron estudiadas por

[Ge-Mol, Proposition 4.5] quienes dan otra caracterización de estas foliaciones en términos

del exceso polar. El lector interesado en este tipo de foliaciones puede revisar los artículos

citados.

2.4. Singularidades cuspidales

En esta sección vamos a estudiar las foliaciones cuspidales y daremos una caracteriza-

ción de estas. Dicha caracterizacíon la daremos cuando las foliaciones sean de segundo tipo.
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Las foliaciones cuspidales son inspiradas en las foliaciones nilpotentes. Un germen de

foliación Fω en (C2, 0) se llama nilpotente si está generado por un campo de vectores

X con parte lineal nilpotente (esto es, la matriz asociada a la parte lineal del campo es

nilpotente) y no nula. El resultado más significativo sobre las singularidades nilpotentes

fue dado por F. Takens en 1974 [Ta, Pag. 55]. Dicho resultado indica que, formalmente,

podemos expresar el campo X en la forma

X = (y + a(x))
∂

∂x
+ b(x)

∂

∂y
, (2.12)

donde a(x), b(x) son series formales y ord(a), ord(b) ≥ 2. La forma del campo dada en

(2.12) se denomina forma normal de Takens. Consideremos n := ord(b) + 1 ≥ 3 y

m := ord(a) ≥ 2. La foliación que define el campo X dado en (2.12) es

ω = −b(x)dx+ (y + a(x))dy.

Haciendo un cambio de coordenadas (ver [Mo, Pag. 83]), se obtiene

ω =
1

2
d(xn + y2) + ã(x)dy,

donde ã(x) es una serie formal. Luego, formalmente, toda foliación con singularidad nilpo-

tente se encuentra generada por una 1−forma del tipo

d(y2 + xn) + xmu(x)dy, (2.13)

donde u(x) ∈ C[[x]] y u(0) 6= 0. Las singularidades nilpotentes han sido estudiadas por

muchos autores. En el proceso de reducción de singularidades se consideran tres casos

2m > n, 2m = n y 2m < n.

1. D. Cerveau y R. Moussu [Ce-Mou] estudian las formas dadas en (2.13) cuando

2m > n, u(0) 6= 0 y u(x) ∈ C[[x]]. En este caso, la foliación tiene una curva invariante

analíticamente equivalente a y2 − xn = 0. En el estudio de estas foliaciones, es

interesante escribir explícitamente la foliación teniendo exactamente a y2 − xn = 0

como separatriz. D. Cerveau y R. Moussu [Ce-Mou, Pag. 478] muestran que estas

foliaciones pueden ser definidas por la 1− forma holomorfa

ω = d(y2 − xn) +A(x, y)(nydx− 2xdy), (2.14)

donde A ∈ C{x, y}.

2. R. Meziani [Me] estudia el caso n = 2m, dicho autor considera n = 2k y haciendo k

explosiones se obtienen los divisores D1,D2, · · · ,Dk. Los puntos singulares sobre Dk
corresponden a las raíces del polinomio

u2 +
α

2
u+ 1 = 0, (2.15)

Meziani distingue los siguientes casos
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Si α 6= ±4 y si α 6∈ {±2(
√
r + 1/

√
r), r ∈ Q∩]0, 1]}, la foliación dada en (2.13)

es formalmente conjugada a la foliación de tipo curva generalizada

ω = d(y2 + x2n1) + f(x, y)(n1ydx− xdy), f ∈M2,

donde f(x, y) = xn1−1(α+ xl1(x)) + yg(x, y), l1 ∈ O1, g ∈ O2 y α ∈ (C−Qi)∪
(Q∩]− 2, 2[)i (ver [Me, Pag. 68]).

Si α = ±4, la foliación dada en (2.13) vía un cambio de coordenadas se puede

escribir como

ω = ydy + g(x, y)(n1ydx− xdy),

donde g(x, y) = xn1−1l1(x) + yf(x, y), f1 ∈ O2, l1 ∈ O1 y l1(0) 6= 0. En dicha

foliación aparece una silla nodo cuya separatriz es transversal al divisor, por

tanto dicha foliación no es de segundo tipo.

El caso en que α ∈ {±2(
√
r + 1/

√
r), r ∈ Q∩]0, 1]} fue estudiado por [Me-Sad], en

este caso la foliación dada en (2.13) puede ser:

Dicrítica y en cuyo caso se expresa por la siguiente 1−forma

ω = d(y2 + x2p) + f(x, y)(pydx− xdy),

donde f(x, y) = axp−1l(x)) + yg(x, y), g ∈ C{x, y}, l ∈ C{x}, l(0) = 1 y a = ri

con r ∈ Q∩]−∞, 2[, (ver [Me-Sad, Pag. 145]).

No-dicrítica, en este caso aparece una silla nodo en una esquina en su resolución

de singularidades, por tanto dicha foliación no es de segundo tipo.

3. En el caso 2m < n aparece una única silla nodo tras la reducción de singularidades.

Esta silla nodo puede tener:

Dos separatrices convergentes, este caso es estudiado por M. Berthier, R. Mezia-

ni y P. Sad [Be-Me-Sa] cuando la silla-nodo que aparece admite dos separatrices

analíticas, en este caso la foliación es conjugada a

ω = d(y2 + x2p) + f(x, y)(pydx− xdy),

donde f(x, y) = 2ixp−1(1 + l(x)) + yg(x, y), g ∈ C{x, y}, l ∈ C{x} con lg 6≡ 0,

dicha foliación resulta siendo de segundo tipo (ver [Be-Me-Sa, Pag. 361]).

Cuando la silla nodo sólo tiene una separatriz analítica y la otra separatriz es

formal, la foliación es de segundo tipo, este caso es estudiado por E. Strózyna

[St].
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Las singularidades nilpotentes fueron generalizadas a singularidades cuspidales por

Loray, como veremos a continuación. Dados p, q ∈ N∗, definimos el grado pesado de un

monomio y el orden pesado de una serie como

grado(p,q)(x
iyj) =

ip+ jq

mcd(p, q)
y

ord(p,q)

∑
i,j

ai,jx
iyj

 = mı́n
{

grado(p,q)(x
iyj) : ai,j 6= 0

}
.

Según F. Loray, una foliación con singularidades cuspidales es dada por

ωp,q,∆ := d(yp − xq) + ∆(x, y)(pxdy − qydx), (2.16)

con ∆(x, y) ∈ C{x, y}. Para Loray, la foliación ωp,q,∆ con singularidad cuspidal y d(yp−xq)
tienen la misma resolución de singularidades si y solo si ord(p,q)(∆) > pq−p−q

mcd(p,q) . Fernández,

Mozo y Neciosup [F-Mo-N], encuentran un imprecisión en la caracterización originalmente

propuesta por Loray. Dichos autores mencionan que la condición es suficiente pero no

necesaria, como se desprende del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.1. Del Ejemplo 1.2.23 se sabe que la foliación ω = d(y6− x3) + axy(6xdy−
3ydx) con a 6∈ {−(6r+ 1)ζ/r ∈ Q>0 y ζ3 = 1}, tiene la misma resolución que la foliación

d(y6 − x3) = 0 pero la función ∆(x, y) = axy satisface ord(6,3)∆ = 3, valor que no verifica

la relación ord(6,3)∆ > pq−p−q
mcd(p,q) = 3.

Obsérvese también que en este caso la foliación ω tiene como curva invariante a C(F) :

y6 − x3 = 0 pues ω ∧ df = 18axy(y6 − x3), además mult(ω) = 2 = mult(df) de donde

concluimos que dicha foliación es de segundo tipo y tiene como su conjunto de separatrices

a la curva C(F) : y6 − x3 = 0. Además el polígono de Newton de la foliación y el de su

conjunto de separatrices coinciden.

x

y

6

(2, 2)

3

N (ω)

x

y

6

N (f)

3

Observación 2.4.2. Las foliaciones cuspidales son foliaciones nilpotentes cuando p = 2

(ver (2.14)).
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Lema 2.4.3. Si Fωp,q,∆ : ωp,q,∆ = 0 es una foliación no dicrítica, entonces C(Fωp,q,∆) =

yp − xq es su unión de separatrices.

Demostración. La foliación Fωp,q,∆ tiene como curva invariante a Cf : yp − xq = 0 puesto

que satisface ωp,q,∆ ∧ df = (yp − xq)(−pq∆(x, y))dx ∧ dy. Además

mult(ωp,q,∆) = mı́n{q − 1, p− 1, α+ 1}, (2.17)

donde α = ord(∆).

1. Si consideramos p < q, la multiplicidad de la curva es mult(Cf ) = p. Si suponemos que

la curva Cf no es la única separatriz de la foliación, se tendría mult(C(Fωp,q,∆)) > p.

Usando (2.17), se tiene que

mult(ωp,q,∆) = mı́n{p− 1, α+ 1},

al aplicar (1.20) se tienen dos posibilidades:

Podría ocurrir que p− 1 = mult(ωp,q,∆) ≥ mult(C(Fωp,q,∆))− 1 > p− 1, lo cual

es una contradicción.

Si α + 1 = mult(ωp,q,∆) ≥ mult(C(Fωp,q,∆))− 1 > p− 1 y como α + 1 ≤ p− 1,

llegamos a otra contradicción.

La unión de separatrices es por tanto C(Fωp,q,∆) = yp − xq.

2. El mismo razonamiento se sigue si p > q o si p = q. De donde se concluye que

C(Fωp,q,∆) = yp − xq.

Proposición 2.4.4. Sean p, q ∈ N \ {0} y Fωp,q,∆ no dicrítica. Si ord(p,q)∆(x, y) ≥ pq−p−q
d

con d = mcd(p, q) entonces la foliación ωp,q,∆ es de segundo tipo, donde ∆(x, y) ∈ C{x, y}.

Demostración. La prueba la haremos considerando que p < q, un razonamiento análogo

prueba la proposición para q < p y p = q. Como ord(p,q)∆(x, y) ≥ pq−p−q
d se tiene i0 pd +

j0
q
d ≥

pq−p−q
d para i0 + j0 = ord∆. Haciendo uso que p < q se obtiene

i0
q

d
+ j0

q

d
> i0

p

d
+ j0

q

d
≥ pq − p− q

d
,

de donde i0 + j0 > p − 1 − q
p > p − 2, así α = ord∆ ≥ p − 1. Usando (2.17) se tiene

que mult(ωp,q,∆) = p − 1 y de Lema 2.4.3 se sabe que mult(df) = p − 1 para C(Fωp,q,∆) :

yp−xq = 0. Por tanto, mult(ωp,q,∆) = mult(df) de donde se concluye que la foliación ωp,q,∆
es de segundo tipo.
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Proposición 2.4.5. Sean p, q ∈ N \ {0} y Fωp,q,∆ : ωp,q,∆ = 0 no dicrítica. Si Fωp,q,∆ es

de segundo tipo entonces ord(p,q)∆(x, y) ≥ pq−p−q
d para d = mcd(p, q).

Demostración. Del Lema 2.4.3 se sabe que la foliación ωp,q,∆ tiene como unión de se-

paratrices a C(Fωp,q,∆) = yp − xq. La recta que contiene al único lado compacto del

polígono de Newton N (df) tiene como ecuación a L : p
d i + q

dj = pq
d . Como ωp,q,∆ es

de segundo tipo, usando el Teorema 2.3.6 se tiene que N (ωp,q,∆) = N (f). Por tanto,

dicha recta L también contiene al único compacto del polígono de N (ωp,q,∆), es de-

cir para todo (a, b) ∈ Sop(ωp,q,∆) se debe cumplir que apd + b qd ≥
pq
d . Al considerar

∆(x, y) =
∑
i,j

aijx
iyj ∈ C{x, y}, podemos escribir

ωp,q,∆ =

−qxq−1 − q
∑
i,j

aijx
iyj+1

 dx+

pyp−1 + p
∑
i,j

aijx
i+1yj

 dy.

Obtenemos que Sop(ωp,q,∆) = {(q, 0), (i+1, j+1)}∪{(0, p)(i+1, j+1)} con (i, j) ∈ Sop(∆).

Para (i + 1, j + 1) ∈ Sop(ωp,q,∆) se tiene (i + 1)pd + (j + 1) qd ≥
pq
d de donde se logra que

ord(p,q)∆(x, y) = ipd + j qd ≥
pq−p−q

d .

Teorema 2.4.6. Sean p, q ∈ N \ {0} y Fωp,q,∆ no dicrítica. La foliación Fωp,q,∆ donde

∆(x, y) ∈ C{x, y} es de segundo tipo, si y solo si, ord(p,q)∆ ≥ pq−p−q
d .

Demostración. Es consecuencia directa de las Proposiciones 2.4.4 y 2.4.5.

Como consecuencia del Teorema 2.4.6, se tienen los siguientes resultados.

Proposición 2.4.7. Sean p, q ∈ N \ {0} y Fωp,q,∆ no dicrítica. La foliación Fωp,q,∆ tiene

la misma reducción de singularidades que d(yp − xq), si y solo si, ord(p,q)∆ ≥ pq−p−q
d .

Demostración. Si ord(p,q)∆ ≥ pq−p−q
d , usando Teorema 2.4.6 tenemos que Fωp,q,∆ es de

segundo tipo y al aplicar Teorema 2.1.8 concluimos que Fωp,q,∆ y d(yp − xq) tienen la

misma reducción de singularidades.

De otro lado, consideremos que Fωp,q,∆ y d(yp − xq) tienen la misma reducción de

singularidades. La curva f(x, y) = yp − xq con p > q se desingulariza haciendo

E : (x, y) = (unv
p
d , umv

q
d ), (2.18)

tal que mp− nq = d con d = mcd(p, q) y m,n ∈ N∗. Al aplicar el cambio de coordenadas

(2.18) a la foliación

ωp,q,∆ = (−qxq−1 − qy∆(x, y))dx+ (pyp−1 + px∆(x, y))dy,
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observamos que

E∗ωp,q,∆ = [unq−1v
pq
d (−nq +mpump−nq) + dv

pq
d unq−1(um+n−nqv

p+q−pq
d E∗(∆(x, y))]du

+ [pqd u
nqv

pq
d
−1(−1 + ump−nq)]dv,

(2.19)

factorizando en (2.19) el factor unq−1v
pq
d
−1, donde resulta

E∗ω

unq−1vpq−1
= v(−qn+mpud + ∆̃(u, v))du+ pq

d u(ud − 1)]dv,

donde
∆̃(u, v)) = dE∗(∆(x, y))um+n−nqv

p+q−pq
d

=
∑
i,j

daiju
ni+mj+m+n−nqv

pi+qj+p+q−pq
d .

Las singularidades de la foliación son (0, 0) y (ζj , 0) donde ζ es raíz primitiva de ud = 1.

El campo asociado a la foliación es

X =
pq

d
(ud − 1)u

∂

∂u
− v(−nq +mpud + ∆̃(u, v))

∂

∂v
,

y la matriz asociada a dicho campo es

DX =

(
−pq

d + (d+1)pq
d ud 0

∗ nq −mpud − ∆̃(u, v)− v ∂∆̃(u,v)
∂v

)
.

1. En (0, 0) se tiene que DX =

(
−pq

d 0

∗ nq

)
, de donde se obtiene λ0 = − p

nd 6∈ Q+.

Por tanto la singularidad (0, 0) es no degenerada.

2. Si ud = 1 y v = 0 se tiene que DX =

(
pq 0

∗ −d− ∆̃(ζj , 0)

)
, como la foliación ya

debe estar reducida, podría suceder que

−d− ∆̃(ζj , 0) = 0, de donde ∆̃(ζj , 0) = −d, en cuyo caso la singularidad es de

tipo silla nodo.

−d− ∆̃(ζj , 0) = −a, de modo que λ = pq
−a 6∈ Q+, en este caso la singularidad es

de tipo no degenerada.

De (2) concluimos que ordv∆̃ ≥ 0, así pi+ qj+ p+ q ≥ 0 para algún (i, j). Por tanto

ord(p,q)∆(x, y) ≥ pq−p−q
d para algún (i, j) ∈ ∆.

Observación 2.4.8. De (2), se observa
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Si ∆̃(ζj , 0) = −d, la singularidad es de tipo silla nodo y además ordv∆̃ = 0, así

pi + qj + p + q = 0 para algún (i, j). Por tanto ord(p,q)∆(x, y) = pq−p−q
d para algún

(i, j) ∈ ∆.

Si −d − ∆̃(ζj , 0) = −a, la singularidad es de tipo no degenerada. Observemos que

en este caso podría suceder que ∆̃(ζj , 0) = 0, de donde ordv∆̃ > 0. Por tanto

ord(p,q)∆(x, y) > pq−p−q
d para algún (i, j) ∈ ∆.

Proposición 2.4.9. Sean p, q ∈ N\{0} y Fωp,q,∆ no dicrítica. Si la foliación Fωp,q,∆ donde

∆(x, y) ∈ C{x, y} es de tipo curva generalizada, entonces ord(p,q)∆ ≥ pq−p−q
d .

Demostración. Es consecuencia directa del Teorema 2.4.6.

Observación 2.4.10. Observamos que si Fωp,q,∆ es de tipo curva generalizada, no nece-

sariamente implica que ord(p,q)∆ > pq−p−q
d , como veremos en el Ejemplo 2.4.15.

Con la finalidad de caracterizar a la foliación Fωp,q,∆ no dicrítica, cuando es de tipo

curva generalizada, usaremos el índice de Gomez-Mont-Seade-Verjovsky. En [Br1, pág

532] se define el índice de Gomez-Mont-Seade-Verjovsky denotado por GSV (F , C) donde

F : ω = 0 y C : f = 0 es la ecuación reducida de sus separatrices. Si consideramos

gω = hdf + fη, donde h, g son funciones, η es una 1−forma, h y f son primos, se define

GSV (F , C) =
1

2πi

∫
∂C

d(hg )

h
g

.

Para ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy y C : f = 0 separatriz irreducible, se tiene

GSV (F , C) = ordt

(
B

fy
(γ(t))

)
,

donde γ(t) es parametrización de C. Enunciaremos algunos resultados importantes sobre

el índice GSV (F , C).

Proposición 2.4.11. [Br1, Proposition 6] Si F es no dicrítica y C : f = 0 es la ecuación

reducida de sus separatrices, entonces GSV (F , C) ≥ 0.

Proposición 2.4.12. [Br1, Proposition 7] Sean F no dicrítica y C : f = 0 la ecua-

ción reducida de sus separatrices. Si F es una foliación curva generalizada, entonces

GSV (F , C) = 0.

En [Ca-Le, pág 674] se completa la caracterización de las foliaciones curvas generali-

zadas en términos del índice GSV (F , C).
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Teorema 2.4.13. [Ca-Le, Théorème 3.3] Sean F no dicrítica y C : f = 0 la ecuación

reducida de sus separatrices. Si GSV (F , C) = 0 entonces F es una foliación curva genera-

lizada.

La siguiente proposición nos da una condición necesaria y suficiente sobre el orden

pesado de ∆(x, y) para garantizar que la foliación ωp,q,∆ sea de tipo curva generalizada.

Proposición 2.4.14. Sean p, q ∈ N \ {0} coprimos. La foliación ωp,q,∆ es de tipo curva

generalizada, si y solo si ord(p,q)∆(x, y) > pq − p− q.

Demostración. Consideremos ωp,q,∆ = (−qxq−1− qy∆)dx+ (pyp−1 + px∆)dy, f = yp−xq

y γ(t) = (tp, tq) una parametrización de f . Así

GSV (F , C) = ordt

(
pyp−1+px∆

pyp−1 (tp, tq)
)

= ordt

(
1 + tp∆(tp,tq)

tq(p−1)

) (2.20)

donde ∆(tp, tq) =
∑
ij

aijt
pi+qj . Observemos que

GSV (F , C) = 0, si y solo si ordt

(
1 +

tp∆(tp, tq)

tq(p−1)

)
= 0,

lo que es equivalente a que ordp,q∆ > pq− p− q. De Teorema 2.4.13 concluimos que Fp,q,∆
es de tipo curva generalizada, si y solo si ordp,q∆ > pq − p− q.

En el caso p y q no coprimos, una de las implicaciones de la Proposición 2.4.14 no se

cumple. Observamos que ord(p,q)∆ > pq−p−q
d no es condición suficiente para que Fp,q,∆ sea

curva generalizada, lo que es equivalente decir, si ord(p,q)∆ = pq−p−q
d la Fp,q,∆ es curva

generalizada, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.15. En el Ejemplo 1.2.23 se obverva que la foliación

ω = d(y6 − x3) + axy(6xdy − 3ydx) con a ∈ C∗,

tiene ord(p,q)∆ = 3 = pq−p−q
d , donde p = 6, q = 3 y d = 3. Y al hacer la resolución de

dicha foliación se observa que es de tipo curva generalizada cuando a ∈ {−(6r + 1)ζ/r ∈
Q>0 y ζ3 = 1}, y a3 6= −1.

Para el caso p y q no coprimos, analizaremos si ord(p,q)∆ > pq−p−q
d es condición nece-

saria para que Fp,q,∆ sea curva generalizada. Empezaremos estudiando qué sucede cuando

d = 2 = mcd(p, q). Consideremos C : f = f1f2 y

gω = hd(f1f2) + f1f2η
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de donde gω = hf2df1 + f1(f2η + hdf2) ó gω = hf1df2 + f2(f1η + hdf1). Para Ci = fi, se

tiene

GSV (F , C1) = 1
2πi

∫
∂C1

d(hf2

g )

hf2

g

= 1
2πi

∫
∂C1

d(hg )

h
g

+
1

2πi

∫
∂C1

df2

f2

= 1
2πi

∫
∂C1

d(hg )

h
g

+ (f1, f2)0.

De manera análoga, GSV (F , C2) = 1
2πi

∫
∂C2

d(hg )

h
g

+ (f2, f1)0. De donde

1

2πi

∫
∂C1∪∂C2

d(hg )

h
g

= GSV (F , C1) +GSV (F , C2)− 2(f1, f2)0.

Por tanto (ver [Br1, pág 532]),

GSV (F , C) = GSV (F , C1) +GSV (F , C2)− 2(f1, f2)0. (2.21)

Para d = 2 = mcd(p, q), se tiene

yp − xq =
2∏
i=1

(y
p
2 − ζix

q
2 ), con ζ2 = 1.

Sean Ci : fi(x, y) = (y
p
2 − ζix

q
2 ) y γi(t) = (t

p
2 , Ait

q
2 ) con A

p
2
i = ζi una parametrización de

Ci. Además

(f1, f2)0 = ordt(f1(γ2(t))) = ordt(f1(t
p
2 , A2t

q
2 ))

= ordt(A
p
2
2 t

pq
4 − ζt

pq
4 ) = ordt(t

pq
4 (1− ζ)) = pq

4 .
(2.22)

Recordemos que ωp,q,∆ = (−qxq−1 − qy∆)dx+ (pyp−1 + px∆)dy, así

GSV (F , C1) = ordt

(
(pyp−1+px∆(x,y))(y

p
2−x

q
2 )

pyp−1 (t
p
2 , A1t

q
2 )

)
= ordt

(
(1 + x∆(x,y)

yp−1 )(y
p
2 − x

q
2 )(t

p
2 , A1t

q
2 )
)

= ordt

(
t
pq
4 (ζ − 1) + (ζ−1)

Ap−1
1

t
p
2

+ q
2
− pq

4 ∆(t
p
2 , A1t

q
2 )

)
.

(2.23)

Si consideramos ord(p,q)∆ > pq−p−q
2 , de (2.23) se tendría que GSV (F , C1) = pq

4 . De

manera similar resulta que GSV (F , C2) = pq
4 . Haciendo uso de (2.22) y reemplazando en

(2.21) se tiene que GSV (F , C) = 0, lo que es equivalente a que ωp,q,4 sea de tipo curva

generalizada cuando d = 2.

Para d = 3 = mcd(p, q), se tiene

GSV (F , C1) =
1

2πi

∫
∂C1

d(hf2f3

g )

hf2f3

g

=
1

2πi

∫
∂C1

d(hg )

h
g

+ (f1, f2)0 + (f1, f3)0,
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de manera similar

GSV (F , C2) =
1

2πi

∫
∂C1

d(hg )

h
g

+ (f2, f1)0 + (f2, f3)0,

GSV (F , C3) =
1

2πi

∫
∂C3

d(hg )

h
g

+ (f3, f1)0 + (f3, f2)0,

de donde resulta que

GSV (F , C) = GSV (F , C1)+GSV (F , C2)+GSV (F , C3)−2(f1, f2)0−2(f1, f3)0−2(f2, f3)0.

(2.24)

Consideremos yp − xq =
3∏
i=1

(y
p
3 − ζix

q
3 ), con ζ3 = 1, Ci : fi(x, y) = (y

p
3 − ζix

q
3 ) y

γi(t) = (t
p
3 , Ait

q
3 ) con A

p
3
i = ζi una parametrización de Ci. Además

(f1, f2) = ordt(f1(γ2(t))) = ordt(f1(t
p
3 , A2t

q
3 ))

= ordt(A
p
3
2 t

pq
9 − ζt

pq
9 ) = ordt(t

pq
9 (1− ζ)) = pq

9 .
(2.25)

GSV (F , C1) = ordt

(
(pyp−1+px∆(x,y))(y

p
3−ζ2x

q
3 )(y

p
3−x

q
3 )

pyp−1 (t
p
3 , A1t

q
3 )

)
= ordt

((
1 + x∆(x,y)

yp−1

)
(y

p
3 − ζ2x

q
3 )(y

p
3 − x

q
3 )(t

p
3 , A1t

q
3 )
)

= ordt

t 2pq
9

(
A
p
3
1 − ζ2

)(
A
p
3
1 − 1

)
+

(
A
p
3
1 −ζ2

)(
A
p
3
1 −1

)
Ap−1

1

∆(t
p
3 , A1t

q
3 )t

p
3

+ q
3
− pq

9


(2.26)

Si consideramos ord(p,q)∆ > pq−p−q
3 , de (2.26) se tendría que GSV (F , C1) = 2pq

9 . Análo-

gamente GSV (F , C2) = GSV (F , C3) = 2pq
9 . Haciendo uso de (2.25) y reemplazando en

(2.24) se tiene que GSV (F , C) = 0, lo que es equivalente a que ωp,q,4 sea de tipo curva

generalizada cuando d = 3.

En general, cuando C : f = f1 · · · fd, se tiene

GSV (F , C) =
d∑
i=1

GSV (F , Ci)− 2
N∑
i6=j
i=1

(fi, fj), (2.27)

donde N =

(
d

2

)
, GSV (F , Ci) =

(d− 1)pq

d2
, (fi, fj) =

pq

d2
. Por tanto, de (2.27) se tiene

GSV (F , C) = 0, (2.28)

de donde se obtiene la siguiente proposición.

Proposición 2.4.16. Sean Fp,q,∆ no dicrítica y ord(p,q)∆ > pq−p−q
d , entonces Fp,q,∆ es de

tipo curva generalizada.



Capı́tulo 3
Curvas polares de una foliación respecto a
las raíces aproximadas características de
su separatriz

El teorema de descomposición de la polar de una curva plana irreducible respecto a

x = 0 es un trabajo realizado por Merle [Mer]. Lo interesante de dicha descomposición es

que solo depende del tipo topológico de la curva irreducible f(x, y). El resultado de Merle ha

sido extendido a foliaciones por Rouillé en su tesis doctoral. La curva polar de una curva con

varias ramas fue estudiada por García Barroso [GB] y extendida al caso de foliaciones por

Corral [Co1]. En 2013, García Barroso y Gwoździewicz [GB-G1], generalizan el resultado

de Merle para morfismos (g, f) siendo g una raíz aproximada de la curva irreducible dada

por f(x, y) = 0. En este capítulo se estudia la curva de contacto entre una foliación

con separatriz aislada y una foliación hamiltoniana dada por una raíz aproximada de

la separatriz, de esta forma generalizaremos los resultados de P. Rouillé [R2]. Para ello

estudiaremos el polígono de Newton de una 1−forma holomorfa, con la finalidad de calcular

el orden de contacto entre la separatriz de una foliación curva generalizada no dicrítica y sus

curvas polares respecto a las raíces aproximadas características de su separatriz, obteniendo

la descomposición de la curva contacto, de esta manera se generaliza a foliaciones los

resultados de [GB-G1].

3.1. Propiedades de la imagen inversa de una foliación

Consideremos la rama analítica Cf : f = 0 con exponentes característicos (β0, · · · , βg),

y ni =
mcd(β0, · · · , βi−1)

mcd(β0, · · · , βi)
. Sea l ∈ {1, · · · , g} y recordemos (ver (1.28)) que definimos la

73
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aplicación Fl : C2 → C2 como

Fl(x, y) = (xn1n2···nl−1 , y + T l(x)), (3.1)

donde T l(x) := T βl
β0

(yC(x
n1n2···nl−1)) es dada a partir de la ecuación (1.5).

Dada una foliación ω = A(x, y)dx + B(x, y)dy, la imagen inversa de ω con respecto a Fl
(ver Página 47) es

F ∗l (ω) := A∗(x, y)d
(
xn1···nl−1

)
+B∗(x, y)d

(
y + T l(x))

)
, (3.2)

donde A∗ := F ∗l (A) = (A ◦ Fl) y B∗ := F ∗l (B) = (B ◦ Fl).

Lema 3.1.1. [R2, Lemme 4.2] La imagen inversa de la foliación ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy

con respecto a Fl es

F ∗l (ω) = A(x, y)dx+ B(x, y)dy,

donde A(x, y) =
(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1A∗(x, y) +B∗(x, y)T
′
l(x)

)
y B(x, y) = B∗(x, y).

Demostración. De (3.2) tenemos

F ∗l (ω) = A∗(x, y)d
(
xn1···nl−1

)
+B∗(x, y)d

(
y + T l(x)

)
= n1 · · ·nl−1A

∗(x, y)xn1···nl−1−1dx+B∗(x, y)
(
dy + T

′
l(x)dx

)
=

(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1A∗(x, y) +B∗(x, y)T
′
l(x)

)
dx+B∗(x, y)dy,

donde T ′l(x) es la derivada de T l(x) respecto de x. Tomando

A(x, y) :=
(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1A∗(x, y) + B∗(x, y)T
′
l(x)

)
y B(x, y) := B∗(x, y) conclui-

mos el lema.

Lema 3.1.2. [Do, Proposition 5] Sea g(x, y) =
∑
ij

aijx
iyj ∈ C{x, y}, entonces

d(F ∗l (g)) = F ∗l (dg).

Lema 3.1.3. Sea ω = A(x, y)dx + B(x, y)dy una foliación curva generalizada que tiene

como ecuación reducida de su unión de separatrices a Ch : h = 0 y x = 0 no está en el

cono tangente de h = 0. Entonces la foliación F ∗l (ω) tiene como unión de separatrices a la

curva F ∗l (h) = 0.

Demostración. Como h = 0 es la unión de separatrices de ω, por definición tenemos que

dh ∧ ω = h.η1, donde η1 = g(x, y)dx ∧ dy es una 2− forma, para cierta g(x, y) ∈ C{x, y}.
En particular (Bhx −Ahy)dx ∧ dy = dh ∧ ω = h.η1 = h.gdx ∧ dy y tenemos que

Bhx −Ahy = h.g. (3.3)
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De los Lemas 3.1.2 y 3.1.1 se tiene que

d(F ∗l (h)) = F ∗l (dh) (3.4)

=
(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1(hx)∗(x, y) + (hy)
∗(x, y)T

′
l(x)

)
dx+ (hy)

∗(x, y)dy.

Usando (3.4), Lema 3.1.1, la definición de imagen inversa de una serie con respecto a F ∗l
(ver Página 47) y (3.3) tenemos

d(F ∗l (h)) ∧ F ∗l (ω) = F ∗l (dh) ∧ F ∗l (ω)

= n1 · · ·nl−1x
n1···nl−1−1F ∗l (Bhx −Ahy)dx ∧ dy

= n1 · · ·nl−1x
n1···nl−1−1F ∗l (h.g)dx ∧ dy

= F ∗l (h)η2,

(3.5)

para η2 = n1 · · ·nl−1x
n1···nl−1−1F ∗l (g)dx ∧ dy. Afirmamos que F ∗l (h) = 0 es la unión de

separatrices de F ∗l (ω), pues de lo contrario se tendría que S = Cg1 ∪ CF ∗l (h) es la unión

de separatrices de F ∗l (ω), para cierto g1 ∈ C{x, y}. Dado que Fl es una aplicación propia,

usando [Gu-Ro, Theorem Pag. 162] se tiene que Fl(S\{0}) es un conjunto analítico de ω

en C2\{0}. Usando el Teorema de Remmert-Stein [Gu-Ro][Theorem Pag. 169] se concluye

que CFl(g1) ∪ Ch es la unión de separatrices de ω lo cual es una contradicción y concluimos

el lema.

El siguiente lema generaliza [R2, Lemme 3.9].

Lema 3.1.4. Sea F : ω = 0 una foliación curva generalizada cuya ecuación reducida de

su unión de separatrices es f = 0. Si x = 0 no está en el cono tangente de f = 0, entonces

F ∗l (ω) es foliación curva generalizada.

Demostración. Del Teorema 1.2.27 sabemos que µ(ω) = µ(df). Usando ese mismo teorema

y el Lema 3.1.3 bastará demostrar que µ(F ∗l (ω)) = µ(F ∗l (df)), para concluir el lema. Del

Lema 3.1.1 tenemos

F ∗l (df) =
(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1(fx)∗(x, y) + (fy)
∗(x, y)T

′
l(x)

)
dx+ (fy)

∗(x, y)dy.

Aplicando la definición del número de Milnor de una foliación y los apartados quinto y

tercero del Teorema 1.1.38 se tiene

µ(F ∗l (df)) =
(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1(fx)∗(x, y) + (fy)
∗(x, y)T

′
l(x), (fy)

∗(x, y)
)

0

=
(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1(fx)∗(x, y), (fy)
∗(x, y)

)
0

= (n1 · · ·nl−1 − 1)
(
x, (fy)

∗(x, y)
)

0
+
(

(fx)∗(x, y), (fy)
∗(x, y)

)
0
.

(3.6)
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Como x = 0 no está en el cono tangente de df , entonces x no divide a la forma inicial

de fy, así obtenemos ordy(fy(0, y)) = ordy(fy(x, y)). De la Observación 1.1.12 se puede

concluir que mult(df) = ordy(fy(x, y)) y,

(
x, (fy)

∗(x, y)
)

0
= ordy(fy)

∗(0, y) = ordyfy(0, y) = ordyfy(0, y) = mult(df), (3.7)

donde (fy)
∗ = F ∗l (fy) (imagen inversa de fy con respecto a Fl). Además aplicando la

Proposición 1.1.40 tenemos(
(fx)∗(x, y), (fy)

∗(x, y)
)

0
= (n1 · · ·nl−1)

(
fx, fy

)
0

= (n1 · · ·nl−1)µ(df). (3.8)

Reemplazando (3.7) y (3.8) en (3.6), resulta

µ(F ∗l (df)) = (n1 · · ·nl−1 − 1)mult(df) + (n1 · · ·nl−1)µ(df). (3.9)

De manera similar

F ∗l ω =
(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1A∗(x, y) +B∗(x, y)T
′
l(x)

)
dx+B∗(x, y)dy,

de donde

µ(F ∗l ω) =
(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1A∗(x, y) +B∗(x, y)T ′l(x), B∗(x, y)
)

0

=
(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1A∗(x, y), B∗(x, y)
)

0

= (n1 · · ·nl−1 − 1)
(
x,B∗(x, y)

)
0

+
(
A∗(x, y), B∗(x, y)

)
0

= (n1 · · ·nl−1 − 1)mult(ω) + (n1 · · ·nl−1)µ(ω).

(3.10)

Dado que ω es curva generalizada, tenemos que mult(ω) = mult(df) y µ(ω) = µ(df). De

(3.9) y (3.10) concluimos el lema.

Rouillé demostró el Lema 3.1.4 en el caso particular de T l(x) = 0. El siguiente lema

completa [R2, Lemme 4.3].

Lema 3.1.5. El polígono N (F ∗l (ω)) tiene un lado compacto de inclinación ml
nl

y altura

el−1. Además dicho lado es el de mayor inclinación de N (F ∗l (ω)) entre todos los lados

compactos y este es el lado principal.

Demostración. Supondremos sin pérdida de generalidad que f ∈ C{x}[y] es el polinomio

de Weierstrass asociado a la unión de separatrices de ω. Usando el Lema 1.2.39 se tie-

ne que el polígono N (F ∗l ω) tiene un lado compacto de inclinación ml
nl

y este es su lado

principal. Probaremos que la altura de dicho lado compacto de inclinación ml
nl

es el−1. La

idea para mostrar el lema es hacer uso de Observaciones 1.2.42, para ello hallaremos la
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altura de N (F ∗l f), donde Cf : f = 0 es la separatriz irreducible de la foliación F : ω = 0.

Expresemos f(x, y) =
n∏
i=1

(y − yi(x)), donde yi(x) son las raíces de f . Fijemos el exponen-

te característico βl
β0

y consideremos la aplicación Fl(x, y) = (xn1···nl−1 , y + T l(x)), donde

T l(x) = Tl(x
n1···nl−1). Sea

F ∗l f(x, y) =
n∏
i=1

(
y − (yi(x)− T l(x)

)
, (3.11)

donde yi(x) = yi(x
n1···nl−1). Recordemos que de la Observación 1.1.45 y el Lema 1.1.29

tenemos

ord(yC(x)− Tl(x)) =
βl
β0

y ord(yi(x)− yC(x)) =
βs
n
, para cierto s ∈ {1, · · · , g}. (3.12)

Para s < l, usando desigualdad triangular, se obtiene ord(yi(x) − Tl(x)) = βs
n . Si

consideramos s = l, tenemos ord(yC(x) − Tl(x)) = ord(yi(x) − yC(x)) = βl
n , aplican-

do desigualdad triangular se consigue ord(yi(x) − Tl(x)) = βl
n pues los coeficientes que

acompañan al término x
βl
n en las series yi y yC son distintos. Para s > l, tenemos

ord(yC(x) − Tl(x)) = βl
n < βs

n = ord(yi(x) − yC(x)), y aplicando desiguadad triangular

se tiene ord(yi(x)− Tl(x)) = βl
n .

Por tanto, tenemos ord(yi(x)− Tl(x)) ≤ βl
n de donde

ord
(
yi(x)− T l(x)

)
≤ ml

nl
. (3.13)

Estamos interesados en hallar,

]

{
yi(x) : ord

(
yi(x)− T l(x)

)
<
ml

nl

}
. (3.14)

Para dar respuesta a (3.14), nos apoyaremos en las propiedades de una curva analítica

irreducible.

Consideremos

A :=

{
yi(x) : ord

(
yi(x)− T l(x)

)
<
ml

nl

}
,

y

B :=

{
yj(x) : ord (yC(x)− yj(x)) <

βl
n

}
,

donde yC(x) es la raíz fijada de Cf tal que ord(yC(x)− Tl(x)) = βl
n .

Mostraremos que ]A = ]B. En efecto, sea yj(x) ∈ B, así ord (yC(x)− yj(x)) < βl
n ,

de donde ord (yC(x)− yj(x)) < ml
nl
. Además ord(yC(x)− T l(x)) = ml

nl
, usando desigualdad
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triangular se obtiene que ord(yj(x)−T l(x)) < ml
nl
, así yj(x) ∈ A. Hemos mostrado que para

cada yj(x) ∈ B existe yj(x) ∈ A, por tanto ]B ≤ ]A. De manera similar, sea yj(x) ∈ A,
así ord

(
yi(x)− T l(x)

)
< ml

nl
, de donde ord (yj(x)− Tl(x)) < βl

n . Además ord(yC(x) −
Tl(x)) = βl

n , usando desigualdad triangular se obtiene que ord (yC(x)− yj(x)) < βl
n , por

tanto yj(x) ∈ B, lo que muestra que ]A ≤ ]B.

Se tiene

]B =
l−1∑
i=1

]

{
yj(x) : ord(yj(x)− yC(x)) =

βi
β0

}
y de la Propiedad 1.1.31 concluimos que ]A = ]B = e0− el−1. Además el número de raíces

de F ∗l (f) es n = e0, así que el número de raíces que tienen orden mayor o igual a ml
nl

es

el−1.

Notemos que el−1 es la altura del lado compacto del polígono N (F ∗l (f)) que tiene inclina-

ción ml
nl
. Como F ∗l (f) es la unión de separatrices de la foliación curva generalizada F ∗l ω, y

usando Proposición 1.2.40, se obtiene que N (F ∗l f) = N (F ∗l ω) de donde concluimos que la

altura del lado compacto de N (F ∗l ω) con inclinación ml
nl

es también el−1.

En [R2, Lemme 4.3] Rouillé afirma que el lado de mayor inclinación de N (F ∗l (ω))

es lado principal y determina explícitamente su inclinación, sin embargo no determina su

altura.

3.2. Formas iniciales pesadas

Sean F y G foliaciones singulares definidas por las 1-formas ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy

y η = P (x, y)dx + Q(x, y)dy respectivamente. Estamos interesados en describir la curva

dada por el contacto entre estas dos foliaciones, esto es, la curva definida por ω ∧ η, que
admite la ecuación

A(x, y)Q(x, y)−B(x, y)P (x, y) = 0.

Un caso particular es la curva polar PF(a:b) introducida en la Sección 2.2.

Usando las notaciones dadas en la Subsección 1.2.4, probaremos el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Si ν ∈ Q+ y Inν(ω) ∧ Inν(η) 6= 0, entonces Inν(ω ∧ η) = Inν(ω) ∧ Inν(η).

Además ordν

(
Inν(ω ∧ η)

)
= ordν(Inνω) + ordν(Inνη)− 1− ν.

Demostración. Consideremos ω =
∑
ij

ωij , η =
∑
rs

ηrs donde

ωij = Aijx
i−1yjdx+Bijx

iyj−1dy, y

ηrs = Prsx
r−1ysdx+Qrsx

rys−1dy,



Formas iniciales pesadas 79

donde i, j, r, s ∈ N y Aij , Bij , Prs, Qrs ∈ C. Tenemos

ωij ∧ ηrs =
(
Aijx

i−1yjQrsx
rys−1 −Bijxiyj−1Prsx

r−1ys
)
dx ∧ dy

=
(
AijQrs −BijPrs

)
xi+r−1yj+s−1dx ∧ dy.

Si AijQrs −BijPrs 6= 0 tenemos que

ordν

(
ωij ∧ ηrs

)
= (i+ r − 1) + ν(j + s− 1)

= (i+ νj) + (r + νs)− 1− ν
= ordν(ωij) + ordν(ηrs)− 1− ν.

De (1.23) se tiene Inν(ω) =
∑

i+νj=ordν(ω)

ωij y de manera similar Inν(η) =
∑

r+νs=ordν(η)

ηrs

es la suma de 1−formas que tienen el mismo ν− orden pesado. Como Inν(ω)∧ Inν(η) 6= 0,

entonces

Inν

(
ω ∧ η

)
=
(

Inν(ω) ∧ Inν(η)
)
,

de donde observamos que

ordν

(
Inν(ω ∧ η)

)
= ordν(Inνω) + ordν(Inνη)− 1− ν.

Consideremos una foliación F : ω = 0 curva generalizada que tiene una única separatriz

C : f = 0 y que además es irreducible. Del Corolario 1.2.28 tenemos que G : d
(
f (k)

)
= 0

es foliación curva generalizada. Además G : d
(
f (k)

)
= 0 tiene a f (k) = 0 como única sepa-

ratriz siendo f (k) la k−ésima raíz aproximada característica de f con 0 ≤ k ≤ g − 1 (ver

Definición 1.1.49).

El siguiente ejemplo nos indica que no siempre podemos aplicar el Lema 3.2.1.

Ejemplo 3.2.2. Sea la curva Cf : f = (y2 − x3)2 − x6y con exponentes característicos

(4, 6, 9) y raíces aproximadas f (0) = y y f (1) = y2 − x3. La foliación curva generalizada

dada por
ω = (−x7y + x7 − 6x5y − 2x4y2 + 6x5 + xy4 − 6x2y2)dx

+ (−x6y2 + x6y − x6 − 2x3y3 + y5 − 4x3y + 4y3)dy,

tiene a la curva Cf como única separatriz. Además df (0) = dy, df (1) = −3x2dx + 2ydy.

Para β2

β0
= 9

4 , tenemos

In 9
4
(ω) = 6x5dx, In 9

4

(
df (0)

)
= dy y In 9

4

(
df (1)

)
= −3x2dx,

así

In 9
4
(ω) ∧ In 9

4

(
df (0)

)
= 6x5dx ∧ dy,
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pero

In 9
4
(ω) ∧ In 9

4

(
df (1)

)
= 0.

En este último caso no podemos aplicar el Lema 3.2.1. Sin embargo podemos aplicarlo,

por ejemplo, a sus respectivas imágenes inversas con respecto a F2(x, y) := (x2, y + x3) y

a ν = β2

e1
= 9

2 puesto que

F ∗2 (ω) = (8x9y2 + 2x3y4 + 3x2y5 + 8x6y3 + 12x11y2 − 12x11y − 2x15y − 2x18 − 15x14

+ 24x5y2 − 30x20 − 3x14y2 + 15x5y4 − 6x17y + 12x2y3 + 24x8y3)dx

+ (−x12y2 − 2x15y − x18 − x12 + 8x6y3 + 4x9y2 + y5 + 5x3y4 + 8x6y + 4y3

+ 12x3y2)dy.

Además F ∗2
(
df (0)

)
= 3x2dx+ dy y F ∗2

(
df (1)

)
= 6x2ydx+ 2(y + x3)dy, de donde

Inν (F ∗2 (ω)) = (−15x14 + 24x5y2)dx+ 8x6ydy,

Inν
(
F ∗2
(
df (0)

))
= 3x2dx,

Inν
(
F ∗2
(
df (1)

))
= 6x2ydx+ 2x3dy.

Luego

Inν (F ∗2 (ω)) ∧ Inν
(
F ∗2

(
df (0)

))
= −48x8ydx ∧ dy

y

Inν (F ∗2 (ω)) ∧ Inν
(
F ∗2

(
df (1)

))
= −30x17dx ∧ dy.

Por tanto aunque no pudimos aplicar el Lema 3.2.1 a las foliaciones ω y df (1), si lo hemos

podido aplicar a sus imágenes inversas con respecto a F2. Tendremos esto presente en el

resto del capítulo.

3.3. Resultados preliminares sobre polares

Consideremos la rama analítica Cf : f = 0 con exponentes característicos (β0, · · · , βg).

Recordemos que ni =
mcd(β0, · · · , βi−1)

mcd(β0, · · · , βi)
. Podemos considerar, sin pérdida de generalidad,

que f es un polinomio de Weierstrass. Sea f (k) la k-ésima raíz aproximada característica

de f , donde 0 ≤ k ≤ g − 1.

Sea ω una foliación curva generalizada que tiene como única separatriz irreducible a Cf .
Definimos la curva polar de ω con respecto a la raíz aproximada característica

f (k) como la curva de ecuación

P(k)
ω (x, y) := A(x, y)f (k)

y (x, y)−B(x, y)f (k)
x (x, y) = 0. (3.15)
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Según (1.26) la imagen inversa de la polar de ω respecto de f (k) es

F ∗l

(
P(k)
ω

)
(x, y) = A∗(x, y)

(
f (k)
y

)∗
(x, y)−B∗(x, y)

(
f (k)
x

)∗
(x, y), (3.16)

donde l ∈ {1, . . . , g}.

Proposición 3.3.1. Sean las foliaciones curvas generalizadas ω = A(x, y)dx+B(x, y)dy y

d
(
f (k)

)
= f

(k)
x dx+f

(k)
y dy que tienen a f = 0 y f (k) = 0 como separatrices respectivamente,

entonces

F ∗l (ω) ∧ F ∗l
(
df (k)

)
= n1 · · ·nl−1x

n1n2···nl−1−1
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
dx ∧ dy,

donde l ∈ {1, . . . , g}.

Demostración. Aplicando el Lema 3.1.1 a las foliaciones ω y df (k) respectivamente, tenemos

F ∗l (ω) = A(x, y)dx+ B(x, y)dy y F ∗l (df (k)) = C(x, y)dx+D(x, y)dy, donde

C(x, y) =
(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1
(
f (k)
x

)∗
(x, y) +

(
f (k)
y

)∗
(x, y)T

′
l(x)

)
y

D(x, y) =
(
f (k)
y

)∗
(x, y).

De esta manera

F ∗l (ω) ∧ F ∗l
(
df (k)

)
=

(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1A∗ +B∗T
′
l

)(
f

(k)
y

)∗
−

(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1
(
f

(k)
x

)∗
+
(
f

(k)
y

)∗
T
′
l

)
B∗dx ∧ dy

= n1 · · ·nl−1x
n1n2···nl−1−1

(
A∗
(
f

(k)
y

)∗
−B∗

(
f

(k)
x

)∗ )
dx ∧ dy

= n1 · · ·nl−1x
n1n2···nl−1−1

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
dx ∧ dy.

Sea ν = ml
nl
, con l ∈ {1, · · · , g} dondeml = βl

el
y nl =

el−1

el
. Estamos interesados en hallar

Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
. La estrategia será aplicar la Proposición 3.3.1. Para ello necesitamos

conocer InνF
∗
l (ω) y Inν

(
F ∗l
(
df (k)

))
. Podemos escribir

InνF
∗
l (ω) =

∑
i+νj=cl

Aijxi−1yjdx+
∑

i+νj=cl

Bijxiyj−1dy, (3.17)

donde cl = ordν(InνF
∗
l (ω)) y Aij ,Bij ∈ C. Denotaremos por Ll la recta de apoyo del

polígono de Newton de F ∗l (ω) de inclinación ν, es decir

Ll : i+ νj = cl. (3.18)
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De otro lado para calcular Inν
(
F ∗l
(
df (k)

))
, vamos a analizar qué sucede con Inν(F ∗l (f (k)))

y luego aplicaremos los Lemas 1.2.34 y 3.1.2.

Recordemos que cont
(
f, f (k)

)
=

βk+1

n y que ordx(yC(x) − δ1(x)) =
βk+1

n (ver igualdad

(1.9)).

Estudiaremos primero el caso k ≥ 1. Usando ecuación (1.7), podemos expresar

F ∗l
(
f (k)

)
=

m∏
j=1

(
y − (δj(x)− T l(x))

)
=

(
y − (δ1(x)− T l(x))

) k∏
i=1

 ∏
δj∈Z

(k)
i

(
y − (δj(x)− T l(x))

) ,

(3.19)

donde δj(x) = δj (xn1···nl−1), Z(k)
i =

{
δj ∈ Zerf (k) : ordx(δj(x)− yC(x)) = βi

β0

}
para i ∈

{1, · · · , k} y j ∈ {2, · · · ,m}.

Además de (1.10) tenemos

δ1(x) = aβ1x
β1
n

(n1···nl−1) +
∑
j∈(e1)
β1<j<β2

ajx
j
n

(n1···nl−1) + · · ·+ aβkx
βk
n

(n1···nl−1) +

+
∑
j∈(ek)

βk<j<βk+1

ajx
j
n

(n1···nl−1) +
∑

j>
βk+1
ek

bjx
jek
n

(n1···nl−1),

y

T l(x) = aβ1x
β1
n

(n1···nl−1) +
∑
j∈(e1)
β1<j<β2

ajx
j
n

(n1···nl−1) + aβ2x
β2
n

(n1···nl−1) + · · ·+

+
∑

j∈(el−1)
βl−1<j<βl

ajx
j
n

(n1···nl−1).

Aplicando el Lema 1.1.30 a f (k) = 0 y de la igualdad (1.12), se tiene

]Z
(k)
i = (ni − 1)ni+1 · · ·nk,

para i ∈ {1, . . . , k}. Denotemos por

ρ
(k)
l :=

(
k∑
i=1

(
]Z

(k)
i

βi
β0

))
(n1 · · ·nl−1) =

(
k∑
i=1

(ni − 1)ni+1 · · ·nk
βi
β0

)
(n1 · · ·nl−1),

(3.20)
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donde l ∈ {k + 1, . . . , g}. Dado que la suma vacía es cero tenemos que ρ(0)
l = 0.

Consideremos ahora el caso k = 0. Como f (0)(x, y) = y, entonces df (0)(x, y) = dy. Luego

F ∗l (f (0)) = F ∗l (y) = y + T l(x)) (3.21)

y

F ∗l (df (0)) = d(y + T l(x)) = T
′
l(x)dx+ dy, (3.22)

donde T l(x) = T βl
β0

(yC(x
n1n2···nl−1)).

Lema 3.3.2. Sea 0 ≤ k ≤ g − 1. Para ν = ml
nl

con l ≥ k + 2, se cumple

Inν

(
F ∗l

(
df (k)

))
= aβk+1

θ(k)c
(k)
l xc

(k)
l −1dx,

donde c(k)
l = ρ

(k)
l +

βk+1

β0
(n1 · · ·nl−1), siendo ρ(k)

l como en (3.20), θ(0) = 1 y θ(k) ∈ C\{0}
para 1 ≤ k ≤ g − 1. En particular ordν

(
Inν

(
F ∗l
(
df (k)

)))
= c

(k)
l .

Demostración. Supongamos en primer lugar que 1 ≤ k ≤ g−1. Usando el Lema 1.1.55, ob-

tenemos que ord
(
δj(x)− T l(x)

)
= βi

β0
(n1 · · ·nl−1) para 2 ≤ j ≤ m y ord

(
δ1(x)− T l(x)

)
=

βk+1

β0
(n1 · · ·nl−1). Reemplazando en (3.19), resulta

Inν
(
F ∗l
(
f (k)

))
= Inν

((
y − (δ1(x)− T l(x))

))
Inν

 k∏
i=1

 ∏
δj∈Z

(k)
i

(
y − (δj(x)− T l(x))

)


= aβk+1
x
βk+1
β0

(n1···nl−1)
θ(k)xρ

(k)
l ,

donde ρ(k)
l =

(
k∑
i=1

(
]Z

(k)
i

βi
β0

))
(n1 · · ·nl−1) y θ(k) ∈ C \ {0}.

Por tanto Inν
(
F ∗l
(
f (k)

))
= aβk+1

θ(k)xc
(k)
l , donde c(k)

l = ρ
(k)
l +

βk+1

β0
(n1 · · ·nl−1).

Así d
(
InνF

∗
l

(
f (k)

))
= aβk+1

θ(k)c
(k)
l xc

(k)
l −1dx. Aplicando los Lemas 3.1.2 y 1.2.34 obte-

nemos

InνF
∗
l

(
df (k)

)
= d

(
Inν

(
F ∗l

(
f (k)

)))
= aβk+1

θ(k)c
(k)
l xc

(k)
l −1dx, (3.23)

y ordν
(
InνF

∗ (df (k)
))

= c
(k)
l .

Estudiemos a continuación el caso k = 0. De la ecuación (3.22), se tiene que

F ∗l (df (0)) =
(
aβ1

β1

n
(n1 · · ·nl−1)x

β1
n

(n1···nl−1)−1 + · · ·
)
dx+ dy

de donde Sop(F ∗l df
(0)) =

{(
β1

n (n1 · · ·nl−1), 0
)}
∪
{

(0, 1)
}
. Observamos que
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Para
(
β1

n (n1 · · ·nl−1), 0
)
, se tiene β1

n (n1 · · ·nl−1) + ml
nl
· 0 = β1

n (n1 · · ·nl−1).

Para (0, 1), se tiene 0 + ml
nl
· 1 = ml

nl
.

Analicemos cual de ambos valores es el menor. Por hipótesis tenemos que l ≥ 2. Por tanto

βl
n

=
ml

n1 · · ·nl
>
β1

n

de donde
ml

nl
>
β1

n
(n1 · · ·nl−1),

luego

Inν

(
F ∗l

(
df (0)

))
=
(
aβ1

β1

n
(n1 · · ·nl−1)x

β1
n

(n1···nl−1)−1
)
dx, (3.24)

y ordν
(
InνF

∗
l

(
df (0)

))
= β1

n (n1 · · ·nl−1).

Lema 3.3.3. Sea 0 ≤ k ≤ g − 1. Para ν = ml
nl

con l ≥ k + 2, se cumple

Inν

(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

))
=

 ∑
i+νj=cl

θBij xc
(k)
l −1+i yj−1

 dx ∧ dy,

donde θ = −aβk+1
θ(k)c

(k)
l ∈ C\{0} y c(k)

l = ρ
(k)
l +

βk+1

β0
(n1 · · ·nl−1), siendo ρ(k)

l como en

(3.20). Además

ordν

(
Inν

(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

)))
= cl + c

(k)
l − 1− ν,

donde cl = ordν(InνF
∗
l (ω)).

Demostración. De la ecuación (3.17) para ν = ml
nl
, podemos considerar la parte inicial

pesada

InνF
∗
l (ω) =

∑
i+νj=cl

Aijxi−1 yjdx+
∑

i+νj=cl

Bijxi yj−1dy,

donde cl = ordν(InνF
∗
l (ω)). Además, del Lema 1.2.39 tenemos que Bij 6= 0 para ciertos i, j

ya que por definición de lado principal, la foliación F ∗l (ω) tiene contribución de B.

Usando el Lema 3.3.2, se tiene

Inν

(
F ∗l

(
df (k)

))
= aβk+1

θ(k)c
(k)
l xc

(k)
l −1dx, (3.25)

donde θ(k) ∈ C \ {0}. Entonces de (3.17) y (3.25) obtenemos
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InνF
∗
l (ω) ∧ Inν

(
F ∗l

(
df (k)

))
=

 ∑
i+νj=cl

θBijxc
(k)
l −1+i yj−1

 dx ∧ dy,

donde θ := −aβk+1
θ(k)c

(k)
l 6= 0.

Por tanto InνF
∗
l (ω) ∧ Inν

(
F ∗l
(
df (k)

))
6= 0, y aplicando el Lema 3.2.1, obtenemos

Inν

(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

))
=

 ∑
i+νj=cl

θBijxc
(k)
l −1+i yj−1

 dx ∧ dy,

y

ordν

(
Inν
(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

)) )
= ordν(InνF

∗
l (ω)) + ordν

(
InνF

∗
l

(
df (k)

))
− 1− ν

= cl + c
(k)
l − 1− ν.

Lema 3.3.4. Sea 0 ≤ k ≤ g − 1. Para ν = ml
nl

con l = k + 1, se cumple

InνF
∗
l

(
df (k)

)
= a(k)ρ

(k)
l xρ

(k)
l −1ydx+ a(k)xρ

(k)
l dy,

donde ρ(k)
l =

(
k∑
i=1

(
]Z

(k)
i

βi
β0

))
(n1 · · ·nl−1), a(0) = 1 y a(k) ∈ C\{0} para 1 ≤ k ≤ g − 1.

En particular ordν
(
InνF

∗
l

(
df (k)

))
= ρ

(k)
l + ν.

Demostración. Supongamos en primer lugar que 1 ≤ k ≤ g − 1. Usando el Lema 1.1.54,

obtenemos que ord
(
δj(x)− T l(x)

)
= βi

β0
(n1 · · ·nl−1) para 2 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ k y

ord
(
δ1(x)− T l(x)

)
= τ(n1 · · ·nl−1), con τ > βk+1

β0
. Reemplazando en (3.19), resulta

Inν
(
F ∗l
(
f (k)

))
= Inν

((
y − (δ1(x)− T l(x))

))
Inν

 k∏
i=1

 ∏
δj∈Z

(k)
i

(
y − (δj(x)− T l(x))

)


= a(k)xρ
(k)
l y,

donde ρ(k)
l =

(
k∑
i=1

(
]Z

(k)
i

βi
β0

))
(n1 · · ·nl−1) y a(k) ∈ C \ {0}.

Por tanto d
(
Inν
(
F ∗l
(
f (k)

)))
= a(k)ρ

(k)
l xρ

(k)
l −1ydx + a(k)xρ

(k)
l dy. Aplicando los Lemas

3.1.2 y 1.2.34 obtenemos

InνF
∗
l

(
df (k)

)
= d

(
Inν

(
F ∗l

(
f (k)

)))
=
(
a(k)ρ

(k)
l xρ

(k)
l −1ydx+ a(k)xρ

(k)
l dy

)
(3.26)

y ordν
(
Inν
(
F ∗l
(
df (k)

)))
= ρ

(k)
l + ν.
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Estudiamos a continuación el caso k = 0. De la ecuación (3.22), se tiene que F ∗l (df (0)) =

d(y + T l(x)). Para l = 1, observamos que T l(x) = 0, así F ∗1 (df (0)) = d(y). Por tanto

InνF
∗
1 (df (0)) = dy y se observa que ordν

(
InνF

∗
1

(
df (0)

))
= ν. Se concluye el lema teniendo

en cuenta que ρ(0)
l = 0 y a(0) = 1.

Lema 3.3.5. Sea 0 ≤ k ≤ g − 1. Para ν = ml
nl

con l = k + 1, se cumple

Inν

(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

))
=

 ∑
i+νj=cl

a(k)(Aij − ρ(k)
l Bij)x

i+ρ
(k)
l −1yj

 dx ∧ dy,

donde ρ(k)
l =

(
k∑
i=1

(
]Z

(k)
i

βi
β0

))
(n1 · · ·nl−1), a(0) = 1 y a(k) ∈ C\{0} para 1 ≤ k ≤ g − 1.

Además

ordν

(
Inν

(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

)))
= cl + ρ

(k)
l − 1,

donde cl = ordν(InνF
∗
l (ω)).

Demostración. Del Lema 3.1.1 tenemos que F ∗l (ω) = A(x, y)dx+ B(x, y)dy. Para ν = ml
nl

consideremos la parte inicial pesada

InνF
∗
l (ω) =

∑
i+νj=cl

Aijxi−1 yjdx+
∑

i+νj=cl

Bijxi yj−1dy, (3.27)

donde cl = ordν(InνF
∗
l (ω)); y donde la recta de apoyo del polígono de Newton de F ∗l (ω)

y de inclinación ν tiene ecuación Ll : i + νj = cl, siendo cl = ordx(A(x, 0)). Por tanto

podemos afirmar que para algún (i0, j0) ∈ Ll ∩ Sop(F ∗l (ω)) se tiene que Ai0j0 6= 0 y

Bi0j0 = 0.

Por otra parte, usando el Lema 3.3.4, se tiene

Inν

(
F ∗l

(
df (k)

))
= a(k)ρ

(k)
l xρ

(k)
l −1ydx+ a(k)xρ

(k)
l dy, (3.28)

donde a(k) ∈ C\{0} y ρ(k)
l como en (3.20). Entonces de (3.27) y (3.28) obtenemos

Inν(F ∗l (ω)) ∧ Inν
(
F ∗l

(
df (k)

))
=

 ∑
i+νj=cl

a(k)(Aij − ρ(k)
l Bij)x

i+ρ
(k)
l −1yj

 dx ∧ y

Afirmamos que InνF
∗
l (ω)∧ InνF

∗
l

(
df (k)

)
6= 0, pues Ai0j0 6= 0 y Bi0j0 = 0 y aplicando Lema

3.2.1, obtenemos

Inν

(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

))
=

 ∑
i+νj=cl

a(k)(Aij − ρ(k)
l Bij)x

i+ρ
(k)
l −1yj

 dx ∧ y,
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y

ordν
(
Inν
(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

)))
= ordν(InνF

∗
l (ω)) + ordν

(
InνF

∗
l

(
df (k)

))
− 1− ν

= cl + ρ
(k)
l − 1.

Como consecuencia de los Lemas 3.3.3 y 3.3.5, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.3.6. Sean 0 ≤ k ≤ g − 1 y ν = ml
nl

con l ≥ k + 1. La recta que contiene a los

puntos del soporte de Inν
(
F ∗l (ω) ∧ F ∗l

(
df (k)

))
tiene ecuación

L1 : i+ νj = cl + c
(k)
l − 1− ν, para l ≥ k + 2,

y

L2 : i+ νj = cl + ρ
(k)
l − 1, para l = k + 1,

donde cl = ordν(InνF
∗
l (ω)) y c(k)

l = ρ
(k)
l +

βk+1

β0
(n1 · · ·nl−1), siendo ρ(k)

l como en (3.20).

Proposición 3.3.7. Sean 0 ≤ k ≤ g − 1 y ν = ml
nl

con l ≥ k + 1. Si

InνF
∗
l (ω) =

∑
i+νj=cl

Aijxi−1 yjdx+
∑

i+νj=cl

Bijxi yj−1dy

entonces

Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
=

∑
i+jν=cl

θBijxc
(k)
l +i−(n1···nl−1)yj−1, para l ≥ k + 2 (3.29)

y

Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
=

 ∑
i+νj=cl

a(k)(Aij − ρ(k)
l Bij)x

i+ρ
(k)
l −n1···nkyj

 , para l = k + 1;

(3.30)

donde θ, a(0) = 1, a(k) ∈ C\{0} para 1 ≤ k ≤ g − 1, cl = ordν(InνF
∗
l (ω)) y c

(k)
l =

ρ
(k)
l +

βk+1

β0
(n1 · · ·nl−1), siendo ρ(k)

l como en (3.20).

Demostración. De la Proposición 3.3.1 se sabe que

F ∗l (ω) ∧ F ∗l (df (k)) = n1 · · ·nl−1x
n1···nl−1−1

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
dx ∧ dy,

así

Inν(F ∗l (ω) ∧ F ∗l (df (k))) = Inν

(
n1 · · ·nl−1x

n1···nl−1−1
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
dx ∧ dy

)
. (3.31)



Resultados preliminares sobre polares 88

Supongamos que l ≥ k + 2. Del Lema 3.3.3 y reemplazando en (3.31) se tiene que

Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
=

∑
i+jν=cl

θBijxc
(k)
l −1+i−(n1···nl−1−1)yj−1

=
∑

i+jν=cl

θBijxc
(k)
l +i−(n1···nl−1)yj−1.

Supongamos ahora que l = k + 1. Del Lema 3.3.5 y reemplazando en (3.31) obtenemos

Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
=

 ∑
i+νj=cl

a(k)(Aij − ρ(k)
l Bij)x

i+ρ
(k)
l −n1···nkyj

 .

Observaciones 3.3.8. Dado que a(0) = 1, ρ(0)
1 = 0 y el producto vacío es igual a uno,

tenemos que para k = 0 la igualdad (3.30) se reduce a

Inν

(
F ∗l

(
P(0)
ω

))
=

∑
i+νj=c1

Aijxi−1yj .

La Proposición 3.3.7 nos permite determinar puntos en el polígono de Newton de F ∗l
(
P(k)
ω

)
a partir de puntos en el polígono de Newton de F ∗l (ω). Más concretamente:

Observaciones 3.3.9.

1. Si l ≥ k + 2 y (i, j) es un punto de N (F ∗l (ω)) con Bij 6= 0 entonces (c
(k)
l + i −

(n1 · · ·nl−1), j − 1) es un punto de N
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
.

2. Si l = k + 1 y (i, j) es un punto de N (F ∗l (ω)) con Aij − ρ
(k)
l Bij 6= 0 entonces

(i+ ρ
(k)
l − n1 · · ·nk, j) es un punto de N

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
.

En la siguiente proposición precisaremos información del polígono de Newton deN
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
.

Proposición 3.3.10. Sean 0 ≤ k ≤ g − 1 y ν = ml
nl

con l ≥ k + 1. La recta que contiene

a los puntos del soporte de Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
tiene ecuación

L(k)
l : i+ νj = ck,l − ν, para l ≥ k + 2

y

L(k)
l : i+ νj = cl + ρ

(k)
l − n1 · · ·nk, para l = k + 1

donde ck,l := cl+c
(k)
l −n1 · · ·nl−1, siendo cl = ordν(InνF

∗
l (ω)) y c(k)

l = ordν
(
InνF

∗
l

(
df (k)

))
y ρ(k)

l como en (3.20).
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Demostración. Supongamos en primer lugar que l ≥ k+2. Sea (a, b) un punto del soporte de

Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
. De la Proposición 3.3.7, igualdad (3.29), existe (ia, jb) punto del soporte

de N (F ∗l (ω)), tal que

a = c
(k)
l + ia − n1 · · ·nl−1 y b = jb − 1.

Además
a+ νb = (c

(k)
l + ia − n1 · · ·nl−1) + ν(jb − 1)

= (c
(k)
l + ia − n1 · · ·nl−1) + νjb − ν

= (ia + νjb) + (c
(k)
l − n1 · · ·nl−1)− ν

= cl + c
(k)
l − n1 · · ·nl−1 − ν

= ck,l − ν,

donde ck,l := cl + c
(k)
l −n1 · · ·nl−1. Por tanto la recta que contiene a los puntos del soporte

de Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
tiene ecuación

L(k)
l : i+ νj = ck,l − ν.

Supongamos ahora que l = k + 1. De la igualdad (3.30) de la Proposición 3.3.7, existe

(ia, jb) en el soporte de N (F ∗l (ω)) con Aiajb − ρ
(k)
k+1Biajb 6= 0. Así

a+ νb = (ia + ρ
(k)
k+1 − n1 · · ·nk) + νjb

= (ia + νjb) + ρ
(k)
k+1 − n1 · · ·nk

= ck+1 + ρ
(k)
k+1 − n1 · · ·nk.

Por tanto, la recta que contiene a los puntos del soporte de Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
, tiene ecuación

L(k)
l : i+ νj = ck+1 + ρ

(k)
k+1 − n1 · · ·nk.

Como consecuencia de la Proposición 3.3.10, tenemos el siguiente corolario

Corolario 3.3.11. Sean ν =
mk+1

nk+1
y L el lado compacto de inclinación ν del polígono

de Newton de F ∗k+1(ω). Si Lk+1 es la ecuación de la recta de apoyo de N (F ∗k+1(ω)) que

contiene a L, entonces N
(
F ∗k+1

(
P(k)
ω

))
tiene una recta de apoyo de ecuación L(k)

k+1 de

inclinación ν. Además si el polígono de Newton de F ∗k+1

(
P(k)
ω

)
admite lado compacto de

inclinación ν sería el de mayor inclinación y estaría contenido en el semiplano
(
L(k)
k+1

)+
.

Demostración. Teniendo en cuenta la Proposición 3.3.10 y la convexidad del polígono de

Newton, solo faltaría por demostrar que si el polígono de Newton de F ∗k+1

(
P(k)
ω

)
admite

lado compacto de inclinación ν, dicho lado sería el de mayor inclinación.
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De (3.18) sabemos que la recta de apoyo de inclinación ν del polígono de Newton de F ∗k+1(ω)

es Lk+1 : i + jν = ck+1. Del Lema 3.1.5 tenemos que Lk+1 contiene al lado principal de

N (F ∗k+1(ω)). En particular el lado compacto de mayor inclinación de N (F ∗k+1(ω)) tiene

inclinación ν, corta al eje horizontal, de donde se tiene que Bi00 = 0 y Ai00 6= 0.

Además de (3.29) se tiene que Inν

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
=

∑
i+jν=cl

a(k)
(
Aij − ρ(k)

k+1Bij
)
xi+ρ

(k)
k+1−n1···nk yj .

Como Ai00 6= 0 entonces (i0, 0) ∈ Sop
(
Inν
(
F ∗k+1(ω)

))
, así i0 = ck+1. Afirmamos que

(i0, 0) ∈ Sop
(

Inν

(
F ∗k+1

(
P(k)
ω

)))
para i0 = ck+1 +ρ

(k)
k+1−n1 · · ·nk pues Ai00−ρ(k)

k+1Bi00 6=
0.

La recta L(k)
k+1 corta al eje de las abscisas y es recta de apoyo de inclinación ν deN

(
F ∗k+1

(
P(k)
ω

))
.

Por tanto si el polígono de Newton de F ∗k+1

(
P(k)
ω

)
admite lado compacto de inclinación

ν, dicho lado sería el de mayor inclinación.

Observación 3.3.12. Obsérvese que el polígono de Newton de F ∗k+1

(
P(k)
ω

)
no necesaria-

mente tiene lado compacto de inclinación ν =
mk+1

nk+1
como muestra el siguiente ejemplo: si

f(x, y) = y2 − x3 entonces f (0)(x, y) = y y P(0)
df = −3x2. Por tanto el polígono de Newton

de df tiene un único lado compacto de inclinación ν = 3
2 y está contenida en la recta

L1 : i+νj = 3 pero sin embargo el polígono de Newton de F ∗1
(
P(0)
df

)
tiene un único vértice

que es el (2, 0) y su recta de apoyo de inclinación ν es L(0)
1 : i+ νj = 2.

x

y

2

3

N
(
P(0)
df

)N (df)

2
L1L(0)

1

Corolario 3.3.13. Sean 0 ≤ k ≤ g − 1, ν = ml
nl
, para k + 2 ≤ l ≤ g y L el lado compacto

de inclinación ν del polígono de Newton de F ∗l (ω). Si Ll es la ecuación de la recta de

apoyo de N (F ∗l (ω)) que contiene a L, entonces N
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
tiene una recta de apoyo

de ecuación L(k)
l de inclinación ν. Además si el polígono de Newton de F ∗l

(
P(k)
ω

)
admite

lado compacto de inclinación ν estaría contenido en la recta
(
L(k)
l

)+
.

Demostración. Es claro de la Proposición 3.3.10.

Observación 3.3.14. Para ν = ml
nl

con k+ 2 ≤ l ≤ g, no se cumple que el lado compacto

de N
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
de inclinación ν sea el de mayor inclinación, como se puede apreciar
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en el siguiente ejemplo: consideremos la foliación curva generalizada dada por ω = df +fη

con η = (x + y)dx + ydy, la cual tiene como separatriz a la curva irreducible Cf , donde
f = ((y2 − x3)2 − x5y)3 − x15y(y2 − x3), y tiene exponentes característicos (12, 18, 21, 22).

Una raíz de Newton-Puiseux de f es

yC(x) = x
3
2 +

1

2
x

7
4 +

1

4
x

11
6 + · · ·

Fijando β2

β0
= 7

4 , consideramos F2(x, y) = (x2, y + x3), de donde resulta que los polígonos

N (F ∗2 (ω)) y N
(
F ∗2

(
P(0)
ω

))
son dados como se muestra a continuación:

x

y

12

6

18

N (F ∗
2 (ω))

39

N
(
F ∗
2

(
P(0)
ω

))

L2L(0)
2

13

10

5

1

4 19 33 37

ν = 7/2

ν = 7/2

Observamos que N
(
F ∗2

(
P(0)
ω

))
tiene un lado compacto de inclinación ν = 7

2 pero di-

cho polígono tiene un lado compacto de inclinación igual a 4.

Lema 3.3.15. Sea (a1, b1) el vértice de menor ordenada del lado principal del polígono de

Newton N (F ∗l (ω)), que tiene contribución de B(x, y). Entonces b1 ≥ nl.

Demostración. Usando el Lema 1.2.39 se tiene que el polígono de Newton N (F ∗l (ω)) tiene

su lado principal contenido en una recta de inclinación ν = ml
nl
. Como (a1, b1) es el vértice

de menor ordenada del lado principal del polígono de Newton N (F ∗l (ω)), que tiene contri-

bución de B(x, y), entonces b1 6= 0. El punto (a1, b1) ∈ N2 pertenece a la recta de ecuación

i + νj = cl para cierto cl 6= 0. En particular tenemos que b1 = (cl−a1)
ν = (cl−a1)

ml
nl ∈ N,

y por tanto (cl−a1)
ml

es positivo. Además como nl y ml son coprimos entonces (cl−a1)
ml

es

natural positivo y concluimos el lema.

Si N es un polígono de Newton y q ∈ Q, denotaremos N≥q al polígono de Newton que

resulta de eliminar en N sus lados de inclinación estrictamente menor que q; y denotaremos
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por N>q al polígono de Newton que resulta de eliminar en N sus lados de inclinación menor

o igual que q.

Recordemos que de la definición de lado principal y del Lema 3.1.5 tenemos que el lado

principal de N (F ∗l (ω)) es el lado compacto de máxima inclinación, que además corta al

eje y = 0 y su inclinación es ν = ml
nl
. Por tanto, de los dos vértices de dicho lado principal,

el único que tiene contribución de B(x, y) es el de ordenada no nula.

Proposición 3.3.16. Sean 0 ≤ k ≤ g − 1 y ν = ml
nl
, para k + 2 ≤ l ≤ g. Sea (a0, b0) el

único vértice del lado principal del polígono de Newton N (F ∗l (ω)) que tiene contribución

de B(x, y)(es decir el de ordenada no nula). Entonces el vértice de mayor ordenada en el

polígono de Newton N
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
≥ν

tiene ordenada igual a b0 − 1.

Demostración. Del Corolario 3.3.13, se tiene que la recta L(k)
l es una recta de apoyo del

polígono de Newton N
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
. Si N

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
tiene lado compacto de inclinación

ν entonces estaría contenido en la recta L(k)
l . Del primer apartado de Observaciones 3.3.9

se tiene que si (a0, b0) es el vértice de mayor ordenada del lado principal del polígono de

Newton N (F ∗l (ω)) que tiene contribución de B(x, y), entonces (a0+c
(k)
l −n1 · · ·nl−1, b0−1)

es el vértice de mayor ordenada del polígono de Newton N
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
≥ν

.

x

y

b0
b0 − 1

ν

L(k)
l

Observación 3.3.17. Consideremos la foliación

ω = (−x7y+x7−6x5y−2x4y2+6x5+xy4−6x2y2)dx+(−x6y2+x6y−x6−2x3y3+y5−4x3y+4y3)dy,

que tiene a f(x, y) = (y2 − x3)2 − x6y como separatriz. La curva Cf tiene exponentes

característicos a (4, 6, 9). Así

yC(x) = x
3
2 +

1

2
x

9
4 − 1

6
x

15
4 + · · ·

Fijando β2

β0
= 9

4 , consideramos F2(x, y) = (x2, y + x3). Los polígonos de Newton de

N (F ∗2 (ω)) y N
(
F ∗2

(
P(0)
ω

))
son



Descomposición de la curva polar de una foliación 93

x

y

N (F ∗
2 (ω))

4

2

6 15

ν = 9/2

L2

N
(
F ∗
2

(
P(0)
ω

))
4

2

2

1

4 7 13L(0)
2

Observamos que en este caso N
(
F ∗2

(
P(0)
ω

))
no tiene lado compacto de inclinación ν, por

tanto N
(
F ∗2

(
P(0)
ω

))
≥ν

= N
(
F ∗2

(
P(0)
ω

))
>ν

.

3.4. Descomposición de la curva polar de una foliación

Recordemos que f ∈ C{x}[y] es un polinomio de Weierstrass irreducible con expo-

nentes característicos (β0, · · · , βg) y f (k), 0 ≤ k ≤ g − 1, denota sus raíces aproximadas

características. Además denotamos ni = mcd(β0,...,βi−1)
mcd(β0,...,βi)

.

Tenemos todas las herramientas necesarias para mostrar el siguiente teorema que generaliza

la Proposición 4.1 de [R2].

Teorema 3.4.1. Sean F : ω = 0 y G : df (k) = 0 foliaciones curvas generalizadas que tienen

a Cf y Cf (k) como separatrices respectivamente. La curva polar P(k)
ω tiene mult

(
P(k)
ω

)
≥

n+ n1 · · ·nk − 2 y se descompone como

P(k)
ω = Γ(k+1) · · ·Γ(g),

donde los factores Γ(l) no son necesariamente irreducibles y x es co-primo con el producto

Γ(k+2) · · ·Γ(g). Además

a) cont(Pl, Cf ) = βl
n para Pl componente irreducible de Γ(l), k + 2 ≤ l ≤ g.

b) mult(Γ(l)) = n1 · · ·nl−1(nl − 1), k + 2 ≤ l ≤ g.

c) mult
(
Γ(k+1)

)
≥ n1 · · ·nk(nk+1+1)−2 y ord(γ) ≤ βk+1

n para γ raíz de Newton-Puiseux

de Γ(k+1).

Demostración. Sean k+2 ≤ l ≤ g y ν = ml
nl
. Del Lema 3.1.5 y Proposición 3.3.16 se obtiene

que la altura de N
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
≥ν

es el−1−1. Sean ν1 < ν2 < · · · < νq las inclinaciones de

N
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
≥ν

que son mayores a ν para l ≥ k+2. Denotemos por Li el lado compacto
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de N
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
≥ν

de inclinación νi. Sea r ∈ {1, . . . , q}. Las raíces de Newton-Puiseux

de la curva F ∗l
(
P(k)
ω

)
correspondientes al lado compacto de N

(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
de inclinación

νr son de la forma

γrs(x) = drsx
νr + εrs(x),

con drs 6= 0 y ordxεrs(x) > νr, donde s = 1, · · · , sr, siendo sr la altura del lado Lr. Para

l ≥ k + 2 definimos Γ
(l)

:=

q∏
r=1

sr∏
s=1

(y − γrs(x)).

Del Lema 3.1.3 tenemos que la ecuación reducida de separatrices de F ∗l (ω) es F ∗l (f) = 0.

Por el Lema 1.2.39 se sabe que la recta que contiene al lado principal de N (F ∗l (ω)) es

de inclinación ml
nl
. Además como ω es de tipo curva generalizada entonces F ∗l (ω) también

lo es (ver Lema 3.1.4) y aplicando el Corolario 1.2.41 tenemos la igualdad N (F ∗l (ω)) =

N (F ∗l (f)). Concluimos, del Lema 1.1.15, que las raíces de Newton-Puiseux de F ∗l (f) tienen

orden menor o igual que ml
nl
. Además sabemos del Lema 3.1.5 que F ∗l (f) tiene raíces

de Newton-Puiseux de F ∗l (f) de orden ml
nl
. Sea D una componente irreducible de F ∗l (f)

cuyas raíces de Newton-Puiseux tienen orden ml
nl
. Entonces, como νr >

ml
nl
, para todo

r = 1, · · · , q; toda componente irreducible P l de Γ
(l) verifica

cont(D,P l) =
ml

nl
.

Volvamos a las coordenadas (x, y): sean Pl y Γ(l) tales que P l = F−1
l (Pl) y Γ

(l)
=

F−1
l

(
Γ(l)
)
. Se tiene

cont(Cf ,Pl) =
ml

n1 · · ·nl−1 · nl
=
βl
n
, con k + 2 ≤ l ≤ g.

La raíces de Newton-Puiseux de la polar P(k)
ω con contacto con Cf mayor o igual a βl

n ,

para k+ 2 ≤ l ≤ g, coinciden con las raíces de Newton-Puiseux de Γ(k+2) · · ·Γ(g). Tenemos

que el número de raíces de Newton-Puiseux de la separatriz Cf que tienen contacto, con la

curva polar P(k)
ω , mayor o igual a βl

n es

n1 · · ·nl−1(el−1 − 1). (3.32)

Razonando de manera análoga se tiene que el número de raíces de Newton-Puiseux de la

separatriz Cf que tienen contacto, con la curva polar P(k)
ω , mayor o igual a βl+1

n es

n1 · · ·nl(el − 1). (3.33)

De las ecuaciones (3.32) y (3.33) concluimos que el número de raíces de Newton-Puiseux

de la separatriz Cf que tienen contacto, con la curva polar P(k)
ω , igual a βl

n es

n1 · · ·nl−1(el−1−1)−n1 · · ·nl(el−1) = n1 · · ·nl−n1 · · ·nl−1 = n1 · · ·nl−1(nl−1). (3.34)



Descomposición de la curva polar de una foliación 95

Por tanto

mult
(

Γ(l)
)

= n1 · · ·nl−1(nl − 1). (3.35)

Por definición de la curva polar, sabemos P(k)
ω = Af

(k)
y −Bf (k)

x , así

mult
(
P(k)
ω

)
= mult

(
Af

(k)
y −Bf (k)

x

)
≥ mı́n

{
mult

(
Af

(k)
y

)
,mult

(
Bf

(k)
x

)}
= mı́n

{
mult(A) + mult

(
f

(k)
y

)
,mult(B) + mult

(
f

(k)
x

)}
.

(3.36)

De la Observación 1.1.12 podemos concluir que ord
(
f

(k)
x

)
≥ ord

(
f

(k)
y

)
= n1 · · ·nk − 1.

Además mult(ω) = mı́n{ord(A), ord(B)} = n− 1.

Por tanto, de (3.36) se tiene que

mult
(
P(k)
ω

)
≥ n+ n1 · · ·nk − 2. (3.37)

Definimos Γ(k+1) := P(k)
ω

Γ(k+2)···Γ(g) . Usando las ecuaciones (3.35) y (3.37) se obtiene

mult
(
Γ(k+1)

)
= mult

(
P(k)
ω

)
−mult

(
Γ(k+2) · · ·Γ(g)

)
≥ n+ n1 · · ·nk − 2− (n− n1 · · ·nk+1)

= n1 · · ·nk(nk+1 + 1)− 2.

Se sabe que ni ≥ 2 para todo i = 1, . . . , g, así como mínimo mult
(
Γ(k+1)

)
≥ 1, lo que indica

que Γ(k+1) no es una unidad. Las raíces de Newton-Puiseux γ de Γ
(k+1) corresponden a

los lados de N
(
F ∗l

(
P(k)
ω

))
de inclinación menor estricta que mk+2

nk+2
. Usando el Corolario

3.3.11 se tiene que ord(γ) ≤ mk+1

nk+1
para toda raíz de Newton-Puiseux de Γ

(k+1), de donde

se obtiene que ord(γ) ≤ βk+1

n para toda raíz γ del paquete Γ(k+1).

Ejemplo 3.4.2. Sea Cf : (y2 − x3)2 − x6y = 0 una curva irreducible con exponentes

característicos (4, 6, 9) y raíces aproximadas f (0) = y y f (1) = y2 − x3. La curva Cf :

(y2 − x3)2 − x5y = 0, tiene como raíces de Newton-Puiseux

y1(x) = x
3
2 + 1

2x
9
4 − 1

64x
15
4 + · · · ,

y2(x) = x
3
2 − 1

2x
9
4 + 1

64x
15
4 + · · · ,

y3(x) = −x
3
2 + i

2x
9
4 + i

64x
15
4 + · · · ,

y4(x) = −x
3
2 − i

2x
9
4 − i

64x
15
4 + · · · .

Consideremos las siguientes foliaciones curvas generalizadas que tienen a Cf como única

separatriz.

ω1 = (−6x2y2 + 6x5 − 6x5y)dx+ (4y3 − 4x3y − x6)dy,

ω2 = (−x7y2 + x7y − 2x4y3 − 6x5y + xy5 + 6x5 − 6x2y2)dx+

+ (−x6y3 + x6y2 − x6 − 2x3y4 + y6 − 4x3y + 4y3)dy.
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Para la foliación ω1, las curvas polares asociadas son

P(0)
ω1

= −6x2(x3y − x3 + y2) y P(1)
ω1

= −3x5(x3 + 4y2),

donde mult
(
P(0)
ω1

)
= 4 y mult

(
P(1)
ω1

)
= 7.

La curva polar se descompone como

1. P(0)
ω1 = Γ

(1)
1 Γ

(2)
1 , donde Γ

(1)
1 = −6x2 y Γ

(2)
1 = x3y − x3 + y2. Las raíces de Newton-

Puiseux de Γ
(2)
1 son

γ21(x) = x
3
2 − 1

2x
3 + 1

8x
9
2 + · · · ,

γ22(x) = −x
3
2 − 1

2x
3 − 1

8x
9
2 + · · · .

Para γ1 raíz de Γ
(1)
1 tenemos que cont(γ1, C) = 1 < 3

2 = β1

β0
pues γ1 y C son

transversales.

cont(γ2i, C) = 9
4 = β2

β0
para i = 1, 2. Además

mult
(

Γ
(2)
1

)
= n1(n2 − 1) = 2.

2. P(1)
ω1 = Γ

(2)
1 = γ1.γ2, donde γ1 = −3x5 y γ2 = x3 +4y2. Las raíces de Newton-Puiseux

de γ2 son
γ21(x) = i

2x
3
2

γ22(x) = − i
2x

3
2 .

Para γ1 raíz de Γ
(2)
1 tenemos que cont(γ1, C) = 1 < 9

4 = β2

β0
pues γ1 y C son

transversales.

cont(γ2i, C) = 3
2 <

9
4 = β2

β0
para i = 1, 2.

Obsérvese que este ejemplo nos muestra que no podemos precisar el contacto de las

raíces de Γ(k+1) con C sino dar una cota del mismo.

De manera similar para la foliación ω2, las curvas polares asociadas son

P(0)
ω2

= −x7y2 + x7y − 2x4y3 − 6x5y + xy5 + 6x5 − 6x2y2

y
P(1)
ω2 = −2x7y3 + 2x7y2 − 4x4y4 − 12x5y2 + 2xy6

− 3x8y3 + 3x8y2 − 6x5y4 − 3x8 + 3x2y6

donde mult
(
P(0)
ω2

)
= 4 y mult

(
P(1)
ω2

)
= 7.

La curva polar se descompone como
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1. P(0)
ω2 = Γ

(1)
2 Γ

(2)
2 , donde Γ

(1)
2 = x(−6x+y3−x3y2+· · · ) y Γ

(2)
2 = y2−x3+ x8

6 −
x9

64 +· · · .
Las raíces de Newton-Puiseux de Γ

(1)
2 son γ1 = x y γ2 = −6x+y3−x3y2 + · · · , donde

Para γi raíz de Γ(1) tenemos que cont(γi, C) = 1 < 3
2 = β1

β0
pues γi y C son

transversales para i = 1, 2.

Las raíces de Newton-Puiseux de Γ
(2)
2 son

γ21(x) = x
3
2 − 1

2x
3 + 1

8x
9
2 − 1

12x
13
2 + · · · ,

γ22(x) = −x
3
2 − 1

2x
3 − 1

8x
9
2 + 1

12x
13
2 + · · · .

cont(γ2i, C) = 9
4 = β2

β0
para i = 1, 2. Además

mult
(

Γ
(2)
2

)
= n1(n2 − 1) = 2.

2. P(1)
ω2 = Γ

(2)
2 = γ1.γ2, donde γ1 = x y

γ2 = −3x7y3 + 3x7y2 − 2x6y3 + 2x6y2 − 6x4y4 − 3x7 − 4x3y4 + 3xy6 − 12x4y2 + 2y6.

Las raíces de Newton-Puiseux de γ2 son

γ21(x) = i
2x

3
2 + 25i

384x
7
2 + · · ·

γ22(x) = − i
2x

3
2 − 25i

384x
7
2 + · · ·

γ2α(x) = R(z4 − 6)x+
(

3
32R(z4 − 6)3 − 3

8R(z4 − 6)3
)
x2 + · · · ,

donde R(z4 − 6) son las raíces de z4 = 6 y α = 3, 4, 5, 6.

Para γ1 raíz de Γ
(2)
2 tenemos que cont(γ1, C) = 1 < 9

4 = β2

β0
pues γ1 y C son

transversales.

Para γ2α raíz de Γ
(2)
2 tenemos que cont(γ2α, C) = 1 < 9

4 = β2

β0
pues γ2i y C son

transversales para α = 3, 4, 5, 6

cont(γ2i, C) = 3
2 <

9
4 = β2

β0
para i = 1, 2.

Ejemplo 3.4.3. Sea Cf : ((y2−x3)2−x5y)3−x15y(y2−x3) = 0 una curva irreducible con

exponentes característicos (12, 18, 21, 22) y raíces aproximadas f (0) = y, f (1) = y2 − x3 y

f (2) = (y2 − x3)2 − x5y. Una de las raíces de Newton-Puiseux de la curva Cf , es

y1(x) = x
3
2 + 1

2x
7
4 + 1

4x
11
6 − 1

48x
23
12 + · · · ,
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La foliación curva generalizada

ω = (x19y + x18y2 + x19 − 2x18y + x16y3 − 2x15y4 + 18x17y − 6x16y2 + 6x15y3 + 6x14y4

−6x13y5 + 18x17 − 51x16y + 48x15y2 − 30x14y3 + 15x13y4 − 3x12y5 − 15x11y6 + 3x10y7

−90x14y2 + 168x13y3 − 78x12y4 − 20x10y6 − 8x9y7 + 12x8y8 + 180x11y4 − 198x10y5+

+30x9y6 + 15x7y8 + 12x6y9 − 3x5y10 − 180x8y6 + 96x7y7 − 6x4y10 − 6x3y11 + 90x5y8

−15x4y9 + xy12 + y13 − 18x2y10)dx+

(x18y2 + x18y − 3x17y2 + 3x16y3 − 2x15y4 + x18 − 6x15y3 + 12x14y4 − 6x13y5 − 3x17+

+6x16y − 6x15y2 + 15x12y5 − 18x11y6 + 3x10y7 − 12x15y + 36x14y2 − 24x13y3 − 20x9y7+

+12x8y8 + 60x12y3 − 90x11y4 + 18x10y5 + 15x6y9 − 3x5y10 − 120x9y5 + 84x8y6 − 6x3y11

+120x6y7 − 27x5y8 + y13 − 60x3y9 + 12y11)dy.

tiene a Cf como única separatriz.

Para la foliación ω, las curvas polares asociadas son

P(0)
ω = x19y + x18y2 + x19 − 2x18y + x16y3 − 2x15y4 + 18x17y − 6x16y2 + 6x15y3 + 6x14y4

−6x13y5 + 18x17 − 51x16y + 48x15y2 − 30x14y3 + 15x13y4 − 3x12y5 − 15x11y6 + 3x10y7

−90x14y2 + 168x13y3 − 78x12y4 − 20x10y6 − 8x9y7 + 12x8y8 + 180x11y4 − 198x10y5+

+30x9y6 + 15x7y8 + 12x6y9 − 3x5y10 − 180x8y6 + 96x7y7 − 6x4y10 − 6x3y11 + 90x5y8

−15x4y9 + xy12 + y13 − 18x2y10

P(1)
ω = −144x10y6 + 66x13y4 + 6x16y2 + 24x15y3 + 18x18y + 2x19y − 4x18y2 + 18x17y2

−12x16y3 + 12x15y4 − 60x14y4 + 30x13y5 − 102x12y5 − 40x10y7 + 60x9y7 + 111x7y8

−30x4y10 − 9x19 + 3x20 + 2y14 − 7x19y2 + 11x18y3 + 38x16y4 − 22x15y5 + 57x14y5

−66x13y6 − 6x12y6 − 90x11y7 + 42x10y8 − 16x9y8 + 69x8y9 + 30x7y9 + 24x6y10

−24x5y11 − 12x4y11 − 12x3y12 + 2xy13 + 3x20y2 − 6x17y4 − 18x17y3 + 9x12y7

−9x7y10 + 3x2y13.

P(2)
ω = −38x21y3 + 36x20y3 − 126x19y4 + 132x18y5 − 47x18y4 − 147x17y5 + 298x16y6 + 56x15y6

+302x14y7 − 328x13y8 + 5x12y8 − 330x11y9 − 74x9y10 + 192x8y11 + 71x6y12 − 28x3y14

+5x22y3 − 4x23y + 19x22y2 − 10x19y5 − 17x22y + 14x21y2 + 28x19y3 − 84x16y5 − x24

+140x13y7 − 140x10y9 + 84x7y11 − x24y − 7x23y2 + 35x20y4 − 42x17y6 − 155x15y7

+15x14y8 + 78x12y9 − 15x9y11 + 180x10y10 − 48x7y12 − 55x5y13 + 5x4y14 + 6x2y15

+4y16 − 6x23 − 48x20y2 + 114x17y4 − 60x14y6 − 28x4y13 + 4xy15.

La curva polar se descompone como
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1. P(0)
ω = Γ(1)Γ(2)Γ(3), donde Γ(1) = y3 + x3

27 + x2y
3 + xy2 + · · · , Γ(2) = y2 − x3 y

Γ(3) = y8 − 4x3y6 + 6x6y4 − 2x5y5 + · · · . Las raíces de Newton-Puiseux de Γ(1) son

γ11(x) = 18
182/3x

2
3 − 1

3x+ 2
184/3x

4
3 + · · · ,

γ12(x) = −9(1+
√

3i)

182/3 x
2
3 − 1

3x+ (−1+
√

3i)

184/3 x
4
3 + · · · ,

γ12(x) = −9(−1+
√

3i)

182/3 x
2
3 − 1

3x−
(1+
√

3i)

184/3 x
4
3 + · · · ,

tenemos que cont(γ1i, C) = 2
3 <

β1

β0
para i = 1, 2, 3. Además

mult(Γ(1)) = 3 ≥ (n1 + 1)− 2 = 1.

Las raíces de Newton-Puiseux de Γ(2) son γ21(x) = x
3
2 y γ22(x) = −x

3
2 , para γ21 se

tiene que cont(γ21, C) = 7
4 = β2

β0
. Además

mult
(

Γ(2)
)

= n1(n2 − 1) = 2.

Las raíces de Newton-Puiseux de Γ(3) son

γ31(x) = x
3
2 + 1

2x
7
4 + 1

4
√

6
x

15
8 + · · · ,

γ32(x) = x
3
2 + 1

2x
7
4 − 1

4
√

6
x

15
8 + · · · ,

γ33(x) = x
3
2 − 1

2x
7
4 − i

4
√

6
x

15
8 + · · · ,

γ34(x) = x
3
2 − 1

2x
7
4 + i

4
√

6
x

15
8 + · · · ,

γ35(x) = −x
3
2 − i

2x
7
4 + (1−i)

8
√

3
x

15
8 + · · · ,

γ36(x) = −x
3
2 + i

2x
7
4 − (1+i)

8
√

3
x

15
8 + · · · ,

γ37(x) = −x
3
2 − i

2x
7
4 − (1−i)

8
√

3
x

15
8 + · · · ,

γ38(x) = −x
3
2 + i

2x
7
4 + (1+i)

8
√

3
x

15
8 + · · · ,

para γ31 se tiene que cont(γ31, C) = 11
6 = β3

β0
. Además

mult
(

Γ(2)
)

= n1n2(n3 − 1) = 8.

2. P(1)
ω = Γ(2)Γ(3), donde Γ(2) = (γ1)(γ2) = y6 + (a1 + a2 + a3 + a4)xy5 + 3

10x
3y4 −

4x2y5 + · · · , donde ai, i = 1, 2, 3, 4 son las raíces de z3 + z4 = 15 y Γ(3) = y8 −
4x3y6 + 6x6y4 − 2x5y5 + · · · . Las raíces de Newton-Puiseux de γ1 son

γ1(x) = xR(z3 + z4 − 15),

donde R(z3 + z4 − 15) son las raíces de z3 + z4 = 15. Las raíces de Newton-Puiseux

de γ2 son
γ21(x) = −i

√
3
10x

3
2 ,

γ22(x) = i
√

3
10x

3
2 ,
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para γ21 se tiene cont(γ21, C) = 3
2 <

β2

β0
. Además mult(Γ(2)) ≥ n1(n2 + 1) − 2 = 4.

Las raíces de Newton-Puiseux de Γ(3) son

γ31(x) = x
3
2 − 1

2x
7
4 +

√
143
53 x

15
8 + · · · ,

γ32(x) = x
3
2 − 1

2x
7
4 −

√
143
53 x

15
8 + · · · ,

γ33(x) = x
3
2 + 1

2x
7
4 + i

√
143

52 x
15
8 + · · · ,

γ34(x) = x
3
2 + 1

2x
7
4 − i

√
143

52 x
15
8 + · · · ,

γ35(x) = −x
3
2 + i

2x
7
4 + (1−i)

√
286

104 x
15
8 + · · · ,

γ36(x) = −x
3
2 − i

2x
7
4 − (1+i)

√
286

104 x
15
8 + · · · ,

γ37(x) = −x
3
2 + i

2x
7
4 − (1−i)

√
286

104 x
15
8 + · · · ,

γ38(x) = −x
3
2 − i

2x
7
4 + (1+i)

8
√

3
x

15
8 + · · · ,

para γ23 se tiene que cont(γ23, C) = 11
6 = β3

β0
. Además

mult
(

Γ(3)
)

= n1n2(n3 − 1) = 8.

3. P(2)
ω = Γ(3), donde Γ(3) = (γ1)(γ2)(γ3)(γ4) = −38x21y3 + 36x20y3 − 126x19y4 +

132x18y5−47x18y4−147x17y5 +298x16y6 +56x15y6 +302x14y7−328x13y8 +5x12y8−
330x11y9 − 74x9y10 + 192x8y11 + 71x6y12 − 28x3y14 + 5x22y3 − 4x23y + 19x22y2 −
10x19y5 − 17x22y + 14x21y2 + 28x19y3 − 84x16y5 − x24 + 140x13y7 − 140x10y9 +

84x7y11 − x24y − 7x23y2 + 35x20y4 − 42x17y6 − 155x15y7 + 15x14y8 + 78x12y9 −
15x9y11 + 180x10y10−48x7y12−55x5y13 + 5x4y14 + 6x2y15 + 4y16−6x23−48x20y2 +

114x17y4 − 60x14y6 − 28x4y13 + 4xy15.

La raíz de Newton-Puiseux de γ1 es γ1(x) = −x. Las raíces de Newton-Puiseux de

γ2 son
γ21(x) = − i√

10
x

3
2 ,

γ22(x) = i√
10
x

3
2 .

Las raíces de Newton-Puiseux de γ3 son

γ31(x) = −x
3
2 +

√
858

132 x
7
4 + · · · ,

γ32(x) = −x
3
2 −

√
858

132 x
7
4 + · · · ,

γ33(x) = x
3
2 − i

√
858

132 x
7
4 + · · · ,

γ34(x) = x
3
2 + i

√
858

132 x
7
4 + · · · .

Una de las raíces de Newton-Puiseux de γ4 es

γ31(x) = 9
√

15x
13
9 + 17(15)

8
9

450 x
14
9 + · · · ,

para γ33 se tiene que cont(γ23, C) = 7
4 <

β3

β0
. Además

mult
(

Γ(3)
)
≥ n1n2(n3 + 1)− 2 = 14.
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Obsérvese que este ejemplo nos muestra que no podemos precisar el contacto de las

raíces de Γ(k+1) con C sino dar una cota del mismo.

En el siguiente ejemplo observamos que la multiplicidad de la curva polar P(k)
ω no

la podemos determinar exclusivamente con el tipo topológico de la rama f(x, y) = 0 y

esto se debe a que en general no podemos controlar la multiplicidad del primer paquete

Γ(k+1). Vamos a considerar dos foliaciones diferentes ω1 y ω2 con la misma separatriz y

observaremos que la multiplicidad de P(k)
ω1 y P(k)

ω2 son diferentes para k = 0, 1.

Ejemplo 3.4.4. Sea Cf : (y2 − x11)2 − x17y = 0 una curva irreducible con exponentes

característicos (4, 22, 23). Consideremos

ω1 = (x23 + x22y + 22x21 − x18y − x17y2 − 17x16y − 2x12y2 − 2x11y3 − 22x10y2

+ xy4 + y5)dx+ (x23 − x18y − x17 − 2x12y2 − 4x11y + xy4 + 4y3)dy,

ω2 = (x27y − x22y2 + 22x21 − 2x16y3 − 17x16y − 22x10y2 + x5y5)dx+

+ (x22y5 − x17y6 − 2x11y7 − x17 − 4x11y + y9 + 4y3)dy,

foliaciones que tienen a Cf como separatriz. Las raíces aproximadas de Cf son f (0) = y y

f (1) = y2 − x11, así

P(0)
ω1 = x23 + x22y + 22x21 − x18y − x17y2 − 17x16y − 2x12y2 − 2x11y3

− 22x10y2 + xy4 + y5,

y

P(1)
ω1 = 11x33 − 11x28y − 11x27 + 2x23y − 20x22y2 − 2x18y2 − 2x17y3 − 34x16y2

− 4x12y3 + 7x11y4 + 2xy5 + 2y6,

donde mult
(
P(0)
ω1

)
= 5 y mult

(
P(1)
ω1

)
= 6.

x

y

N
(
P(0)
ω1

)
5

4

2

1 10 21

ν = 1

ν = 9/2

ν = 11/2
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x

y

N
(
P(1)
ω1

)6
5

2

1 16 27

ν = 1

ν = 5

ν = 11/2

Además

P(0)
ω2

= x27y − x22y2 + 22x21 − 2x16y3 − 17x16y − 22x10y2 + x5y5

y
P(1)
ω2 = 11x32y5 − 11x27y6 + 2x27y2 − 22x21y7 − 11x27 − 2x22y3

− 4x16y4 + 11x10y9 − 34x16y2 + 2x5y6,

donde mult
(
P(0)
ω2

)
= 10 y mult

(
P(1)
ω2

)
= 11.

x

y

N
(
P(0)
ω2

)
5

2

5 10 21

ν = 3/5

ν = 11/2

x

y

N
(
P(1)
ω2

)6

2

5 16 27

ν = 11/4

ν = 11/2

Observación 3.4.5. Del ejemplo anterior concluimos que no podemos, haciendo uso ex-

clusivamente del tipo topológico de Cf , controlar la multiplicidad del primer paquete y por

tanto tampoco la de la curva polar. La multiplicidad de Γ(i), k+ 2 ≤ i ≤ g solo depende del

tipo topológico de Cf ; sin embargo Γ(k+1) no.

Observación 3.4.6. La prueba del Teorema 3.4.1 se apoya en resultados donde se usa

la expresión (1.7). Uno de los puntos claves es el uso de la aplicación Fl definida en (1.28)
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donde interviene la truncación Tl. Ello sugiere que si reemplazamos f (k) = 0 por otra rama

g = 0 que tenga la misma truncación Tl, y verifique las propiedades de la Proposición

1.1.51, entonces el resultado sería también cierto.



Apéndice A
Geometría Plana

Decimos que L tiene inclinación α si − 1
α es la pendiente de L. Dado λ ∈ Q+ conside-

remos la recta Lα : x+ αy = c. Denotamos

L+
α = {(x, y) : x+ αy ≥ c} y L−α = {(x, y) : x+ αy ≤ c}. (1.1)

Llamamos a L+
α el hiperplano superior de Lα y a L−α el hiperplano inferior de Lα.

x

y

L+
α

x

y

L−
α

Sean λ1, λ2 ∈ R+\{0} con λ1 < λ2 y (a, b) ∈ Z2
>0. Para todo λ ∈]λ1, λ2[ denotemos por

Lλ la recta de pendiente − 1
λ y que pasa por (a, b). La ecuación de la recta es Lλ : x+λy =

a+ λb.

Proposición A.0.1. Lλ ⊆
(
L−λ1

⋂
L+
λ2

)⋃(
L+
λ1

⋂
L−λ2

)
con λ ∈]λ1, λ2[.

Demostración. Los puntos de corte de Lλ con los ejes {x = 0}, {y = 0} son

Lλ ∩ {x = 0} =
{(

0,
a

λ
+ b
)}

y Lλ ∩ {y = 0} =
{(
a+ λb, 0

)}
.

104
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Por otra parte como λ1 < λ2 se tiene a+ λ1b < a+ λ2b y a
λ1

+ b > a
λ2

+ b.

Como λ ∈]λ1, λ2[, observamos que

a+ λ1b < a+ λb < a+ λ2b y
a

λ2
+ b <

a

λ
+ b <

a

λ1
+ b,

de donde concluimos que Lλ ⊆
(
L−λ1

⋂
L+
λ2

)⋃(
L+
λ1

⋂
L−λ2

)
como se observa en la siguiente

gráfica.

x

y

(a,b)

Lλ1
Lλ Lλ2

Observaciones A.0.2. 1. Como λ ∈]λ1, λ2[ hay infinitas rectas

Lλ ⊆
(
L−λ1

⋂
L+
λ2

)⋃(
L+
λ1

⋂
L−λ2

)
.

2. En
(
L−λ1

⋂
L+
λ2

)
hay un número finito de puntos (c, d) ∈ Z2

≥0 donde c ∈ [0, a] y

d ∈
[
b, aλ1

]
. De manera similar en

(
L+
λ1

⋂
L−λ2

)
hay un número finito de puntos con

coordenadas enteras cuya abscisa varía en [a, a+ λ2b] y ordenada varía en [0, b].



Conclusiones

Resumiremos las principales conclusiones de este trabajo, obtenidas a lo largo del desa-

rrollo del mismo.

Un importante tipo de foliaciones son las foliaciones curvas generalizadas, llamadas así

por su comportamiento muy similar, desde el punto de vista topológico y formal, a las cur-

vas analíticas. Rouillé [R1] probó, que para este tipo de foliaciones, el polígono de Newton

de la foliación y su separatriz coinciden. Sin embargo, esta propiedad no caracteriza las

foliaciones curvas generalizadas. Hemos conseguido caracterizar las foliaciones cuyo polí-

gono de Newton coinciden con el polígono de su separatriz, estas foliaciones son llamadas

foliaciones de segundo tipo.

La familia de foliaciones con singularidades cuspidales Fωp,q,∆ estudiadas por Loray,

son de segundo tipo, si y solo si, el orden pesado de ∆ con respecto a p, q es mayor o igual

a pq−p−q
mcd(p,q) . Dicha foliación es curva generalizada si y solo si dicho orden pesado es estricta-

mente mayor que pq−p−q
mcd(p,q) . Por tanto Fωp,q,∆ admite la misma reducción de singularidades

que su conjunto de separatrices C(F) = yp − xq cuando p, q ∈ N \ {0}.
Finalmente, las foliaciones no dicríticas curvas generalizadas con separatriz irreducible

admiten la descomposición de la curva polar de la foliación asociada a sus raíces aproxima-

das. Y dado que las foliaciones no dicríticas de segundo tipo con separatriz irreducible son

curva generalizada, las mismas también admiten descomposición de su polar. Además su-

gerimos que si cambiamos la raíz aproximada por otra rama con su mismo tipo topológico

y mismo contacto con la separatriz de la foliación también se verifica dicho teorema. Tras

el desarrollo de este trabajo nos planteamos algunas preguntas. Mencionamos algunas de

ellas:

Si una foliación Fω no dicrítica (o dicrítica) y su unión de separatrices (o ecuación

balanceada) tienen la misma reducción de singularidades entonces, ¿ qué tipo de

foliación es Fω?

¿Se puede caracterizar a las foliaciones de segundo tipo dicrítica con su polígono de

Newton?

Generalizar la descomposición de las curvas polares a otras familias de foliaciones.
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