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Resumen de Tesis

Nancy Saravia Molina
Doctorado en Matemaéaticas

CURVA POLAR DE UNA FOLIACION ASOCIADA A SUS RAICES APROXIMADAS

Las foliaciones no dicriticas de segundo tipo fueron caracterizadas por Mattei - Salem
[Ma-Sal en término de su multiplicidad y de su uniéon de separatrices. En este trabajo
de tesis, damos otra caracterizacion a las foliaciones no dicriticas de segundo tipo con el

poligono de Newton de la foliacion y el de su union de separatrices.

De otro lado, Loray |Lo| enuncia una caracterizacion para un tipo de foliaciones con
singularidades cuspidales que tienen la misma resolucién que su unién de separatrices, sin
embargo Fernandez, Mozo y Neciosup |[F-Mo-N| encuentran una impresicion en la carac-
terizacion debido a que la condicion es necesaria pero no suficiente. Lo que hacemos en este
trabajo es caracterizar a dicha familia de foliaciones cuando son de segundo tipo y damos
condiciones necesarias y suficientes cuando son de tipo curva generalizada en términos de

su orden pesado.

Finalmente, generalizamos el resultado de Garcia Barroso y Gwozdziewicz [GB-G1]
a foliaciones, esto es, descomponemos la curva polar de una foliacién curva generalizada
asociada a sus raices aproximadas. Dicha descomposicion viene expresada en funcion del

tipo topologico de la separatriz de la foliacion.
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Introduccion

Este trabajo desarrolla elementos de la teoria polar local de foliaciones holomorfas en
el plano complejo. Nos enfocamos en el estudio de las foliaciones de segundo tipo, dichas
foliaciones son una extension de la familia de las foliaciones de tipo curva generalizada y
en el estudio de la curva contacto entre una foliacién de tipo curva generalizada con una
separatriz irreducible y una foliacion hamiltoniana dada por una raiz aproximada de la
separatriz.

El primer resultado de este trabajo es una caracterizacién para las foliaciones de se-
gundo tipo no dicriticas en términos de su poligono de Newton. Cabe mencionar que las
foliaciones de segundo tipo no dicritica fueron estudiadas por Mattei y Salem [Ma-Sal, los
autores dan una caracterizacion de las foliaciones de segundo tipo en término de la mul-
tiplicidad de su conjunto de separatrices formales. Como consecuencia de nuestro primer
resultado, se caracterizan las foliaciones con singularidades cuspidales de segundo tipo en
término de su orden pesado. Ademés se dan condiciones necesarias y suficientes para que
una foliacién de este tipo sea curva generalizada, esta caracterizaciéon se da en términos de
su orden pesado. Las foliaciones con singularidades cuspidales fueron estudiadas por Loray

en [Lo].

Nuestro segundo resultado es el teorema de descomposicion de la curva polar (curva de
contacto) de una foliacion de tipo curva generalizada, con lo cual se generaliza a foliaciones
los resultados de [GB-G1]. El teorema de descomposicion de la polar de una curva plana
irreducible respecto a x = 0 es un trabajo realizado por Merle [Mer|. Lo interesante de
dicha descomposicion es que solo depende del tipo topologico de la curva irreducible f(x,y)
y ademés lo determina. El resultado de Merle ha sido extendido a foliaciones por Rouillé
en su tesis doctoral. La curva polar de una curva con varias ramas fue estudiada por Garcia
Barroso |[GBJ y extendida al caso de foliaciones por Corral [Col]. En 2013, Garcia Barroso
y Gwozdziewicz [GB-G1], generalizan el resultado de Merle para morfismos (g, f) siendo

¢ una raiz aproximada de la curva irreducible dada por f(z,y) = 0.
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Detallaremos el contenido del trabajo de tesis:

En el Capitulo 1 revisamos los conceptos y propiedades de curvas analiticas planas, asi
como las propiedades de su k-raiz aproximada.
Definimos foliaciones holomorfas y estudiamos el comportamiento de una foliacién por
explosiones. Describimos a las foliaciones de tipo curva generalizada y sus principales re-
sultados dados por Camacho, Lins Neto y Sad [C-L-S|. En este mismo capitulo definimos
el poligono de Newton de una foliacién y enunciamos la siguiente proposicién dada por
Rouillé.

Proposicion. [R2, Proposition 2.0.19] Sean wy y wo dos foliaciones curvas generalizadas

no dicriticas con el mismo conjunto de separatrices. Entonces se tiene N'(w1) = N (ws).

Como consecuencia inmediata de esta Proposicion se tiene el siguiente corolario.

Corolario B. Sean w curva generalizada y Cy una ecuacion reducida de su conjunto de

separatrices. Entonces se cumple N (w) = N (df).

En este capitulo nos preguntamos si el reciproco del Corolario B se cumple y la res-

puesta la da el siguiente ejemplo:

Ejemplo C. La foliacion dada por w = ((b — 1)ay — y3)dz + (zy — bx? + xy?)dy donde
—b,1—b¢& QT tiene como conjunto de separatrices a C(F) = zy(x —y). Observamos que
los poligonos N (w) y N(f) son iguales, pero la foliacion no es de tipo curva generalizada,

pues en su reduccion de singularidades aparece un punto silla nodo.

Deducimos del Ejemplo C' que hay foliaciones que tienen el mismo poligono que su
union de separatrices pero no son foliaciones de tipo curva generalizada. Es una pregunta
abierta caracterizar las foliaciones que tienen el mismo poligono de Newton que su unién
de separatrices. Demostraremos en el siguiente capitulo que son las foliaciones llamadas de

segundo tipo.

En el Capitulo 2 presentamos nuestros primeros resultados. En dicho capitulo descri-
bimos las foliaciones de segundo tipo no dicriticas estudiadas por Mattei y Salem. En
el caso no dicritico dichas foliaciones también fueron estudiadas por Cano, Corral y Mol

[CF-Co-Mol| y en el caso dicritico por Genzmer y Mol [Ge-Mol|.
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Del Corolario B se sabe que para foliaciones de tipo curva generalizada el poligono
de Newton de la foliacion y su separatriz coinciden. Sin embargo el Ejemplo C muestra
que esta propiedad no caracteriza las foliaciones curva generalizada. Presentamos nuestro
primer resultado caracterizando las foliaciones cuyo poligono de Newton coincide con el
poligono de su unién de separatrices, estas foliaciones son las llamadas de segundo tipo no

dicritica.

Teorema. Sean F,, foliacion no dicritica y (7.;) su conjunto de separatrices forma-
les. Entonces F,, es de sequndo tipo si y solo si N(w) = N(f) donde f =0 es una ecuacion
reducida de C/(\}')

En el capitulo 2 también estudiamos las singularidades cuspidales. Loray [Lo] enuncia
una caracterizacion para un tipo de foliaciones que tienen la misma resolucién que su

conjunto de separatrices. Dicho resultado es enunciado en la siguiente proposicién.
Proposicion. [Lol, Proposition, pag.163] Para A(z,y) € C{xz,y}, la 1— forma del tipo
w=d(y" —a?) + Az, y)(prdy — qydz)
admite la misma resolucion que d(yP — x4) si y solo si se tiene
ord(p.q)(A) > + kil

mcd(p, q)

Segun F. Loray, la foliacién dada en la Proposicion tiene la misma resolucion de que su

: . ¢ D) ) o . PI—p—q q;
conjunto de separatrices C(F) : y” — 29 = 0 si y solo si ord(, ;) (A) > medrg) Sin embargo,
Fernandez, Mozo y Neciosup [F-Mo-NJ|, encuentran una imprecisiéon en la caracteriza-
cion originalmente propuesta. Dichos autores muestran que la condicién es suficiente pero
no necesaria. Enunciamos nuestro segundo resultado, el cual indica cuéndo la familia de

foliaciones estudiada por Loray es de segundo tipo.

Teorema. Sean p,q € N\ {0} y F, no dicritica. La foliacion F, , » donde A(x,y) €

p,q,A

- - ~ Pg—p—q
C{z,y} es de sequndo tipo, si y solo si, ord(, HA > edd)”

Como consecuencia directa de este Teorema se tiene el siguiente resultado

Proposicion. Sean p,q € N\ {0} y F,, . no dicritica. Si la foliacion F,, , . donde

: ‘ Pg—p—q
A(wz,y) € C{z,y} es de tipo curva generalizada, entonces ordg, ;A > medlpg)”

Se obtiene una caracterizaciéon con estas foliaciones cuando son de tipo curva generali-

zada para el caso p y g coprimos, obteniendo el siguiente resultado

Proposicion. Sean p,q € N\ {0} coprimos. La foliacion F,,, . es de tipo curva genera-

lizada, si y solo si ord(, yA(x,y) >pg—p—q.
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El Capitulo 3 esta dedicado a presentar el tercer resultado de la tesis. En este tltimo
capitulo definimos la polar de una foliacion y demostramos algunas propiedades que invo-

lucran la parte inicial pesada de la foliacion.

Dada una foliacion w = A(z,y)dx + B(x,y)dy, definimos la imagen inversa de w por

F; como
Fi () = A*(@.p)d (7 ") + B*(2,5)d (7 + Tu(@)) )
donde A* = (Ao F}), B = (Bo ) y Ty(7) = Ty(ye(x""-1)) para Ti(ye(z)) una £-

truncacion de la parametrizacion ye(x).
Sea Cy : f = 0 una rama plana con exponentes caracteristicos (8o, - ,fy) -

Si f = 0 es la separatriz de la foliacién w, definimos la curva polar de w asociada a la

raiz aproximada f () de f, para f irreducible, como

PP = Az, y) {9 (@,y) — B, y)fF (z,y) = 0.

La imagen inversa de la polar de w respecto de f(k) es
* *
5 (PO)) = 4*@p) (1) @5 - B @) (1) @.5).
Obtenemos la siguiente proposicion que nos indica qué sucede con las foliaciones después

de haber ramificado, dicha proposicién juega un papel importante en la prueba de nuestro

resultado principal del tercer capitulo.

Proposicion. Sean las foliaciones curvas generalizadas w = A(x,y)dx + B(x,y)dy

yn= d(f(k)) que tienen a f =0y f(k) = 0 como separatrices respectivamente, entonces
F (@) A B () = m - om @ (7 (D))
Recordemos que el poligono de Newton depende de coordenadas y estamos interesados
en saber lo que sucede con el poligono de Newton de Fj*w, obteniendo el siguiente lema.

Lema. El poligono de Newton N (F'w) tiene un lado compacto de inclinacion 7% y
altura e;—1. Ademds dicho lado es el lado principal de N (F}'w).

El siguiente lema sera enunciado en el capitulo 3 (pagina 90) y nos dice como es la

parte inicial pesada de las foliaciones ramificadas.

Lema. Seaogkgg—l. Paml/:% conl>k-+2, se cumple

In, (Fy (@) A FF (dr®)) = ,;j: g8,z | dz A dy,
i+rvj=c




donde 0 = —a5k+19(k)cl(k) e C\{0} ¢ cl(k) = pl(k) + Boa (ny---my_1), siendo pl(k) como en

Bo
(5.20). Ademads
ord, <Inl, <Fl*(w) N Ff <df(k)>> > =q+ cl(k) —1—v,
donde ¢; = ord, (In, F*(w)).

En la siguiente proposicién precisaremos informacioén del poligono de Newton de N <Fz* (Pf,k)> ) .

m

Proposicién 0.0.1. Sean 0 <k <g—1yv =1 conl>k+ 1. La recta que contiene a
los puntos del soporte de In, (Fl* (ch)>) liene ecuacion

El(k):i+1/j:ck,l—l/, paral >k +2

e vivvi=c+p? —nong, paral=rk+1

donde cy; := cl—i—cgk)—nl - -ny_1, siendo ¢; = ord, (In, Fj*(w)) y cl(k) = ord, (InZ,Fl* (df(k)))

Y pl(k) como en .

Tenemos todas las herramientas necesarias para mostrar nuestro resultado principal
sobre descomposiciéon de la curva polar de una foliacién asociada a las raices aproximadas

de su separatriz, cuando ésta es irreducible, el cual enunciamos a continuacién.

Teorema. Sean F 1w =0yG:df®) =0 foliaciones curvas generalizadas que tienen
a fy f%) como separatrices respectivamente. La curva polar Pogk) tiene mult (PL’“) ) >

n+ny---ng — 2 y se descompone como

P — plk+D) ... 7@

donde los factores T no son necesariamente irreducibles y x es co-primo con el producto
r#+2) ... 170 Ademds

a) cont(y,C) = % para y raiz de TW, k+2<1<g.
b) mult(PW) =ny---ny_1(ny — 1), k+2<1<g.

¢) mult (T(k+1)) >ny - np(ngr1+1)—2 yord(y) < Bkn“ para y raiz de Newton- Puiseux
de T(HHD).




Capitulo

Noclones basicas

En este capitulo, de caracter introductorio, damos nociones de curvas analiticas planas
y de foliaciones holomorfas locales en el plano complejo, necesarios para el desarrollo de

este trabajo.

1.1. Curvas analiticas planas

Denotemos por C[[z,y]] el anillo de series de potencias formales en dos variables con
coeficientes en C y C{z,y} el subanillo de C|[z,y]] formado por series de potencias que
convergen en un entorno de 0 € C?. Una serie convergente define una funciéon holomorfa en
un entorno del 0 € C? y reciprocamente, toda funcién holomorfa admite localmente una
representacion tinica como serie de potencias en 0 € C2.

Sea f € C{x,y} una serie convergente. Toda serie de potencias convergente f se escribe
como suma de polinomios homogéneos, llamados componentes homogéneas de f, esto

es, tenemos f(x,y) = ka(x,y), donde fi(z,y) € Clz,y] es homogéneo de grado k, o es

k
el polinomio nulo.

Se denomina forma inicial de f a su componente homogénea de menor grado. El orden
de f, denotado por ord(f), se define como el grado de su forma inicial. Por convencion,

cuando f(z,y) es idénticamente nula, ponemos ord(f) = co.

Definicién 1.1.1. Sea U C C? un abierto. Decimos que f : U — C? es analitica com-
pleja u holomorfa en a € U si coincide en un entorno de a con una serie de potencias

convergente. Diremos que [ es analitica en U si lo es en todo punto de U.

Definicién 1.1.2. Un germen de curva analitica compleja en el origen de C? es

dado por los ceros de una funcion analitica f(z,y) definida en un entorno del origen. Lo

10
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escribiremos

(Cr,0) ={f(z,y) = 0}.

En lo que sigue representaremos el germen de curva (Cy,0) simplemente por Cy.

Obsérvese que C{z, y} es isomorfo al anillo de gérmenes de funciones holomorfas en un

punto a € C2.
Ejemplo 1.1.3. La curva Cy : (y? — 2%)? — 2%y = 0 define un germen de curva analitica.

Notemos que un producto u.f determina el mismo germen de curva analitica que f
cuando u no se anula en un entorno del origen (y por consiguiente representa una unidad
de C{x,y}). Por otro lado, sabemos que C{z,y} es un dominio de factorizacion tunica, y

sl tenemos
f=frtfrz... o
=J1 J2 e

donde los f; son irreducibles y r; € N, entonces el germen Cy : f = 0 coincide con el germen

fi-fo--- fi =0, de donde obtenemos la descomposicién
Cf :Cf1 UCf2 U“-UCfl.

Llamaremos rama analitica a todo germen de curva analitica Cy : f = 0, donde f es irre-
ducible como elemento de C{z, y}. Asi, todo germen de curva analitica es unién de ramas
analiticas. Dado que ya hemos definido el orden de una serie analitica de potencias, pode-
mos definir la multiplicidad del germen de una curva analitica Cy como el orden de
f que no depende de la ecuaciéon tomada pues ord(f) = ord(uf). Diremos que el germen
de curva es regular en el origen si su multiplicidad es igual a uno. Si la multiplicidad es

mayor que uno, diremos que el germen de curva es singular en el origen.
Decimos que la recta ax 4 by = 0 es recta tangente en el origen a la curva Cy : f =0
si es un factor lineal de su forma inicial.

Definicién 1.1.4. Dos gérmenes de curvas C; y Cq son tramsversales, si sus rectas

tangentes son distintas.

En este trabajo, vamos a considerar que x = 0 es transversal a Cy.

Sea A C N?. Denotamos por D(A) a la envolvente convexa de (A + R%;), donde +
denota la suma de Minkowski, y por N'(A4) al borde de D(A).
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Si L es un lado del poligono N (A), denotamos por L a la recta del plano que contiene

dicho lado. Diremos que la recta L tiene inclinacion v si _71

es su pendiente. Llamamos
inclinacion del lado L de N'(A) a la inclinacion de la recta £ que contiene a L. Si L es
un lado compacto de N'(A) de extremos (i1,j1) e (i2, j2) con j; > jo llamamos la altura

del lado de L a j; — jo.

J1—J2

(2, ja)

Decimos que una recta L; es recta de apoyo de N'(A) si L1NN(A) £ 0y N(A) C LT
(ver Apéndice A).

[,1 ['1
Obsérvese que la interseccion de una recta de apoyo de N'(A) con dicho poligono con-
tiene a un tnico vértice de N'(A) o bien a todo un lado del mismo.
Observaciones 1.1.5. Si el poligono N'(A) corta a los ejes coordenados, tenemos que
1. los ejes coordenados son rectas de apoyo de N(A).

2. Si N(A) tiene lados compactos, entonces la recta de apoyo de mayor inclinacion

finita es la que contiene al lado compacto del poligono N'(A) que intersecta al eje x.
Dado un germen de curva analitica Cy : f = 0 donde f(x,y) = Zaijxiyj € C{x,y},
el soporte de Cy, denotado por Sop(f), se define como ¥
Sop(f) = {(i.4) € N : a # 0}.

El poligono de Newton de Cy, denotado por N(f) es N(Sop(f)), es decir es el bor-
de de D(Sop(f)). Observemos que N (f) = N(uf) para todo u € C{x,y}, siempre que
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u(0,0) # 0.

Ejemplo 1.1.6. El soporte de Cy : (y? —2%)? — 2%y =0 es

SOp(f) = {(0, 4): (37 2)7 (67 0), (57 1)};
y lo dibujamos en la siguiente figura, asi como su poligono de Newton.

Y

0,4)e
4 Sop(f)

(32) *

(51)
(6,0)7

El poligono de Newton de una curva depende de las coordenadas como demuestra el
siguiente ejemplo.

v = 0, tenemos que su soporte

Ejemplo 1.1.7. Para el germen de curva Cy : v —
es Sop(f(z,y)) = {(3,0),(0,2)}. Si hacemos el cambio de coordenadas x = x1 ey =
x1 + y1 el soporte del germen de curva en las nuevas coordenadas es Sop(f(z1,y1)) =
{(3,0),(0,2),(1,1),(2,0)}. Concluimos que los poligonos N'(y? — x3) y N'((z1 +y1)? — x3)

no son iguales como muestra la siguiente figura:

Yy Y1

(0,2)9 (
N(y? - %) N((z1 +y1)? = 29)

(3,'0) o (2,0) (3,0

Sean 7 € Q" y Cs : f(z,y) = 0, donde f(z,y) = Zaijxiyj € C{x,y}. Dotamos a
1,J
las variables x e y de los pesos w(z) =1y w(y) = 7. Definimos el 7-orden pesado del

germen de curva Cy como ord.(f) = min{i 4+ 7j : a;; # 0} y la 7-parte inicial pesada

de f por In.(f) = Z aijmiyj . Obsérvese que el 1—orden pesado es el orden usual
i+7j=ord,(f)
introducido en la pagina

Ejemplo 1.1.8. Para el germen de curva Cy : (-2 - 2Py =0y71= %, tenemos

In,f = (y*> —2%)* y ord,f =6.
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Dado f(z,y) = ag(x)y" +a1(x)y™ '+ +an(x) € C{x}[y], con ag(0) # 0y n > 0, se

denomina transformacion de Tschirnhaus de f(z,y), al polinomio f (x, z— T?;(f&) €

C{x}[z], siendo z una nueva variable.

Propiedad 1.1.9. Sea f(z,y) = ao(z)y"+a1(z)y" 1+ - +an(x) € C{z}[y], con ap(0) # 0

yn > 0. La transformacion de Tschirnhaus de f(x,y) es de la forma

f (1:, z— (@) ) = ag(x)2" + bo(x)2" 2 4 -+ by(),

nag(x)

donde bj(x) € C{z}, j=2,--- ,n.

Definicién 1.1.10. Sea f € C{z,y} de orden n. Decimos que f es reqular de orden m

con respecto a la variable x, si f(x,0) es divisible por ™ mas no por x™ 1.

Diremos que f es regular en x, cuando f es regular con respecto a x de orden n =

ord(f).

Definiciéon 1.1.11. Sea f € C{z,y}. Decimos que f es un polinomio de Weierstrass
en vy, St

fl@y) =y" +ar(@)y" " + - + an(2) € C{a}y),
donde n > 1 yord(a;) >, parai=1,--- n.
Observacion 1.1.12. Sean f polinomio de Weierstrass y fz, fy sus derivadas.
o folr,y) =dy(@)y" "t + -+ al,_ (x)y+ d,(z) de donde mult(f,) >n — 1.
» fy(z,y) =ny"  +ai(z)(n— Dy 2+ +ap_1(z), ast mult(f,) =n — 1.
Por tanto, mult(f,) > mult(fy).

Teorema 1.1.13 (Teorema de preparacion de Weierstrass). [HA|, Theorem 2.4/ Sea
f € C{x,y} regular en y de orden m > 1. Entonces, existen una unidad uw € C{z,y} y
aj(x) € C{z}, i=1,---,m tales que

Fla,y)u(e,y) =y™ +ar(@)y™ " +az(x)y™ "+ + am(2)
es un polinomio de Weierstrass.
Denotamos C{z}* = U C{z'/"} el anillo de series de potencias fraccionarias

neN
con coeficientes en C. Si y(x) € C{x}*, existe n € N\{0} de modo que (z) = Zaixi/n.

Llamamos orden de y(z) a ord(y) := min{i/n : a; # 0}.
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Teorema 1.1.14 (Teorema de Newton). [HAl Theorem 3.8/ Sea f(z,y) € C{z,y} tal
que f(0,0) =0 y f(0,y) # 0. Entonces existe y(x) € C{z}* con v(0) =0 tal que

f(@,y(x)) = 0 € C{z}".

La demostraciéon original del teorema de Newton es constructiva y en ella el poligono

de Newton juega un papel fundamental.

Diremos que y(z) € C{z}* es raiz de Newton-Puiseuz del germen de curva Cy :
f(z,y) =0si f(z,y(z)) = 0. Denotemos por Zer(f) al conjunto de las raices de Newton-
Puiseux de Cy.

Al aplicar el Teorema de preparacion de Weierstrass (Teorema a f e C{x,y}
obtenemos que f = wu.f*, para cierto f* € C{x}[y] polinomio de Weierstrass y u una
unidad de C{z,y}. Para el estudio que realizamos aqui es indiferente considerar la serie f

o su polinomio de Weierstrass asociado f*.

Lema 1.1.15. JCH, Lemme 8.4.2] Sea f € C{x}[y] un polinomio de Weierstrass de orden
n con raices de Newton-Puiseuz yi(x),...,yn(x) € C{z}*. El poligono de Newton N(f)
tiene tantos lados compactos como elementos tiene el conjunto {ord(y;(x))};_,. Por cada
lado compacto L de inclinacion p y altura j, existen j raices de Newton-Puiseux y;(x) de

f de orden p y de la forma
yi(z) = a;x" + ni(x),

con ord(n;(z)) > p y a; € C\{0}.

Teorema 1.1.16. (Puiseux)[CH Théoréeme 8.6.1] Sea Cy un germen de curva irreducible

con multiplicidad n. Si y(x Zaz /™ es una raiz de Newton-Puiseuz de la rama Cruy

>n
€ es una raiz primitiva n-ésima de la unidad, entonces

y;(z) == y(e'x Za gt

>n

son todas las raices de Newton-Puiseuzr de Cy donde j € {1,--- ,n}.

El teorema de Newton afirma que existe una raiz de Newton-Puiseux, y el teorema de
Puiseux nos dice como obtenerlas todas en el caso de una curva irreducible. Si f € C{x,y}
es irreducible, por el Teorema de preparacion de Weierstrass y el Teorema podemos
escribir

n
fa,y) = ey [T (v - w(2)).

Jj=1
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donde u € C{x,y} satisface u(0,0) # 0, y(x) € Zer(f) y € es una raiz primitiva n-ésima
de la unidad. Si hacemos x = t", donde ¢ es una nueva variable, la raiz de Newton-Puiseux

y(x) = Z a;z"’™ de C ¢ se puede escribir como serie de potencias enteras en t de la forma
>n

= tn
yt) = Y ait’,
i>n
que denominaremos parametrizacion de Puiseux del germen de curva Cy.

Ejemplo 1.1.17. El germen de curva Cy : (y? — 23)% — 2%y = 0 es irreducible y sus raices

de Newton-Puiseur son

3 1 9
yi) = 22+ ix1— Lot +.

3 7 9
Yya() x? — w1+ Lot +-

3 s 9
ys(x) —x2 — lot — Lzi +-
ya(r) = —a2+izi+ goi+-

Por tanto la parametrizacion de Puiseux de Cy determinada por yi(x) es

z(t) = t*
yt) = t0+3t7T— gt +---
Como consecuencia del Lema[I.T.15]y del Teorema|[I.1.16|tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.1.18. Si Cy es un germen de curva irreducible en C{z,y}, su poligono de

Newton N(f) tiene un solo lado compacto.

Demostracion. Por hipotesis Cy es irreducible, por tanto todas las raices de Newton-
Puiseux de Cy tienen el mismo orden, asi el poligono de N(f) tiene un solo lado compacto

de inclinacion dicho orden y de altura ord(f). O
El reciproco del Corolario[l.1.18 no es verdad, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.19. Si consideramos el germen de curva Cy : (y* — 3)* = 0, notamos que

su poligono de Newton N(f) tiene un solo lado compacto sin ser la curva Cy irreducible.

y
(0,4)

(3,2)

(6,0) x
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Sea Cy un germen de curva irreducible y supongamos que la inclinacién del lado com-
pacto de N(f) es v y que i + vj = ¢ es la recta que lo contiene. Por convexidad de N (f)

podemos expresar

Z aijx'y’ + Z aijr'y’. (1.1)

i+vj=c i+vji>c
1.1.1. Exponentes y pares caracteristicos, semigrupo

Sea Cy un germen de curva plana. Salvo que se especifique lo contrario, supondremos

de ahora en adelante que = 0 es transversal a Cy. Sea y(t) = (x(t),y(t)) = | t", Z a;t!
i>n
una parametrizaciéon de Puiseux del germen de curva C;. Llamamos exponentes carac-

teristicos de Cy a la sucesion (fSo,-- -, Bg) € N tal que:
= Bo = mult(Cy) = n (multiplicidad de C¢ en el origen).
» i =min{i:a; #0,i 0 mod n }.
» Sea e; = med(n, f1).

e Sie; =1 entonces g = 1 y los exponentes caracteristicos de Cy son (n, f1).

e Siep > 1, llamamos f2 = min{i : a; # 0,9 Z0 mod e;}.
= Sea e; = med(eq, 5).

e Si ez = 1 entonces los exponentes caracteristicos de Cy son (n, 31, 32), en caso
contrario continuamos con el proceso.
Definimos e; = med(e;—1, 8;) para i > 1y eg = n, este proceso es finito porque
la sucesion (e;); es estrictamente decreciente.

e La sucesion (fo,--- ,f0y) es definida por induccién donde Bj_1 = min{i : a; #

0,i# 0 mod (ej—2)}.

De la definicién de exponentes caracteristicos del germen de curva C; podemos escribir

toda raiz de Newton-Puiseux de la rama C; de la siguiente forma:

Z ajq:n+a51xn + Z a]xn+a52:vn + Z a]anr +Z a]xn
j€(n) J€(er) J€(e2) 728q
P1<j<P2 B2<j<Ps

donde a; € Cy ag, # 0 para todo 1 <7 < g.
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LLamamos pares caracteristicos de Cy al conjunto {(m;,n;)} coni=1,--- g defi-

nido por:

» med(m;, n;) = 1.

=N = eﬁl y m; = %’ siendo e; = med(Bo, -+, Bi).
Se concluye quen:n1-~-ngy%:% parai € {1,---,g}.

Propiedad 1.1.20. Los exponentes caracteristicos y los pares caracteristicos son datos

equivalentes.

Demostracidon. Si conocemos los exponentes caracteristicos, tenemos

Bi=min{j:a; #0,j #0 mod e;_1} y e; = med(Bo,- - ,bi),

: er
para todo i € {1,---,¢g}. Por tanto podemos hallar m; = Bi y ng = — ! para todo
€; i
ie{l,---,g}.
. e
De manera similar, por definicion de pares caracteristicos tenemos m; = — y n; = — !
€; €;
; ro Bi i _
para todo i € {1,--- ,g}. Ademas 7f = n1mm con n =nq---ng de donde
Bi = miniy1 - - ng,
para todo i € {1,--- ,g}, y fo =n1 - ny. O

Ejemplo 1.1.21. Retomamos el Ejemplo |1.1.17. El germen de curva Cy : (y* — 2°)* —

2%y = 0 tiene exponentes caracteristicos (Bo, B1,B2) = (4,6,7), y pares caracteristicos

(m17n1) - (37 2) Y (m27n2) ~ (77 2)'

Definicién 1.1.22. Las curvas irreducibles Cy y C4 tienen el mismo tipo topoldgico
(o son equisingulares) si y solo si, son topoldgicamentes equivalentes, es decir existen

vecindades abiertas U, U del origen y un homeomorfismo ¢ : U — U', tal que:
P(CrNU) =ConU'.

Teorema 1.1.23 (|B] - |Z]). Dos curvas analiticas planas irreducibles son equisingulares
si y solo si tienen los mismos exponentes caracteristicos (o equivalentemente si tienen los

mismos pares caracteristicos).

Ejemplo 1.1.24. Los gérmenes de curvas Cy : (y*—a3)2—a%y =0y Cy : (y*—23)? —aby =
0 tienen exponentes caracteristicos (4,6,7) y (4,6,9) respectivamente. Por el Teorema

concluimos que Cy y Cy4 no tienen el mismo tipo topoldgico.
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Definicion 1.1.25. Llamamos semigrupo de valores de una curva analitica plana irre-

ducible Cy al conjunto

I'(Cy) »= {ordig(11(t),72()) : g € C{z,y\{0} y f no divide a g},
donde y(t) = (v1(t),2(t)) es una parametrizacion de Puiseuz Cy.

Obsérvese que I'(Cy) es un semigrupo pues 0 = ordsu(7i(t),v2(t)) para toda unidad
u(z,y) € C{z,y} y ademas ordig192(71(£), 72(t)) = ordigi(71(£), 2(t))+ordega(y1(t), y2(t))-

Teorema 1.1.26. [HA| Theorem 6.12] Sea Cy una curva analitica plana irreducible con

exponentes caracteristicos (fo = n,B1,-..,Bq). El semigrupo I'(Cy) admite un sistema
minimal de generadores {Bo, - , By} donde

= fo=0o=n;

- E = /81 5

» B; = ni_1Bi_1 + Bi — Bi_1 para todo i = 2,--- g, donde e; = mecd(B;,e;_1) para

;o L €i—1
P=2,00 0y = ——.

Ejemplo 1.1.27. Retomamos el Ejemplo |1.1.21 El sistema minimal de generadores del

semigrupo de valores del germen de curva Cy : (y* — x3)? — 2%y = 0 es {4,6,13}.
Propiedad 1.1.28. JZ, Theorem 3.9] Se cumple que

ei—1 = med(Bo, -+, Bi—1) = med(By, -+, Bi_1),
para todoi=1,--- ,g.

Demostracion. Por definicion de exponentes caracteristicos e;—; = med(fy, - -+ , 8i—1). Pro-

baremos por inducciéon que e; 1 = med(Bg, - -+, Bi_1)-
» Para ¢ = 2, usando el Teorema [1.1.26] tenemos
med (B, B1) = med(Bo, B1) = er.
» Supongamos que se cumple para i = h, esto es, e, = mcd(By, -+, Bp,)-

= Probaremos para ¢ = h + 1:

mcd(ﬁo, s 7Bh73h+1)

=

cd(med(Bg, -+, Br), Bri1)
cd(en, Bri1)
(
(

=)

mcd(ep, nhE + Bht1 — Bn)
mcd(en, Bht1)

= Ch41-
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En las igualdades anteriores, hemos asumido med(ey,, 78, 4+Bny1—0Br) = med(en, But1),
lo cual es verdad, pues como ideales en Z se tiene que (ex,npBn + Bui1 — Bu) =

(eh, /8h+1)~
O

Dada la expresion (1.2]) y el Teorema [1.1.16] podemos determinar los posibles valores

de los ordenes de la diferencia de dos raices de Newton-Puiseux distintas de la rama C [

Lema 1.1.29. /GBI Lemme 1.1.1] Sean Cy : f =0 el germen de una curva irreducible de
multiplicidad n y exponentes caracteristicos (n = po, 1, -+, Bg), ¢ una raiz n—ésima de

la unidad y y;(x) una ratz de Newton-Puiseux de Cy. Entonces

1. ord,(yj(z) — y;(Cx)) > %-

2. Siyj(z) # yj(Cz) y ordy(yi(z) — y;(Cx)) > % entonces ord, (y;(z) — y;(Cx)) > ﬁggl
para todo i € {1,...,9 —1}.

3. {ord,(y;(z) —y;(Cx))} = {g—; 1< < g}, donde ¢ recorre el conjunto de las raices

n-ésimas de la unidad.

Lema 1.1.30. /GB, Corollaire 1.1.1] Sea Cy : f = 0 el germen de una curva irreducible

con exponentes caracteristicos (n = Py, b1, -, By). Entonces

ﬁ{yj(iv) € Zer(f) : ords (y;(z) — y;(¢x)) = g;} = (n; — D)njt1 - - ng,

donde y;(x) # y;(Cx) y  es raiz n— ésima de la unidad.

Sea A un conjunto. Para cualesquiera aj,---,a, € A escribimos (aj,---,a,) para

denotar a la sucesion formada por los a; pero sin orden. Ademas denotamos

<CL1,"' y A1, A2, 0 v+, A2, Oy, e 7aT>:<a1:m17"' 7a'T:m’r‘>

~~

mi m2 my
Como consecuencia de Lema [1.1.30] tenemos la siguiente propiedad.

Propiedad 1.1.31. Sean Cy : f = 0 el germen de una curva irreducible con exponentes

caracteristicos (n = Po, B1,--- ,Bq), y vi(z) € Zer(f) .Entonces

(ord(y1(x) —yi(x)), - ,ord(yi—1(x) — yi(x)), ord(yi+1(z) — yi(x)), - -+, ord(yn(z) — yi(z)))

(g—é:eo—el,-",%:eg_l—eg).
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1.1.2. Contacto y multiplicidad de interseccién

Sean Cy y C4 dos gérmenes de curvas planas irreducibles, con multiplicidades m y n
respectivamente. Consideremos {y;(x)}; | y {zj(a:)};n:l las raices de Newton-Puiseux de
Cr y C4 respectivamente.

Definimos contacto entre Cy y C4 al ntimero

cont(Cy¢,Cy) = max {ordy (yi(x) — zj(z))} € QU {oo}.

Observacion 1.1.32. De la definicion de contacto se tiene cont(Cy,Cqy) = cont(Cgy,Cy).

Ejemplo 1.1.33. Del Ejemplo tenemos que Cy : (y? — 2%)? — 2%y = 0, tiene como

raices de Newton-Puiseux

yi(z) = x? + %xg — éxz +--,
y2(x) z3 — %1‘5 + él& + 4
ys(x) —z3 — %a:g - éx% J= e g
ya(z) = —x3 + %xz + éx% + -

. ) . 3
Consideremos el germen de curva Cy : y?> — 2° = 0 con raices de Newton-Puiseuz z; = x2
g
3
y z9 = —x2. Observamos que

cont(Cyr,Cy) = cont(Cy,Cy) = Z

Para calcular el contacto entre dos ramas, no hace falta comparar todas las raices de
Newton-Puiseux de la rama Cy con todas las raices de Newton-Puiseux de la rama C,. El
siguiente lema garantiza que podemos fijar una raiz de Newton-Puiseux de la rama Cy y

compararla con todas las raices de Newton-Puiseux de la rama C,.

Lema 1.1.34. |GB|, Lemme 1.2.3] Sea y(x) raiz de Newton-Puiseuz fija de Cy : f = 0,
entonces

cont(Cy,Cy) = mix {orda(y(x) — 7))},
1<j<m
donde {zj(z)}]L, es el conjunto de raices de Newton-Puiseuzr de C,.

Sean {yi(2)}_q, {#(@)}}1, ¥ {wi(x)}]_; las raices de Newton-Puiseux de las ramas Cy,

Cy y Cp, respectivamente. El siguiente lema, es conocido como la desigualdad triangular.
Lema 1.1.35. |GB|, Lemme 1.2.4] Sean y(x), z(x), w(x) € C{x}*. Entonces
ord(y(z) — z(x)) > min{ord(y(z) — w(z)),ord(w(z) — z(x))}.

Ademds si ord(y;(z) — wi(z)) # ord(wi(x) — z;j(x)) entonces se cumple la igualdad.
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Definicién 1.1.36. Sean Cy y Cy dos gérmenes de curvas cualesquiera. Definimos la mul-

tiplicidad de interseccion de C; y C, en el origen, como

C{z,y}
(f,9) "’

donde (f,g) denota el ideal de C{x,y} generado por f y g.

(Cr,Cq)o = dimg

Podemos también denotar (Cy,Cq)o como (f,g)o-

Proposicion 1.1.37. [HA| Theorem 4.17] Sean Cy un germen de curva irreducible y Cgq

un germen de curva cualquiera. Entonces

(Cr,Cg)o = ordy(g(~(2))),
donde y(t) = (z(t),y(t)) es una parametrizacion de la rama Cy.

Obsérvese que si Cy es un germen de curva irreducible entonces su semigrupo I'(Cy) es
el conjunto de multiplicidades de interseccion de Cy con cualquier otro germen de curva C,

tal que f no divida a g.

Teorema 1.1.38. [HA| Theorem 4.14] Sean C¢, Cq4 y Cp, gérmenes de curvas,  un auto-
morfismo de C{z,y} y u,v € C{z,y} unidades. Entonces la multiplicidad de interseccion

verifica las siguientes propiedades:
1. (Cf,Cy)o < 00 si y solo si f y g son primos en C{z,y},

2. (Cs,Cq)o = (Cg,Cy)o-

o

- (Ct,Cyn)o = (Cy,Cy)o + (Cy,Ch)o,

~

. (Cs,Cy)o =1, si y solo si, f yg son transversales, y Cy y Cy son lisas.
5. (Cf,Cy = Cnso = (Cy,Cy)o-
6. (Cr,Cqy)o = (Ca(s),Ca(g))o = (Cug,Cug)o-

Teorema 1.1.39. [HAl| Theorem 4.17] Sean f,g € C{x}[y] dos polinomios de Weierstrass.

Entonces
(C¢,Cq)o = ord,(Resulty(f,9)),

donde Resulty(f, g) denota la y-resultante de f y g.
Proposicién 1.1.40. Sean C; y Cy gérmenes de curvas. Entonces

(f(‘rmvy + O‘(‘/L‘m))vg(xmvy + O[(l‘m)))g =m: (f(x,y),g(ﬂf7y))0,

para todo m € N y toda serie a(x) € C{x}.
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Demostracion. Empezaremos demostrando la proposicion para a(z) = 0. Sean f*(x,y) :=

f@™ y)y g*(x,y) :== g(«™,y). De la Proposicion [1.1.39| tenemos que

(f*,9%)0 = ordyResulty(f*,g") = ord,Result,(f(z™,y), g(z™,y)))
= ordy (Result,(f(z,y), g9(x,y)))|em) = m - ord,Resulty (f,g) = m - (f, 9)o,

a

—
N

donde la igualdad (a) se tiene pues la resultante es invariante por cambio de base (ver
[Tel).

Para demostrar el caso general, observamos que (z,y) — (2™, y+a(2™)) es la composicion
de E, F : C{z,y} — C{x,y} donde E(x,y) = (™, y) y F(z,y) = (z,y + a(z)), siendo F
un automorfismo. Por tanto concluimos la prueba aplicando el sexto apartado del Teorema

1.1.38) y el caso particular ya demostrado en esta proposicion. O

El siguiente teorema generaliza el cuarto apartado del Teorema [1.1.38]

Teorema 1.1.41. [HA| Theorem 4.18] Sean Cy y Cy gérmenes de curvas. Entonces
(Ct,Cq)o = mult(Cy).mult(Cy),
y se cumple la igualdad, si y solo si, f y g son transversales.

La proposicién siguiente relaciona el contacto entre dos ramas con su multiplicidad de

interseccion.

Proposicion 1.1.42. [HA| Theorem 8.4] Sean Cy yCqy dos gérmenes de curvas irreducibles
planas. Sean (Bo, - -+ ,B,) los exponentes caracteristicos de Cy, {Bo,- -+ ,Bq} sistema mini-
mal de generadores del semigrupo I'(Cy) y sea o un niimero racional tal que By < o < fyi1.
Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

h
mult(Cy)

(Cr,Cyo . Bq T a— By

Cmult(Cy)  miccomge1 mpccemng

1. cont(Cy,Cy) =

Sean Cy una rama y W un rama plana de mulltiplicidad uno en el origen. Denotemos:

o (W Cf)o
50(W7Cf) = m7

SolCr) 1= mix {3o(IV,Cp)).

Definicion 1.1.43. Sea W un germen de curva plana lisa en el origen. Decimos que W

tiene contacto mazximal con Cy en el origen si

So(W,Cy) = do(Cy)-
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Consideremos el germen de una curva irreducible dada por Cy : f(x,y) = 0 donde
flz,y) = Zal-jxiyj con ord(f) = n. Recordemos que si x = 0 es transversal a f = 0,
]
entonces del Teorema [.T.41] se tiene

(f,2)o = (ordf).(ordx) = (ordf).(1) = ordf,

por tanto (f,x)o = ordf. Como f y x son irreducibles, usando la Proposicion [1.1.37] tene-

mos que (f,x)o coincide con sustituir en x una parametrizaciéon de Puiseux de Cy.

Por tanto si (z(t),y(t)) es una parametrizacion de Puiseux del germen de curva irre-
ducible C; entonces el ord;xz(t) = ordf. Después de un cambio de coordenadas, si fuera
necesario, podemos suponer que y = 0 verifica (f,y)o = f1. Asi toda raiz de Newton-

Puiseux de Cy : f = 0 es dada por

B j B j
(@) =agzn + > amhtagze £t Y @, (1.3)
Jj€(er) 2By
B1<j<B2

donde a; € Cyag, #0,1 <5 <g.

La curva Cy tiene una raiz de Newton-Puiseux de la forma (1.3)) es equivalente a que
el polinomio de Weierstrass asociado a f no tenga término de grado n — 1 (transformacion

de Tschirnhaus), donde n es el orden de f. Se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.1.44. Sea Cy una rama plana con exponentes caracteristicos (Bo,--- , By). El

contacto mazimal de una curva lisa W con Cy es

A1
do(Cy) = —.
oCr) =73,
Sean z(x) = E a;z’’™ € C{z}*, y p € QF. La p—truncacion de z(x) es

>n

Tp(z(z)) = Z az". (1.4)

n<i<p
Por abuso de notacién, una %— truncacion de ye(x) dada en l) es denotada por
3 3 B2 3
Ti(x) :==Ts, (yc(x)) = ag,xn + Z a;xn +ag,xn 4+ Z ajzn, (1.5)
%o j€(er) j€(er 1)
B1<j<B2 Bi—1<i<B

es decir, fijado el exponente caracteristico % consideramos la suma de los términos de

ye(z) con exponentes menores a %
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Observacion 1.1.45. Es inmediato que ord(yc(z) — Ti(x)) = %

Ejemplo 1.1.46. Retomemos el Ejemplo y consideramos la raiz de Newton-Puiseuz

ye(x) = 23+ %xz - 6%13:% + -+ de la curva Cy : (y* — 23)* — 2%y = 0 cuyos exponentes

caracteristicos son (4,6,7). Se tiene que la %— truncacion de ye(x) es Tao(z) = 3.

1.1.3. Raices aproximadas

Lema 1.1.47. ([A-M|, Lemma 4.4]) Sea A un dominio integral. Si f(y) € Aly| es monico
de grado d y p es invertible en A y divide a d, entonces existe un unico polinomio mdnico

g(y) € Aly] tal que el grado de f — gP es menor que d — %.
Daremos la definicién de raiz aproximada como consecuencia del Lema [1.1.47]

Definicién 1.1.48. El dnico polinomio monico del Lema[I.1.77 es llamado p-ésima raiz

aproximada de f.

Definiciéon 1.1.49. Sea f € C{z}[y] un polinomio de Weierstrass irreducible tal que la
curva Cy : f(x,y) = 0 tiene exponentes caracteristicos (Bo,- - -, By). Se llama k-ésima raiz
aproximada caracteristica de f, y la denotaremos f(k), a la ep-éstma raiz aprorimada
de f, donde e, = med(Po, - - , Bk)-

Ejemplo 1.1.50. Retomemos el Ejemplo . El germen de curva Cy : (y?—a3)?—aby =
0 tiene como 0— raiz aprozimada caracteristica a f© = y y como 1—raiz aprozimada

caracteristica a f(l) -, =

Proposicion 1.1.51. [A-M|, Proposition 4.6/ Sea f € C{z}[y] un polinomio de Weiers-
trass irreducible tal que la curva Cy tiene exponentes caracteristicos (Bo,--- ,By). La k-

ésima raiz aprozimada caracteristica f%) de f verifica:

» El polinomio f%) es irreducible y los exponentes caracteristicos de la curva C*)
k — B B
f( )(337y) =0 son (ia"' )i)'

= Bl y-grado de f(k) es igual a Bo cont(f,f(k)) — B y (f, f(k))o = Bri1, donde

ex’ Bo

{Bo,B1, ..., By} es el sistema minimal de generadores del semigrupo I'(Cy).

En este trabajo consideraremos

n

fa,y) =T =) (1.6)

i=1
un polinomio de Weierstrass irreducible con exponentes caracteristicos (fo, -, 84), que
admite una raiz de Newton-Puiseux de la forma (1.3)), es decir, que f no tiene término de

grado n — 1. Por tanto el grado de f —y” =n —2 <n — 1y concluimos que f©) = y.
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Podemos escribir la k—ésima raiz aproximada caracteristica de f como

) (2, y) H (1.7)

donde Zer(f*)) = {0;(z)}7L,, siendo n = meg, m =ny---ng, y ex = med(Bo, -+, Br)-

Sea ~y(x Z aza:n € C[[z]]" una serie de Puiseux. El soporte de v(x) es dado por

sty = {2050,

Propiedad 1.1.52. [GB-G3|, Property 4.5/ Sean Cy y Cy gérmenes de curvas planas
irreducibles. Si ¢ = cont(Cys,Cy) es un exponente caracteristico de Cy y existe ((x) una raiz

de Newton-Puiseuz de Cy4 tal que g € Sop(C), entonces q es un exponente caracteristico de

Cy.

De la Propiedad |1.1.52| podemos afirmar que el exponente A /’g“ no aparece en ninguna

raiz de Newton-Puiseux de C®) : (%) (z,y) = 0, pues si apareciera seria un exponente
caracteristico de f (k) y no lo es pues por la Proposicién |1.1.51| tenemos que los exponentes
caracteristicos de f(k) son (f—g, cee f—:) Por tanto toda raiz de Newton-Puiseux de C*),

con k > 1, se expresa por

B ka
g Y 4 g
Bo Bo 30 i
Ok (x bee’“rbm k + bwek+ +bg T+ Y bxﬂk*z bjx
Je(f—g) * i€(Gr) ’ B o j Ph1 J>Bk+1
[31 <]<52
donde b; € Cy bs; # 0; es decir
€k
4 4 4 4
Ba B B
6c(k) bek balx»@O—i—Z bek—i— —i—b@k:rBO—i- Z bjx °k + Z bjx k.
JG(ETS) ﬁJ ez) f—:<j<—ﬁ’;:1 ]>5’§Z1
71<j<ﬁ72
€k €k
(1.8)
Aplicando la Proposicion [1.1.51] se sabe que cont(f, f*)) = ﬁk“ . Fijada y¢(z), como

en (1.3), raiz de Newton-Puiseux de Cy y aplicando el Lema 1.1.34 existe una rafz de
Newton-Puiseux de C*) que tras reordenacion, si fuera necesaria, podemos suponer que es

01(x) tal que

ord, (81 (x) — ye(x)) = ﬂgg (1.9)
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Por tanto

]
o (z )—aglxn + Z a]:m ---+a5k$7k+ Z a]xn + Z b:UTk (1.10)
J€(er) J€(ex) > Prt1
P1<j<p2 Br<i<Bk+1 ek

de manera que T11(x) = Tkt1(ye(x)) = Tpr1(01(2)).

Ademas C®) : f*¥) = 0 es un germen de curva irreducible, y aplicando el Lema [1.1.29
y la Proposicién [1.1.51} obtenemos, para k > 1,
Nk
{ordx(él(m) —§;(2)),2<j < ﬁo} {gk} . (1.11)
0Ji=1

€k

Fijada yc(z) € Zer(f) obsérvese que d1(x) es tnica pues si existiera otra raiz de
Newton-Puiseux d;(z) de C () que verifique 1) se tendrfa, usando desigualdad triangular,
que ord(dq(x) — d;(x)) > ’B’““ lo cual contradice (|1.11]).

Denotaremos
zZM = {5j(x) € Zer(f®) : ord,(6;(z) — ye(x)) = @}

paal<i<ky2<j<m= f—g Usando 1’ tenemos

28 = {5(x) € Zer(f®) : 0rde(6;(2) — ye(e)) = & } .
= 16;(w) € Zer(f®) : ord,(5;(x) — 1(x)) = %} .
Estamos interesados en saber el valor de ord,(d;(z) — Tj(x)) para j € {1,--- ,m} y

le{l,---,g}, siendo Tj(z) como en (|L.5).

Lema 1.1.53. Sea 1 <k <g. Siie {l,---,k}, 6;(x) € ZZ-(k) yle{l,---,k} entonces

e, i<l
0
ord, (6;(z) — Ti(z)) =

%, i> 1.

Demostracion. Aplicando (1.12)) y la Observacion [1.1.45] se tiene

ordg(6;(z) —Ti(xz)) > min{ord,(d;(x) — ye(x)), ords(ye(x) — Ti(x))}

1.13
= min { B B } . ( )
Bo’
Notemos que 7,1 € {1,--- ,k}, por lo que serd necesario analizar los siguientes casos:

» Sid <[, usando 1) se tiene ord,(d;(z) — Tj(x)) = %
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= Sid >, usando ( tenemos ord,(6;(z) — Tj(z)) = %.

» Si i = [, tenemos ord,(d;(z) — ye(x)) = %, ademés ord,(ye(z) — Ti(x)) = g—é
Podemos expresar

B1

ye(z) = apgxPo +---+ag xﬂo +- 4 Z ajxn =T (z) + Z aj:vn donde
32Bg izp
Ti() = agattot 3 auh oy
je(er-1)
Br-1<j<p
Sj(w) = Ti(x)+ Y baw

By
]>ek

Ademas ag, # bg,, y bg, # 0 pues g—é es exponente caracteristico de d;(x). Por tanto
concluimos que ord,(0;(x) — Tj(z)) = ,ng)'
De otro lado, usando ([1.9) y la Observacion |1.1.45| tenemos

B 5k+1} _ b
Bo’ Po

ordy(61(x) — Ti(x)) > mln{ Bo’

asi ordg (01 (x) — Ti(z)) = % pues | < k+ 1.

Lema 1.1.54. Sea 1 <k <g. Siie{l,--- k}, 0;(x) € Zi(k) yl=Fk+1 entonces

B ici{a... m
ordx(éj(g;)—’fl(x)):{ g J€{2-,m}

Br+1
T, T > ﬁo,]—l

donde T € QT.

Demostracion. Sea ¢ € {1,--- k} y j € {2,---,m}. De tenemos ord,(d;(z) —
ye(z)) = 6’ . Usando la Observacion |1.1.45 se cumple ord,(yc(x) — Tr+1(x)) = 52{:17 y
aplicando la desigualdad triangular tenemos ord,(6;(z) — Tj+1(x)) = %

Usando y Observacion tenemos

Ordg;(dl(l') — Tk+1(l‘)> > min {/Bk—H ﬁk+1}

aplicando la Propiedad [1.1.52] concluimos que ord,(01(z) — Tj(z)) = 7 para cierto 7 € Q*

con 7 > kil O
Bo

Lema 1.1.55. Sea 1 <k <g. Siie{l,--- ,k}, 6;(x) € ZZ-(k) yl>k-+1 entonces

{gg Sije{27"'7m}

ordx ((5]($) - Tl(x)) = Si ] =1
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Demostracion. Hemos elegido 1(z) tal que ord,(d1(z) — ye(x)) = ’8’2%1 y sabemos que

ordz(ye(x) — Ti(x)) = % Aplicando la desigualdad triangular tenemos que ord,(d1(z) —

Ti(x)) = 5%1’ pues [ > k + 1. Usando los mismos argumentos que en el Lema [1.1.54] se

cumple que ord,(0;(x) — Ti(z)) = %. O

1.2. Foliaciones

Para presentar la nocién de foliaciéon singular, introduciremos algunos conceptos béasi-

COS.

Definicién 1.2.1. Una variedad compleja de dimension n serd una variedad topold-

gica M, junto con un atlas holomorfo (U;, ¢;)icr , esto es

i) Cada U; es un abierto de M y los U; forman un cubrimiento abierto de M, es decir

M:Um

i€l
it) Cada ; : Uy — V; € C", donde V; es un abierto de C", es un homeomorfismo, y si
UiNUj # 0, la aplicacion g;j : ¢;(U; NU;) — ¢i(U;NU;) definida por v;; = ¢; ocpj_1

es un biholomorfismo.

Un foliacion es una variedad diferenciable y se puede describir por formas y por campos

vectoriales. Las nociones bésicas de formas y campos vectoriales pueden ser revisadas en

[C-N].

Definicion 1.2.2. Una 1—forma diferencial w es integrable si y sdlo si el producto exterior

wAdw=0.

Definicion 1.2.3. Sea M una variedad compleja de dimension n > 2. Una foliacion

holomorfa singular de codimension uno en M es un objeto F dado por las colecciones

{witier, {Uitier y {9ij}vinu; 26 que cumplen
i) Cada {U;}ier es un cubrimiento abierto de M, esto es M = |J;c; Us.
ii) La 1— forma diferencial holomorfa w; es integrable no idénticamente nula en U;.
i) g,; es una funcion holomorfa no nula en U; N Uj.
w) St U;NU;j # 0 entonces w; = gijjw; en Uy NUj.
Para cada forma w; consideramos el conjunto singular dado por

Si == Sing(w;) = {p € U; : wi(p) = 0}.
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Es claro que S; es un subconjunto analitico de U;. De (iii) y (iv) depende la igualdad
S;NU; = 5;NU;. Asi la uniéon U S; define un subconjunto analitico S de M el cual seréa
el
denotado por Sing(F) y sera llamado el conjunto singular de F.

Dada la 1— forma diferencial w = A(x,y)dx + B(x,y)dy con A, B € C{x,y}, las series
Ay B son los coeficientes de w. Denotamos por F,, el germen de foliacion analitica
singular definida por w y asumiremos en todo momento que los coeficientes de w no tienen

factores comunes.

Decimos que una foliacion formal ]/-":, en C? es definido por una 1—forma formal
dado por @ = A(x,y)dx + B(z,y)dy, donde A, B € C[[z,y]]. Decimos que (z,y) = (0,0)
es singularidad de 7, si {A=0,B=0}={(0,0)}.

La multiplicidad del germen de foliacion F,, sera denotada por mult(w) y definida
como mult(w) = min{ord(A),ord(B)}. De manera similar se define la multiplicidad para

una foliacion formal F,.

Observacion 1.2.4. Haciendo un cambio lineal de coordenadas, siempre se puede conse-

guir que los drdenes de los coeficientes de la foliacion A y B sean iguales.
» Siord(A) > ord(B) el cambio de coordenadas es dado por v =u ey =v — u.
» Siord(A) < ord(B) el cambio de coordenadas es dado por x =v—u ey = v.

Ejemplo 1.2.5. El germen de foliacion F.,, dado por w = —3x?dx+ 2ydy tiene mult(w) =
min{2,1} = 1. Al hacer el cambio de coordenadas x = u e y = v — u, obtenemos n =
(2u — 2v — 3u?)du + (2v — 2u)dv, donde mult(n) = min{1,1} = 1.

Considerando v := mult(w), definimos el cono tangente de la foliacion como
Cr(z,y) = zA,(x,y) + yBy(z,y), donde A, y B, son los coeficientes de la foliacion w

de orden v.

Una solucion del germen de la foliacion F,, dada por la 1— forma w = A(z,y)dz +

B(z,y)dy en el origen es una curva (x(t),y(t)) € C{t}? tal que z(0) =y(0) =0y

A(z(t),y(1))a' () + B(=(t), y(t)y'(t) = 0.

Si f: N — M es un morfismo diferenciable entre las variedades analiticas N y M, y w
define una foliacion F,, sobre M, denotaremos f*F, la foliacién sobre N definida por f*w.

Esta foliacion es imagen inversa de F,,.
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Definicién 1.2.6. Sea F, el germen de foliacion dado por 1— forma holomorfa en el

origen de C2. Decimos que el germen de una curva Cy es invariante por F,, si

wAdf = f,

donde n es una 2—forma, (i.e. n = gdx \dy, con g € C{z,y}). SiCy es irreducible diremos

que es separatriz convergente de F,,.

De manera anéloga definimos una separatriz formal para .7/-"; dado por la 1—forma
formal @ = A(z,y)dz + B(x,y)dy como el germen de curva invariante irreducible formal

é} tal que W A d]?: fﬁ donde 7 = gdx A dy, con g € Cl[[z,y]].

Observacion 1.2.7.  Toda parametrizacion de una curva invariante Cy de la foliacion

Fu:w =0 es solucion de w = 0.

Ejemplo 1.2.8. La foliacion w = d(y® — 2?) + axy(6xdy — 3ydr) con a € C tiene a

Cs:yS — 23 =0 como curva invariante, pues w A df = (y° — 2%)(—18axy)dx A dy.

La foliacion w = d(y® — 23) + azy(62zdy — 3ydz) con a € C fue estudiada por Ferndndez,
Mozo y Neciosup [F-Mo-N]| y es un contraejemplo para el resultado dado por Loray [Lo|
Proposition, Pag. 163|, como veremos en el Ejemplo

Ejemplo 1.2.9. La foliacion w = ((b—1)zy—y3)dz+(zy—bx®+xy?)dy con b € C\{0} tiene
como curva invariante a Cy : zy(z—y) = 0, pues wAdf = zy(z—y)(3br—3y*—x—y)dzAdy.

Teorema 1.2.10. [C-S1|, Theorem Pag.579] Toda foliacion singular en (C?,0) admite al
menos una separatriz.
1.2.1. Explosiéon en un punto

Una explosion centrada en 0 € C? es una variedad que contiene al proyectivo IP’}C y

quitando el proyectivo es biholomorfa a C*\{0}. Esta variedad sera descrita a continuacion.

Empezamos considerando PL = Uy U Uy, donde
Uj :{[l’oixl] 21Ij 750},j:0,1,
y definimos los homeomorfismos (parametrizaciones)

¢02C — U(] ¢1Z(C — U1
t — [1:¢] s — [s:1].

Sea m : C2 — C? la aplicacion dada por

m(z,t) = (z,xt),
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aqui reemplazamos * = x e y = zt. Observemos que en estas coordenadas tenemos las

propiedades siguientes:
= 7, 1(0,0) = {(0,t) : t € C}.
- m1(C?) = (C* x C) U{(0,0)}.

» 71 : C* x C — C* x C es un biholomorfismo (esto es, m; es biyectiva, holomorfa y su

. — ., . - Y
inversa 7r; ' también es holomorfa) con inversa m; *(z,y) = (x, =).
x

i

R i
<

\

\/

-€ €

Notamos que el punto (0,0) € C? es reemplazado por la recta {z = 0}. Si consideramos

t = cx con ¢ € C tenemos que y = % = ¢, como ¢ # 0o no podemos considerar z = 0.
Por tanto, no podemos cubrir el eje ¢ por m; (es decir para que cada punto del eje ¢
tenga preimagen bajo una funcién del tipo 7). Para cubrir tal recta consideramos la
representacion local de 79 en las coordenadas (s,y) dadas por ma(s,y) = (sy,y); en este
caso x = sy e y = y. En las coordenadas (s,y) se tienen propiedades similares para mo a
las dadas a m; por las coordenadas (z,t).

Cuando se trabaja en las coordenadas (s, y) no cubrimos la recta {y = 0}. Para cubrir
todo C2 (es decir para que cada punto de C? tenga preimagen bajo una funcion del tipo
71, T2) necesitamos pegar el plano xt con el plano sy, identificando asi la recta {z = 0}
con la recta {y = 0}, para ello procedemos de la siguiente manera.

Definamos C2 = ﬁo U ﬁl, donde

Uo = {(2,y,[p)) € C* x Uy : y = ¢ ([p))w} € C* x P,

Uy = {(z,y,[p]) € C* x Uy : 2 = ¢7*([p])y} € C? x PE,

con (Uj, ¢;), i = 0,1 parametrizaciones de IP’(%: y las funciones

= 3o : Up — €2 donde Go(z, v, [p]) = (z, ¢35 ([p])),
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= &1 : U1 — C? donde Go(z,y, [p]) = (67 ' ([p)), v),
= 35t C2 = Up donde 35t (x,t) = (x, tx, do(t)),
= 31 C2— Uy donde @1 (s,y) = (sy,y, 61(s)).
Observamos que se tiene
UoNUy =C*x (UyNU1), Go(UoNT1) =CxC*y $1(UgNT) =C* x C,
ademas
(710 3" t) = Faarto ult) = (67 (@ulo) 1) = (.10

- ~ I 1
(B 31 ) = Bl 1.1(5)) = (s 05 0n(6)) = (s ).
De esta manera @103, : CxC* - C*xCy @pop; ! : C* x C — C x C* son holomorfas.
Por tanto {((70, @0), (UL, (Zl)} es un atlas de dimension dos sobre C2 y C? es una variedad
compleja de dimensién dos, llamada explosion en el origen.

Observemos que C2cC?x IP’%:, luego existen dos proyecciones naturales

$:C* = C? E:C? - PL
(o [p)) — =(p[p]) =p (p,[p)) — E(p,[p)) = [pl
de donde m o @61 =T y To @fl = mo. De lo expuesto anteriormente se tiene que

71(0,0) = P{ el cual es llamado divisor excepcional y 7 : @Q\P}C — C2\{(0,0)} es
un biholomorfismo.

En general la explosiéon de una variedad compleja M de dimensién dos en un punto p
es la variedad compleja M que se obtiene reemplazando en M el punto p por ]P’%:. Asi se
construye M conteniendo ]P’(%: y una aplicacion analitica 7, tal construccién generaliza lo

hecho antes para M = C? y p = (0,0).

1.2.2. Comportamiento de una foliacién por explosiones

Consideremos un germen de foliacion F,, generado por una 1—forma w = A(x,y)dx +
B(zx,y)dy con mult(w) = v, asi podemos expresar w = (A, +Ay41+---)dz+ (B, +By41+
-+ )dy, donde A;, B; son polinomios homogéneos en C[x, ] de grado . Sea 7 : M — (C2,0)
la explosion en el origen, siendo M una variedad compleja La forma diferencial m*w define
una foliacién m*F,, sobre M. En la carta Uy de coordenadas (z,t), la 1— forma 7w =

A(z,xt)dx + B(z,xt)d(xt) se escribe como
2[(Ay(1,t) +tBy(1,t) + 2Cy(z, t))dx + z(By(1,t) + 2Ca(x, t))dt], (1.14)

donde Cl == Ay+l(1’t) + tBV+1(]., t) + - y 02 == B,/+1(1, t) + $By+2(1,t) + e

Tenemos dos situaciones posibles
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*

1. SizA,(z,y)+yBy,(x,y) # 0 tiene sentido hablar de & = it

xv’

objeto que llamaremos
transformado estricto de w y que define la foliacion 7*F,,. Sobre el divisor D =
7~1(0), los puntos singulares de la foliacion, es decir Sing(7*F,) N D N Uy, vienen
dados por A,(1,t) + tB,(1,t) = 0. En tal caso D\Sing(r*F,) es una hoja de la

foliacion 7* F,, y llamaremos no dicritica a esta explosion. .

2. SixAy(z,y) + yB,(z,y) = 0 debemos tener B,(1,y) # 0 y el transformado estricto

de la foliacion esta definido por & = el cual define la foliacion 7*F,,. Fuera de

v+l
B,(1,y) = 0, el divisor es transversal ; l; foliacién: por cada uno de sus puntos p pasa
una hoja F, lisa, transversal a D. Su proyeccion es una separatriz lisa de la foliacion
Fw. Dentro de los puntos que satisfacen B, (1,y) = 0 se tienen puntos singulares y
puntos de tangencia. Por tanto, la foliacién tiene infinitas separatrices y la explosion

es llamada dicritica .
Observaciones 1.2.11.

1. Consideraremos (Cy, );:1 el conjunto de todas las separatrices de la foliacion no di-
critica Fy, + w = 0. A cada separatriz Cg; le corresponde f; = 0 wrreducible con
f; € C{z,y}. Denotemos por C(F) a la union \JCy, de todas las separatrices de la
foliacion F,, que de ahora en adelante llamaremos unién de separatrices con-

vergentes de F,. Y por C/(\]-") a la union de separatrices formales de j—";
2. La ecuacion f = f1--- f, =0 serd llamada ecuacion reducida de C(F).

Sea F,, un germen de foliacion en (C2,0) definido por la 1— forma w = A(z,y)dz +
B(z,y)dy. El campo de vectores dual asociado es X = B(z, y)a% — A(z, y)a%. Decimos
que el origen (z,y) = (0,0) es una singularidad simple o reducida de F, si la matriz

asoctada a la parte lineal del campo

8B(0,0) 9B(0,0)
( 0w %y ) (1.15)

__0A(0,0)  9A(0,0)
ox dy

tiene dos autovalores A # u, u # 0 y tales que % ZQT.
En |C-S2| Pag. 40| se tiene que si el origen es una singularidad simple de F,,, existen

coordenadas locales (z,y) tales que
w = (A\zdy — pydz) + wi,
donde los coeficientes de wy son de orden > 2. Podria suceder que

1. Au#0y % ¢ Q7 en cuyo caso diremos que la singularidad es no degenerada o
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2. A =0y (A p) # (0,0) en cuyo caso diremos que la singularidad es de tipo silla

nodo.

Observacion 1.2.12. 1. Las singularidades simples son invariantes o estables por ex-

plosiones (ver [Brll/[Pag. 14]).

2. Cuando la singularidades de una foliacion son simples o reducidas, se dice que la

foliacion es reducida.

Cuando la singularidad es de tipo silla nodo, bajo un cambio formal de coordenadas,

la singularidad es dada por una 1—forma del tipo (ver [C-S2| Pag. 66|)
—yPHde + (1 4+ MP)zdy con p>1 y AeC (1.16)

La separatriz fuerte de una foliacién con singularidad de tipo silla nodo es una curva
analitica invariante cuya tangente en el punto singular P es el autoespacio asociado al
autovalor no nulo de la matriz dada en (|1.15]). Caso contrario hablaremos de separatriz
débil.

Ejemplo 1.2.13. La foliacion w = —yP dz + (1 + M\yP)ady conp > 1 y X € C tiene una

singularidad de tipo silla nodo. Su campo asociado es

0 0
= P p+1
X=010+Xy ):):ax +y " (1.17)

La matriz asociada a la parte lineal del campo es

1 0
DX = .
0 0

Los autovalores de dicha matriz son \y = 1 y Ao = 0 por lo que la singularidad (0,0) es de

tipo silla nodo. El autoespacio asociado al autovalor no nulo A =1 es

orw(:)-(2)

de donde resulta y = 0. Por tanto, podemos concluir que si ]/-:w es una foliacion con singu-
laridad de tipo silla nodo, el germen de curva {y = 0} es su separatriz fuerte y el germen

de curva {x = 0} es su separatriz débil.
Observaciones 1.2.14.

1. 5% reducimos la singularidad de una foliacion, cada punto de tipo no degenerado que
no sea una esquina siempre aporta una separatriz. Mientras que en el caso que la

singularidad sea de tipo silla podria aportar a lo mds una separatriz (ver [C-S2l, Pag.

68).
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; «—— separatriz
I debil
|
N > [ 2 x
: ™~ separatriz
I Juerte
|

2. Para cualquier separatriz G- asociamos el punto 7(G) € D (donde D es el divisor) a
través del cual pasa la transformada estricta de G. La separatriz G es de tipo Briot
y Bougquet (ver [L=H/) si y solo si 7(G) es o bien de tipo singularidad no degenerada

o silla nodo.

A continuacién enunciamos el teorema de reduccion de singularidades para una folia-

cion.

Teorema 1.2.15. [S|, Pag. 248-269] Sea F,, un germen de foliacion sobre (C2,0). Ewiste
un morfismo
7 M — (C?,0),

composicion de un nudmero finito de explosiones de puntos tal que
1. El divisor excepcional D = m~1(0) es una hipersuperficie con cruzamientos normales.

2. La restriccion de m a M \ D es biholomorfo sobre U\ {0}, donde U es un entorno del

origen en el cual estd definida F,.

3. En todo punto no singular del transformado estricto ©*F, de F, por m, toda com-
ponente del divisor excepcional es o bien invariante por la foliacion, o no invariante
por la foliacion en este caso diremos que es transversa a la foliacion. En este
dltimo caso, decimos que la componente del divisor es una componente dicritica
de D por F,,.

4. Todo punto singular p € M de 7*F,, es simple y no estd contenido en componentes

dicriticas.
A la aplicacion w la llamamos reduccion de singularidades de F,,.

De ahora en adelante 7 : M — (C2,0) representa el proceso de reducciéon de singulari-

dades o desingularizacion de F,, obtenido por una secuencia finita de explosiones puntuales
n

teniendo D = 7~ 1(0) = U D; como divisor excepcional, formado por una unién finita de

Jj=1
lineas proyectivas con cruzamientos normales (esto es que localmente estan descritas por
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una o dos curvas regulares y transversales). En este proceso, todas las separatrices de F,
son suaves, disjuntas y transversas a D; C D, ninguna de ellas pasa a través de una esquina
(interseccion de dos divisores).

Decimos que 7 : M — (C2,0) es reduccion minima de singularidades de una foliacion

es una reducciéon con el nimero minimo de explosiones que reduce a la foliacién.

Definicion 1.2.16. Una singularidad de una foliacion es dicritica si en proceso de re-
duccion de singularidades surge una componente dicritica. Decimos que una foliacion es

dicritica si tiene una singularidad dicritica. Caso contrario la foliacion serd no dicritica.

Proposicion 1.2.17. JC-L-S, Pag.158 y Pag.165] Una foliacion no dicritica tiene un
numero finito de separatrices y una foliacion dicritica tiene una nidmero infinito de sepa-

ratrices.

Ejemplo 1.2.18. Dada la foliacion w = ((b — 1)zy — y®)dx + (zy — bx® + xy?)dy con
—b,1 —b & QF, estudiaremos su reduccion de singularidades. Haciendo una explosion,

tenemos

» en la carta (x,t): consideramos y = xt.

™w = ((b—1)z%* — 2% dx + (2%t — bx? + 2%?)(tdw + wdt)
(—x?t + 22t%)dzx + (23t — bx3 + *t?)dt,

de donde
. Tw
O=—=(-t+ t)dx + (xt — bx + 2% dt, (1.18)
las singularidades de son (0,0) y (0,1). El campo asociado a & es dado por
0 0
X =(at—b %) — — (—t+ )=
(@t = bz +2%°) o = (=t + 1) 5
La matriz asociada a la parte lineal del campo es
-b 0
DX = )
0 1
el cociente de autovalores de la matriz es « = —b & Q. Por tanto la singularidad

(0,0) es una singularidad reducida. Para analizar lo que sucede con la singularidad
(0,1) debemos hacer una traslacion. Para ello consideramos © = xz, t = t + 1 y
reemplazamos en , de donde obtenemos

5 = (~@T+1)+E+1)2)de + (@@ +1) — bx + 22T+ 1)2)d(E + 1)
= (P +1)dr + (z — br + ot + 221% + 222t + 22)d¢,
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el campo asociado es
X = (z — bz + ot + 2%? + 2% + 932)2 — (P +t)=
ox ot

La matriz asociada a la parte lineal del campo es

1-56 0
DX =
0 1

la singularidad (0,0) es reducida, pues el cociente de autovalores de la matriz es

a=1-bgQ".
» En la carta (s,y): consideramos x = sy.

mw = ((b—1)sy® — y®)(sdy + yds) + (sy* — bs’y* + sy*)dy
= ((b—1)sy® —yh)ds + (sy* — s*y?)dy,
de donde

T*w

Y2
el campo asociado a es dado por

= ((b—1)sy —y*)ds + (s — s)dy, (1.19)

W=

X = (=)~ (b= Doy~ )5

La matriz asociada a la parte lineal del campo es

L ()
DX =
0 0
la singularidad (0,0) es de tipo silla nodo.

Analizando la reduccion de singularidades aparece una singularidad de tipo silla nodo st —b
yl-bgQt.
Yy

Ay — singularidad
I1 Ky silla nodo

- » X

t . .
Tsingulari Jdad /_} singularidad
X no degenerada
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1.2.3. Curvas generalizadas

C. Camacho, A. Lins Neto y P. Sad (JC-L-S|, Chapter II|) muestran que existe un tipo
de foliaciones, que llamaremos curvas generalizadas, para las cuales la reducciéon de

singularidades coincide con la desingularizacién de su unién de separatrices.

Definicion 1.2.19. Una foliacion F,, se dice que es curva generalizada no dicritica si

en su reduccion de singularidades no aparecen componentes dicriticas ni puntos silla nodo.

Ejemplo 1.2.20. La foliacion w = ((b—1)zy —y3)dx + (zy — ba? + zy?)dy con —b,1—b &
Q™ dada en el Ejemplo no es de tipo curva generalizada, pues en su reduccion de

singularidades aparece un punto silla nodo.

Si una foliaciéon es curva generalizada, existe una relacion directa entre la multiplicidad

de la foliacién y su union de separatrices.

Teorema 1.2.21. [C-L-S| Theorem 3] Sea F,, una foliacion curva generalizada no dicri-

tica y sea C(F) su unidn de separatrices. Entonces mult(w) = mult(C(F)) — 1.

En general, si F,, es foliacién no dicritica se tiene
mult(w) > mult(C(F)) — 1 (1.20)
como se puede observar en [Brll Pag. 534].

Ejemplo 1.2.22. La foliacion no dicritica w = (xy + y?)dx — x2dy tiene como union de
separatrices a C(F) = zy. Observamos que mult(w) = 2 > mult(C(F)) —1 = 1 y del
Teorema |1.2.21] se concluye que la foliacion no es de tipo curva generalizada.

Ejemplo 1.2.23. Analicemos la reduccion de singularidades de la foliacion definida por
la uno forma

w = d(y® — 2®) + axy(6zdy — 3ydz) con a € C*.
Para ello, usaremos el mimero de explosiones necesarios para desingularizar y® — z3 = 0.

» La primera explosion la haremos en la carta (s1,y) donde x = s1y, lo cual resulta

y?’—si)’:O.

» La sequnda explosion la haremos en la carta (s1,t2), considerando y = sita de donde
t3—-1=0.

Observamos que la curva se desingulariza con dos explosiones que al aplicarlo sobre la

foliacion resulta
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» En la carta (s1,y)
W

y2

= (—3s7y — 3as1y?)ds1 + (—3s} + 3asiy + 6y°)dy

» FEn la carta (s1,t2)

T™*w

3
51

— (—6ty + 6t3)ds1 + (—3s1 + 3asity + 6s1t3)dty

Las singularidades son (s1,t2) = (0,0), (0,1), (0,¢), (0,¢?) donde ¢ es raiz primitiva de
t3 = 1. El campo asociado a la foliacion es

0

0
X = (—3s1 + 3asita + 6s1t3) =— + (6t2 — 6t§)a—t2.

881
Luego
DX — —3 + 3aty + Gt% 3as1 + 1881t%
0 6 — 24t3

—3

» Enmg = (0,0) resulta DX = < ) ast la singularidad (0,0) es no degenerada
0 6

pues A\ = —%.

343 0

» Enmy = (0,1) resulta DX = 4 de donde \g = —1‘%‘1.

0 —18

343 0

= Enmg = (0,() resulta DX = < +0 ac 8 ) de donde \3 = —%.
3+3aC®> 0

» Enmg = (0,¢?) resulta DX = a de donde \y = 7%.

0 —18
Observemos que
= My no es reducida st —HT“ =re€Qsg<a=—6r—1.

= Mo no es reducida st —% =re€Qsoa=(—6r— 1)(2.

= m3 no es reducida si —1+g<2 =r€Qsp+a=(—6r—1).

Luego, mqg es reducida y m1, mo, ms son reducidas st

a g {—(6r+1)¢/re Qs y =1}

Obsérvese que sia = —1,—(?, —( se tiene que m1, ma, ma son sillas nodo respectivamente
con separatriz fuerte contenida en el divisor, si una de las singularidades m1, mo, m3 es

una silla nodo las otras singularidades son no degeneradas. También observe que si

a€{—(6r+1)¢/reQs y ¢C =1},
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entonces una de las singularidades my, ma, m3 no es reducida, digamos mj, en este caso
Aj € Qso, Ay & Qs con k # j. Si se tiene el caso que \j € Qs — (% UN) (singularidad
tipo Siegel), la foliacion es dicritica. Si \j € %U N (singularidad tipo Dulac resonante)
aparecerd, luego de un numero finito de explosiones, una silla nodo en la intercepcion del
ultimo con el peniltimo divisor en su reduccion de singularidades.

Concluimos que la foliacion w = d(y°® —z3)+axy(6zdy—3ydz) tiene la misma reduccion
de singularidades que la foliacion definida por la uno forma d(y® — 23) si tenemos la
condicion a & {—(6r +1)¢/r € Q=0 y ¢ = 1}. Si ademds tenemos la condicion a® # —1

la foliacion es curva generalizada.

Ejemplo 1.2.24. La foliacion w = ((b — 1)zy — y3)dz + (zy — bx? + xy?)dy con —b,1 —
b & QF tiene como curva invariante a Cy; : xy(x —y) = 0 (ver Ejemplo . Del
andlisis de la reduccion de singularidades de la foliacion afirmamos que la foliacion es no
dicritica (ver Ejemplo [1.2.18). El conjunto de todas las separatrices C(F) es zy(z — y),
caso contrario C(F) tendria al menos cuatro componentes, en particular mult(C(F)) > 4

de donde mult(w) = 2 > mult(C(F)) — 1 > 2, lo cual es una contradiccion.

Teorema 1.2.25. [C-L-S| Theorem 2] Sea F,, una foliacion curva generalizada no dicri-
tica y sea C(F) su union de separatrices. Entonces F,, y C(F) tienen la misma reduccion

de singularidades.

El siguiente ejemplo muestra que puede existir una foliacién y su unién de separatrices
que tienen la misma reducciéon de singularidades pero la foliaciéon no es de tipo curva

generalizada, concluyendo de esta manera que el reciproco del Teorema[I.2.25no es verdad.

Ejemplo 1.2.26. La foliacion w = ((b—1)zy—y3)dz+(zy—bz?+xy?)dy con —b,1-b & QF
se desingulariza después de una explosion al igual que su conjunto de separatrices C(F) =

zy(x — y). Pero sabemos del Ejemplo|1.2.20) que dicha foliacion no es curva generalizada.

El nimero de Milnor de una foliacion F, : w = 0 , dada por la 1— forma
w = A(z,y)dz + B(z,y)dy con singularidad aislada en el origen, se denota por u(w) y se
define como la multiplicidad de interseccion en el origen de los coeficientes de la 1—forma,

es decir
u(w) = (A, B)o. (1.21)

El siguiente teorema resulta muy util cuando deseamos saber si una foliacién es curva
generalizada o no. Supongamos que F, : w = 0 posee un numero finito de separatrices y

sea Cy la ecuacion reducida de la unién de sus separatrices.

Teorema 1.2.27. |C-L-S| Theorem 4] Sea F,, : w = 0 una foliacion no dicritica, entonces

w(w) > p(df) y la igualdad se cumple si y solo si F,, es de tipo curva generalizada.
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Como consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.2.28. Sea Cy : f = 0 una curva. La foliacion F, : w = df tiene como unidn

de separatrices a Cy : f =0 y F, es de tipo curva generalizada.

Para la foliacion F,, : w = 0y v(t) = (z(t),y(t)) parametrizacion de alguna curva Cgy,

definimos
Y = Al (), y(#)al (Hdt + Bla(t), y(D)y (£)dt.

Lema 1.2.29. [R2, Lemme 3.7] Sean w1, we dos 1— formas de tipo curva generalizada no

dicriticas con la misma union de separatrices. Dada una curva y(t) se verifica
ordsv w1 = ordgy*ws.

Demostracion. Si y(t) = (x(t),y(t)) es parametrizacion de una separatriz de wi y wa,
entonces se tiene wi(y(t)).7 (t) = 0 = wa(y(t)).7(t) y concluimos el lema. Supongamos
por tanto que «y(¢) no es parametrizacion de ninguna separatriz de w; y wa. En este caso la
prueba la haremos por induccién sobre el niimero minimo de explosiones necesarias para

desingularizar la foliacion w; (o wa).

1. Si el ntimero de explosiones es n = 0 tenemos que las foliaciones wj, ws son reducidas.
Para mostrar el lema cuando la foliacién wy,wsy son reducidas, nos apoyaremos en la
siguiente igualdad ord(y*w;) = ord(v*df) que pasamos a mostrar. En efecto, si la
foliacion wy de tipo curva generalizada es reducida, se puede expresar en coordenadas

(z,y) en la forma (ver [Ma-Moul, Pag. 519])
A
wi=(—Ay+--)de+ Az +---)dy, con \jfAa#0 y )\—1 ZQt.
2

Ademas la ecuacion reducida de la union de separatrices Cy : f = 0 de wy y wa es

dada por la forma f(z,y) = xy.

Consideremos una parametrizacién ~ de la curva Cy, dada por v(t) = (z(t),y(t)) =
(atP +tPny(t), bt?1+t9na(t)), con ord(n;(t)) > 1y n;(t) € C{t} parai = 1,2. Entonces
se tiene
Ywr = (b + tng(t) + - - )d(at? + 70 (1))

+  (Re(at? +Pny(t)) + - - )d(bt? + tTna(t))

= [A(bt? + ting(t))(—aptP~t — ptP~Ing (t) — tPn)(2))

+ Xa(at? + tPny (1)) (ght? + gt ng () + tnh(t)) + - - ]dt

= [ab(Aag — Mp)tP T - P Haa(t)]dt,

con a(t) € C{t}. Como % ¢ Q1 se tiene Aag — Mp # 0 y por tanto mult(yjw) =
p+ g — 1. De otro lado como
df = ydx + zdy,
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se obtiene

yidf = (bt 4 tIng(t))d(at? + tPnq(t)) + (at? + tPnq(t))d(bt? + t9ng(t))]
[(0t9 4 t9na(t)) (aptP~" + ptP~tny (t) + 90 (t))
+(at? + tPny () (gbti! + qt9 Ing(t) + tink(t)
= [ab(p + )tPtI71 - tPHIB(1)]dt

)ldt

con B(t) € C{t}. Asi mult(y*df) = p + q — 1, es decir ord(y*w1) = ord:(y*df).
Ahora para ws, que es foliacion de tipo curva generalizada reducida, por un razona-
miento anélogo se obtiene ord;(v*ws) = ordy(y*df), de ello concluimos la igualdad

ord¢(v*wy) = ordy(y*w2).

2. Ahora abordaremos el lema cuando las foliaciones wi,ws no son reducidas, es decir
n > 0. Supongamos por hipotesis inductiva que ord(7*w;) = ord(7*ws2), donde w;
es el transformado estricto de w; para i = 1,2, y 4 es el transformado estricto de
la curva . Escogemos las coordenadas de tal manera que z = 0 no esté en el cono

tangente de . Parametricemos v por

z(t) = t"
{ | Z a;t'.
>n
Hacemos una explosion en el origen en la carta E : (z,t) — (z, xt). Para las foliaciones
curvas generalizadas no dicriticas w; = Aj(x,y)dz + Bi(z,y)dy y wa = As(z,y)dx +

Bsy(z,y)dy con multiplicidades m; y mgy respectivamente, tenemos

E*wy = Ai(x,xt)dr + By (z, xt)d(xt)
= (Ai(x,xt) + tBy(x, xt))dr + x By (x, zt)dt
= b 77"V (,T;l.
De manera similar tenemos E*wy = x"2ws. Del Teorema|l.2.21| se cumple mult(w;) =

mult(df) = mult(wsz). Para i = 1,2, tenemos
Twi = (Eoy)'wi=7"(Ew)
= ¥ (a™w;) = ()Y @i,

de donde se logra

ordyy*w; = ordy(x(t)™ Y w;)

o (1.22)
= mult(z(t))mult(w;) + ord;7*w@;.

Usando la hipotesis inductiva, la igualdad mult(w;) = mult(ws) y reemplazando en
la ecuacion (|1.22) se concluye que ord(y*wy) = ord(y*ws).
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O

Observacion 1.2.30. Consideramos una foliacion F, : w = 0 y Cy : f = 0 la ecuacion
reducida de la union de las separatrices. El Lema se puede aplicar a w y a df .

1.2.4. Poligono de Newton de una foliaciéon

Dada una 1—forma w = A(z,y)dz+ B(z,y)dy con A, B € C{z,y} definimos el soporte
de w como
Sop(w) = Sop(xA) U Sop(yB).

Si escribimos w = E wi; donde wj; = Aijxi_lyjdzv + Bl-jxiyj_ldy, entonces
i?j

Sop(w) = {(i,4) : (A, Bij) # (0,0))}.

Sea F, : w = 0 un germen de foliacién dada por la 1—forma w, llamamos poligono de
Newton de w, y lo denotaremos N (F,) = N (w) al borde de D(Sop(w)) (ver pagina[11]).

Ejemplo 1.2.31. La foliacion w = (xy + y*)dx — x2dy tiene como soporte a Sop(w) =
{(2,1),(1,2)} U{(2,1)} y su poligono de Newton es dado por

y
N(w)

(142)
(2,1)

Decimos que un punto (i,j) € Sop(w) es contribucion de B si (i,j) € Sop(yB). De

manera similar un punto (4, ) € Sop(w) es contribuciéon de A si (i, ) € Sop(xzA).

Dado un niimero racional v € Q, definimos la v-forma inicial pesada de w, como
In,(w) := Z Wij, (1.23)
i+vj=ord, (w)

donde ord, (w) = min{i + vj : w;; # 0} el v-orden pesado de w.

Ademas si n = G(z,y)dxAdy, definimos la v-forma inicial pesada de 7, como la v-forma
inicial pesada de G(z,y). El v-orden inicial pesado de 1 es por definicion el v-orden

inicial pesado de G(z,y).
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Ejemplo 1.2.32. La foliacion w = —3z%dx + 2ydy, tiene su soporte dado por Sop(w) =
{(3,0)} U{(0,2)}. Si hacemos el cambio de coordenadas v = u e y = u + v oblenemos
w1 = (=3u? + 2u + 2v)du + (2u + 2v)dv, asi el soporte de la foliacion en las nuevas
coordenadas es Sop(w) = {(3,0),(0,2),(1,1)} U {(2,0)}. Concluimos que los poligonos

N(w) y N(w1) no son iguales como muestra la siguiente figura.

Yy v

0,2) ¢ 0,2) ¢
(0,2) @) (0,2)

(1,1)

€T u

(5,0) (2,0) (3,0)

Observaciones 1.2.33.
1. El poligono de Newton depende de coordenadas, por eso es necesario tener presente
en qué coordenadas estamos trabajando.
2. Para Cy : f =0 y F : df =0, notamos que Sop(df) = Sop(f) por tanto N(df) =
N(f).

Considerando Cy un germen de curva irreducible y v la inclinacién del tnico lado

compacto del poligono N (f). Dicha curva puede ser expresada como la ecuacion (|1.1).

Lema 1.2.34. Sea f(z,y) = Z aij:ciyj + Z aijxiyj € C{z,y}. Se cumple
i+vj=c i+vji>c

In, (df (z,y)) = d (In, f(z,y)) .

Demostracion. Dado que f(x,y) = Z aijxiyj = Z aijxiyj entonces In, f(z,y) =

i+vj=c i+vj>c
E a;jjz'y’. Asi

i+vj=c

d(In, f(z,y)) = d Z aijmi?/j

i+vj=c
= Z iajjr "ty da + Z jagz'y " tdy. (1.24)
i+vj=c i+vj=c
De otro lado
df (z,y) = Z iagjr "yl + Z iagjr ™yl | do +
i+vj=c i+vji>c

> dagay T+ Y jagaty' T | dy,
i+vj=c i+vji>c
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de donde
In,df (x,y) = Z iaij:ci_lyjd:v+ Z jaijxiyj_ldy. (1.25)

i+vj=c i+rvj=c
De (1.24)) y (1.25)) se concluye el lema. O

El método de Newton para la busqueda de soluciones para curvas fue generalizado a
foliaciones por J. Cano [CJ|. En este trabajo se observa que el poligono de Newton de la
foliacién juega un papel fundamental.

En curvas, si L es un lado compacto de N(f) con inclinacién 7, entonces existe una
raiz de f = 0 de la forma

y=cx" +---, ,ceC\{0},

donde ¢ es raiz de cierto polinomio determinado por f. Ademéas el nimero de raices de
Newton-Puiseux de orden 7 es igual a la altura del lado L (la altura de L es la longitud

de su proyeccion sobre el eje vertical).

Sin embargo, la propiedad descrita en el parrafo anterior no es vélida cuando buscamos

soluciones de ecuaciones del tipo w = 0, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.35. [Coll, Pdg.32] Si consideramos la foliacion F,, definida por
w = 4zydz + (y — 222)dy,

observamos que su poligono de Newton, tiene un lado L de inclinacion 2. Sin embargo
Fu tiene una unica separatriz dada por y = 0. Recordemos que la parametrizacion de una

separatriz es solucion de la foliacion.

J. Cano [CJl Section 3| da un criterio para elegir en cada paso del algoritmo el lado
correcto del poligono de Newton de forma que sea posible encontrar una solucion de w = 0.

Para ello introduce la nocién de lado principal.

Definicion 1.2.36. |CJ|, Corollary 1] Sea L un lado compacto de N (w) de inclinacion v,

con vértices (a1, B1) y (e, B2) donde 51 > P2. Decimos que L es un buen lado si

Aq
. Balgl#Oy—BilﬁléQZV:{TEQ:TZV}
a1 /1

n Aa252 + I/Ba252 75 0.

Si {y = 0} no es separatriz de w y si L es el buen lado de mayor inclinacion de N (w)

entonces decimos que L es el lado principal de w.
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Sea la aplicacion E(7,y) = (Ei(%,7), E2(7,y)). Definimos la ¢magen inversa de

A € C{z,y} con respecto a E como
B (A)(,3) = (Ao B)(T,). (1.26)

Si ahora consideramos la foliacion F,, : w = A(z,y)dx + B(z,y)dy = 0 definimos la

imagen inversa de w con respecto a £ como

E*(w) = B*(A)(@,5)d(F1(3.,9)) + E'(B)(@.5)d(B2(z. 7). (1.27)

Lema 1.2.37. [R2, Lemme 3.9/ Sea F, : w = 0 una 1-forma de tipo curva generalizada.
Si la recta {x = 0} no estd en el cono tangente de w y si F(Z,y) = (2™,Y), con m €
N entonces la imagen inversa de w con respecto a F dada por F*(w) es de tipo curva

generalizada.

Proposicion 1.2.38. [CJ|, Proposition 1] Si {x =0} e {y = 0} no son separatrices de w,
entonces N (w) tiene un lado principal y solo uno. Si el lado principal tiene inclinacion v,

entonces w tiene una separatriz parametrizada por
y=cx’ +&(x) donde c € C\{0} y ord&(x) > .

Siv= % con p1,q1 € ZT ymed(p1,q1) = 1 y si E es la aplicacion dada por

E(r,y) = @", 35+ cz™)
entonces o bien § = 0 es separatriz de E*(w) o bien N (E*(w)) tiene un lado principal de
inclinacion T con T > py.
Sea ) : C? — C? definida por
Fi(z,y) = @™ g+ Ti(@)), (1.28)

donde T(%) := T;(yc(Z™"2"™-1)) es dada por la ecuacion (1.5). El siguiente lema nos dice
cual es el lado principal de F}*(w).

Sea (my,n;) el [—ésimo par caracteristico de la tnica separatriz irreducible de F,.

Lema 1.2.39. [R2|, Lemme 4.3] Sea F,, una foliacion con separatriz irreducible. La recta
de apoyo del poligono N (F}"(w)) con inclinacion %, es la recta con mayor inclinacion y

contiene a su lado principal.
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Las foliaciones curvas generalizadas tienen un comportamiento muy parecido al de su
separatriz, pues tienen la misma reduccién de singularidades. También sucede esto en lo
referido al poligono de Newton, como veremos en el siguiente teorema el cual mostraremos

usando técnicas de Rouillé .

Proposicion 1.2.40. [R2, Proposition 3.8] Sean wi y wa dos foliaciones curvas generaliza-

das no dicriticas con el mismo conjunto de separatrices. Entonces se tiene N (w1) = N (w2).

Demostracion. Por reduccién al absurdo mostraremos que Sop(wi) C D(Sop(wz)). Pa-
ra ello supongamos que existe (ap, o) € Sop(wi) tal que (g, Bo) € D(Sop(ws)). De
Sop(wse) C Sop(wa) U {(ag, Bo)} pasamos a D(Sop(wa)) C D(Sop(w2) U {(ao, fo)}).

Sea R := Sop(w2)U{(ap, Bo)}. Como D(R) es convexo y (ag, Bp) & Sop(ws) se tiene que
(v, Bo) es un vértice de N(R), pues si (ap, o) no lo fuera, se tendria (ag, 59) € D(Sop(ws))
y hemos supuesto que no. Obsérvese que sin pérdida de generalidad se puede asumir que

(v, Bo) es un vértice de D(Sop(wy)).

Y

Sean L1 y L9 las dos rectas del plano que pasan por (g, fp) y que contienen a los lados de
N (R) adyacentes a dicho vértice. Denotemos por A; a la inclinacién de £; donde suponemos
sin pérdida de generalidad que \; < Ay. Las rectas £1 y L2 son rectas de soporte de N'(R),
de donde se logra D(R) C E;r (ver Apéndice A) para j € {1,2}.

Por la Proposicion cualquier recta £ que pasa por (ap, Sy) con inclinaciéon \ €
JA1, Ao[ esta contenida en (El_ N E;) U (ET N E;). L es recta de apoyo de N'(R). Ademés
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como Sop(wz) C R se tiene D(Sop(w2)) C D(R) y dado que (v, o) € D(Sop(wz)), de don-
de concluimos que D(Sop(w2)) no intersecta a ninguna recta contenida en (El_ N L’;) U (Ef N Ly ) .

La region <£f ﬂﬁ;) U <Eir ﬂﬁ;) contiene infinitas rectas. Consideremos L : gx +
py = qap + pPo de inclinacion A = % €]A1, Ao[ con p y ¢ primos entre si, de manera que

» la recta £ contenga al punto (ag, 5p),

» qAnB, + PBays, # 0, donde Ay, ¥ Bayg, son los coeficientes de wy.

= LN Sop(wr) = {(ao, fo)}-

De lo anterior se obtiene

D(R) C {(z,y) € R*/qz + py > c},

donde ¢ = gy + pBp y por ende se satisface D(Sop(w2)) C {(z,y)/qx + py > c}.
7).

Sea ~y(t) la curva parametrizada por (z(t), y(t)) = (t¢ Se tiene

Ywr = wi(y(t) A (t)dt
= (AaﬁtQ(afl)tpﬂqtqfl us Baﬁtqatp(ﬂfl)ptpfl . . | )dt

Como Sop(w1) N L = {(ao, Bo)} ¥ ¢Aaus, + PBags, # 0, tenemos

mult(y*w1) < qag+pBo—1=c— 1. (1.29)

Al tenerse D(Sop(w2)) C {(x,y)/qz + py > ¢} para todo («, ) € Sop(wz) concluimos
aq + pB > ¢, y con ello también

mult(y*w2) > c— 1. (1.30)
Usando ((1.29)) y (1.30) se obtiene
mult(y*we) > mult(y*wq),

lo que contradice el Lema [1.2.29] De este modo obtenemos Sop(wi) C D(Sop(w2)).
Por el mismo argumento se tiene que Sop(wz) C D(Sop(w1)), lo que conduce a D(Sop(wy)) =
D(Sop(ws)), de donde concluimos N (wy) = N (w2). O

Como caso particular de la Proposiciéon|1.2.40, podemos establecer el siguiente corolario.

Corolario 1.2.41. Sean w curva generalizada no dicritica y Cy una ecuacion reducida de

su union de separatrices. Entonces se cumple N'(w) = N (df).
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Demostracion. Basta aplicar la Proposicion awy df. O

Observaciones 1.2.42.

1. Del Corolario |1.2.41] y de la Observacion concluimos la igualdad N (w) =
N(df) = N(f), para toda foliacion w curva generalizada no dicritica con union de

separatrices f = 0.

2. Si el germen de curva Cy es irreducible, por Corolario su poligono de New-
ton N'(f) tiene un tnico lado compacto. Si la foliacion w tiene una sola separatriz

irreducible Cy tenemos que el poligono N (w) tiene también un solo lado compacto.

El siguiente ejemplo muestra que el poligono de una foliaciéon y su unién de separatrices

pueden ser iguales pero la foliacién no es curva generalizada.

Ejemplo 1.2.43. La foliacion dada por w = ((b— 1)xy — y3)dx + (xy — bx® + 2y?)dy con
—b,1—-b & QT tiene como union de separatrices a C(F) = zy(x—y), segin lo mostramos en
el Ejemplo[1.2.24). Observamos que los poligonos N (w) y N(f) son iguales, como podemos

observar en el siguiente grdfico.

Y

(1,3)
.« (22)
(1,2

(2,1)

Del Ejemplo sabemos que la foliacion w no es de tipo curva generalizada.

Del ejemplo anterior se observa que hay foliaciones que tienen el mismo poligono que su
union de separatrices pero no son foliaciones de tipo curva generalizada. Es una pregunta
abierta ;Qué foliaciones tienen el mismo poligono de Newton que su unién de separatrices?
Demostraremos en el siguiente capitulo que dichas foliaciones son las llamadas de segundo

tipo.




Capitulo

Foliaciones de segundo tipo

Las foliaciones de segundo tipo fueron estudiadas por Mattei y Salem en [Ma-Sal.
Los autores muestran que las foliaciones de segundo tipo no dicriticas tienen la misma
reducciéon de singularidades que su conjunto de separatrices formales. Posteriormente di-
chas foliaciones fueron estudiadas por Cano, Corral y Mol en [CF-Co-Mol| en el caso no
dicritico y por Genzmer y Mol en el caso dicritico en [Ge-Mol|, dichos autores dan una ca-
racterizaciéon como veremos mas adelante. En este capitulo se da otra caracterizaciéon de las
foliaciones de segundo tipo no dicriticas en término del poligono de Newton de la foliacién
y el de su unién de separatrices. También se caracteriza las foliaciones con singularidades
cuspidales cuando son de segundo tipo en términos del orden pesado. Ademas mediante el
orden pesado se dan condiciones necesarias y suficientes para que dicha foliacién sea curva

generalizada.

2.1. Foliacién no dicritica de segundo tipo

Sea F,, una foliacién no dicritica y consideremos la reducciéon minima de singularidades
7 : M — (C%0) de F,,. Tenemos el transformado estricto de la foliacién dada por F/, =
™ Foy D =7"10).

Definicién 2.1.1. Un punto singular p del tipo silla nodo de F' es silla nodo tangente
st la curva invariante débil esta contenida en D. Caso contrario diremos que la singularidad

p es una stlla nodo transversa.

o1
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Silla nodo transverso

<

Silla nodo tangente

Definicion 2.1.2. La foliacion F, es de segundo tipo respecto al divisor D si ningin

punto singular de F., es de tipo silla nodo tangente.
Observaciones 2.1.3.

1. De la definicion de una foliacion F,, de seqgundo tipo se observa que en su reduccion
de singularidades cuando aparecen sillas nodos ellas no son esquinas (interseccion de
dos divisores) y la separatriz fuerte que pasa por la silla nodo estd contenida en el

divisor.

2. Notemos que toda foliacion de tipo curva generalizada es foliacion de sequndo tipo,

pero lo reciproco no es verdad, como se muestra el siguiente ejemplo.

Del Ejemplo se sabe que la foliacion w = ((b—1)zy — y3)dx + (zy — bz + 2y?)dy
con —b,1—b & QT no es de tipo curva generalizada, pues en su reduccién de singularidades
aparece un punto silla nodo. Sin embargo, dicha foliacién es de segundo tipo, ya que el
punto silla nodo que aparece no es una esquina y la separatriz fuerte asociada a dicha

singularidad esta contenida en el divisor.

Ejemplo 2.1.4. Retomemos el Ejemplo[1.2.13. La foliacion con singularidad de tipo silla
nodo w = —yPTdx 4+ (1 + M\yP)axdy con p > 1 y A € C es una foliacion de sequndo tipo

respecto al divisor {y = 0}, pero no lo es respecto al divisor {x = 0}.

Proposicion 2.1.5. Las singularidades de una foliacion de sequndo tipo son invariantes

por explosiones.
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Demostracion. Supongamos que ya hemos reducido las singularidades de la foliacion, es
decir las singularidades son simples. Si las singularidades son no degeneradas sabemos que
son estables por explosiones. (ver Observacion . Si las singularidades fueran sillas
nodos con separatriz fuerte contenida en el divisor y = 0, analizando su reduccién de

singularidades, se tiene

1. En la carta (x,t) consideramos m(z,t) = (z,xt), asi

T2 (M gP 4 (1 4+ AaPtP)t)dz + (1 + (MPaP)zdt, (2.1)
X

la singularidad se da en (0,0). El campo asociado a la parte lineal de la foliacion

dada en (2.1)) es
e
- oz ot

y la matriz asociada a dicho campo es

1 0
oo (1) o

El cociente de autovalores de la matriz (2.2) es A = —1 € Q. Por tanto la singula-
ridad (0,0) es no degenerada.

2. En la carta (s,y) consideramos 7 (s,y) = (sy,y), asi

T™*w

Y

= —yPtlds + (—sy? + (1 4+ \yP)s)dy, (2.3)

cuya singularidad es (0,0). El campo asociado a la parte lineal de la foliacion dada
en l) es X = 5% + 08%, cuya matriz asociada al campo es

10
DX:<0 0) (2.4)

y los autovalores son Ay = 1y Ay = 0, de esta manera el origen es silla nodo. Veamos si

la separatriz fuerte esta contenida en el divisor. El autoespacio asociado al autovalor

()2

es y = 0, de esta manera la separatriz fuerte esté contenida en el divisor. Por tanto,

no nulo

podemos concluir que JF, es una foliaciéon de segundo tipo.

De lo anterior se concluye que es estable por explosion.
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| y ! );\/ silla nodo

| I1 S

1 —

1

—>—4—<«—x

1 t

| singularidad

1

| X
no/ﬁj
degenerada

Supongamos que el campo vectorial X asociado a la foliacién F,, es

0 0
X — iC, A .
)\lxax +>\2y8y +

A
La parte lineal de X es )\1:5%—%)\23;8%. Si )\—1 = n € N* entonces el campo es analiticamente
equivalente a un campo de la forma (ver [Lol Pag. 154])
0 0
NN ™M —.
Tor + (ny +x )(‘)y
Ejemplo 2.1.6 (Dulac). La foliacion F,, dada por la 1—forma
w= (ny + z")dx — xdy

no es una foliacion de sequndo tipo, como veremos al analizar su reduccion de singula-
ridades. Si se realizan n — 1 explosiones escritas en coordenadas locales como m(x,y) =

(z, 2" 1t), tenemos que
T*w

= (2 + t)dx — zdt, (2.5)

xnfl

que tiene como singularidad el origen. El campo asociado a la foliacion dada en es

0 0

El cociente de los autovalores de la matriz asociada al campo es A =1 € QF, asi el origen
*

. . . ™ W ..
es una singularidad no reducida. Denotemos w1 = —— y hagamos otra explosion.
o

1. En la carta (x,t1) consideramos w(x,t1) = (x,xt1), asi

T* Wy

= dx — xdtq,
x

notamos que la foliacion no tiene singularidad.

2. En la carta (s1,t) consideramos m(s1,t) = (sit,t), asi

w1

= (51t +t)dsy + s2dt,




Foliacion no dicritica de sequndo tipo 55

cuya singularidad es (0,0) y la matriz asociada al campo con parte lineal X = 0851

00
DX = .

Sus autovalores son A1 = 0 y Ao = 1. De esta manera la singularidad es una silla

t& es

nodo.

Concluimos ast que la foliacion no es de sequndo tipo pues la silla nodo que aparece es

esquina.

n - 1 explosiones

Sea 6} una curva formal de ecuacion reducida f = 0 en el origen. Denotemos por Gy
la foliaciéon definida por df = 0. Con frecuencia comparamos invariantes de una foliacién
no dicritica F, con la foliacién no dicritica Gy, donde f = 0 es una ecuacion reducida del
conjunto de separatrices C(F).

Ejemplo 2.1.7. La foliacion de Euler w = (y — x)dx + 2%dy es de sequndo tipo respecto

al divisor x = 0. Dicha foliacién tiene sola una separatriz convergente x = 0 y buscamos

n=1

otra separatriz de la forma y = Z anz™. Consideremos y(t ( Z ant™

o o
Y = (Z apt™ —t + Z nant"H) dt
n=1 n=1

= (a1 —Dt+ (a2 + a))t? + - + (ang1 + nay ) t" 4 -

(2.6)

como y*w = 0 obtenemos a1 = 1 y ant1 = —nay,. De donde resulta quey =y o0 ((—1)"nlz™+?
es separatriz formal no convergente. Concluimos de esta manera que la foliacion dada por

w tiene dos separatrices una analitica y la otra formal.
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Teorema 2.1.8. [Ma-Sal, Théoreme 3.1.9] Sea F, una foliacion no dicritica y considere-

mos Gy donde f = 0 es una ecuacion reducida de C(F). Considerando la minima reduccion
de singularidades 7 : (M, D) — (C2%,0) de F,,. Entonces

1. m es una reduccion de singularidades de C/(\f) Ademds si F,, es de sequndo tipo

entonces T es la minima reduccion de singularidades de C/(\]:)
2. mult(w) > mult(Gy) y la igualdad se cumple si y solo si F,, es de sequndo tipo.

La caracterizacion de las foliaciones de segundo tipo dada en el Teorema [2.1.8 no es
cierto si solo se consideran separatrices convergentes, como se puede apreciar en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.1.9. Del Ejemplo se sabe que la foliacion de sequndo tipo w = (y —
x)dx + 22dy tiene como union de separatrices C/(.?) = 2(y — Y00 o(—=1)"nlaz™*1), donde

x = 0 es separatriz convergente y y — Y oo o(—1)"nlz"t?

= 0 es separatriz formal no
convergente. Aplicando el Teorema[2.1.8, tendriamos que 1 = mult(w) = mult(df) = 0, st
solo constderamos la separatriz convergente, llegando a la conclusion que se debe considerar

las separatrices formales.

El reciproco del primer apartado del Teorema [2.1.8|no es cierto, es decir si la reduccion
de singularidades de la foliacién y el de su unién de separatrices coinciden no garantiza

que la foliacion sea de segundo tipo, como se aprecia en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.10. La foliacion w = (xy + y?)dx — 2%dy tiene como union de separatrices
a C(F) = zy. Ademds la foliacion y su union de separatrices se desingularizan después
de una explosion pero la foliacion no es de sequndo tipo debido a que la separatriz fuerte
que pasa por la singularidad de tipo silla nodo no estd contenida en el divisor. Obsérvese
también que mult(w) = 2 # 1 = mult(df).
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Singularidad no degenerada

Otra caracterizacion de las foliaciones de segundo tipo en términos de su grafo dual es

dada por Mattei y Salem en [Ma-Sa Théoreme 3.1.9|.

2.2. Numeros de interseccién polar

En esta parte presentaremos otra caracterizacion de foliaciones no dicriticas de segundo
tipo debido al trabajo de [CF-Co-Mol| en términos de curvas polares.

Sea F un germen de foliacién singular en (C2,0). La curva polar P(f; ) de F con
respecto a (a : b) € P es dada por w A (bdz — ady) = 0. La definicién de curva polar

también tiene sentido para foliaciones formales.

Fijada una curva formal E} invariante por J, existe un conjunto abierto de Zariski no
vacio UCAf C IP’}C tal que para cualquier (a : b) € UCAf la curva polar P(]; ) DO tiene ramas
comunes con Cy y el tipo de equisingularidad de P({;— b) UCy es independiente de (a : b) € UCAf
(ver [Coll, Teorema 6.1.3]).

Una curva formal T en (C?,0) es é}— tipo polar genérico si y solo si T U 6} es equi-

singular a P({;b) U E} para (a:b) € UE}‘

Obsérvese que si Y, T/ son curvas formales C t-tipo polar genérico, entonces (T,E flo =

(Y',C, #)o, donde (T, C #)o denota la multiplicidad de interseccion.

Recordemos que p(F) denota el ntimero de Milnor de F.

Definicién 2.2.1. Fl 5}— numero de interseccion polar es la multiplicidad de inter-

seccion (T,é})o, para cualquier T curva formal é}— tipo polar gemérico y serd denotado
por po(F,Cy).
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Proposicion 2.2.2. [CF-Co-Mol, Proposition 2] Sea F una foliacion no dicritica. En-
tonces

—

po(F,C(F)) < u(F) + mult(F),
y la igualdad se cumple si y solo si F es de sequndo tipo.

Observacion 2.2.3. Del Teorema[2.1.8 y de la Proposicion [2.2.9, tenemos

po(F,C(F)) = p(F) + mult(C(F)) — 1 (2.7)
para una foliacion F no dicritica de segundo tipo. Aplicando la ecuacion para la
foliacion Hamiltoniana Gy dada por df = 0, donde f = 0 es una ecuacion reducida de

—

C(F), obtenemos que
po(F,C(F)) = po(Gy,C(F)) = u(F) — u(Gy) = u(F) — u(C(F)) = 0. (2.8)
En particular, una foliacion no dicritica F de sequndo tipo es de tipo curva generalizada

sty solo si

o — —

po(f,C(]:)) :po(gf,C(f»

Observemos que pg(]:,C/(\]:)) = pg(gf,C/(\]:)) & uw(F)—u(Gy), y aplicando Teorema
resulta inmediato que F sea de tipo curva generalizada si y solo si pu(F) = u(Gy).

Denotemos por B(C') el conjunto de componentes irreducibles de C'. El siguiente teo-
rema da una caracterizacion de las foliaciones de segundo tipo no dicriticas mediante el

nimero de intersecciéon polar.

Teorema 2.2.4. [CF-Co-Mol, Theorem 2/ Consideremos una foliacion no dicritica F

en (C2,0) y una curva invariante C C C/(\]:) Para cualquier rama B € B(C), tenemos
pO(gfa B) < pU(]:a B)’

donde f = 0 es una ecuacion reducida de C. Ademds las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
1. Eziste B € B(C) tal que po(Gf, B) < po(F, B).

2. La foliacion F es de sequndo tipo con C' = C/(\}")

o — o —

Finalmente, si F es de sequndo tipo con C = C(F), una separatriz B € B(C(F)) es de tipo
Briot y Bouquet si y solo si po(Gs, B) = po(F, B).
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2.3. Caracterizacién en términos del poligono de Newton de

una foliacién de segundo tipo

En el capitulo 1, habiamos observado que si la foliaciéon es de tipo curva generalizada
entonces el poligono de Newton de la foliaciéon y el de su unién de separatrices coinci-
den, sin embargo esta propiedad no caracteriza a las foliaciones curvas generalizadas. A
continuaciéon probaremos que las foliaciones no dicriticas que tienen el mismo poligono de
Newton que su unién de separatrices son las foliaciones de segundo tipo.

—

Sean C(F) la union de separatrices formales de la foliacion no dicritica F,, y f = 0 una

—

ecuacion reducida de C(F).

Lema 2.3.1. Sea la foliacion no dicritica F,. Si N (w) = N(f) entonces F,, es de sequndo
tipo.
Demostracion. Consideremos la foliacion F,, dada por w = Z Aijxi_lyjdx—i—z Bl-jmiyj_ldy

2¥) %)

de donde Sop(w) = {(4,7)/(Aij, Bij) # 0}. Como mult(w) = min{ord(A),or(’i(B)} existe
(i0, jo) € N? tal que mult(w) = ig + jo — 1. Definimos L. : i+ j = ¢+ 1 con ¢ un entero

positivo y observamos que

mult(w) = min {¢/L. NN (w) # 0} .

Y

De esta manera

mult(w) = min{c/L.NN(w) # 0}

= min{c/L.NN(df) # 0} (2.9)
= mult(df).
De (2.9)) y del segundo apartado del Teorema concluimos el lema. O

Como consecuencia del Lema y del Teorema concluimos que si N (w) = N (f)

—

entonces la foliacion w y su conjunto de separatrices C(F) tienen la misma resolucion.

En la siguiente proposiciéon generalizamos el Lema [1.2.29| a foliaciones de segundo tipo.
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Proposicion 2.3.2. Sean F la foliacion de sequndo tipo no dicritica dada por la 1—forma

wyC(F): f=0 suunion de separatrices formales. Dada una curva 7y se verifica
ordyy*w = ordyy*df.

Demostracion. Consideremos (z(t),y(t)) una parametrizaci(')n de la curva 7. Si la curva
v es separatriz de w y df entonces w(y(t)).y'(t) = 0 = df(v(¢)).7/(t) y concluimos la
proposicién en tal caso. Supongamos ahora que v(t) no es parametrizaciéon de ninguna
separatriz de w y df. La prueba la haremos por induccién sobre el nimero de explosiones

n necesarias para desingularizar la foliacion.
1. Si el ntmero de explosiones es n = 0 tenemos que las foliaciones w y df son reducidas.

a) Si la foliacion w es reducida y no es una silla nodo, es decir es una foliacion de

tipo curva generalizada. Del Lema [I.2.29 se obtiene el resultado.

b) Si la foliacion w es reducida y es silla nodo, podemos considerar la forma for-
mal de la silla nodo dada por la ecuacion ((1.16)), la cual bajo un cambio de

coordenadas se puede expresar como (ver [C-S2, Pag. 66])
= z(1+ \yP)dy — yP T dx, (2.10)

y la ecuacién reducida de su unién de separatrices formales es dada por f = zy.
Consideremos una parametrizacion de la curva v dada por v(t) = (z(t),y(t)) =
(t%1(t),t’ns(t)), con a,b enteros positivos y n;(t) unidades de C[[t]] para i =
1,2. Tenemos
Yo = 1 ()14 AEna(6)P)d(Ens (1) — (Pra(®)PHd(Enn (1))

= 91 (t)(1 4+ AP (na(t))P) (bt Tno(t) + thnb(t))dt

— PP (g ()P (at Ing (t) + ton) (t))dt

= [t Ing (B)na(t) + 1900y (t)nh(t)

+ I (£) (na(1))PH (M — a)

+ AP () (na ()P (8) — PR (8) (na(t))PHdt,

de donde mult(y*w) = a + b — 1. De otro lado
df = ydx + zdy,

obteniendo

y*df

Pro(t)d(tna (1)) + t“nl( ))d(t"na(t))

= tPna(t)(at® ny(t) + o) (t))dt

+ tonq(t)(bt" 1n2(t)+tb L(t))dt

= [t g (t)na(t) (@ + b) + 1T (nf ()na(t) + na (t)nh))dt,
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asi mult(y*df) = a+ b — 1. Por tanto, si w es reducida con singularidad de tipo

silla nodo, entonces ord;(y*w) = ord;(y*df).

2. Ahora abordaremos la demostraciéon de la proposicién cuando las foliaciones w y df

no son reducidas. Supongamos que n > 0 y por hipdtesis inductiva se cumple que
ord, 7@ = ord,7*df,

donde 7 es el transformado estricto de v y @ es el transformado estricto de w. Con-

sideremos E la explosion en el origen (z,y) = (0,0) dado por E : (z,t) = (z,xt),

E'w = Ai(z,zt)dx 4+ Bi(x,xt)d(xt)
= (Ai(z,xt) + tBi(x, zt))dx + By (x, xt)dt

mi1.

g W,

donde m; es la multiplicidad de w. Denotaremos por 7(t) la parametrizacion del

transformado estricto ¥ de la curva . Tenemos

Tw = (Eoy)'w=7(Ew)
= F@mD) = ()G,
de donde
ordiy*w = ordy(z(t)™7w) (2.11)
= mult(z(t))mult(w) + ordy*@.
Como la foliacion w es de segundo tipo tenemos que mult(w) = mult(df) dicho

resultado se debe a Mattei y Salem, usando la hipotesis inductiva y reemplazando en
la ecuacion (2.11]) se muestra que ordyy*w = ordyy*df, lo que concluye la prueba de

la proposicion.
O

La Proposicion [1.2.40[ también ha sido probado por [CF-Co-Mol|, es consecuencia de
la caracterizacion dada en Corollary 1. Usando la Proposicion 2.3.2] y como caso particular

de la Proposicién podemos establecer el siguiente corolario.

Corolario 2.3.3. Sean F,, una foliacion de sequndo tipo no dicritica y Cy una ecuacion

reducida de su union de separatrices formales. Entonces se cumple N (w) = N (df).

Demostracion. En la prueba de la Proposicion [[.2.40] se usa fuertemente que la foliacion
w tenga la misma reduccion de singularidades que su unién de separatrices formales y que
mult(w) = mult(df) lo cual se cumple debido a que w es de segundo tipo (ver Teorema
2.1.8]). Por tanto podemos hacer un razonamiento analogo a lo hecho en la prueba de la
Proposicion y aplicando la Proposicion [2.3.2] se concluye el corolario. O
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Como consecuencia del Corolario tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.3.4. Sean F,, y F., dos foliaciones de segundo tipo no dicriticas con la

misma union de separatrices formales, entonces N'(w1) = N (w2).

Si la foliacién no es de segundo tipo, el poligono de la foliacién y el de su unién de

separatrices no coinciden necesariamente.

Ejemplo 2.3.5. Del Ejemplo se sabe que la foliacion F,, dada por w = (ny+x™)dx —
xdy con n > 1 no es una foliacion de sequndo tipo. Ademds dicha foliacion tiene como
su union de separatrices a C(F) : x = 0. Observamos que Sop(w) = {(1,1),(n+1,0)} y
Sop(f) ={(1,0)}, de donde concluimos que tienen diferentes poligonos.

Y Y
N(w) N(f)

Con el siguiente teorema determinamos una nueva caracterizacion de las foliaciones de

segundo tipo no dicriticas a través de su poligono de Newton.

—

Teorema 2.3.6. Sean F,, foliacion no dicritica y f = 0 una ecuacion reducida de C(F).

Entonces F,, es de sequndo tipo si y solo si N'(w) = N(f).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Corolario 2.3.3]y el Lema [2:3.1] O

En este trabajo, no estudiamos las foliaciones de segundo tipo dicriticas, sin embargo
podemos mencionar lo siguiente: las foliaciones dicriticas tienen un ntmero infinito de
separatrices, por lo que una de las dificultades para trabajar con estas foliaciones es la
eleccion de un conjunto finito de estas separatrices. La solucién es usar una ecuacién
balanceada de separatrices, concepto que fue introducido por Genzmer en [Gel, Definition
2.3]. Las foliaciones dicriticas de segundo tipo fueron estudiadas y caracterizada por |Ge),
Proposition 2.6] en término de su multiplicidad. Posteriormente fueron estudiadas por
[Ge-Mol, Proposition 4.5] quienes dan otra caracterizacion de estas foliaciones en términos
del exceso polar. El lector interesado en este tipo de foliaciones puede revisar los articulos

citados.

2.4. Singularidades cuspidales

En esta seccion vamos a estudiar las foliaciones cuspidales y daremos una caracteriza-

cion de estas. Dicha caracterizacion la daremos cuando las foliaciones sean de segundo tipo.
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Las foliaciones cuspidales son inspiradas en las foliaciones nilpotentes. Un germen de
foliacion F,, en (C2,0) se llama nilpotente si estd generado por un campo de vectores
X con parte lineal nilpotente (esto es, la matriz asociada a la parte lineal del campo es
nilpotente) y no nula. El resultado mas significativo sobre las singularidades nilpotentes
fue dado por F. Takens en 1974 [Tal Pag. 55|. Dicho resultado indica que, formalmente,

podemos expresar el campo X en la forma

X = (y+a(w) 5+ o) 5

donde a(z),b(z) son series formales y ord(a),ord(b) > 2. La forma del campo dada en

(2.12)

(2.12) se denomina forma mormal de Takens. Consideremos n := ord(b) +1 > 3 y
m := ord(a) > 2. La foliacion que define el campo X dado en (2.12) es

w = —b(z)dx + (y + a(z))dy.
Haciendo un cambio de coordenadas (ver [Mol Pag. 83]), se obtiene

1 -
0 id(xn + %) + a(x)dy,

donde a(x) es una serie formal. Luego, formalmente, toda foliacién con singularidad nilpo-

tente se encuentra generada por una 1—forma del tipo
d(y? + 2™) + 2™ u(x)dy, (2.13)

donde u(x) € C[[z]] y u(0) # 0. Las singularidades nilpotentes han sido estudiadas por
muchos autores. En el proceso de reduccién de singularidades se consideran tres casos

2m >n, 2m=ny 2m < n.

1. D. Cerveau y R. Moussu [Ce-Mou]| estudian las formas dadas en cuando
2m > n, u(0) # 0y u(x) € C[[z]]. En este caso, la foliacion tiene una curva invariante
analiticamente equivalente a y> — 2™ = 0. En el estudio de estas foliaciones, es
interesante escribir explicitamente la foliacion teniendo exactamente a y? — 2" = 0
como separatriz. D. Cerveau y R. Moussu [Ce-Moul Pag. 478] muestran que estas

foliaciones pueden ser definidas por la 1— forma holomorfa
w=d(y* — ") + Az, y)(nydx — 2xdy), (2.14)
donde A € C{z,y}.

2. R. Meziani [Me] estudia el caso n = 2m, dicho autor considera n = 2k y haciendo k
explosiones se obtienen los divisores D1, Do, - - - , Di. Los puntos singulares sobre Dy,

corresponden a las raices del polinomio
u2+%u+1 =0, (2.15)

Meziani distingue los siguientes casos
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» Sia# 4 ysiag {£2(y/r+1/yr),r € QN]0,1]}, la foliacion dada en (2.13))

es formalmente conjugada a la foliacién de tipo curva generalizada
w=d(y? +2*") + f(z,y)(mydz — 2dy), f € M,
donde f(z,y) = 2™ Y (a+xli(z)) +yg(z,y), 11 €01, g€ Oy a € (C—Qi)U

(QN] — 2,2[)i (ver [Me, Pag. 68]).

= Si a = 44, la foliaciéon dada en (2.13]) via un cambio de coordenadas se puede
escribir como

w = ydy + g(z,y)(mydz — xdy),
donde g(z,y) = 2™ (2) + yf(x,y), fi € O2, 1 € O1 y 11(0) # 0. En dicha

foliacién aparece una silla nodo cuya separatriz es transversal al divisor, por

tanto dicha foliacién no es de segundo tipo.

El caso en que o € {£2(\/r + 1//r),r € QN]0, 1]} fue estudiado por [Me-Sad|, en
este caso la foliacion dada en (2.13]) puede ser:

= Dicritica y en cuyo caso se expresa por la siguiente 1—forma
w = d(y* +2) + f(z,y)(pydx — xdy),
donde f(z,y) = az?~(z)) + yg(z,y), g € C{z,y}, 1 € C{z}, 1(0) =1y a=ri
con r € QN] — o0, 2[, (ver [Me-Sad, Pag. 145]).
= No-dicritica, en este caso aparece una silla nodo en una esquina en su resolucién

de singularidades, por tanto dicha foliaciéon no es de segundo tipo.

3. En el caso 2m < n aparece una unica silla nodo tras la reduccion de singularidades.

Esta silla nodo puede tener:

= Dos separatrices convergentes, este caso es estudiado por M. Berthier, R. Mezia-
niy P. Sad [Be-Me-Sa| cuando la silla-nodo que aparece admite dos separatrices

analiticas, en este caso la foliacién es conjugada a
w=d(y* + ) + f(z,y)(pydz — zdy),
donde f(z,y) = 2ia?~1(1 +1(2)) +yg(z,y), g € C{z,y}, | € C{z} con lg # 0,

dicha foliacion resulta siendo de segundo tipo (ver [Be-Me-Sal, Pag. 361]).

= Cuando la silla nodo s6lo tiene una separatriz analitica y la otra separatriz es
formal, la foliacién es de segundo tipo, este caso es estudiado por E. Strozyna

ISt).
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Las singularidades nilpotentes fueron generalizadas a singularidades cuspidales por
Loray, como veremos a continuacién. Dados p,q € N*| definimos el grado pesado de un
monomio y el orden pesado de una serie como
ip+Jq

d yly = — 21
gradog (+'y") med(p, q)

ord, q) Z aiyjmiyj = min {grado(nq) (z'y7) : a;j 7 O} .

.3

Segin F. Loray, una foliacion con singularidades cuspidales es dada por
wpg,a = d(y’ —z?) + Az, y) (prdy — qydz), (2.16)

con A(z,y) € C{z,y}. Para Loray, la foliacion wy, 4 A con singularidad cuspidal y d(y? —x)

. . . : : . : Py—p—q .
tienen la misma resolucién de singularidades si y solo si ord, ¢y(A) > 7T i) Fernandez,

Mozo y Neciosup [F-Mo-N|, encuentran un imprecision en la caracterizacion originalmente

propuesta por Loray. Dichos autores mencionan que la condicién es suficiente pero no

necesaria, como se desprende del siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.1. Del Ejemplo se sabe que la foliacion w = d(y® — 23) + axy(6xdy —
3ydzx) cona & {—(6r+1)¢/r € Qso y ¢3 = 1}, tiene la misma resolucion que la foliacion

d(y® — 23) = 0 pero la funcion A(z,y) = axy satisface ord(g3)A = 3, valor que no verifica

la relacion ordg 3)A > Iflchg’p;f) =3.

Obsérvese también que en este caso la foliacion w tiene como curva invariante a C(F) :
Y — 2% = 0 pues w A df = 18axy(y® — 23), ademds mult(w) = 2 = mult(df) de donde
conclutmos que dicha foliacion es de sequndo tipo y tiene como su conjunto de separatrices
a la curva C(F) : y® — a3 = 0. Ademds el poligono de Newton de la foliacion y el de su

conjunto de separatrices coinciden.

Y Y
69 09

Observacion 2.4.2. Las foliaciones cuspidales son foliaciones nilpotentes cuando p = 2

(ver (2.1]))).
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Lema 2.4.3. 57 F,

wpan * WpgA =0 es una foliacion no dicritica, entonces C(]:wp,q’A) =

yP — a9 es su union de separatrices.

Demostracion. La foliacion Fy,, . tiene como curva invariante a Cy : y? — 27 = 0 puesto

que satisface wp g A A df = (yP — 29)(—pgA(z,y))dz A dy. Ademas
mult(wp g a) =min{g — 1,p — 1,a + 1}, (2.17)
donde o = ord(A).

1. Siconsideramos p < ¢, la multiplicidad de la curva es mult(C¢) = p. Si suponemos que
la curva Cy no es la tinica separatriz de la foliacion, se tendria mult(C(Fy, , »)) > p-
Usando (22.17)), se tiene que

al aplicar ((1.20]) se tienen dos posibilidades:

= Podria ocurrir que p — 1 = mult(wp 4.a) > mult(C(F,, ) —1>p—1, lo cual
es una contradiccion.
» Sia+ 1 =mult(wpga) > mult(C(Fu,, ) —1>p—1ycomoa+1<p-—1,

llegamos a otra contradiccion.

La unién de separatrices es por tanto C(Fu, , ) = y* — 2%

2. El mismo razonamiento se sigue si p > ¢q o si p = ¢. De donde se concluye que
C(]:wpﬁqu) =yP — 29

O

Proposicion 2.4.4. Sean p,q € N\ {0} y F,
con d = med(p, q) entonces la foliacion wy 4 A es de sequndo tipo, donde A(z,y) € C{z,y}.

no dicritica. Si ord, oy A(x,y) > PP

P,q,A

Demostracion. La prueba la haremos considerando que p < ¢, un razonamiento analogo

prueba la proposicién para ¢ < p y p = ¢. Como Ord(p7q)A(lU, y) > P

se tiene g5 +

Jod > PIP=1 para ig + jo = ordA. Haciendo uso que p < ¢ se obtiene

. q . q . D .9 _pPq9—p—4q
= = > 0= = > ,
Zod+Jod Zod+,70d_ ]
de donde ig + jo >p—1—}% > p—2, asi @« = ordA > p — 1. Usando li se tiene

que mult(w, ,A) =p — 1y de Lema |2.4.3| se sabe que mult(df) = p — 1 para C(F, :
D,q, P,q,A

yP —x9 = 0. Por tanto, mult(w, 4, o) = mult(df) de donde se concluye que la foliacion wy 4 A

es de segundo tipo. O
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Proposicion 2.4.5. Sean p,q € N\ {0} y F,,

de sequndo tipo entonces ord, »A(x,y) > PP para d = med(p, q).

van | WpgA = 0 no dicritica. Si Fu,, A €S

Demostracion. Del Lema [2.4.3| se sabe que la foliacién w tiene como unién de se-
D,q,A

paratrices a C(F, = yP — x9. La recta que contiene al tinico lado compacto del

paa)
poligono de Newton N (df) tiene como ecuacion a £ : i + 25 = 21 Como w4 es
de segundo tipo, usando el Teorema se tiene que N(wpqa) = N(f). Por tanto,
dicha recta £ también contiene al Gnico compacto del poligono de N(wpga), es de-
cir para todo (a,b) € Sop(wpgqa) se debe cumplir que af + b3 > B Al considerar
Az,y) = Zaijxiyj € C{z,y}, podemos escribir

.3

Obtenemos que Sop(wpq,a) = {(q,0), (i+1,j+1)}U{(0,p)(i+1, j+1)} con (i, j) € Sop(A).
Para (i + 1,5 + 1) € Sop(wpq,a) se tiene (i 4+ 1)5 4 (j +1)4 > £1 de donde se logra que
ord g Az, y) = i +j§ > P O

Teorema 2.4.6. Sean p,q € N\ {0} y F,, . no dicritica. La foliacion F,, . donde

A(z,y) € C{z,y} es de sequndo tipo, si y solo si, ord(, /A > PP,

Demostracion. Es consecuencia directa de las Proposiciones 2.4.4] y O
Como consecuencia del Teorema [2.4.6] se tienen los siguientes resultados.

Proposicion 2.4.7. Sean p,q € N\ {0} y F, no dicritica. La foliacion F,, , \ tiene
Pg—p—q

la misma reduccion de singularidades que d(y? — x?), si y solo si, ord(, »A > H==1.

P,q,A

Demostracion. Si ordg, yA > P=P=1 usando Teorema m tenemos que Fy,, . es de
segundo tipo y al aplicar Teorema concluimos que F,,, . v d(y” — x?) tienen la
misma reduccién de singularidades.

De otro lado, consideremos que F, . v d(y” — x7) tienen la misma reduccién de

singularidades. La curva f(x,y) = y? — 27 con p > ¢ se desingulariza haciendo

au

E:(z,y) = (u"vi,u™vi), (2.18)

tal que mp —ng = d con d = med(p, q) y m,n € N*. Al aplicar el cambio de coordenadas

(2.18) a la foliacion

wpaa = (—qz?" = qyA(z,y))dz + (py?~' + pzA(z,y))dy,
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observamos que

Ewpgn = W% (—ng + mpu™=m0) + do' una = (wrmtnoray T B (A2, y))du

o [Bymap'd T (=1 4 P d,

(2.19)
factorizando en 1} el factor u"71p'7 1 donde resulta

E*w

Py e v(—gn + mpu® + A(u,v))du + Bu(u® — 1)]dv,

donde
~ pPt+q—pq

Au,v)) = dE*(A(z,y))u™tn 4y i

2%
Las singularidades de la foliacion son (0,0) y (¢7,0) donde ¢ es rafz primitiva de u¢ = 1.

El campo asociado a la foliacién es

0 ~ 0
XE- %( o 1)u% — v(—nq +mpu? + A(u,v))%,
y la matriz asociada a dicho campo es
Dy —Bg 4 (d+;)pqud 0 ] |
* ng — mpu® — A(u,v) —vw
P
1. En (0,0) se tiene que DX = d , de donde se obtiene \g = —£ ¢ Q.
*x  ng

Por tanto la singularidad (0,0) es no degenerada.

pq 0
x  —d—A(¢,0)

2. Siu? =1y v =0 se tiene que DX = ( ) , como la foliacién ya

debe estar reducida, podria suceder que
» —d— A(¢?,0) = 0, de donde A(¢7,0) = —d, en cuyo caso la singularidad es de
tipo silla nodo.

= —d— E(Cj, 0) = —a, de modo que A = 2L ¢ Q7 en este caso la singularidad es

de tipo no degenerada.

De H concluimos que ord,A > 0, asf pi+qj+p-+q> 0 para algian (i, 7). Por tanto
ordg, yA(z,y) > PP para algin (i,j) € A.

Observacion 2.4.8. De @, se observa
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LI A(Cj,()) = —d, la singularidad es de tipo silla nodo y ademds orduﬁ = 0, as?

pi+qj +p+q =0 para algin (i,j). Por tanto ordg, o A(z,y) = P=7=2 para algin
(i,j) € A.
m 5 —d — &(Cj,O) = —a, la singularidad es de tipo no degenerada. Observemos que

en este caso podria suceder que A(Cj,O) = 0, de donde ordvz > 0. Por tanto

ord(nq)A(:L‘,y) > PP para algun (i,j) € A.

Proposicion 2.4.9. Sean p,q € N\ {0} y F,

A(z,y) € C{z,y} es de tipo curva generalizada, entonces ordg, yA > PP,

.a.a N0 dicritica. Sila foliacion Fy,, , » donde

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 2.4.61 O

Observacion 2.4.10. Observamos que si Fy, , . €s de tipo curva generalizada, no nece-

sariamente implica que ordg, yA > P=P=1 como veremos en el Ejemplo .

Con la finalidad de caracterizar a la foliacion F,, . no dicritica, cuando es de tipo
curva generalizada, usaremos el indice de Gomez-Mont-Seade-Verjovsky. En [Brll pag
532] se define el indice de Gomez-Mont-Seade-Verjovsky denotado por GSV(F,C) donde
F:w=0yC: f =0 esla ecuaciéon reducida de sus separatrices. Si consideramos

gw = hdf + fn, donde h, g son funciones, n es una 1—forma, h y f son primos, se define
1 d(%
21 Joo 2
g
Para w = A(z,y)dz + B(z,y)dy y C : f = 0 separatriz irreducible, se tiene
B
GSV(F,C) = ordy <f(7(t))> ,
y

donde 7(t) es parametrizacion de C. Enunciaremos algunos resultados importantes sobre
el indice GSV (F,C).

Proposicion 2.4.11. Brll, Proposition 6] Si F es no dicritica y C : f =0 es la ecuacion
reducida de sus separatrices, entonces GSV (F,C) > 0.

Proposicion 2.4.12. [Brll, Proposition 7| Sean F no dicritica y C : f = 0 la ecua-
cion reducida de sus separatrices. Si F es una foliacion curva generalizada, entonces

GSV(F,C) =0.

En [Ca-Lel pag 674] se completa la caracterizacion de las foliaciones curvas generali-
zadas en términos del indice GSV (F,C).
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Teorema 2.4.13. [Ca-Le, Théoréme 3.3/ Sean F no dicritica y C : f = 0 la ecuacion
reducida de sus separatrices. Si GSV (F,C) = 0 entonces F es una foliacion curva genera-

lizada.

La siguiente proposiciéon nos da una condicién necesaria y suficiente sobre el orden

pesado de A(z,y) para garantizar que la foliacion w4 A sea de tipo curva generalizada.

Proposicion 2.4.14. Sean p,q € N\ {0} coprimos. La foliacion w,q A es de tipo curva

generalizada, si y solo si ord(, A(z,y) > pg—p—q.

Demostracion. Consideremos wp g a = (—qz?™t —qyA)dx + (pyP~! + pxA)dy, f = yP — a1
y v(t) = (t?,1%) una parametrizacion de f. Asi

GSV(F,C) = ord; (B8 12, 19))
= ord 1+7tpA(tp’tq))

ta(p—1)

(2.20)

donde A(tP,t7) = Z aijt"" 9. Observemos que
iJ

1 . AP, )\ _
GSV(F,C) =0, siy solo si ord; <1 + tq(p—l)) »

lo que es equivalente a que ord, A > pg —p — q. De Teorema [2.4.13| concluimos que F, 4 A
es de tipo curva generalizada, si y solo si ord, ;A > pg —p — q.
O

En el caso p y ¢ no coprimos, una de las implicaciones de la Proposicion [2.4.14] no se

cumple. Observamos que ord, A > P=P=1

no es condicién suficiente para que F, 4 A sea

curva generalizada, lo que es equivalente decir, si ord(, yA = P71

la Fp 4. es curva

generalizada, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.15. En el Ejemplo se obverva que la foliacion
w = d(y® — 2®) + axy(6zdy — 3ydz) con a € C*,

tiene ordg, nA = 3 = P4 donde p = 6,9 = 3 y d = 3. Y al hacer la resolucion de

dicha foliacion se observa que es de tipo curva generalizada cuando a € {—(6r 4+ 1)(/r €
Qo y =1} ya® #-1.

: . . PI—0—g -

Para el caso p y ¢ no coprimos, analizaremos si ord(,pvq)A > H—— es condicion nece-
saria para que J, 4 A sea curva generalizada. Empezaremos estudiando qué sucede cuando
d =2 =mcd(p, q). Consideremos C : f = fifa y

gw = hd(fif2) + fifan
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de donde gw = hfadfi + fi(fan + hdfs) 6 gw = hfidfs + fo(fin + hdf1). Para C; = f;, se

tiene

GSV(F,C1) = 5=

[ %
d(hy
_ 1/ E 1 dfa
2 ﬁ 27TZ aC, f2
(ﬁ
= 21/ Tg (f1, f2)o-
€Ly
, | (%)
De manera analoga, GSV (F,C2) = 5 5 — + (f2, fi)o. De donde
2 4]

1

o = GSV(F,C1) + GSV(F,C2) — 2(f1., f2)o.
™ 0C1U0Cs

2
QTS =
—

Por tanto (ver [Brll pag 532|),
GSV(.F,C) = GSV(.F, Cl) + GSV(]:, Co) — Q(fl, fg)o. (2.21)

Para d = 2 = mcd(p, q), se tiene

2

g —at = [J% - ¢'et), con =1,

=1

. s i
Sean C; : fi(m,y) = (y2 — C'a?) y vi(t) = (2, At?) con A? = (" una parametrizacion de
C;. Ademas

o(t))) = ordy(fi(t2, Agt?))
T ) = ordy(t7 (1 - Q) = &.

Recordemos que wp g A = (—qz?™t — qyA)dz + (pyP~ + prA)dy, asi

(f1, f2)o = orde(f

R (2.22)

1(r
P
A2t
2

GSV(F.C1) = ordy (<pyp1+pm(x_,@{))(yg o4 (m,Alté))
= ordy (14 25D (5 — 2¥)(t5, Aret)) (2.23)
= ords <tp4q(g —1)+ (4_1)t5+34A(t’5,A1t2)) '

Si consideramos ordg, yA > PP de se tendria que GSV(F,C1) = B. De
manera similar resulta que GSV (F,Cq) = %. Haciendo uso de y reemplazando en
(2.21)) se tiene que GSV(F,C) = 0, lo que es equivalente a que wy 4 A sea de tipo curva
generalizada cuando d = 2.

Para d = 3 = mcd(p, q), se tiene

d(f2fs d(h
GSV(F,C1) = 27172 /66 (hfffg ) = 271m'/3¢ # + (f1, f2)o + (f1, f3)0s

g
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de manera similar

1 d
GSV(F,C2) = /80 ﬁ + (f2, f1)o + (f2, f3)o,
I g

1 d(¢)
GSV(F,Cs) = 5~ /ac hg (f3, f1)o + (f3, f2)o,
3 g

de donde resulta que

GSV(F,C) = GSV(F,C1)+GSV(F,C2) +GSV (F,C3)—2(f1, f2)0—2(f1, f3)o—2(f2, f3)o-

(2.24)
3
Consideremos y?P — z? = H(yg — CZSUg), con ¢ =1,C : filz,y) = (yg — C’x%) y
i=1
7i(t) = (¢35, A;t3) con Aig = ¢* una parametrizacion de C;. Ademas
(fisfo) = ordu(fi((6)) = ord i, Aat) .
P :
= ordi(A5ts 3 C ) — ordt(t?(l ) = %.
GSV(F.C1) = ( lw(z’yifﬁi Erhietat)gf 468
= ondy ((1+ 220 (5 — Cat)(yh —af) (15, Autt)
p A%_C2 Ag—l
= ordy ( (Alg — l) + ( \ A2(1 2 >A(t3,A1t3)t§+g_%}
1

(2.26)

Si consideramos ord, A > P21 de () se tendrfa que GSV (F,Cy) = %. Anélo-
gamente GSV (F,Ca) = GSV (F,C3) = %. Haciendo uso de |D y reemplazando en
(2.24)) se tiene que GSV(F,C) = 0, lo que es equivalente a que wp 4 A sea de tipo curva

generalizada cuando d = 3.

En general, cuando C : f = f1--- fq, se tiene

d N
i1 i
i=1

d d—1
donde N = < 0 ), GSV(F,C) = (dQ)pq’ (fi, [3) = % Por tanto, de (2.27) se tiene

GSV(F,C) =0, (2.28)

de donde se obtiene la siguiente proposicién.

Pg—p—q
d

Proposicion 2.4.16. Sean F;, 4 A no dicritica y ordg, A > , entonces Fp g A es de

tipo curva generalizada.




Capitulo

Curvas polares de una foliacion respecto a
las raices aproximadas caracteristicas de

su separatriz

El teorema de descomposicién de la polar de una curva plana irreducible respecto a
x = 0 es un trabajo realizado por Merle [Mer]. Lo interesante de dicha descomposicion es
que solo depende del tipo topologico de la curva irreducible f(z,y). El resultado de Merle ha
sido extendido a foliaciones por Rouillé en su tesis doctoral. La curva polar de una curva con
varias ramas fue estudiada por Garcia Barroso |[GB| y extendida al caso de foliaciones por
Corral [Col]. En 2013, Garcia Barroso y Gwozdziewicz [GB-G1|, generalizan el resultado
de Merle para morfismos (g, f) siendo g una raiz aproximada de la curva irreducible dada
por f(x,y) = 0. En este capitulo se estudia la curva de contacto entre una foliacion
con separatriz aislada y una foliaciéon hamiltoniana dada por una raiz aproximada de
la separatriz, de esta forma generalizaremos los resultados de P. Rouill¢ [R2]. Para ello
estudiaremos el poligono de Newton de una 1—forma holomorfa, con la finalidad de calcular
el orden de contacto entre la separatriz de una foliacién curva generalizada no dicritica y sus
curvas polares respecto a las raices aproximadas caracteristicas de su separatriz, obteniendo
la descomposicion de la curva contacto, de esta manera se generaliza a foliaciones los
resultados de [GB-G1].

3.1. Propiedades de la imagen inversa de una foliacién

Consideremos la rama analitica C¢ : f = 0 con exponentes caracteristicos (8o, -, 8y),

n — med(Bo, - -+, Bi—1)
’ HlCd(Bo, o 751)

.Seal € {1,---,g} y recordemos (ver (|1.28])) que definimos la

73
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aplicacién F; : C? — C? como
Fl(fv y) - (Tnan'..nFl?y + Tl(f))v (3'1)

donde T(%) := Ts, (yc(z™"2™-1)) es dada a partir de la ecuacion 1)
Bo
Dada una foliacion w = A(z,y)dz + B(zx,y)dy, la imagen inversa de w con respecto a Fj

(ver Pagina es
Fi (w) = A*@g)d(z" ") + B* @ 9)d(7+ Ti(@)), (3.2)
donde A* := Fj*(A) = (Ao F}) y B* := F/(B) = (Bo F).

Lema 3.1.1. [R2, Lemme 4.2 La imagen inversa de la foliacion w = A(z,y)dz+B(z,y)dy
con respecto a F) es

B (w) = AT, y)dz + B(z,7)dy,
donde A(z,5) = (m -+ ma@™ "7 AN @,9) + B @,9)Ti(@)) y BE.5) = B (3,7).
Demostracion. De (3.2)) tenemos

Frw) = A*(f,y)d(fnl"'"lfl) +B*(f,y)d(y+Tz(f)
= e AT (@, g)T e + B (@) (dy + Ty(@)da)
— (nl M T ML AX(E ) + BX(T, y)T}(z))dﬁ + B*(z,y)dy,

donde TE (T) es la derivada de T(Z) respecto de Z. Tomando
A 5) = (m- m @ me A, g) + B @ ))TUE)) v BE.5) = B'(,7) conclui-

mos el lema. O

Lema 3.1.2. [Da, Proposition 5] Sea g(x,y) = Zaijmiyj € C{z,y}, entonces
ij

d(Fy'(9)) = Fi'(dg).

Lema 3.1.3. Sea w = A(z,y)dx + B(z,y)dy una foliacion curva generalizada que tiene
como ecuacion reducida de su union de separatrices a Cp, : h = 0 y x = 0 no estd en el
cono tangente de h = 0. Entonces la foliacion F}*(w) tiene como union de separatrices a la

curva Fj*(h) = 0.

Demostracion. Como h = 0 es la unién de separatrices de w, por definicién tenemos que
dh AN w = h.ny, donde n1 = g(x,y)dx A dy es una 2— forma, para cierta g(z,y) € C{x,y}.
En particular (Bh, — Ahy)dx A dy = dh Aw = h.m = h.gdx A dy y tenemos que

Bhy — Ahy = h.g. (3.3)




Propiedades de la imagen inversa de una foliacion 75

De los Lemas y se tiene que

A(FY (W) = F(dh) (3.4)
= (e @ () @,5) + () @ TR ) d + ()" (7,55

Usando ({3.4), Lema la definicién de imagen inversa de una serie con respecto a F}*
(ver Pagina [47) y (3.3)) tenemos

W) AF W) = F(dh) AR @)
ny -y @M1 R (Bhy, — Ahy)dZ A dy
ni-- -nl_lfnlmnlfllel*(h.g)df A dy

= ‘Fl*(h)n%

para 1y = ny - T M-1TLF(g)dT A dy. Afirmamos que FF(h) = 0 es la unién de

(3.5)

separatrices de F}*(w), pues de lo contrario se tendria que S = C4 UC Fr(h) €8 la uniéon
de separatrices de F}*(w), para cierto g1 € C{x,y}. Dado que Fj es una aplicacion propia,
usando [Gu-Rol Theorem Pag. 162] se tiene que F;(S\{0}) es un conjunto analitico de w
en C?\{0}. Usando el Teorema de Remmert-Stein [Gu-Ro][Theorem Pag. 169] se concluye
que Cpy(g,) UCp es la union de separatrices de w lo cual es una contradiccién y concluimos

el lema. O
El siguiente lema generaliza [R2, Lemme 3.9].

Lema 3.1.4. Sea F : w = 0 una foliacion curva generalizada cuya ecuacion reducida de
su union de separatrices es f = 0. Si x = 0 no estd en el cono tangente de f = 0, entonces

F}(w) es foliacion curva generalizada.

Demostracion. Del Teorema [1.2.27|sabemos que p(w) = p(df). Usando ese mismo teorema
y el Lema bastard demostrar que p(Fj*(w)) = p(Fj*(df)), para concluir el lema. Del
Lema [B.1.7] tenemos

F{ (@) = (- ma@™ ™ () @9) + () @ 9)TU(E) ) da + ()" (7, 9)dy.

Aplicando la definicion del nimero de Milnor de una foliacion y los apartados quinto y

tercero del Teorema [LT.38se tiene
/’L(F}*(df)) - (nl oo nl*lfnlmnlflil(fz

SRR TR CATANER )

o
+
A~
— ~—
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Como z = 0 no esta en el cono tangente de df, entonces x no divide a la forma inicial

de fy, asi obtenemos ordy(fy(0,y)) = ordy(fy(z,y)). De la Observacion [1.1.12] se puede
concluir que mult(df) = ordy(fy(z,y)) y

(7 ()" @.9), = ordy(£,)"(0,7) = ordzf, (0.7) = ord, £, (0,y) = mule(df), ~ (3.7)

donde (fy)* = F(fy) (imagen inversa de f, con respecto a F;). Ademas aplicando la
Proposicion [I.1.40] tenemos

(@D (F) @ D)), = (o) (Fr fy) = (e muld). (38)

0

Reemplazando y en , resulta
p(E7(df) = (n1 -+ -y — Dmult(df) + (n - -my—1) p(df).- (3.9)
De manera similar
Fw=(m: g™ a @, g) + B (@,9)Ti(3) ) d7 + B (7,9)d7,
de donde

wFw) = (”1 My T 1_114*(5,@)+B*(f,?)?l(f)73*(f,?)>0
= (m -y R = 1_IA*( 7)), B*(Z, y))

- s 0o 7E9) - (455 03),
(

ny---nj—1 — )mult(w ) (n1~--nl_1),u( ).

3]

(3.10)

Dado que w es curva generalizada, tenemos que mult(w) = mult(df) y u(w) = p(df). De

(3-9) v (3.10) concluimos el lema. dJ

Rouillé demostr6 el Lema en el caso particular de T;(Z) = 0. El siguiente lema
completa [R2] Lemme 4.3].

Lema 3.1.5. El poligono N (F}'(w)) tiene un lado compacto de inclinacion %l y altura
ej—1. Ademds dicho lado es el de mayor inclinacion de N (F)'(w)) entre todos los lados

compactos y este es el lado principal.

Demostracion. Supondremos sin pérdida de generalidad que f € C{x}[y] es el polinomio
de Weierstrass asociado a la union de separatrices de w. Usando el Lema [[.2.39] se tie-
ne que el poligono N (Fjw) tiene un lado compacto de inclinacion % y este es su lado
principal. Probaremos que la altura de dicho lado compacto de 1nchna(:10n es e_1. La

idea para mostrar el lema es hacer uso de Observaciones [1.2.42] para ello hallaremos la
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altura de N (F}*f), donde Cy : f = 0 es la separatriz irreducible de la foliacion F : w = 0.
Expresemos f(z,y) = H(y —yi(z)), donde y;(x) son las raices de f. Fijemos el exponen-

i=1
te caracteristico % y consideremos la aplicacion Fj(z,7) = (z™ ™1,y + T;(Z)), donde

T)(Z) = T;(z™™-1). Sea

Frr@y =]@- @@ -T.(), (3.11)

i=1

donde 7;(Z) = y; (™ "™-1). Recordemos que de la Observacion [1.1.45y el Lema [1.1.29

tenemos
ord(yc(x) — Ti(x)) = g(l] y ord(y;(z) — ye(x)) = %, para cierto s € {1,--- ,g}. (3.12)

Para s < [, usando desigualdad triangular, se obtiene ord(y;(z) — T;(x)) = % Si

consideramos s = [, tenemos ord(yc(xz) — Ti(x)) = ord(y;(x) — ye(x)) = %, aplican-

_ A

-L pues los coeficientes que

do desigualdad triangular se consigue ord(y;(z) — T;(z))
8

acompanan al término zw en las series yi ¥ yc son distintos. Para s > [, tenemos

ord(ye(x) — Ti(x)) = % < % = ord(y;(z) — yc(z)), y aplicando desiguadad triangular

se tiene ord(y;(z) — Ti(z)) = %
Por tanto, tenemos ord(y;(z) — Tj(x)) < % de donde

m

ord (7i(z) — T)(z)) < et (3.13)
Estamos interesados en hallar,
- = = my
i {yz(ac) :ord (yz(az) - Tl(x)) < nl} : (3.14)
Para dar respuesta a ([3.14]), nos apoyaremos en las propiedades de una curva analitica
irreducible.
Consideremos
— m
A= {yi(x) cord (7(F) — Ti(7)) < n;} ,
y

B := {yj(:v) ord (ye(z) —yj(z)) < il},

SRS

donde y¢(z) es la raiz fijada de Cy tal que ord(yc(x) — Ti(z)) =

Mostraremos que 4 = §B. En efecto, sea yj(x) € B, asi ord (yc(z) —y;(x)) < &

n’

de donde ord (¢ (z) — ;(Z)) < . Ademés ord(Ye(z) — T)(7)) = Tk, usando desigualdad
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triangular se obtiene que ord(7;(7) — T (7)) < oL, asi ;(7) € A. Hemos mostrado que para
cada y;j(z) € B existe 7;(T) € A, por tanto §B < §A. De manera similar, sea 7;(Z) € A,
asf ord (7i(z) — Tu(Z)) < Tk, de donde ord (y;(z) — Ti(z)) < B Ademss ord(ye(z) —

n

Ti(z)) = 2, usando desigualdad triangular se obtiene que ord (ye(z) — yi(x)) < %, por

n’

tanto y;(x) € B, lo que muestra que fA < fB.

Se tiene
-1 5,
B=> 1 {yjo:) : ord(y; () — ye()) = 5;}
i=1
y de la Propiedad |1.1.31] concluimos que {A = §B = ey — ¢;_1. Ademaés el ntimero de raices

de F*(f) es n = eq, asi que el namero de raices que tienen orden mayor o igual a ™% es
! ’ ny

[
Notemos que €;_; es la altura del lado compacto del poligono N (F}*(f)) que tiene inclina-
cion % Como Fj*(f) es la union de separatrices de la foliacion curva generalizada Fj'w, y

usando Proposicion [1.2.40] se obtiene que N (F}* f) = N(Fj*w) de donde concluimos que la

altura del lado compacto de N (Fjw) con inclinacion L es también e;_.

O

En [R2, Lemme 4.3] Rouill¢ afirma que el lado de mayor inclinacién de N (F}f(w))
es lado principal y determina explicitamente su inclinacién, sin embargo no determina su

altura.

3.2. Formas iniciales pesadas

Sean F y G foliaciones singulares definidas por las 1-formas w = A(z,y)dz + B(z,y)dy
y n = P(x,y)dr + Q(x,y)dy respectivamente. Estamos interesados en describir la curva
dada por el contacto entre estas dos foliaciones, esto es, la curva definida por w A 1, que

admite la ecuacién
A(z,y)Q(z,y) — B(z,y)P(z,y) = 0.
Un caso particular es la curva polar P({: b) introducida en la Seccion

Usando las notaciones dadas en la Subseccion probaremos el siguiente lema.

Lema 3.2.1. Siv € Qt y In,(w) AIny(n) # 0, entonces In,(w A n) = In,(w) A Iny,(n).
Ademds ord, (Iny (wA n)) = ord, (In,w) + ord, (In,n) — 1 — v.

Demostracion. Consideremos w = Za@y n= Z Nrs donde
i rs
wij = Aijxi_lyjdx + Bijxiyj_ldy, y
Nrs = Prsl'r_lysdl' + Qrsl'rys_ldya
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donde 7, j,7,s € Ny A;j, Bij, Prs, Qrs € C. Tenemos
.. — A i—1,.7 TS_l—B" ij—lP r—1,5s d d
Wi A Mrs = ( ij L Y Qrsx"y ij LY rsl ) ) T A dy
= (AijQrs - BijPrs)l‘i—i_r_lijrs_ldl‘ A dy
Si A;jQrs — BijPrs # 0 tenemos que
ordl,(w,-j AnTs) = (i+r—-1D)+v(i+s—-1)

= (i4+v))+(r+vs)—1—v
= ord,(wj;) +ordy(ns) — 1 — 1.

De (|1.23) se tiene In, (w) = Z wi; y de manera similar In, (1) = Z Nrs
i+vj=ord, (w) r+vs=ord, (n)
es la suma de 1—formas que tienen el mismo v— orden pesado. Como In, (w) Aln,(n) # 0,

entonces
In, (w A 77) = (IDV(UJ) A InV(”))?

de donde observamos que
ord, (In,, (w A 77)) = ord, (In,w) + ord, (In,n) — 1 — v.
O

Consideremos una foliacion F : w = 0 curva generalizada que tiene una tnica separatriz
C: f =0y que ademsés es irreducible. Del Corolario [1.2.28) tenemos que G : d (f(k)) =0
es foliacién curva generalizada. Ademas G : d ( f (k)) = 0 tiene a f*) =0 como tnica sepa-

ratriz siendo f*) la k—ésima rafz aproximada caracteristica de f con 0 < k < g — 1 (ver

Definicién (1.1.49)).

El siguiente ejemplo nos indica que no siempre podemos aplicar el Lema [3.2.1

Ejemplo 3.2.2. Sea la curva Cy : f = (y? — 23)* — 2% con exponentes caracteristicos
(4,6,9) y raices aproximadas fO =y y fO =2 — 23 La foliacion curva generalizada
dada por
w = (—z'y+z" —62%y — 22ty + 62° + zy* — 62%y?)dx
+  (—28y% + 28y — 28 — 2233 + ° — 423y + 493 dy,
tiene a la curva Cy como tnica separatriz. Ademds dfO = dy, dfV) = —322dx + 2ydy.

Para % = %, tenemos

— 620 0)) — M) = _3,2
Ing (w) = 62°dz, In% <df )—dy Yy In% (df )— 3xde,

9
1

ast

Ing (w) A In% (df(0)> = 62°dx A dy,

9
1
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pero

Ins () A Tns (df(1)> ~0.

En este dltimo caso no podemos aplicar el Lema[3.2.1 Sin embargo podemos aplicarlo,
por ejemplo, a sus respectivas imdgenes inversas con respecto a Fy(Z,y) := (22,5 +7°) y

— B2 _9
av= =3 puesto que

Fy(w) = (82%2% + 22%%* + 32%° + 82593 + 122192 — 127!ty — 275y — 2718 — 1571
+  247°%2 — 30720 — 3z1g? + 157°7* — 6217 + 12277 + 247%%°)dz
+  (—z2? — 2257y — 78 — 712 4 870753 + 47992 4 p° + 57t + 8707 + 47°
+ 1223%2)dy.

Ademds F3 (df©) = 3z2dz + dy y F3 (df V) = 62%5dz + 2(§ + 7°)dy, de donde
2 2

In, (F3(w) = (—152" + 247°%)dz + 87°Fdy,
In, (F5 (dfV)) = 32°dz,
Iny, (F3 (dfV)) = 6z°ydz + 27°dy.

Luego
Iny, (F(w)) A Iny, <F2 (df(o))) = —487%7d7 A dy

Iny (B3 (w)) A Iny, <F2 (df(1>)) — 30717dz A dy.

Por tanto aunqgue no pudimos aplicar el Lema a las foliaciones w y df Y, si lo hemos
podido aplicar a sus imdgenes inversas con respecto a Fy. Tendremos esto presente en el

resto del capitulo.

3.3. Resultados preliminares sobre polares

Consideremos la rama analitica Cy : f = 0 con exponentes caracteristicos (8o, -, fy)-

mCd(ﬁ07 o 7ﬁi—1)
mCd</807 e 7/81)

que f es un polinomio de Weierstrass. Sea f(k) la k-ésima raiz aproximada caracteristica
de f,donde 0 < k <g—1.

Recordemos que n; = . Podemos considerar, sin pérdida de generalidad,

Sea w una foliacion curva generalizada que tiene como tnica separatriz irreducible a Cy.
Definimos la curva polar de w con respecto a la raiz aproxrimada caracteristica

%) como la curva de ecuacion

PP (2, y) = Az, y) fF (z,y) — Bz, y) fP(2,y) = 0. (3.15)
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Segin 1} la imagen inversa de la polar de w respecto de fF) es
7 (PP) @9 = 4@ (A7) @9 - B'@n (1P) @n,  (3.16)
donde l € {1,...,g}.

Proposicion 3.3.1. Sean las foliaciones curvas generalizadas w = A(x,y)dx+ B(z,y)dy y
d (f(k)) = fm(k)dl‘—i—fék)dy que tienen a f =0y f%) =0 como separatrices respectivamente,

entonces
Ff(w) Ay (df(’“)) — gL (F (7>< >)) dz A dg,
donde l € {1,...,g}.

Demostracion. Aplicando el Lema-a las foliaciones w y df ®) respectivamente, tenemos
F(w) = A@,7)dz + B@.5)dg y B (df®) = C(F, 7)dz + D(F, §)dy, donde

c@.g) = (m--mz = (19) @ g) + (19) @9 Ti@)

D@y = (1) @5
De esta manera
) = e
- <n1 Smy T 1(fm <‘fyk) TZ)B*d:L’/\cF
g (e (19) - B <k>) )dz A dy
= nyesmgzminemet (B (PY)) do g,
O

Seav = %, conl € {l,---,g} donde m; = /Bl Ly = ’e‘ll . Estamos interesados en hallar

In, (Fl* ( O(Jk))) La estrategia sera aplicar la Proposiciéon |3.3.1L Para ello necesitamos
conocer In, F*(w) y In, (F} (df(k))). Podemos escribir

In, F} (w Z A7 dT + Z BT ~dy, (3.17)

i+vji=c i+vj=cy
donde ¢ = ord,(In, Fj*(w)) y Aij, Bij € C. Denotaremos por £; la recta de apoyo del

poligono de Newton de Fj*(w) de inclinacion v, es decir

Lr:i+vj=q. (3.18)
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De otro lado para calcular In,, (F}* (df(k))), vamos a analizar qué sucede con In,, (Fj*(f*))

y luego aplicaremos los Lemas [1.2.34] y [3.1.2]

Recordemos que cont (f, f*)) = '8‘““ y que ordg(yc(x) — d1(x)) = % (ver igualdad

(L9))-

Estudiaremos primero el caso k > 1. Usando ecuacion ((1.7)), podemos expresar

Fr(f®) = ] @- 0@ -Tu(@))

Jj=1

k
= @-@G@-T@)][[| I G-6@-Tuw) |,

=1 JjEZi(k)

(3.19)

donde §;(z) = §; (Z"M-1), ZZ»(k) — {5j € Zerf® : ord, (6;(z) — ye(z)) = %} para ¢ €
{17 ,k}YJ 6{2"" am}'

Ademaés de (1.10]) tenemos

— B B
51(?) _ aﬁlf%(ny..nlfl)_i_ Z ajxn(Tu my_ 1)+--~+a5kf7k(n1'“”l~1)—|—
J€(e1)
B1<j<pB2
+ Y aEtrmeU g S e,
J€(ex) Br+1
Br<J<PBr+1 >
y
_ B j B
Tl<f) _ aﬁlff(nl...nl_ﬂ_i_ Z ij%(nl"’nl_l)—i—aﬁQTTQ(nl"'nl_l)-|—"'+
Jj€(e1)
B1<j<B2
+ Z ajxn(nl ni-1)
Jj€(er—1)
Bi-1<i<Bi

Aplicando el Lema [1.1.30/a f*) = 0 y de la igualdad (1.12)), se tiene
42 = (ni = Dniga -y,
para i € {1,...,k}. Denotemos por

k k
= (Z <ﬁZ g;)) (n1--my_q1) = (Z(nz - 1)ni+1“’nk§;> (n1-- 1),

=1 i=1
(3.20)
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0 _,

donde I € {k +1,...,g}. Dado que la suma vacia es cero tenemos que p,

Consideremos ahora el caso k = 0. Como f(©) (x,y) =y, entonces df (x,y) = dy. Luego

F(f9) = F(y) =y + Tu(2)) (3.21)

Fy(df9) = d(y + Ty(z)) = T)(z)dz + dy, (3.22)
donde Ty(z) = Ty, (ye(a™™""-1)).

Lema 3.3.2. Sea 0 <k <g—1. Parav = % conl > k+ 2, se cumple

™ (Fz* (df(k)>) _ aﬁkﬂg(k)cl(k)fc;k) Ldz,

donde cl(k) = pl( gy Bk“( ny---ni_1), siendo pl(k) como en (3.20), 00 =1 y 6 ¢ C\{0}
para 1 < k < g—1. En particular ord, (In,, (Fl* (df(k)))) = cgk).

Demostracion. Supongamos en primer lugar que 1 < k < g—1. Usando el Lema|1.1.55] ob-

tenemos que ord (6;(Z) — T)(T)) = g; (ni---m—q1) para 2 < j < my ord (61(Z) — T)(%)) =

62;’1 (nq---m—1). Reemplazando en (3.19), resulta
Iny (Fy (f®)) = Iny (- 2@ = Ti@))) In | [T| I @65 - Tu(@))
=1 5j€Z¢(k)
aﬁk+1$ I;a:)rl (nl M- 1)0(k) (k>7
k . k) B
donde pl(): (Z <ﬁZz( 5;))(” -m_1) y 0 € C\ {0}.
i=1

Por tanto In, (Fl* (f(k))) = aﬁkﬂﬁ(k)fcl(k), donde Cz( ) — pgk) + B’““( ny-eeni—q).

Asi d (In,,Fl* (f(k))) = algkﬂﬁ(k)cl(k)fcl(k)_ldf. Aplicando los Lemas|3.1.2|y |1.2.34| obte-

nemos

£ (4 ®) = d (m, (£ (19))) = a5, 0WePa8 ez, (3.29)
y ord, (In,,F* (df(k))) = cl(k).
Estudiemos a continuacion el caso k = 0. De la ecuacion (3.22)), se tiene que
8
Fr(r®) = (as, 2 na - )F Ot i d

{<%1(n1 ceemy_1), 0)} U {(0, 1)} Observamos que

de donde Sop(Fydf(©)
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= Para (%(nl . -~nl,1),0), se tiene 21 (ny---my_q) + (ny---ng_q1).

n

33
o
Il

3@

= Para (0,1), se tiene 0+ 7 - 1= 7.

Analicemos cual de ambos valores es el menor. Por hipétesis tenemos que [ > 2. Por tanto

b mi B
no ony--eny n
de donde
m
ny n
luego p ﬁ
In, (Fl (df“”)) - (aﬁlﬁ(nl | -nl_l)fﬁl("l“-nz—l)—l)df, (3.24)

Lema 3.3.3. Seca 0 <k <g—1. Parav = % conl > k42, se cumple
In, <_FZ*(W) /\-Fl* <df(k:))) _ Z EBZ] jCl("“)_l—i-i yj—l dT N\ dy,
i+rj=c
donde § = —a5k+19(k)cl(k) e C\{0} y cl(k) = pl(k) + %(m -ny—1), siendo Pl(k) como en
. Ademds
ord, <Inl, <Fl* (w) A Ef <df(k)>> ) =q+ cl(k) e
donde ¢; = ord, (In, F*(w)).

Demostracion. De la ecuacion 1) para v = %l, podemos considerar la parte inicial

pesada
In, Ff(w)= > Ay 'gdz+ > Bz 'dy,

i+rj=c i+rj=c
donde ¢; = ord, (In, F}*(w)). Ademas, del Lema [1.2.39| tenemos que B;; # 0 para ciertos i, j

ya que por definicion de lado principal, la foliacion F}*(w) tiene contribucion de B.

Usando el Lema [3.3.2] se tiene

Iy (B (af®)) = as,.,, 60Dzt Lz, (3.25)
donde %) € C\ {0}. Entonces de (3.17) y (3.25) obtenemos
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In, F}* (w) A Iy, (Fz* (df(k))) = ( Z 0B;; 4 _1“ ) dz A dy,

+rj=c;

donde 0 := a5k+19 k)¢ 75 0.

Por tanto In, F}*(w) Aln,, (Fl* (df(k))) # 0, y aplicando el Lema obtenemos

Iy (Fy (@) A By (df))) ( Y By )crmr

i+rj=c

ord, (Tn,, (Fy (@) A Fy (df®)) ) = ord, (In, Fy () + ord, (In, Fy* (df¥))) —1—v

= cl—{—cl()—l—y.

Lema 3.3.4. Seca 0 <k <g—1. Parav = % conl=k+1, se cumple

In, B (df(k)> =a® (k)wpl dz + o™zt dy,

k
donde pl(k) = (Z <1jZi(k)§;>> (ny---m_1), a® =1 ya® € C\{0} para 1 <k < g—1.
i=1

En particular ord, (In,,Fl* (df(k))) _ pl(k) s

Demostracion. Supongamos en primer lugar que 1 < k < g — 1. Usando el Lema [1.1.54]
obtenemos que ord (6;(z) — Ty(T)) = gl (np---m_q) para2 < j <m,1<i<ky
ord (61(z) — T)(%)) = 7(n1 ---my—1), con T > ﬁg“ Reemplazando en (3.19), resulta

k
Iny (Fy (f®)) = Iny (7 - @@ - Ti@) In | [T| I 76 - Tu(@))
i=1 \ §,e2®
— oWy,
k
donde pl (Z < Zz(k >> 1-om—1) y a® e C\ {0}
=1

Por tanto d (In,, (Fl* (f(k)))) = a® (k):vpl \5dz + a(k)fpl(k)dy. Aplicando los Lemas

y obtenemos
In, F} (df(k)> —d (In,, (Fz* (f(@))) = (a(k) (k)xplk) 9dz + a(k)fpgk)dy) (3.26)

y ord, (1o, (Ff (&) = p? +v.
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Estudiamos a continuacién el caso k = 0. De la ecuacion 1’ se tiene que F}* (df ©)) =
d(@ + Ty(Z)). Para | = 1, observamos que Ty(Z) = 0, asi Fj(df(?)) = d(7). Por tanto
In, FY(df (0)) = dy y se observa que ord, (I n, Fyf (df (0))) = v. Se concluye el lema teniendo
en cuenta que pl(o) =0y a0 =1. O

Lema 3.3.5. Sea0 < k<g—1. Parav = 7;; conl=k+1, se cumple

In, (Fl*(w) N (df(k)>> _ Z (k)(A _pl(k)B T ’H-pl(k)_lyj dz A d,

i+rj=c

k
donde pl (Z ( Zk) 52>> (ni---m_1), a® =1y a® e C\{0} para 1 <k < g—1.

=1
Ademds

ord, (In,, <Fl* (w) A Fff (df(k)>>) =+ pl(k) -1,
donde ¢; = ord, (In, F}"(w)).

Demostracion. Del Lema tenemos que F*(w) = A(Z,y)dz + B(T,y)dy. Para v = =

ny
consideremos la parte inicial pesada

In, Fj* (w Z A g dT + Z Bz 7 tdy, (3.27)
i+rj=c i+vj=c
donde ¢; = ord, (In, F}*(w)); y donde la recta de apoyo del poligono de Newton de Fj*(w)
y de inclinacién v tiene ecuacion L; : i + vj = ¢, siendo ¢; = ordz(A(%,0)). Por tanto
podemos afirmar que para algin (io,jo) € £; N Sop(F}'(w)) se tiene que A;p;, # 0y
Biyj, = 0.
Por otra parte, usando el Lema [3:34] se tiene

In, <Fz* (df(k)>> =a®)p (k)wpl Y9dz + a(k)fpl(k)dy, (3.28)
donde a® € C\{0} y pl(k) como en |i Entonces de l} y (D obtenemos
% % k i (k) _4_ - _
Iny (F(w)) A Iy <Fl <df(k)>> - Z (k)(A - Pl( )B i)z ol | dz Ay
i+rj=c

Afirmamos que In, Fj*(w) AIn, F* (df(k)) # 0, pues A;y;, # 0y Biyjo, = 0y aplicando Lema

[3:2.1] obtenemos

In, (Fr@) AR (®)) = | 3 a®(ay - pfVBy)zel” -1y | dzng,

i+rj=c
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y
ord, (In, (Fj'(w) A EFF (df™))) = ord,(In, F(w)) + ord, (In, Fy* (df®)) — 1 — v
c + (k) _q
1T P ‘

Como consecuencia de los Lemas v 13.3.5], tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.3.6. Sean 0 <k<g—-1yv = %’ conl > k+1. La recta que contiene a los
puntos del soporte de In, (Fl*(w) N EY (df(k))) tiene ecuacion

£1:i+yj:cl+cl(k)—l—1/, para l > k + 2,

Egzi—l—uj:cl—l—pl(k)—l, paral =k + 1,

donde ¢; = ord, (In, F* (w)) y cl(k) = pl(k) + %(nl -omy_1), siendo pl(k) como en (3.20).

Proposicion 3.3.7. Sean 0 <k<g—1yv = %l conl>k+1. 5

In, F}' (w) = Z Aijfi_lﬂjdf—i— Z Bijfigj_ld@

1+rj=c 1+rj=c
entonces
= (k) | - .
In, (Fl* (7’5@)) L Z QBijEClk Him(neeme)gi=l s para | > k42 (3.29)
i+jr=c
Y
. (k) )
o, (Fl* (Pfjk))) = > a4y~ pMB @l e || para l = k4 1;
i+vji=cy

(3.30)
donde 0,a) = 1,a® € C\{0} para 1 < k < g -1, ¢ = ord,(In, F}"(w)) y cl(k) =
,Ol(k) + ’82,731(121 -emy_1), siendo pl(k) como en (3.20}).

Demostracion. De la Proposicion [3.3.1] se sabe que
Ff (w) A B (df ) = ng - oomyqzme i (F,* (Pﬂ”)) dz A dy,
asi

In, (7 (w) A B (df®))) = In,, (m gl (Fl (p;’f))) 4z A dy) . (3.31)
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Supongamos que [ > k + 2. Del Lema y reemplazando en (3.31]) se tiene que

In, <Fz* (RW)) = Z ng'jfcl(k)—1+i—(”1"'”l*1_1)?j_1
it+jr=c
— Z ng‘ijl(k)”’("l“'"H)?jfl-
i+jr=c

Supongamos ahora que [ = k + 1. Del Lema y reemplazando en (3.31]) obtenemos

o () = (3 a0ty Pt
i+vj=c
O
Observaciones 3.3.8. Dado que a0 = 1, pgo) = 0 y el producto vacio es igqual a uno,

tenemos que para k = 0 la igualdad se reduce a

m, (77 (P®)) = 3 Ay,

i+rj=cy

La Proposicién (3.3.7|nos permite determinar puntos en el poligono de Newton de F}* ( O(Jk)>

a partir de puntos en el poligono de Newton de F}* (w). Mas concretamente:

Observaciones 3.3.9.

1 Sil> k+2y (5,j) es un punto de N (Fy (w)) con Byy # O entonces () +i -
(ny---nyi_1),7 — 1) es un punto de N' (FZ* (P(E;k) )

2.8l = k+1y (i,j) es un punto de N (F; w)) con Aij — p"'Bij # 0 entonces
(i +pz(k) —ny---ng,j) es un punto de N' (Fl* <Po(.)k)))

En la siguiente proposicién precisaremos informacioén del poligono de Newton de N <Fz* (Pf,k)> ) .

Proposicion 3.3.10. Sean 0 < k<g—1yv = %l conl > k+ 1. La recta que contiene
a los puntos del soporte de In,, (Fl* (P(E,k)>) tiene ecuacion

El(k):i+yj:ck7l—1/, paral >k +2

El(k):i+1/j:cl+pl(k)—n1~-nk, paral=k+1

donde cy | := cﬁ-cl(k)—nl - -my_q, siendo ¢; = ord, (In, F*(w)) y cl(k) = ord, (In,,Fl* (df(k)))

Yy pl(k) como en .
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Demostracion. Supongamos en primer lugar que [ > k+2. Sea (a, b) un punto del soporte de
In, (Fl* (P&k))) De la Proposicion |3.3.7), igualdad (3.29)), existe (iq, jp) punto del soporte
de N (F}* (w)), tal que

azcl(k)vLia*nl"'nz—l y b=j,— 1.
Ademas N
a+vb = (cl( )+Za—n1“'nl—1)+V(jb—1)
k .

(Cl( )+Za—n1'--m—1)+l/.7b—1/

(ia + vip) + (Cl(k) —ny-n_y) — vV

cl+cl(k) — Ny Nj_1—V

= Ckl—V,

donde ¢y == ¢; + cl(k) —ny---ny_1. Por tanto la recta que contiene a los puntos del soporte

de In, (Fl* (Pi,k))> tiene ecuacion
El(k) 20 ar l/j = Cgl — V.
Supongamos ahora que [ = k + 1. De la igualdad (3.30) de la Proposicion m existe
(ias jb) en el soporte de N (F* (w)) con A;_j, — p,(ﬁgll')’iajb # 0. Asi
k)

at+vb = (ia+p§€+1—n1---nk)+ujb

, : k
= (za+ujb)+p,(€£1—n1'~nk

(k)
= Ck41 T Pply — N1 Nk

Por tanto, la recta que contiene a los puntos del soporte de In,, <Fl* <73£,k) ) ), tiene ecuacién

k ; . k
El():z+1/j:ck+1+p§€£1—n1---nk.

Como consecuencia de la Proposicion [3.3.10] tenemos el siguiente corolario

ME+1
NE+1

de Newton de Fy,  (w). Si Lyi1 es la ecuacion de la recta de apoyo de N (Fy, ,(w)) que

Corolario 3.3.11. Sean v = y L el lado compacto de inclinacion v del poligono

contiene a L, entonces N (Fl:+1 <77£,k)>> tiene una recta de apoyo de ecuacion [,,(ﬁl de

inclinacion v. Ademds si el poligono de Newton de Fy, (PL’“)) admite lado compacto de

inclinacion v seria el de mayor inclinacion y estaria contenido en el semiplano (ﬁngl) .

Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicion [3:3.10] y la convexidad del poligono de

Newton, solo faltarfa por demostrar que si el poligono de Newton de Fy (Pogk)) admite

lado compacto de inclinaciéon v, dicho lado seria el de mayor inclinacion.
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De |j sabemos que la recta de apoyo de inclinacion v del poligono de Newton de Fy ; (w)
es Liy1 %+ jv = cgy1. Del Lema tenemos que Ly contiene al lado principal de
N (F},(w)). En particular el lado compacto de mayor inclinacion de N (Fy, ;(w)) tiene

inclinaciéon v, corta al eje horizontal, de donde se tiene que B;,o0 = 0y A;,0 # 0.

Ademas de (3.29) se tiene que In, (Fl* ( f)k))) = Z a® (.Az‘j - pl(ileij> fi+p’<€]21_"l“'"k 7.

i+jr=c

Como A;,o0 # 0 entonces (ig,0) € Sop (Iny (F,:+1(w))), asi ig = cky1. Afirmamos que

(i0,0) € Sop (Inu (FI:+1 ( o(.)k))>) para ig = Cp41 +p§ﬁ1 —nq -+ Ny pues Aioo—p,(ﬁl&oo +
0.

Larecta [,,(;21 corta al eje de las abscisas y es recta de apoyo de inclinacion v de N (FI:H (Pffc))) .

Por tanto si el poligono de Newton de Fy’ (Pg,k)) admite lado compacto de inclinacion

v, dicho lado seria el de mayor inclinacion. O

Observacion 3.3.12. Obsérvese que el poligono de Newton de Fy (PL’“)) no necesaria-

mente tiene lado compacto de inclinacion v = ﬁ como muestra el siguiente ejemplo: si

f(z,y) = y?> — 23 entonces fO(z,y) =y y 736(119) = —3z2. Por tanto el poligono de Newton
de df tieme un unico lado compacto de inclinacion v = % y estd contenida en la recta
Ly :i+vj = 3 pero sin embargo el poligono de Newton de FY (735]9)) tiene un unico vértice

que es el (2,0) y su recta de apoyo de inclinacion v es £§0) it v) =2,

L oo

2 5 £
Ego) L1

Corolario 3.3.13. Sean 0 <k<g—1,v = %l, para k+2 <1 <gyL ellado compacto

de inclinacion v del poligono de Newton de F}'(w). Si L; es la ecuacion de la recta de

apoyo de N (F}*(w)) que contiene a L, entonces N' <Fl* <73£,k)>> tiene una recta de apoyo
(k)

de ecuacion L; de inclinacion v. Ademds si el poligono de Newton de F} (7?5]”) admite

(

_l’_
lado compacto de inclinacion v estaria contenido en la recta ([,lk)> .
Demostracion. Es claro de la Proposicion [3.3.10 O

Observacion 3.3.14. Para v = %’ con k+2<1<g, no se cumple que el lado compacto

k . . .. . . . .
de N <Fl* < U(J )>> de inclinacion v sea el de mayor inclinacion, como se puede apreciar
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en el siguiente ejemplo: consideremos la foliacion curva generalizada dada por w = df + fn
con n = (z + y)dx + ydy, la cual tiene como separatriz a la curva irreducible Cy, donde
f=((y?—23)? —2%y)3 — 2Py(y? — 23), y tiene exponentes caracteristicos (12,18,21,22).

Una raiz de Newton-Puiseuz de f es
14 1
x -
4

Fijando g— , consideramos Fy(Z,7) = (2,7 + @°), de donde resulta que los poligonos

2
0

_ 7
— 4
N(F5(w)) yN (FQ* (PU(JO)>) son dados como se muestra a continuacion:

Observamos que N (FQ* ( UEO))) tiene un lado compacto de inclinacion v = % pero di-

cho poligono tiene un lado compacto de inclinacion igual a 4.

Lema 3.3.15. Sea (a1,b1) el vértice de menor ordenada del lado principal del poligono de

Newton N (F}(w)), que tiene contribucion de B(Z, ). Entonces by > n;.

Demostracion. Usando el Lema [1.2.39|se tiene que el poligono de Newton N (F}*(w)) tiene

su lado principal contenido en una recta de inclinaciéon v = %l Como (ay,by) es el vértice

de menor ordenada del lado principal del poligono de Newton N (F}*(w)), que tiene contri-

bucion de B(Z,7), entonces by # 0. El punto (a1, b1) € N? pertenece a la recta de ecuacion

i +vj = ¢ para cierto ¢; # 0. En particular tenemos que b; = (Cl;al) = (Cl;il)nl €N,

(c1—a1)

(q—a1)
m m;

y por tanto es positivo. Ademés como n; y m; son coprimos entonces es

natural positivo y concluimos el lema. O

Si N es un poligono de Newton y ¢ € Q, denotaremos N>, al poligono de Newton que

resulta de eliminar en NV sus lados de inclinacién estrictamente menor que ¢; y denotaremos
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por N, al poligono de Newton que resulta de eliminar en A sus lados de inclinacién menor

o igual que q.

Recordemos que de la definicién de lado principal y del Lema tenemos que el lado
principal de NV (F}*(w)) es el lado compacto de méaxima inclinacion, que ademas corta al
eje y = 0 y su inclinacién es v = % Por tanto, de los dos vértices de dicho lado principal,

el tnico que tiene contribucion de B(Z,y) es el de ordenada no nula.

Proposicion 3.3.16. Sean 0 < k< g—1yv = %l, para k+2 <1 < g. Sea (ag,by) el
tnico vértice del lado principal del poligono de Newton N (F}(w)) que tiene contribucion
de B(%,Y) (es decir el de ordenada no nula). Entonces el vértice de mayor ordenada en el

poligono de Newton N (Fl* (Po(ﬁ)>) tiene ordenada igual a by — 1.

>v

Demostracion. Del Corolario se tiene que la recta El(k) es una recta de apoyo del
poligono de Newton N (Fl* (P&k)» Si N (Fl* ( 5@)) tiene lado compacto de inclinacién
v entonces estarfa contenido en la recta El(k). Del primer apartado de Observaciones m
se tiene que si (ag,by) es el vértice de mayor ordenada del lado principal del poligono de
Newton N (F}*(w)) que tiene contribucion de B(Z, ), entonces (ag +cl(k) —ny---n—1,bp—1)
es el vértice de mayor ordenada del poligono de Newton N (Fl* (Po(fc)))».

Observacion 3.3.17. Consideremos la foliacion
w = (=2 y4a"—62°y—2xY +62° 41yt —622y? ) dr+(— 20y + 20y — 20— 22393 495 — a3y +493)dy,
que tiene a f(z,y) = (y? — 23)?

caracteristicos a (4,6,9). Asi

— xGy como separatriz. La curva Cy tiene exponentes

1

ot

(<=}
|

nlw
#|

x T

DN | =

Ye(r) =z2 +

=2

Fijando % = %, consideramos Iy (Z,y) = (2,5 + T°). Los poligonos de Newton de

N (F5(w)) yN(FZ* <PU(JO))) son
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13 15 5, ©

Observamos que en este caso N (FQ* (PUSO))) no tiene lado compacto de inclinacion v, por

tanto N (FQ* (PO(JO)>>>,, R (FQ* ( LO)>)>V'

3.4. Descomposicion de la curva polar de una foliacién

Recordemos que f € C{z}[y] es un polinomio de Weierstrass irreducible con expo-

nentes caracteristicos (Bo, - ,Bq) ¥ f® 0 <k < ¢g—1, denota sus raices aproximadas

mcd(Bo,--,0i)

Tenemos todas las herramientas necesarias para mostrar el siguiente teorema que generaliza

la Proposicion 4.1 de [R2].

caracteristicas. Ademas denotamos n; =

Teorema 3.4.1. Sean F : w =01y G : df %) = 0 foliaciones curvas generalizadas que tienen
aCruy Cf(k) como separatrices respectivamente. La curva polar Pﬂ“) tiene mult (PL’“)) >
n+mny---ng —2 y se descompone como

P&) — pltD) .. 1(9)

)

donde los factores T®) no son necesariamente irreducibles y & es co-primo con el producto
r#+2) ... 170) | Ademds

a) cont(P,Cy) = % para Py componente irreducible de TW, k+2 <1< g.
b) mult(TD) =ng - -my_1(ny— 1), k+2<1<g.

¢) mult (F(’“'l)) >ny - ng(npe1+1)—2 yord(y) < B’:’l para vy raiz de Newton-Puiseur
de T+,

Demostracion. Sean k+2 <[l <gyv = % Del Lema y Proposicién [3.3.16]se obtiene
que la altura de N/ (Fl* ( f,k)>>> es ej—1 — 1. Sean v < vy < --- < v, las inclinaciones de

v

N (Fl* ( O(Jk)>>> que son mayores a v para [ > k+ 2. Denotemos por L; el lado compacto
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de N/ (Fl* ( i,k)>>> de inclinacion v;. Sea r € {1,...,¢}. Las raices de Newton-Puiseux
>v

de la curva Iy (P(E,k)) correspondientes al lado compacto de N/ (Fl* ( U@)) de inclinacién

v, son de la forma

Vrs(T) = dpsT + £r5(T),

con dps # 0y ordze,s(T) > vy, donde s = 1,--- | s,, siendo s, la altura del lado L,. Para
q Sr
[ > k + 2 definimos .= H H@ — ,5(T)).

r=1s=1

Del Lema tenemos que la ecuacion reducida de separatrices de Fj*(w) es Fj*(f) = 0.
Por el Lema [1.2.39] se sabe que la recta que contiene al lado principal de N(F}"(w)) es

de inclinacién %’ Ademéas como w es de tipo curva generalizada entonces F}*(w) también

lo es (ver Lema [3.1.4) y aplicando el Corolario [I.2.41] tenemos la igualdad N(F}*(w)) =
N (F}(f)). Concluimos, del Lema|l.1.15] que las raices de Newton-Puiseux de F}*(f) tienen
orden menor o igual que ‘. Ademas sabemos del Lema que F*(f) tiene raices

1
de Newton-Puiseux de Fy*(f) de orden 7. Sea D una componente irreducible de Fj(f)
cuyas raices de Newton-Puiseux tienen orden %’ Entonces, como v, > %, para todo

@

r=1,---,¢; toda componente irreducible P; de I verifica

cont(D, P;) = %
!

Volvamos a las coordenadas (z,y): sean P; y T tales que P; = Fl_l (P) v ) —
Ff1 (F(l)). Se tiene

COHt(Cf,P[) = # = %, con k == 2 S l S g.

La raices de Newton-Puiseux de la polar ’Po(Jk) con contacto con Cy mayor o igual a %,

para k42 <[ < g, coinciden con las raices de Newton-Puiseux de r&+2) ... 1) Tenemos

que el nimero de raices de Newton-Puiseux de la separatriz C; que tienen contacto, con la

®

curva polar P, mayor o igual a % es

ny---ni—1(e—1 — 1). (3.32)

Razonando de manera analoga se tiene que el nimero de raices de Newton-Puiseux de la
separatriz Cy que tienen contacto, con la curva polar 7?08’“), mayor o igual a % es

ny:--- nl(el — 1). (3.33)

De las ecuaciones (3.32)) y (3.33)) concluimos que el ntumero de raices de Newton-Puiseux

de la separatriz Cy que tienen contacto, con la curva polar Po(fc), igual a % es

niy- --nl_l(el_l—l)—nl ---nl(el—l) =Ny~ —nNMp---Nj—_1="mnq1-" -nl_l(nl—l). (3.34)
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Por tanto
mult (r<l>) =y (g — 1), (3.35)
Por definicién de la curva polar, sabemos 735,’“) =A fék) - B fé’“), asi
mult ( i,k)) = mult (Af;k) — Bfgﬁ”‘)
> min {mult (A fé’“) , mult (B fgﬁ’“))} (3.36)
= min{mult(A4) + mult ( y(k)> ,mult(B) + mult (fz(k)) } .

De la Observacion |1.1.12] podemos concluir que ord (fx(k)) > ord (flsk)) =mny---ng — 1.
Ademéas mult(w) = min{ord(A),ord(B)} =n — 1.
Por tanto, de (3.36]) se tiene que

mult (7?5@) >n+mng-cong — 2. (3.37)
(k)
Definimos I'A+1) .= m Usando las ecuaciones (|3.35)) y (3.37) se obtiene
mult (P6+D) = matt (PL) — mult (D+2)... 1))

> n+ngoong—2—(n—n1-Nggr)

= ny--ng(nger +1) —2.

Se sabe que n; > 2 paratodot =1,..., g, asi como minimo mult (F(k+1)) > 1, lo que indica

(k+1) (k+1)

que T’ no es una unidad. Las raices de Newton-Puiseux 7 de T’ corresponden a

los lados de N (Fl* (Pogk))) de inclinacién menor estricta que ZI::; Usando el Corolario

3.3.11| se tiene que ord(¥) < ZL:—: para toda raiz de Newton-Puiseux de f(k+1), de donde

se obtiene que ord(y) < % para toda raiz v del paquete T(K+1).

O

Ejemplo 3.4.2. Sea C; : (y? — 2%)2 — 2% = 0 una curva irreducible con exponentes
caracteristicos (4,6,9) y raices aprozimadas f© =y y fO = 42 — 23 La curva Cr :

(y? — 23)2 — 2%y = 0, tiene como raices de Newton-Puiseux

3 9 15
yi(x) = z2 —I—%xl —6ix7+--- ,
3 1.9 1 15
ya(z) T2 — 5xd g e
3 ;9 ; 15
ys(x) = —a2 A gri gt e
3 ;9 o, 15
ya(x) = —x2 — g1 — Tt + -
Consideremos las siguientes foliaciones curvas generalizadas que tienen a Cy como tinica
separatriz.
wi = (—62%y% + 625 — 62%y)dx + (4y® — 423y — 25)dy,
wy = (—zTy? + 2Ty — 22ty — 625y + 2y® + 62° — 622y?)da+
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Para la foliacion wy, las curvas polares asociadas son

770(2) =627y — 2+ %)y 7745,11) = —32° (2% + 4y?),

donde mult (73“(}?)) =4 y mult (73“(,11)) =17.

La curva polar se descompone como
1. PO = I’gl)f‘gz), donde Fgl) = —622 y FEQ) = 23y — 23 + 2. Las raices de Newton-

w1

Puiseuz de F§2) son

Y21 ()

Yo2(x) =
3 _ A C
= g pues 71 y C son

» Para v1 raiz de Fgl) tenemos que cont(vy,C) = 1 < 3

transversales.

» cont(g;,C) = Z = % para i = 1,2. Ademds

mult (F?)) =nyi(ne — 1) =2.

2. Pf,ll) = FgQ) = 71.%2, donde v, = —32° y vo = 2% +4y?. Las raices de Newton-Puiseuz
de 9 son
(@) = o
va2(z) = —%xg

2 tenemos que cont(y1,C) = 1 < 3

= Para vy1 raiz de I'j 9 = % pues v1 y C son

transversales.
» cont(yg;,C) = % < % — % para i =1,2.
Obsérvese que este ejemplo nos muestra que no podemos precisar el contacto de las

raices de T*+Y) con C sino dar una cota del mismo.

De manera similar para la foliacion wa, las curvas polares asociadas son
0 7,2 7 4,3 5 5 5 2,2
7{52):—:1: y +ax'y —2x7y° — 62°y + xy° + 62° — 627y

—227y% + 227y? — dxtyt — 12259 + 2245
33:83/3 + 3:1:8y2 — 6x5y4 — 328+ 3m2y6

donde mult ( Q(Jg ) =4 y mult ( L?) =17.

La curva polar se descompone como
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9

1. P =TT, donde TS) = a(—6x+yP —a3y?+---) y TP =2 —ad 42 20 ..

Las raices de Newton-Puiseux de Fgl) sony =z Yy = —6x+y3—23y>+---, donde

» Para v; raiz de T tenemos que cont(v;,C) = 1 < % = % pues v; y C son

transversales para i = 1, 2.

Las raices de Newton-Puiseuz de FgQ) son

3 9 13
_ 3 _ 13,19 11

Yo1(r) = w2 —52° + w2 — HT2 e
3 9 13

Yoo(z) = —a2—3a%—toz+ Loz 4.

= cont(yg;,C) = % = % para i = 1,2. Ademds

mult (ng)) =ni(ng—1)=2.
2. PSQ) = Fg) = v1.72, donde y1 = y
Yo = —3:):7y3 + Bac7y2 = 2x6y3 + 2x6y2 — 6:1643/4 — 3z — 4x3y4 + 3:Uy6 . 12x4y2 + 2y6.

Las raices de Newton-Puiseux de o son

|
NI

You(z) = fx2+ g2 4.
. § . Z
voo(x) = —iaz—Ztgr ...

Yoo(®) = R(z*—6)z+ (SR(z*—6)3 — 3R(z* - 6)3) 22 + - -- ,
donde R(z* — 6) son las raices de z* =6 y a = 3,4,5,6.

» Para v1 raiz de ng) tenemos que cont(y1,C) = 1 <

[

= 5 pues M y C son
transversales.

s Para 7y, Taiz de ng) tenemos que cont(vy24,C) =1 < % = % pues yo; y C son

transversales para o = 3,4,5,6
» cont(7yg;,C) = % < % = % para i =1,2.
Ejemplo 3.4.3. Sea C; : ((y* —2%)? —25y)3 — 2¥y(y* — 23) = 0 una curva irreducible con
exponentes caracteristicos (12,18,21,22) y raices aprozimadas f(o) =y, f(l) =y -2y

@ = (y? — 2%)? — 2%y. Una de las raices de Newton-Puiseuz de la curva Cy, es
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La foliacion curva generalizada

w = (:c19y+a:18y2+:1c 2:6183/-1-33 y —2x15y4+18:c17y 6x16y2+6x15y3+6x14 4

—62'%y% + 18217 — 51210y + 48215y? — 302My? + 1523y — 3w12y® — 15211y0 + 3210y7
—90x!y? + 168213y 78x12 +— 202100 8x9y7+12x8y8+180x11 4 — 1982105+

+302%y°% + 1527y® + 1225 — 325y'0 — 1802y + 9627y" — 62y’ — 623y'" + 9025y®
—152%y" + 2y'? + y13 — 182%¢'0)dx+
(56183/2 _|_x18y _ 356173/2 + 31:16 3 29:15y4 +JU 6$15y3 + 12$14 4 6:613 5 3$17+
+62'0y — 62'%y% + 1522y — 18211y + 321097 12x15y+36x14 2 — 24133 203:9y7+
+122%y® 4 60212y® — 902 y* + 1821095 + 1525y — 325910 — 1202%° + 84a8y5 — 623y
+1202%y7 — 272%° 4 ¢ — 6023y + 12y )dy.

tiene a Cy como tunica separatriz.

Para la foliacion w, las curvas polares asociadas son

73(30) — 219y 4 18y2 4 219 2418y 4 21603 021504 11817y 621692 | 621543 4 Galdyt
—62"%y% + 1827 — 5120y + 48x'%y* — 302My? 4+ 1523y — 3x12y® — 1521190 + 32107
—90zy? + 16821333 789012 4 — 2021040 — 82997 + 12x8y8 + 180z 1y — 1982105+
+302%5 + 15278 + 1225y — 325910 — 1802895 + 9627y" — 621y'0 — 623y + 9025y°
—15z%y° + xy'? + y3 — 182210

73511) — 14421045 1 66213y 4+6$16 2 4 04153 1 18218y 4 221% — 4218 2+18$17 2
—12x'693 4+ 12215y* — 6024y + 302135 — 102212y° — 40207 + 602%y7 + 1112743
—30xtyl0 — 9219 4 3220 + 2y — 72192 + 11218y3 + 38216y* — 2221595 + 572140
—66213y% — 6212y% — 90z y" + 422109 — 162%9® + 6928y° + 3027y° + 2425y'°
— 2425y 1 — 125411 — 122312 4+ 22913 4 302042 — 6217yt — 1821743 + 92127

91,7 10+3x2 13

PE = 3822143 + 362203 — 126219y + 132218y5 — 47218y% — 14721745 + 29821645 + 562150
+302x14y" — 32821398 + 51298 — 330211y — T4x%y10 + 19228y + 7125y12 — 2823y
+5$22 3 4m23y+19x22 2 _ 109319 5 17x22y+14$21 2—{—281'19 3 841’163,/5 —m24
+1402"3y7 — 14021092 + 8427yt — 224y — T22y? + 35220y* — 4221790 — 15521547
+1524y8 + 782120 — 1529y + 180210910 — 4827y'? — 55aSy!? + Saty + 627y'?
+4y16 — 6223 — 48229y2 4 1142 7y* — 6024y® — 28z%y!3 + 4xy'®

La curva polar se descompone como
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1. PP = TOT@T®) donde TM = 43 4 22 4 20 gy 4. TR = 2 _ 43y

G =y — 42398 + 62%y* — 22%¢y° + - - - . Las raices de Newton-Puiseuz de T son

18 .2 1 2 4
711(‘,1}) - 182/3x3 —gl'—f— 184/3x3 +-

_ 9(1+v3i) 2 1 (—14+3i) 4
T2(x) = —Sgm %% — 3T+ qgam w3+,

_ 9(—=1+v3i) 2 1 (1+v3i) 4
T2(z) = g/ X3 T 3% — gz X3+,

tenemos que cont(7yy;,C) = % < % para i = 1,2,3. Ademds

mult(CM) =3 > (n +1) —2=1.

Las raices de Newton-Puiseuzr de T'?) son Yo1(x) = 2 Y voo(x) = —:c%, para o1 Se

tiene que cont(ys1,C) = 1 = g—f}. Ademds

mult (F(Q)) =ni(ng—1) = 2.

Las raices de Newton-Puiseuz de T'®) son

va1(z) = 2 + %x% + ﬁx% 4+,
v32(x) = g3 4+ lpi - 1% 4
3 1 7 4\/6 15 '
133(z) = 22— 321 —lea® 4+
g) = w2 —lgiq i ¥y
V34 3 2 F
Y35(x) = Aa:% - %$£ + (;;;)xlf +o
yee(w) = -8 +4oi — O 4o
yar(z) = —w2 —izd— (g;;;)ﬁ% n.. &
S 144) 15
vss(@) = —z2+dai+ Clae ..o

para 31 se tiene que cont(y31,C) = % = % Ademds
mult (F(2)> =nina(ng —1) = 8.
2. PV = rATG) | donde T® = (11)(72) = 3% + (a1 + az + a3 + ag)xy® + Sadyt —

4a2y® + -+, donde a;, i = 1,2,3,4 son las raices de 2> + z* = 15 y I'®) = 48 —

423y + 628y* — 22%y° + - - - . Las raices de Newton-Puiseux de 1 son
1(z) = xR+ 24— 15),
donde R(2> + z* — 15) son las raices de 2% + z* = 15. Las raices de Newton-Puiseuz

. 3
yo1(z) = —z\/l%am,

. 3
() = i/ Bt

de 9 son

—_
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para 91 se tiene cont(vya1,C) =

Las raices de Newton-Puiseuz de T®) son

para a3 se tiene que cont(vyz3,C) =

(2)

(o) = o7 = ol + P 4o
rala) = ot - B 4
v33() z7 + %xg + & 5124335% +
v34() z? 4 %x% -t 512431‘% +-,
¥35(2) —z2 + fai + LT 4
yo(®) = —af - et - WHVIOLR
Y37() —x2 %x% (1= i)of e
Yas(r) = —w2 - %fﬁ% B (;y) st
% = g Ademds

mult (F(3)> =ning(ng — 1) = 8.

3 < % Ademds mult(I'®) > ny(ng +1) — 2 = 4.

3. Py’ =T®, donde T® = (y1)(72)(v3)(7a) = —38z%y + 3622% — 126219y* +
13221845 47x18 4 14721795 429821615 + 5621510 + 302214y 7 — 3282138 + 52129 —
3302y — 7429910 + 19228y + T1a6y12 — 2823y + 522297 — 4223y + 192222 —
102199° — 17222y + 142?19y + 282193 — 842165 — 224 + 140213y7 — 1402107 +
84z 7yl — x4y — 7223y + 35220y* — 42217yS — 155210y7 + 15214y + 78212y? —
15.%'9 11+180x10 10 48$7y12 55375 13+5$4 14+6$2 15 +4y16—6x23 48.%20 2
1142 7y* — 60290 — 2824y + 4xy!®

La raiz de Newton-Puiseuz de 1 es vy1(x)

Yo son

Y21 ()
Y2 ()

Las raices de Newton-Puiseux de 3 son

+

Una de las raices de Newton-Puiseux de 4 es

para Y33 se tiene que cont(vya3,C) =

8
y31(z) = 1hao + 175115%)9
% < %3 Ademds

14

€Tr9 _|_7

mult <F(3)) >ning(ng +1) —2 = 14.

—x. Las raices de Newton-Puiseux de
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Obsérvese que este ejemplo nos muestra que no podemos precisar el contacto de las

raices de T*+Y) con C sino dar una cota del mismo.

En el siguiente ejemplo observamos que la multiplicidad de la curva polar Po(f“) no
la podemos determinar exclusivamente con el tipo topolégico de la rama f(z,y) = 0y
esto se debe a que en general no podemos controlar la multiplicidad del primer paquete
'+ Vamos a considerar dos foliaciones diferentes wi y ws con la misma separatriz y

observaremos que la multiplicidad de P( ) PL(,JIZ) son diferentes para k =0, 1.

Ejemplo 3.4.4. Sea Cy : (y? — x11)? — 217

caracteristicos (4,22,23). Consideremos

y = 0 una curva irreductble con erponentes

w1 = (2% 4 2%y + 2222 — 218y — x17y2 17210y — 22122 — 221143 — 22710,
+ ayt 4+ y0)dr + (223 — 2By — 27 — 2212y% — dxly + ayt + 4y3)dy,
wy = (x27y — g22qy2 | 199521 — 25616 3 _ 17216y — 2221042 4 $5y5)d$—|—
+ (@%y° — o'y’ — 20ty — 21T — dally +1° + 49°)dy,
foliaciones que tienen a Cy como separatriz. Las raices aprozimadas de Cy son fO =y y

FO =2 — 21 s

7352) — 22 4 22 400520 _ 18y 172 17416y 94122 9p11,3
2221092 + 2yt + 45,

Yy
PV = 11438 11x28y—11m27+2x23y 202222 — 22182 — 22173 — 3421642
donde mult <PU(J?)) =5 y mult <7DU(}1)> = 6.
Y
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€T
Ademas
775,2) = 22y — 222y? 4 22221 — 221043 — 17210y — 2221042 4 259
Yy
PY = 11235 — 112275 4 20%7y? — 2222147 — 11277 — 22223
40y 4+ 112109 — 3421692 + 2255
donde mult ( (0)> =10 y mult (P&?) =11.
Y
5
2
T
Y
6
2
xT

Observacion 3.4.5. Del ejemplo anterior concluimos que no podemos, haciendo uso ex-
clusivamente del tipo topologico de Cy, controlar la multiplicidad del primer paquete y por
tanto tampoco la de la curva polar. La multiplicidad de T®, k+2 < i < g solo depende del
tipo topoldgico de Cy; sin embargo L+ g0,

Observacion 3.4.6. La prueba del Teorema[3.4.1] se apoya en resultados donde se usa
la expresion . Uno de los puntos claves es el uso de la aplicacion Fy definida en
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donde interviene la truncacion T;. Ello sugiere que si reemplazamos f*) = 0 por otra rama
g = 0 que tenga la misma truncacion T;, y verifique las propiedades de la Proposicion

1.1.51], entonces el resultado seria también cierto.




Apéndice

Geometria Plana

Decimos que L tiene inclinacién « si —é es la pendiente de £. Dado A € Q" conside-

remos la recta L, : ¢ + ay = ¢. Denotamos

Lr={(zy):z+ay>c} vy L, ={(z,y) :x+ay <c}. (1.1)

Llamamos a £ el hiperplano superior de L, y a £, el hiperplano inferior de L.

Y

L—i—

«

Sean A1, A2 € RT\{0} con Ay < A2 y (a,b) € Z%,. Para todo A €]\, A2[ denotemos por
Ly la recta de pendiente —% y que pasa por (a,b). La ecuacion de la recta es £y : x4+ Ay =
a + Ab.

Proposicion A.0.1. £, C ([,;1 ﬂﬁ;\;) U ([,;\rl ﬂL‘;Q) con A €]\, Aol

Demostracion. Los puntos de corte de £y con los ejes {x = 0}, {y = 0} son

E,\ﬁ{mzo}:{(O,§+b)} y L,\ﬂ{yzo}:{(a+>\b,0>}.
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Por otra parte como A\ < Ay se tiene a + AMb < a+ \oby )\% +b> /\% + b.

Como A €]A1, Ao[, observamos que

G+ Mb<atAb<at by %+b<%+b<)\i+b,
2 1

de donde concluimos que £, C (ﬁ;l N EL) U (L’:\F1 N L’;2> como se observa en la siguiente

grafica.

L, L Lo

Observaciones A.0.2. 1. Como X €A1, Ao[ hay infinitas rectas
Ly < <£;1 mES\:) U (Ei.l ﬂ£;2>'

2. En (ﬁ;l ﬂﬁ%) hay un mimero finito de puntos (c,d) € Z%, donde ¢ € [0,a] y
de [b, )\%] De manera similar en <£j{1 ﬂ£;2> hay un numero finito de puntos con

coordenadas enteras cuya abscisa varia en [a,a + A2b] y ordenada varia en [0,b].




Conclusiones

Resumiremos las principales conclusiones de este trabajo, obtenidas a lo largo del desa-
rrollo del mismo.

Un importante tipo de foliaciones son las foliaciones curvas generalizadas, llamadas asi
por su comportamiento muy similar, desde el punto de vista topolégico y formal, a las cur-
vas analiticas. Rouillé [R1] probd, que para este tipo de foliaciones, el poligono de Newton
de la foliacién y su separatriz coinciden. Sin embargo, esta propiedad no caracteriza las
foliaciones curvas generalizadas. Hemos conseguido caracterizar las foliaciones cuyo poli-
gono de Newton coinciden con el poligono de su separatriz, estas foliaciones son llamadas
foliaciones de segundo tipo.

La familia de foliaciones con singularidades cuspidales F,, . estudiadas por Loray,

son de segundo tipo, si y solo si, el orden pesado de A con respecto a p, g es mayor o igual
Pg—p—q
a
med(p,q)
Pg—p—q

mente mayor que T Por tanto F,, . , admite la misma reduccion de singularidades

que su conjunto de separatrices C(F) = y? — z9 cuando p,q € N\ {0}.

. Dicha foliacién es curva generalizada si y solo si dicho orden pesado es estricta-

Finalmente, las foliaciones no dicriticas curvas generalizadas con separatriz irreducible
admiten la descomposicion de la curva polar de la foliacién asociada a sus raices aproxima-
das. Y dado que las foliaciones no dicriticas de segundo tipo con separatriz irreducible son
curva generalizada, las mismas también admiten descomposicién de su polar. Ademés su-
gerimos que si cambiamos la raiz aproximada por otra rama con su mismo tipo topolégico
y mismo contacto con la separatriz de la foliaciéon también se verifica dicho teorema. Tras
el desarrollo de este trabajo nos planteamos algunas preguntas. Mencionamos algunas de

ellas:

» Si una foliacion F,, no dicritica (o dicritica) y su unién de separatrices (o ecuacion
balanceada) tienen la misma reduccion de singularidades entonces, ; qué tipo de

foliacion es F,,?7

= ;Se puede caracterizar a las foliaciones de segundo tipo dicritica con su poligono de

Newton?

= Generalizar la descomposicién de las curvas polares a otras familias de foliaciones.
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