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RESUMEN

En el presente trabajo se introduce el concepto de curva algebraica afin y se
presenta el proceso de compactificacion como curvas algebraicas proyectivas.
El objetivo de la tesis es presentar una demostracion geométrica de la formula
14 P4 79 : . , s .

grado género” de una curva lisa. Este teorema relaciona el género topologico

de una curva con su grado algebraico.

Palabras Claves: Curva algebraica. Género topologico. Grado algebraico.
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Introduccion

En el presente trabajo nos proponemos estudiar algunos aspectos geomé-
tricos de la teoria de curvas algebraicas sobre el espacio proyectivo complejo
2-dimensional CPP?. Debemos tener en cuenta que todas las graficas presentadas
solo son representaciones sencillas para ayudar a la comprension del trabajo.
Iniciamos con una revisiéon de todos los conceptos bésicos que usamos en el
desarrollo de la tesis, con el objetivo de que, en la medida de lo posible, el
trabajo sea autocontenido. Se presenta la definicion de grado de una curva y
algunos resultados sobre los automorfismos de CP?. En seguida, se estudian los
ejemplos béasicos de curvas y se presenta una caracterizacion de las ecuaciones
cubicas que definen curvas lisas. Se relaciona el concepto de curva afin con el de
curva proyectiva por medio del estudio de los puntos al infinito de una curva.
El cuarto y quinto capitulo se destinan a presentar las nociones topolégicas de
género y caracteristica de una superficie. Para finalizar, en el caso de curvas

lisas, mostramos que el concepto topologico de género se relaciona con el grado

(d—1)(d—2)

algebraico de una curva por medio de la ecuacién g = 5



Capitulo 1

Preliminares y conceptos basicos

En este capitulo presentamos una serie de conceptos y resultados preliminares.
Por tratarse de nociones bésicas, en algunos casos no desarrollaremos demos-

traciones.

1.1. Espacios topoloégicos

Definicién 1.1.1. Un espacio topologico es un par (X,7), donde X es un
conjunto y 7 es una familia de subconjuntos de X que verifica las condiciones

siguientes:
l.0er,Xer
2. Xier1, Xy €Tentonces X1NXy €T
3. Dada una familia {X;};c; de elementos de 7, entonces | J,.; X; € 7.

Diremos entonces que la familia 7 es una topologia sobre X y a sus elementos
les llamaremos conjuntos abiertos de (X, 7). Los complementos en X de los

conjuntos abiertos son llamados conjuntos cerrados.

1.2. La recta proyectiva real

Sea 7 el conjunto de rectas que pasa por el origen O, situado en la gréfica ad-

junta. De la grafica, se observa que existe una aplicaciéon inyectiva ¢ : 3 — R,
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definida como ¢(I) = pend(l), donde [ € j y pend(l) : pendiente de I. Sin em-
bargo, esta no es sobreyectiva, pues no existe un punto en R que determine
dicha recta paralela que pasa por O. Sin embargo, si a R le agregamos un punto
en el infinito, donde se interseca con dicha recta paralela que pasa por O, enton-

ces tendriamos una biyeccion entre los conjuntos j y RU{punto en el infinito}.

Definimos el conjunto RP' = {rectas que pasan por el origen en R?}, el cual
llamaremos recta proyectiva o espacio proyectivo de dimension 1.

Otra manera de ver a RP! es como un cociente de la circunferencia S*. Un
punto de la circunferencia determina una recta que pasa por el origen. Ademés,
observemos de la grafica adjunta que el punto antipoda determina la misma

recta. Entonces, definamos sobre S* la relacion siguiente:
T~y r=yvr=—y,

la cual es de equivalencia.

Ya que RP' es el conjunto de rectas que pasan por el origen, entonces para

determinar una de estas rectas s6lo necesitamos otro punto, es decir, un par



(a,b) € R*\ {0}. Sin embargo, observemos que distintos puntos en R? \ {0}
pueden determinar la misma recta en RP', como se muestra en la figura ad-

junta.

MV

Observemos que los puntos (a, b) y (a’, ") son multiplos uno del otro. Entonces,
definamos la siguiente relacion (la cual es de equivalencia) entre dichos puntos

como:
(a,b) ~ (a/,0') & 3 t # 0 tal que (a,b) = t(d', V).

A la clase del punto (a,b) se denotara por [a : b]. Asi, podemos escribir

RPlzwz{[a:b]:a%Ovb%O}.

~Y

La notacién [a : b] para los puntos de RP' se conoce como coordenadas
homogéneas en RP'.

Ahora, pensemos en un punto de R? \ {0} con abscisa diferente de cero: por
ejemplo (2, 3) define una recta que pasa por el origen, sin embargo dicha recta
2 : 3] tiene muchos representantes: [2 : 3] = [4 : 6] = [1: 2]. Entre estos
representantes existe uno particular, el cual queremos para nuestro modelo,
donde la primera coordenada es igual a 1. Si consideramos un punto (a, b) con

a # 0, entonces siempre podemos dividir por a y encontrar el punto equivalente

(1.2):
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Geométricamente, lo que esté pasando, como se muestra en la gréafica anterior,
es que estamos trazando la recta x = 1 (recta roja) y en realidad lo que se
tendria es el subconjunto de rectas que pasa por el origen sin considerar el
eje y (rectas azules) Uy = {[ag : a1] : ap # 0} de RP'. Si tomanos un punto
diferente del origen en una recta azul, inmediatamente obtenemos un punto en
la recta roja; esto quiere decir que existe una biyeccion entre el conjunto de

las rectas azules y la recta roja ¢ : Uy — R, definida por

a

wo(lao : a1]) = —.

Qo
Veamos que g esté bien definida: sea [ag : a1] = [by : by], con ag,by # 0,
entonces existe t # 0 tal que agt = by y a;t = by, de donde Z—é = Z—; Por

otro lado, observemos que el subconjunto Uy no cubre todo RP!, pues el eje y
no esté en Uy. Definamos asi Uy = {[ag : a1] : a1 # 0} y de manera anédloga

tendriamos la biyeccion ¢, : Uy — R, definida por

Qo

e1(lao = a1)]) = a—1~

Claramente, tenemos que RP! = Uy U Uj.

RP! como espacio topologico

Definamos el conjunto 7 de abiertos de RP! de la manera siguiente:



T={ACRP": po(ANUy) y ¢1(ANU,) son abiertos de R}
veamos que (RP', 7) cumpla las condiciones de espacio topologico:
1. El conjunto vacio ) € 7, pues ¢o(0) = 0 = ¢1(0) es un abierto de R.
2. La recta proyectiva RP' € 7, pues y(Up) = R = ¢, (Uy).

3. Sean A, B € 7. Entonces, por definicion de 7, po(A N Uy) v wo(B N Up)

son abiertos de R. Por ser ¢y biyeccion, se tiene que

Este conjunto es un abierto de R dado que la interseccion de dos conjun-
tos abiertos en R es abierto. De igual manera se verifica que ¢ (ANBNU;)

es un abierto de R. Asi AN B € 7.

4. Consideremos una familia {A;};c; C 7. Entonces, por definicién de 7,
para todo i € I, se tiene que o(A; NUp) es un abierto de R. Por ser

biyecciéon tenemos

¥o (U AN UO) = U SOO(Ai N UO).

i€l iel
Este conjunto es un abierto de R dado que la unién arbitraria de conjun-

tos abiertos en R es abierto. De igual manera se verifica que ¢, (U A, NU 1)

es un abierto de R. Asi (J

iel

iGIAi Sai"

Finalmente, 7 es una topologia sobre RP'.

Antes de continuar, observemos la grafica adjunta:



si se pegan mediante una funcién diferenciable,
entonces RP'es una variedad diferenciable
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mostremos que RP' es una variedad diferenciable. Consideremos las aplicacio-
nes g : Up = R, ¢1 : Uy — R y veamos que (o, ¢1) sea un atlas diferenciable

de RP', donde ¢;' : R — Uy es tal que @, () = [1 : 2]. Observemos que

UoﬂUlz{[aoidl]ia()?éO,al 7&0},

entonces

%wunmz{@»%¢am¢o}=mey%&mnm:R\w}

Qo
Luego
Po1 1= (1 © gpal : gpo(Uo N Ul) = 901(U0 N Ul)

es tal que
| 8 1 : :
wo1(z) = (p1 09y )(x) = p1([1 : z]) = — y es diferenciable.
x

Ahora, probemos que la funcién ¢q es continua. Sea C' C R abierto. Demostre-
mos que ¢, (C) C Uy es abierto. Para ello verifiquemos que ¢o(¢y ' (C) N Up)
v ¢1(05 1 (C) N U}) son abiertos de R. Ya que @5 (C)NUy = ¢y ' (C), entonces
©ols 1 (C) N Uy) = po(pyt(C)) = C, y este conjunto es un abierto de R. Por

otro lado, tenemos que

%%mmmz{mﬁm:%ecwm}z%%cwmy



Entonces ¢1(¢ ' (C)NUL) = ¢1(195"(C) \ {0}) = 01 (C'\ {0}), y este conjunto
es abierto, ya que ¢g; es continua. Asi, tenemos que g 1(C) es abierto.

1 es continua, pues para todo U C U, abierto, tenemos que

Claramente ¢,
wo(U) = ¢o(U NUy) es abierto de R.
Finalmente ¢y es homeomorfismo, y de igual manera se verifica para ;.

Asf RP! es una variedad diferenciable de dimension 1.

1.3. El plano proyectivo real

Definimos el conjunto RP?* = {rectas que pasan por el origen en R3}, el cual
llamaremos plano proyectivo real o espacio proyectivo real de dimen-
sién 2. De igual manera que antes, definimos la siguiente relacion de equiva-

lencia en R? \ {0} como:
(a,b,c) ~ (a,b,c) < 3 t#0 tal que (a,b,c) =t(a,V, ).

Dado p = (a,b,c) € R?\ {0}, sea L la recta que pasa por 0 y p. Es facil ver
que la clase de equivalencia [p| = [(a,b,c)] es L\ {0}. De esto observamos que
una clase de equivalencia [(a, b, ¢)] determina una tnica recta L que pasa por
el origen. Reciprocamente, se ve también que toda recta L que pasa por 0 € R3
determina una clase de equivalencia [(a, b, ¢)] para algin (a,b,c) € R3\ {0}.
Gracias a esto, podemos identificar los conjuntos RP? y w. Asi, de ahora en
adelante podemos pensar RP? = m. Como cada elemento p de RP? es ahora
una clase [(a, b, ¢)], por simplicidad escribiremos p = [a : b : ¢]; esta notacion

se conoce como las coordenadas homogéneas de p. Luego, tenemos

RP? = {[a:b:c]: (a,b,c) € R*\ {0}}.

1.4. El plano proyectivo complejo

Definiciéon 1.4.1. Decimos que el conjunto L C C? es una recta compleja si

existen elementos u € C3,v € C*\ {0} tales que L = {u+tv: t € C}.



Consideremos el plano P = {(a,b,c) € C?: b = 1}. Cada punto p € P deter-

mina una dnica recta compleja que pasa por el origen. Definimos el conjunto
CP? = {rectas complejas que pasan por 0 € C3},

el cual llamaremos plano proyectivo complejo o espacio proyectivo com-
plejo de dimensiéon 2.
En analogia con lo hecho anteriormente tenemos CP? = %, donde la rela-

cion ~ se define por
z1 ~ 2o < 3 X € C* tal que z1 = Azs.
Asi que, como antes, podemos escribir también
CP*={[a:b:d: (a,b,c)cC3\{0}},

donde [a : b : | son las coordenadas homogéneas en CP?.

CP? como espacio topologico
Consideremos la aplicacion proyeccion
7 :C3\ {0} — CP?

tal que 7((a,b,c)) = [a: b : ¢|. Definamos

{A c CP? . (p — {0}) es abierto en C*\ {O}} ,

pEA

{A C CP?: m7!(A) es abierto en C*\ {0}}
y probemos que 71 = 7. Observe que

yer (A ery)eAdeheAdsyc | Jrp-{0}).
pEA
Es decir 771(A) = U,ea(p — {0}). Luego 77'(A) es abierto en C* \ {0} si y
s0lo si (J,c4(p — {0}) es abierto en C*\ {0}, asi que 7, = 7.

Verifiquemos que (CP?,75) cumple las condiciones de espacio topologico:

1. 0 € 75, pues 77 1(0) = 0 = ¢1(0) es abierto en C* \ {0}.



2. CP? € 1y, pues 7 es sobreyectiva.

3. Sean A, B € 5. Entonces, por definicion, 771 (A) y 7! (B) son abiertos
de C*\{0}. Ademés, la preimagen cumple 7' (ANB) = 71 (A)N7~1(B).
Este conjunto es abierto en C* \ {0} dado que la interseccion de dos

conjuntos abiertos en C*\ {0} es abierto. Asi AN B € .

4. Consideremos una familia {A;};c; C 72. Entonces, por definiciéon, para
todo i € I, se tiene que 7 1(A;) es abierto en C*\ {0}. Ademas, la

preimagen cumple
7'('71 (U A1> == U 7T71<Ai).
iel iel

Este conjunto es abierto en C* \ {0} dado que la unién arbitraria de

conjuntos abiertos en C3\ {0} es abierto. Asf |J,.; A; € .

i€l

Finalmente 75 es una topologia sobre CP?.

1.5. Algunos conceptos basicos de algebra

Para esta seccion puede consultar [2].

Definicién 1.5.1. Sea D un anillo conmutativo. Definimos un polinomio en

una variable X con coeficientes en el anillo D, como la expresion de la forma

B i CLZ'Xi,
1=0

donde los a; son elementos de D (llamados coeficientes).

Si a, # 0 diremos que P es un polinomio de grado n. Denotamos por gr(P)
al grado de P. Al conjunto de todos los polinomios en la variable X con

coeficientes en el anillo D, lo denotamos por D[X] .

1 2
Ejemplo 1.5.2. 5X2 - %XJF eR[X],3-9)X +1€C[X],...
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Definicién 1.5.3. Un polinomio P € D[X] es homogéneo si todos sus mono-
mios (no nulos) tienen el mismo grado. Consideramos que también el polinomio

nulo es homogéneo.
Si P es homogéneo de grado n se tiene la igualdad
P(tX)=1t"P(X).

Si P € D[X]ybe D, definimos

P(b)=> al'.
i=0
Claramente, P(b) € D.
Ejemplo 1.5.4. Si P =3X% € Z[X] y b= 0, entonces P(0) =0 € Z.

Cada polinomio P € D[X] origina una funciéon de D en D (llamada funcion

polinémica definida por P). La cual denotaremos por fp.
fpSD—>D, fp(b) :P(b>

Observe que, debemos distinguir entre el polinomio, y la funcién polindémica

que origina.

Ejemplo 1.5.5. si D = Zs, el polinomio P = X3 — X da origen a la funcion

nula, o sea
fr(b) =0, Vb € Zs.

De ahora en adelante, agregamos la hipotesis de que el anillo de coeficientes

D es un cuerpo, y lo denotaremos, por la letra K.

Definicién 1.5.6. Si P € K[X] es un polinomio y b € K, entonces b es una
raiz de P si P(b) = 0.

Teorema 1.5.7. Todo polinomio no constante P € C[X], tiene alguna raiz en

C, es decir, existe b € C tal que P(b) = 0.

11



Teorema 1.5.8. Dados dos polinomios P, S € K[X] con S # 0, existen unicos
polinomios Q) (cociente) y R (resto) tales que P = QS + R, donde R = 0

(polinomio nulo) o gr(R) < gr(S).

Teorema 1.5.9. FEl resto de dividir un polinomio P € K[X]| por X—b (b€ K),

cotncide con el valor del polinomio P evaluado en X = b.

Definicion 1.5.10. Si P € K[X] es un polinomio y b € K una raiz de P,
entonces decimos que la raiz b es de multiplicidad m (m € N) si P admite la

factorizacion:
P(X) = (X = b)"R(X),
donde R(b) # 0.

Definicién 1.5.11. Considere en K[X] el polinomio.

n
P=> a.X".
k=0
Entonces, definimos el polinomio derivado P’ como:
n
P'= " kap X"
k=1
Esta nocién de derivada, conserva las propiedades usuales (suma y producto)

(P+R/=P + R
(P-RY=P -R+P-R.

Podemos definir, de manera inductiva, la derivada n-ésima P™ de la siguiente

manera.:

Teorema 1.5.12. Sea el polinomio P € K[X] y sea b € K. Entonces, b es
una raiz de P de multiplicidad m si y solo si P(b) = P'(b) = PA(b) = ... =
Pm=1(p) =0 , donde P™(b) # 0.

12



Dados dos polinomios con coeficientes en un cuerpo K:

Definicion 1.5.13. Sea F' un cuerpo de descomposicion para PS, asi que en

F[X] tenemos:
P=a, [J(X - ),
=1
S =bn [[(X - 8)).
j=1

La resultante de P y S esta definida por

R(P,S) = a™b" HH
=1 j=1
Observacion 1.5.14. R(P,S) pertenece al cuerpo K.

El caso particular mas importante de la resultante es cuando S = P’. En este

caso tenemos:
Teorema 1.5.15. R(P, P') =0 < P tiene raices mailtiples.

Teorema 1.5.16. Sea D dominio de factorizacion unica y considere P, () €

D[X]. Entonces

R(P,Q)=0< P y Q tienen algun factor comin de grado > 1.
Sea el polinomio f € C[X,Y]. Podemos factorizar f como un producto finito
=11 g;-lj , donde los factores g; son distintos y no admiten factorizaciones no

triviales, y los a; son enteros positivos. El polinomio f se llama reducido si

cada a; es igual a 1.

13



1.6. Funciones holomorfas

Los conceptos y resultados que se enunciardn a continuaciéon son de carac-
ter general y seran utilizados a lo largo del trabajo. Para mas detalles puede
consultar [4] y [7].

Un polidisco abierto (resp. cerrado) en C" de centro a = (ay,...,a,) € C"y
poliradio r = (r1,...,7r,) € R™, que serd denotado por A(a;r) (resp. Ala;7]),

es el conjunto definido por

Aa;r) ={z=(21,...,20) € C" 2 [z — | <7y, VI <j <}

(resp. Ala;r] ={z2=(21,...,20) €C": |z; —qj| <rj, V1< j<n}).

Definiciéon 1.6.1. Sea U C C" un abierto y f : U — C una funcién. Decimos
que f es holomorfa en a = (ay,...,a,) € U siy solo si existe un polidisco
abierto A centrado en a tal que la funcién f tiene una expansion en serie de

potencias

o0

f(Z) = Z Ciy--iy, (Zl — al)il oo (Zn _ an)i",

U1, =0

la cual es convergente en todo z € A.

Decimos que f es holomorfa en U si y solo si f es holomorfa en a, para todo
a € U. El conjunto de todas las funciones holomorfas en U sera denotado por
o).

Para n = 1, una funcién holomorfa puede también ser definida de la manera

siguiente:

Definiciéon 1.6.2. Sea U un abierto de C. Decimos que una funciéon f: U — C

es holomorfa si, para todo a € U, existe el limite

fla) — i L0 1) = f0)

h—a h

El namero complejo f’(a) es llamado derivada de f en a.
A continuacion, establecemos algunas propiedades bésicas que usaremos a lo

largo del trabajo.

14



Proposicion 1.6.3. Sean f y g funciones holomorfas en U y sea a € U. Se

cumplen las siguientes propiedades:
1. (f+g)(a) = f'(a) + g'(a).
2. (f-9) = fla)-g'(a) + f'(a) - g(a).

3. Si g(a) # 0, entonces f/g es holomorfa en a y

(f/9)'(a) = [g(a) f'(a) — f(a)g'(a)]/(g(a))*.

Definicion 1.6.4. Sea f : U — C una aplicacién diferenciable, donde U C C
es un abierto. Decimos que f es un difeomorfismo sobre f(U), si f(U) es
abierto y si f : U — f(U) es un homeomorfismo cuya inversa f~' : f(U) — U
es diferenciable. En el caso de que f y f~! sean holomorfas, decimos que f es

un difeomorfismo holomorfo o un biholomorfismo.

Teorema 1.6.5. (Desigualdad de Cauchy) Sea f: U C C — C una funcion
holomorfa, zo € U y p > 0 tal que D,(z) C U. Sea 0 < r < p y consideremos
la serie de potencias que representa f(z) en D,(z) C U, digamos f(z) =
> i—0 (2 = 20)’. Entonces se verifica que

M
|a’j| = ﬂ;
rJ

donde M(r) = sup{|f(w)|: jw— 2| =71}y j>0.

Teorema 1.6.6. (Teorema de la funcion implicita) Sea F : U C C?* — C una
funcion holomorfa. Sea (x,,y0) € U tal que

oF

F(zg,y0) =0, a—y(ffoayo) # 0.

Entonces, existen abiertos V,\W C C y una funcion holomorfa g : V. — W

tales que
1. xg €V, yoeW
2. En'V x W, el conjunto {F = 0} coincide con el grifico de g, es decir
FHO)NV x W =graf(g) = {(x,9(x)) € C>: z € V}.
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Observaciéon 1.6.7. Sea h : Q C C — C? holomorfa. Si h = (f,g), donde
f,9 : Q — C son holomorfas, entonces dh(a) : C — C? es una aplicacion lineal

compleja (C — lineal). De esta manera

dh(a) -t = (f'(a)t, g'(a)t).

Un camino en C es una aplicacion continua 7 : [a,b] — C. Decimos que v es
un camino cerrado cuando sus extremos coinciden, esto es, y(a) = y(b).

Un camino v : [a,b] — C es C' por partes, si existe una particion a = t, <

ty <+ <ty_q <tp, =0bdea,b tal que para todoi=1,...,n, V|y_, ) € un

camino de clase C*.

Definicién 1.6.8. Decimos que dos caminos cerrados 7,7 : [a,b] — U C C

son libremente homotdpicos en U, si existe una funciéon continua
F:la,b] x[0,1] = U
tal que:
1. F(t,0) =(t) y F(t,1) = 71(t), para todo t € [a,b].
2. Para todo s € [0, 1], F(a,s) = F(b,s).
Diremos que F' es una homotopia libre de caminos cerrados.

Teorema 1.6.9. (Versidn homotdpica del teorema de Cauchy) Sea f : U C
C — C una funcion holomorfa. Si~yg,v1 : [a,b] = U C C son caminos cerrados

libremente homotopicos en U, entonces se verifica que

/vof(z)dz - L f(2)d-.

Definicién 1.6.10. Sea v : [0,1] — C* un camino cerrado y zo ¢ ([0, 1]).

Entonces, se define el indice de 2y respecto de v como el ntimero entero

1 dz
[(77 ZO) = /
~

2mi |, 2 — 2y

Este nimero puede ser interpretado geométricamente como “el niimero de vuel-

tas que el punto v(t) da alrededor de z”.
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Funciones meromorfas

Para mas detalles puede consultar [1].

Definicién 1.6.11. Sia € U C Cysi f € O(U \ {a}), decimos que f tiene
una singularidad aislada en el punto a. Si f se puede definir en a y la funcion

extendida es holomorfa en U, decimos que a es una singularidad evitable.

Teorema 1.6.12. Sia € U y f € OU \ {a}), entonces ocurre uno de los

stquientes casos:
1. f tiene una singularidad evitable en a.

2. Ezxisten ay,as,...,a, € C, donden € N y a, # 0, tal que

f(Z)—Zﬁ;

i=1
tiene una singularidad evitable en a. Bajo esta situacion, decimos que f

tiene un polo de orden n en a.

3. Sir >0y D(a,r) C U, entonces f(D*(a,r)) es denso en C. Bajo esta

situacion, decimos que f tiene una singularidad esencial en a.
Observacion 1.6.13. De estos resultados previos, se deduce lo siguiente:
a es un polo de f < lim f(z) = oco.
zZ—a

Definicién 1.6.14. Decimos que una funcién f es meromorfa en un abierto

U C C si existe un conjunto % C U tal que
1. ¥ no tiene puntos de acumulacion en U.
2. U—YX esabiertoy fe O(U\ X).
3. f tiene un polo en cada punto de .

Observacion 1.6.15. Si ¥ = (), entonces f € O(U). O sea, las funciones

holomorfas son meromorfas.
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1.7. Conjuntos algebraicos afines

Para esta seccion el lector puede consultar [8]. Consideremos K un cuerpo
conmutativo. Sea n un entero positivo. Consideremos el espacio’ K". Si o =
(x1,...,2,) es un punto en K™y P(Xy,...,X,) un polinomio, denotaremos

P(zy,...,x,) por P(x).

Definicién 1.7.1. Sea S un subconjunto arbitrario de K[Xq, ..., X,]. Al con-

junto
V(S):={ze K"/V P e S, Px) =0}
llamaremos conjunto algebraico afin definido por S.

Cuando el conjunto S es finito, escribimos V' (Fy, ..., F,) enlugar de V({ F1, ..., F.}).

También, podemos ver a V' como una aplicacion

{Subconjuntos de K[Xj,...,X,]} = { Subconjuntos algebraicos de K"}.
Observaciéon 1.7.2.

1. Si S = (1), entonces V((1)) = 0.

2. Si S = (0), entonces V((0)) = K.

3. V es decreciente en el siguiente sentido: si S C I entonces V(1) C V(5).

4. 81 S C K[X1,Xs,...,X,], definimos
(8) = {> aifi /T €N, @i € K[X1, X, X, fi€ S},

entonces V(S) = V((95)).

5. Dado que K es un dominio de ideales principales, entonces K [X7, X, ..., X,]
es noetheriano, es decir, todo ideal es finitamente generado. Sea el ideal

I={fi,fo ., fr) € K[X1,Xs,...,X,], entonces tenemos V' (f1, fa, ..., fr) =
V(f)n...nV(f).

Lo que sigue es vélido en un K-espacio afin n-dimensional, denotado por A"(K) y es

indiferente de la base escogida.
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6. Un punto de K™ es un conjunto algebraico afin. Si a = (a4, ..., a,) € K",

entonces {a} = V(X7 —aq,..., X, —ay).

7. La interseccion arbitraria de conjuntos algebraicos afines es un conjunto

algebraico afin.
8. Sean I, J ideales de K[X;, Xy, ..., X,], entonces V(I.J) =V (I)UV(J).

9. Si f es constante, V(f) es llamado hipersuperficie. En general, Una hi-

persuperficie es el conjunto solucién de una sola ecuacién polinomial.

Las observaciones anteriores demuestran que los conjuntos algebraicos afines
son los conjuntos cerrados de una topologia sobre K", que llamaremos topolo-
ga de Zariski. Cualquier subconjunto X de K™ hereda una topologia inducida
(otra vez llamada topologia de Zariski) cuyos conjuntos cerrados son los con-
juntos de la forma X N V(7). En particular, si X es un conjunto algebraico
afin, entonces los conjuntos cerrados de X son los conjuntos algebraicos afines

contenidos en X.

Ideal de un conjunto algebraico afin

Definicién 1.7.3. Sea V C K. El conjunto
I(V)={feK[X1,Xs,...,X,] /Vx eV, f(x) =0}

es llamado ideal de V.

Claramente (V') es un ideal de K[X7, X5, ..., X,,]. También, podemos ver a

I como una aplicaciéon
{ Subconjuntos de K"} — { ideales de K[X;, Xs,..., X,]}.
Observaciéon 1.7.4.
1. I es decreciente en el siguiente sentido: si V' C Z entonces [(Z) C I(V).
2. Si Z es un conjunto algebraico afin V(I(Z)) = Z.
3. I(0) = K[X1, Xs, ..., X,
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4. JcC I(V(J)).

Ejemplo 1.7.5. Si K =R, J = (X?+Y?+1) C R[X, Y], entonces V(J) = 0.
Luego I(V(J)) =R[X,Y] # J.

Con este ejemplo se quiere dar a notar una dificultad basica cuando K no es

algebraicamente cerrado.
Proposicion 1.7.6. Supongamos que K es infinito, entonces I(K™) = {0}.
Demostracion. Induccién sobre n,

mn=1

Sea f € I(K) C K|[X], entonces f(x) =0,V z € K. (%)
Si f # 0, entonces el namero de raices de f es como maximo el grado
de f, es decir, en (%) K seria finito y esto contradice la hipodtesis. Por lo

tanto f = 0.
= Hipotesis inductiva
Supongamos que la proposicion es vélida para n — 1.

» Demostremos que I(K™) = {0}. Sea f € I(K™). Entonces por definicién
flx)=0,Vze K" (xx)
Supongamos que f # 0 y escribimos
f=Q( Xy, X)) X5 + -+

No puede suceder que r = 0, pues la variable X,, no estaria, es de-
cir, f € K[X1,Xs,...,X,_1] y por (xx) f se anula en todo K", en-
tonces por hipotesis inductiva f = 0 y esto es una contradicciéon con
el hecho de suponer que f # 0. Entonces, podemos asi suponer que
r>1y Q.(Xy,..., X, 1) # 0, luego Q, & (K" '), es decir, exis-
te (a1,...,,1) € K™ tal que Q.(aq,...,a,-1) # 0. Evaluando

(cvq,...,n—1) en f se tiene
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f = f(Oélv"wO‘n—laXn) = Qr(ala"'7an—l)X:~;+”'

y asi f € K[X,]. Luego f tiene como méximo r raices. Como K es
infinito, entonces existe a, € K tal que f(an) = f(oq,...,an) #0 y

esto contradice (xx). Asi f = 0.

Proposicion 1.7.7. I({(ay,...,a,)}) = (X1 —a1,..., X, — an).

Demostracion. [D] Sea f € (X1—ay, ..., X,—a,) y coloquemos a = (ay, ..., a,).

Entonces
f = (Xl - al)Ql e el (Xn - an)Qn ) Qz € K[XlaX27 s 7Xn—l]'

Evaluando en a se tiene f(a) =0, es decir f € I({(a,...,a,)}).
[C] Sea P € I({(ai,...,a,)}), entonces P(ay,...,a,) = 0. Ademas, por el
teorema del algoritmo de la division para polinomios 1.5.8 podemos dividir

sucesivamente por términos (X; — a;). Asi
P=(X;—a))Q1+ -+ (Xp —a,)Qn + C.

Evaluando P en a obtenemos C' = 0. Entonces P € (X; —ay,..., X, —a,). O

Irreducibilidad

Definicion 1.7.8. Sea X un espacio topolégico no vacio. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

1. Si X = FUG, donde F'y G son conjuntos cerrados en X, entonces
X=Fo6X=0G.

2. Si U,V son conjuntos abiertos de X y UNV = (), entonces U = ) 6
VvV =0.

3. Cualquier conjunto abierto de X es denso en X.

Bajo cualquiera de estas condiciones decimos que X es irreducible.
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Teorema 1.7.9. Sea Z un conjunto algebraico afin con su topologia de Zariski.

Entonces

Z es irreducible < 1(Z) es primo.

Demostracion. =) Consideremos { fg} C I(Z), aplicando V tenemos V(I(Z)) C
V(fg). Luego

ZCV(f)nV(g) cV(f)uVig),
entonces
Z=WV(HNnz)u(Vig)n Z).
Ya que Z es irreducible, tenemos Z = V(f) N Z 6 Z = V(g) N Z. De donde
VI(Z)=ZcCV(f)oZcCV(g)

entonces {f} C I(Z) 6 {g} C I(Z). Por lo tanto I(Z) es primo.

<) Sean V4, V5 conjuntos cerrados en Z tal que V3 UV, = Z. Supongamos que
VicZy V¢ Z,
entonces
1(2) € I(V) y 1(2) € 1(Va).

Luego, existen f; € (V1) , fo € I(V3) tales que fi, fo & I(Z). Por definicion

tenemos
filz) =0, Ve e Vi y fa(y) =0, Yy € Vs,

entonces f1f2(2) =0 V z € Z. Es decir fifs € I(Z) y esto contradice el hecho
de que I(Z) sea primo. Por lo tanto V} = Z 6 Vo = Z. Asi Z es irreducible. [

Corolario 1.7.10. Supongamos que K es infinito, entonces K" es irreducible.

Demostracion. Por la proposicion 1.7.6 tenemos [(K™) = {0}, siendo este un

ideal primo, entonces por el teorema 1.7.9 K™ es irreducible. O]

Definiciéon 1.7.11. Sea Z un conjunto algebraico afin no vacio. Podemos
escribir Z tnicamente de la forma Z = V;U...UV,, donde los V; son conjuntos

algebraicos irreducibles y V; ¢ V;, V i # j.
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Definicién 1.7.12. Una variedad algebraica afin en K™ es un subconjunto

algebraico Z irreducible.

1.8. Conjuntos algebraicos proyectivos

De ahora en adelante, consideraremos K = C y trabajaremos en el anillo de
polinomios sobre C en tres variables.

Sea el polinomio F' € C[z,, z]. Observe que F no define una funcién en CP?,
ya que, si A € C*, F(ag, a1, as) podria ser diferente de F'(Aag, Aaj, Aaz), como

se hace notar en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 1.8.1. Considere F(z,y,z) = yxr — z + z, evaluado en (1,2,3) y
(3,6,9) se tiene

F(1,2,3) =0+ F(3,6,9) = 12.

Sin embargo, si es posible dar una nocién de lo que es un cero de F en CP?.
Antes de pasar a estudiar lo que es un conjunto algebraico proyectivo, veamos

la definicién y proposicion siguiente:

Definicién 1.8.2. Decimos que p € CP? es un cero de F si, para cualquier

representante de la clase p, digamos p = [a], a € C*\{0}, se tiene que F(a) = 0.
Observemos que, todo F € Cl[z, vy, z] se puede expresar de la forma:
F=FR+F+- --+F,

donde r = gr(F') y cada F; es polinomio homogéneo de grado i, (i = 0,...,r).

Diremos que Fy, ..., F, son las componentes homogéneas de F'.

Proposicién 1.8.3. Sea I € Clz,y, z]. Entonces p € CP? es cero de I si y

solo st p es cero de todas las componentes homogéneas de F'.

Demostracion. =) Supongamos que p = [ag : a1 : as] € CP? F(p) = 0.
Entonces VA € C*,

F()\ao, )\al, )\Gg) =0 )\OF()(CLU, ai, CEQ) +-+ )\TFT(@Q, ai, ag) =0
< H(\) =0.
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Ademas C* es infinito, entonces H debe ser el polinomio identicamente nulo.
Luego F' = 0. Asi Fj(ag, a1,as) = 0 para todo i =0,...,r.

<) Es inmediato. O

Lo anterior muestra que para poder hablar de propiedades de anulacién de

elementos de C[z, y, 2] es suficiente considerarlas para polinomios homogéneos.

Definicion 1.8.4. Sea T un subconjunto de elementos homogéneos de Clz, y, z].
V(T):={peCP*: YFeT, F(p)=0}

decimos que V(T') es el conjunto algebraico proyectivo definido por 7.

Si J es el ideal generado por T', donde 7" es un conjunto finito de polinomios

homogéneos, entonces V (T') = V (J).

Ejemplo 1.8.5. Curvas planas proyectivas son definidas por las ecuaciones

homogéneas: y22z — 23 =0, 22 + > — 22 =0, ...
Observacion 1.8.6.

1. El conjunto vacio ) = V(1) y el espacio total CP? = V(0) son conjuntos

algebraicos proyectivos.
2. Si Ty C T; entonces V(Ty) C V(Ty).

3. La unién de dos conjuntos algebraicos proyectivos es un conjunto alge-

braico proyectivo.

4. La interseccion de cualquier familia de conjuntos algebraicos proyectivos

es un conjunto algebraico proyectivo.

De las observaciones anteriores, definimos la topologia de Zariski en CP? to-
mando como conjuntos abiertos a los complementos de los conjuntos alge-
braicos proyectivos. Cualquier subconjunto U de CP? hereda una topologia
inducida (otra vez llamada topologia de Zariski) cuyos conjuntos cerrados son

los conjuntos de la forma U NV (T).
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Ideal e irreducibilidad de un conjunto algebraico proyec-
tivo
Definiciéon 1.8.7. Sea V un subconjunto de CP?. El conjunto
I(V):={F €Clr,y,2]: VpeV, F(p) =0}
es llamado ideal de V' (en el sentido de la proposicion 1.8.3).
Observacion 1.8.8.
1. I(CP?) = {0}.

2. I(0) = Clz, vy, z].

w

. Si Vi € V4 entonces I(Va) C I(V4).
4. Si Z es un conjunto algebrico proyectivo, entonces V(I(Z)) = Z.
5. Si T es un ideal, entonces T' C I(V(T)).

Ejemplo 1.8.9. Si T = (y,z,z) C C|z,y, 2|, entonces V(T) = (. Luego
I(V(t)) = 1(0) = Cla,y,2] # T

Definicién 1.8.10. Un espacio topolégico X es irreducible si no se puede

expresar como la unién de dos subconjuntos propios cerrados.

Observacion 1.8.11. Un subconjunto Y de X esirreducible si Y es irreducible

como espacio topolégico con la topologia inducida.

Variedad algebraica proyectiva

Definicién 1.8.12. Una variedad algebraica proyectiva es un conjunto alge-

braico proyectivo irreducible en CP?, con la topologia inducida.

Ejemplo 1.8.13. Los puntos son variedades algebraicas proyectivas, ya que,
claramente son irreducibles y si p = [ag : a; : ay] € CP?, entonces alguna
coordenada es no cero, digamos ay # 0 y asi podemos asumir que ag = 1. Se

tiene entonces que V(x; — ajxg, 2 — asxy) = {p}.
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Teorema 1.8.14. Sea Z un conjunto algebraico proyectivo en CP?. Entonces
Z es irreducible < 1(Z) es un ideal primo.

Demostracion. Supongamos que I(Z) no es primo. Entonces, existen f,g €
Clz,y, z] homogéneos tal que fg € I(Z), pero ni f ni g estan en I(Z). Defi-
niendo Y =V (f)NZy X =V(g) N Z tenemos entonces que ¥ C 7, X C Z
tal que Y U X = V(fg)NZ = Z, contradiciendo la irreducibilidad de Z.
Reciprocamente, supongamos que Z =Y U X con Y C Z y X C Z. Sean
fellY)\I(Z)yge I(X)\I(Z) homogéneos. Entonces fg es homogéneo y
se anula en todo punto de YU X = Z, y por lo tanto fg € I(Z). De modo que
I(Z) no puede ser primo. O

Ejemplo 1.8.15. Ya que I(CP?) = {0} es un ideal primo, entonces CP? es

una variedad algebraica proyectiva.

Definicién 1.8.16. Todo conjunto algebraico proyectivo Z C CP? puede des-
componerse como una union finita Z = X;U...UX, de variedades proyectivas.
Si la descomposicion es minimal (es decir, si ningtin X; puede eliminarse de
ella sin que la unién deje de ser Z), las variedades X; estan univocamente

determinadas, y se denominan componentes irreducibles de Z.

1.9. Relacion entre variedad algebraica afin y
variedad algebraica proyectiva

Para esta seccion puede revisar [3]. Si f € Clxg, 21, 23] es un polinomio homo-
géneo lineal, entonces V(f) es llamado hiperplano. En particular, denotamos

el conjunto de ceros de x; € Clxg, x1, 23], por
H; =V (z;) = {p € CP?: z;(p) = 0}.
Para ¢ = 0,1, 2 definimos el conjunto abierto
Uy =CP? — H; = {[ag : a; : as] € CP?: a; # 0}.
Por ejemplo: para ¢ = 0, tenemos
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U0:C]P’2—HO:{[a0:a1:a2]E(C]P’Q:ao;éO}.

Si tomamos un elemento p = [ag : a; : ag] en CP?, entonces existe i € {0, 1,2}
tal que a; # 0, por lo tanto p € U;. Luego CP? esta cubierto por los conjuntos
abiertos U;. A continuacion, definimos la aplicacion ¢; : U; — C? como sigue: si
p=lag : a1 : as] € U; entonces ¢;(p) = @, donde @ es el punto de coordenadas
afines (%, %, ‘;—2) y donde omitimos la i-ésima coordenada 1 = Z— Claramente
p; esta bien definida.

Antes de enunciar el resultado mas importante de esta seccién (proposicion
1.9.3), es necesario conocer algunas definiciones muy importantes para su prue-

ba.

Definicion 1.9.1. Sea A = Clyi,yq], dado f € A de grado e, definimos
la homogeneizacion de f (con respecto a la variable xg) como el polinomio
B(f) = xz§f(x1/x0, x2/20), €l cual es un polinomio homogéneo de grado e
en las variables zg, z1, Z2. Asi, tenemos una funciéon 8 : A — S donde S*

denotara el conjunto de elementos homogéneos del anillo S = Clzg, 21, x2).

Definicién 1.9.2. Sea f* € S", definimos la deshomogeneizacion de f* (con
respecto a la variable o) como el polinomio a(f*) := f(1,y1, y2). Por lo tanto,

tenemos una funcién « : S* — A.

Para cualquier conjunto algebraico afin V' de C?, usando que C?> C CP? la
clausura V' C CP?, en la topologia de CP?, se llama clausura proyectiva de
V y los puntos de V — V se llama puntos al infinito de V.

El resultado que presentamos a continuaciéon se aplica para cualquier par
(Ui, i), i = 0,1, 2; sin embargo, para hacer la exposicion mas clara, nos restrin-
gimos al par (Us, ¢2). Denotaremos U = Uy, ¢ = ¢y y usaremos las variables

(x,y, z) en lugar de (xg, z1,x2). De esta manera, tenemos
U={[x:y:1]:z,y € C},
oz :y:1]) = (z,y).

Claramente, podemos identificar U ~ C?, asi que podemos escribir U ~ C? C

CP?.
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Proposicion 1.9.3. Sea C C CP? una curva algebraica proyectiva. Enton-
ces C' N C? es una curva algebraica afin. Ademds, si C' estd definida por el
polinomio homogéneo f € Clx,y, 2], entonces C N C? estd definida por la des-
homogenizacion de f. Reciprocamente, si C C C? es una curva afin, entonces
la clausura topoldgica C de C' en CP? es una curva algebraica proyectiva. Ade-
mds, si C estd definida por el polinomio g € Clz,y], entonces C estd definida

por la homogenizacion de g.

Demostracion. Si C C CP? es una curva proyectiva dada por los polinomios

homogéneos
g9 (%,y,2) =0, 1<i<m,
entonces C' N C? es la curva afin dada por los polinomios
o L — (). b 777,

obtenidos al deshomogeneizar los g/ con respecto a z usando la funciéon o.
SiC=V(f)={x:y:z €CP: f(r,y,2) = 0}. Consideremos la inter-
seccion CNU = C NA{[z : y : 1]}, que es la deshomogenizacion respecto a la
variable z, y el homeomorfismo [z : y : 2] = (z,%) de C N U en C' N C2.

]

A continuacién, enunciamos algunos ejemplos que pueden ser revisados por el

lector con mas detalle en [11].

Ejemplo 1.9.4. Sea C la parabola afin definida por y — 22 = 0 en C2.

Ny — 27%)

Su ecuaciéon homogénea yz — 22 = 0 define un conjunto algebraico proyectivo
C en CP? y la aplicacion [z, v, 2] — (x/2,1y/2) es un homeomorfismo de CNU,
en C', donde
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U =CP°—H,={[r:y:2]:2#0} ={[z:y:1] € CP?}.

Notemos que C contiene al punto [0 : 1 : 0], obtenido al intersectar con el

hiperplano al infinito

CNH,=V(yz—2H)NV(z)
={lzr:y:2]:2=0,yz=2>= 2 =0}

={[0:1:0]}
y no esta en la parabola afin y = 2.

Ejemplo 1.9.5. Para el mismo conjunto algebraico proyectivo C' = V (yz—2?),
si ahora deshomogeneizamos respecto a la variable z, haciendo x = 1, es decir,

consideremos la interseccion
CNU,=Cn{lz:y:2l:2#0}=Cn{[l:y:2]}

obtenemos la ecuacién afin yz — 1 = 0, que es una hipérbola ¢’ en C? y la

aplicacion [z,y, 2] = (y/z,z/x) es un homeomorfismo de C' N {x # 0} en C".

Wyz—1)

Notemos ahora que al intersectar C' con el hiperplano H,, la interseccion

CNH,=V(yz—2)NV(x)={[0:y:2]:yz=2%2=0=yz =0}
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consiste de los puntos de la forma [0 : y : 0] 6 [0: 0 : 2], es decir, consiste de
los puntos al infinito [0: 1:0] y [0: 0 : 1] que corresponden a las asintotas de

la hipérbola afin.

De estos ejemplos, observamos que la pardbola tiene un tinico punto al infinito
mientras que la hipérbola tiene dos. Es decir, hay un tinico objeto geométrico
proyectivo, cuyas propiedades locales las visualizamos como las conicas afines

usuales.

Ejemplo 1.9.6. Considere la variedad proyectiva Z C CP? definida por el

polinomio homogéneo de grado 3
Y2z = 23 + ax2® + b3,

Notemos que al intersectar Z con la recta al infinito H, = V(2) como de la
ecuacion que define Z se obtiene x = 0 y por lo tanto y # 0, es decir, se tiene

el tnico punto [0 : 1 : 0] al infinito. Asi
Z = V(y*z — 2® — axz® = b2%) c CP?

consiste de los puntos [x : y : 1] en la curva afin y*> = 23 + ax + b y del punto
al infinito [0 : 1 : 0]. Estas curvas Z se llaman curvas elipticas. La parte real
de una curva eliptica Z C CP? tiene una de las dos formas mostradas en las

siguientes figuras.
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Capitulo 2

Automorfismos de CP?

Sea ¢ : U — C? una carta de CP? definida como en el primer capitulo. En

adelante llamaremos a ¢ carta canénica de CP?.

Consideremos una aplicacion C—lineal invertible (isomorfismo):
A:C — C3
A se representa por una matriz 3 X 3 con entradas complejas

11 daiz2 A3
A~ lay axp agl-
a31 daz2 G33

Definamos la aplicacion ®4 : CP? — CP? de la manera siguiente:

dado x = (w9, 71, 75) € C3, defina ®4([z]) = [A(z)] € CP?.

1) Veamos que @, esta bien definida: sean z,y € C3 tal que [z] = [y],

entonces existe A € C* tal que x = \y. Luego
A(r) = M(y) = [A(2)] = [A(y)] = Pa([z]) = Pa(ly]).

11) Verifiquemos que ®4 es inyectiva: sean z,y € C3 tal que ®([z])

®4([y]), entonces [A(z)] = [A(y)]. Luego, existe A € C* tal que A(z)

AA(y), y entonces A(x) = A(Ay). Luego, ya que A es invertible obtenemos

x = Ay y entonces [z] = [y]. Por lo tanto ® 4 es inyectiva. Ademaés, para to-

do [z] € CP?, existe [A~!(x)] € CP? tal que ®4([A~1(x)]) = [AA™ ()] =

[z]. Por lo tanto ® 4 es sobreyectiva.
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) Sip: U — C?>y 4 : V — C? son cartas canoénicas de CP?, entonces

facilmente se verifica que 1) o ® 4 o ¢! es holomorfa.

Por lo tanto ® 4 es un automorfismo de CP?.

Observacién 2.0.1. Si A,B : C* — C3 son aplicaciones lineales inversas,

entonces ® 4, 5 : CP? — CP? son automorfismos inversos.

Para obtener resultados posteriores, es necesario conocer la definicién siguiente:

Definiciéon 2.0.2. El grado de una curva C' C CP? es el minimo grado posible
de un polinomio homogéneo que define a la curva. Denotaremos a este nimero

por gr(C).

Proposicién 2.0.3. Sea C € CP? una curva de grado d. Sea ® 4 : CP* — CP?
un automorfismo definido por una aplicacion lineal invertible A : C3 — C3.

Entonces el conjunto ®4(C') es una curva de grado d.

Demostracion. Como P4 es difeomorfismo, entonces @ 4(C') es difeomorfa a C'.
Consideremos C = {[z : y : 2] € CP? : f(z,y,2) = 0} donde f es polinomio

homogéneo de grado d.
pEPu(C) & p=u(lz:y:2]), f(z,y,2) =0
' p)=[r:y: 2], flz,y,2) =0
& Qu1(p) =[z:y: 2], fz,9,2) = 0. (2.1)

Sean
a1 G21 A3
Al = 12 Q9 Q39 pZ[flgig].
13 (23 {33

Entonces ® 4-1(p) = [A71(Z, ¥, Z)]. Luego
{l’ “Y- Z] = [A_1<jvgvz)] A (I,y,Z) = )‘A_l(fvy7z)7 A 7& 0.
Reemplazando en la ecuacion (2.1) tenemos

pEQAC) e p=[T:7:2] v fAAT(Z,7,2) =0.
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Como f es homogéneo: f(NATY(T,7,%2)) = 0 & f(A™Y(Z,y,z)) = 0. Por lo

tanto

hxf,y, 3) = aT + agiy—i— Clgiz , Vi= 1, 2, 3.

Observemos que, los polinomios h; son homogéneos de grado 1. Luego, ya que
f es polinomio homogéneo de grado d, se prueba facilmente que f(hy, ha, h3)
es polinomio homogéneo de grado d. Por lo tanto ¢(7,7,%) es homogéneo de

grado d. O
Definicion 2.0.4. Definimos recta proyectiva como el conjunto
L={x:y:2]€CP?:az+by+cz=0,(a,b,c)#(0,0,0)}
Proposicién 2.0.5. Sea L una recta proyectiva. Eziste un automorfismo
P, : CP* — CP?
tal que ®4(L) es la recta del infinito.

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que ¢ # 0 (de manera similar para

los otros casos). Entonces la matriz

1

0 -0
c

A=11 0 0
b

@2
c c

es invertible, pues det A = —1 = 0. Luego, existe ®4 : CP? — CP? automor-

C

fismo definido como ®4([z : vy : 2]) = [A(z,y, z)]. Entonces

pEDPAL) e p=Du([z:y:2]), [r:y:2]€L
Y a b
Sp=|=x:—rv+-y+z|, ar+by+cz=0
c c c
@p:[g:x:O].
c
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No puede suceder que y = x = 0, ya que tendriamos cz = 0, de donde z = 0,
lo cual es absurdo, pues [z :y: z] € CP?. Por lo tanto, el conjunto

@A(L):{[g:x:O}ECPQ:y#O Vv x%O}

C

es la recta del infinito. O

Lema 2.0.6. Sean Ly, Ly C CP? rectas. Sipy € L1, pa € Lo, entonces existe
un automorfismo ® : CP?* — CP? tal que ®(Ly) = Ly y ®(p1) = po.
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Capitulo 3

Curvas lisas y puntos al infinito

Como primer paso veamos un ejemplo de conica. Consideremos la ecuacion
y— 2% =0en C?

cuya clausura en CP? es V(yz — x%). Veamos que V es homeomorfo a S2.
Sabemos que la esfera S? es homeomorfa a la esfera de Riemann C = CU{oo}.

Sea la funcion h : C — V tal que

h(t) = [t:t2:1] , t# o0

demostremos que h es homeomorfismo:

1) Claramente h es continua en C, asi que analicemos la continuidad en oo:

lim h(t) = lim [t : t* : 1] = lim [1:1: 1} =[0:1:0] = h(c0),

t—00 t—00 t—oo | ¢ 3

y entonces h es continua en C.

11) Determinemos la inversa de la funcion h. Consideremos p € V' y encon-
tremos ¢ € C tal que h(t) = p. Sip # [0:1:0], entonces p = [z : y : 1]
y tendremos h(t) = [z : y : 1]. Como h(oc) = [0 : 1 : 0], entonces t # co.
Luego [t : t* : 1] = [z : y : 1] lo que implica t = z. Sip =[0: 1 : 0]
entonces h(t) = p implica t = co. Luego h™! : V — C es de la forma

siguiente:



111) Veamos que la funcion h~! es continua. Claramente basta probar la con-

tinuidad en p.

Iim A '(z:y:1)= lim 2= lim t= lim t
p—[0:1:0] [z:y:1]—[0:1:0] [t:¢2:1]—[0:1:0] [%:1;%2]_%0:1:0]

cuando [$:1: %] —[0:1:0], tenemos ¢ — oo, entonces

lim h~}(p) = oo,
pﬁ%(l)?}:O} (p) e

Por lo tanto h~! es continua.
Finalmente V es homeomorfo a S2.

Definicién 3.0.1. Sea V una curva proyectiva en CP?. Si
Ui={[zo:z1:22): 2; #£0}, 3=0,1,2,

entonces V' NU; esta definida por un polinomio P; : U; — C, es decir VNU; =

Pj_l(O). Decimos que V es lisa si dPj(q) #0, VqeVNU;, Vj=01,2.

Ejemplo 3.0.2. Consideremos la curva V = {[z : y : 2] : yz = 2®} en CP*.

a) VNUy={(y,2) : yz = 1} = P~1(0), donde P = yz — 1. Tenemos

dP(y,z) = (g—jg—f) = (2,9).

Entonces dP(y, z) = 0 & (z,9) = (0,0) € C?. Sin embargo (0,0) ¢ V N Uy,
entonces dP(y,z) # 0, V (y,2) € VN Up.
b) VNU, ={(z,2):z=2*}=P71(0), donde P = z — . Tenemos

oP oP
dP(x,z) = (%’ %) = (—2z,1).

Entonces dP(x,z) #0, V (z,2) € VN Uj.

c) VNUy,={(x,y):y =2*} = P7(0), donde P =y — z%. Tenemos

oP 0P
dP(.%?y) = (%7%) = (-2%,1)

Entonces dP(x,y) # 0, V (z,y) € VNUs,.
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Finalmente V es curva lisa.

Ejemplo 3.0.3. Consideremos la curva V = {[z : y: 2] : y?2 = 2} en CP*

VNUy,={(x,y) : y* = 23} = P71(0), donde P = y? — x3. Tenemos

Entonces dP(z,y) = 0 < (z,y) = (0,0) € V N U,. En este caso y sin maés
detalle por ahora, decimos que (0,0) € C? es una singularidad de la curva V.

Por lo tanto V no es lisa.

Ejemplo 3.0.4. Seala curva C' = C(a,b) = {[z : y : 2] : ¥*2 = ¥+ azx2*+b2%}
en CP?, donde a,b € C. Veamos cuando C es lisa. Si a = b = 0, C no es lisa,

por el ejemplo anterior. Para la carta Us, tenemos
CNUy={[z:y:1]:9* =2+ ax + b} = P7}(0),
donde P = y? — 2% — ax — b. Entonces dP = (—3z% — a, 2y), lo que implica
dP =0 (2y=0 A 32 +a=0).
Luego, los puntos criticos de P seran

(59) {-y52)

Veamos cuando estos puntos pertenecen a C' N Us :

(a4 [-a T W
o _ A ¥ _
sV Y3 3\ th=0

6 & 6 o 4a® 4+ 27° = 0.

a [ —a [ —a - 2a [—a
§<— ?>+CL ?—b—o \ ? ?—b:(]

Por lo tanto C tiene alguna singularidad en U, si y solo si 4a® +27b* = 0. Para

\

la carta U;, tenemos
CNU, ={[z:1:2]:2=2a+azxz* +b2°} = P7(0),
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donde P = x3 + azz?® + bz® — z. Entonces dP = (32% + a2?, 2axz + 3b2% — 1).
Busquemos puntos criticosen Uy —Uy = {[z : 1 : 2] : 2 =0} = {[z : 1 : 0]}. Pero
un punto de la forma (x,0) no puede ser punto critico, pues %(w, 0)=—-1#0.

Para la carta Uy, tenemos
CNUy={[1:y:2]:9% =1+a2® + b} = PH(0),

donde P = 1+ az? + b2® — y?z. Entonces dP = (—2yz,2az + 2bz? — 4?).

Busquemos puntos criticos en
U— U —Uy)={[l:y:2:y=0,2=0}={[1:0:0]}.

Observemos que dP(0,0) = 0, pero como (0,0) ¢ C N Uy, concluimos que C

no tiene singularidades en Uy — (U — Us).
Proposiciéon 3.0.5. La curva C(a,b) es lisa si y solo si 4a® + 27b* # 0.
Demostracion. Observemos que CP? = U, U (U — Uy) U (Uy — Uy — Uy). Por
lo visto anteriormente, C'(a,b) nunca tiene singularidades en

(U — Us) U (Uy — Uy — Us).

Luego C(a, b) no tiene singularidades si y so6lo si no tiene singularidades en Us,

es decir, si y solo si 4a® 4 27b% # 0. O

Sea C una curva lisa definida por la ecuacion f(z,y) = 0 en C?, donde f €

Clz,y].

Definicion 3.0.6. Decimos que el vector v = (a,b) € C? es tangente a C' en

el punto p = (xg,yo) € C si

es decir, si

0 0
a3t (3) + b5 (p) =

Definiciéon 3.0.7. Un campo de vectores sobre C' es una funcion
X:C—=(C?
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tal que, para todo p € C, el vector X (p) es tangente a C' en p, es decir, si
df(p)- X(p) =0 VpeC.

Decimos que p € C' es una singularidad del campo X si X(p) = 0. Caso

contrario, decimos que p es un punto regular.

Ejemplo 3.0.8. (Campo Hamiltoniano)

Dada la curva lisa

C = {f(z,y) =0},
donde f € Clz,y]|, consideremos la aplicacion

H:C — C?
(@.9) > Ha) = (5w F ).

Veamos que H es un campo de vectores tangentes sobre C. Si p = (z,y) € C,
entonces

af . of af  Of

4(p) - H(p) =~ 5 (0) 50 (0) + 50 (0)5 () = 0.

De hecho, el campo H esta definido en todo C? y se conoce como el campo

hamiltoniano de la funcién f.
Ejemplo 3.0.9. Si f(z,y) = 2? — y* + 1, entonces el campo

0 0

es tangente a la curva C' = {2? — 4> + 1 = 0}. Observemos que X (0,0) = 0,

sin embargo (0,0) ¢ C. Este campo no tiene singularidades en C.

Proposicion 3.0.10. Sea C = {f(z,y) = 0} una curva lisa, donde f €

Clz,y]. Entonces, el campo Hamiltoniano H = (—ﬁ ﬂ) no tiene singulari-

Oy’ Ox
dades en C.

Demostracion. Si H(p) = 0, entonces af ~(p) = g—g(p) = 0. Luego p es un punto
critico de f y por lo tanto p no puede pertenecer a C', ya que esta curva es

lisa. O
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Sea C'= {f(x,y) = 0} una curva en C?. Expresemos

f=fitfaaat---+fo

donde cada f; es un polinomio homogéneo de grado j (7 =0,...,d).

Sea C la clausura de C' en CP2.

Definicién 3.0.11. Los puntos al infinito de la curva C' definida por el poli-

nomio f en C? son los puntos del conjunto C'\ C.
Recordemos que C' = {F(z,y,2) = 0}, donde F es la homogeneizacion de f:
F([L’,y72> = fd('ray> + fd_l(x,y)z > S fozd'

Los puntos al infinito de C' son los puntos de interseccién de C' con la recta

del infinito L., = CP?\ C?, ya que C' \ C = C' N (CP? — C?). Pero
CP’-C?={[z:y:2]:2=0}={[z:y:0]:2#0 VvV y#0}.

Luego, los puntos al infinito de C' son los puntos [z :y : 0] con x #0 V y # 0

tales que
El conjunto L., = CP? \ C2? ~ CP! se expresa como L., = U UV, donde

U={[z:1:0,z€eC} y V={1:9y:0],yeC}

Luego, los puntos al infinito de C' que estéan en U son los puntos [z : 1 : 0] tales
que fq(x,1) = 0. Ademéas L, — U consta de el tnico punto p = [1: 0 : 0]. Si
fa(1,0) = 0, entonces p también serd un punto al infinito de C'. Es decir, los
puntos al infinito dependen solamente de la parte homogénea de mayor grado

del polinomio que define la curva.
Ejemplo 3.0.12. Encontremos los puntos al infinito de la curva
C:2% -3z +2P +ay+z+y+2=0.

La parte homogénea de mayor grado es f3 = 2%y — 3xy? + 2y3. Los puntos al

infinito que estan en {[z : 1 : 0]} son aquellos tales que f3(z,1) =0:
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22 —-32+2=0
(x—1)(z—2)=0
r=1V z=2.

O sea, obtenemos los puntos p; = [1 : 1 : 0], po = [2 : 1 : 0]. Finalmente,

analicemos el inico punto de L., no considerado, o sea, el puntops = [1: 0: 0] :
f3(1,0) = 0.
Luego, los puntos al infinito de C' son py,ps y ps.
Ejemplo 3.0.13. Encontremos los puntos al infinito de la curva
C:z*y -2z +yP+a+y+1=0.

La parte homogénea de mayor grado es f3 = 2%y — 2zy® + y°.

fg(l’,l) = 0
(r—1)2=0
z=1.

Luego, solo tenemos el punto [1 : 1 : 0] en {[z : 1 : 0]}. Ademés [1 : 0 : 0]
también es punto al infinito de C, ya que f3(1,0) = 0.

Ejemplo 3.0.14. Encontremos los puntos al infinito de la curva
C:x3—6x%y+11zy> — 63 +y+1=0.

La parte homogénea de mayor grado es f3 = 2% — 62%y + 112y? — 63°.

fa(z,1) =0
(x—=1)(z—-2)(x—2)=0
r=1Vzxz=2V x=3.

Luego, obtenemos los puntos [1 : 1 :0],[2:1:0],[3:1:0] en {[z:1:0]}.
Ademas [1:0: 0] no es punto al infinito de C, ya que f3(1,0) =1 # 0.

Los ejemplos anteriores ilustran la proposicion siguiente:
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Proposicién 3.0.15. Una curva de grado d en C? tiene como mdzimo d pun-

tos al infinito.

Demostracion. Sea C = {f(z,y) = 0} una curva en C? de grado d. Expresemos

f=fa+ faar +---+ fo,

donde cada f; es un polinomio homogéneo de grado i (i =0, ...,d). La parte

homogénea de mayor grado es
fi=apz? + ax 'y + -~ +agy?, donde ag,...,aq € C.

Como primer caso, supongamos que ag = 0. Entonces fy(z,1) = axt
aq es un polinomio de grado d — 1, entonces encontramos como maximo d — 1
puntos al infinito de C'. Ademas, se cumple f4(1,0) = 0, por lo que el punto
[1:0:0] es un punto al infinito de C. Asi, la curva C' tiene como maximo d
puntos al infinito.

Segundo caso, supongamos que ay # 0. Entonces f4(1,0) = ag # 0, lo que
muestra que [1 : 0 : 0] no es un punto al infinito de C. Como f;(z,1) =

-1,

apr® +ayx -+4ag es un polinomio de grado d, entonces encontramos como

maximo d puntos al infinito de C' en {[z : 1: 0]}. O

Definicién 3.0.16. Sea C una curva en C? de grado d. Diremos que C' esta
bien presentada si tiene exactamente d puntos al infinito, todos ellos diferentes
de [1 : 0 : 0]. En este caso, si C estd definida por la ecuacion afin f = f; +

fa—1+ -+ fo =0, los puntos al infinito son aquellos puntos [z : 1 : 0] tal que
fd(xa 1) =0.

Observacion 3.0.17. Si C' = {F(z,y, z) = 0} esta bien presentada, los puntos

al infinito son los puntos de las forma [z : 1 : 0] tal que F(z,1,0) = 0.

Lema 3.0.18. Considere la curva proyectiva C' = {G(z,y,z) = 0}, donde G
es polinomio homogéneo de grado d. Sea g(z) = G(z,1,0) = box? + byz?! +
-+« +by. Suponga que by # 0 y R(g,g") # 0. Entonces C estd bien presentada.

Demostracion. Dado que by # 0, tenemos que G(z,1,0) = boz? + -+ + by

tiene grado d. La ecuacion g(z) = G(x,1,0) = 0 nos da los puntos al infinito
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diferentes de [1 : 0 : 0]. Como R(g,¢’) # 0, entonces g tiene d raices diferentes.
Luego, obtenemos d puntos diferentes al infinito, todos distintos de [1 : 0 : 0].
Como C' tiene como méaximo d puntos al infinito, concluimos que [1: 0 : 0] no

es punto al infinito y entonces C' esta bien presentada. ]

Definiciéon 3.0.19. Si d = gr(C) y F es un polinomio homogéneo tal que
C =V(F), gr(F) = d, entonces decimos que F' = 0 es una ecuaciéon reducida

de C.

Definicién 3.0.20. El polinomio homogéneo F' es reducido si sus factores
irreducibles son diferentes dos a dos. Equivalentemente: no existe f polinomio

homogéneo no constante tal que f? divida a F.

Proposicion 3.0.21. La ecuacion F' = 0 es ecuacion reducida de C' si y solo

si C =V(F) y F es polinomio reducido.

Demostracion. =) Ya que F' = 0 es ecuacion reducida de C, tenemos que
C' = V(F). Supongamos que F' no es polinomio reducido, entonces existe f

polinomio no constante tal que
F =B & haa ClwMy e

Luego V(F) = V(fh) y ademas gr(fh) < gr(F). Esto contradice el hecho que
gr(C) = gr(F), ya que F' = 0 es ecuacion reducida de C. Por lo tanto F' es
polinomio reducido.

<) Supongamos que F' = 0 no es ecuacion reducida de C'y como C' = V (F),

tenemos que

gr(F) > gr(C).
Entonces existe H € Clz,y, z] tal que C =V (H) y gr(C) = gr(H). Luego
V(F)=V(H) AN gr(F)>gr(H).

Es decir, existe p € V(F) = V(H) tal que el polinomio F' admite un factor no
constante () con multiplicidad m > 2 que cumple Q(p) = 0. Esto contradice el

hecho que F' es polinomio reducido. Por lo tanto /' = 0 es ecuaciéon reducida

de C. O
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Proposicion 3.0.22. Si F' = 0 es ecuacion reducida, entonces F(x,y,1) es

polinomio reducido.

Demostracion. Consideremos f(x,y) = F(z,y,1), siendo f la deshomogeniza-
cion de F' con respecto a la variable z. Supongamos que f no es polinomio

reducido, entonces existe un factor no constante g tal que

flx,y) = g(@,y)*h(x,y), heClz,y.

Observe que d = gr(f) = 2gr(g) + gr(h) y si homogenizamos con respecto a

la variable z, tenemos que

F(x,y,2) = 2°f <§, %) = 2%¢? (E Q) h (E Q) B {zgr(g)g (f, Q)]ngr(h)h (f Y

)
z Z

2 2% 2 2z

Esto es una comtradiccion, ya que F' = 0 es ecuacion reducida. O

Proposicién 3.0.23. Sea C' una curva en CP?. Si gr(C) = d € N, entonces
existe una recta L tal que el nimero de puntos de interseccion de C' y L es d.

Ademads, cada punto de interseccion es transversal.

Demostracion. Tomemos un punto p € CP? \ C. Aplicando un automorfismo
de CP?, podemos suponer que p = [0 : 1 : 0]. Es decir, supongamos que
[0:1:0] ¢ C. Consideremos o € C y definamos la recta
Lzg) ={[z:y:2]:z =m0}

En la parte afin, L(zg) es la recta x = xy. Procediendo como en los ejemplos
anteriores, podemos verificar que [0 : 1 : 0] es el Gnico punto al infinito de L(x).
Entonces L(xg) y C no se intersectan en el infinito. Es decir C'N L(xq) C C2.
Sea H(x,y,z) = 0 una ecuacion reducida de C, o sea gr(H) = d. Observemos
que z no divide a H. Caso contrario tendriamos H(0,1,0) = 0 y entonces
[0:1:0] € C, contradiccion. Luego, existe algin monomio en H(z,y, z) que
no contiene a z como factor. Asi f(z,y) = H(x,y,1) tiene grado d. Ademas,

por la proposion 3.0.22, f(z,y) sera también un polinomio reducido.

C' N L(xo) = {(x0,y) : f(zo,y) =0},

probemos que el polinomio f(zo,y) € Cly| tiene grado d. Escribimos
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f=Jti+ faer+ -+ fo,
donde la parte homogénea de mayor grado es

Fa(z,y) = aoy® + ajzy®™ + -+ - + aga’.

Bastara mostrar que ag # 0. Supongamos que ay = 0. Entonces, como f;(0,1) =
0, tenemos que [0 : 1 : 0] es punto al infinito de f =0, es decir [0:1:0] € C,
contradiccion. Por lo tanto ag # 0, y asi f(zo,y) tiene grado d. Para que
C'NL(x) tenga d puntos, basta escoger xo de manera que el polinomio f(zg,y)
no tenga raices multiples. Sea el conjunto

A= {xy € C: f(xg,y) tiene raices multiples}

queremos probar que A # C. Siguiendo el teorema 1.5.15 podemos escribir el

conjunto A como

A ={zo € C: R(f(w0,y), f'(z0,y)) = 0},
donde la derivacion f’ se hace respecto de y.
Para que A # C, basta mostrar que R(f(zo,y), f'(xo,y)) no es nulo para algin
zo € C. Supongamos lo contrario: R(f(zo,y), f'(z0,y)) = 0, para todo xy € C.
Recordemos que R(f,g) es un polinomio en los coeficientes de f y g. Luego
R(f(xo,y), f'(x0,y)) es un polinomio P(x() en la variable zy y entonces tiene
que ser el polinomio nulo. Pero, observemos que, si escribimos

f(z,y) = ao(z) + ai(z)y + - - + aa(2)y
podemos considerar f(z,y), f'(z,y) € Clz][y]. Luego @ = R(f, ") € C[z].
Pero, por supuesto

Q(x0> = P(l’o), V$0 e C.

Entonces @ = 0 € Clz], es decir, R(f, f') = 0. Entonces por teorema 1.5.16 se
sigue que f y f’ tienen un factor comtun h € C[x][y] de grado > 1 irreducible.

Entonces, existe ¢ € Clz][y| tal que

f=nhq,

y h divide también a
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f'=Mhq+hq
Como h divide a f’, entonces h divide a h'q. Pero, como h no divide a h’ pues
gr(h) > gr(h'), tenemos que h divide a q. Entonces h? divide a f, lo que es
imposible ya que f es reducido. Por lo tanto R(f(zo,y), f'(x0,y)) no es nulo
para algin zy € C. Luego, existe zg tal que f(xo,y) no tiene raices multiples

y asi C'N L(xg) tiene d puntos. O
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Capitulo 4

Caracteristica de Euler-Poincaré

Para este capitulo puede consultar [5] y [6]. Introducimos una invariante nu-
mérica llamada caracteristica de Euler.

Euler fue el primero en estudiar al namero x(P) = V — A + C, donde V es
el nimero de vértices, A el ntumero de aristas y C' el namero de caras de un

poliedro P C R3. Como ejemplo, para el cubo tenemos
x(P)=8—-12+6=2.

Después de un largo periodo, Poincaré descubre el verdadero significado del
namero que Euler encontré y, de ahi en adelante, x(P) fue parte central de no-
tables igualdades. Se supo mas tarde que el hecho de que el naimero V — A+ C'
sea constante igual a 2 para todo los poliedros se debe a que estos son todos
homeomorfos a la esfera. Asi, en nomenclatura moderna se dice que la carac-
treristica de Euler-Poincaré de la esfera es 2. A continuacion, estudiaremos la

caracteristica de Euler-Poincaré para cualquier superficie compacta.

4.1. Campos de vectores en superficies

Esta seccion puede ser revisada por el lector en [5].
Una superficie m-dimensional S en el espacio euclidiano R" es un subcon-
junto S C R” tal que cada punto p € S tiene una vecindad V' C S, imagen

de un homeomorfismo ¢ : V5 — V, donde V; C R™ es un abierto. Diremos
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entonces que  es una parametrizacion de V', exigiremos que ¢ : Vj — R" sea

una aplicacion C*. Ejemplos de superficies: la esfera
Sm={reR™zf +--+22_, =1} CR™
y el toro

T2 = {(z,y,2) € R% 2% + (/22 + 2 — 2)2 = 1} C R%.

El espacio vectorial tangente a la superficie m-dimensional S C R"™ en el
punto p es el conjunto 7,5, formado por vectores de velocidad A'(0) de ca-
minos diferenciables del tipo A : (—¢,€) — S tales que A\(0) = p. El espacio
vectorial tangente 7,5 es un subespacio vectorial de R" que tiene como base
a los vectores %‘%(a:o), - 6—‘1‘%(.%0), donde zq € Vi, o(xg) = p.

Un campo de vectores tangentes a la superficie S C R” es una aplicacion
v:S — R" tal que v(p) € T,,S para todo p € S.

Una singularidad del campo v es un punto p € S donde v(p) = 0. La sin-
gularidad p se dice aislada cuando tiene una vecindad en la que no hay otra
singularidad del campo v.

Ya que nuestro objetivo es estudiar las curvas algebraicas en CP?, en particular
de ahora en adelante nos restringiremos al caso de superficies de dimension 2.
Un campo en un abierto U C R? es una funcién F' : U — R?. Una singularidad
del campo F' es un punto p € U tal que F(p) = 0. De ahora en adelante, iden-
tificamos R? ~ C, asi que un campo en U C C sera una funciéon F : U — C.

Decimos que el campo F' es holomorfo si ' : U — C es una funcién holomorfa.

Definicion de indice en dimension 2

Sea p € U una singularidad aislada del campo continuo F'. Sea ¢ > 0 tal que p
es la unica singularidad de F' en D (p). Tomemos r € (0,¢) y consideremos el

camino cerrado
v=F(p+re?), 0<6<2n,

la imagen por F' del circulo |z — p| = r. Entonces definimos el indice de F’

en U como
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1 dz
Y

Buena definicion: si tomamos otro r; € (0, €) y consideramos el camino cerrado
1(0) = F(p+me?), 0 <6 <2nr,

debemos mostrar que

IENL
'YIZ_'YZ'

Por el teorema 1.6.9 basta mostrar que v; y v son libremente homotépicos en

C*. Definamos la aplicacion

H :[0,27] x [0,1] — C
(0, s) — F(p+ (sry + (1 — s)r)e®).

H toma valores en C*, pues p + (sr; + (1 — s)r)e? # py F # 0 en D.(p).
Entonces, es facil verificar que H es homotopia libre entre v; y v en el abierto
C*.

Si el campo F fuese holomorfo, el indice Ind(F,p) es el nimero de ceros de F’

en el disco |z —p| < r, es decir Ind(F,p) es la multiplicidad de p como cero de

F.
Observacion 4.1.1. Si F es holomorfa, entonces el indice Ind(F,p) > 1.

Ejemplo 4.1.2. El indice Ind(F,0) para los campos F(z) = z, F(z) = iz,

F(z) = 2? es 1, 1, 2 respectivamente.

Observacion 4.1.3. El numero entero (positivo, negativo o nulo)

/ fdg — gdf
Pty

donde C' es cualquier circulo de centro p y F = (f,g), es llamado indice

I

] 1
Z(pr):%

de Kronecker de la singularidad aislada p del campo F. A continuacion,

probaremos que el indice de Kronecker i(F,p) es equivalente a Ind(F,p).
1 d
Ind(F.p) = 5~ | =

271 v 2

Y

donde
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() = F(a(0)), a(0) =p+re?, F=f+ig,0<6<2nm.

Entonces

L) 1 PTAFEO) 1 [ d(f(e) +igla)
IW(F’p)ZTm/O +(0) :%/ F(a(6)) :ﬁ/

_ 1 [ d(f(e) +id(g())]

_ S
f2 ) + g2(a)

2 J

(f(@) —ig(@))

- L [t s, (L) (™ UG+ odate)
2 by @)+ g(e) 7w) fy P

Como ambas integrales son reales, vemos que la parte imaginaria de Ind(F,p)

sera

17 fd(f(@) + gd(g(@))
21 Jo fAa) +g%(a)
Pero esto debe ser igual a cero, ya que Ind(F,p) € Z. Entonces
_ 1 [T fd(g(a)) = gd(f(a)) _ 1 [ fd(g(2)) — gd(f(2))
P =5 [ S RO

i / fdg — gdf
T 1 A e

donde «(0) es el circulo |z — p| = r.

La interpretacion intuitiva de Ind(F, p) es el nimero de vueltas que da el vector

F(q) cuando el punto ¢ describe una pequena curva en torno a la singularidad

p. La figura adjunta muestra algunos ejemplos. En cada caso, el vector del

campo es el vector velocidad del camino disenado.

centro silla foco fuente

\\} /v/ ; |
indice +1 indice -1 indice +1 indice +1
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El indice en superficies

Nuestro propoésito ahora sera extender la nociéon de indice para campos en
superficies. Sea S C R"™ una superficie de dimensiéon dos y considere un campo
continuo X sobre S. Sea p € S una singularidad de X. Podemos encontrar una
parametrizacion ¢: Vo — V', donde Vj es un abierto de C y V es un abierto
de S que contiene a p. Como dp(z) es un isomorfismo para todo z € Vj, existe

un unico campo sobre Vp, denotado por ¢*(X), tal que
do(z) - " (X)(2) = X(p(2)), Vze.
Entonces, si 29 = ¢~ *(p), definiremos el indice de X en p como el indice
Ind(p*(X), 20)-

Como es de esperarse, esta definicion no debe depender de la eleccion de la
parametrizacion ¢, es decir, dada cualquier otra parametrizacion ¢: Vo — V

conpeV, i = ¢ 1(p), debemos mostrar que
Ind(p*(X), z0) = Ind($*(X), Zo). (4.1)

Con este objetivo, demostraremos el siguiente teorema que garantiza que el
indice es invariante por difeomorfismos. Sea h: U; — U, un difeomorfismo entre
abiertos Uy y Us de C. Sean X7 y X campos sobre U; y Us respectivamente,
tales que

dh(z) - X1(2) = Xo(h(2)), Vze U,

Cuando se cumpla la relacion anterior diremos que X5 es la imagen directa de

X por el diffeomorfismo h y denotaremos
Xy = h(X7).

Claramente, un punto ¢ € U; es singularidad de X si y solo si h(() es singu-

laridad de h.(X}).

Teorema 4.1.4. Bajo las condiciones anteriores, suponga que ¢ es una Sin-

gularidad de X,. Entonces
Ind(Xy, ¢) = Ind(h.(X1), h(C)).
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Antes de proseguir con la demostracion de este teorema, veamos rapidamente
como este implica la buena definicion del indice en superficies. Efectivamente,
el teorema anterior se puede aplicar al campo X; = ¢*(X) sobre Vj y el

difeomorfismo h = ¢! o ¢. Con estas elecciones es facil verificar que
h*(Xl) = 95*(X)7

asi que la equacion (4.1) se obtiene inmediatamente del teorema 4.1.4.
Demostracion del teorema 4.1.4. Para comenzar, se puede provar facilmente
por un calculo directo que el indice efectivamente no varia si el difeomorfismo
h es una traslacion. Esta observacion nos facilitard mucho los calculos, ya que
nos permitira suponer que ¢ = h(¢) = 0, cosa que haremos desde ahora. Como
el namero

Ind(h.(X;),0)

esté definido como integracion de la forma % sobre un camino, grosso modo,
este niimero no debe variar si se “deforma” suavemente el difeomorfismo h
—vea el teorema 1.6.9—. De esta manera, si el difeomorfismo h pudiera ser

deformado en la aplicacion identidad, deberiamos obtener la igualdad
Ind(h.(X1),¢) = Ind(id.(X1),0) = Ind(X1, h(C)).

Esta situacion ocurrira solo si h preserva la orientacion del ambiente, hipotesis
que podriamos admitir inicialmente. En cualquier caso, veamos primero que h
puede ser deformado en el difeomorfismo dado por su derivada y que esto no
altera el indice: denote la aplicacion derivada dh(0) por A. Para todo t € [0, 1],
defina H,: U; — C como H,(z) = ht2) o ¢ #0,z¢€Uy; Hy= A. Como h es

t

diferenciable, podemos expresar

h(z) = A(z) + |2]p(2),
donde p es continua y p(0) = 0. Luego

Hy(z) = A(2) + |2p(tz)

para todo ¢t € (0,1], z € U;. Ademas, esta expresion de H; vale incluso para

t = 0, lo que muestra que H;(z) es una funcion continua de (¢, 2) € [0, 1] x Uy.
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Dicho de otra manera, la familia de difeomorfismos { H;} varia continuamente
con t € [0,1]. Veamos que lo mismo ocurre con la familia de inversas {H, '}.
Efectivamente, se deduce facilmente que H, '(w) = w sit#£0y Hy' =
A~1. Luego, la variacion continua de la familia {H, '} se deduce exactamente

como en el caso de {H,;}. Veamos ahora que también la derivada de H, varia

continuamente con t € [0, 1]. Por célculo directo a partir de la igualdad H;(z) =
h(

f’), t # 0 obtenemos

dH;(z) = dh(tz)
para todo t € (0,1], z € U;. Ademas, es facil ver que esta expresion vale
también para t = 0, asi que, como h € C*, tenemos que dH,;(z) varia conti-

nuamente con (¢, z) € [0,1] x U;. Ahora, para t € [0, 1] defina la funcion

(1) = Ind((H).(X:).0).

Mostremos que esta funciéon es constante. Por la definicion de indice tenemos
1 dz
t)=— [ =,
10 =50 )
Yt

donde 7, es el camino definido por
%(s) = (Hy)«(X1)(re™), s € [0,2q],

con r > 0 pequeno suficiente tal que el disco cerrado de radio r y centro 0
esta contenido en H;(U). En principio, el nimero r depende de ¢, pero como
H; depende continuamente de ¢ € [0, 1], se puede tomar r constante que sirva

para todo t € [0, 1]. Entonces tenemos
Y(s) = dH,y (H[l(reis)> - X (Ht_l(reis))

Luego, por las consideraciones hechas anteriormente, es facil ver que el camino
v depende continuamente de ¢ € [0,1]. Ademés, como 7; nunca pasa por el
origen, vemos que 7y, t € [0,1] es una homotopia libre de caminos en C*.

Entonces, por el teorema 1.6.9 deducimos que 7 es constante. En particular,

77(1) - 77(0)7 asi que
Ind(hy(X1),0) = Ind(A.(X1), 0).
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Remarcamos que la igualdad anterior se obtiene gracias a que pudimos encon-
trar una deformacion (isotopia) entre h y su derivada A = dh(0). De manera
andloga, como A es una matriz invertible 2 x 2, podemos deformar A en el
espacio M de las matrices 2 x 2, como detallaremos a continuaciéon. Es un ejer-
cicio conocido (vea por ejemplo el libro de Anélisis volumen 2 de E. Lima) que
el espacio M es un abierto con dos componentes conexas: la componente M,
de las matrices con determinante positivo, y la componente M_ de las matrices
con determinante negativo. Supongamos primero que A € M, . Entonces, co-
mo M, contiene a la matriz identidad, podemos encontrar un camino continuo

de matrices
{Ht}te[o,l] C My

tal que Hy = id, H; = A. Entonces {H,} define una familia de difeomorfismos

y podemos reproducir el argumento que hicimos mas arriba y demostrar que
Ind(A.«(X1),0) = Ind(id.(X1),0) = Ind(X;,0).

Luego
Ind(h.(X1),0) = Ind(A.(X1),0) = Ind(Xy,0),

lo que demuestra el teorema. En el caso restante, tendremos A € M_ y entonces

podremos encontrar un camino continuo de matrices H; tal que H; = Ay

Entonces, analogamente obtendremos que
Ind(A.(X1),0) = Ind(J.(X1),0).

Finalmente, por un calculo directo del indice usando la férmula de Kronecker

(observacion 4.1.3) obtenemos que
Ind(J.(X1),0) = Ind(X,0),
lo que finaliza la demostracion del teorema 4.1.4.

Teorema 4.1.5. (Poincaré-Hopf) Sea S una superficie compacta. Sea F

campo en S con singularidades aisladas pq, ..., py. Entonces el nimero
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Zle Ind(F,p;) € Z
no depende del campo, es decir, sélo depende de S'.

Este numero se conoce como la caracteristica de Euler-Poincaré de S y se
denota por x(S5).

Denotemos a m(p;) como la multiplicidad de p;. El resultado anterior, fue
demostrado por Poincaré [1885] en dimension 2 y por Hopf [1926] en las otras
dimensiones. Para detalles de la prueba ver [5].

A continuacioén, relacionamos el nimero V' — A + C, calculado por Euler, con
el nimero x(.9).

Como nuestra intencion no es profundizar sobre esto, de manera general y sin
entrar en detalles daremos una nociéon geométrica. Lo expuesto a continuacion
puede ser revisado por el lector con mas detalle en [6].

Una triangulacién de un espacio topolégico X es una coleccion de triangulos
curvilineos (imagenes difeomorfas de tridngulos del plano) que cubren X, de
tal modo que dos de ellos, o no se intersecan, o tienen precisamente un lado
en comin. Decimos entonces que el espacio X es triangulable.

Un teorema de Whitehead [1940] asegura que toda superficie compacta es un
espacio topologico triangulable. Para detalles ver [10].

Ahora bien, consideremos un campo vectorial F' sobre S y verifiquemos que
la suma de los indices de las singularidades de F' es igual a V — A + C. Asi,
cualquiera que sea la triangulacion de S, tendremos x(S) =V — A+ C. En
vez de definir F' explicitamente, daremos sus curvas integrales, devidamente
orientadas, lo que viene a ser lo mismo. Subdividimos cada triangulo de .S en 6
otros, trazando sus 3 medianas. A continuacion, “llenamos” cada tridangulo con
las lineas integrales del campo. Cada linea integral parte siempre del centro de
un elemento de dimensién menor para el centro de un elemento de dimension
mayor: de un vértice para el medio de un lado, de un vértice hacia el centro del

triangulo, o del centro de un lado al centro del tridngulo. Ver figura adjunta.
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Cada elemento (vértice, arista o cara) “aporta’ con una singularidad del campo.

El centro de este elemento es un punto singular. Asi, el campo F' tendra V —
A+ C singularidades. Pero sucede que en un vértice las curvas integrales todas
salen de aquel punto. En el centro de un triangulo, todas las curvas interales
entran. En cualquiera de estos dos casos, el indice de la singularidad es +1 por
tratarse de un foco o fuente. En medio de un lado, sin embargo, hay curvas
integrales que entran y otras que salen. Se tiene un punto de silla. Entonces
el indice de ese punto es —1. Asi, la suma de los indices de las singularidades
del campo F' es igual a V' — A+ C'. Luego, por el teorema de Poincaré-Hopf se
tiene la igualdad x(S) =V — A+ C.

4.2. Género de una superficie

Ya que no es nuestro propoésito profundizar en cuestiones topologicas, que debe
hacerse con cuidado, nos conformaremos con dar una definicién intuitiva del
género de una superficie compacta y lo denotaremos por g.

Primero, escribimos el teorema de clasificacion de superficies orientables. Puede

revisar la prueba en [9].

Teorema 4.2.1. Toda superficie compacta orientable de dimension real dos es

homeomorfa a uno de los modelos de abajo.
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superficies de géneros 0, 1, 2, 3, etc

Estéas superficies se pueden construir de la manera siguiente: comenzamos con
la esfera que por definicion tiene género cero. A continuacion, recortamos dos

discos de la esfera:

y en seguida, después de retirar estos dos discos, tenemos dos bordes y en su

lugar pegamos un cilindro, de donde obtenemos:

A=

“una esfera con una asa”. Esta superficie es homeomorfa a la segunda de la

lista:
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y decimos por definicién que tiene género 1. Ahora repetimos la construccion:
recortamos dos discos de la superficie anterior y pegamos en su lugar otro

cilindro

la superficie obtenida es homeomorfa a la tercera de la lista y tiene, por defini-
cion, género 2. Asi, podemos repetir el proceso para las superficies siguientes.
Estos cuatro modelos de la lista: esfera, toro, bitoro y tritoro, tienen géneros
0,1, 2, 3, respectivamente. Entonces de manera intuitiva podemos decir que el
género de una superficie es el nimero de agujeros o de asas que tiene esta

superficie.
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4.3. Relacion entre género y caracteristica de
Euler-Poincaré

En esta seccion mostraremos que el género y la caracteristica de una superficie

compacta orientable S estan relacionados por la féormula siguiente:

x(5) =2-2g.

Para esto, utilizamos el teorema de Poincaré-Hopf 4.1.5 y la clasificacién de
superficies 4.2.1. Imaginemos S colocada “verticalmente” en R? y consideremos
sobre S el campo vectorial dado por el gradiente de la funciéon altura: la funcion
¢ : S — R tal que ¢(p) = z, donde p = (x,y,2) € R3. En la grafica adjunta
tenemos las superficies de género 1 y 2 respectivamente, situadas verticalmente
en R3. Los puntos sefialados en cada figura son las singularidades del gradiente
de la funcién altura. Como sabemos, el vector gradiente es perpendicular, en
cada punto a la curva de nivel que pasa por ese punto. En este caso, las curvas

de nivel son las intersecciones de S con los planos horizontales.

De la figura anterior, observamos que el toro tiene dos singularidades de tipo
nodo y dos singularidades de tipo silla. Entonces, por el teorema de Poincaré-
Hopf 4.1.5 tenemos x(S) = +1+1—1—1 = 0. En el caso del bitoro, observamos
que tiene dos singularidades de tipo nodo y cuatro singularidades de tipo silla,
por lo que la caracteristica de Euler-Poincaré es x(S) = +14+1—-1-1—-1—-1=
—2. En general, obtenemos dos singularidades de tipo +1, y por cada “agujero”,

dos singularidades de tipo silla. Si hay g agujeros, tenemos 2g sillas. Luego
x(S)=29(-1)+1+1=2-2g.
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S e+l

por cada agujero
obtenemos dos singularidades
de tipo silla

e |

En conclusion, si una superficie compacta S tiene género g, entonces su ca-
racteristica de Euler-Poincaré es igual a 2 — 2¢g. Por lo tanto, la esfera tiene
caracteristica 2, el toro tiene caracteristica 0 y las demas superficies compactas

en R? tienen caracteristica negativa.
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Capitulo 5

Vectores en CP?

Como CP? es una variedad compleja de dimensiéon compleja 2, dado p € CP?,
el conjunto de vectores en p € CP?, que es el plano tangente TPCIP’2 a CP? en
p € CP?, es isomorfo a C2. Un vector en Tp(CIP’2 tiene un representante en cada

carta afin, que se relacionan de la manera siguiente: sean
01:C2 =5 CP? y ¢,:C%2— CP?

dos parametrizaciones de CP?. Sea p = 1(21) = @a(22), 21,2 € C2 Dados
los vectores v, € T,,C?* ~ C?, vy € T,,C* ~ C?, estos vectores representan el

mismo vector en T,CP? si d(p; ¢1)(21) - (v1) = vy

5.1. Vectores tangentes a una curva proyectiva

Sea F' = 0 una ecuacion reducida de una curva proyectiva C, donde F es
polinomio homogéneo en Clz,y, z]. Sea p € C' y sea v € T,CP?. Sea ¢ : C* —
CP? una parametrizacion afin tal que p = ¢(2), 2o € C?. La curva C define

la curva afin C = {z € C?: p(2) € C}.

Definicién 5.1.1. Decimos que el vector v es tangente a la curva proyectiva
C en p si el representante de v en T, C? es un vector tangente a la curva afin

C' en el punto z, € C2,

Esta definicién no depende de la parametrizacion ¢, es decir, si v € Tp(C]P’2 es

tangente a C' cuando se evalta en la parametrizacion ¢, entonces esto ocurrira
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también si ¢ se cambia por cualquier otra parametrizacion.
Recuerde que, el vector v = (a, /3) es tangente a la curva afin C' = { f(z,y) = 0}

en (zg,yo) € C si cumple la ecuacion

0 0
a—i(ﬂﬁoy Yo)a + a—i(xoyyo)ﬁ = 0.

Definicién 5.1.2. Sea C' € CP? una curva lisa. Un campo de vectores v sobre
C es una correspondencia que a cada p € C' asocia un vector v(p) € T,CP?

tangente a C en p.

Definicién 5.1.3. Sea C' C C? una curva afin lisa. La funcién f : Q ¢ C — C?

es parametrizacion local holomorfa de C' si cumple las condiciones siguientes:
1. f(Q) ccC.
2. f inyectiva.
3. f:Q — C? es holomorfa.

4. df(x) : C — C? es inyectiva Vr € . Esto es equivalente a tener lo
siguiente: si f = (f1, f2), entonces f'(t) = (f{(t), f5(t)) # 0, Vt € Q. Esta

condicion se resume diciendo que f es regular.
Ejemplo 5.1.4. Sea C = {y — 3z — 2 =0} C C?. Entonces la funciéon
f:C—C?
definida por f(t) = (¢, 3t + 2), es parametrizacion holomorfa de C.

Definicién 5.1.5. Sea C' C CP? curva proyectiva. Decimos que la funcion
f:Q Cc C — CP? es parametrizacion local holomorfa de C' si cumple las

condiciones siguientes:
1. f(2) CcC.
2. f inyectiva.

3. Para toda ¢ : C* — CPP? parametrizacion tal que f(Q) N p(C?) # (), se

tiene que ¢! o f es parametrizacién local holomorfa de =1 (6)
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Lo ultimo es equivalente a tener lo siguiente:

3’. Para toda ¢ : C2 — CP? parametrizacion tal que f(Q) N @(C?) # 0, se

tiene que ¢! o f es regular.
Ejemplo 5.1.6. Sea C = {[z:y: 2] / 2® +y* — 22 = 0} C C2. La funcién
f:C — CP?

definida por f(t) = [t? — 1 : 2t : t2 + 1], es parametrizacién holomorfa de C.
Es claro que f esta bien definida, ya que (#* — 1,2t,t> + 1) # 0 V t. Ademaés,
se verifica facilmente que f(C) C C'y que f es inyectiva. Faltaria verificar que

o~ Lo f es regular para cada una de las tres parametrizaciones afines canénicas

de CP?:

1. Sip(z,y) =[x :y: 1], entonces

t2—1 2t
2+172+1

gp‘lof(t):go_l([tz—l:2t:t2+1]):< ),VtE(C\{:I:i}.

De donde

(p~to f()) = ((t2 fl)Q, 5212;)2> 40, VteC\{£i}.

2. Si p(u,v) = [u:1:v], entonces

2 2 1
gplof(t):cp1([t2—1:2t:t2+1]):<t Ztl,t; ),VteC\{O}.
De donde

241 -1
(90_1of(t))’: (%,2527) #0, VtEC\{O}.

3. Sip(r,s) =[1:7:s], entonces

2t t?+1
2 —-1"12 -1

gplof(t):go1([t2—1:2t:t2—|—1]):( >,VteC\{i1}.

De donde

(e o f(t) = (—ft(fflg,—(ﬁ ftly) #0,VteC\ {1}

64



5.2. Campos holomorfos inducidos por parame-
trizaciones

Sea h : 0 € C — C? una parametrizacién holomorfa local de la curva afin lisa
C C C2% Sea X un campo vectorial holomorfo en Q. Dado t € €, considere
el vector dh(t) - X(t). Estos vectores, para t € ), definen un campo vectorial

sobre el conjunto h({2), cuya asignacion es
h(t) € h(Q2) — dh(t) - X(t) € C2.
Este campo vectorial se denota por h.(X).

Proposicion 5.2.1. El campo vectorial h.(X) es tangente a la curva afin C.

Demostracion. Considere h = (hy, hy). Como h(Q) C C = {f(x,y) = 0},

entonces
f(h(t)) =0
o7 f(hl(t)aafhz(t)) =0
- %h’g(;) + a—yhg(t) =0
3 (X)) + a—y(h'z(t)X(t)) = 0.
Luego h.(X)(h(t)) = (Ry(t) X (t), h5(t)X (t)) es tangente a C' en h(t). O

Sea ahora C' C CP? curva proyectiva. Sea h :  C C — C una parametrizacion
local. Sea X campo sobre 2. Entonces, de igual manera, podemos definir el

campo h,(X) sobre h(£2) como
ho(X)(h(t)) = dh(t) - X(t).
En este caso, para cada t € €, se tiene la aplicacion
dh(t) : C — T CP?.

Esta aplicacion tiene una expresion explicita si fijamos una parametrizacion.
Esto se puede hacer s6lo de manera local, es decir, fijado t; € U, podemos

encontrar una expresion explicita en una vecindad de ty3. Esto se hace de la
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manera siguiente: Como h(t,) € CP?, existe una parametrizacion afin canénica
¢ tal que h(ty) € p(C?). Ademas, ya que ¢(C?) es abierto, existe una vecindad
A de tg en C tal que h(A) C p(C?). Luego, dado p € h(A) podemos expresar
p = ¢(z,y), (z,y) € C% En estas coordenadas (r,y), la parametrizacion h

viene dada por
te A= h(t)=p loh(t) = (z(t),y(t)).

Entonces, en la parametrizacion ¢, el campo h.(X) se expresa asi: dado t € A,

el vector h,(h(t)) se representa en C? via la parametrizacion ¢ por el vector
dh(t) - X (1) = (2/() X (1), 5/ (1) X (2)).

Si cada vez que h;(£2;) se intersecte con h;(€2;) tenemos que (h;).(X;) v (h;)«(X;)

coinciden, entonces los campos {(h;).(X;)} definen un campo sobre C.

“@:
3

El término coinciden quiere decir que
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De esta manera, podemos definir lo siguiente:

Definicién 5.2.2. Un campo sobre C' es una coleccion {(¢;, i, X;)}ier que

cumple las condiciones siguientes:
1. ¢; : Q; — C parametrizacion
2. T c U, eil)
3. X; campo en §2;

4. Para cualesquiera i,j € I tal que h;(€;) N h;(;) # 0 vale que X; =
®,(X;), donde ® = h;' o h;.

El campo {(p;, 2, X;) }ier serd holomorfo si cada X; es holomorfo.

Campos sobre una recta

Considere la recta
L={r:y:2]€CP?:azx+by+cz=0,(a,b,c)#(0,0,0)}.
Como (a,b,c) € C* — {0}, entonces el espacio
V ={(z,y,2) € C3: ax + by + cz = 0}

tiene dimension compleja 2, pues es niicleo de la funcién
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¢ : C3 — C definida por p(x,y, 2) = ax + by + cz.

Sea el conjunto {u = (ug, uy, us),v = (vg, v1,v2)} una base de V. Entonces

f:CP' — L

[s: t] — [su + tv]
esté bien definida y es biyeccion. Se prueba que f es biholomorfismo. Entonces,

todo campo sobre L se corresponde con un campo sobre CP!. Considere las

parametrizaciones de L como sigue

p1:C— L y 0y :C — L

s — [su + v] t — [u+ tv]

claramente L C ¢;(C) U ¢y(C). Tenemos una aplicacion de cambio de coorde-
nadas h = @, ;. Entonces, un campo X sobre L es un par de campos X; y

X3 sobre C (plano s y t respectivamente) tal que Xy = h,(X7).

Proposicion 5.2.3. En la situacion anterior, si X es holomorfo, entonces X,
y Xo son polinomios de grado menor igual a dos. Ademds, todo polinomio en
C, de grado menor igual a dos, define un campo vectorial sobre L.
Demostracion. Como Xo = h,(X;), tenemos
Xo(h(s)) = dh(s) - X1(s) = W (5)X1(s) = —= X1(s).
Haciendo ¢ = h(s) = 1, tenemos
1
%= (1) vrec

Es claro que —t2X; (1) € O(C*). Pero, como X»(t) € O(C), entonces —t*X; (1)
debe extenderse holomorficamente a t = 0. Luego —t2X (%) seré limitado en

una vecindad de 0, esto es

4 M > 0,e >0 tal que

1
2X, (Z)’ <M Vit <e.

Haciendo t = %, tenemos
X1 (u)

2

<M Vol > 1/,

entonces
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| X1 (uw)| < Mu? V |u| > 1/e.

Expresemos
Xl(u) =ag + a1u + CL2U2 + -

por el teorema de la desigualdad de Cauchy 1.6.5 dado D = D,.(0) (r > 1/¢),

tenemos

supp | X1|
n

Ademas supg | X1| = supyp | X1] < Mr?, entonces

lan| <

Mr?

la,| < Vr>1/e.

Si r — oo se tiene |a,| < 0 V n > 3. Por lo tanto X; es un polinomio de

grado menor igual a dos. Por otro lado, dado cualquier polinomio f(s)

ao + a5 + azs? de grado menor igual a dos, definiendo

() = f(s) ¥ Xalt) = —£2f (%) L

a0t2 — a1t —ag € O(C)

obtenemos un campo X sobre L. Todos los campos sobre L son de esta forma.

0
Campos tangentes a ctibicas

Sea la curva lisa

C = {y?2 = 23 + axz® + b23}, 4a® +270* £ 0.

Como ya vimos en el ejemplo 3.0.4, el tnico punto al infinito de C es {[0: 1
0]}. Consideremos la curva

C=C—-{0:1:0}={[z:y:1]/y*=2°+ax + b} C C?,

y el campo

X : C* — C2 definido por X (x,y) = (—fy, fz),
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donde f = y* — 2® — ax — b. Sabemos que, para cada p € C, el vector X(p)
es tangente a C' en p, es decir, Z = X|¢ es un campo tangente sobre C. Sin
embargo, en principio, Z no esté definida en ¢ = [0 : 1 : 0] € C. Expresemos
el campo X en coordenadas que contengan a ¢ = [0 : 1 : 0]. Consideremos las
coordenadas ¢ : (u,v) — [u: 1: v] € CP?. El cambio de coordenadas de (x,)

a (u,v) es dado por el biholomorfismo
h:{(z,y) € C*/ y # 0} = {(u,v) € C*/ v # 0}

y'y

definido por (u,v) = h(x,y) = <2 l).

[@* 4N vl 2

Sobre el conjunto U = {(u,v)/ v # 0} el campo X tiene la siguiente expresion:
Y(u,v) = ho(X)(z,y) = dh(z,y) - X(z,y), (u,v) = h(z,y).

Realizando los calculos, tenemos

1 T
dh(z,y) = | Y yf y X = (—2y,—32% —a).

{ »

Yy

Entonces
323 ax

-2+ — + —

Y= Bxg—i- a
Yy

Sabemos ademés que y = % , =72, luego
3u’ 2 2 2
Y=|-24+—+auv,3u” +av” |, VY (u,v) € C* tal que v # 0.
v
Expresemos la curva C' en coordenadas (u,v) como sigue:
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C={y*2=a+az®+ 03y N{[u:1:0]}
= {v = u? + auwv? + b}
3

={g(u,v) =0}, g =v—u®— auwv* — v’

Como %(O, 0) # 0, entonces por el teorema de la funcion implicita 1.6.6 existe

un abierto 2 C C, 0 € C y una funcién holomorfa £ : Q2 — C tal que
£:0-C €)= (1£0)),
es una parametrizacion de una vecindad £(Q) de ¢ en C. Como C interseca
{v = 0} s6lo en el punto ¢ = (0,0), entonces
() \ {g}  {(w,v) : v#0}.
Por lo tanto Y esté definido sobre £(Q — {0}). El campo Y esta representado

en Q — {0} por un campo

F:Q— {0} — C tal que Ylgq_1q) = &(F)-
Entonces

\ Y(t,£(t) = (F(2),€ (t)F (1),
(—2 + 3% +a+¢& 3%+ a§2) = (F(t),£(t)F()).

Luego F(t) = -2+ % + at&, t # 0. Recuerde que & es holomorfa en 2 C C,
asi que, cerca de 0 € € tenemos £(t) = ag + a1t + ast? + ---. Observe que
ag = £(0) = 0, y ademas recordemos que ¢(t,£(t)) = 0, lo que implica que
£ — 3 — até? — b€3 = 0. BEs decir

(art + agt? + -+ ) — 3 — at(agt + agt® + - -+ )2 — b(ayt + agt? +--- )3 = 0.

Por lo tanto, agrupando y ordenando la ecuacién anterior, tenemos

art + agt® + (a3 — 1 — aa? — ba3)t3 + --- = 0.
Lo cual implica que a; = 0, ao = 0, a3 = 1. De esta manera, el campo
F queda definido por F(t) = —2 + tff + até(t) y se extiende de manera

holomorfa a t = 0. Luego, el campo X|¢ se extiende a un campo X sobre C'
tal que X (q) # 0. Por lo tanto X sobre C no tiene singularidades, entonces la
caracteristica de Euler-Poincaré x(C) es 0y, la curva C tiene género igual a

1. Asi, la curva es homeomorfa al toro.
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5.3. Campos meromorfos inducidos por parame-
trizaciones

Sea U C C abierto. Decimos que X es campo meromorfo en U si X es una
funciéon meromorfa en U. Claramente un campo meromorfo define un campo
holomorfo fuera de su conjunto de polos. Luego, la nociéon de singularidad
se establece igual que en el capitulo anterior. Sea h :  C C — C? una
parametrizacion holomorfa local de la curva afin lisa C C C2. Sea X un campo
meromorfo en €. Sean {p; } e los polos de X. Luego, como se hizo en la seccion
anterior, tenemos que dh(t) - X (¢) define un vector tangente a C' en h(t) para

todo t € Q\ {p,};er. Entonces, por definicién, diremos que
h(t) € h(Q) — dh(t) - X(t) € C?

es el campo meromorfo inducido por X via la parametrizacion h, y lo denota-
remos por h,(X). Observemos que h,(X) no esta definido para t € {p;};er y
diremos que los puntos h(t), t € {p;};jer, son los polos de h,(X).

Definicién 5.3.1. Sea C una curva proyectiva lisa en CP?. Un campo X me-
romorfo sobre C' es una coleccion { (s, , X;) bier que cumple las condiciones

siguientes:
1. ¢;: Q; — C parametrizacion
2. C cU; i)
3. X; campo meromorfo sobre §2;

4. Para cualesquiera 7,5 € I tal que h;(€;) N h;(€2;) # 0 vale que X; =
. (X;), donde ¢ = hj_l o h;.

Del item 4, tenemos que si ¢ € C' se expresa como
q = hi(z) = h;(2),
con z; € ), z; € )}, entonces se tiene que
z; es polo de X; < z; es polo de Xj.
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Gracias a esto, podemos definir que ¢ es polo de X si ¢ = h;(z;) con z; polo de

X;, para algin ¢ € I. Ademaés, definimos el orden de ¢ como
ord(X,q) = ord(X;, z;).

De la ecuacion X; = ®,(X;), se obtiene facilmente que este niimero no depende
de i. Naturalmente, las singularidades de X son los puntos p = h;(w;) tal que

Teorema 5.3.2. Sea C' como en la definicion anterior. Sea X campo mero-

morfo sobre C. Ademds, sean p1,...,px las singularidades y q1, ..., q los polos
de X. Entonces \ l

> mipy) =Y ord(X,q;) = x(C)

j=1 j=1

Para probar el teorema, debemos ver primero el resultado siguiente:

Lema 5.3.3. Sea U C C abierto. Sea F' un campo holomorfo en U — {0}, con
un polo de orden n € N en 0 € U, pero sin singularidades. Entonces, existe

e >0 y un campo continuo X : U — C tal que:
1. D.(0) c U
2. X coincide con F' en U — D(0)
3. X tiene una unica singularidad en 0 € C de indice —n.

Demostracion. Como F' tiene polo de orden n en 0, sabemos que podemos

expresar

Pz = M2 e o), no) 20,

Luego h(z) # 0, Vz € U. Tomemos ¢ > 0 tal que D.(0) C U. Cambiando
de coordenadas si es necesario, podemos suponer que € = 1. Si z € 9D;(0),

tenemos que
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Entonces, definimos

F(z) ,sizeU\ Dy(0)
h(z)z"™ , siz € D;(0)

X(z2) =

el cual es un campo continuo. Asi

1 dw 1 dw 1 F'(2)
Ind(X,0) = — w_ -2
nd(X,0) 271 / w 271 / ] dz

X(9D) F(OD) l2|=1

" 2mi 2"h(z) :
|z|=1
4 [yl Ng S
271 A —
|z|]=1
o — .

Prueba del teorema 5.3.2:

Demostracion. Aplicando sucesivamente el lema anterior, podemos construir

un campo continuo Y sobre C tal que:

1. Y coincide con X salvo en pequenos discos D; centrados en cada polo g;

de X.

2. Las singularidades de X son también singularidades de Y y los indices

coinciden.

3. Los polos de X son singularidades de Y y sus indices son los opuestos de

los ordenes de estos polos.

4. Y no tiene mas singularidades que las indicadas en 2 y 3.

Luego, por el teorema de Poincaré-Hopf 4.1.5 tenemos

k l

NEEIDY fnd(Q)sz(pj)—zord(X,qj)-

q € Sing(Y) J=1
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Capitulo 6

Formula grado género

Para finalizar el presente trabajo, desarrollaremos en este capitulo el resultado
més importante de la tesis, que es la féormula que relaciona el grado y género

de una curva lisa en CP?.

Teorema 6.0.1. Sea S C CP? una curva lisa de grado d € N. Entonces el

género de S satisface la ecuacion siguiente:

o(5) = =2 =2)

Demostracion. Dado que S es una curva en CP? de grado d € N, por la pro-
posicion 3.0.23 existe una recta L tal que el niimero de puntos de interseccion
de Sy L es d. Tomemos p € L\ S. Por el lema 2.0.6, existe un automorfismo

A de CP? tal que A(L) = {z =0} y A(p) = [0:1:0]. Luego, A(S) intersecta

{z = 0} en d puntos al infinito y ninguno de estos es [0 : 1 : 0].
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Como ¢(S) = g(A(S)) y gr(S) = gr(A(S)), cambiando la notacion si es ne-
cesario, podemos suponer que S intersecta a {z = 0} en d puntos y ninguno
de estos puntos es [0 : 1 : 0]. Es decir, si S tiene la ecuacion afin f(x,y) = 0,
siendo f de grado d, entonces tenemos que {f = 0} tiene d puntos al infinito
y ninguno de estos puntos es [0 : 1: 0]. Asi que estos puntos al infinito son de
la forma p; = [1 : m; : 0] donde m; € C, Vj € {1,...,d}.

Consideremos el campo hamiltoniano de f:

H(x>y) - (—fy(x,y),fx(x,y))-

Como (fy, fy) # 0 sobre S, pues S es no singular, entonces H define un campo
holomorfo no singular sobre S—{py, . .., pa}. Demostraremos que H tiene polos
en cada p; y cada uno de estos tiene orden d — 3. Consideremos las coordenadas

(u,v) — [1 : u: v]. Estas coordenadas se relacionan con las coordenadas (z,y)

por la relacion (u,v) = o(z,y) = (%, %) El campo H(x,y) se expresa en las
coordenadas (u,v) por
F = ¢.(H)

entonces F(u,v) = dp(x,y) - H(z,y), donde (z,y) = ¢ (u,v) = (l 2) Note-

v v

mos que
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y 1
22 oz
dp(z,y) = y H(z,y) = (=fy, [2)-
_iz 0
X

Entonces

F(u,v) = (%fy—f—iﬁv , %fy) = (UUfy—i-vfx,vay).

Sabemos que z = 0 es la ecuacién homogenea de la recta al infinito
Loo=A{lx:y:2]:2=0},
y en coordenadas (u,v) esta recta se expresa como
oo MCHEST T PRl 1

Sea g uno de los p;. Por la proposicion 3.0.23 tendriamos que Sy el eje u se
intersecan transversalmente en ¢, entonces, cerca de ¢, podemos parametrizar

S como el grafico de una funciéon g : U — C, U C C, 0 € U y (¢4(0),0) = q.

u

ala
L)

v

Es decir
teU - (g(t), 1)

parametriza una vecindad de p en S. En la coordenada t € U, el campo F|g

se representa por un campo G : U — C tal que
F=4.(G)
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entonces

F(g(t),t) = dy(t) - G(t) = (¢'(1)G (1), G(1)). (6.1)
Pero
F(g(t),t) = (g)tfy(2,y) + tfulz,y) , £fy(2,y)) (6.2)
donde ( (% “0). Luego, igualando las segundas coordenadas de las
ecuaciones (6 1) y (6.2) obtenemos
G(t) = t*f, (1 @) (6.3)

Por otro lado, expresemos
P i s e’ £
donde cada f* es un polinomio homogéneo de grado i (i = 0, ...,d). Luego

fy= I+ 1+ + S,

donde cada f; es homogéneo de grado ¢ — 1. Como los puntos al infinito de f
son [1 : m; : 0], entonces, como ya vimos en la definicion 3.0.11 ecuacion (3.1),

debemos tener

f4(1,m;) =0V e{l,...,d}
Es decir, los niimeros my, ..., mg son raices del polinomio en una variable

h(y) = f41,y). Como gr(h) < dy my,...,mg son raices diferentes de h(y),

se sigue que gr(h) = d. Entonces
hy) =k(y —mq)-... - (y —myg), donde k # 0.
Como cada m; es raiz simple de h, debemos tener por el teorema 1.5.12 que
h'(m;) # 0. Luego
fi,my) #0 Vi€ {1,...,d}. (6.4)
Ademas, como (g(0),0) = p; para algin j € {1,...,d}, entonces g(0) = m,.
Reemplazando en la ecuacion (6.4) tenemos f(1,g(0)) # 0. Por otro lado, de

la ecuacion (6.3) tenemos
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G(t)_t2< ;(1 @)Jr 5—1+...)

— (G aO) + g fi )

= tdi—{z (F4(L,g(1) + tfH(1, g(1) + 2472 (1, 9(E) + -+

Por lo tanto, como f{(1,9(0)) # 0, tenemos un polo de orden (d —3) en ¢t = 0.

Asi, por el teorema 5.3.2 tenemos que

- Z ord(H,p;) = x(S)

—d(d—3) =2 — 2¢(S)

£ 1648 2d+2 = g(95)
(d— 1)2(4_2) 0
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