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El teorema de Merle para foliaciones

En el presente trabajo, estudiamos el teorema de Merle para curvas algebroides planas
irreducibles, en este teorema se establece una descomposicion de la curva polar de una
curva analitica irreducible que determina la topologia de esta curva. También estudiamos
el teorema de Rouillé, que generaliza el teorema de Merle, en donde se establece la
descomposicién de la curva polar, de una foliacion holomorfa de tipo curva generalizada,

que nos brinda informacion topologica de la separatriz de la foliacion.

Palabras Claves: Exponentes caracteristicos. Poligono de Newton de una foliacion.
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Introduccion

El presente trabajo es una introduccién al estudio de la curva polar de una curva
algebroide plana irreducible. Merle [Mer77] probé un teorema para el caso irreducible,
sobre una descomposicion de la curva polar en paquetes, considerando el contacto entre
las ramas de la polar y la curva. En 1977, Kuo-Lu [KL77], con motivaciones diferentes,
estudiaron el contacto entre las parametrizaciones de Newton-Puiseux de la polar y las
parametrizaciones de Newton-Puiseux de la curva, para la prueba del teorema de Merle
ellos usan un lema en las raices de la derivada de una curva algebroide. Sin embargo, la
prueba del lema dada en [KL77] es mas técnica y parte del lema no es cierto (como se
analizard en el presente trabajo). En 1991, Gwozdziewicz-Ploski [GP91] construyen un
ejemplo donde se verifica que no se cumple el lema dado en [KL.77] y da la correcta versién

del lema de Kuo-Lu, para probar directamente la férmula de Merle.

Con el fin de estudiar algunas propiedades de la curva polar, el primer capitulo aborda
nociones bésicas a ser utilizadas a lo largo del texto, tales como: curva algebroide plana
y equivalencia de curvas, también varios resultados, como el Teorema de Preparacion
de Weierstrass y el Teorema de Newton-Puiseux (este tltimo nos presenta elementos
importantes que estan relacionados con una curva algebroide plana irreducible, como
por ejemplo, parametrizacion de Newton-Puiseux, exponentes caracteristicos y los pares
de Puiseux). Se introduce el concepto de interseccién de dos curvas algebroides planas;
enseguida presenta el concepto de semigrupo de valores, un importante invariante
topologico con respecto a la equivalencia de curvas, y algunas de sus propiedades. Luego

se define la curva analitica plana, donde las propiedades hechas para curvas algebroides



planas también se cumplen para las curvas analiticas planas. El capitulo concluye con una
seccién dedicada especificamente a las curvas polares donde se presentan algunas de sus
propiedades.

En el segundo capitulo, se define el contacto entre dos curvas algebroides planas
irreducibles y la relaciéon existente entre el contacto y el indice de estas. Mas adelante
se presenta una version mejorada del teorema de Kuo-Lu sobre el contacto entre las
parametrizaciones de Newton-Puiseux de la curva polar y las parametrizaciones de una
curva algebroide plana. Enseguida, se demuestra el teorema de Merle. Para finalizar, el
tercer capitulo introduce el concepto de poligono de Newton de una foliacién definida por
una 1-forma, lado principal de una 1-forma, foliaciones de tipo curva generalizada con sus
respectivas propiedades. Por ultimo el teorema de descomposiciéon de la polar para una

foliacién de tipo curva generalizada.



Capitulo

Curvas algebroides planas y foliaciones

holomorfas

Para este primer capitulo tomaremos como referencia [Bar96, BK12, CA00, Che08,
Hef03, Plo90]. En este capitulo daremos definiciones y notaciones que usaremos a lo
largo del trabajo, como: equivalencia de curvas algebroides planas, poligonos de Newton.
Definiremos mediante la parametrizacion de Newton-Puiseux invariantes topologicos: los
exponentes caracteristicos de una curva algebroide plana y pares caracteristicos de Newton-
Puiseur. Asi como también el indice de interseccion entre curvas algebroides y sus
propiedades para su cilculo. Finalizamos la parte de curvas algebroides definiendo las curvas
polares. Luego, daremos las nociones basicas de foliaciones holomorfas. Después estudiamos
el indice de Gomez, Seade y Verjouski, en base a este indice definir las foliaciones que son

del tipo curva generalizada [CNST84], [CCD13], [MS01].

1.1. Definiciones y propiedades de curvas algebroides

planas

En esta seccion el objetivo principal es introducir el concepto de curvas algebroides y

equivalencia entre ellas.



1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

Sea C[[X, Y]] el anillo de series de potencias formales con coeficientes en C. El conjunto
M = {f € C[[X,Y]]/f(0) = 0} es el tnico ideal maximal de C[[X, Y]] y coincide con el
ideal generado por X e Y. Si f € C[[X, Y]]\ {0}, entonces

f:ZE:Fn+Fn+l+Fn+2+

i>n
donde cada F; es un polinomio homogéneo de grado i, consideraremos el polinomio cero
como un polinomio de grado +oc. Si F,, # 0, diremos que este es la forma inicial de f y
llamaremos al entero n la multiplicidad de f, denotado por mult(f) = n. Por convencién,
si f =0 entonces mult(f) = oco.

Los siguientes resultados son faciles de verificar.

Proposicién 1.1.1 ([Hef03]). Un elemento f = > _F; € C[[X,Y]] es inversible o unidad"
i=0
st y solo si Fy # 0.

Proposicién 1.1.2 ([Hef03]). Dadas f,g € C[[X,Y]]. Entonces
1. mult(f - g) = mult(f) - mult(g).
2. mult(f + g) > min{mult(f), mult(g)}, con la igualdad cuando mult(f) # mult(g).

Dos elementos f, g € C[[X,Y]] son llamados asociados si existe una unidad u tal que

f =wu- g, esta relacion de asociados es una relaciéon de equivalencia; esto es
f~gsiysdlosi f=u-g.
Ahora introduciremos uno de los objetos centrales de este trabajo.

Definicién 1.1.1. Sea f un elemento no nulo de M. La curva algebroide plana Cy es la

clase de equivalencia de f, mddulo la relacion de asociados. Esto significa

Cr=A{u- f/u es una unidad en C[[X,Y]]}.

'Decimos que un elemento f € C[[X, Y]] es inversible o una unidad si existe otro elemento g € C[[X, Y]]

tal que f-g=g¢-f=1.



1.1. Definiciones y propiedades de curvas algebroides planas

Por lo tanto, de la definicién tenemos que C; = (| si y solamente si, existe una unidad
u € C[[X,Y]] tal que f =u-g.

La multiplicidad de una serie de potencias formal es invariante bajo la multiplicacion
por una unidad. Asi, podemos definir la multiplicidad de una curva algebroide
plana C; como la multiplicidad de la serie de potencias f. La curva algebroide plana con
multiplicidad igual a uno es llamada suawe. En el caso de que esta multiplicidad sea mayor
que uno, decimos que la curva algebroide plana es singular. Del mismo modo, a la serie
de potencias f € C[[X, Y]] cuya multiplicidad sea mayor que 1, se llamara singular.

Decimos que una curva algebroide plana C; es irreducible, si la serie de potencias
formal f es irreducible? en C[[X, Y]].

Definimos un C-automorfismo o un automorfismo sobre C de C[[X, Y]], como un
isomorfismo de la C-dlgebra C[[X, Y]] sobre si mismo.

Muchas de las propiedades de una curva algebroide plana son preservadas por un cambio
de coordenadas en C[[X,Y]], esto es, a través de un C-automorfismo de C[[X,Y]]. Esto

motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.1.2. Dadas las curvas algebroides planas Cy y Cy con f, g € M C C[[X,Y]],

diremos que ellas son equivalentes, y lo denotamos por Cy ~ Cy, si existe un C-

automorfismo ® de C[[X, Y]] tal que

o L

En otras palabras C; y C, son equivalentes, si existen un C-automorfismo ® y una

unidad v de C[[X, Y]] tal que

O(f)=u-g.

Proposicién 1.1.3. Sean ¢i1,9o € C[[X,Y]] con formas iniciales lineales Ly y Lo,

2Un elemento f € C[[X,Y]] es irreducible si f no es unidad y ademds si f = g - h, entonces g es unidad

o0 h es unidad
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respectivamente. Entonces la aplicacion

¢ : Cl[X,Y]] — C[X,Y]]

f — f(gla 92)
es un C-automorfismo si y solamente si Ly y Ly son C-linealmente independientes.

Demostracion: Ver Proposicion 1.12, pagina 14 de [Hef03]. O
La siguiente proposiciéon nos dice que la equivalencia entre curvas algebroides, preserva

la irreducibilidad y la multiplicidad.

Proposicién 1.1.4. Dadas las curvas algebroides planas Cy y Cy equivalentes, con f,

g € M C C[[X,Y]], entonces
1. f es irreducible si y solamente si g es irreducible.
2. mult(f) = mult(g).

Demostracion:

1. Tenemos que f es reducible si y solamente si ¢ = u~'®(f) es reducible, donde ®
es un automorfismo y v es una unidad de C[[X, Y]], en efecto suponemos que f es
reducible, esto es f = H fi con f; irreducible, entonces tenemos que

i=1

g=u'B(f) = u'd (1_1 fz-) =« [To ()

Por tanto g es reducible. Tomando r = 1 tenemos que f es irreducible, por tanto g
también es irreducible.
2. Consideremos f = Y _ F;, donde la mult(f) = m. Debemos mostrar que la mult(g) =
i>m
m, donde g = u'®(f).
Observemos que
g=u"0(f)=u"'® (Z F) =u' > O(F).
i=1

4



1.1. Definiciones y propiedades de curvas algebroides planas

Analicemos ®(F;) con

F= Y apX'Y"

J+k=i

Como ® es un automorfismo de C[[X, Y]], tenemos que

X +—— aX +bY + términos de orden superior
Y +—— ¢X 4+ dY + términos de orden superior
satisfaciendo ad — be # 0.Vemos que mult(P(X)) =1y mult(P(Y)) = 1, asi
O(F) = > ap®(X)e(Y)"
k=i

Luego
mult(®(XYO(Y)) =5+ k=i

Por lo tanto,

mult(P(F;)) =i y mult(g) = m.

Sea C; una curva algebroide plana de multiplicidad n. Podemos escribir
L=+ Foetitt o,

donde cada F; es un polinomio homogéneo en C[[X,Y]] de grado i y F,, # 0. Llamamos
cono tangente de la curva C; a la curva algebroide plana Cf, .

Como cualquier polinomio homogéneo de dos variables con coeficientes en un cuerpo
algebraicamente cerrado se descompone en un producto de factores lineales, podemos
escribir

Fn = H CZ'(CLZ'X + bz'Y)Ti,

=1

donde > r; =n, a;,b;,c; € C\ {0} parai=1,....sy a;bj — a;jb; # 0, sii # j.

=1
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De esta manera, el cono tangente de C} consiste de las formas lineales a; X + b;Y,
1=1,...,s, donde cada una de ellas posee una multiplicidad r;. Llamamos recta tangente
de Cy a cada una de estas formas lineales. Decimos que dos curvas algebroides planas C

y C, son transversales, si poseen rectas tangentes distintas.

Ejemplo 1.1.1. Sea f(X,Y) =Y?—a?X?—- X3 € C[[X,Y]]. Sia # 0 el cono tangente de
la curva Cy consiste de las rectas, Cyiqox y Cy_ox, ambas con multiplicidad 1. Si a = 0,

tenemos que el cono tangente de la curva Cy es la recta Cy con multiplicidad 2.

Observamos que si la curva Cf fuera suave, entonces su cono tangente consiste de una
Unica recta tangente con multiplicidad 1.

Consideramos el anillo de serie de potencias convergentes en las variables X e Y, este
anillo serd denotado por C{X,Y}. Los resultados vistos anteriormente para C[[X,Y]],
pueden obtenerse de forma similar para C{X,Y}, para mayor informacién revisar el
Capitulo 7 de [Che08].

La convergencia permite una interpretaciéon geométrica del conjunto de ceros de un

elemento f € M = (X,Y) (M es el tnico ideal maximal de C{X,Y}).

Definicién 1.1.3. Sea f € C{X,Y} y sea U C C? un abierto donde f es convergente.

Definimos una curva analitica plana determinada por f, como
Zy =A{(z,y) € U; f(z,y) =0},
donde U C C? es una vecindad del origen.

Observe que todo elemento de CyNC{X, Y} determina la misma curva analitica plana.

Por esa razén vamos a denotar C'y por Z;.

Definiciéon 1.1.4. Dadas dos curvas irreducibles Cy y C, decimos que tienen el mismo

tipo topolégico si y solo si, existe un homeomorfismo ¢ : U — U’ tal que
P(CrNU)=CyNT,

donde U (respectivamente U') es uma wvecindad del origen en C* en el cual C;

(respectivamente C,) estd definida.



1.2. Teorema de preparaciéon de Weierstrass

1.2. Teorema de preparaciéon de Weierstrass

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades algebraicas del anillo de series
de potencias formales. El objetivo central es enunciar el teorema de preparacion de

Weierstrass.

Definicién 1.2.1. Diremos que f € C[[X,Y]]\ {0} es regular de orden n con respecto a
la variable Y o Y —regular de orden n (resp. X) si f(0,Y)(resp. f(X,0)) es de orden n

respecto de Y (resp. X ).

Decimos también, que f es regular en Y o Y —regular (resp. X), cuando f es regular

con respecto a Y (resp. X) de orden n = mult(f).

Ejemplo 1.2.1. Consideremos f(X,Y) = Y*-2X°Y?—4X"Y + X0 € C[[X,Y]]. Notemos
que f(X,0) = X9 esto es, [ es reqular de orden 10 con respecto a la variable X, ademds

de esto, tenemos que f(0,Y) =Y o sea f es reqular en'Y, pues mult(f) = 4.

Proposicién 1.2.1. Sea f € C[[X,Y]] \ {0} con mult(f) = n. Entonces existe un
C—automorfismo lineal ¢ de C[[X,Y]] tal que ¢ (f) es reqular en'Y (o en X ).

Demostracion: Sélo buscaremos la regularidad en la segunda variable pues el caso en
X es similar, sea f(X,Y) = F, + F,.1 + Fu2 + -+, donde cada F; es un polinomio
homogéneo de grado 4. Escribiendo F, en la forma F,(X,Y) = a,0Y" 4+ a,_1,Y" ' X +

st a1 Y X" 4 a9, X™, obtenemos que,
Fo(X,1) =ano+an 11X+ -+ a1, 1 X" ' +ag,X" € C[X]\ {0},

admite raices en C que las reunimos en el conjunto R. De esta forma si tomamos o € C\ R,
F.(a,1) #0.
Ahora, consideremos la siguiente aplicacién
X — X +aY

Y — Y.

7



1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

Afirmacion 1: La aplicaciéon ¢ : C[[X,Y]] — C[[X, Y]] es un C—automorfismo en
C[[X,Y]]. En efecto, observemos que las formas iniciales de )(X) = X +aY y (V) =Y
son linealmente independientes, entonces por la Proposicion 1.1.3 obtenemos que 1 es un
C—automorfismo de C[[X,Y]].

Afirmacién 2: Denotando g(X,Y) = ¢ (f(X,Y)) = f(X + aY,Y) tenemos que g es

regular en Y. En efecto, como
VX, Y)) = f(X+aY,Y)=F (X +aY,Y)+ Fp1 (X +aY,Y) 4 ---,
tenemos que
g(0,Y)=f(0+aY)Y)=F,(aY,)Y)+ F, 1 (aY,Y) + - - .

Observemos que basta mostrar que F,(aY,Y) es regular en Y, pues ningin término de

F,(aY,Y) se cancela con términos de F,,,1(aY,Y) +--- , pero
F.(aY)Y)=a,oY" +a,_100Y" + -+ alm_la"_lY" + appa"Y",
o sea,
Fo(@Y,Y) = Y™(ano + @n-110 + -+ a1010" " + agpa”™) = Y™ - F(a, 1),

donde, como se vio anteriormente, F,(c, 1) # 0. Luego, F,,(X,Y") es regular en Y y por lo
tanto ¢ (f(X,Y)) también lo es. 0

Veamos a continuacién un ejemplo que nos permita visualizar este resultado.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos f(X,Y) = X3Y + XY3 + X*Y2 Podemos escribir [ en

polinomios homogéneos de la siquiente manera,
f(X,Y) = Fy(X,Y)+ Fs(X,Y),

donde Fy(X,Y) = X3Y + XY3. Notemos que Fy(X,1) = X® + X y las raices de este
polinomio en C son {0,i,—i}; tomando o € C\ {0,4,—i}, Fy(a,1) # 0. En particular,

tomemos o« = 1.



1.2. Teorema de preparaciéon de Weierstrass

De esta manera, considerando el C—automorfismo de C[[X, Y]]

v:Cl[X,Y]] — C[X,Y]]
X — X+4Y

Y — Y,
tenemos que

V(f(X,)Y)) = f(X+Y)Y)=F(X+Y,)Y)+ FRX+Y)Y)

= (X+Y)PY+ (X +Y)V?+ (X +Y)V?

= XV +3X°YV? +4XY? 42V + X'V +4X°Y? + 66XV + 4XY° + VO

= 2V'+ XY + 3X°Y? +4XY? 4+ VO 4+ X'YV? +4X°Y? + 6 X7V + 4XY°.
Poniendo g(X,Y) = ¢(f(X,Y)), tenemos que g(0,Y) = 2Y* + Y6 = Y4(2 +Y?), esto es,
g(X,Y) es reqular en Y.

El teorema que sigue, desempena un papel importante en la teoria de singularidades,
pues como un corolario de este se tiene el teorema de preparacion de Weierstrass, donde
C[[X]] (conjunto de series formales en la variable X') y C[[X]][Y] (conjunto de polinomios

en la variable Y con coeficientes en C[[X]]).

Teorema 1.2.1 (Divisién de Weierstrass). Sea f € M C C[[X,Y]] regular en Y de orden
n > 1. Dado g € C[[X,Y]] existe ¢ € C[[X,Y]] yr € C[[X]][Y], conr =0 6 grady(r) <n,

unicamente determinados por f y g tales que g = qf + 7.

Demostracion: Ver Teorema 2.3 pagina 20 de [Hef03]. O

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2 (Preparacién de Weierstrass). Sea f € M C C[[X,Y]] regular en Y y

mult(f) =n > 1, entonces existe una unidad u € C[[X,Y]] tal que
w(X,V)F(X,Y)=Y"+a (X)Y" o+ a, 1 (X)Y +a,(X),

con a;(X) € C[[X]] y mult(a;(X)) > 1.



1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

Demostracion: La demostracion del Teorema 1.2.2 que aparece en [HKT13] utiliza el

Teorema 1.2.1, pagina 72. a

Observacion 1.2.1. Un polinomio de Weierstrass en Y es una serie de potencias en

C[[X,Y]] de la forma
PX,Y)=Y"+a(X)Y" '+ +a, 1(X)Y + a,(X), (1.1)
tal que n > 1 y mult(a;(X)) > i parai=1,...,n.

Ejemplo 1.2.3. Veamos una aplicacion del teorema de preparacion de Weierstrass a
f = XY = Y3+ Y Escriviendo f = f+ fy con f = XY = Y3, f; = Y* y usando

el teorema de Preparacion de Weierstrass tenemos

V3L Qf+ XY =—frYi+ XY

Pero
Yi=-Yf+XY2
Asi
Y3 = —f+XY+XY?2-YSf
= T e L
Y2 = (-1-Y)f+Y°+ XY + XY2
Como

Yt = —Yf4+XY?
Y = Y f+XY?
Y = Y f+ X(XY - f)
VS = —Y?f+X%Y - Xf

VP = (=Y?-X)f+ X?.

10



1.2. Teorema de preparaciéon de Weierstrass

Luego
Y3 = (-1 -Y)f+(-Y?* = X)f+ XY + XY + XYV?
Y3 = (-1 -Y)f+(-Y? = X)(f - YH+ XY + XY + XY?
Y3 = (-1-X-Y -Y)f+Y 4+ XY+ XYV + XY? + X?Y.
Pero
YO+ XYY = Y3(-Yf+XY?)+XY?
YO+ XY = —Y3f42XY*
Y4+ XY = YV3f 42X (FYFaXY?)
Y8 NCK T gl O | 9 3 i)
Luego,

VP = (-1 -X-Y -Y)f+(-Y®-2XY)f +2X?Y? + XY + XY? + XY
V3 = (-1 -X-Y -YH)f+ (=Y -2XY)(f - YY) +2X*V? + XY + XYV*+ X?Y

VP = (m1-X =Y -2XY - Y2 - Y3 f + (V3 +2XY)V* + XY + XV? + X?Y +2X?Y2
Continuando con el proceso, tenemos
(1= X-Y Y2+ )f=YV?— (X +2X°+ - )V’ = (X + X+ - )Y.

Observacion 1.2.2. Usando la Proposicion 1.2.1 y el teorema anterior podemos asumir
que una curva algebroide plana, es dado, a menos de un cambio de coordenadas, por un

polinomio de Weierstrass, i.e.,
Y +ay(X)Y" 4 b (X)Y 4 a,(X),

con mult(a;(X)) >, parai=1,...,n.
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas
1.3. Parametrizacion de Puiseux

Introduciremos la nocion de parametrizacion de una curva plana. Fsta serd una
herramienta poderosa para el estudio de las propiedades en las curvas. Analizaremos el
método de Newton, para definir la parametrizacion de Puiseuz.

Denotaremos por U, al grupo multiplicativo de las n-ésimas raices de la unidad en C.

Sea f(x,y) = ¥ ansr®y? una serie de potencias, definimos el soporte de f, A(f), al
conjunto de indices (a, #) cuyos monomios 2%y® aparecen en la serie de potencias (i.e. para

los cuales a,p # 0). Asi,
A(f) = {(a, B) € N/ aqs # 0}, cuando f(z,y) = Y aapz”y”

Ejemplo 1.3.1. Sea f(z,y) = y* — 223y + 25, entonces se tiene:

A(f) - {(67 0)7 (07 4)7 (37 2)}

A continuacion mostramos un grdafico de los puntos del soporte de f:

Ejemplo 1.3.2. Sea f(x,y) = y* — 223y? — 42y + 2% — 27, entonces se tiene:

A(f) = {(6,0),(7,0),(0,4),(3,2), (5, 1)}

A continuacion mostramos un grdafico de los puntos del soporte de f:

12



1.3. Parametrizacion de Puiseux

Para cada p € A(f) consideremos p + (R*)2, que es el cuadrante positivo trasladado al
punto p € A(f). De la unién de todos estos cuadrantes construimos la envolvente convexa:

conv ( U o+ (R+)2)) : (1.2)

PEA(S)

La frontera de (1.2) esté formada por dos semirrectas paralelas a los ejes y por un camino
poligonal que conecta estas dos semirrectas. Este camino poligonal se llama poligono de

Newton.

Observacién 1.3.1. Los vértices del poligono de Newton estan en A(f). Por otra parte,
los elementos de A(f) tienen la siguiente caracterizacion:
Un punto (r,s) € A(f) estd en el poligono de Newton si y sélo si vale la siguiente propiedad:

siempre que (1',s") € A(f) es tal que v’ < r y s <s, entonces (r,s) = (r',s).

Sea f(z,y) = 3 anpr®y” una serie de potencias convergente de multiplicidad m, sin
pérdida de generalidad podemos asumir que f es regular en y. Sea _ui la pendiente del
primer segmento del poligono de Newton (es el segmento que tiene comooextremo al punto
(0,m)). Particionando los términos de f como sigue

flz,y) = Z Aapr™y” + Z aagxo‘yﬁ, (1.3)

a+ugfB=v a+ugB>v

1
donde v es la interseccion de la recta a través de (0,m) con pendiente —— (nétese que
Uo

v = mauyg) se observa que existen al menos 2 puntos de A(f) tales que
o+ ugf =w.

13



1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

La primera solucién aproximada de f(z,y) = 0 que construiremos es una soluciéon de la

ecuacion

A

flz,y) = Z aagxo‘yﬁ = 0. (1.4)

a+ugB=v

En (1.4) reemplazamos y = tx“°, obteniendo

fla,y)=2" 3 aast’ =2"g(t)

a+ugfB=v

El polinomio

gty =" > awpt’

a+ugB=mug

es de grado m y tiene una raiz ty, # 0 entonces,
Yo = toz™
es una solucién aproximada de la ecuacion f(z,y) = 0. El exponente ug es racional,

Ug = @, donde med(po, o) = 1.
q0

Sustituyendo z; = 2%, tenemos que la solucién aproximada es yy = tox?°. Para mejorar
) 1

la solucién aproximada, hacemos:
y = 21" (to + y1)
en f(z,y) = 0. Da como resultado una serie de potencias en x; y ¥

f(@f, 21" (to + 1))
Luego se tiene

fal,ao+y)) = D aapal ™ (to+u) D aasa ™ (to + 1)’
a+ugfB=v a+tug f>v

= " ( S0 aaslto+y)’+ D0 agpal™ TN +y1)ﬁ)

a+tugf=v a+tugB>v

= quofl(xlayl%

14



1.3. Parametrizacion de Puiseux

donde

Aleny) = Y aaslto+ )"+ X aaprl* PO (10 4 4P,

a+ugfS=v a+tug >

ast, f1(0,1) = Y. aas(to+y1)” tiene multiplicidad my para algtin (o, my) € A(f) luego
a+tugfS=v
my < m; por lo tanto, f; es y;—regular de orden m; < m. Ahora construimos el poligono

1
de Newton para f;. Sea —— la mayor pendiente negativa (u; = &), obteniendo una
U1 q1

<z . . 1 .
solucion aproximada y; = t;2"*, sustituyendo x, = xl/ 7 de nuevo para mejorar ponemos

y1 = ab' (t1 + y2), sustituimos en fi(z1,y1) = 0 y extraemos todas las potencias de zy:

fi(xg, 2h (t + 1)) = 23" " fa(z2,92),

donde f5 es yo—regular de orden msy < my, etc.

Aplicando lo mismo sucesivamente, tenemos una sucesion de series de potencias

1 .
convergentes fi(z;,y;) (con x;41 = x; / %), cada una es y;—regular de orden m; y

m=mgp =My > My > -
También tenemos una sucesion de soluciones aproximadas
U
y = x"(to+u1)

y1 = 7 (t1 +y9)

Yo = z52(ta +ys3)

Luego

y ="t + 2" (b + 25%(t2 + -+ +)))
= tox"® + t1x"0xt + toxaxPray? + - - (1.5)

— tol‘uo + tlxuo—i-m/qo + t2xUO+U1/qo+u2/(I0ql 4.
es una expansion de y como una serie de potencias fraccionarias crecientes de x.

Lema 1.3.1. Con las notaciones anteriores, los denominadores en los exponentes de la

serie no crecen de manera indefinida.
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

Demostracion:

Afirmacién: Existe un indice 79 € N tal que u; es un entero para i > ig.

Si la afirmacion se cumple, entonces ¢; = 1 y z;51 = z; para ¢ > ip, luego tomamos
n = qoq1 - - ¢, donde g;|n para i = 0,1, -  ig. De esto, y se puede representar como una
serie de potencias de (z'/™).

En efecto:

Las series f; son y;—general de orden m;, y sus 6rdenes forman una secuencia decreciente
de ntimeros naturales:

my > my > My > «--

donde u; no es entero cuando m; > m;y,. Esto sucede para un ntimero finito de veces,
luego para un cierto ig, todos los u; son enteros para todo i > 4. O
Queda mostrar que si m; = m; 1, entonces u; € N.

En efecto: (Sin pérdida de generalidad, para el caso i = 0)

Sustituyendo x = 2%,y = 27°(tp + y1) en la ecuacion (1.3), se obtiene

o) fi(z,n) = @, 20 (to + 1))

= 1’7{%( N aaﬂ(to+y1)5+$1("'))

a+tugB=uom

De esto se sigue:

A0,3) = Y austot+u)’ =glto + 1)
a+upB=uom
donde ty es una raiz no nula de la ecuacion ¢g(f) = 0 y g es un polinomio de grado
m = mg (en efecto, si suponemos que el grado de g es m’ < m, entonces ugm = v,
upm’ = v. Como m’ < m se tiene ugm’ > ugm asi v > v lo cual nos lleva a una
contradiccion). Como m; es el orden de la solucién y; = 0 de f1(0,31) = 0, y asi el

orden de la raiz ty de g. Como f; es y;—regular de orden m; por el Teorema 1.2.2,
filzr,y1) = W™ 4+ ar(z)y™ ™ + -+ @, (71)) - w(zg,y1), con a;(0) = 0 para todo
i=1,---,myu(0,0) # 0. Luego f1(0,y1) = yi"* - u(0,y1), observamos como u(0,0) # 0
se tiene que u(0,y;) no es divisible por y;. Asi y; = 0 es una solucién de f1(0,y;) = 0 de

orden m;. Por lo tanto, f(0,0) = g(ty) = 0, de esto se tiene que ty es una raiz de g de
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1.3. Parametrizacion de Puiseux

orden m;. Por hipo6tesis tenemos que m; = my = m, entonces g tiene la forma

g(t) = c(t — o)™, (c #0).

En particular el coeficiente de t™~! en el polinomio

gt)y=" > awpt’

a+tugB=ugm
no desaparece, i.e. dgm_1 # 0, para algin o € N con a + ug(m — 1) = ugm. Luego
ug =« € N. O
Ahora se tiene y como una serie de potencias formales en z/™.
La serie y(z) = 3 a;2°/™ es llamada expansién de Puiseux para la curva con ecuacion
f(z,y) =0.
Presentamos a continuacién una version del teorema de Newton que mejor se adapta a

nuestro enfoque.

Teorema 1.3.1 (Newton [Hef03]). Sea f(X,Y) =YY"+ a;(X)Y" '+ +a, 1(X)Y +
a,(X) € C[[X]][Y] un polinomio de Weierstrass irreducible. Entonces

FXY) =LY — (' X)),

i=1
para alguna raiz n-ésima primitiva de la unidad < € U, fija y o(Xw) € C[[X7]].

El teorema anterior dado por Newton para serie de potencias formales, también puede

enunciarse para serie de potencias convergentes el cual es dado por Puiseux como sigue:

Teorema 1.3.2 (Puiseux [Che08]). Sea f una serie convergente. Si f es irreducible,

entonces @ €S una serie CO?”LUGTQG?’LtG.

Demostracion: Ver teorema 8.6.1 pagina 124 de [Che08]. O
En este caso, tenemos
X=T1"
Y =p(T),

17



1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

una parametrizacion de Newton-Puiseux de la curva C} definida por f. En virtud del
teorema anterior, C'y tiene n parametrizaciones distintas y podemos obtener todas a partir
de una fija y de los elementos de U,.
Consideremos Cy una curva algebroide plana irreducible, de multiplicidad n, tal que f
es regular en Y y admite una parametrizacion de Newton-Puiseux como sigue,
X=1T"
Y =¢(T)= > bT" con b, cC\{0}, m>n.

>m

Definimos dos sucesiones (¢;) y (3;) de nimero naturales asociados a f como sigue:
€ = Po=mult(f)=n,
p; = min{i/e;_4 no divide 7, con b; # 0}, si €1 # 1,
¢, = med(ej_1,B;) = med(Po, b, ..., 05;)-
Tenemos que ¢; divide a €;_; para todo 7 > 1y
n=¢€>€e >€ >---

Consecuentemente, para algin g € N se tiene que ¢, = 1 y por lo tanto la secuencia de los

Bj, 7 > 1 es creciente y termina en f3,.

Definicién 1.3.1. Los exponentes caracteristicos de Cy son los g + 1 nimeros naturales

(Bos - - By)-
La secuencia de nimeros naturales (€, ..., €,-1) es llamada la secuencia de los divisores
de Cf.
Los pares de Puiseux (nj, pj), j=1,...,9 de Cy se definen:
_G i
N = 6, » Y My Ej'

Ahora, como €; = mcd(e;_1, B;), tenemos que med(n;, i) = 1.

Ejemplo 1.3.3. Para
X =18
Y =T 437" =T 27 + 87% ...

18



1.3. Parametrizacion de Puiseux

B():S:Eo y61:12,
e1 = med(8,12) =4 luego By = 22,

€ = med(4,22) =2 luego 3 = 23,

e3 = med(2,23) = 1.
Por tanto los exponentes caracteristicos son (8,12,22,23).

Notemos que los exponentes caracteristicos de una curva algebroide plana Cf

determinan la secuencia de los divisores €; pues se tiene que

e; = med(n, B, - - -, B5)-

A través de un cambio de coordenadas, si es necesario, podemos considerar una

parametrizacién de Newton-Puiseux de la curva C'y como

X =T%
Y =Th+ Y bT"

>0

donde By < 1 y 1 no es divisible por [y.

Observacion 1.3.2. De la definicion de los [3;, se deduce que los coeficientes de la
parametrizacion anterior tienen la siguiente propiedad: si i y j son enteros tales que

Bi—1 <1< B ysiej_1{i entonces, by =0.

Ejemplo 1.3.4. Del Ejemplo 1.3.3 obtenemos los siguientes pares de Puiseux:

m = E_O =2, Yy = ? =3, entonces (m,p1) = (2,3),
1 1
2 2
Ny = E_2 =2, yu3= ? =23, entonces (n3,us) = (2,23).
3 3

Teorema 1.3.3 ( [Zar32|). Dos curvas irreducibles tienen el mismo tipo topoldgico si y

solo si tienen los mismos pares de Puiseu.
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

Definicién 1.3.2. Llamamos polinomio distinguido en A (anillo local) si todo elemento
p—1

es de la forma YP + Z o;Y", donde oy pertenece al ideal maximal M de A.
=0

Para el desarrollo del siguiente apartado se define K[[X]]* con K un cuerpo como

Teorema 1.3.4 ([Che08]). Dado P un polinomio distinguido de grado N en K[[X]][Y]
con K un cuerpo y sean @1, ..., ¢y las raices de P en K[[X]]*. El poligono de Newton de
P tiene un nimero de lados igual al nimero de valores distintos tomados por los ordenes
de . A cada orden uy, le corresponde un lado de ecuacion i+ pj = v y de longitud (en

proyeccion sobre el eje j) igual al nimero de raices con ese orden.

N

Demostracién: Escribimos P = [[(Y — ¢x), ¢1(0) = 0. Reemplazando los enteros por
k=1

los racionales vemos como definir el poligono de Newton de un elemento, f € K[[X]|*, en

N
particular f = [J(Y — ¢x).
k=1

Esta observacién va a permitirnos razonar por induccién sobre N. Suponemos que las
raices ; numeradas por orden decrecientes, segin la hipdtesis de induccién (se verifica
trivialmente para N = 1). El polinomio Iﬁl(Y — ¢;) tiene un poligono de Newton descrito
por el lema. Sea p el mas pequenio de lois: 6rdenes de ¢; para 1 < i < k — 1; como los ¢;
estan numerados por érdenes decrecientes, entonces py < p; para todo i € {1,...,k —1};

por lo tanto, p < p, es el orden de . Veamos dos casos:

1o e < p.
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1.3. Parametrizacion de Puiseux

k
poligono de Newton de H(Yf i)
i-1

k-1
7 = poligono de Newton de H(Yf i)

i=1

traslacién vertical de longitud 1 de 7

\

Figura 1.1. [Che08]

Tenemos que comprobar que existen los puntos M; (es decir, los coeficientes

k—1

correspondientes no se anulen). Para M; es claro que el producto [[(Y — ¢;) no

i=1

puede contener ningtin término Y*=2X#* a causa de la condicién ju;, < p. En general,

k—1

para ver que M; esta presente, basta con observar que si H (Y — ;) tiene un término

=1

XY’ pero no tiene el término X *t# Yyt

2. = p.
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

"
poligono de Newton de H(Yf ;) (traslacién horizontal de longitud p de )
i=1

k-1
m = poligono de Newton de H(Y— ©i)
i1

traslacién vertical de longitud 1 de 7

Figura 1.2. [Che08]

Una vez mads, se tiene que verificar que el punto M; existe, prestar un poco méas de
k—1

atencién que en el primer caso, vemos que si H (Y — ¢;) tiene un término X @yt con
a # 0, y no tiene un término X*Y?, o’ < a, erzli(l)nces el no tiene al término X *t+y b1
desde que k — 1 — b es mayor o igual al numero [ de raices de ¢;( 1 <i <k —1) de
orden p. En efecto, X?Y? obligatoriamente debe provenir de Y-, ..., ...(donde
W1, ..., son las raices ¢; de orden p) y no podemos cambiar un Y contra un ¢; de
orden estrictamente superior a p. Pero segin la hipétesis de induccién, la ordenada

de M; es exactamente k — 1 — [, lo que muestra que M; tiene por coordenadas (a, b)

conb<k—1—1l esdecirk—1—b2>1. O

Corolario 1.3.1 ([P1090]). Sea f(X,Y) € C[[X]][Y] un polinomio distinguido. Para cada

s

lado S del poligono de Newton de f le corresponde |mg| soluciones de orden ——, donde

Ims|’

Ins| y [ms| son las longitudes de la proyeccion en X eY de S, respectivamente.

Demostracion: Aplicando el Teorema 1.3.4, el poligono de Newton de f tiene un nimero

de lados igual al nimero de valores distintos tomados por los érdenes de ¢y, a cada orden
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1.3. Parametrizacion de Puiseux

i le corresponde un lado S de ecuacion = + pgpy = v, y longitud (proyeccién en el eje V)

igual al niimero de raices de orden pu.

Ins|

\

Figura 1.3

En la figura observamos que |ng| y |ms| son las longitudes de la proyeccién en X e Y

1
de S respectivamente, la pendiente del lado S es ——. Pero de la figura tenemos que la

Mk
pendiente de S es — |ms|‘ Asi,
]
_i _ _|m5‘
Hik |72
_Ind]
e = .
||

Por lo tanto, a cada lado S del poligono de Newton de f le corresponden |mg| soluciones

de orden 7] ) O

|
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

1.4. Intersecciéon de curvas y semigrupo de valores

En esta seccion, introducimos el concepto de indice de interseccion: una manera de
expresar numéricamente el grado de coincidencia entre dos curvas algebroides planas,
presentaremos el semigrupo de valores de una curva algebroide plana irreducible. FEste
es un invariante bajo la equivalencia de curvas, conocido como un invariante de la
clasificacion topoldgica de curvas (gérmenes) analiticas planas irreducibles. Relacionaremos
este semigrupo a los enteros caracteristicos y los pares de Puiseux.

Sean f, g € C[[X,Y]]. El indice de interseccion de f y g es el nimero entero (o co)

definido por:
s S S

Dados f,g,h € C[[X,Y]], ¢ un C—automorfismo de C[[X,Y]] y u,v unidades en

C[[X,Y]]. El indice de interseccién tiene las siguientes propiedades:

1. I(f,g) < oo si y solamente si f y g son relativamente primos en C[[X, Y]];

2. I(f,9) = I(g, f);
3. I(o(f), 9(9)) = I(uf,vg) = I(f,9);
4. I(f,g.-h) = I(f,g9) + L(f, h);

5. I(f,g) = 1 si y solamente si Cy y Cy son suaves y transversales;

6. I(f,g—hf)=1(f9)

Sea f € C[[X,Y]] una serie de potencias irreducible, regular en Y de orden n y
(T, (7)) una parametrizacion de Newton-Puiseux de la curva Cy. Definimos como
valoracion asociada a f, la funcién

vr: Cl[X, Y]] — NU{oo}
g = mult(g(T", ¢(T))),

y v7(0) = oo. Sean g y h elementos de C[[X,Y]]. Se sigue de la Proposiciéon 1.1.2 las

siguientes propiedades de la funcién vy:
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1.4. Interseccién de curvas y semigrupo de valores

L. vp(g.-h) = vs(g) + vs(h);

2. vg(h) = 0si h(0,0) # 0;

3. ve(g+ h) > min{vs(g),vs(h)}, con igualdad si vs(g) # vs(h).

El proximo resultado nos da una manera interesante de calcular el indice de interseccion

mediante la valoracion.

Teorema 1.4.1. Sean f,g € C[[X,Y]] y f = f1 -+ f» una descomposicion de f en factores
irreducibles, con f; # f; para todo @ # j. Entonces

I(f,9) = X v o)

Demostracion: Ver Teorema 4.17 de [Hef03] en la pagina 65. O
Dado que estamos trabajando con curvas algebroides planas irreducibles, observemos

por el Teorema 1.4.1 que;

I(f,9) = vs(9),

para todo g € C[[X,Y]].

Proposicién 1.4.1. Sea curva algebroide plana irreducible Cy y g € C[[X, Y]], entonces

donde a(T) = (T™, T™ + - - -) es una parametrizacion de Newton-Puiseux de Cj.

Demostracion: Vea [Hef03], dentro de la prueba del Teorema 4.17 en la pagina 66. O
La siguiente proposiciéon se relaciona con la formula de Halphen, la cual puede revisarse

en [CA00] pagina 55.

Proposiciéon 1.4.2 (Regla de Zeuthen [P1090]). Sea f(X,Y), g(X,Y) € C[[X,Y]] tal
que f(0,0) = ¢g(0,0) = 0 y f(0,Y)g(0,Y) # 0 en C[[Y]]. Sea (Y;(X))(respectivamente
(Yi(X))) la sucesion de todas las soluciones en C[[X]]* = [J (C[[X%]] (contadas con

k>1
multiplicidades) de f(X,Y) = 0( respectivamente g(X,Y) = 0). Entonces

1(£,9) = 33 multx (Yi(X) — ¥;(X)).
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

Demostracion: Del Teorema 1.3.1, se tiene

FEY) =TI - i()
gx,Y) = ﬁ(Y—wx» (1.6)
Luego, -
I(f,9) — gmuztx<g<m<x>>>.
Usando (1.6), I(f,g) = gmultx (ﬁ(l@(X)—?j(X))),
I(f,9) = ggmuzmmm—j(x»
.

El préximo teorema nos da en una situacion particular, el indice de intersecciéon de dos

curvas algebroides planas.

Teorema 1.4.2. Sean f, g € C[[X,Y]]. Entonces

I(f, ) = mult(f) - muli(g),

con igualdad si y solamente si Cy y Cy no poseen tangentes en comin.

Demostracion: Es suficiente probar el teorema para f y ¢ irreducibles. En efecto,
consideremos las siguientes decomposiciones de f y g en factores irreducibles, f = f1--- f. vy
g = g1---¢gs. Tenemos, por los items (2) y (4) de las propiedades del indice de interseccién,

que
1(f,9) = Y 1(fingy)

Por otro lado, tenemos que
mult(f) - mult(g) = > mult(f;) - mult(g;).
i,J
Luego, si I(fi, g;) > mult(f;).mult(g;) para todo 1, j, entonces

I(f.9) = >_I(fig;) = > mult(f;) - mult(g;) = mult(f) - mult(g).
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1.4. Interseccién de curvas y semigrupo de valores

Tomemos que f y g son irreducibles y consideremos una parametrizaciéon de Newton-

Puiseux de
X=T"
Y =p(T)=T%"+> bT",
>

donde n = mult(f) < f1 y n no divide a f;.

Ahora suponemos que mult(g) =m'y
g(X,Y) = (aX +bY)" 4 gt (X, V) + - -+ |

donde ¢,,,+i(X,Y’), con i > 1 es un polinomio homogéneo de grado m + i. Entonces por el

Teorema 1.4.1, tenemos que
I(f, g) = multr[(aT" 4+ bo(T)™ + g (T", (1)) + - - -] = n.m = mult(f).mult(g)
con igualdad si y solamente si a # 0, i.e las rectas tangentes de C'y y C, son distintas. O

Corolario 1.4.1. Sean f,g € C[[X,Y]]. Si C; y C, son suaves y tranversales, entonces

I(f,g) = mult(f) - mult(g).

Ejemplo 1.4.1. Hallaremos el indice de interseccion de Y? — X? — X3 yY? — X3,

IY?-X?-X3y?- X3 = I(-X%Y?- X3
=" I(—=X*%¥V?2 X+ X?)
= I(-X?Y?) =2I(X,Y?
= 2I(X,Y?) =4I(X,Y).

Luego, de la quinta propiedad del indice de interseccion se obtiene que I(X,Y) = 1. Por
lo tanto,

I(Y? - X? - X3 Y? - X3 =4

Definicién 1.4.1. Un semigrupo es una estructura algebraica de la forma (G,+) donde G
es un conjunto no vacio y + una operacion binaria, cerrada y asociativa. Si ademds + es

una operacion conmutativa, se dice que es un semigrupo conmutativo.
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

Sea G # {0} un subconjunto de N el cual continene al cero. Decimos que G es
un semigrupo en N cerrado bajo la adicién. El elemento mult(G \ {0}) es llamado la
multiplicidad de G y es denotado por mult(G).

Si zg,x1, ...,z € N, entonces el conjunto
(o, T1, .. xr) = { oz + -+ Ao A, ..., A € N}

es un semigrupo en N, llamado el semigrupo generado por xg,x1,...,x,. Los elementos

Zo, X1, ..., 2, son llamados generadores para GG. Por ejemplo, tenemos
(3,5) =1{0,3,5,6,8,9,10,11,12,13,.. .}.
El siguiente resultado muestra que el semigrupo G es finitamente generado.

Proposicion 1.4.3. Dado cualquier semigrupo G' en N, existe un inico conjunto finito de

elementos vy, . ..,v, en G tal que
1. vy < -+ <y, yv; Zv; mod vy para i # j,

2. G=(vy,...,0g),

3. {vo,...,v,} estd contenido en algin subconjunto de generadores de G.
Demostracion: Definamos {vg,...,v,} por induccion. Ponemos vy = mult(G) y
definimos

v; = min(G \ {(vp)).

Es claro que vy # v; mod vy, pues de otro modo v; € (vg) serfa una contradiccién

debido a que v; ¢ (vo), pues v; € G\ (v9) como se mencioné anteriormente. Para ¢ > 2,
v; = min(G \ (vg,...,v;-1)).

Se tiene que v; # v; mod vy, para j < i, de otro modo, v; € (vg,...,v;_1), lo cual es una

contradiccion. Ya que v; # v; mod vy, para j # ¢, entonces para algin g < vy, se tiene que

G = (vo,...,v,).
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Por definicién de los v; tenemos que; vy < v1 < - -+ < vy, ademas veamos que {vy, ..., vy}
estd contenida en cualquier conjunto de generadores de G.

Por definicion de los v;, {vo, ..., v,} es el conjunto minimo dentro de G tal que verifique
1.) y 2.), esto implica que cualquier otro generador de G deberd contener a todos los v,
1 =0,...,9 vy algunos otros elementos de GG que son combinaciéon de los v;. a

Las siguientes definiciones pueden verse en la seccién 6.2 de [Hef03].

El conjunto {vo, ..., v,} es llamado el sistema minimo de generadores de G, y el
entero g es llamado el género del semigrupo G.

Dado un semigrupo G en N, los elementos de N\ G son llamados lagunas de G. Un

semigrupo puede tener un nimero finito o infinito de lagunas.

Ejemplo 1.4.2. El semigrupo H = (4) = {0,4,8,12,16, 20, 24,28,32, ...} tiene infinitas

lagunas pues; el conjunto
N\ H={1,2,3,5,6,7,9,10,11,13,14,15,17,18,19, . ..} es infinito.

El semigrupo G = (3,5) ={0,3,5,6,8,9,10,11,12, ...}, tiene un nimero finito de lagunas
pues el conjunto N\ G = {1,2,4,7} es finito.

Cuando el nimero de lagunas de G es finito, existe un tnico elemento ¢ € G llamado

conductor de G, tal que
l.c—1¢Q@G,
2. Size Ny z>c entonces z € G.
Ejemplo 1.4.3. El semigrupo
G=(4,7)={0,4,7,8,11,12,14,15,16, 18,19, 20, .. .},

tiene un niamero finito de lagunas, cuyo conductor es 18, pues 18 — 1 ¢ G y cualquier

z € N,z > 18, estd en el semigrupo.

A continuacién definiremos uno de los objetos mas importantes para el estudio de la
clasificacion de curvas algebroides irreducibles planas. El semigrupo de valores asociado a

una curva algebroide plana que es un invariante topoldgico.
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

Definicién 1.4.2. Sea f un elemento irreducible de M. Llamamos semigrupo de valores

asociado a la curva Cy, el conjunto

S(f) ={I(f.9); g € C[X,YJ\ ()} CN.

Como vimos en el Teorema 1.4.1, si f es irreducible, I(f,g) = v¢(g). Esto nos da la
siguiente caracterizacion de S(f) cuando f € C[[X, Y]] es Y —regular cuya parametrizacion

de Newton-Puiseux es (7™, p(7')). Especificando tenemos que

S(f) = {vs9); 9 € CUX YN ()} = {mult(g(T™, o(T))); g € CILX, Y\ ()}
Ejemplo 1.4.4. Sea la curva f =Y3 — X® con una parametrizacion de Newton-Puiseuz

T
Y =75,

entonces dado g =3 a;; X'Y? € C[[X, Y]]\ (f), tenemos que
vi(g) = mult(g(T?, T°)) = mult (Z az-jT‘q’HSj) = 3r + 5s,
para algin nimero natural r y s. Esto implica que S(f) = (3,5), con conductor ¢ = 8.
La nocién de semigrupo de valores nos permite introducir la siguiente definicién.

Definicién 1.4.3. Dados C; y C, dos curvas algebroides planas irreducibles decimos que

son equisingulares si S(f) = S(g).

Observaciéon 1.4.1. Si Cy y C, son curvas algebroides planas irreducibles y equivalentes,
entonces Cy y Cy son equisingulares.

En efecto: Sola basta verificar que S(f) = S(g). Para esto, debemos garantizar que para
todo ' € C[[X, Y|\ (f), existep’ € C[[X,Y]]\(9g) tal que I(f,h') = I(g,p’). Como Cy y C,
son equivalentes, existe un C—automorfismo ¢ de C[[X, Y]] y una unidad u € C[[X,Y]],

tal que p(f) = ug. Asi mismo, tenemos que

I(f. 0y = 1(p(f), o(h) = T(u" o(f),u (k') = I(g,u""p(R)),
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siendo la primera y la sequnda igualdad validas por la tercera propiedad del indice de
interseccion. Observemos que, como u~to(h') es un elemento de C[[X,Y]] \ (g), basta

tomar p' = u~tp(h') y se tiene la igualdad deseada. Luego, las curvas son equisingulares.

Observacion 1.4.2. Consideremos Cy; una curva algebroide plana irreducible y c el
conductor del semigrupo de wvalores S(f) de Cy. Si Bo,---,B, son los exponentes

caracteristicos de Cy, entonces podemos obtener el conductor ¢ de S(f) por la formula

g

c= Z(Ei—l —€)Bi — o+ 1,

i=1
donde €y = By y €, = med(By, - -, 5;). Ver Colorario 7.15 de [Hef03]
Como vimos anteriormente C'y admite una parametrizacién de Newton-Puiseux de la

forma
X=T"

Y =p(T)= > bT,

i>m

con b,, #0, m >n y n no divide a m tras un cambio de coordenadas, si es necesario.

Observacién 1.4.3. En estas condiciones, tenemos que m = min(S(f) \ (n)).

En efecto: m es un elemento de S(f), una vez que I(f,Y) = m. Por otro lado, si
9(X,Y)= Y a.,X°Y? € C[[X,Y]], entonces,
a,BEN

I(f,9) = mult ( Dl @(T)ﬁ) ,

a,BEN
asi min(S(f) \ (n)) > m. Pero, como I(f,Y) = m, se tiene la igualdad. O
Si wg,...,v, representan el sistema minimo de generadores de S(f), tenemos que
vo = n = mult(f) y v1, = m, recordando que, m = mult(p(T)) y m no es divisible

por n. Por la definicién de exponentes caracteristicos se puede concluir que 5y = vy y
B = .
Zariski mostré la siguiente igualdad para los v;, con 2 < ¢ < g (ver teorema 6.12

de [Hef03]),

1—1 - . N 4 o
v= S ATy g =0 g AT By L O2 T s (L7)

=1 Gi—-1 €i—1 €i—1 €i—1
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Asi Zariski obtuvo el sistema minimo de generadores del semigrupo de valores asociados
a una curva plana algebroide plana irreducible a partir de los exponentes caracteristicos a

través de la siguiente relacion:

vo = Bo, v1 =B, Yy Ui = Ni1vio1 — Bio1 + B, (1.8)

para 2 <1 <g.

1.5. Curvas polares

En esta seccion definiremos las curvas polares de una curva algebroide plana, objeto
central de nuestro estudio a partir de este momento.
Sean f,g € M tal que la curva algebroide plana C, sea suave. Denotaremos por Py (f)

el determinante del jacobiano

of of
ofg) _| 0% N
I(X,Y
SR
0X oY

Definicién 1.5.1. Si Py(f) # 0, entonces Py(f) define una curva, a la cual llamamos

curva polar de f con respecto a g (o g—polar) y lo denotamos por Cp,(y).
Ejemplo 1.5.1.

1. Sea f € M un polinomio de Weierstrass y g(X,Y) = X entonces, la g—polar es

of

Crn =3y

2. Sea f € M un polinomio de Weierstrass y g(X,Y) =Y entonces, la g—polar es

af

Crn = 3x

Lema 1.5.1. La curva polar Cp,y) es invariante por cada cambio de coordenadas.
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Demostracion: Sean f,g € M con C; una curva suave y se considera el siguiente

C—automorfismo

¢:Cl[X)Y]] — C[X,Y]]
X — u(X,Y)
Y — o(X,Y).

Por la Proposicién 1.1.3, las formas iniciales u(X,Y) y v(X,Y’) deben ser linealmente

independientes. Luego,

e(f) = fop(X,Y) = f(u(X,Y),v(X)Y)) e C[[X,Y]] y
QO(Q) - gocp(X,Y):g(u(X,Y),U(X,Y)) G(CHX7YH

Calculemos a qué es igual P, (¢(f)),

dp(f) 0Oe(f) Of(u(X,Y) v(X,Y)) Of(u(X,Y),v(X,Y))
0X )% 0X )%
Py (p(f)) = b
Op(g)  0e(g) Ig(u(X,Y),v(X,Y)) Og(u(X,Y) v(X,Y))
0X )% 0X )%
0f0u 0f 90 0f0u 05 0v | |(0f 0f\ [ 0w ou
oudX OvwdX oudY OvdYy ou v 0X oY
dg Ou Jdg Ov  dgou  0dg v dg Jg v Ov
JudX | DvOX Dudg  vdY du v )\ X oY
of of ou OJu
u || X oY .
- = B S
dg Og v Ov .
du v Il 90X a9y
. O(u,v) . .
Si es una unidad, entonces podemos concluir que las curvas (P, (f)) v Pug)(o(f))

A(X,Y)

son las mismas. En efecto, consideremos
wX,Y)=aX +bY +h(X,Y) v v(X,)Y)=cX+dY + h(X,Y),

donde hy, hy € C[[X,Y]] son singulares. Sabemos que las formas iniciales de u(X,Y) y

33
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v(X,Y) son linealmente independientes, o sea

a b
£ 0.
c d

O

Observacién 1.5.1. Sea g(X,Y) = aY — bX, con a,b € C no ambos nulos. La ecuacion

de la curva polar con respecto a g es:

of of
0X oY
P,(f) = :ag—)f(—i-bg—}{.
99 4
0X oY

Cualquier curva polar de f admite una ecuaciéon como en la Observacién 1.5.1, basta
realizar un adecuado cambio de coordenadas. En efecto, como Cj, es suave tenemos
g(X,)Y) = aX +bY + h(X,Y), donde a # 00 b # 0y h(X,Y) € C[X,Y]] con
mult(h(X,Y")) > 2. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que b # 0y consideremos

el siguiente C—automorfismo

¢:Cl[X,Y]] — C[X,Y]
S =3

Y — Y.

De esta manera, tenemos que ¢~ (g(X,Y)) = aY — bX, entonces
O~ '(f) 09~ (f)
85 1(X) Bp1(Y)

Pcp—l(g)(@_l(f)) = e +b -1 )
dp~'(g) e '(g) OeTIX) oY)
dp~HX) 0p~I(Y)

Observacion 1.5.2. A partir de ahora, para que no haya confusion, cuando se haga un

cambio de coordenadas como se hizo anteriormente, por un abuso de lenguaje indicaremos

0o~ '(f) 907 (f)

que o Hg(X,Y)) = aY —bX y P¢_1(g)(cp_1(f)) = aacp—l(X) + b&go—l(Y)’ simplemente
of ., of .
por g(X,Y) =aY —bX y P,(f) = oy + ba—Y, respectivamente.
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Es vdlido que si realizamos un cambio de coordenadas a considerar g(X,Y) = X, se

tiene Py(f) = —g—}{.

La curva polar de f con respecto a g es invariante por cambio de coordenadas, pero ella
depende de f el representante de la curva escogida. En efecto, sabemos que la ecuacién de
la curva polar de f con respecto a g es dada por P,(f). Ahora, tomemos otro representante
de la curva algebroide C/, digamos uf, donde u es unidad en C[[X,Y]] y calculemos la

ecuaciéon de la curva polar uf con respecto a g. Tenemos,

I(uf) O(uf) ou af  Ou of
X oY ox! Tax av! Tiay
Pg(uf) = =3
dg dg dg dg
AWM\ oY ood oy

Oudg Of 0g ,0udg . Of Og
axoy  ‘oxoy ‘ovox “avox
A . g W
ot (P S OX Y 0y 0X
a(f,9) d(u, g)
“aix,y) L ax vy

= uPy(f) + fP,(u).

Teorema 1.5.1 ([CA00]). Sean f,g € M tales que la curva algebroide plana Cy sea suave.

Considerando P,(f) la ecuacion de la curva polar de f con respecto a g, tenemos:

1. I(Py(f),9) = 1(f,g) — L.

2. mult(Py(f)) > mult(f) — 1, siendo estrictamente mayor si y solamente si todas las

ramas® de f son tangentes a g.

3. St ninguna rama de f es tangente a g, entonces ninguna rama de la polar P,(f) es

tangente a g.

Demostracion: Como la multiplicidad y el indice de intersecciéon son invariantes por

cambio de coordenadas podemos considerar que g(X,Y) = X. Por la Observaciéon 1.5.2,

3Una rama de f es una componente irreducible de f.
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_ 9f
oY’
Ademaés, por un adecuado cambio de coordenadas podemos asumir que f es regular en Y,

ecuacién de la curva polar de f con respecto a g puede ser considerada P,(f)

asi

f(O, Y) — Ymult(f)(co + 61Y + ... )
Con estas consideraciones procedemos a mostrar lo que se pide.

1. Como f(0,0) = 0, tenemos que multy (f(0,Y)) > 0 y en consecuencia

multy (£(0,Y)) = mult(f) y

maulty (%) = mult(f) — 1 =multy (f(0,Y)) — 1.

Dada una parametrizacién de Newton-Puiseux de Cy de la forma
by f]‘vmult(f)7
Y =p(T) =T + Z b

>0

se cumple
I(f,9) = I(f, X) = multp(g(T™""), o(T))) = multr(T™")) = mult(f).

Asi

I(f,g) = I(f,X)=mult(f)=multy(f(0,Y)) = multy < 5y

= I(%,g) +1=1I(P,(f),g9)+1.

4ON)

Por lo tanto, I(P,(f),g9) = I1(f,g) — 1.
2. Consideremos la siguiente expansion de f en polinomios homogéneos,
f:Fn+Fn+1_|_...’

donde F,, = ch-(az-X +b,Y)", Zri =n,y ab; —a;b; # 0, si i # j (las formas
i=1 i=1
lineales a; X + b;Y y a;X + b;Y de F,, con i # j, son linealmente independientes).

Luego,
o O OFn
oy 9y = oY ’
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con
aF” > ri—1 > [
oy = Z mbici(aiX + bZY) H Cj(CLjX + b]Y) K
=1 7j=1
J#i
oF,

Veamos que dos términos de 7y nunca se cancelan. En efecto, supongamos que
b; # 0, by # con ¢ # k y que
T’ibicl-(aiX—l—biY)”_l H cj(an—i—ij)’"j = —rkbkck(akX—i—ka)”“_l H Cj(an—‘—ij)rj,
=1 =1
i ik
o sea, r;b;(ap X + by Y) = —ribi(a; X + b;Y), esto es,

—7;b;

10k

y como estamos asumiendo @ # k, b; # 0 y by # 0 se tiene que las formas lineales
(a;x + by) v (arx + bry) son linealmente dependientes, lo que es una contradiccién.

. F,
Por lo tanto, dos términos de —— nunca se cancelan.

oY
Luego,

Fn S S

mault 0 =r— 14> r; =) r;—1=mult(f)—1,
v =S

Ve

OF,
si b; # 0 para algin i € {1,...,s}, o entonces W 0, si b = 0 para todo

> mult(f) — 1, si, y solamente si, b; = 0 para todo

n

oY
i€ {l,...,s}. Por lo tanto,

ie{l,...,s}. Asi, mult

mult (%) > mult(f) — 1,

Asi mismo,
mult (%) > mult(f) — 1,

si y solamente si b; = 0, para todo i € {1,...,s}, o sea, si y solamente si el cono
S
tangente de C't es de la forma H(aiX )", esto es, todas las ramas de C'y poseen misma

i=1
tangente que Cj.

37



1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

3. Como estamos asumiendo que g(X,Y) = X, tenemos que mult(g) = 1. Asi,

Teo. 1.4.2 item 1
mult(Py(f)) = mult(Py(f)) -mult(g) — < I(By(f).9) = 1(f.9) =1,

= mult(f)mult(g) — 1, como f y g tienen tangentes distintas,

= mult(f)—1,
por el item 2, se tiene mult(P,(f)) > mult(f) — 1. Luego,
mult(P,(f)) = mult(f) — 1.

Por lo tanto, I(P,(f),g) = mult(P,(f)) - mult(g), esto es las tangentes de P,(f) no

coinciden con las tangentes de g. a

1.5.1. Observaciones finales

Sea una curva algebroide plana irreducible Cf, n = By, 31,...,5, los exponentes
caracteristicos de Uy, y 1; y €; los enteros correspondientes a los exponentes carateristicos

(vea la Seccién 1.3). Definamos para j = 0,1, ..., g, el conjunto
G;=U; ={¢eC; ¢ =1}.

Tenemos asi,

Un:GoDGlD"'DGg:{l},

luego, la cardinalidad de G es €, la cual denotaremos por §G;.

Presentaremos dos resultados, que seran de utilidad para el capitulo 2.
Lema 1.5.2. Si¢ € G;\ Gj41 con j €{0,...,g9— 1}, entonces i+ #£ 1.

Demostracion: Como ¢ € G; \ Gj11, se tiene que (9 = 1y 9+ # 1. Suponemos que
¢Pi+1 =1, entonces (% = (Pi+1 = 1. Pero, €;41 = med(ej, Bj41), 0 sea, podemos expresar

€j4+1 COMO €11 = ae; + bB;41, para algun a, b € Z. Luego,
(o= (¢9) - (¢P)’ =1,
lo que contradice la hipétesis de ¢ ¢ G, 1. Luego, ¢%i+1 £ 1. O
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Proposicién 1.5.1. Sea una curva algebroide plana irreducible C'y con multiplicidad n. Si

CE€EGR\Gry1 Yy € G\ Gy coni >k y(# p, entonces

mult(p(CT) — p(uT')) = Br1-

Demostracion: Sean ¢, € U,, con ¢ # p. Como ¢ € Gy \ Gry1 v p € G; \ Giyq con
i >k, entonces (Y = i/ = 1, para todo j < Bi,1, esto es, (?T7 = p?T7, para todo j < Bii1.
Como ¢ # i, tenemos et # pher. Ast, mult(@(CT) — @(uT)) = By =

Corolario 1.5.1. Sea una curva algebroide plana irreducible C'y con multiplicidad n. Si
¢ € Gg \ Grya,
mult(o(CT) — (1)) = Brt1-

Demostracion: Basta tomar =1 € U,, en la Proposicion 1.5.1. O

Por la definicién de los exponentes caracteristicos de C'y, podemos escribir un desarrollo

de Puiseux de C'y como sigue:

i B i B i i
p(X7) = S aXitapX® 4+ Y aXrtapXw+ Y aXi4o+ Y a X
i€(n) i€(e1) i€(e2) 1208
B1<i<B2 B2<i<fP3

Lema 1.5.3 ([Bar96]). Sea o(X7) un desarrollo de Puiseuz de la rama C y w una raiz

n-ésima de la unidad. Entonces

1. multy(p(X7) — p(wXw)) > b
n
2. Sip(Xw) gp(wX%) y multx (p(X7) — p(wXn)) > %, entonces
multx(cp(X%) — go(wX%)) > BHI, para todo 1 € {1,...,g— 1}.
n

Demostracion:

i B i B
1.Si ) a;Xn —|—a51XTl—l— > @ Xw +a52X72+---,entonces
ie(n) ie(‘el)
B1<i<B2
. 7 B - 7 B:
p(wX7) = > wa X+ whag X + > waXm + whag, X7 + ...
i€(n) i€(e1)
B1<i<B2
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Por tanto, si i € (n) entonces w' = 1 y multx(@(X#) — p(wX)) > é
n
Ahora vemos la segunda parte del lema.
2. Procedamos por induccion sobre .
Si multx(p(X7) — p(wXw)) > &, entonces ag (1 — w’) = 0. Esto nos da
n

n

w" = w’ =1y como ¢ = med(n,B), existen r,s € 7Z tales que ¢, = ™ + 553,

y w = 1. Por tanto,

A

si multx(cp(X%) — cp(wX%)) > —, entonces multx(cp(X%) — cp(wX%)) > @
n n

Suponemos que la propiedad es cierta para ¢ y queremos probarla para ¢ + 1.

Si multx (p(X 7)) —p(wX7)) > b entonces ag, (1—w’) = 0 para todo k € {1,...,4}.
n

Esto nos da w" = w? = ... = Wk = 1y como ¢ = med(n,Bi,...,[;), existen

r,S1,...,8 € 7Z tales que ¢ = rn+ s181 + -+ + s;0; y w = 1. Por lo tanto,

mult (p(X}) — p(wX¥)) > 2L

O

Corolario 1.5.2 ([Bar96]). Sea go(X%) un desarrollo de Puiseuzr de la rama C y q €
{1,...,9}. Entonces

1. jj{w eU,: p(X7) # pwXn) ymultx(p(X=) — p(wXn)) > %} =€,1 — 1.

2. jj{w elU,: multX(gp(X%) — gp(wX%)) = %} = (g — Dnger - 1y-

Demostracion:

1. De la demostracion del lema anterior,

o€ s 00 # o)y mudex(p(XF) - o) > 2}

— Ij{we[[jn:wn:wﬁl:...:wﬁq—lzl}_l
= ﬁ(UnﬂUglﬂ---ﬂqu_l)—l
= ﬁUmcd(n,,Bl ..... Bg—1) — 1

= med(n,Br,...,0p-1) —1=¢€1 — 1.
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2. Para obtener esta segunda parte basta considerar:

ﬁ{w elU,: multx(go(X%) — Sp(wX%)) — %}

ﬂ{w eU,: multX(gp(X%) - @(wX%)) > &}

_jj {w elU,: multx(go(X%) — QO(WX%)) > &}

1.6. Foliaciones holomorfas

n

n

ﬂ{w €U, : multx(p(X+) — p(wX7)) > %}

—t {w cU,: multx(go(X%) — QO(MX%)) > %}

€q—1 — €&

(nq - 1)77q+1 “ e Tg-

1.6. Foliaciones holomorfas

Definicién 1.6.1. Una variedad compleja de dimension n es un par (M, A), donde M

es un espacio topoldgico de Hausdorff con base numerable y A = {(Ua, ¥a)tacr €s una

coleccion de homeomorfismos

Yot Uy = Vg,

donde U, es un abierto de M y V,, es un abierto de C", que satisfacen las dos condiciones

siquientes:

a) M= JU.,.

ael

b) Si (Ua,a), (Us,ps) € M son tales que U, N Uz # B entonces

es un biholomorfismo.

41
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

Sean (M, A) una variedad compleja de dimensién ny p € M, consideremos (U, ¢) € A
tal que p € U y denotemos por z = (z1, ..., 2,) las coordenadas complejas de p(U) C C™.
El espacio tangente holomorfo de M en el punto p, al cual denotaremos por 7,(M),
es por definicién, el C—espacio vectorial generado por a—ZI(p), ce %(p)

A partir de ahora denotaremos por M a la variedad compleja (M, A).

Sea M una variedad compleja de dimensién n > 2.

Definicién 1.6.2. Una foliacion holomorfa no singular de dimension k (o codimension

n—=k)en M, donde 1 <k <n-—1, es dada por la siguiente informacion:
a) M posee una cobertura {U,}aer de abiertos.

b) Para cada o € I, un biholomorfismo ®, : Uy, — DF x D% donde D C C es el disco

unitario en el origen.
c) Siempre que Uyg = Uy MUz # 0,

Pop : Pa(Uap) — P5(Uas)

(Z,’lU) = (I)Boq);l(zjw):(gpb(’pQ)

donde ®,5(z,w) = (p1(2,w), pa(w)).

Cada abierto U, es llamado abierto trivializador de la foliacién. Por el item b), U, es
descompuesto en variedades de dimensién k de la forma @ (D* x wy), donde wy € D™ son
llamadas placas. Por el item c), las placas se sobreponen en las intersecciones de abiertos
trivializadores de la siguiente forma: si P, C U, y P3 C U son placas, o P, N Pz =0, o
P,NUsg=PFP,NPs=FPsNU,.

En M definimos la siguiente relacion de equivalencia: p ~ ¢ si y solo si existen placas
P,...,P,conp € Ppyqé¢€ P, tales que P,N P,y # 0, parai = 1,...,n — 1. La
clase de equivalencia de p € M por esta relacion es llamada hoja por p. Cada hoja con
la topologia generada por los abiertos de sus placas, posee una estructura de variedad

compleja de dimensién k inmersa en M. Una foliaciéon proporciona, una descomposicion
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1.6. Foliaciones holomorfas

de la variedad en subvariedades inmersas de dimension &, dos a dos disjuntas. Decimos que

dos foliaciones son iguales si todas sus hojas coinciden.

Observacion 1.6.1. Una foliacion también puede ser dada por el siguiente conjunto de

informaciones:
a) Una cobertura {Uy}aer de M por abiertos.
b) Para cada o € I, una inmersién holomorfa ¥, : U, — C*7F,
c) Siempre Upg = Uy, NUg # 0, una aplicacion holomorfa
Vo :Usp = GL(n — k,C)
donde Vou, ;s = VYapVaU,,-

Definicién 1.6.3. Sea M una variedad compleja de dimension n. Un campo de vectores

tangentes en M es una aplicacion Z : M — U T,(M) que a cada p € M le asocia un
pEM
vector Z(p) € T,(M).

Observacién 1.6.2. Dado el conjunto TM = {(p,v): pe M, v e T(M)}, el cual tiene

una estructura de variedad compleja de dimension 2n.

Definicién 1.6.4. Sean M y N wariedades complejas de dimensiones n, F €
Bihol M,N) y Z : N — TN wun campo de vectores. El pull-back de Z bajo F es el
campo de vectores F*(Z) : M — T M definido por

FX(Z)(p) = [(F7Y) - Z) o Fl(p) = (F ) (F(p)) Z(F(p))-
Observaciéon 1.6.3.

1. Sea p € M, como (F71)(F(p)) : TpepyN — TyM es lineal y Z(F(p)) € TppN,
entonces

F*(Z)(p) = (F71)(F(p))Z(F(p)), para todo p € M
esto muestra que F*(Z) es un campo de vectores tangentes.
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

2. Denotaremos por X (M) al conjunto de todos los campos holomorfos tangentes a M.

3. De las definiciones anteriores se siqgue que si M y N son variedades analiticas
complejas de dimension n, F' € Bihol(M,N) y Z € X(N), entonces F*(Z) €
X(M).

A continuaciéon daremos unas propiedades, las cuales se prueban usando la definicién

1.6.4.

Proposicién 1.6.1 ([Ben09]). Sean M y N son wvariedades analiticas complejas de
dimension n y F € Bihol(M,N). Se cumplen las siguientes propiedades.

1. F}(Z+Y)=F*(Z)+ F*(Y), para todo Z, Y € X(N).

2. F*(aZ) = aF*(Z), para todo Z € X(N') y para todo a € C.

3. F*(fZ) = (f o F)F*(Z), para todo Z € X(N') y para todo f € O(N).
Demostracion:

1. Dado p € M, por definicién de Pull-back, tenemos

FYZ+Y)p) = (F)(F@)Z+Y)(F@®)
= (F)(F®)Z(F(p))+ (FY(F@)Y (Fp)
= F*(Z)(p) + F*(Y)(p)-

Por lo tanto, F*(Z+Y) = F*(Z)+ F*(Y).
2. Dado p € M, por definicién de Pull-back, tenemos

F*(aZ)(p) = (F)(F(p))(aZ)(F(p))
= a(F ) (F(p)Z(F(p)
= al™(Z)(p).

Por lo tanto, aF*(Z) = aF*(Z).
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3. Dado p € M, por definiciéon de Pull-back, tenemos

F*(fZ)(p) = (F ) (FE@)SZ)(F(p))
= (F)(F@)EP)ZEP))
= JE@)F(Z)(p) = [(f o F)F(Z)](p)-

Por lo tanto, F*(fZ) = (f o F)F*(Z).
O

Proposicién 1.6.2 ([Ben09]). Sean M, N y P wariedades analiticas complejas de
dimension n, F € Bihol(M,N) y G € bihol(N, P). Se cumple:

(Go ) (Z) = F*(G*(Z)), para todo Z € X(P).
Demostracion: Dado p € M, por definiciéon de Pull-back, tenemos

(GoF)(Z)(p) = (

= (F oG ) ((GoF)(p)Z((G o F)(p))
( (G (G o F)(p)Z((G o F)(p))
(F=Y)(F(p)G*(Z)(F(p)),G*(Z) € X(N)

= F(G"(2)(p)

Por lo tanto, (G o F)*(Z) = F*(G*(Z)). O

Proposicién 1.6.3 ([Ben09]). Sean U,V C C™ abiertos, F € Bihol(UV). Si
0 0 0 0
— 0 YS=—...,—— ¢ Son las bases para los campos de vectores en U vy

0z, 0z, ow, 7 ow,

V' respectivamente, entonces

F <8wj>_ oo, OF_;(8wj>a_zi’ para todo j =1,...,n

donde F7' = (f1,..., fm)-
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

Demostracion: Ver [Ben09] pagina 45. O
Sean (M, A) una variedad analitica de dimensién ny Z € X(M). Dado (Uy, ¢,) € A

i,~-~ ,i a la base de X(p4(Uy,)), tenemos que (p;')*(Z) €
ozy 0z%

denotaremos por {
n

X(0a(Uy)), luego existen ay,...,a, € O(X(pa(Us))) tales que (p 1) (Z) = Zaj%,
j=1 J

entonces

& 9, & 0
Z = (9004)* G4 — (a' © ‘Pa>(90a>*—a'
: « * a a
Si denotamos Z§ = (¢a) 50 ) V4G =aiopa € O(U,) tenemos que
J
Z=>Y ai z3.
=1
De esta manera {Z7,...,Z%} es una base de X(U,), llamado referencial movil de Z en

la carta (Uy, pq)-

0 0
Sea (Ug,pp) € A tal que Uys = U, N Uz # 0, denotando {—6’ =7
821 aZn
de X(ps(Us)) ¥ Zf = (905)*% € X(Ug), tenemos que {Z,...,Z°} es una base
A
j
de X(Us). Veremos como se relacionan {Z¢,...,2Z%} y {Z7,...,Z°} en U,z. Como

} la base

pgop,t € Bihol(pa(Uyp), 9a(Uap)) y denotando wgogo;l = (f1,.., fa), por la proposicién
1.6.3 se tiene
—h)* N ) & 0 —1\* d g afl _ 0
(‘Pal) (ZJB> = (‘:Oal) ((906) <—)) = (305 o (pal) (—) = Z o (pgo 900})8?’
=11 j

B B B
8zj 8zj (9zj

luego

Zj = (pa)" (Z a—jf ° (pgo %1)@)

Sean M una variedad compleja de dimensién n y Z € X(M). Decimos que p € M
punto singular de Z si y solo si Z(p) = 0 = (p,0), caso contrario diremos que p es un punto

regular de Z. Denotaremos por Sing(Z) al conjunto de todos los puntos singulares de Z.
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1.6. Foliaciones holomorfas

Teorema 1.6.1 ([Ben09] Teorema del flujo tubular para variedades). Sean M una
variedad compleja de dimension n y Z € X(M). Si p € M punto reqular de Z entonces
eziste (Uy, 0a) € A conp € U, tal que po(Uy) = A x A1 (donde A* denota un polidisco
abierto en C*) y ©* 8121 =Z en U, (donde z = (z1,2') € Cx C"* son las coordenadas

de 0o (Uy) ).

Ejemplo 1.6.1. Sea M una variedad compleja y Z un campo de vectores tangentes
holomorfos en M tal que Z(p) # 0, para todo p € M. Veremos que el campo Z induce
una foliacion sobre M. En efecto: por el teorema 1.6.1 tenemos que dado p € M, existe

(U, 0a) € A con p € Uy, tal que 0o (Uy) = A x A1y * (%) = Z en U, (donde
z=(z1,2') € C x C"! son las coordenadas de ¢ (U,)).

Consideremos la familia A" = {(Uy, ¥a)}tacr €s claro que satisface las dos primeras
condiciones de la definicion 1.6.2 (con k = 1). En cuanto a la tercera condicion, sea

(Uas 0a), (Ug, p5) € A’ tales que Uyp # 0. Denotando por w = (wy,w') a las coordenadas
de @3(Up), de la definicion de A’ y propiedades del pull-back se tiene,

[ 9 0
(2092 (5] = 5 o0 #allon)

Por otro lado, los cambios de coordenadas v o ¢," @ 0a(Uag) — ©5(Usp) lo podemos

escribir de la forma

(pg 0 w3 )(21,2") = (fi(z1,2"), ..o, ful21,2")).

Por la proposicion 1.6.3 tenemos

= (pa0p3") <azl> —;(%wg ) ((921) oy

8w1

de donde se sigue que

dfi .
0fi O (g © cpgl =0, para todo i > 2.
621
De esta manera fa, ..., f, no dependen de z; y la tercera condicion de la definicion 1.6.2

estd satisfecha.

Observacién 1.6.4. Una foliacion de dimension 1 es inducida localmente por campos de

vectores no singulares.
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

En efecto: Para cada abierto trivializador U,, tomemos el campo v, = (P,)* (8—> donde
21

(21, (22,...,20)) € D x D" 1 Si Uy # 0, para cada p € U,g, por lo visto anteriormente

existe fop(p) € C* tal que v, = fapvs, donde f,5 es una funcién holomorfa. Por lo tanto,

el siguiente conjunto de datos:
a) Una cobertura {U, }aer de M por abiertos.
b) Para cada o € I, un campo de vectores holomorfo no singular v, en U,,.

¢) Siempre que U, # 0, una funcién holomorfa
fag 3 Uaﬁ - C*

tal que Vayu,; = fapVB|U.-
Definen una foliacién de dimensiéon 1 en M por la observacion 1.6.1. O

Definicién 1.6.5. Una foliacion holomorfa singular de dimension k (o codimension n—Fk),
donde 1 < k < n — 1, en una variedad compleja M es una foliacion no singular de
dimensién k en M\ S, donde S es un conjunto analitico* en M de codimensién mayor o

iqual a 2.

El conjunto S de la definiciéon anterior sera minimal en el sentido: no existe subconjunto
analitico propio S’ C S tal que una foliacién regular en M \ S se extienda a M \ S’. En
esas condiciones, S es llamado el conjunto singular de la foliacion F y es denotado por
Sing(F). Los elementos de Sing(F) son llamados puntos singulares o singularidades,
en cuanto a los elementos de M\ Sing(F) son llamados puntos regulares. Las hojas de F
son, por definicién, las hojas de la foliacion regular Fjaq ging(F). Dos foliaciones singulares

F y F' son iguales si:

i) Sing(F) = Sing(F’).

4Sea X un subconjunto de una variedad compleja M. X es un subconjunto analitico de M, si para
cada ¢ € M existen una vecindad abierta U C M de x y una funcién holomorfa f : U — CP tales que

XNU=f~10) (p puede depender de z).
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1.6. Foliaciones holomorfas

i1) Las foliaciones regulares Fim\Sing(F) Y F'|M\Sing(F7) S0n iguales.

A partir de ahora, usaremos el término de foliacion para designar foliacién holomorfa

singular.

Proposiciéon 1.6.4 ([MS01]). Toda foliacion de dimension 1 es inducida localmente por

un campo de vectores holomorfo.

Demostracion: Como el problema es local, se puede considerar en un polidisco P C C™.
Sea F una foliacién en P. F|p\sing(F) s una foliacién no singular, por la observacion 1.6.4
existe una cobertura abierta {U, }aer de P\ Sing(F) y campos de vectores v, induciendo
Flu.., satisfaciendo vyu,, = fasvsv, s siempre que Uyg # 0, donde fu5 : Usg — C* es una
funcién holomorfa. Sea v, = (v%a), 5,0 como P\ Sing(F) es convexo °, suponemos

que v,(f) # (0 para todo a € I. Para cada «a € I,

g(a) L/ ,Uga) g(a) _ Una—)l
= Q) In—1 — a
) o

son funciones meroformas en U,. Si U,g # ), como ValUas = fapvpiu,, tenemos

UZ.(‘I) = faﬁvz.(ﬂ), para todo 7 € {1,...,n — 1}

luego,
@ _ U _ fupt® _w” )
Y N A 2 5
Asi,
¢ = ¢® paratodo i€ {l,...,n—1}. (1.9)
Las definiciones locales de (1.9) son compatibles y definen funciones meromorfas g1, ..., g,

en P\ Sing(F). Una vez que Sing(F) tiene codimensién por lo menos 2, el teorema

de Levi® nos permite extender ¢i,...,g,_1 a funciones meromorfas en P, denotadas por

5Proposicién: Sea A un conjunto analitico con dominio D, A # D, entonces D — A es conexo.
®Teorema de extensién de Levi [GH14]: Sea f una funcién meromorfa definida fuera de una

variedad analitica de codimensién> 2 en una variedad compleja M. Entonces f se extiende a una funcién

meromorfa en M.
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

g1y -+ gn_1- Sea h el m.c.m. de sus denominadores (en un polidisco una funcién meromorfa
es el cociente de 2 funciones holomorfas”). El campo v = (hgi, ..., hg,_1, ) es holomorfa
en P, su conjunto singular estd contenido en Sing(F) e induce F (por el ejemplo 1.6.1)
en M\ Sing(F). Por lo tanto, F es una foliacién de dimensién 1 inducida localmente por

V. O

1.7. Indice CS, de variacién y GSV

Para mayor entendimiento de los siguientes elementos, puede verse [MS01]. Dada una
foliacién singular F, p una singularidad de F y S una separatriz en torno de p. Una
separatriz de w es un germen de curva S cuya ecuacion reducida f = 0, f € C{z,y}

verifica
wAdf = f-n
donde 7 es una 2-forma.

Lema 1.7.1 ([MSO01]). Tomamos una 1-forma holomorfa w que induce F en torno de
p y una funcion holomorfa f tal que f = 0 ecuacion reducida de S con las condiciones
de arriba, existen gérmenes de funciones holomorfas g y h, relativamente primos y no

idénticamente nulos sobre S y germen de 1-forma holomorfa n tal que
gw = hdf + fn. (1.10)

Demostracién: Consideremos el problema en una vecindad (0,0) € C?. Escribimos
w = pdx + qdy. Mediante un cambio de coordenadas, si es necesario, podemos suponer
que {x = 0} no es invariante por F, lo que nos da ¢ Z0y f, # 0,

df Nw = (fudz + fydy) A (pdx + qdy) y

df Nw = (foq— fyp)dz A dy.

Una vez que S es invariante por F, tenemos

fk = faq— fyp, (1.11)

"Teorema 8 seccién O de [Gun90].
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para alguna funcién holomorfa k, o sea
df N\w = fkdx A dy.
Por lo tanto,

fyw = fy(pdx + qdy)

fyw = fypdaj + fyqdy

fyw = (foq— fk)dz + fyqdy
—_————

por (1.11)
fow = (fodx+ fydy)q — fkdz

fow = qdf + f(—kda),

genera una descomposicion como en (1.10), donde g = f,, h =q y n = —kdz. a

Sea p una singularidad de F y S una separatriz en p. Tomamos f = 0, una ecuaciéon
local reducida de S, w = 0 una ecuacion local de F y por el Lema 1.7.1 asociamos la
descomposicién gw = hdf + fn. Denotamos por 9S la curva S N S,, donde S, es una esfera

de radio € > 0 suficientemente pequeno con centro en p.

Definicién 1.7.1 ([MSO01}). El indice de Camacho-Sad de F con respecto a S en p es
definido por
1 n
CS(F,S,p) = o /as o
Sip ¢ Sing(F), por convencion CS(F,S,p) = 0.
Proposiciéon 1.7.1. El indice C'S no depende de la ecuacion local de F y S, de la

descomposicion tomada y de € > 0.
Demostracion:

1. No depende de la 1-forma holomorfa w que define la foliacion F. En efecto,
supongamos que existe otra 1-forma holomorfa w; tal que w; = 0 define F, existe
una funcién holomorfa ¢ que no se anula en una vecindad en p tal que w; = pw.

Utilizando la descomposicion gw = hdf + fn, tenemos

gw1 = p(hdf + fn) = phdf +¢fn
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

es una descomposicién de wq, asi

1 ﬂ__i/ n_
2mi Jos oh  2mi ash_OS(}—’S’p)'

2. No depende de la expresion de la funcion irreducible f que define S = {f = 0}. En
efecto, si consideramos que S = {f; = 0} entonces existe una funcién holomorfa no

nula v tal que
[ =1f1, donde ¢(p) # 0,
por la descomposicion del Lema 1.7.1

gw = hdf + fn = h(¢dfy + frd) + ¢ fin = hpdfy + fr(hdy + ¢n),

asi,

_L/ hdp +¢n _ _L/ ﬂ_i/ n
2mi Jas ha 2mi Jas v 2miJas h

_ _am / ,
 2miJash
= CS(F,S,p).
d
Puesto que ¥ es no nula y holomorfa — / —— es cero.
2mi Joas
3. No depende de la descomposicion. En efecto, consideremos dos descomposiciones
dewy f:
gw = hdf + fn,
jw = hdf + f7.
Tenemos
0=gwA jw=hfdf Nij+ fhg Adf + fn A,
donde

(hn — hij) Adf + fn Adj = 0.

Se concluye que, sobre S, hn — hij = 0.Por lo tanto,

_L/as%: 1/8ﬁ:05(f,5,p)-

omi o Jas h
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4. No depende de €. En efecto, sean 057 = SNS,, la curva analitica real y consideremos
la variedad con borde R contenido en S cuyo borde es precisamente 05 — 0.5;. Como

% es holomorfa en R, luego % es cerrada en R y por el teorema de Stokes

/as%_/a&%:/ém%:/Rd<%>zo'

Por lo tanto,

O

Sea p € Sing(F) y una 1-forma holomorfa w que induce F en una vecindad U de p.
Dado un punto regular g € U, existe en una vecindad de ¢, una 1-forma holomorfa v tal
que

dw =v A\ w.

Definicién 1.7.2 ([MS01]). El indice de variacion de F con respecto a S en p es definido

por

1
Var(F,S,p) = 2—7Ti/asy'

Si p ¢ Sing(F), por convencion Var(F,S,p) = 0.

El indice Var(F, S, p) esta bien definido porque no depende de la ecuacién local de F,
es decir w, de f que define S y e.

Definicién 1.7.3 ([MSO01]). El indice de Gémez-Mont-Seade-Verjovsky de F con respecto

a S en p es definido por

GSV(F,S,p) = — / M—i/a

1 dh_dg
© 2miJos hJg  2mi ’

s h g
Sip ¢ Sing(F), por convencion GSV (F,S,p) = 0.

Ejemplo 1.7.1. Sea F la foliacién inducida en una vecindad de (0,0) € C? por

w(z,y) =M +yf(z,y))dy — y(A + zg(z, y))dz,
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

donde M\, Ay # 0 y f, g son holomorfas. Sy : {y = 0} y Sy : {x = 0} son separatrices.

Tenemos

=1.

o de(N Fyf(z,y)
GSV(F,51,0) = /asl (M +yf(z,y))

De manera andloga, se tiene GSV (F,S,,0) = 1.
Proposicion 1.7.2. El indice GSV no depende de la ecuacion local de F y S, de la

descomposicion tomada y de € > 0.
Demostracion:

1. No depende de la 1-forma holomorfa w que define la foliacion F. En efecto,
supongamos que existe otra 1-forma holomorfa w; tal que w; = 0 define la foliacién
F, tenemos que existe una funcién holomorfa ¢ que no se anula en una vecindad en

p tal que w; = ¢w. Utilizando la descomposicion gw = hdf + fn, tenemos

gw1 = p(hdf + fn) = phdf + ¢ fn

es una descomposicién de wq, asi

d(ph)g—ohd
1 [ d(gh/g) _ 1 [ dengperts 1 [ d(ph)g = phdg
2mi Joas  wh/g 2mi Jas  ph/g 2mi Jos whg

L/ dcphg—i—cpdhg—gohdg_i/ d_cp+dh dg
oS 0,

211 whg ~ 2mi Jas h g
_1/d<p+1/dhdg_1/dhdg
~ 2miJos ¢ = 2miJas h g 2mildos h g
= GSV(F,S,p).
1 d
Puesto que ¢ es no nula y holomorfa — — es cero.
27t Jos

2. No depende de la expresiéon de la funcién irreducible f que define S = {f = 0}. En
efecto, si consideramos que S = {f; = 0} entonces existe una funcién holomorfa no

nula v tal que
f = ¢f1> donde w(p) 7é 07
luego utilizando nuevamente la descomposiciéon del Lema 1.7.1
gw = hdf + fn = h(ddfy + frd) + ¢ fin = hdfy + fi(hdy + ¢m),
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asi,

1.7. Indice C'S, de variacién y GSV

L deky) L R 1 [ Ao yhg
2mi Jas  h/g 2mi Jas  h/g 271 Jos Yhg
_ L/ dwhg—i—zbdhg—whdgzi/ @+@_@
2mi Jas whg 2mi Jas h g
1 dvy 1 dh dg 1 dh  dg
- 2_m/as?+2_m/asf_§:2_m/asf_?
= GSV(F,S,p).

1
Puesto que v es no nula y holomorfa "

/ g es cero
as 1 '

™

. No depende de la descomposicién. En efecto, consideremos dos descomposiciones

dewy f:

qw

qgw

h
Entonces w = —df + in y w
g g

hdf + fn,
hdf + f7j.

h
—df + iﬁ, diferenciando la primera expresion,
g g

considerando en S; gw = hdf; S = {f = 0},

dw =

dw = d<ﬁ>/\df+
g

dw =
g

o -
g g

-

Asi por la Definiciéon 1.7.2,

1 h
Var(F,S,p) = —/asd<g

27

Analogamente

=

d<ﬁ>/\df+%/\n:

a(B)nar+a (L) nn+Lan
g g

g
dfg — fdg
——— AN

(o))

n_ 1 [ dh/g) 1
E_Q—m'/as hlg — 2mi

/ n
2mi Jos h'

)
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1. Curvas algebroides planas y foliaciones holomorfas

1 g i 1 pdh/g 1 i
VCLT(.F S p) 27T’L /85d (g) il il o 271 ~/85 E/g 211 /85 l~l’

i/ dh/g) 1 [ n 1 / d(h/g) 1 / i
2mi Jas  h/g omi Jos h~ 2mi Jos h/g 27i Jos h

luego

Pero como C'S(F, S, p) no depende de la descomposicion

IR S /R S |
CS(F, 8,p) = 27ri/ash_ Qm'/asiz'

Asi

1 dh 1 d(h/g) 1 1 ]
L Ly L e
2mi Jas h/g 2mi Jas h/g 2mi Joas h - 2mi Jas h

1 d(h/g) 1 d(h/§) -
27rl/as h/g %/as hg T 555 =C5(F 5 = 0

Por lo tanto,

L odh/g) 1 1 d(h/g)
2mi /85 hig 2w /as h/g = GSV(F, 5,p).

4. No depende de €. En efecto, sean 057 = SNS,, la curva analitica real y consideremos

la variedad con borde R contenido en S cuyo borde es precisamente 05 — 0.5;. Como
5_ dih/g)
h/g

es holomorfa en R, luego 3 es cerrada en R y por teorema de Stokes

/as d(hh//gg) 4 /as1 h/g /BR /Rdﬁ =0

d(h/g) 1 d(h/g)
Lo, it = b hlg =CSVFE S,

Por lo tanto,

O

Definicién 1.7.4. Un punto p € Sing(F) es no dicritico si F tiene sélo un nimero

finito de separatrices en p.
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1.7. Indice C'S, de variacién y GSV

Definiciéon 1.7.5. Una foliacion F es curva generalizada no dicritica® si
GSV(F,S,p) = 0, donde p es una singularidad de F no dicritica y S es la unién de

separatrices en p.

8 [CNST84] Se dice que es curva generalizada no dicritica si en su reduccién de singularidades no

aparecen componentes dicriticas ni puntos silla-nodo.
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Capitulo

Descomposicion de una curva polar

Para este sequndo capitulo tomaremos como referencia [Bar96, GP91, KL77]. En el
presente capitulo estudiaremos el contacto entre dos ramas que es una manera de medir la
coincidencia de las parametrizaciones de Newton-Puiseux de dos curvas planas irreducibles.
La inclusion de este concepto nos permitird calcular el indice de interseccion de dos curvas
algebroides planas irreducibles, cuando estan dadas por sus parametrizaciones de Newton-
Puiseux, enunciaremos el Teorema de Kuo-Lu, el cual da una relacion entre los ordenes de
coincidencia de dos parametrizaciones de Newton-Puiseuz de una curva algebroide plana y
los ordenes de coincidencia de una parametracion de esta con una parametrizacion de su

curva polar; por ultimo, conoceremos un resultado conocido como el Teorema de Merle.

2.1. Nocion de contacto

Sean Cy y C, dos curvas algebroides planas irreducibles con multiplicidades n y m,
respectivamente. Sean {y;(X %) Ty X %)};”:1 los conjuntos de parametrizaciones de

Newton-Puiseux de Cy y Cy, respectivamente. Definimos el contacto entre Cy y C; como:

cont(Cy,C,) =n - 1r<nzix {multx(yi(X%) — zj(X%))} € QU {o0}.

1<j<m

En particular, cont(Cy, C;) = oo indica que Cy y Cy tienen una componente en comun.



2.1. Nocién de contacto

Ejemplo 2.1.1. Sean Cy y Cy dos curvas algebroides planas cuyas parametrizaciones de

Newton-Puiseur son:
y1 = X3 +2X7,
yy = —X2 + 2iX7,

Cy - , .
yS = X§ — 2XZ7
ys = —X3 — 2iX1,
)
. 2 =3X35 + X6,
" = —3x3 4 xe.
3 3
Luego, cont(Cy,Cy) =4 - 5 6 y cont(C,,Cy) =2- 5= 3.

El ejemplo anterior muestra que no siempre tenemos la igualdad entre cont(Cy,Cy) y

cont(Cy, Cy), sin embargo

[un

cont(Cy, Cy) = - muix {mult (5(Xm) = (X))},
1<j<m

— - mx {multx (5, (XF) = 5(X 7)),
1<j<m

cont(Cy, C,)

n

[

Por lo tanto,
cont(Cy,Cy)  cont(Cy, Cy)
mult(f) — mault(g)

Dados y;(X #) una parametrizacién de C v 2i(X w ) una parametrizacion de C,, ambas
se puede ver como dos elementos de C{X mm } como sigue:

yi(X%) & ZaTX%,

r>l
Z(Xm) = S b X,

s>k
Ahora si queremos ver lo anterior en una variable T" es suficiente tomar X = T"" vy,

yz(Tm) — ZarTrma

r>l

5T = b

s>k
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2. Descomposicion de una curva polar

De esto obtenemos otra manera de tener el contacto entre Cy y C,.

Lema 2.1.1.

1
cont(Cy,C) = - - s (multr(u (1) — 2,(7").
1<j<m

Demostracion: Dados y; X7) = a, X wm una parametrizacion de Cr y z; Xw) =
Y ! J

r>1
sn C . 1 1 e
> by X una parametrizacion de Cy. Si multx (y;(X7) — z;(X™)) = —, entonces:
= nm
a, = bs, paratodorm < ay sn<a,
ary 7# bsy,  ToM = Son = .
Tenemos:

yi(T™) — z;(T™) a; T =) b,T°" = (apy — bsy) T+ - - -
#0
donde mulr(y;(T™) — z;(T")) = a 'y

multx(yi()(%) _ zj(X%)) L multr(y;(T™) — zj(T”))‘

nm nm
Luego,
cont(Cy,Cy) = n- lgliégg {mUltX(yi(X%) - Zj(X%))}a

1<5<m

1<i<n nm

1<ji<m

1 m n
= — - mdx {maulir(y(T) = 2/(T"))}-

1<j<m

Por lo tanto,

s (multr(y (1) — (7).
l<]<m

"l
cont(Cy,Cy) = — -

( f g) p
(I
Veremos en el siguiente resultado que si fijamos una parametrizacion de Newton-
Puiseux de Cf, digamos y(X ), y calculamos el orden de coincidencia con todas las

o 1
parametrizaciones {z;(X =)}, de la curva C,, tenemos:

lr%aﬁ{multx( y(X7) — zj(X )} = 1@?% {mUltX(yz(Xi) - ZJ(X#))}-
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2.1. Nocién de contacto

Lema 2.1.2 ([Bar96]). Sean {zj(X%)}}”:l el conjunto de parametrizaciones de Newton-

Puiseur de Cy y y(X%) una parametrizacion de Newton-Puiseur de C'y. Entonces,

cont(Cy,Cy) = n - max {multx(y(X=) — z;(X=))}.

1<j<m

Demostracion: Basta probar que

s {mult (y(T™) = (T")} = i {multr (5,(T") = ,(T")}.

Dados v(T) = y(T™) => a, T y w(T) = 2(T™) = > _ b, T*". Si

r>1 s>k

Ui ={¢ € C: (" =1} ={Grly

Definimos

v(T) = Z s R
r>1
wi(T) = w(GT) =D b T,
s>k

Luego, se tiene
{oe(T) 3320 = {ma(T™) }ia-

En efecto, si k={1,...,nm} y (™ =1, entonces (" € U, y

Z g1 — Z e (2.1)
r>l r>1
Pero si y(X Z a, X 7, las otras parametrizaciones de Cy por el teorema de Newton-

r>l
Puiseux son de la forma,

1 1 r~ L
yi(X7) =y(pX») =D ap' X7,

r>1

donde p € U,, por lo tanto y;(T™) = Y a,p"T"™ donde p € U,. Luego de (2.1)
r>1
tenemos {vi(T)} C {w(T™)}",, ahora si y;(T™) = > a,p"T"™", debido a que existe
r>1
una aplicacién sobreyectiva entre U,,, y U,, entonces existe (; € U,,, tal que y;(T™) =
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2. Descomposicion de una curva polar

> a. T € {u(T)}. Luego, {vp(T)}i™ = {y:(T™)}7,. De manera andloga se
r>1
demuestra que {wy(T)}2 = {2;(T")}7L,. Por lo tanto es suficiente probar que,

max {multy(v(T) —w;(T))} = méx {multy(v;(T) — w;(T))}

1<j<nm 1<i,j<nm
Sea Pj(T) = v(T) — w;(T), se tiene P;j(¢T) = v(GT) — w;(¢T), para todo k €
{1,--- ,nm} y multy(Pj(T)) = multr(P;((T)) porque si multy(P;(T)) = h, entonces
PiT) = > ¢oT* donde ¢, # 0, por tanto P;j(G:T) = > caliT* y calf # 0, asi

a>h a>h

multr(P;((xT)) = h. Por lo tanto,

max {multy(v(T) —w;(T))} = max {multyr(P;(T))}

1<j<nm 1<j<nm

= max {multy(P;(GT))}

1<i,j<nm

= max {multT(U(CiT) — Wy (CZT))}

1<i,5<nm
= 1<Iirljgi<>?im{multT(vi(T) —w;(¢T))}- (2.2)
Afirmacion: Fijada (; € Uppm, {w;(T)}52 = {w;(GT) 7.
En efecto: Si (; = 1 entonces se tiene que {w;(T)}/% C {w;(¢;T)}. Para la
otra inclusion, w;(¢T) = w(G(T), y como (G, ¢ € U, entonces ((; € Uy, asi
{w; (GT) 3 € {w;(T) 152 Luego {w;(T) 11y = {w; (GT) 15

De esto,

max {multr(v;,(T) — w;(GT))} = max {multr(v;(T) —w;(T))}.

1<i,j<nm 1<i,j<nm

Por lo tanto de (2.2) tenemos

max {multr(v(T) —w;(T))} = méx {multy(v;(T) — w,;(T))}

1<j<nm 1<4,7<nm
(Il
De manera andloga, si fijamos z(X %) una parametrizacién de Cj, obtenemos un
resultado parecido.
Consideremos Cy y C, dos curvas algebroides planas irreducibles de multiplicidades
n y n' respectivamente, f,..., [, los exponentes caracteristicos de Cy y f, ..., los

exponentes caracteristicos de C.
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2.1. Nocién de contacto

Proposicién 2.1.1. Sea o el contacto entre Cy y Cy, tal que By < a < Byy1 para algin

q > 1, donde 8411 = +00. Entonces,
n 62‘_6@ 0<i<q-—1, Siazﬁq
oo f 0<1i<gq, sia > [,
Demostracion: Sean

1 iy

y(Xﬁ) = aioX%O 4+ -4 airX% + air+1X - 4+ ..

1 Js+1
/

AXT) = by X W A b X by X

con n = By, ' = By, @igs -+, @iy #0, bjy,. .., b, # 0, parametrizaciones de Newton-
Puiseux de Cy y C, respectivamente, tales que

multx (y(X0) = 2(X7)) = méx {multx (y(X) = 2(X7))}.
1<k<n/

Sabemos que a = cont(Cy,Cy) = n - multx(y(X%) - Z(X#))}, esto nos dice que las series
«
y(X%) y z(X#) coinciden hasta un orden — — 1.
n
Suponemos que i, < & < i1 y ademas o = min{i, 1, js11}. Asi se tiene que r = s,

como el contacto es entero, se considera o = 4,,1. También se tiene

i _ Jp -
ot 3 G, =i,
para j =0,---, r (pues la multiplicidad es 7,1, asi todos se anulan hasta i,).
; .
si L = Jstl entonces, a;,,, = b, ., (debido a que 4,41 es la multiplicidad, los

n n
coeficientes no se pueden anular).

Observamos que:

med(n'n, n'ig, n'iy, ..., n'i,) =n'-med(n, i, iy, ..., i) (2.3)
Por otro lado,
med(n'n, n'ig, n'iy, ..., n'i,) = med(n'n, njo, nj1,. .., nj)
= n-med(n', jo, j1, -+ Jr)- (2.4)
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2. Descomposicion de una curva polar

De (2.3) y (2.4) se tiene,

n'-med(n, g9, i1,..., %) = n-med(n', jo, jr,- - Jr)
no med(n, i, iy, )
n’ med(n/, jo, ji,-- -, Jr)
Y como 3; < a < 41, el resultado se sigue de las definiciones de ¢;, €}, 5; y 3. O

Se sigue de la Proposicién 2.1.1, la siguiente observacion.

Observacion 2.1.1. Sean dos curvas algebroides planas irreducibles Cy y C, definidas
anteriormente. Considerando (g, px) con 1 < k < gy (n}, 1)) con 1 <1 < ¢ los pares

caracteristicos de Puiseur de Cy y C,, respectivamente se cumple:

1. Sicont(Cy,Cy) = B, entonces (i, i) = (s 14,), para todo 1 < k < qg—1. Y asi,

los q primeros exponentes caracteristicos de Cy puede ser expresados de la forma

nlﬂ /

k ; neg
By = — asi como, GQZT,pamtodooglﬁgq—l.

2. 8i cont(Cy,Cy) > By, entonces (M, p) = (0., 14,), para todo 1 < k < q. Y asi, los

q + 1 primeros exponentes caracteristicos de Cy puede ser expresados de la forma

/ /
P =

n » n'e
Bk, asi como, €, = k, para todo 0 < k < q.
n

Proposicién 2.1.2. Sean C; y C, dos curvas algebroides planas irreducibles y regulares
en Y. Consideremos By, ..., B, los exponentes caracteristicos de la curva Cy y sea o € R

tal que By < a < Byy1, donde Byy1 = 0o. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. o= cont(Cy,Cy);

1 Vg + o — i , . .

. (£.9) _ JaV Bq, donde n; = 6—1, vy es el g-ésimo elemento del sistema
mult(g) Moy €
minimo de generadores de S(f), por convencion ny = 1.

Demostracion: Sean las parametrizaciones de Newton-Puiseux de C; y (|

respectivamente,

y(X7) = 30 bX, 2(X7) = 3 WX,

i>p1 =B
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2.1. Nocién de contacto

=

donde n = mult(f) y m = mult(g). Sin pérdida de generalidad podemos asumir que y(X =)
y z2(X #) son las parametrizaciones de Newton-Puiseux, tales que
multx (y(X7) — 2(X ™)) = max {multx (y:(X7) — z;(Xm))}. (2.5)

1<i<n
1<5<m

Por el teorema de Newton-Puiseux, se tiene
fXY)= I (Y —y(Xn)).
C-GGO:Un

Entonces,

I(f,g) = m-multxf(X,z(X™))

1 1

= m~multx< H (Z(XE)_?J(CXH))>

CEGO:UTL
= m- Z multx(Z(X%) == y(CX%»
¢eGo
g+1

= iiosbe multX(z(X%)—y((X%)), (2.6)

=1 (eGi—1\G;
siendo (2.6) valida, pues Go D G D --- D G, = {1}, donde G; = {¢ € C; (" = 1} y por
convencion Gyq = 0.
Mostraremos primero que (1) implica (2).
Supongamos que a = cont(Cy, C,), por hipdtesis, 8, < o < By+1. Si ¢ = 0, o sea,
Bo < a < B, entonces

«

multx (2(Xw) — y(CX7)) = —

para todo ¢ € G;_1 \ G; y todo ¢ € {1,...,g + 1}. En efecto, como ¢;_4|j, para todo j tal
que L es exponente de y(X#) v j < B:, tenemos que (7 = 1, esto es, (7H X # = b X # para
n

todo j < ;. Asi como a < 1 tenemos:
1 1 1 1 e
multx (2(X7) = y(CX™)) = multx (2(X™) — y(X™)) = —
Luego, por la igualdad (2.6):
I(f,9) = m- )
I(f.g) = m-a
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2. Descomposicion de una curva polar

como [y = vy podemos escribir

I(f,9) _l'nt+a-n
mult(g) Mo

I(f,g)  mo-vo+a—75
mult(g) Mo

Ahora, supongamos que 3, < o < 441, donde ¢ = 1,. .., g. Tomemos ¢ € G;_1\ G, con
i=1,...,q—1, se tiene por Lema 1.5.2 que (¥ # 1, o sea, el término CﬁibfiX% es diferente
de bf ‘X%, El término Qﬂibf X% 1o se cancela con ningin término de z(X %), pues como
By < a < By, b@iX% se cancela con algin término de z(X#) parai=1,...,g— 1. Por
otro lado, ¢ = 1 para todo j < f3;, esto es, todos los términos de y(CX ) anteriores a

. B; 3
Cﬁibf ‘X se cancelan con algtin término de z(X E). Luego,

multy (2(X ) — y(CX7)) = % (2.7)
Primer caso: Consideremos o = cont(Cy, C,) = f,.
Cuando ¢ € G,_1, tenemos que
[0 1 L 1 a By
multx (2(X7) = y(CX™)) = multx (2(X ™) —y(X7)) = — = ", (2.8)
siendo la primera igualdad valida, pues ¢/ = 1 para todo j < 3.
Como jj(Gi—l \ Gz) = €1 — €, tenemos
8 i
> multx (2(X%) ~y(cX#) s ), (29)

CeG,— 1\G

coni=1,---,q— 1. Por la igualdad (2.6), se tiene

1(f,9) & m-(qi(ez ) S multy((X i)—y@X%)))

CeGq-1

1
2.8 = ; a
(:) m - (Z(Ei_l —61)6 +€q 1° n) s

donde, en la ultima igualdad, €, = §Gy_1.
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2.1. Nocién de contacto

De esto,
](f7 g) = BZ «
PR — i—1 — € )— + g —
mult(g) ;(E 1= €) n Uy
1 €g—1 ! (0%
frnd — . = . i—1 — € i + 1 —
n e ;(6 1— € )5 €q—1 n
(17) €g—1 €q—1
= ——(vg = By) + qTO‘
_ Eq_l’[)q _ €g—1 + Eq_la
n n n
_ G1, Vg NgVq +a — S
n ot "Mg—1 Mo+ Tq
Segundo caso: consideremos 3, < o < [Bg41.
Si tomamos ¢ € Gy, entonces (2.9) es valido, o sea,
1 1 o
multx (z(Xm) —y((Xn)) = ~ (2.10)

pues ( € G4 C Gy_1.

De manera analoga a los argumentos utilizados en el primer caso, se obtiene

I(f,g) = m: (Zq:( = f:# S multx (2(X ) —y(CX%)))

=1 CeG

2 10 4 «

( (Z €i—1 — 6 -+ Eq ) 5
i—1 n

De esto,

e . —
n

mult(g) et n
L 45 a
e = &= g —g i _|._ P
— ;(6 1—€)Bi + € n
(1.7) €
= 0 (Uq+1 5q+1)
(1.8) €

= n (quq Bq) + S

€,NgVy — € €
q"lqYq q6q+ q
n n
NgVq +a — B,
7]0...77(1
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2. Descomposicion de una curva polar

Ahora mostraremos (2) implica (1).

Dado un ndmero racional « tal que 8, < a < 8,41,y

I(f.g) _ Ngvg +a — By
mult(g) Mo 1g

Por lo que acabamos de mostrar, si & = cont(Cy, C,), con f; < & < 441, entonces

I(f,9) _ mavs+ & —f
mult(g) U

esto es,
NgVq + @ — Bg  navg+a — Sy

770...77(] 77077(7

(2.11)

Se quiere probar que a = cont(Cy,Cy), o sea, & = @&. Supongamos que a # &y
analizemos las siguientes situaciones: ¢ = Gy q # q.
Si ¢ = ¢ y considerando, sin pérdida de generalidad, a < &, tenemos

NgVq + a — B4 g, 0= O — J88
Mo g m-ng

lo que contradice (2.11).

Ahora, si ¢ # ¢, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que § = ¢ + 1, entonces

77@”6“'&_56:77q+1vq+1+d_5q+1> Ug+1 (158) nqvq+5q+l_ﬁq>nqvq+a_6q
Mo+ 1lg Mo Tgrt Moo Mo+ 7y Moty

siendo la primera desigualdad valida debido al hecho de que 3,11 = 8; < & y la dltima es
véalida, pues B,+1 > a. Lo cual es una contradiccién con la igualdad (2.11).

Por lo tanto, o = &, o sea, « es el contacto entre las curvas Cy y C,. O

2.2. Teorema de Kuo-Lu

Dado A un conjunto. Para cualquier ay,...,a,, € A, denotamos por (ai,...,a,) la
sucesion ay, . . ., a,, considerada como no ordenada. Usaremos la siguiente notacion,
w1 términos ue términos
—~— ——~—
(ag : pgy oo yap ) = @y 0q oy gy .o, ap ).
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2.2. Teorema de Kuo-Lu

Consideremos Cy y C, dos curvas algebroides planas con Cj, suave y a través de un
of

cambio de coordenadas, asumiremos que ¢g(X,Y) = X, luego P,(f) = 5%

= fy es la curva

polar de f respecto a g, la cual denotaremos por I.

Definicién 2.2.1. Sea f(X,Y) = >_ fi(X)Y" € C[[X,Y]] una serie formal de potencias

Y -reqular de orden p i.e multy (f(0,Y)) = p. Definimos el conjunto Zer(f) como:

Zer(f) = (yu(X), ..., yp(X))

Donde y1(X), ..., y,(X) € C[[X]]*!, son las p raices de f (contadas con multiplicidades),
con multxy;(X) >0 parai=1,...,p.

El siguiente resultado dado en [KL77] establece una relacién entre los érdenes de
coincidencia de dos parametrizaciones de Newton-Puiseux de una curva algebroide Cf
y los 6rdenes de coincidencia de una parametrizaciéon de Cy con una parametrizacion de la
curva polar Cy, = Cr, pero una parte de la proposicioén no es cierta. Primero enunciaremos

la proposicion y luego daremos un ejemplo donde no se cumple.

Pseudoproposicién 2.2.1 (Kuo-Lu [KL77]). Sean dos parametrizaciones de Newton-
Puiseuz de CYy, yi(X%) Y yj(Xﬁ), donde 1 # j. Entonces existe una parametrizacion de

Newton-Puiseur zk(X%) de Cr que satisface las siguientes igualdades,

1 1
7 7

multx (s (X7) — 2,(X 7)) = multx (y;(X7) — 2e(X7)) = multx (y(X7) — y;(X 7).

Reciprocamente, dada una parametrizacion de Newton-Puiseux yi(X%) de Cy; y una
parametrizacion zi(X%) de Cr, existe una parametrizacion yj(X#) de Cy que satisface
las igualdades anteriores.

Es mas, dada una parametrizacion de Newton-Puiseux yi(X%) de Cy y un nimero

racional d > 0, tenemos

Hy,(X77) € P(Cy); multx (yi(X7) — y; (X)) = d}
= t{21(X7) € P(Cr);multx (y,(X7) — 2,(X7)) = d},
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2. Descomposicion de una curva polar

donde P(Cy) y P(Cr) son los conjuntos de parametrizaciones de Newton-Puiseux de Cy y

Cr, respectivamente.

En [GP91] se detecta el error de la Pseudoproposicién 2.2.1, justificindolo mediante el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.1. Dado f(X,Y) =Y (Y — X)(Y — X?). Entonces,

Zer(f) = <y17y27y3> = <07X7X2>‘

o) = b

Para ya, 2 no existe y; tal que:

multx (y2 — 22) = multx (y; — 2z2) = multx (ys — y;).

Ahora bien, el enunciado correcto dado por [GP91] se puede observar en el Teorema

2.2.1 (pagina 72).

Proposiciéon 2.2.1 ([GP91]). Sean f(X,Y) Zfl Zfz

C[[X, Y]] dos series formales de potencias Y — regular de orden p con

Zer(f) = (a(X).. ., go(X))
Zer(F) = (Gu(X); . .., B(X)):

Si multx (f;(X)) = multx (fi(X)) para todo i, entonces
(multx (y1(X)), ..., multx (y,(X))) = (multx (7:1(X)), ..., multx (,(X))).
Demostracion: f(X,Y) Zfz X)Y" € C[[X,Y]] Y —regular de orden p, de esto
Zer(f) = (wu(X), -, 5p(X)); wi(X), 5:(X) € C[[X]]".

Tenemos de dato que multy f;(X) = multx f;(X), asi el soporte de f (A(f)) es igual al
soporte de f (A(f)). De esto, los poligonos de Newton de f y f son iguales.
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2.2. Teorema de Kuo-Lu

Por el corolario 1.3.1, a cada lado del S del poligono de Newton de f le corresponde

n
|ms| soluciones de orden %, donde |ng| y |mg]| son las longitudes de la proyeccién en X
ms
e Y de S respectivamente, pero como los poligonos de Newton de f y f son iguales, a cada
lado de S del poligono de Newton de f le corresponde |mg| soluciones de orden ||n5||, 0
mg
sea que los 6rdenes de la raices de f y f son iguales, i.e
(multx (y1(X)), ..., multx (y,(X))) = (multx (7:1(X)), ..., multx (J,(X))).
(Il

Teorema 2.2.1 (Kuo-Lu [GP91]). Suponemos que f(X,Y) Zfl X)Y' e C[[X,Y]] es

Y —regular de orden p > 1 sin factores maultiples. Sea:

Zer(f) = (Y1, .,Yp), Zer (2}{) (2. L, 2p_1)-

Entonces, para cualquier i € {1,...,p} se tiene

(multx(z1 — i), ... ,maultx(zp—1 —vi)) = (multx(y — vi), ..., multx (yi1 — yi)

. omultx (Yisr — i), - maltx (yp — vi))-

Demostracion: Es suficiente considerar la serie de potencias con raices en C[[X]]. En
efecto, si d > 1 es un entero suficientemente grande la serie de potencias f(X? Y) tiene
raices en C[[X]] v se puede ver que, Teorema 2.2.1 se mantiene para f(X% Y) entonces,
Teorema 2.2.1 se mantiene para f(X,Y).

Fijemos i € {1,...,p} y consideremos el caso especial cuando y; = 0 (i.e Y es

=i
I Y7 ) € C[[X,Y]] es Y—regular de orden

un factor de f(X,Y)). Observamos que

XY 0
p—1y Zer <§> = (Y1, -y Yiz1, Yit1s - - -, Yp). VEMOs que /( Y’ ) y (8){> (X,Y), son
XY 0
Y —regulares de orden p — 1. Méas atn, /( Y’ ) y 81]:' (X,Y) satisfacen las hipétesis de

la proposicion 2.2.1, dado que multx (f;(X)) = multx(f;(X)) para todo i. Asi,

(multx(z1),....,multx(z—1)) = (multx(y1),..., multx(yi_1)

) mUZtX (yi-i-l)? s 7mUZtX (yp)>7
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2. Descomposicion de una curva polar

que prueba el lema para el caso especial (y; = 0).

Consideremos la serie

f(X)Y) = f(X,Y +4(X)) € C[[X,Y]].

Tenemos
Zer(f) = (Y1 —Yir-- > ¥i-1 — ¥, 0, ¥ir1 _yiw"ayp_yi>
y ~
of
Z - == —Yiy ooy -1 — Y;)-
67’<6Y> (21 -y Zp1 — Vi)
Aplicamos el caso especial a f y se obtiene el lema. a
Sea f irreducible de exponentes caracteristicos {0, ..., Sr}. Se cumplen las siguientes
propiedades:

Proposicion 2.2.2 ((GPI1]). Si Zer(f) = (v1,...,Yp), entonces para todo i € {1,...,p}

(multx (y1 — Yi)y ..., multx (Yie1 — ys), multx (Yiv1 — Yi), - - ., multx (Yp — ¥i))

:<%:60—61,...,%26h_1—€h>'
0 0

Demostracion: Aplicando la Proposicion 1.5.1 tenemos,

multx (y; —y;) = %, para algun ¢ € {1,...,h}.
0
Luego usando el Corolario 1.5.2, se obtiene el resultado. a

Ejemplo 2.2.2. Dado f(X,Y) € C[[X,Y]] tal que Zer(f) = {y1,v2,y3,ys}, donde
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2.2. Teorema de Kuo-Lu

Yy
y = X?42Xi
yo = —X342iX1
ys = X7 —2X73
Yy = —X2—2iX1.
Luego,
339 3 9
— — — = — =, —)=(=:2,-:1
(multx (y1 — y2), multx (ys — y2), multx (ys — y2)) <2, 5 4> <2 ' >
= <% 60—617%:61—62>
0 0
93 3 3 9
(multx (y1 — y3), multx(ys — y3), multx (ys — y3)) = <Z’ 5 §> = <§ 22, 1 1>
= <% 60—617%:61—62>
0 0
39 3 3 9
(multx (y1 — ya), multx(yo — ys), multx (ys — ys)) = <§, e §> = <§ 22, 1 : 1>
— <%3€0_517%:61_62>
0 0
39 3 3 9
(multx (yo — y1), multx(ys — v1), multx (ys — y1)) = <§, yr §> = <§ 22, 1 : 1>
= <%Z€0—61,%261—62>
0 0

Proposicion 2.2.3 ((GP91]). Sea z = z(X) € C[[X]|* tal que,

of(z) = max{multx (y1 — 2),...,multx(y, — 2)} < +o0.

Sea k el entero mds pequeno tal que of(z) < % (poniendo % = 4o00). Entonces
0 0
B Br—
(multx(y1 — 2),...,multx(y, — 2)) = <5—1 D€)— €1, .., 5—1 D €p—a — €,—1,0f(2) T €41 ).
0 0

Demostracion: Existe una raiz de f donde se alcanza el valor de of(z), digamos que tal

raiz es y,. Por tanto, para las raices y;, con j # r, debe ocurrir
multx (y; — z) < op(z) = multx(y, — 2).
Distinguimos dos casos:
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2. Descomposicion de una curva polar

a) multx(y; — z) < of(z).
b) multx(y; — z) = of(2).

Si ocurre (a),

multx (y; — yr) > min(multx (y; — z), multx (z — y,.)) = min(multx (y; — 2), 0¢(2)),

la ultima desigualdad se obtiene usando lo siguiente:
multx (f + g) > min(multx(f), multx(g)).
En consecuencia,
multx (y; — yr) > multx(y; — 2).

Luego,
(2.12)

(2.12)

(2.13)

multx(y; —z) > min(multx(y; — y,), multx(y, — z)) = min(multx (y; — y»), 0£(2)).

Por tanto,

multx (y; —z) > multx(y; —y,).

De (2.13) y (2.14), se tiene

multx (y; — yr) = multx(y; — 2).
Por la Proposicién 1.5.1,

multx (y; — yr) = %, para algin 7 € {1,...,k—1}.

Entonces,

multx (y; — z) = %, para algin i € {1,...,k—1}.
0

Asi, por el Corolario 1.5.2

Ii{j e{l,...,p} :multx(y; — z) = %} =€_1 — €.
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2.2. Teorema de Kuo-Lu

Para (b) tenemos,

t{je{l,...,p} imultx(y; —2) = 05(2)} = p—> (621 — &)
t{je{l,....p} :multx(y; — 2) = 0s(2)} = €.

Por consiguiente,

s Br-
(multx(y1 — 2),...,multx(y, — 2)) = <—1 D€)— €1y, L €r—1,0f(2) : €41 ).
Bo Bo
O
Sea g = g(X,Y’) una serie de potencias irreducible, Y —regular de orden ¢ con Zer(g) =
(#1,...,24). Suponemos que f y g son coprimos. Ponemos o¢(g) = of(z1) = -+ - = 0(z,)

(decimos que z, Z pertenece al mismo ciclo, cuando of(2) = of(2)).
El siguiente teorema es la clasica férmula debida a Noether para la multiplicidad de

interseccién I(f, g) de las ramas f =0, g = 0.

Teorema 2.2.2 (Noether). Suponemos que f,g son irreducibles, f de exponentes

caracteristicos {Bo, .., Bn}, y k el entero mds pequenio tal que of(z) < % 6;“ = +00).
0 0
Entonces,
I(f7 g) _ — BZ
I(X,q) ~ &7 g o o)
Demostracion: Sea Zer(f) = (y1,...,yp), Zer(g) = (z1,- .., 2,). Luego,
q P
I(f,9) = > multx(z — y,),
j=1i=1
usando la Proposicion 2.2.3,
q k-1 6
I(f,9) = Z Z(Ei—l =pAEL T AN 9
j=1i=1 Bo
k—1 Bz
I(f> g) = q < (Ei—l - Ei)_ + €p—1 0f(9)> )
i=1 Bo
[(.fa g) = 57,
= €i_ €)— +€x_1-0
P Z:l( 1 )50 k-1 0£(g)
Por lo tanto,
I(f.9) & :
(X0~ ;(61—1 62)5 + ex1 - 05(9)
O
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2. Descomposicion de una curva polar

2.3. Teorema de Merle

El siguiente lema nos servira en gran parte para dar la formula de Merle.
Lema 2.3.1 ([GP91]). Sea f = f(X,Y) una serie de potencias irreducible Y —regular de

0
orden p con exponentes caracteristicos {B, ..., By}, Zer(f) = (y1,...,yp) y Zer <8—){> =

(#1,...,2p-1). Entonces,

(0f(#1), ... 08(2p—1)) = <@ Sm, ... @ :mh>,

5o " Bo
donde my, = ©_ % para k=1,... h.
€k €k—1
Demostracion: Por Teorema 2.2.1 y Proposicion 2.2.2, para cualquier ¢ € {1,...,p} se
tiene,
B Bn
<Of(Zl — yz)7 s Of(Zp_l — yz)> = <—1 €0 —€1,...,7> 1 €Ep_1 — €p ). (215)
Bo Bo
o ) B .
Luego para cualquier i € {1,...,p — 1}, existe k € {1,...,h} tal que os(z;) = N Asi,
0
podemos escribir
s Bn
(0f(#1), .-, 08(2p—1)) = <—1 SMy, ., My )
5o Bo
Nuestro objetivo es hallar los valores de my, ..., my, para ello consideremos la matriz
multx(z1 — Y1), - - ., multx (zp—1 — v1),
multx(z1 — Ya), - - ., multx (zp—1 — ya),
multx (z1 — Yp), - .., multx (2p—1 — yp),

, k .
De acuerdo a (2.15), el nimero 5— aparece €,_1 — €, veces en cualquiera de las p = ¢
0

filas, asi €g(€ex_1 — €;) elementos de la matriz son iguales a & Usando la Proposicién 2.2.3
0

B
veremos cuantas veces aparece — en las columnas,
0

n Siof(z) < %, entonces la j-columna no contiene a ==
0 0
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2.3. Teorema de Merle

. B , . . k
» Siof(z) = B entonces la j-columna contiene €;_; elementos iguales a —-.
0 0

. Br . . . k
» Siof(z) > 6—, entonces la j-columna contiene €;,_; — €, elementos iguales a —.
0 0

Luego,
Mp€p—1 + (Mig1 + -+ mp)€p1 — € = €o(€x—1 — €x),

para k € {1,...,h}, donde el primer término de la igualdad es la cantidad total de

elementos iguales a & en las columnas y la segunda es la cantidad de elementos iguales a
0

D :
5— en las filas. Resolvemos esta igualdad para k = h, luego
0
Mpeh—1 = Eo(ﬁh—l = Eh)>
€h—1 — €h
mp = €:|——|, pues e, = 1.
€h—1 " €h
Asi,
€0 €0
mp=— — —.
€h €h—1
Para k=h — 1,
Mp_1€p—2 + Mp(€p—2 — €p—1) = €ol€n—2 — n_1),
Mp_16p—2 = (€n—2 — €n_1)(€0 — Ma),
€0 €0
= (en—2—en1)(eo — —+—),
€h €h—1
€0
Mp—1€p—2 = (€h—2 - Eh—l) T
€h—1
€h—2 — €n-1
Mhp—1 = €\ ——|>
€h—2 " €p—1
€0 €0
mpy = —— — ——.
€h—1 €h—2
. €0 €0
Continuando con el proceso tenemos, my = — — —— para k= 1,...,h. Lo que prueba el
€k €k—1
lema. O

Como se mencioné anteriormente daremos la formula de Merle en el siguiente teorema:
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2. Descomposicion de una curva polar

Teorema 2.3.1 (Merle). Sea f = f(X,Y) una serie de potencias irreducible de

exponentes caracteristicos {Po, ..., Bn}. Entonces existe una descomposicion
of h
— | (X,Y) = (XY
() e = Ty
en C[[X,Y]] tal que,
a) I(X,g) = = — ——.
€k €r—1

b) Si g es un factor irreducible de gr(X,Y"), entonces

I(f.9) & Bi Br
1(X.9) ;(Ei—l . 6@')% + 6k—1E~

Demostracion: De acuerdo al Lema 2.3.1, tenemos

€ € € €
e (_0__0)+...+ f_ Q)
€1 €o €n €h—1
= 6—0—1260—1,
€n

mi+-+m, = p—1

De esto podemos escribir,

VA _(9f =
er aY = <Z1,1>--->Zl,m1>--->Zh,1a"'>zh,mh>a

B
of(zk1) =+ = 0f(2km,) = e para k=1,...,h.

Bo

Las raices z;; ¥ z1; (k # ) no pertencen al mismo ciclo porque si k # I, 0¢(zy,:) # 05(z1;)-

Por lo tanto, existe una descomposicién

9f _

5y = Laxy) en i)

tal que

Zer(ge) = (Zk1y -+ Zhomy)-
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2.3. Teorema de Merle

€ €

Se tiene I(X, gr) = multy (g,(0,Y)) = my = — — —> asf hemos probado la parte a) del
€k €k—1

teorema. Como ¢ es un factor irreducible de g, entonces

=0 = 0¢l 2 — @
0r(9) = o,.(9) #(211) By

Luego aplicando la teorema 2.2.2,

k—1 .
I(f.9) _ S (61 — ei)@ + er-1-05(9),

](X, g) i=1 Bo
k—1
B Br
= €i-1—6) 5 T €g—1°" 5.
;( ! )50 S
Luego se tiene la parte b) del teorema. O
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Capitulo

Polares de una foliacion

Para este dltimo capitulo tomaremos como referencia [Can93, MS01, Rou96, Rou99)].
Las secciones 3.2 y 3.3 estan enfocados en [Pér01] y [FS16]. Al final enunciaremos el
Teorema de Merle para foliaciones, una extension del mismo para curvas algebroides planas

estudiado en el capitulo 2.

Sea f una funcién analitica que se anula en el origen y su desarrollo en serie:
2,9) = > fas7°y’.
a7ﬂ

Sea w = A(z,y)dx + B(x,y)dy una 1-forma holomorfa, las separatrices de w son las

soluciones analiticas de la ecuacién diferencial:

dy

A((L’,y) ~"= B((L’,y)%

= O7
y el desarrollo de serie de potencias se puede escribir,

d
ZAa5$ y + B, xaﬂyﬁ 14y

A(z,y) + B( e

xydx

Definicién 3.0.1. Sea w = A(z,y)dx + B(z,y)dy una 1-forma holomorfa con A, B €

Cl[x,y]], el polinomio diferencial asociado a w es dado por g, si tenemos que

ng(xy)+Bwy ZMaB



d
donde M,z(g) = Anpz®y® + Bagxa+1y5_1d—y, Ao y Bap son nimeros complejos tales que
x

1
Bao = 0 para todo «, y el indice («, ) recorre el conjunto (—Z) x N donde ¢ € N y
4 />

(EZ>>_1 —{r>-1/q-rez}.

q
Definicién 3.0.2. El soporte de w (respectivamente g) y lo denotamos por A(w)

(respectivamente A(g)) es el siguiente conjunto :

A(w) ={(a, ) : (Aap, Bag) # (0,0)}
(respectivamente A(g) = {(c, B) : My # 0}).

En un punto (o, 8) € A(w), el monomio A,sx®y? es llamado contribuciéon de A y el

a+1

d
monomio B,zx yﬁ_ld—y es llamado contribucién de B. Notamos que un punto del soporte

x
no es contribucién al mismo tiempo para A y B.

Definicién 3.0.3. El poligono de Newton de w (respectivamente el poligono de Newton de

g) y se denota por N(w) (respectivamente N(g)), es el borde de la envolvente convezra de

U (o, B) + (R20)2 (respectivamente U (o, B) + (R20)2 i
(a,B)€A(w) (a,B)€A(g)

Observacién 3.0.1. Tener en cuenta que N(f) se deduce de N(df) por traslacion:
N(df) + (1,0).

En efecto: Se tiene que probar que N(f) = N(df) + (1,0), para ello usaremos la doble

inclusion.

= N(f) C N(df)+ (1,0):
Sea (o, B') € N(f), entonces existe (a, 3) € A(f) v (a,b) € (Rsg)? tales que

(0/7 5,) = (O{, 5) + (aa b) (31)
Sea f(z,y) = fapz®y® + -, luego

df(z,y) = (afasz® W’ + - )da + (Bfapr®y” 4 - )dy, usando (3.1)

df(z,y) = (Awpz® Y0+ .. )dx + (Byga® Yo7+ )dy,
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3. Polares de una foliacién
donde (Ay g, Bag) # (0,0). Se tiene

(@ —a—1,8"—b) € A(df)
(@' —1,8") € Adf) + (a,b) € Aldf) + (Rso)? = N(df)
(,3) € N(df)+(1,0).
Por lo tanto, N(f) C N(df) + (1,0).

= N(df)+ (1,0) € N(f):
Sea (o/, ') € N(df) + (1,0), entonces existe (o, 3) € A(df) y (a,b) € (Rxg)? tales

que
(o, 8') = (a, 8) + (a, ) + (1,0) (32)
a, B a+1, B—1 a, B 8f
Sea df (z,y) = > Aapz®y’dx + Bapz® 'y’ 'dy, como > Aypzy’ = 8—(x,y).
a,8 o, t
Entonces,
> A8 jatiyd | ofy) = f(z,y)
a7B a + 1 % 7
luego

0
Z a+1 B 1 gl a_:]yf(‘r?y)

a,B
a+1,81 - ] a+15—1+/ )
2% s
obtenemos (o + 1)B,s = BAas v ¢(y) = ¢ y como f se anula en el origen, entonces
Aq
c = 0. Luego, f(z,y) = fapr®y? + - con fo5 = +’81 # 0 (consecuencia de
a

(Ang, Bag) # (0,0) y la relacion entre A,g y Bag). Asi,

(a+1,8) € A(f), usando (3.2) y A(f) + (a,b) C N(f)
(«,8") € N(f)
Por lo tanto, N(df)+ (1,0) C N(f).
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De todo lo anterior, se concluye que
N(f) = N(df) + (1,0).

O
Para la 1-forma w = A(x,y)dz + B(x,y)dy, la existencia de un lado horizontal de N(w)

equivale a A(z,0) = 0, en este caso {y = 0} es una separatriz de w.
Ejemplo 3.0.1. El poligono de Newton de d(y* — x®) se muestra en el siguiente grdfico:

a=—1

N(d(y* — 2?))

Figura 3.1. Poligono de Newton de d(y? — 23)

1
Para cualquier v € QF, definimos L(g, ) como la tnica recta con pendiente —— que
v

intersecta N(g) exactamente en un lado o un vértice. Consideremos

D) (C) = > (Aag+vBag)C”,
(B)eL(g)

() = Y Maulg).
(@B)eL(g.)

Para cada v € Q" y ¢ € C definimos el polinomio diferencial g[ca” + y],
gles” +yl = g(x, ca” +y).
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3. Polares de una foliacién

Entonces las siguiente propiedades se cumplen:

o0 [o¢]

e La serie z = Z c;x” es una solucion de (g = 0) si y sélo si Zcix” es una solucién
i=1 i=2

de (glciz” + y] = 0). En particular, z = ¢;2** es una solucion de (g = 0) si y sélo si

{y = 0} es una solucion de (g[c;z"* +y| = 0).

1
e Si A(g) C (—Z) x N entonces, existe un entero ¢’ > 0 tal que A(g[ca” + y]) C
qa )>_

q
finito de lados y vértices.

1
(—/Z) x N. En particular, el poligono de Newton N(g[cz” + y]) tiene un nimero
>_1

e Si 1/ < v entonces,

L(g,v") = L(glex” +y],V")
In¥g) = In")(glez” +y))

D (C) = Pleariyn(O).

Asi, si Q(g,v) es el punto més bajo de N(g)NL(g, ), las porciones de N(g) y N(g[cz” +y])

por encima de Q(g, V) son iguales. Por otra parte, L(g,v) = L(g[cz” +y], v) y si escribimos

t
. Cod
[n(u) (g) — A0$a 4 ZAixaiyz L Bixaﬁ-lyz—ld_y’ = o — iV,
i=1 L

entonces se tiene que para cualquier ¢ € C

t
In") (glex” +y]) = Ap(c)z® + 3 Ai(c)z*y’ + Bi(c)xai+1yi_lj—z. (3.3)
i=1
Si escribimos
®(g,v)(C) = a(C) +vCB(O), (3.4)
t t
donde (C) =) B;C" 'y a(C) = > A;C", entonces tenemos que
i=1 i=0
Ag(c) = ®(c)
1_.. 1 ,
— — oW _ (-1 -
AJ(C>_j!(I)J (C) V(]_l)'ﬁj (0)7 j_la 7t (3 5)
1
() = (3-1) —
B](C) (]_1)|6 (C)a J 17 7t7



J J
donde U () = %(c) v BO(e) = %

Ap(c) = 0 siy sdlo si @(c) = 0.

(c). Especialmente A; = Ai(c), By = Bi(c) y

Teorema 3.0.2 ([BK12]). Sea f una funcion, N(f) su poligono de Newton. A todo lado
1

de N(f) de pendiente —— superior a —1, de extremos (o4, 1), (ab, ) con By > B,
v

corresponde una union:
k
I'= U Yis
i=1
de componentes de f~(0) tal que mult(T') = 3, — 3% y para todo i = 1,... k la componente

v; estd parametrizada por
y(x) = c;x” +e;(x) con multyei(x) >v y ¢ #0.

Demostracion: Dado f(z,y) = ﬁ fi(z,y), donde f; es irreducible para todoi = 1,..., k,
con mult(f;) = N;. Tomando un 521{1, ..., k}, luego usando el teorema 1.3.4 para f;, sean
©i, - - -, o, las raices de f; en K[[x]]*. De esto, el poligono de Newton de f; tiene un lado de
ecuacion ¢+ vj = p con —% > —1y como (0, N;) pertenece a este lado, entonces p = N;v;
donde el otro punto del tnico lado del poligono de Newton de f; es (N;v,0). Poniendo

[; = (fi(z,y) = 0) tenemos,
N;
Fi = U /71']*7
j=1
tal que mult(I';) = N; y para todo j = 1,..., N; la componente v;, estd parametrizada

por:

y(x) = ¢a” + e;(x) con multe;(x) >v y ¢ #0.

El Teorema 3.0.2 no se cumple en las 1-formas, considerar:
w=zdy — (ny — 2")dx,

1

N(w) tiene lado L de pendiente —— mientras que su tnica separatriz es la curva de ecuacion
n

x = 0. Para superar esta desventaja, [Can93] introdujo el concepto de lado principal y

demuestra una versién mas débil del teorema anterior.
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3. Polares de una foliacién

1

Definicién 3.0.4. Sea L un lado de N(w) de pendiente ——, de extremos (o, B1), (b, 55)
v

con By > 35, se dice que es un lado bueno si

A,

6/
(Lals = Bus #0y = F £ QN {r 2 v
@397

(L,b), := Aaégé + VBa’QBQ #0.

Si{y = 0} no es una separatriz de w y si L es el lado bueno de mayor pendiente, entonces
se dice que este es el lado principal de w. De manera similar se puede definir el lado

bueno y el lado principal para el polinomio diferencial asociado a w.

Teorema 3.0.3. Si {r =0} y {y = 0} no son separatrices de w, entonces N(w) tiene un
1

lado principal y inico. Si este ultimo es de pendiente ——, entonces w tiene una separatriz
v

parametrizada por:
y(x) = cx” +n(z) con mult,n(z) >v y c#0.
Si 2L con med(pr,n1) =1 y si B es la aplicacion:
n

E(z,y) = (2™, y + cz™),

entonces oy = 0 es la ecuacion de una separatriz de E*w, o N(E*w) tiene un lado principal

1
de pendiente — con A>pr.

Demostracion: Ver [Can93] pagina 133. O

3.1. Propiedades de una 1-forma de tipo curva
generalizada
Definicién 3.1.1. La 1-forma w se desarrolla en series de 1-formas w; de grado j,
w= i Wy,
j=1

mult(w) denota la multiplicidad algebraica de w, el cual es el grado del primer término

no nulo de la serie anterior. Si y(t) = (x(t),y(t)) parametriza una curva, llamaremos
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3.1. Propiedades de una 1-forma de tipo curva generalizada
multww(z(t), y(t)) la multiplicidad algebraica de v*w. Supongamos que v = mult(w) y
w, = A, dx + B,dy; w se dice dicritica si tiene infinitas separatrices.

Lema 3.1.1 ([Rou96]). Sean wy y wy dos 1-formas de tipo curva generalizada no dicriticas
con singularidad aislada y las mismas separatrices. Dada una curva y(t) distinta de sus
separatrices se verifica:

multy (v wy) = multy (Y ws).

Demostracion: Observemos que una 1-forma singular w reducida del tipo curva

generalizada que no sea del tipo silla-nodo, podemos suponer de la forma:
A
w=Ax(1+--)dy+py(l+---)dz con prx#0y p ¢Q,

y toda ecuacién reducida de sus separatrices es de la forma f(x,y) = xyU(z,y) con
U(0,0) # 0. Sea ~v(t) = (z(t),y(t)) una parametrizacién de una curva . Si z(t) =
ut? + tPe(t) vy y(t) = vt? + tin(t), con €(t), n(t) € tC{t}, entonces:

Yw = uv(gh+ pp)tPtildt 4 tPT9a(t)dt,

vdf = wlU(0,0)(p+ ¢)tP 0 dt + tPTIB(t)dt,
con a(t) y S(t) que pertenecen a C{t}. Dado que % ¢Q,
mult,w(x(t),y(t)) = mult,df (x(t), y(t)),

lo que prueba el lema cuando w; y ws son reducidas.
El caso general se deduce de la propiedad de equidesingularizacion de curvas
generalizadas que tienen las mismas separatrices. Las coordenadas se eligen de modo que

[0, 1] no esta en el cono tangente de v, de wy y de wsy; v estd parametrizada por:
xz(t) = t" con n=mult(y),
y(t) = i a;t'.
Realizamos la explosion del origen mediante la siguiente aplicacion:
E:(z,u) — (x,zu).
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3. Polares de una foliacién

Las transformaciones estrictas de w; y ws son respectivamente @; y @, las cuales son
del tipo curvas generalizadas. Sea f = 0 la ecuacién reducida de las separatrices de wy y
Wa, ¥ f su transformada estricta por F. Las 1-formas w; y ws no son dicriticas, por eleccién
del sistema de coordenadas, la ecuacion reducida de las separatrices de @; tal como ws, es
T f = 0; las restricciones de w; y w9 en la vecindad de todo punto del divisor excepcional
de FE se verifican las hipotesis del lema.

Hacemos:

w1 = Aldl’ + Bldy, Wy = Ale’ + Bgdy,
Asi,
E'wy = (Ai(z,zu) + uBy(z, zu))de + 2By (z, zu)du = 2™ @y,

F'wy = (As(z,zu) 4+ uBy(x, zu))de + By (z, zu)du = 2™ 0,.

Como w;y y wy no son dicriticas, m; y mso son las multiplicidades respectivas de w; y
wa, luego: mult(wy) = mult(ws) = mult(df).

Para i =1 01 = 2, se tiene
Ywi = (Eod)w,
= A(Bw) = 24"
donde 4 es la transformada estricta de 7. Luego,
mult(v*'w;)) = mult(z(t)™ 5 @),

= mult(y)mult(w;) + mult(5*®;).

Se deduce que mult(y*w;) = mult(y*ws) por induccién sobre el nimero minimo de

explosiones de desingularizar w; y ws. a

Teorema 3.1.1 ([Rou96]). Sean wy y we dos 1-formas de tipo curva generalizada no

dicriticas con singularidad aislada y las mismas separatrices, entonces
Awy) = Aws).
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3.1. Propiedades de una 1-forma de tipo curva generalizada

Demostracion: N(w;) es el borde de un convexo cerrado de Ry x R, al cual llamaremos
K. Afirmacion: A(w;) C A(ws). Suponemos que esta afirmacién fuera falsa, entonces
existe un punto (g, fy) € A(w;) tal que no pertenece a K al cual corresponde el monomio:

dy
dx’

Observemos que si N(wz) tiene un lado horizontal incluido en la recta {5 = 1}, entonces

Aaoﬁoxaoyﬁo + Ba060$a0+1y60_1

{y = 0} es una separatriz de wy como de wy: la recta { = 1} contiene asi un lado horizontal
de N(wy). Del mismo modo, si N(wsy) tiene un lado vertical con la recta {a = 0}, N(wy)
también, K siendo convexo, por (ag, 3p) pasan dos rectas de apoyo de K distintas, de

1 1 1
pendientes —— y ——— con A, > A_, en efecto, —— y —— son las pendientes de 2

A Al A Al

lados adyacentes en (ag, ) de la cadpsula convexa de K U (g, fo).
Luego, para todo A €]A_, A;[, K no intersecta a cualquier recta que pasa por (ag, o)
1

de pendiente Y y el conjunto de puntos de coordenadas enteras mayores o iguales a —1

situado sobre tales rectas es finito, asi el nimero de rectas con pendiente estrictamente

1 1
entre ~3 ¥~ ¥ que pasan por un punto de A(w;) es finito.
- +
Encontrar un nimero racional 2 €]JA_, A\;[ con p y ¢ primos entre si tal que si D es la

q
recta pendiente =4 que pasa por (g, 5y), entonces se verifican las siguientes propiedades:

» DN A(wyr) = {(a, Bo)}-

Figura 3.2. [Rou96]
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3. Polares de una foliacién

= Sabemos que D tiene por ecuacién:

=05 _ 9

a—aoy ’
p(B—00) = —qla—a),
pB—pby = —qa+qa,

qa +pB = qoag+ pPo,

denotando ¢ = qag + pfy, asi se tiene
K c{(o,B) : gqu+pB > c}.

» Como (ay, fy) € Awy) tenemos (Anysy, Baoss) 7 (0,0), luego pAays, + ¢Bays, 7 0.

Sea 7(t) la curva parametrizada por (z(t),y(t)) = (¢¢,t?), sabiendo que dx = ¢t 'dt y
dy = ptP~1dt tenemos,

7 (Aapr®y® + Bagz®yP7h) = (qAas + pBap)t?* P dt.
Como {(ao, fo)} =D N Awr) ¥ pPAagss + 4Bags # 0,
mult(y*wy) < c+q— 1.
Por otro lado, todo punto («, 5) € A(ws) satisface, g + pB+q—1>c+ q— 1, de donde
mult(y*ws) > ¢+ q — 1 > mult(y*wr),

Luego mult(y*ws) > mult(y*wy), que contradice el lema 3.1.1. La afirmacién es cierta.

Luego, A(w1) C A(ws). De forma andloga tenemos
Awy) C Awy),
cambiando en la demostracion de la afirmacién w; por wy. Por lo tanto,

Awy) = Aws).

El siguiente teorema a continuacién es conocido por H. Dulac [Dul03].
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3.2. Polar genérica

Teorema 3.1.2. Siw es una 1-forma de tipo curva generalizada con singularidad aislada y
f =0 una ecuacion reducida de sus separatrices, entonces w y df tienen el mismo poligono

de Newton.

Demostraciéon: Como w y df tienen las mismas separatrices, tenemos que w y df cumplen

las hipotesis del teorema 3.1.1, luego
A(w) = A(df).

Como w y df tienen el mismo soporte, se concluye que w y df poseen el mismo poligono

de Newton. O

3.2. Polar genérica
Sea F una foliacién singular en (C2,0), definida por la 1-forma

w= A(z,y) de+ B(z,y) dy
— N——
ay+ay41+-- bu+bu+1+"'

donde A, B € C{x,y}, A(0,0) = B(0,0) =0y A, B son primos relativos.

Sea wy una 1-forma regular, definimos I',, como la polar de F respecto a w; dada por:
wAw; =0
Si wy = p(x,y)dx + q(x, y)dy, luego:
Lo, = {q(z, y)Alz,y) — p(z,y)B(z,y) = 0}

Las curvas polares de una foliacion F son curvas del sistema lineal definido por el ideal
Ir = (A, B).

Como (0,0) es una singularidad aislada entonces Ir es M-primario.

!Para mayor informacién sobre ideal primario puede revisar el libro M. F. Atiyah y I. G. Macdonal:

Introduction to commutative algebra, capitulo 4.
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3. Polares de una foliacién

Si v es la multiplicidad de F entonces, I\ M**! tiene como elementos curvas polares
de multiplicidad v. Existe un abierto de Zariski de Ir \ M"*! donde todas las curvas son
equisingulares.

Consideremos

Ligp) = {aA(z,y) + bB(z,y) = 0}

donde [a : b] € PZ, existe un abierto de Zariski U € P} tal que, para todo [a : b] € U
las curvas I'55 son reducidas y equisingulares. Se llamard curva polar genérica de la
foliacion a una curva I'j,y) con [a : b] € U.

La multiplicidad m(I'j4.y) = v, si m(F) = v.

Sea F': (C?,0) — (C?,0) un cambio de coordenadas analitico, si F' = (Fy, Fy), la curva

polar de F*F : (w o F)dF luego,

(Ao F)dz + (B o F)dy).(dFy,dF,) = O,

8F1 8F2 aFl aF’2 _
6F1 8F2 aFl aFQ o
[(AOF)%—F(BOF)%}(&L’—Fl(AOF)@—F(BOF)a—y]dy = O
Luego, la polar de F*F en [a : b] es
aFl (9F2 (9F1 8F2 a

IF*]: = (AOF,BOF)
La curva F~*(T'[4y) es dado por:

a(Ao F)+b(BoF) =0,

Ip-i(r, = (Ao F, Bo F).

Dada una foliacién F definida por la 1-forma w = A(x,y)dx + B(x,y)dy con singularidad
aislada en el origen, el nimero de Milnor u(F) de F se define com la multiplicidad de la

interseccion en el origen de los coeficientes de la 1-forma, es decir, pu(F) = p(w) = (A, B)o.
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3.2. Polar genérica

Si F tiene un numero finito de separatices y f = 0 es una ecuaciéon reducida de sus
separatrices, entonces p(F) > p(f), y se da la igualdad si y sélo si F es de tipo curva
generalizada (para mayor referencia de la prueba de esta afirmaciéon puede consultar

[CNS*84]).

A partir de ahora para simplificar el término de una 1-forma de tipo curva generalizada

asociada a una foliacién se le mencionara como una foliaciéon curva generalizada.

Proposicién 3.2.1. Sean F wuna foliacion curva generalizada, T, una curva polar
genérica tal que [a : b] no estd en el cono tangente de F y C' = (f = 0) la curva formada

por las separatrices de F, entonces

IO(F[a:b]> O) = :u(f) o V(‘F)

Demostracién: Supongamos que a # 0, de igual manera si b # 0. Sea [,y = UFq la
q
descomposicion de la curva polar en sus componentes irreducibles y sea v,(t) = (z4(t), y4(t))

una parametrizacion de I';. Luego,

]O(F[a:b]a C) = Z IO(Fq7 C)7

- S
= 3 [t (7)) +1].

q

= 3 s 0 2000+ 1) 0] 1]

q

= > [multy(y;df) + 1].

q

Como w es curva generalizada, por el lema 3.1.1 tenemos que mult,(v*df) = mult,(y*w).
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3. Polares de una foliacién
Asi,

Io(Cla), C) = > _[multy(v;w) + 1],

= Y [multi(Aly,(1)) -3q(t) + B(v4(t)) - (1)) + 1],

q
—2B(vq(1))

= 3 [t (Bl 0) + mats (20 + (6 +1]

q

= > [multt(B(vq(t))) + mult, (—gjsq(t) + ?Jq(ﬂ) + 11 ;

q
b
= Y multy(B(y,(t))) + > mult, (—Exq(t) + yq(t)> :
q q
= Io(B, aA —+ bB) + [O(F[a:b}a —el- ay),
= ]O(A, B) —+ ]O(F[a:b}a e Cly),

= uW(F)+v(F).

O
La siguiente proposiciéon nos daré el comportamiento del poligono de Newton de una

curva polar de una foliacion I'j,. respecto al poligono de Newton de la foliacion F.

Proposicién 3.2.2. Sean F una foliacion definida por la 1-forma w = A(z,y)dx +
1

B(z,y)dy y L un lado de N(F;x,y) con pendiente ——, a > 1. Si i +«aj = k es la
Q@

ecuacion de la recta de apoyo de L, entonces

N (Tia) C{i+aj > k—al.
Mas precisamente, si « > 1 se tiene A(B) C {i+aj > k—a} y AA) C{i+aj > k—a}.
Demostracion: Sea (i,j) € A(I'jqp)). Veamos dos casos para (i, j)

n Si(4,7) € A(Le) N A(A), entonces (i,5) € Aw). Asi i + aj > k y tenemos
i+aj>k>k—1>k—a, luego

-Sia>1, AA) C{i+aj>k—a}.
-Sia=1,A(A) C{i+aj > k—a}l.
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3.3. Polares y ramificacién
» Si(4,7) € A(Ta) N A(B), entonces (i — 1,7+ 1) € Aw). Asii —1+a(j+1) >k
y tenemos i + ay > k — «, luego

A(B) C {i+aj>k—a}.

3.3. Polares y ramificacion

Dada una foliacion F definida por la 1-forma w = A(x,y)dz + B(z,y)dy = 0 y una

ramificacién de C? dada por p(u,v) = (u™,v), entonces p*F estd definido por
wop=p'w= A", v)nu""tdu+ B(u",v)dv.
La curva p~'(T'44) que se obtiene al ramificar I'f,.; estd definida por:
o Tany) = {aA(u™,v) + bB(u",v) = 0}.
y la curva polar de p*F, denotado por I (p* F), estd definido por
Dy (p*F) = {aA(u™, v)nu"~" + bB(u",v) = 0}.
En el siguiente ejemplo se observa que p~'(I'4.47) ¥ T'las)(p*F) 10 son equisingulares.

Ejemplo 3.3.1. Dada la funcién f(x,y) = y> — 2™ y sea F la foliacién definida por df.
Dada [a : b] € P} la curva polar [0 estd definida por:

Dl = {—1laz™ + 3by* = 0}.
luego la polar genérica estd formada por dos ramas no singulares
—1laz' +3by*> = 0

11la
2 _ L4 g9
T

1la
= 4/ =P
4 \ 36 °
[1la A [1la
= —2x = —y —2x°.
U1 3 Y2 3
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3. Polares de una foliacién

Sea p : (C%0) — (C?,0) ramificacion dada por p(u,v) = (u®,v), que hace que todas las
separatrices de p*F sean no singulares. Una curva polar genérica Uiy (p*F) de p*F esta
dada por:

Dy (p*F) = {—11au®® + bv* = 0}.

Compuesta por dos ramas singulares

—1lau*2 +0? = 0
11la
2 32
Ve = - U

11
Vo= j:w—bauw
[11la [11a
U1 = Tuw N UV = — Tuw.

Mientras si se considera el ramificado de la polar I'j.y), tenemos
p_l(F[a;b}) = {—116LU30 + 3% = 0}
También estd formada por dos ramas no singulares

1la 415 B 1la 5
e Y N\ 35—

Se observa que Loy (p*F) y p~  (Ta)) no son equisingulares.

3.4. Teorema de Merle para foliaciones

Utilizar el poligono de Newton hace indispensable el cambio de variables F(z,y) =
o . . , . :
(™, ), es necesario verificar que la categoria de curvas generalizadas se conservan bajo
tales aplicaciones. A continuaciéon daremos dos lemas, en los cuales nos dan condiciones

para que lo anterior suceda.

Lema 3.4.1 ([Rou99]). Si w es del tipo curva generalizada y si el cono tangente de sus
separatrices no contiene [0 : 1] y si F(z,y) = (™,y) con m € N, entonces F*w es del tipo

curva generalizada.
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3.4. Teorema de Merle para foliaciones

Demostraciéon: Suponemos que w no tiene un numero finito de separatrices, sea f =0 la
ecuacion reducida de sus separatrices, el teorema 4 del capitulo 2 pagina 64 de [CNS*84]
nos dice que los nimeros de Milnor de df y w son iguales si y solamente si w es del tipo

curva generalizada, luego para probar el lema es suficiente verificar:
u(Fdf) = p(F*w),

sabiendo p(df) = p(w). Procedamos a calcular por separado,

urd) = i (mam S ). G (pe).

— -0 (s @m0 (L@ L),
como F' es de grado m,

no (S5, S @) = iy (5.5 ) = mutan)

Como [0 : 1] no estd en el cono tangente de df, multyg—f(o, y) = mult(df) y
Y

Iy <x, a—f(F(f, y))) = mult; f(F(O y)) = multyg—‘:];(o, y) = mult(df).

Por lo tanto,
p(Fdf) = (m — Lymult(df) + mu(df).

Para w = A(z, y)dx + B(z,y)dy, calculamos

w(F*w) = Io(mz™ ‘Ao F(z,y), Bo F(Z,9)),
= (m—1)I(z,Bo F(z,y)) + Io(Ao F(z,y), Bo F(z,7)),

= (m = Dmult(w) + mu(w).
Luego, como mult(w) = mult(df) y p(w) = p(df) se tiene
W(Edf) = p(F*w).
Por lo tanto, F*w es del tipo curva generalizada. O
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3. Polares de una foliacién

En lo siguiente, w es una 1-forma de tipo curva generalizada y C' sera su tinica separatriz.
Denotaremos m la multiplicidad de C, la cual se descompone como sigue, m = n; -1, y

los exponentes caracteristicos de C' se escriben:

&_ Hi

Y

mo My
con med(p;,m;) =1 parai=1,...,g.
Daremos primero algunas notaciones. Suponemos que la tnica separatriz C' de w esta

parametrizada por la serie de Puiseux
o j+m
yo(r) =Y ajz™m,
j=0

fijo un exponente caracteristico —. Por definicién, §; es el primer exponente de la serie
m

yc(t™) no divisible por el med de los exponentes precedentes y fijamos una determinacion

de la funcion,
Bi—m—1 it
Yi ([E) = Z a,ij’
=0
la funcion y;(z) = y;(z™ 1) es definida asi como la aplicacion:
F(z,y) = (@™ 5+ 5:(T)).

Denotamos,

Az,5) = Ao F(z,5) vy B(@,§) =BoF(z,7).
Las funciones A y B son definidas por
w = F'w = Az, §)dz + B(Z,3)dy.

En base a estas notaciones, enunciaremos y demostraremos los siguientes lemas que nos

ayudaran en la demostracion del teorema 3.4.1.

Lema 3.4.2 ([Rou99]).
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3.4. Teorema de Merle para foliaciones
Demostracion:

Frw = Ao F(z,y)d(x™ 1)+ Bo F(x,y)d(y + y:(Z)),

- = dy;(z B\ -
= m o AR, 5)E () + BT, ) yd;x) dz + B(z,7)dy,
= A(z,y)dz + B(z,)dy.
El resultado es inmediato por identificacion. O

{z = 0} no estd en el cono tangente de w, la 1-forma w = F*w es de tipo curva

generalizada por el lema 3.4.1.

Lema 3.4.3 ((Rou99]). El lado de pendiente mds grande del poligono de Newton de & es

de pendiente _ & y es su lado principal.

Demostracion: Las curvas {x = 0} y {y = 0} no son separatrices de w, su poligono de
Newton posee un lado principal. Como N(w) es una traslacién del poligono de Newton de
una ecuacién irreducible f de C' entonces, por el teorema 3.1.2, el poligono N(w) se reduce
a un solo lado.
Si iy = inf{i € N/ a; # 0}, entonces el tinico lado de N(w) es principal y de pendiente
m Bi i1 +m

- . O bien — = o bien llevamos a cabo la transformacion
11+ m m m

El(xlayl) = (xglayl i a’i1x?£1)a

donde

T 11+ m
— A Yy mCd(TbCh) =1
q1 m

En primer lugar, vemos que w; = Ef(w) es una 1-forma de tipo curva generalizada, y si fi
es una ecuaciéon reducida de sus separatrices, wy y f1 tienen el mismo poligono de Newton
a menos de una traslacién. Toda componente de {f; = 0} es una rama de E; '(C) y posee

una parametrizacion:

yi(21) = yo(of') — a7,

Bi ,i1+m
y_
m

lo que causa que y;(z1) # 0 para toda determinacién de yo(z).
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3. Polares de una foliacién

o . i1 +m o .,
Cuando la determinacion del término de orden de yo(z) coincide con la eleccién
m
de )

00 )
yl(;pl) = Z aixl-‘,—nmfh

1=12

Y

donde iy = inf{i € N/ ¢ > iy; a; # 0}, si no mult,,(y1) = 1 y en razén del teorema 3.0.3

el poligono de Newton de f; posee dos lados, uno de pendiente

q2 m
——= =————— con mcd(rs, =1,
o q1(i2 +m) (r2,22)

1
el otro de pendiente ——.
A1

En segundo lugar, {y; = 0} no es una separatriz de wy, N(w;) tiene un lado principal

1
de pendiente estrictamente mayor a ——, es pues el lado de pendiente ——.
1

T2
En cada etapa, consideramos una 1-forma w,_; cuyo lado principal de su poligono de

Newton es el lado de mayor pendiente, siendo _ con
Tp

Tp _zp—l—m

P - , iy =mnf{i e N/ i > i, 1; a; # 0},

. dptm B . .
donde, o bien -2 = —, o bien definimos
m m

Ey(p, yp) = (Tk, yp + a3, 7,7 ), ipy1 = Inf{i € N/ i > iy; a; # 0},

en este caso la 1-forma w, = Ejw, 1 es de tipo curva generalizada.

Primero su poligono de Newton coincide con el poligono de Newton de una ecuacion

reducida f, de sus separatrices, siendo las componentes de (E; o Fyo---0 E,)"'(C) y son
parametrizadas por

) = (g ™) = as o

Tp— T
e — aipilxpp 149p __ az,pxpp.
L , . e i, +m
Cuando la determinacién de los términos de orden estrictamente inferior a de la
m
serie yc(x) coincide con la eleccién de los coeficientes a;,, . .., a;,
) +m
p+1
multy, y,(Tp) o QG
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3.4. Teorema de Merle para foliaciones

Si no

7:p+1 +m )

multy,y,(z,) < — GGy =T

El lado de mayor pendiente del poligono de Newton de w, es de pendiente

m
q1 - 'Qp(ip—i-l + m)

Segundo, y, = 0 no es la ecuacién de una separatriz de w,, su poligono de Newton contiene

1

un lado principal de pendiente estrictamente superior a —— y es el lado de pendiente
Tp

mayor.

Tp
ql...qp

El proceso se detiene debido a que los exponentes son los de la serie yo(x), en

esta etapa
Tp /Bz
ql oo o qp m

O

Los extremos del lado principal de N (@) pertenecen a N x N; siendo su pendiente —E,

Hi

todo punto (a, 3) tiene coordenadas enteras este lado satisface ya sea § = 00 8 > n;.
Entre los vértices del lado principal que cuentan una contribucién de B, anotamos (o4, B1)

cuya ordenada es minima; en este caso 3 > ;.

Lema 3.4.4 ([Rou99)). Los lados del poligono de Newton de aA(Z,y) + bB(Z,y) que
conectan los vértices de ordenadas mayores a i — 1 son de pendiente no nula y

. i . . 2 .
estrictamente mayor a ——, siempre que [a : b] evita un nimero finito de valores.
i

Demostracion: La recta que contiene el lado de pendiente Qe N (W) es de ecuacion:
Hi

o+ &6 =¢, con ¢=mult;A(z,0).

i

Como (o, B}) es un vértice de N(@) conteniendo una contribucién de B, (o 4+ 1,3, — 1)
pertenece al soporte de aA(z, ) + bB(z,§). La recta que pasa por (o) + 1,8, —1) y de

. i ‘s
pendiente —— es de ecuaciéon
Hi

a+&ﬁzc+1—&.

i Uz
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3. Polares de una foliacién

Por convexidad del poligono de Newton de aA(Z, %) + bB(Z, ), probaremos el lema si se
prueba que el soport de aA + bB esta en el interior del semiplano superior H definido por
la recta.

Hz{(a,ﬂ): a—l—%ﬁZc—i—l—%};th:{(a,ﬂ)i a+”—f6>c+1—“—f},

Up i

La recta de pendiente _E pasa por el punto (o, 4]) es una recta de apoyo de la cédpsula

(2
convexa de A(w), en consecuencia de que

a+ﬂBZc,
i

para todo («a, ) € A(w). Si (o, B) pertenece a A(B) y (a+ 1,8 — 1) pertenece a A(w), de
la desigualdad
(a-D+-(B+1)>c

)

O > By o la desigualdad es estricta y el punto («, ) esté en el interior de H; entonces

dy; (T
multz y (_ ) >N Miet,
dzx
en consecuencia N
B dy;(x .
A — Y (_x) C intH,
171 e /)’/i_ll’nl""’h—l_l dx

en razén de las formulas dadas en el lema 3.4.2,

A(A) C A 2 DA NN 4
TREE ni_lfnl“‘ni—l—l dr TREE ni_lg_;m“'m;l—l !

y todo punto («, 3) de A(A) pertenece a intH, o a

A
'rh oo ni_lxnl‘“nifl_l

en este caso (a+mny ---m;—1 — 1, 3) pertenece a A(w),

04“‘771"'772‘—1—14‘&5207

)

y como H > M M1,

a+%520—771"'7h—1+1>c—%+1,

y (o, B) pertenece a intH. O
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3.4. Teorema de Merle para foliaciones

Teorema 3.4.1 ([Rou96)). Eziste un conjunto finito T de CP' tal que para todo [a : b] €
CP'\ T la curva,

Plaa) = {(2,9)/ aA(z,y) + bB(z,y) = 0},

g
se descompone en Iy = U I'; donde para todo i toda componente v de I'; satisface

i=1

1. cont(C,~) = @
m

Demostracion: Por el lema 3.4.4, para todo [a : b] excepto para un nimero finito, el

poligono N(aA + bB) comprende una sucesiéon de lados entre (o + 1,3, — 1) y un punto

1 1 ;
(d,0), de pendientes no nulas ——, ..., —— mayores a —&, esto corresponde a los lados
151 vy 223

de las componentes 7;; de la curva de ecuaciéon aA(%, ) + bB(Z,y) = 0 y parametrizado

y(T) = hupd + e;(),

con hjk;éO, multfejk(i) >Vj,j:1,...,l, kzl,...,k’j.

Sabemos que el lado de mayor pendiente del poligono de Newton de la ecuacién reducida

de las separatrices de w es de pendiente —ﬂ. Toda separatriz C' de @ estd parametrizada

125
por y&(x) donde
mult;Ga(z) < L,

se deduce que para todo j € {1,...,{} yk=1,... k;

cont(C, Yjx) = &

Recordar que la diferencia de las ordenadas de los extremos de un lado del poligono de
N (af_l + bB) proporciona la multiplicidad de la unién de las ramas correspondientes y

colocamos i
1ok
L= U s,
j=1k=1
entonces mult(T;) = B — 1. Volvamos a las coordenadas (z,y) poniendo
Vi =FO) v Ti = F(Ly);
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3. Polares de una foliacién

mostramos
Hi @
Mmoo m
y mult(Fi) =y mig - mult(Ty) = - -mi_1 (B, — 1). Se ha visto que ] — 1 > n; — 1,

cont(C, 73x) =

Esto es verdad para todos los exponentes caracteristicos @ Siempre [a : b] evite un
m

numero finito de valores,

mult(aA(x,y) + bB(z,y)) Zmult

mult(aA(x,y) + bB(z,y)=m—1=mn---n, — 1 —2771 M1 (i — 1),
provoca que para todo i € {1,---, ¢} la igualdad

O
Sea w = A(z,y)dx+ B(x,y)dy una 1-forma. Sabemos que para todo [a : b] excepto para

un numero finito, la curva polar

L) = {(z,y)/aA(z,y) + bB(z,y) = 0}
es reducida y se descompone en polares generales
Q = I'jgy)-
Definimos los siguiente niimeros los cuales son independientes de [a : b] y [a’ : V'],
m(w) = mult(y) ¥ eg(w) = To(Ciwas %)
a los cuales llamaremos invariantes polares de w.

Teorema 3.4.2 ([Rou96)). Dada w una 1-forma de tipo curva generalizada, supongamos
que C es su unica separatriz entonces el tipo topologico de C estd determinado por los

invariantes polares de w.
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3.4. Teorema de Merle para foliaciones

Demostracion: La prueba se basa en [Mer77] donde se muestra que el tipo topoldgico

de C esta determinado por la multiplicidad de una polar genérica y sus cocientes polares,

i)

Recodar que si w es de tipo curva generalizada, y si f es una ecuaciéon reducida de su

los cuales son

unica separatriz C', las multiplicidades algebraicas de w y de df son las mismas, el resultado

es que para [a : b] genérico, la curva I'j;)(w) de ecuacion: aA + bB = 0y la curva Ije(f)

of  of

de ecuacién: a—— + b—— = 0 tienen la misma multiplicidad. Para probar el teorema, basta

or 'y
Uﬁ%}zﬁﬁg}

mostrar que
k
entonces T'q.4(f) se descompone en i (f) = [ 74(f).

eq(C) +my(C) = mult, f(x,(t), y,(t))

donde (z4(t), y,(t)) es una parametrizacién de v,(f), luego

€q(C) +mg(C) = Io(74(f), C) = Io(C,(f))

&€ . LCwlf)
mg@) T T mg(C)

Ademés, para toda curva irreducible ¢ cuyo conctacto con C' es el mismo que de ~,(f) con

C, se tiene

B(Cul)) _ (C,9)
mq(C) mult(d)’

entonces para una eleccion genérica de [a : b], el contacto de C' con las ramas de la polar

L) (w) no depende de la eleccién de w entre las curvas generalizadas con C' como tnica
separatriz y demostrar el teorema es probar que para toda rama 7,(w) de una polar Iz (w)
parametrizada por (z,(t),y,(t)), se tiene:

1(Coy(w))
@) T myw)

siempre que [a : b] evite un nimero finito de valores.
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3. Polares de una foliacién

Por definicién
aA(xy(t), yp(t)) + bB(xy(t), yp(t)) =0
y para todo elemento [a/, V'] de P} salvo un nimero finito:
multy(a’ Ay (t), yp(t)) + V' By (1), 4p(1))) = To(Tiarv), 1) = €p(w)
incluso suponiendo ab # 0, se tiene

multy Ay (£), up(8)) = mult By (£), p(0)) = epl)
Aplicamos el lema 3.1.1
multyw(xp(t), yp(t)) = multydf (2,(t), yp(t))-
Si los ejes coordenados son elegidos tal que {y = 0} sea el cono tangente de 'y (w),
maultey,(t) > mult,z,(t) = my(w).
Luego,

multyw(y(t), yp(t)) = multydf (z,(t), yp(t))
multiw(zy(t), yp(t)) = multef(2,(t), yp(t)) — 1
ep(w) +mp(w) —1 = Ih(C,y,(w)) —1

ep(w) + my(w) = Io(C,7p(w))-
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