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Resumen

En el presente trabajo presentamos una construccién del movimiento browniano para
lo cual probaremos en forma detallada los teoremas de extension de Kolmogorov y el
de Kolmogorov-Censot, luego hacemos una construccién detallada y autocontenida de
la integral estocastica en la que los integradores son martingalas continuas cuadrado
integrables. Esta es una posible extension a la clésica integral de It6 en la cual el integrador
es un movimiento browniano. En este contexto de integraciéon estocastica enunciaremos y
probaremos la formula de It6 y algunas de sus consecuencias. Finalmente trabajaremos

con el tiempo local, la férmula de Tanaka y estudiaremos una particular prueba.

Palabras Claves: Movimiento browniano. Integral estocédstica. Proceso progresivamente

medible. Filtracién. Martingala. Férmula de Ito. Tiempo local.
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Abstract

In this investigation we show a construction of the Brownian motion, which includes
detailed proofs of the Kolmogorov’s extension theorem and Kolmogorov-Censot theorem.
In addition, we will show a detailed construction and self-contained of the stochastic
integral in wich integrators are continuous square integrable martingales. This is one of
the possible extensions to classical It6’s integral in which the integrator is a Brownian
motion. In this contex of stochastic integration we prove an It6’s formula version. Finally,

we study a relationship between local time and Tanaka’s formula.

Keywords: Brownian motion. Stochastic integration. Progressively measurable process.

Filtration. Martingale. It0’s formula. Local time.
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Introduccion

Uno de los procesos estocasticos mas interesantes y fundamentales es el movimiento
browniano, nombre dado al movimiento irregular de las particulas de polen suspendidas
en agua observado por Robert Brown en 1823. Este proceso fue estudiado por A. Einstein
(1905) en el contexto de una teoria cinemdtica para el movimiento irregular del polen
sumergido en agua y por Bachelier (1900) en el contexto de la economia financiera. La
observacién de Brown fue formalizada matematicamente por N. Wiener (1923), quien
empieza definiendo el movimiento browniano como un proceso estocastico y nos brinda la
primera prueba de su existencia. Es por esta razén que se le conoce también como proceso
de Wiener. El matematico francés P. Lévy (1948) también llevé a cabo un estudio brillante
de sus trayectorias que inspiraron practicamente a toda la investigacién posterior sobre
los procesos estocasticos hasta hoy.

En el presente trabajo comenzamos enunciando el concepto de movimiento browniano
estandar unidimensional y a partir de sus caracteristicas probamos unas propiedades
bésicas. Sin embargo no es trivial mostrar que el movimiento browniano exista pero
hay herramientas que permiten probar la existencia del movimiento browniano. Hay dos
teoremas de gran interés en el estudio e importancia para la construccién del movimiento
browniano, esta parte del trabajo tiene como objetivo abordar estos teoremas conocidos
como el teorema de extensién de Kolmogorov y el teorema de Kolmogorov-Censot para
la construccién del movimiento browniano. Hoy en dia se conocen muchas maneras de
construir un movimiento browniano desde la primera dada por N. Wiener, asi como en la
brindada por el teorema 3 pagina 9 de [18], las brindadas en el capitulo 2 de [13] y en el
capitulo 3 de [20]. Ademads probamos que las trayectorias del movimiento browniano no

son diferenciables en cualquier punto.
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En seguida estudiamos la construccién de la integral estocastica. Recordemos que los
trabajos realizados por el matematico japonés Kyosi Ito publicados en los anos 1940-
1946, en los cuales presenta una serie de articulos introduce dos de los conceptos més
recientes de la teoria moderna de la probabilidad: la integral estocastica y las ecuaciones
diferenciales estocasticas. Nosotros detallamos el sentido de la integral estocastica que se
presenta en este trabajo y es necesaria si tenemos en cuenta la naturaleza del integrador
y del integrando. En contraste con la integral de Lebesgue-Stieljes el integrando y el
integrador de la integral estocastica considerados aqui son procesos estocésticos. De esta
forma iniciamos la integral estocastica para procesos simples como integrandos y probando
sus propiedades basicas. Luego extendemos para procesos progresivamente medibles. El
caso especial en que el integrador es un movimiento browniano fue estudiado por Ito
(1944) y el caso en que el integrador es una martingala cuadrado integrable que empieza
en cero fue estudiado por Kunita y Watanabe (1967). Para casos més generales puede

consultar para mayores detalles los libros [13], [20], [18] y la tesis [25].

Un resultado muy importante en el calculo estocastico es la formula de Ito , que es como
una contraparte a la regla de la cadena para la integral ordinaria y resultado fundamental
en matematica financiera. Considerada una de las joyas del cédlculo estocastico la férmula
de Ito es usada en nuestro trabajo en el desarrollo de la prueba del teorema de
caracterizacion de Levy; teorema que nos ayuda a caracterizar si un proceso dado es
un movimiento browniano.
Para finalizar estudiamos el concepto de tiempo local y describimos en nuestro trabajo
una construccion alternativa de tiempo local dado en términos de la integral estocastica,
mediante la formula de Tanaka.
P. Lévy demostré que los procesos {&12% Bs; — Byt € [0,00)} v {|By];t € [0,00)} tiene
la misma ley, nosotros estudiaremos urzaiprueba particular, la cual muestra que el par de
procesos | { sup B, — By;t € [0,00)}, { sup Bs}) N

0<s<t 0<s<t
({|B¢];t € [0,00)},{L:(0);t € [0,00)}) también tienen la misma ley.
El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se presenta la definicion de movimiento browniano unidimensional y

algunas propiedades bésicas. Posteriormente explicamos en forma prolija y detallada la
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construccién del movimiento browniano.

En el capitulo 2, se define y enuncia algunas propiedades de martingalas continuas
cuadrado integrables. Ademads enunciamos sin probar una versiéon del teorema de
descomposicion de Doob-Meyer.

En el capitulo 3, se desarrolla la teoria de integracién estocastica teniendo como
integradores a las martingalas continuas cuadrado integrables. Desarrollamos una
descripcion de la construccion de la integral estocéastica para procesos simples probando
las principales propiedades, para después extender la teoria a procesos progresivamente
medibles.

En el capitulo 4, enunciamos y probamos la formula de Ito y el teorema de caracterizacion
de Lévy.

Finalmente, en el capitulo 5, destacamos la conexién del tiempo local y la férmula de
Tanaka. Ademas estudiamos una conexién entre el tiempo local y movimiento browniano.
Si bien es cierto la teoria que se presenta ya ha sido probada en la literatura citada, se ha
tratado de ordenar, completar, clarificar y mantener una notacién uniforme a su versién
original.

El lector interesado en aplicaciones de la integral estocdstica en problemas financieros
tales como la valuacién de reclamos contingentes europeos, la valuacion de reclamos
contingentes americanos y la resolucién del problema de consumo e inversiéon éptimos

de un agente en el mercado puede consultar [25].
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Capitulo 1

Movimiento browniano

El primer estudio matematico del movimiento browniano fue en el contexto del modelado
de las fluctuaciones de los precios del mercado y es debido al mateméatico Louis Bachelier
en 1900. Debido a la falta del formalismo de la teoria de la probabilidad en aquellos anos,
el trabajo de Bachelier fue ignorado durante muchos anos. La descripcion del movimiento
browniano como fenémeno fisico es atribuido a Robert Brown y fue explicado por Einstein
en 1905. La primera construccién matematica rigurosa de este proceso es debido a Norbert

Wiener y en su honor el movimiento browniano es también llamado proceso de Wiener.

1.1. Movimiento browniano estandar unidimensional

Definicién 1.1 Un proceso estocdstico B : [0,00) x Q@ — R es llamado un movimiento

browniano estandar en R si satisface las siguientes condiciones :
1. B(0) =0, c.s.

2. El proceso estocdstico B(t) tiene incrementos estacionarios. De manera mds precisa,
para cualesquiera 0 < s < t, la variable aleatoria B(t) — B(s) tiene distribucion

normal con media cero y varianza t — s : B(t) — B(s) ~ N(0,t — s).

3. El proceso B(t) tiene incrementos independientes. Es decir, para cualquier entero
n > 2 y cualesquiera 0 < t; < to < - -+ < tg, las variables aleatorias B(ty),
B(ty) — B(t1), B(ts) — B(ts),...,B(t,) — B(t,—1), son independientes.
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1.2. Propiedades del movimiento browniano )

4. Con probabilidad 1, las trayectorias B(-,w) son continuas. Es decir,

P ({w € Q; B(-,w) es continua }) = 1.

1.2. Propiedades del movimiento browniano

Proposicién 1.2 Sea B(t) un movimiento browniano estandar en R.
1. Para cada t > 0, B(t) tiene distribucion normal con media cero y varianza t.
2. Para cualesquiera s,t > 0, tenemos E[B(s)B(t)] = min{s,t}.

3. Si fijamos ty > 0, el proceso estocdstico B(t) = B(t + to) — B(ty) es también un
movimiento browniano estandar en R.

(At)
VA

es también un

4. Para cada nimero real X > 0, el proceso estocdstico B(t) =5

movimiento browniano estandar en R.

Prueba.

1. Como B(t) es un movimiento browniano unidimensional, de las condiciones 1. y 2.

de la definicién [1.1] tenemos B(t) = B(t) — B(0) ~ N(0,1).
2. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad que 0 < s < t¢. De esto resulta :
» Parat=s: E[B(s)B(t)] = E[B*(s)] = s = min{t, s}.
= Parat > s:
E[B(s)B(t)] = E[B(s)(B(s) + B(t) — B(s)]
= EB[B*(s)] + E[(B(s)(B(t) — B(5))]
= s+ E[B(s)|E[(B(t) — B(s))]

= s+ 0=s=min{s,t},

donde la tercera igualdad se debe a que E[B?%(s)] = s (pues B(s) ~ N(0,s)) y
a que B(s)y B(t) — B(s) son independientes.

3. Probemos que el proceso B(t) satisface las condiciones de la definicién
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1.2. Propiedades del movimiento browniano 6

= Primero, observamos que B(0) = B(t,) — B(ty) = 0.

= Ahora, si t > s > 0 entonces
B(t) — B(s) = B(t + to) — B(s +to) ~ N(0, 5).

s Sean 0 < t; < ...<t,. Entonces 0 < t; +tyg <ty+ty <...<t,+ty. Como
B(t) tiene incrementos independientes, resulta que las variables aleatorias
B(tiy1 + to) — B(ty, + to), k = 1,2,...,n — 1, son independientes. De este

modo, las variables aleatorias
B(thrl) _B<tk) N B<tk+1 +t0) _B(tk+t0)7 k= 1,2,...,71- 17

son independientes .

= Finalmente, como para cada w € Q, B(-,t) = B(- + to,w) v B(t) tiene

trayectorias continuas, entonces B(t) también tiene trayectorias continuas.

De los resultados obtenidos concluimos que B(t) es también un movimiento

browniano estéandar en R.

4. Probemos que el proceso B(t) satisface las condiciones de la definicién

. B(O):%ZOCS
s Sit>s5>0:

Teniendo en cuenta que B(M) — B(As) ~ N(0,\(t — s)) entonces
B(At) — B(\s)
~N(0,t — s).
A Sl

m Sean 0 < t; <ty < ... <t,, entonces 0 < \t; < Ay < ... < M, y como B(t)

tiene incrementos independientes, las variables aleatorias
B(Aty), B(Aty) — B(At1), ... B(Aty) — B(Atg—_1)

son independientes. Luego las variables aleatorias

B(t) = BE/)\;l)

son independientes.

. B(tys1) — B(ty) = B(Mpy1) — B(Mty)

5
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1.3. Construccion del movimiento browniano 7

» Ya que las trayectorias B(:,w) son continuas c.s. entonces las trayectorias
B(A-,w)

B(-,w) = —=2=2 también lo son.

VA

1.3. Construccion del movimiento browniano

Un primer obstaculo que encontramos con el movimiento browniano es probar su
existencia. En la actualidad se conocen varias maneras de construir un movimiento
browniano. Mostraremos como la construccion de este proceso puede ser obtenida a través
del teorema de extension de Kolmogorov unido al criterio de Kolmogorov-Censot que

garantiza la continuidad de las trayectorias.

1.3.1. Construcciéon de Kolmogorov

Sea RI*>) el espacio de todas las funciones w : [0, 00) — R.
Un subconjunto C' C R se llama cilindro finito dimensional si existen un entero

n > 1, un subconjunto finito 7' = {t1,...,¢,} C [0,00) y un conjunto A € B(R") tal que
C = {w € RO (w(ty),w(ts),...,w(ty)) € A}. (1.1)

El conjunto A es llamado una base del cilindro finito dimensional.

A partir de aqui escribiremos cilindro para referirnos al cilindro finito dimensional.

Ejemplo 1.3 El conjunto

C = {w € RO~ (w(ﬁ),w(%),w(999)) € (—00,3) x (4,4+00) x R},

es un cilindro ya que tiene la forma dada por la expresion (1.1)), con

7
n =3, T:{W,ﬁ,999} y A= (—00,3) x (4,+00) x R.

Observacién 1.4

= Notemos que un cilindro admite diferentes maneras de ser representado. Por ejemplo

el cilindro

C={we R (\/E) € (o0, 2]},
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1.3. Construccion del movimiento browniano 8

también puede ser representado como
C = {w € R (w(ve),w(2)) € (—o0,2] x R}.

En la primera representacion tenemos n = 1, t = \/e, A = (—o0, 2] mientras que en

la sequnda representacion tenemos n = 2, t; = \/e,to =2, A = (—00,2] x R.

» Ademds, si la expresion (1.1) es wuna representacion del cilindro C 'y
{toqysto@)s - tom)} €s una permutacion de {ti,...,t,}, entonces el cilindro C

también admite la representacion
C = {w € R™): (w(toq)), ..., w(te(m)) € 7(4)},
donde 0(A) = {(Xoq), - -, Xo@)); (X1,...,X,) € A}

Observacién 1.5

Sea Cy, Cy dos cilindros con las siguientes representaciones:

G = {weRE); (w(t),w(t),...,wty) € Bi}

Cy, = {we RO (w(s)),w(sy),...,w(s;)) € By}
Sea T ={t1,...,ts} U{s1,...,s;}. Erxiste un ordenamiento de los elementos de T :

T:{f}/l?"'vﬁ)/l} tal que

{m,...,m} es una permutacion de {t1,...,tx} v {vi—j+1,..., M} es una permutacion
de {s1,...,8;}. En particular, por la observacion anterior Cy admite una representacion
usando los tiempos {71, ..., v} y Co una representacion con los tiempos {Yi—j41,---, N}

Denotemos por Ay a la coleccion de todos estos cilindros finito dimensionales.
Lema 1.6 Ay es una dlgebra sobre R0,

Prueba.

[0,00)

= En primer lugar, observamos que R es un cilindro pues basta tomarn = 1,t; =0

y A =R en (l.1). Esto muestra que 4j es no vacia.
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1.3. Construccion del movimiento browniano 9

= Si C es un cilindro dado por su complemento es
C° = {w € RO (w(ty),w(ty), ..., w(ty)) € A%},
dado que A° € B(R") se sigue que C° € A,.
» Sean (] y Cy € Ag de la forma
Cr = {w € RO (w(ty), w(ty), ...,w(ty)) € By},

CQ = {w S R[()’OO); (w(sl)vw(82)7 "'7W(Sj>> S B2}7

para algunos Ty = {t1,...,tx} C [0,00),Ty = {s1,...,8;} C [0,00), By € B(R") y

B, € B(RY).

Sea T3 = Ty UTy, = {v,...,7}. Por lo expuesto anteriormente en la
observacion , podemos suponer que (vy1,7%2,.-.,7%) = (ti,to,...,tk) ¥
(Vi—js1s Yimj42s - - N=1,) = (s1,...5;). De esta forma, C)y C, pueden ser

expresados como
01 = {UJ € R[0,00)’ (Cd(’}/1>,CU(’)/2>, "'70‘)('%)) € E1}a

02 = {W S R[O,oo); (w(71)7w(72)7 "'7w<71)) € EQ}J

donde B; = B; x R"% y By = By, x R'™7. Luego,
CrU Gy = {w € RP; (w(m), w(72), -, w()) € B1 U By}
Dado que El U EQ & B(Rl>, Cl U Cg & .A().

De esta manera concluimos que A es una algebra. O

Denotemos por RE”‘X’) el o-dlgebra generado por los cilindros finito dimensionales, es decir,

RIS = 5(Ay).

Antes de enunciar el teorema de extensién de Kolmogorov recordaremos algunos resultados
previos que utilizaremos en la demostracion.

El siguiente teorema como caso especial del teorema de Carathéodory, es tomado del

trabajo de Cadenas de Markov y Teorfa de Potencial(ver [4]).

Teorema 1.7 Sea Py : Ay — [0,1] una funcion tal que Py(0) = 0, Py(RIO>)) = 1.

Supongamos que se cumplen las siguientes dos propiedades.
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1.3. Construccion del movimiento browniano 10

i) Si Cy y Cy son cilindros disjuntos entonces Py (C1 U Cy) = Py (Cy) + Py (Cy) .
ii) Si{Cy}n>1 es una sucesion de cilindros tales que C, | ) entonces Py(C;,) — 0.

Entonces, existe una tinica probabilidad P : R — [0,1] de modo que P(C) = By(C)

para todo cilindro C'.
La demostracién del siguiente resultado se encuentra en [5][Pag 174.]

Teorema 1.8 (Teorema de regularidad de la medida) Supongamos que p es una

medida en B(R™) tal que p(A) < oo, si A es acotado.

a) Para A € B(R™) y € > 0, existe un cerrado C' y un abierto G tal que C C AC G y
p(G\C) <e.

b) Si u(A) < oo, entonces u(A) = suppu(K), el supremo extendido sobre los

subconjuntos compactos K de A.

Con los resultados previos pasamos a enunciar y demostrar el teorema de extension de
Kolmogorov, el cual es una herramienta fundamental en los cimientos de la teoria de
la probabilidad, ya que permite construir un espacio de probabilidad para contener una
variedad de procesos aleatorios (X;),.,, tanto en el caso discreto (cuando el conjunto de
tiempos T es como los enteros Z) y en el caso continuo (cuando el conjunto de tiempos
T es como R). En particular, se puede utilizar para construir rigurosamente un proceso
para el movimiento browniano, conocido también como el proceso de Wiener. Nosotros

sin embargo, nos vamos a centrar en este tema cuando 7" = [0, 00).

Teorema 1.9 (Teorema de extensiéon de Kolmogorov) Supongamos que para todo
entero n > 1 y para cualesquiera ty,...,t, € [0,00) distintos dos a dos se tiene una
medida de probabilidad pu, ¢, +, en (R™, B(R™)) . Asumamos que se cumplen las siguientes

condiciones (condiciones de compatibilidad):

1. Sin > 1 es un entero, ty,...,t, € [0,00) y Ay, A, ..., A, € B(R) entonces para

cualquier permutacion ¢ de {1,2,...,n},

Ft g 1y sty ety (Aip(1) X oo X An)) = iy, (A1 XX Ay)
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1.3. Construccion del movimiento browniano 11

2. Sin>1 esun entero yty,...,t, € [0,00) entonces para todo A € B(R"™1),
[ty (A) = fiy,. 0, (A X R). (1.2)

Entonces existe una unica medida de probabilidad P sobre el espacio (R[O’OO),B(R[O’OO)))

tal que

P ({w e RO (w(ty) € Ay, wity) € A) € A}) = iy (A1 X ... X Ay),
para cualquier entero n > 1, cualesquiera ty, ..., t, € [0,00), A € B(R").
Prueba. Definamos una funcién P : Ay — [0, 1] del siguiente modo.

P(C) = pu,...0.(A), (1.3)

para C' en Ay con representaciéon
C = {w e RO®): (w(ty), w(ty), ..., w(tn)) € A} (1.4)

Antes de entrar en detalles de la prueba, hagamos una sinopsis de los pasos principales
a seguir. Primero mostraremos que si C' es un cilindro entonces P (C') es independiente
de la representacién de C'. Luego probaremos que satisfacen las condiciones del
teorema para garantizar que existe una tunica extension de P (también denotada por
P) definida en B(R**) tal que (RI**) B(RI>)) P) es un espacio de probabilidad.
Sentado el lineamiento general de la prueba, pasamos a obrar formalmente.

Veamos que P(C) no depende de la representacién de C.

Supongamos que C' € Ay admita dos representaciones:

C = {w € RO: (w(t),w(ta), ..., w(tn)) € Bi}

C = {w € R%; (w(s1), w(s2), .., w(s;)) € Ba},

para algun entero n > 1, T = {t1,...,t,} C [0,400),B; € B(R"), y algin entero
j>mn, Th ={s,....sn} C[0,400),By € B(R’). Sea Tt UT> = {v1,72,...,1}. De
lo expuesto en la observacién podemos suponer que (Vi,%2,---,N) = (t1,...,tn) ¥

(Vi—j+1s - - > =1, ) = (51, ..., 5;) asi C puede ser representado también como:

C = {w e RO (w(m),w(re),...,w()) € Bi} (1.5)
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1.3. Construccion del movimiento browniano 12

donde By = By x R™". Dadas las condiciones de consistencia

Por otro lado
C = {w e RO (w(),w(2), ..., wy)) € Ba} (1.6)

donde By = RI™7 X By y g, (Ba) = T~ (B5). Notemos ahora que

.....

(wm),...,wm) € Bl we C+ (wn),...,wn)) € B,

y asi

B1 = Bs. (1.7)

De esta manera concluimos que

Esto prueba que P esta bien definida.

» Ahora probemos la condicién i) del teorema Sean O] y (5 dos cilindros disjuntos.

Asumamos que C} es representado por (|1.5)) , Cy por (1.6 y que
CiU G = {w € RO; (w(m),w(y2), -, w()) € Br U Ba}.
Si Cy N Oy # () entonces By N By = (0. Asi,

P(CIUG) = py,

» Ahora probemos la condicién i) del teorema Para tal fin, es suficiente mostrar

que si {Cy,}>1 es una sucesion decreciente de cilindros,

n—oo

lim P(C,) =€¢>0 entonces ﬂ Cn # 0.

n=1
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1.3. Construccion del movimiento browniano 13

En efecto, como P es aditiva, la sucesiéon {P(C,,)},>1 es decreciente y

o0
lim P =P =3
et (Cn) (QCH) €
Notemos que existe un conjunto numerable T = {¢,ts,...,t,,...}, una sucesién

creciente {k,},>1 de enteros positivos y una sucesién de conjuntos Borel {B),},>1

tales que B, € B(R*") y
Co = {w e RO (w(t)),... ,w(ts,)) € By},

para todo n € N. En virtud del teorema de regularidad [I.8] para cada n existe un

conjunto compacto G,, tal que

€

Gn C Bn Y Mty (Bn\Gn) & on+1°

Sea D, = {w € RO+ (w(ty),...,w(t,)) € G,}. Entonces

€

P (Cn\Dn) . ,utl,...,tkn (Bn\Gn) < 2n+1 A

Para cada n € N, sea H, = ﬂ D;. Entonces {H,,},>1 es decreciente y
il

P(C,\ H, = P(C,NnHC) P(O (C, ﬂDC>

< Z (Cy \ Dj) ZP (C; \ D;) pues {C,,}n>1 es decreciente .
j=1 j=1

Yaque H,cCC,y P(C,\H, < %, se sigue que P(H,) > % para todo n > 1.
Como P(C,,) | € entonces P(C,,) > € para todo n > 1.

Sea {wp}n>1 una sucesién de elementos RI+%) ta]l que para cada n, w, € H,, entonces
como {H,},>1 es una sucesién decreciente, para cada entero j > 1l,w, € H; para
n > j. Esto implica que el vector (wn(tl), . ,wn(tkj)) € G, para todo n > j. Ademés
como GG; es un compacto, existe una subsucesion {ny,};>1 tal que zlgglo wn,, (t1) existe.

Como G5 es compacto, existe una ademas una subsucesion {ns, };>1 de {ny,}i>1 tal que
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1.3. Construccion del movimiento browniano 14

llirglo Wny, (t2) = w(tz) existe. Procediendo de esta manera y aplicando el usual método de
la diagonal de Cantor, una subsucesién {n;};>1 es obtenida tal que leglo Wy, () = w(t;)
para todo entero j > 1. Sea w(t) = 0 para t que no pertenece {ty,ts,...}. Luego
para cada j, G; es compacto, (w(tl),...,w(tkj)) € G, y asi w € Hj. De esta forma
wE ﬂ H; C m C; implicando que ﬂ C; # 0. O
Jj=1 Jj=1 Jj=1

Fijemos v, una medida de probabilidad en R. Para 0 <t} <ty < --- <1, sea [ ¢, ¢,
la medida de probabilidad en B(R™) definida como

_(wimuip)?
{ 2(t;—t;—1) ]dul e dundl/<u0) (18)

- 1
/’Lla27~-"n U = // €
it (U) A Ul] ETIE

donde U € B(R™), to = 0, y usamos la siguiente convencién para el integrando

1 _ (ug—ug)?

e 2t du
vV 27Tt1 !

donde 9,, es la medida delta de Dirac de uy.

= dby,(u1) (1.9)

t1=0

Observacion 1.10 La familia de medidas de probabilidad definidas en la ecuacion (1.8))

satisfacen las condiciones de consistencia del teorema[1.9,

Ahora aplicamos el teorema de extension [1.9|a la familia de probabilidades anteriormente
definidas y conseguimos una medida de probabilidad P en (R B(R[0:>))).

Definamos el proceso estocédstico X (t) como
X(t,w) =w(t), we RO, (1.10)
El proceso X (t) satisface las siguientes propiedades:

a) Para cualesquiera 0 < s < t, la variable aleatoria estd normalmente distribuida con

media cero y varianza t — s.

b) El proceso X(t) tiene incrementos independientes, es decir, para cualesquiera

0=ty <t; <ty <---<t, las variables aleatorias

X(t;) —x(t;i—1), i =1,...,n son independientes.
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Ademas, por las ecuaciones (1.8) y (1.9) con n =1y t; =0, tenemos

1 _(ug—ug)?
P(X(0)eU) = /R/U%e - duy

— /R(/Ud50<ul)) dv(uo),

_ /]R 5o (U)dv(ug) = v(U), U € B(R).

dv(up),

t1=0

Por lo tanto v es la distribucién inicial del proceso estocastico X (¢). Notemos que X (t)
con v = §y satisface las condiciones 1),2) y 3) de la definicién del movimiento browniano
estandar.

El teorema de extensién de Kolmogorov no brinda informacién sobre la continuidad c.s.
de las trayectorias del proceso. Las distribuciones finito dimensionales por si mismas
no pueden determinar si un proceso posee o no trayectorias continuas. Para conseguir la
continuidad c.s. de las trayectorias hacemos uso de un resultado conocido como el teorema
de Kolmogorov-Censot. Antes de enunciar el teorema recordemos algunas definiciones.
El siguiente resultado tiene importancia para la prueba del teorema de Kolmogorov-

Censot. Una prueba de este resultado se encuentra en [10].

Lema 1.11 Sea X C R". Toda funcion uniformemente continua f : X — R admite una
extension continua ¥ : X — R, donde X es el conjunto de los puntos adherentes o X. La

funcion ¥ es la unica extension continua de f a X y es uniformemente continua.

Definicién 1.12 Decimos que X es una version o modificacion de Y si, para cada
t €10, 00),
P{we;, Xiw)=Yi(w)}) =1

El siguiente resultado da una condicién suficiente para que un proceso estocastico tenga

una modificacion continua.

Teorema 1.13 (Teorema de Kolmogorov-Censot.) Sean T'> 0 y X = {X;; 0 <
t < T} un proceso estocdstico sobre un espacio de probabilidad (2, F, P) . Asuma que

existen constantes «, 3, ¢ > 0 tales que se satisface la siguiente desigualdad

B\ X, — X,|* < c|t — s, para cualesquiera s,t € [0, 7). (1.11)
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1.3. Construccion del movimiento browniano 16

Entonces existen una modificacion continua Y = {Y;; 0 <t < T} de X, una variable

aleatoria h(w) estrictamente positiva a.s. y una constante 6 > 0 tales que :

W ; sup [Yolw) = Yo(w)] <d,| =1, (1.12)
O<t—s<h |t —s|7
5,t€[0,T7]

P

para todo v € (O, é) .
e

Prueba. Por simplicidad en la notacién, tomaremos 7" = 1.

Sea € > 0. Por la desigualdad de Chebyshev y ([1.11]),

E[|X: — X,|] - clt — s|t*P

Pl|X; — Xs| >¢] <

o o

Esto muestra que X converge a X; en probabilidad cuando s — t. Fijemos v € (0, é)
!
ysea 0 = f — a7y > 0. Tomando € = |t — 5|7 en (1.13)), obtenemos

PlIX, - X,| > |t |v} < dt s It — 5|1 F0 (1.13)
_ s| = — S < = C — S . .
! T
Para cada entero n > 0, sea
gl HIGEE™ | X (A K
1<k<om |* o bt
Para cualquier » > 0,
271/
Pl{Z.>r}| = P {‘Xk - X, |z},
k1 2m R
2’7]
< Srfffr, ryl2)

rlfz= (5) )] = Selfix, - xal= ()}

= T L
- CZ on(1+38) an(1+5) T oond’
k=1

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




1.3. Construccion del movimiento browniano 17

De lo cual, observamos que

S rl{zz (£) )] 53 e (4) <

Por el teorema de Borell-Cantelli, tenemos que

P[{Zn > (2%) infinitas VGCGS}] =0
P[{Zn > (2_71w> finitas Veces}] =1.

Entonces existe un conjunto medible Q5 con P(€)s) = 1, tal que para cada w € Qy existe

N(w) € N con

o equivalentemente

1
Zn(w) < ony Para todo n > N(w). (1.14)

Para cada entero n > 1, consideremos la particion

), — {2% . k= 0,1,2,...,2”} de [0,1],

ysea D = J>7 | D, el conjunto de racionales diddicos en [0, 1]. Fijamos w € s, n > N(w).

Afirmamos que para todo m > n, se tiene que
=1
Xiw) - X, @] €2 Y 5 (1.15)
Jj=n+1

1
para cualesquiera s,t € D,, v 0<t—s< e

En efecto, si m = n + 1 entonces tenemos t = 2%, S=%m, ¥
m
1 1 1
2 5%-::27m_1 > 5&; >AZm(W)
Jj=n+1

para algun k € {0,1,...,2"}. Asf (1.15]) sigue de ([1.14]).
Supongamos ahora que (1.15]) es védlido para m =n +1,..., M — 1. Queremos mostrar
que ([1.15)) es valido para M. Consideremos s < t con s,t € Dj;. Sean

W =méx{u e Dyy; u <t} y s =minfu€ Dy_y; u> s}

Observamos que
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1.3. Construccion del movimiento browniano 18

Entonces, de ([1.14)),

| X0 (W) = Xs(w)| < 57 | Xi(w) — Xy ()] < 557
De (1.15) con m = M — 1,

[ Xy (w) = X (w)] < 2

Entonces,
[ Xi(w) = Xs(w)| < [ Xi(w )—Xu)( )+ X (@) = X0 (W) + [ X0 (w) = Xs(w)]

1
S A ZWW—M:Q ook

Jj=n+1 j=n+1
y asi tenemos ([1.15)) para M. Esto concluye la prueba de lo afirmado.
Ahora, mostraremos que {X;(w) ; t € D} es uniformemente continua en ¢ para cada

w € Q. Sea h(w) = Para cualesquiera s,t € D con (t — s) € (0, h(w)), escogemos

1
ON@)"

1
n > N(w) tal que (t — s) € [ —} . Entonces, de la desigualdad (|1.15)) obtenemos

on+1 Y omn

=l 7 2 = 1
[Xe(w) = Xs(w)| SQ'Zlﬁ <, oo e
j=n+

=0
= 2 1

— 2ty 1 — 2~
< 2|t —s|7

s 2 =o'
= S|t —s|,

donde § = = Por lo tanto tenemos continuidad uniforme de X (-,w) sobre D.

Por el lema m, X(,w)|, : D — R admite una tinica extensién continua
X(-,w):[0,1] = R.
Sea Y : [0,1] — R un proceso estocastico definido por

0 SiW%QQ, t e [0,1],
X(t,w) siweQy, tel01].

Y(t,w) =

El proceso Y'(t) es por lo tanto continuo. Ademas, satisface

Yi(w) = Ya(w)| <0t — s, t—s€(0,h(w)),
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1.3. Construccion del movimiento browniano 19

y asi (1.12)) queda establecida.

Veamos ahora que Y es una modificacion de X.
i) Sit e D entonces {Y; = X;} D Qs y luego V; = X; c.s.
ii) Sit € [0,1] N D¢, tomando una sucesién {s,},>1 € D con s, | t, tenemos que:
» X, converge a X; en L', ya que X, — X, ~ N(0, s, —t).

» X, converge a Y; c.s, ya que para cada w € €y, Y (w) = X, (w) y Y tiene

trayectorias continuas.

tenemos Y; = X; c.s. OJ

Verifiquemos que se cumple ((1.11)) para un proceso X; definido en ([1.10)). Teniendo en
cuenta que X; — X, ~ N(0,t — s), La funcién generadora de momentos de X (t) — X (s)

es dada por

m(r) = E[erXe=X)] = ez

entonces
d4
4\ Y 2
E(|X:— X,|*) = wm(r) A 3(t —s)%.

Observamos que X, satisface cona =4, =1y c=3. Asi, por el teorema de
de Kolmogorov-Censot, existe una modificacion B; de X; con trayectorias continuas c.s.
Ademads By satisface 1),2) y 3)y es un movimiento browniano.

Por definicién de B(t,w), las trayectorias del movimiento browniano son continuas c.s.
en cambio esto no sucede con la diferenciabilidad. El siguiente resultado prueba que con
probabilidad uno las trayectorias no son diferenciables en ningin punto. Seguimos la

clésica exposicién de Dvoretzky, Erdos, Kakutani de 1961 expuesta en [20].

Teorema 1.14 Sea B(t) un movimiento browniano en R. Entonces las trayectorias de

B(t) son no diferenciables en cualquier punto c.s.

Prueba.

Procedemos por reduccién al absurdo. Fijemos un entero n > 1 y definamos

A, ={w € Q, B(-,w) no es diferenciable en ningin punto del intervalo [0,n)}.
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Supongamos que B(t) es diferenciable en algin ¢y € [0, n], entonces existen 6, L > 0 tales

4
que |B(t) — B(ty)| < L|t —to|, para todo t € (ty — 0, 1o+ ). Sean k > 5 un nimero entero

3
y 7 el menor entero tal que £y < % Entonces 2 <ty+d Parai=j+1,j+2,5+3

conseguimos

oy
/N
> =
N—

|

oy
VR
-~

| |
—_
N———
AN
oy
N
ST .
~

|

&
~—~
~
N
_|_
oy
~
~
N

|

oy
/N
-~

>
[S—
N——

A
h
~
|

|
~
e
+
~
| |
[
|
~
A
~_

Ahora definamos

ct=A0 N {|s()-2()| <7}

y asi tenemos Q\ A4,, = U U CEL. Con el fin de probar nuestra afirmacién, basta mostrar
L=1m=1
que P(CL) = 0 para cualesquiera m, L > 1.

Sik>m,

14L\° 1
notemos que n (—) — 0 cuando k£ — oo. Asi, concluimos la prueba. O

Var) Vi
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1.4. Movimiento browniano adaptado

Definicién 1.15 Una familia de o-dlgebras {F;}i>0 en  es llamada una filtracion en el

espacio medible (Q, F) si se cumple
Fs CF CF, para cualesquiera 0 < s <t < oo.

Al espacio (Q, F, P,{Fi}t>0) se le llama espacio de probabilidad filtrado.

Definicién 1.16 Un proceso estocdstico (Xi)i>o es adaptado a la filtracion {F;}iso si,

para cada t > 0, la variable aleatoria X, es F;-medible.

Todo proceso estocdstico X; determina una filtracién natural {F;* };>o dada por
o a({Xs;O <s< t}), para todo ¢t > 0.

Esta definicién es conocida como la filtracion generada por el proceso X;.

Sea {F;}+>0 una filtracién en el espacio (2, F).

Definicién 1.17 Sea {F;}i>0 una filtracion. Definimos Fi+ = ﬂ}—tﬁ como el o-dgebra
>0
de eventos inmediatamente después de t > 0. Decimos que la filtracion {F;} es continua

por la derecha si F; = Fi+ para todo t > 0.

Definicién 1.18 Se dice que la filtracion {F;} satisface las condiciones usuales si ella es

continua por la derecha y Fy contiene a todos los eventos P-nulos en F.

Definicién 1.19 Un movimiento browniano estandar unidimensional con respecto a la
filtracion {Fi}i>0 0 un Fy-movimiento browniano estandar unidimensional es un proceso

estocdstico Fy-adaptado X : [0,00) x Q — R que satisface las siguientes condiciones:
1. PlweQ; X(0,w)=0}) =1.

2. Para cualesquiera 0 < s < t, la variable aleatoria X (t) — X (s) tiene distribucion

normal con media cero y varianza t — s : X (t) — X(s) ~ N(0,t — s).

3. Para cualesquiera t > s > 0, la variable aleatoria X (t) — X (s) es independiente de

Fs.
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4. Con probabilidad uno, las trayectorias X (-,w) son funciones continuas, es decir,

P({we Q; X(,w) es continua }) = 1.

Teorema 1.20 Un F;-movimiento browniano estdndar unidimensional es también un

movimiento browniano estindar unidimensional.

Este resultado es consecuencia inmediata del siguiente lema.

Lema 1.21 Si X(t) es un proceso estocastico Fi-adaptado tal que X(t) — X(s) es
independiente de Fy para cualesquiera 0 < s < t, entonces X(t) es un proceso con

incrementos independientes .

Prueba. Sean 0 < t; <ty < --- < t,. Debemos probar la independencia de las variables
aleatorias X (t1), X (t2)—X(t1), ..., X (t,)—X(t,_1). Para simplificar la notacién usaremos

la siguiente notacién
Vi = X(h), Y2 = X(t) = X(t2), ., Yo = X(ta) = X(tar).
Dado que Y; es F;,-medible parai =1,...,n,
o((Y1,Y2,..., Y1) = ({V1,Ye, ..., Yuu}) CF

Ademds, ya que Fy, , y o(Y,) son independientes, o ((Y1,...,Y,-1)) v o(Y,) son
independientes. En consecuencia, la distribuciéon de probabilidad Py;...yv,_,,v,) del vector

aleatorio (Y7,...,Y,_1,Y,) satisface que

P(Yl,...,Yn_l,Yn) = P(Yl,...,Ynfl) X PYn'

Por el mismo argumento tenemos que Py, . .v, ,v...) = Pvi,.ves X Py, ¥

asi sucesivamente, con lo cual finalmente obtenemos que
P(Yh---,Yn—l,Yn) = Pyl X ... X Pyﬁﬁl X Pyn.
Esto prueba la independencia de Yi,Ys,...,Y,. O

Teorema 1.22 Un movimiento browniano estindar unidimensional B(t) es también un

FB-movimiento browniano estdndar.
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Este resultado es consecuencia inmediata del siguiente lema, cuya prueba puede ser

encontrada en [20].

Lema 1.23 Sea X (t), un proceso estocdstico con incrementos independientes. Sea F;{* la
filtracion generada por X (t). Entonces para cada par s,t € [0,4+00) tal que 0 < s < t, el

mcremento X; — X, es independiente de FSX.
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Capitulo 2

Martingalas

En esta parte del trabajo introducimos el concepto de martingala y estudiamos algunas
de sus principales propiedades. Este concepto fue introducido en la teoria de las
probabilidades por Paul Pierre Lévy, y una gran parte de su desarrollo se debe a la

teoria realizada por Joseph Leo Dobb.

Definicién 2.1 Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y {F;}i>0 una filtracion en
dicho espacio de probabilidad. Un proceso estocdstico (X;) de wvalores reales definida en
(Q,F, P) es una martingala relativa a la filtracion {Fi}i>0 o una Fy-martingala si se

cumplen las siguientes condiciones:

1. Para todot >0, E|X;| < 0.
2. El proceso (X3;) es adaptado a la filtracion {F;}i>o.
3. E[Xi|Fs) = X5 c. s. para cualesquiera t > s > 0.

Una F;-supermartingala es un proceso estocastico (X;) que satisface las condiciones 1., 2.
)
3.

E[Xi|Fs] < X c.s. para cualesquiera ¢ > s > 0.

Una Fi-submartingala es un proceso estocdstico (X;) que satisface las condiciones 1., 2. y

37.

E[X|F] > X c.s. para cualesquiera t > s > 0.
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Teorema 2.2 Si B(t) es un Fi-movimiento browniano, entonces es una Fy-martingala.

Prueba. Para ver este hecho, verificamos que B(t) es una martingala:
1. Para cada t >0, E[B(t)|] < oo, pues B(t) ~ N(0,1).

2. Por otro lado, B(t) es Fi-medible ya que B(t) es adaptado a la filtracion {F;}+>o,

el movimiento browniano B(t) es adaptado a F;.
3. Para cualesquiera t > s > 0,

E[B(t)|Fs] = E[B(t) = B(s)|Fs] + E[B(s)| ]
= FE[B(t) — B(s)] + B(s)
= B(s),

La segunda igualdad es debido a que B(t) — B(s) es independiente de Fy y B(s) es
Fs-medible.

Esto muestra que B(t) es una F;-martingala. O

2.1. Variacion cuadratica de martingalas cuadrado
integrables

En esta seccién aplicamos la descomposicién de Doob-Meyer a submartingalas de la forma
X2, donde X; es una martingala cuadrado integrable con trayectorias continuas. Esta
descomposicion es esencial en la construccion de la integral estocastica. Decimos que dos
procesos aleatorios son equivalentes si ellos son indistinguibles. Usamos la misma notacion
para el proceso y la clase de equivalencia que representa.

Fijemos una filtracion F;. A partir de aqui en esta secciéon vamos a referirnos a las F;-

martingalas s6lo como martingalas.

Definicién 2.3 Se dice que una martingala continua por la derecha (M) es cuadrado
integrable si E(M?) < oo para todo t > 0. Denotemos por My al espacio de todas las
clases de equivalencia de martingalas cuadrado integrables que empiezan en cero y por

M la subclase de martingalas continuas en M.
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2.1. Variacion cuadratica de martingalas cuadrado integrables 26

Lema 2.4 Sean (M;)i>o una Fi-martingala y ¢ : R — R una funcion conveza tal que,

para todo t > 0, o(M,) es integrable. Entonces p(M;) es una Fi-submartingala.
Sea (A;) un proceso estocastico. Se dice que (A;) es un proceso creciente si cumple:
i) (A;) es Fr-adaptado;
ii) Para cada t > 0, A, es integrable;
iii) Ag=0;
iv) Las trayectorias de (A;) son crecientes y continuas por la derecha.
Una prueba del siguiente resultado puede ser encontrada en [20].

Teorema 2.5 (Teorema de descomposicién de Doob-Meyer) Supongamos que la
filtracion {F;} satisface las condiciones usuales. Sea (X;) una F;-submartingala continua

positiva. Entonces existen dos unicos procesos (My) y (A;) tales que:
e (M,) es una Fi-martingala continua;
o (A;) es un proceso creciente continuo;
e X, =M, + A, para todo t > 0.

Si M, € MS entonces por el lema M? es una F;-submartingala continua positiva. Por
el teorema existen dos unicos procesos N; y A; tales que:

e M? = N, + A, para todo t > 0.
e N, es una martingala continua con Ny = 0.

e A, es un proceso creciente continuo.

Definicién 2.6 El proceso A; en la anterior descomposicion es conocido como la

variacion cuadrdtica de M, y es denotado por (M),.

Ejemplo 2.7 Sea B un Fi-movimiento browniano. Para 0 < s < t,

BE(B}|F,| = E((B: - B,)*|Fy] + 2E(B,By| Fy| — E|BZ| ]

= E((Bi—By)*) +2B> - B*=DB?+1t—s.
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Por lo tanto, B? — t es una martingala y (B); = t debido a la unicidad de la

descomposicion de Doob-Meyer.

Es claro que las combinaciones lineales de elementos de M$ son también elementos de

M. Si tomamos dos elementos X y Y de M, entonces ambos procesos

(X+Y)Y?—(X+Y) v (X-Y)?—(X—Y) son martingalas.

Observacién 2.8 Sean M € M? yt € [0,00). entonces para t > s se cumple que
B[(M; — M)*|Fi] = B[M} — M7 |F,] = BE[(M); — (M), | F] (2.1)
SiXeM?y0<s<t<u<wv entonces
E[(Xy = Xu)(Xe = X,)] = E[E[X, - Xu|FJ(X — X,)] =0
Ahora introducimos una métrica en M§

Definicién 2.9 Para cualesquiera X, Y € M§ y t € [0,00), definimos

10 = (2x) "y (22)

o IX =Yl A1
IX - Y| =du(X,¥) =} ———"—,

n=1
donde || X = Y|, A1 =min{||X —Y||,,1}.

Observemos que la funcién ¢ — || X||; en [0,00) es no decreciente porque X? es una
submartingala. Ademads, da(X,Y’) es una seudométrica en MS, la cual se convierte en
métrica si identificamos procesos indistinguibles. Con el fin de probar que dys es una
métrica, necesitamos mostrar, en particular que dp(X,Y) = 0 implica que X; — Y; es
indistinguible de cero. Si dy (X —Y) = 0, entonces X,, — Y,, = 0 c.s. para cada entero

positivo n. Dado que X; — Y; es una martingala,
X, —Y,=F[X,—-Y,|F]=0 P—cs. paracada 0<t<n.

Ya que X y Y son continuas por la derecha, ellos son indistinguibles. Las otras propiedades
requeridas de métrica también las cumple d4
La siguiente proposicion muestra que M es completo. Una prueba de este resultado se

encuentra en [I3] (proposicién 5.23).

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




2.1. Variacion cuadratica de martingalas cuadrado integrables 28

Proposicion 2.10 El espacio M$ con la métrica dyg es completo.

Ahora recordemos que para t > 0, una particién A; de [0,¢] es un conjunto ordenado y
finito Ay = {to,t1,...,t,} tal que 0 =ty < t; < -+ < t, = ¢, y que la norma de A, es
definida por

0A; = max{ [tj1 —t;]; j=0,1,... .k =1}

Para cualquier proceso X denotamos como mp (X, A;) el médulo de continuidad :
mr(X, Ay) = max{| X — X[;0 < s, t <T, |t —s| < I}

Si X es un proceso continuo c.s. entonces, para todo T' > 0, se cumple que mp(X, A;) — 0

c.s cuando § — 0.

Lema 2.11 Sea X € M,y que satisface | Xs| < C < oo para todo s € [0,t] c.s. Sea
Ay ={0=tg,t1,...,tym =t} una particion de [0,t]. Entonces

E(Z |th o th1‘2)2 < 604-
k=1

Prueba. Sea X € M,. Ahora

m 2 m m—
B( Y 1Xu=Xusl?) = B( Y Xy —Xe,|*)+2B (

k=1 j=k+1

fy

Luego, usando la propiedad de martingalas, tenemos para 0 < kK <m — 1,

K LZ ‘th _th—1‘2 "Ek] = L LZ (Xt2j _Xt2j71) ‘]:tk]

=k+1 =k+1
< E[X] |FR,)<C

Asi que
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También tenemos que:

E <E|th —th_1|4) <AC?E ) (Xy, — Xy, ,) | < 4CH (2.5)
k=1 k=1
Las desigualdades (2.4)) y (2.5) implican que
" 2
E (Z X, — th_1|2> <60,
k=1
([l

Lema 2.12 Sea X € M que satisface Xy < C' < oo para todo s € [0,00) P-c.s. Para

particiones Ay = {0 = to, t1, ..., t,, =t} de [0,t] tenemos que

2 - 4| _
5£E>OE (; |th th—1| ) 0

Prueba. Para cualquier particion A;, podemos escribir

m

Z |th - th71|4 < Z |th n thfl |2m§<X7 6At>7
k=1 k=1

donde my(X,0) = sup{|X, — X5|; 0 <r < s <t,s—r <J}. La desigualdad de Holder

implica

[NIES

1

m = Mt

E (Z |th Y th—1|4> <|E (Z |th - th:—l |2> (E (m?(X> 5At)))
k=1 k=1

Cuando 0A; tiende a cero, el primer factor del lado derecho permanece acotado y el

segundo termino tiende a cero debido a la continuidad uniforme en [0, ¢] de las trayectorias

de X y por el teorema de convergencia acotada. 0

El siguiente teorema sera usado en la prueba de la féormula de Ito6.

Teorema 2.13 Sea X € M?. Para particiones Ay = {0 = to,t1,...,t, = t} de [0,1],

tenemos que

lim E Xt Xt
6At*>0 | k k— 1

converge en probabilidad a (X);. Esto es, para todo € > 0, n > 0 existe un 6 > 0 tal que

P ( ‘Z’th — Xo [P = (X)e| > 6) <n
k=1

cuando 0\, < 0.
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Prueba. En primer lugar consideremos el caso acotado:
| Xs| < C < oo se cumple para todo s € [0,t], P — c.s.

Para cualquier particién A, = {tg < t; < -+ <t}

E (Z X, — Xy <X>t>

> {IX = Xo P = (X, — (X)) }]

:

= F

E X — Xoo s |* = (X — (X)) ]

[
hE

ol

=1

ZZE [ |th . th_1|4 ot (<X>tk i <X>tk—1>2 }

k=1

IN

[|th th 1| +22E a <X>tk—1)2

I
Ms

B
Il

1

< 2B (Z | X, — th1\4> + 2B [(X): ma ((X), 64y)] .

k=1

Cuando dA; — 0, el primer término del lado derecho en la desigualdad anterior converge a
cero por el lema2.12, El segundo término también lo hace, por el teorema de convergencia
acotada y de la continuidad uniforme de las trayectorias de (X). Convergencia en
L? implica convergencia en probabilidad, asi esto prueba el teorema para martingalas
uniformemente acotadas.

Ahora supongamos que X € M§ no es necesariamente acotada.

Definamos una sucesion de tiempos de parada para n = 1,2, ... como
T, = If{|X;| >n o (X); > n}.

Ahora X}' = Xy, es una martingala acotada relativa a la filtraciéon {F;}.
Del mismo modo, {X2,. —(X)inr,;t € [0,00)} es una martingala acotada. De la unicidad

de la descomposicion de Doob-Meyer, vemos que

<X(n)>t = <X>t/\7'n-

Por lo tanto para particiones Ay, = {0 = tg, t1,...,t, =t} de [0,¢]; tenemos
" 2
) 2
i B (; (Xeprm = Xt iam) — <X>Wn> =0
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Ya que 7, T 00 c.s., tenemos para cualquier ¢ fijo que lim P(7, <t) = 0.
n—oo

Esto muestra que Z |X;, — X;,_,|* converge a (X); en probabilidad. O
k=1
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Capitulo 3

Integracion estocastica

Fijemos un espacio de probabilidad (€2, F, P) y una filtracion {F;}:>o que satisface las
condiciones usuales.
Sea M, una martingala continua cuadrado integrable tal que My = 0 c.s.

En el presente capitulo, nuestro objetivo es definir una integral estocéstica de la forma

Ir(X) = / X, (w) My (w) (3.1)

para una apropiada clase de integrandos X.

Sea M, € MS. En esta secciéon definimos la integral estocastica fot XdM;, también
denotada como [;(X), para una clase de integrandos X;.

Para tal fin definimos una medida gy, en el espacio medible ([0, 00) x Q, B([0,00)) x F)

que sera de mucha utilidad en esta construccion
Definicién 3.1 La medida pip; en ([0,00) x 2, B([0,00)) x F) es definida como
) = [ [T 1w ane) Pl = £| [T e done)| . 62
aJo 0

Definicién 3.2 Un proceso estocastico X es progresivamente medible con respecto a la

filtracion {F} si para cada t € [0,00) y A€ B(R), se cumple que
{(5,w);0<s<t, weQ, X (w) € A} C B([0,00)) x F.
Es decir, el proceso

Xlogea  0,] xQ2 — R

(s,w) — X (w)
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es B([0,t]) x F¢|B(R)-medible para todo t > 0.
Observacion 3.3 Sea X; un proceso progresivamente medible.

» Si el proceso X, es ademds acotado, entonces para todo t € [0,00) la integral f(f Xds

es Fi-medible.
= Todo proceso progresivamente medible es medible.

Definicién 3.4 Fijemos un intervalo J = [0,T] (conT > 0) o [0,00). Denotaremos por

LY a la clase de todos los procesos X; progresivamente medibles tales que
/E|Xt|th B (3.3)
J

Note que X; € L}, si sélo si X; es integrable con respecto a la medida producto A x P,
donde A es la medida de Lebesgue.

La prueba de siguiente resultado puede ser visto en

Lema 3.5 Sea X; € LY. Entonces existe Q; € F con P(Q) = 1 tal que para todo w €

se cumple:

a) La funcion t — Xi(w) es Borel medible e integrable en J.

b) La funcion t — Y; = f{s<t} X ds es continua en t. Ademds, el proceso Y; es

progresivamente medible.
Decimos que dos procesos medibles y Fi-adaptados X y Y son pp-equivalentes si
X(t,w) =Y (t,w) pu-cs.

Note que esto introduce una relacion de equivalencia. La clase de equivalencia determinada
por X es usualmente denotada por [X]| y consiste del conjunto de todos los procesos que

son py-equivalentes a X. Para cada t > 0 y cada proceso medible y F;-adaptado X,

T 1/2 1/2
X |nr,m = <E/ X7 d<M>t> = (/X21[0,T]XQ dMM)
0

siempre que el lado derecho sea finito. Note que ||X||,,,.r es la L?(up)-norma para la

definimos

restriccién del proceso X (considerado como una funcion del par (¢, w) al espacio [0, 7] x

Ademas || X —Y||,,,,» = 0 para todo T' > 0 si y sélo si X y Y son up-equivalentes.
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3.1. Integral estocéstica de procesos simples 34

Definicién 3.6 Denotaremos por L = L(M) al conjunto de ppr-clases de equivalencia

[X] de todos los procesos medibles F;-adaptados, para los cuales
|| X |00 < 00, para todoT > 0. (3.4)

De manera similar, denotaremos por L* = L*(M) al conjunto de las pp-clases de
equivalencia de procesos progresivamente medibles que satisfacen (3.4)), para todo T > 0.

Para cada par de procesos X, Y € L, definimos

o0

1
)= 3 o (LA NX = Vfuyn)

n=1

Note que d; es una métrica en L.

Observacién 3.7 Notemos las siguientes relaciones.

= Todas las clases de equivalencia, normas y métricas anteriores dependen de la

martingala M.
= FEl conjunto L contiene a todos los procesos acotados, medibles F-adaptados.

» FEl conjunto L* contiene a todos los procesos acotados y progresivamente medibles.

3.1. Integral estocastica de procesos simples

Definicién 3.8 Se dice que el proceso estocdstico Fi-adaptado X es un proceso simple
si existe una sucesion estrictamente creciente de nimeros reales {t,}n>0 con to = 0 y

lim ¢, = 0, también como una sucesion de variables aleatorias {&,}n>0 con sup |, (w)| <
n—r00 - n>0

C < 00, para todo w €  tales que &, es F;, -medible para cadan >0 y X es de la forma
» X(0,w) =& (w) para w € Q;
X(t,w) =&(w) parat€ (tj,tia],1=0,1,2,...y w €.

Esto es,

X(t,w) = &w) 1oy (t) +Z& Lty 0] (1) (3.5)

conte[0,00) yw € .
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3.1. Integral estocéstica de procesos simples 35

Note que si X es un proceso simple y t € (t;,¢;41] entonces X; es F;-medible.

Denotaremos por Sy = Sy(Q2, F, {F:}, P) la coleccién de todos los procesos simples. La
clase de procesos simples son progresivamente medibles y acotados, asi tenemos que
So € L*(M) C L(M). Nosotros ahora procedemos a definir la integral estocéstica

fot X,(w)dM, para X € Sy. Sea X € Sy de la forma (3.5). La integral estocéstica, también

llamada integral de Ito de X con respecto a M es un proceso estocastico, denotado por

I,(X) o X - M, definido por

L(X) =) &(Min,,, — Myy,), para todot > 0. (3.6)

i=0
Note que para cada t € [0,00) existe un tnico n = n(t) tal que t € [t,,t,41]. Asi la

ecuacién anterior toma la forma

L(X) =) &(My,, — M) + & (M, — M,,) (3.7)
=0

Observacion 3.9 Aunque el proceso puede ser representado como en la forma (3.5)) con

diferentes &, y t,, la definicion de la integral no depende de la representacion escogida de

X.

3.1.1. Propiedades elementales

Sean X,Y € Spy 0 < s < t. Se cumplen las siguientes propiedades:
i) El proceso I(X) tiene valor inicial cero, es decir, Ip(X) = 0, c.s.
ii) El proceso I(X) es una F;-martingala.
iii) E[[L,(X)?] = E [, X2d(M),, para todo t > 0.
iv) [1X) = [ Xz
v) E[(L(X) - L(X))?|F] = E[ [! X2d(M),|F,] cs.

vi) La integral es lineal en el integrando, esto es, I;(aX 4+ 0Y) = al;(X) + bl,(Y) para
a,beR.
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Prueba.

i) Sea t = 0, usando la definicién de I(X) tenemos

I()(X) - Zgi(MO/\tH_l - MO/\ti> - O
i=0
ii) Para cada w fijado es claro de la definicién de I;(X) ser continua si M es continua

y la combinacion lineal de martingalas es una martingala.

Asi, para probar que [;(X) es una martingala es suficiente probar el siguiente
enunciado: Si M es una martingala, u < v y £ es una variable aleatoria JF,-
medible entonces Zp = £(Myn, — Mgay) €s una martingala. La acotacién de £ y

la integrabilidad de M garantiza la integrabilidad de Zj.

De este hecho, para cualesquiera 0 < s < t < oo y cualquier entero ¢ > 1, tenemos

en la notacién de ecuacién (2.5),
E[é-i(Mt/\tiJrl - Mt/\ti)‘}—s} = f(Ms/\tiH — Mpy,), P-cs; (3.8)
lo cual puede ser verificado por separado para los siguientes casos:

a) Para s <t; y cuando

b) Para t; < s puede suceder que t; < s < t; 0 iy < S.
En el primer caso, si s < t; y tomando Z; = &§&(Miat, ., — Mins,),

E[Zt|'FS] = E[fi(Mt/\tH_l - Mt/\ti)|~FSj| I E[é-ZE [Mt/\ti+1 - Mt/\ti |‘/—-'t1i| |~F8j|

= 0 - gi(MsAti+1 = MS/\ti)

pues para t <t;, My, , — My, = 0y en el caso donde t; < ¢ junto a la propiedad
de martingala de M resulta E[Mny,,, — Min,| Fi,| = E[Mng,,, | Fr,] — My, = 0.

i+1
En el segundo caso, si t; < s, entonces t > s > t;, se sigue que £ es Fs- medible y

M, = My, = Mgy, es también Fi-medible. Entonces

— My,

i+1 ‘FS]

= €i<E[Mt/\ti+1 ’FS] - MS/\ti)
= g’i(MS/\ti+1 - MS/\ti) - ZS'

E[Zt|-7:s] = E[&i(MtAtHl - Mt/\ti) -Fs} = éiE[Mt/\t
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3.1. Integral estocéstica de procesos simples 37

En la pedltima igualdad, ya sea t;,1 < s en cuyo caso Myny, , = My, | = Mg, €s

i1 i1

Fs-medible, o si t; < s < ;41 en cuyo caso usamos la propiedad de martingala de
M.
Nosotros hemos probado que I(X) = {[,(X),F; t € [0,00)} es una martingala

continua.

iii) Elevamos al cuadrado I(X),

[zCO)
n—1 n—1
- [Z&(th - Mti)] 2 + [&n(M, — Mtn)]i+2 D G Myy = My)en(My — My,)
1=0 - . E =0 -
A %

Ahora trabajando en cada uno de los sumandos A, B y C.

n—1 n—1

2
A= [Z gi(Mti.H - Mtz)] = Z@Q(Mti-u . Mti)2
=0 =0
D
+ 2 Z fifj(MtiJrl X Mti)<Mtj+1 - Mtj) :
0<i<j<n—1
E

Afirmamos que cada término de la ultima suma FE tiene esperanza cero. Dado que

i <, tiy1 <tjy &, & son {F; }-medibles,

E[&zﬁj (Mti+1 - Mti)(Mtj+1 - Mtj)] - E[E[&fj(MtH'l - Mti)(Mth a Mtj) |]:th
= E[gigj(MtHl — M) E[(M,

i 41

- Mtj) "E]H =0

pues la esperanza condicional es nula por la propiedad de martingala de M.
n—1

2

Ahora trabajando con D = [Zéi(]\/[ti = — Mt)] y nos concentramos en
i=0

E[{f(th — Mti)Q] de esta forma

Bl (M

E |:£i2(Mti+1 - Mti+1)2] = i+t Mt1)2|‘7‘tz]i|
[(Mti+1

(M) 10s = (M), |7
(

€ (M, = (M)a) 17|

- M) |F) |

SR I o I <

&2
CE
B¢
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Ahora Calculamos la esperanza de B y obtenemos lo siguiente:

E[e(M, = M,,)"] = B|E[€(M, ~M,)|F,]]
— EBleE((0, - 0,017,
= B[@B[(), — ()7,
= B[E[2(M)— (M):,)F]]
- slgon - o)) - 8] [ xza0n.)
entonces
"ZIE[ 't"“ X3d<M>u}+E[/t X5d<M>u] £ E[ " X2,

to
i) t
+ / X2d(M), + / X3d<M)u]
L1, tn

r E[ thd(Mw

to

Por dltimo calculamos la esperanza de C, observando que 0 <t; < t;11 <t, <t,

E[&(My,,, — My)en(My — My,)] = E[E[&(M,,,, — My,)E(My, — My,) |, ]

== E[glgn(Mt'H»l N Mtz)E[Mt —3 Mt'n "'rtnu =0

&9 o0 2 1/2
11X = Z%:ZM[E(;&)H
© 1A [E [T X2(s,w)d(M),(w)] "
. ; ), . ]
= > A ey,

v) Con 0 < s <t < oo, my n elegidos de modo que s € [ty _1,tm) ¥ t € [tn, tni1),
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tenemos que

E((L(X) = L(X))*|F]

- n—1
= F _{é.m—l(th - Ms) + Zfi(MtiH - Mti) + fn(Mt - Mtn)}2 ‘FS:|

- n—1
= B[& (M, = M)? + 3 €My, — M) +EX(M; = M,,)* | F]

i=m

= BJE (M), — (M)) + 30 (M = (M)i)* + E(M): — (M), )* 7]

_ B / X2d(M), |F)

3.2. Integral estocastica de procesos progresivamente
medibles

Ahora extendemos la integral estocastica considerando integrandos un poco mas generales
y para empezar probamos el siguiente resultado de aproximacion que nos dice que un
proceso arbitrario X acotado, medible y {F;}-adaptado puede ser aproximado en cierto

sentido por una sucesion de procesos simples.

Lema 3.10 Sea X wun proceso acotado, medible {F;}-adaptado. Entonces existe una

sucesion {X(m)}mzl de procesos simples tal que

m—0o0

2
lim E/ |Xt(m) — X,|’dt =0, para todo T > 0. (3.9)
0

Prueba. Supongamos que hemos encontrado para cada T € [0,00) una sucesiéon de

procesos simples {X ™1}, -, tal que

n—o0

T
lim E/ X1 — X2t = 0, se cumple.
0

Entonces para cada m entero positivo existe otro entero n,, tal que

m 1
E/ X X 2dE < —
0 m
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Debemos verificar que la sucesién con elementos X™ = X tiene la propiedad
afirmada.

Fijado T' > 0, elegimos m > T" y verificamos que

1

m .

T m
E/ X" — X, |Pdt < E/ X" — X, |Pdt <
0 0
Procedemos en tres pasos:

i) Si X es continuo. Para cada n > 1 consideramos una sucesién de procesos simples
o1

X (w) = Xo(w) 1oy (t) + > Xier ()1 sr ucsar (b).
k=0

PR

Como X™ converge a X , X" son acotados y m([0,7T)) x P(£2) < oo, entonces esta
sucesion tiene la propiedad deseada en vista del teorema de convergencia acotada y

asf se satisface lim E/ 1X™ — X,|2dt = 0.
0

n—oo

ii) Ahora supongamos que X es progresivamente medible, procedemos en primer lugar
aproximando con procesos continuos, progresivamente medibles para los cuales

aplicamos el resultado anterior.

Definimos los procesos continuos F' como

Ft(w)z/o Xs(w)ds. (3.10)

Entonces para cada entero m suficientemente grande tal que t — % > 0, el proceso

Fi(w) — F,_1,(w
Y;(m)(w): H(w) 1(t m)( )’

m

es continuo, acotado y {F;}-medible para t > 0 y w € Q. El teorema fundamental

del caculo implica que lim Y;"(w) = X;(w) para m x P-almost all (t,w) € [0,7") x 2.
m—0o0

Ademas en virtud del resultado en el item 7), para cada m > 1 existe una sucesién

de procesos simples {Y (™™} < n > 1 tal que

n—o0

T
lim E / ;™ — v ™ 2a = 0.
0

Ahora consideremos el conjunto producto

A={(t,w) €[0,T] x 2; lim Y™ (w) = Xy(w)}".

m—r0o0
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que es B([0,T]) x Fr-medible.

Para cada w € Q la seccién transversal A, = {t € [0,T}; (t,w) € A} estd en B([0,T7)
y asi por el teorema fundamental del calculo, para cada w el conjunto de ¢ para el

cual Y;"(w) no converge a X;(w) cuando m — oo tiene medida de Lebesgue cero.

Por el teorema de convergencia acotada tenemos que

T
lim E/ ;™ — X, 2dt = 0.
0

m—0o0
Por 1ltimo para cada m > 1, existe n,, tal que

1
m

T
E/ | X" Y2 gs <
0

i
0 < E/ | X, — Y ) 24
0

T T
< 2E/ | X, — X(m>|2dt 4 2E/ |X(m) - y(nm,m)|2dt
0 0
y asi la sucesion {Y(m’nm)}mzl de procesos simples puede ser elegida para la cual

m—r0o0

T
Ifm E/ Y™ _ X 2dt = 0.
0

iii) Para finalizar supongamos que X es un proceso medible y adaptado. No podemos
garantizar que el proceso continuo F' = {Fy;t € [0,00)} en es progresivamente
medible. Sin embargo el proceso X tiene una modificacion Y progresivamente
medible( Ver proposicién 1.1.12 de [13]). Afirmamos que el proceso progresivamente
medible

{Gt:/tY;ds,]:t;Ogth} (3.11)
0

es una modificacion de F. Definamos el proceso medible W, (w) = 1x, )2y (w)}; 0 <

t <T, we ) de Fubini tenemos :

E/OT\IJt(w)dt = /Q/OT\I/t(w)dth

= [ [t @dric= [T PXG) £ Vit =0
0 Q 0
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Por lo tanto, fOT U, (w)dt = 0 para P-c.s.w € Q. Ahora
T
{F # G} C {w; / U, (w)dt >0}, para todo t € [0,7] (3.12)
0

Gy es {F;}-medible y por lo asumido, {F;} contiene todos los subconjuntos P-nulos.
Por lo tanto, F; es también {F;}-medible. Ser adaptable y continuo implica ser

progresivamente medible y podemos repetir el argumento anterior.

Para la prueba del siguiente resultado puede consultar [13], pag9.

Proposicion 3.11  Sean X un proceso progresivamente medible y T un tiempo de
parada de la filtracion {F;}. Entonces la variable aleatoria X., definida en el conjunto
{w; T7(w) < 00} es Fr-medible y el proceso de parada X, t € [0,00) es progresivamente

medible con respecto a la filtracion.

Lema 3.12 Sea A; un proceso continuo, creciente y adaptado a la filtracion de la

martingala My. St X es un proceso progresivamente medible que satisface
T
E/ X?2dA; < 0o para cada T >0,
0
entonces existe una sucesion {X™},>1 de procesos simples tal que
T
HII(I)E/ 1X™ — X,[2dA, =0, para todo T > 0.
n— 0
Prueba. Supongamos sin pérdida de generalidad que X es acotado, esto es
| X¢(w)] < C < o0, paratodo te€[0,00),w € Q. (3.13)
De aqui en adelante T" > 0 es fijo, asumimos sin pérdida de generalidad que
Xi(w) =0, Vi>T we. (3.14)

Ahora describimos un tiempo de cambio. Dado que A; es creciente, tenemos que A;(w)+1
es estrictamente creciente en t > 0 para c.s. w € 2, entonces A;(w) + ¢ tiene inversa. Sea

Ts(w) la funcién inversa continua, estrictamente creciente definida para s > 0 tal que

Ar, ) (w) + Ty(w) = s, para todo s > 0.
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En particular, T(w) < s y {w;Ts(w) < t} = {w; Ay(w) +t > s} € F;. Asi, para cada
s >0, Ty esun tiempo de parada acotado para {F;}. Tomando s como nuestro tiempo

variable, definimos una nueva filtracién G, como:
Gs=Fr, s=>0.
Definimos un proceso de cambio de tiempo
YViw)=Xr(w) s=20 weq,

el cual es adaptado a Gs debido a que X es progresivamente medible. El lema (3.10)
implica que, dado cualquier € > 0 y R > 0, existe un proceso simple {Y,Gs;0 < s < oo}

para el cual

K €
E/|ﬁ—n&w<5 (3.15)
0
Pero de (3.14)) y (3.13) se sigue que
E/ Yids = /<st
0
0
= E/ 1{At+Tzs}X%Sd3
0

Ap+T
:E/) X7 ds
0

Ap+T
gE/ C%ds = C*E(Ap +T) = C?[E(A7) + T < oo,
0

eligiendo R en (3.15) suficientemente grande colocando Y = 0 para s > R, podemos

obtener
(o]
E/]ﬁ—m&w<e
0
Ahora Y es simple y ademas por el hecho de que se anula para s > R, existe una particién

O=sp<s51 < -<8,<Rcon
Yi(w) = &o(w)lioy(s +Z§5H Lis;_1,s;7(8) 0<s< o0,

donde cada &, es medible con respecto G,, = FTsj y acotada en valor absoluto por una

constante digamos K. Volviendo al tiempo original observamos que

i, (W) = Loy (¢ +§:@]1 LT @it € o,00),
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es medible y adaptado, debido a ¢, restringido a {w € ;T,, < t} es F;-medible (ver

lema 1.2.15). Definamos Xf = Y% 4, Tenemos
T T T
E/ X — X,|2dA, < E/ |X§—Xt|2dAt+E/ | X§ — Xi|*dt
0 0 0
< E/ Y — Y, |%ds < e.
0
Para finalizar, debemos mostrar como aproximar
77t<w) = fsjv,l(w)l(Tsj_l(w) Ty, (@) te [0, oo), w € Q.

por procesos simples. Recordemos que Ty, , < T, y colocando

142m+L
T W)= ) om gL, o) (T (W),
k=1
142m+1 L
TS(]m)<LU) = Z 2—m [k2711 %)(Ts](w)),
k=1
definimos
(m)
Ur (UJ) 58; 1( ) (T(m (w )T(m)(w)]()
2m+1
Z €s; 4 ( {Tsj 1<27n1§Tsj}<w) 1(1627”172%](15), sy, €5 }_Tsj_l — medible.

Debido a que {T,, , < 5! < T, } € Fic1 ¥ &, restringida a {T,

om < El}es

j—1

F %—medible, n™) es simple. Ademds,
B / ™ — nPdA, < K2E(Aym — Ar, ) + E(Aym — Ar, )] < Kete — 0,
0 55 JJ Sj—1 J
cuando m — oo. O]

Proposicion 3.13 El conjunto Sy de procesos simples es denso en L* con respecto a la

métrica de la definicion[3.6,
Prueba. Basta tomar A = (M) en el lema [3.12 O

Teorema 3.14 Sea M € MS. Para todo X € L*, existe un unico proceso 1(X) € M
con la propiedad ||[[(X™) — X(M)|| — 0 para cada sucesion {X"},>1 en Sy tal que
| X" — X|| — 0.
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Prueba. En primer lugar mostraremos la existencia del proceso I(X). Sea X € L* la

proposicién implica la existencia de una sucesiéon {X™},>; C Sy tal que
|X™ — X||; =0 cuando n — oo.

Por la linealidad de la integral y la isometria (||I(X)| = || X||z) tenemos :
I(X™) = 1(X™) | = [1(X™ = X)) = | X = X

Dado un € > 0, elegimos ny € N tal que [|[X™ — X||; < % para n > ng. Entonces si
m, n = no,

IX® = Xl < IX™ = Xl + X = Xz <e.
Para X,, € S la integral estocdstica I(X™) fue definida en (3.6). Consecuentemente
| X — X, — 0 cuando n,m — oo. En otras palabras {I(X™)},~; es una sucesién
de Cauchy que yace en el espacio M§. Ya que este espacio es completo (Proposicién )
existe un proceso limite Y = lfim I(X®™) en M definida médulo indistinguibilidad. A

n—oo

este proceso Y lo llamamos I(X) = {I,(X);t € [0,00)} tal que
I 1(X") — I(X)|| = 0 cuando n — oc.

Veamos ahora la unicidad. Sea Z™ otra sucesién en Sy que converge a X en £*. Debemos
mostrar que Y = lim [ (Z(”)) en M§. Esto sigue de la desigualdad triangular y la
n—o0

isometria:
Iy —1(Z™)| < Y = IX™)| + LX) - 1(2™)]
= Y - I(X™)|| + 1X™ — 2™,
< Y =X+ 1XP = X+ 1X - 2™,
Todos los términos de la ultima desigualdad de la iltima linea se anulan cuando n — oo.

Esto muestra que I(Z™) — Y, asf existe un tinico proceso Y = I(X). O

Ahora nosotros podemos enunciar formalmente la definicién de la integral estocastica.

Definicién 3.15 Para X € L*, la integral estocdstica de X con respecto a la martingala
M € M5 es la unica martingala cuadrado integrable 1(X) = {I,(X),F; t € [0,00)} la
cual satisface que 711;120 | I(X™ — I(X))|| = 0, para cada sucesion {X™},5, C Sy con
1}1_}1210 | X™ — X|| = 0. Escribimos

t
L(X) :/ XsdMyg;  t€]0,00).
0
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3.2.1. Propiedades elementales

Sean XY € L* y 0 < s < t. Se cumplen las siguientes propiedades:

i) La integral es lineal en el integrando, esto es, I;(aX + bY) = al;(X) + bI;(Y) para
a,beR.

ii) El proceso I(X) tiene valor inicial cero, es decir, Io(X) =0, c.s.
iii) El proceso I(X) es una Fi-martingala.
iv) (Propiedad de isometria.) Para todo t > 0,
E[[L(X)]?] = E /0 X2y, (3.16)
v) LX) = 11Xl
vi) B(L(X) = LEOPIR] = B[ [ Xid(M)u| 7] cs.

Prueba. Dado el par de procesos X;, Y; € L* podemos encontrar dos sucesiones

Xt(n)’ Yt(n) € Sp tal que Xt(”) - X,y Y;(n) — Y, en L*. Entonces
aX™ + 0™ = aX, +bY, en L*,

lo cual justifica la linealidad de la integral para cualquier XY € L£*.

Para X; € Sy, hemos probado que
B[(L(X) - LOOPIR] = B[R0 - BOO)E] = B[ [ X201),I7], e @17

Si X; € L*, podemos encontrar una sucesion Xt(") tal que Xt(") — X, en L*. Para cualquier

AeF,,

/(Jf(X)—[f(X))dP — Im [ (I}(X) - I2(X))dP

n—oo

A
t t
= lim / / (XM (M), = / / X2d(M),.
n=00 JAJs AJds
Esto prueba que (3.17) se cumple para todo X, € L*.

El proceso f(f X2d(M), es Fi—adaptado. Asi, debido a la unicidad en la descomposicién
de Doob-Meyer, para todo X € L*,

(T(X)): = / X2d(M),
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Observacion 3.16 También se puede tratar con integrales estocdsticas a lo largo de un
segmento [s,t], donde 0 < s < t. Sea un proceso X, definida para u € [s,t]. Podemos

considerar el proceso X, el cual es wqual a X, para s < u <ty cero parau < s yu>t.

Si X, € L*, podemos definir
t t _
/ X, dM, :/ X, dM,.
s 0

Para X, € £*, [' X,dM, = L,(X) — I,(X).

La prueba del siguiente resultado puede ser vista en la seccién 6,6 [15] y en el capitulo 6

de [12].

Lema 3.17 Sea M; wuna martingala continua cuadrado integrable. Entonces para

cualquier proceso estocastico Y; continuo, acotado y adaptado se cumple que

m t
6gg0;mk(Mtk — M, _)?= /0 Y,d(M),, en probabilidad,

donde Ay = {to,t1,...,tm} es una particion de [0,t].
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Capitulo 4

Formula de Ito

En esta parte del trabajo, demostraremos dos resultados que son de fundamental
importancia: la féormula de It6, que es la version estocéstica del teorema fundamental

del calculo y el teorema de caracterizacion de Lévy.

4.1. Formula de Ito

La regla de la cadena en el calculo diferencial es dada por la férmula

< o) = Fe0)d () (1.1
para funciones diferenciables f y g. En términos del teorema fundamental del calculo
se escribe como /

Fla(®) = Ha0) = [ 1'a()a'(5)ds.
El célculo estocastico trata con funciones aleatorias es decir con procesos estocasticos, en

él se define la férmula de It6 que es una contraparte a la férmula del cdlculo Newton-

Leibnitz.

Teorema 4.1 (Férmula de It6 unidimensional) Sea M € MS. Supongamos que la

funcion f : [0,00) x R — R es de clase C**([0,00) X R), es decir, que sus derivadas

of o0 0?

parciales —f, —f Yy —f existen y son continuas en [0,00) x R. Entonces, c.s., tenemos
ot’ ox 7 0x?

para cada t,

1 taZf

t9 to
F(t. M) — £(0, M) = /0 a—{(s,Ms)der /0 a—i(s,Ms)dMs—l—é [ S s M)d),.
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4.1. Férmula de Ito 49

Prueba. Fijemos un ¢ > 0 y sea {A"},,>1 una sucesién de particiones de [0, ] tal que

lim 6A™ = 0. Por la expansién de Taylor,

FEM) = F0.Mo) = D [F(840 May,,) = F(t, M)

= > [, M, ) = F(E), M, ) + f (8], My, ) = f (£}, Min)]

{ {6_][(15?7 Mt?) + Aﬂ ( tivn — tn) + g(tn Mt?) (Mtﬁl o Mt?)

ot ox
170%f "
+ 5 [@(tj s Mt?) + Bji| (Mt;?_H - Mt;?>2}a (43)
donde
n of of
Aj (w) = 815( ]7Mtj+1) 0t( Mt )y (4.4)
n a2f n a2f n

' . n
para algunas variables aleatorias 7; y 7; con valores en [t] N 1)

Para cada w, las funciones

of

(5.1) — L M)
(s,7) — O (s, M,)w),

son uniformemente continuas en [0,] x [0,¢] y por lo tanto sup; |A}(w)| y sup; | B} (w)]

tienden a cero cuando n — oo. En consecuencia, cuando n — oo,

D AN W) (tj41 —t;) = 0.

Ademas, por el teorema [2.13
lim Z(th — My,)* = (M), en probabilidad.
Y entonces
nh—>nolo Z B (M, — Mt]’)Q = 0.

or
ot

0 Lo
Z (8—{(tj, Mt].)) j+1 — t —|— ZA J+1 —t; ) — 8—{(8, MS)dS

Por la continuidad de s — —(s, My)(w), cuando n — oo,
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Por otro lado,

tof
nh_{EOZ tht j+1 _Mtj) = ., Ot ( M)dMS en L7
2
Ademas, como W(tj’ Mj;) es continua y por el lema|3.17, tenemos que
x
. 0 5 g .
nlggo Z @(tj, My, ) (M, — My,)” = N —5 (s, M,)d(M)s en probabilidad.

Luego la expresion en el lado derecho de (4.3)) converge en probabilidad hacia el lado

derecho de (4.2) y por lo tanto (4.2]) se cumple c.s.
[

El siguiente resultado nos permite caracterizar si un proceso estocéstico X (t) definido
en un espacio de probabilidad (2, F, P) con filtracién {F;; ¢ > 0} es un movimiento

browniano con repecto a P.

Teorema 4.2 (Caracterizacién de Lévy del movimiento browniano) Sea X (¢)

que satisface las siguientes condiciones:

L1) P(Xo=0)=1;

L2) El proceso X; es una Fy-martingala continua cuadrado integrable.

L3) La variacion cuadrdtica de X; es dada por (X); = t.

Entonces el proceso estocdstico X; es un Fy-movimiento browniano.
Prueba. Comprobemos que X; satisface las condiciones de la definicién [1.19

» Las trayectorias del proceso X; comienzan en cero c.s. debido a la suposiciéon L1).

Ademas el proceso X; dado es continuo, por lo tanto las trayectorias son continuas.

= Ahora probaremos que el proceso X; tiene incrementos estacionarios. Empezamos
aplicando la férmula de It al proceso X, sea A € R fijo y la funcién f(t,z) =
eAet3t (X}, = ¢ por la condicién L3).

Lof Lof

f(t, Xy) — f(0,Xy) = o — (s, X5)ds +/0 81:(8 Xs)d X + 82f(s X)d(X)s.
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obteniendo,

t
f(t,Xt) — ei/\XH—%A?t =14 1)\/ ei)\Xs—&-%)\Qs dXS
0
Esto muestra que f(t, X;) = ¢*X:+22" 65 una martingala. Entonces
E[f(t, X:)|Fs] = f(s,Xs) para 0<s<t.

; 142 ; 142 .
De esta forma E[e?HaXF] = e*taAs o en forma equivalente

E[eNX—X)| F,] = e~2’(t=5) " Al tomar esperanza en ambos lados conseguimos
\IlthXs ()\) = E[eiA(XtiXS)] = @7%)‘2("/*5)7

para todo A € R. Esta igualdad muestra que X;— X, con 0 < s < t tiene distribucién

normal con media cero y varianza t — s.

= Probaremos ahora que el proceso tiene incrementos independientes. Procederemos

[eXXe=X3)| F,] = ¢722(=9) podemos

por induccién matematica, observamos que E

reescribirlo como
E[e | F] = A Xz g5 A (1=9) para s < t.
En particular para t; < t; tenemos que
E[ee |F, | = e?¥n e 2¥(ta=h) (4.6)
Sea 0 <ty <ty <---<t,y para cualesquiera \i, Ao, ..., \, € R se cumple que
iIMXy, Fide( Xy — X))+ i (X, — Xo, ) FiM (X, — Xs,y)
=AM — X)Xy, +i( Ao — A3) X, + .-+ i( A1 — M) Xe, N Xy, (47)

Ahora para cualesquiera 0 < t; <ty < --- < t, < 0o y haciendo uso de (4.6) y (4.7)

podemos probar que

E [ei)\lth +7,')\2(Xt2 7Xt1 )+...+i)\n(th 7th71 )]

I:ei()\lf)Q)th+i()\27)\3)Xt2+...+i()\n,17)\n)th71+’L')\nthi|

[T i =A2) Xty +i(Aa—A8) Xty oo ti(An—1=An) Xt,, _; +idn Xy,

E[e( 1—A2) Xy +i(A2—A3) Xty (An—1 )Xt, 1 t “Ftn—lﬂ

_ei(h—Az)th+i(/\2—/\3)Xt2+---+i(/\n71—>\n)th_1E[e“‘nxtn | F ]]
n—1

[ oi(Aa=22) Xty +i(A2=X0) Xty + oo biAn—1=An) Xty oiAnXt,, e—%A%(tn—tn,l)]

€i(

E
E
— E-
E_
E_
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4.1. Férmula de Ito H2

repetiendo el mismo argumento inductivamente obtenemos

B [ei)‘lth +iXa( Xty — Xty ) tidn (Xen —Xe, )} 133 e—%xg(m—tl) .

= 6_2 _%A%(tn_tnfl)

e ,
para todo \; € R, 1 < i < n. Esta iltima igualdad implica que

X, Xy — Xgyy oo, Xy, — X4, son independientes.

ueda asi completa la prueba. O
Q p p

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




Capitulo 5

Tiempo local y la féormula de Tanaka

En este capitulo B y W son movimientos brownianos unidimensionales. Para cada
x € R obtendremos una descomposicion conocida como la férmula de Tanaka, de la
submartingala positiva |B — x| como la suma de otro movimiento browniano By un
proceso creciente continuo L(-, x). Este tltimo es conocido como el tiempo local de B en
x.

En esta parte del trabajo exponemos una conexién entre la férmula de It6 y el tiempo
local para un movimiento browniano unidimensional. Una y posiblemente la mas 1til linea
de estudio proviene del deseo de ampliar el alcance de la formula de Ito.

Nosotros estudiaremos una férmula andloga a la de Ito para f : R — R, f(t) = |t — x|
(que no es diferenciable) y pueda ser usada para generalizar esta. Ella es conocida como
la férmula de Tanaka. Mostraremos luego, usando este resultado, una caracterizacion del

tiempo local como el supremo de otro movimiento browniano.

5.1. Tiempo local

El concepto y construccién de tiempo local en el contexto del movimiento browniano
en R es debido a P. Lévy y juega un rol importante en diversos desarrollos de la teoria

del movimiento browniano. Lévy definié el tiempo local del movimiento browniano en el
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5.2. Férmula de Tanaka H4

punto x como el limite

t
L(t,l’) = lim —/ 1(x,€7x+€)(Bs)dS
0
1
= 11_{% %)\{s €0,t];Bs € (x —e,x+¢€)},

donde X es la medida de Lebesgue. La idea bésica es que L(t,z) es una medicién del
tiempo que las trayectorias B, del proceso B permanecen en una vecindad de z hasta el

instante ¢. La primera prueba de existencia de L es gracias a H.F.Trotter ([13]).

5.2. Formula de Tanaka

Para cada = € R, sea la funcién f, definida por f.(y) = (y — )" que no es diferenciable,
por lo tanto no podemos aplicar la formula de It6. Asi nuestro objetivo es estudiar una
formula andloga a la formula de [to para la funcién f,. La idea a seguir serd la de aproximar
la funcién f, con una sucesién de funciones suaves { f,},>1 tal que f, — f., aplicar la
formula de It6 a cada f, y hacer tender al limite. Esta idea la formalizamos con el siguiente

resultado.

Teorema 5.1 Para cadat € [0,00) y x € R, existe el siguiente limite

1 t
Lit.r) = lmo /0 Lo—corg(Bo)ds  en IA(P). (5.1)
Ademads, se cumple que
t
1
(B — 2)* — (By— 2)* = / laoo (B)ABs + SL(t,2) e (5.2)
0

Prueba. Para cada = € R, definimos la funcién

fo R — [0,00)

y — fuly)=(y—x)".

Aproximamos f, con la funcién f, ., con € > 0, definida como sigue :

0, si y<zx—e
_ 2
frur) = UIET G0 e<y<ate (5.3)
€
y—ux, si y>x+e.
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5.2. Férmula de Tanaka 55

Figura 5.1: Grafica de la funcién

fre(y)
" i >
T—E z z+e y
Derivando f, . obtenemos
0, si y<zxz—e;
frely) = (y_zﬂ siz—e<y<a+e (5.4)
€
1, si Yy > x+e,

Figura 5.2: Grafica de la primera derivada de la funcion.

h

Pk

/

r—e 1 ] x+e Yy

0, siy<z—e
1
—, si x—e<y<z+e (5.5)
2¢€

0, siy>x-+e

Notemos que f, . no es de clase C? ya que [+ no estd definidoen z +eyenz —e
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5.2. Férmula de Tanaka 56

Figura 5.3: Grafica de la segunda derivada de la funcién.

A
F2e(v)
1
2e
o—+F+—0
Yy
N xr—e T x+e 2

Sea ® de clase C'*°, definida por

=0
ce[<1*y2>], silyl <1,
o(y) =
0, st |y| > 1;

donde c es tal que cf_ll O (y)dy = 1.

Para cada n > 1, definamos la funciéon ®,, por

®,(y) = n®(ny).

Notemos que la sucesion de funciones ®,, : R — R son de clase C'*° con soporte compacto

Para cada n > 1, sea g, = ®,, * f, . esto es,

In(y) = /]R feoey — 2)®,(2)dz. (5.6)

Entonces
i) g, € C™.
ii) ¢, — fz. uniformemente en R.
iii) g, — f, . uniformemente en R.

iv) gn — fi . converge puntualmente excepto en = + ¢, x — €.

Para cada t > 0, aplicando la férmula de It6 a g,,, obtenemos

n(B) = .(Bo) = | d(BJaB+ 5 [ gi(Bds s 6.7
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Para cada t > 0, (s,w) € [0,00) x 2, cuando n — oo,
Lioy 9, (B(s,w)) converge a Lo f; (B(s,w))

uniformemente en [0, c0) x Q.

Por la propiedad de isometria

t t
/ g, (Bs)dBs converge a / f1(Bs)dBg en L*(P).
0 0
Por otra parte, puesto que P(Bs =z +¢) =0, P(B; =x —¢) = 0 para cada s > 0,

lim ¢/'(Bs) = fr (Bs) c.s. para cada s > 0 fijo.

€
n—o00 I

Por el teorema de Tonelli, c.s. para cada w € () existe A € F tal que:
= P(A)=1.
» Para todo w € A se cumple que:

lim ¢/ (Bs) = fI (Bs) A — c.s. para s € [0,00).

x,€
n— o0 ’

1
Sea w € A, dado que |¢//(y)| < 5, para todo vy, se sigue por el teorema de convergencia
€
acotada que fot g!'(Bs(w))ds converge a f(f 2 (Bs(w))ds. En particular, fot g!'(By)ds
converge a [, " (Bs)ds c.s.

t
Jy 94(BJ)ds| < [y 1g4(B.)lds < o en L(P).

Ademas, como

Asi, haciendo n — oo en la ecuacion ([5.7]), obtenemos para cada x y ¢,
t 1 t
foelB) = £oBo) = [ £o(B)ds+ 5 [ fBds
0 0
t 1 t 1
. / fr (Bs)ds + —/ —L(s—ecate)(Bs)ds c.s. (5.8)
0o 7 2 Jo 2¢ ’
Cuando € — 0,
Frcl B) = fuc(Bo) converge a (B, —2)* — (By— )" c.s.

Puesto que
| foe(Bt) = fu.e(Bo)| < | By — Bol.

Y por el teorema de convergencia dominada,

Joc(B2) = fuu(By) converge a (B, — )" — (By—a)* en  I*(P).  (5.9)
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Por otro lado,

t t 2
E‘/ f;,e(BS)dBS _/ ]-[x,oo)<Bs)st = E|:
0 0

IA

donde c es constante. En particular, cuando ¢ — 0,

E[/Ot [f;,e(BS> - 1[x,00)<BS)]2d5] — 0

Por la propiedad de isometria,
t t
/ fr.e(Bs)dB converge a / 1(s.00)(Bs)dBs en L*(P). (5.10)
0 0

Asi de la ecuacion (j5.8)), cuando € — 0, y de los resultados obtenidos en (5.9) y (5.10)

tenemos la siguiente igualdad

¢

t L1 1
(Bt — aj)"‘ _ (BO — x)'f‘ = /0 l[m,oo)(BS)dBS + 11_1}6 E : 2 1(z_e’m+€)(BS)d8
t
1
_ / ey (Bs)dBs + 5 L(t, ). (5.11)
0

Esto termina la prueba. 0

Observaciéon 5.2 Notemos que la igualdad (5.11) implica implicitamente que el limite

existe en L2.

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es la férmula de Tanaka la cual

enunciamos a continuacion.

Teorema 5.3 (Férmula de Tanaka) Para cada (t,z) € [0,00) x R, tenemos
¢
|B; — x| — |By — z| = / sgn(Bs — x)dBs + L(t,xz) c.s. (5.12)
0

Donde sgn(r) = 1zs0y — l{z<0}-
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Prueba. Puesto que — B es un movimiento browniano, él tiene un tiempo local en —z, el

cual lo denotamos por L~ (¢, —z). Aplicando (5.1)), a —B y —x en vez de B y x obtenemos

que
1 t
(=) = g [l (-Bods
-1 —xr+e€ 1 Tte
= lim —/ Bgds = lim —/ Bgds = L(t, z).
e—0 2¢ r—e e—0 2¢ e

De esta forma c.s. L™ (t, —z) = L(t, x). Utilizando (5.2)) con —B y —z, obtenemos después

de algunos signos conmutados:

(_Bt + ZE)+ - (_BO + I)+ = /0 1[—a:,oo)(_Bs)d<_Bs) + %L_(t7 —ZE)

t
1
(Bi—2) — (Bo— 1)~ = _/ 1 oei(B,)dB, + L (1,).
0
De la adicién de este timo resultado con ([5.2)), obtenemos
t
B, — 2| — | By — g :/ sgn(Bs — 2)dB, + L(t, z), (5.13)
0
puesto que
t
/ li0y(Bs)dBs =0 c.s.
0
O
Finalizamos esta seccién con la conexion de la férmula de Tanaka y el teorema de
descomposicion de Doob-Meyer. Notemos que B; — x es una martingala y la funcion

h — |h| es convexa, el proceso |B; — x| es una submartingala. De acuerdo al teorema de

Doob-Meyer podemos descomponer |B; — x| de manera tnica como
|By — x| = |By — x| + M + A

donde para cada x, el proceso M* es una martingala continua y A* es un proceso creciente
con Mg = Af = 0. Haciendo la comparacién con la férmula de Tanaka podemos hacer la

identificacién M = f(f sgn(Bs — x)dBs y A = L(t, ).

5.3. Tiempo local y movimiento browniano

En esta seccién empezamos con el siguiente resultado debido a A. Skorohod, el cual es

enunciado para una funciéon continua arbitraria.
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Lema 5.4 (La ecuacién de Skorohod)
Sean z > 0 un nimero dado, y(-) = {y(t);t € [0,00)} una funcion continua con y(0) = 0.

Eziste una unica funcion continua k : R — [0, 00) tal que cumple las siguientes condiciones
i) x(t) =z+y(t)+ k() >0, tel0,00),
it) k(0) =0, k(-) es creciente y

ZZZ) / 1{x(5)>0}dk‘(8) = 0.
0

Esta funcion es dada por
k(t) = max {0, sup {—(z + y(s) )}} , t€10,00). (5.14)
0<s<t
Prueba.
Empezamos probando la unicidad. Supongamos que existen dos funciones continuas k(-)
y k(-) que satisfacen las condiciones 7),4) y iii) del lema, con
z(t) = z+y(t)+k(t), t €]0,00)

~

(t) = z+y(t)+Ek(t), t€]|0,oc0.

Supongamos ahora que existe un nimero 7' > 0 con z(7") > (7).
Sea 7 = sup{0 < ¢t < T;x(t) = &(t)}. Por la continuidad de x(t) y #(t), z(t) = &(t) y
z(t) > &(t) > 0 para todo t € (1,T].

Como (7,T) C {z(s) > 0}, por la condicién iii), tenemos que:

[e9) T
0= /0 1{z(s)>0}dk5(8) 2 / 1dk’($) 2: k‘(T) — k(T)
Entonces k(1) = k(T). Por lo tanto,

0<z(T)—2(T) = k(T)— k()

< k(r) = k(r) = a(r) - 2(7),

entonces x(7) > &(7), lo cual contradice lo afirmado anteriormente.

Se sigue que z(T) < (T para todo T > 0, asi k(t) < k(t) para todo t > 0. De manera
similar podemos concluir que k(t) > k(t), con lo queda probada la unicidad de k(t).
Ahora, sea k(-) definida como en la ecuacién (5.14)). Es facil ver que k() satisface las

condiciones 7) y i) del lema.
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Para verificar que satisface la condicién #ii), es suficiente mostrar que
e}
/ Liz(s)>eydk(s) = 0 para todo e > 0.
0
Sea (t1,t2) C {s > 0,x(s) > €} y notemos que, para t; < s < ty
—(z+y(s)) = k(s) — 2(s) < k(t2) —e.
Sin embargo,

k(ts) = max{ k(t1), sup —(z+y(s)) } <méax{k(ty), k(ts) — €} .

Lo cual muestra que k(t2) = k(ty). O

Observacién 5.5 La condicion iii) del lema, nos dice que k(-) sdlo puede crecer

(estrictamente) en puntos del conjunto {t > 0;x(t) = 0}
Recordando la féormula de Tanaka
¢
L(t,z) = |B; — x| — |By — | —/ sgn(Bs — x)dBs, t € [0,00).
0
Para x =0y By = 0, tenemos que
¢
By = / sgn(B,)dB, + L(t,0); ¢ € [0,00), (5.15)
0

denotemos L° = LY(B) el tiempo local en cero para B.

¢
Definamos el proceso M como M (t) = —/ sgn(Bg)dBs.

0
Lema 5.6 El proceso M anteriormente definido, es un movimiento browniano.

Prueba. Obviamente, P(My = 0) = 1 y M es una martingala continua con repecto a P

y a la filtracién F; = o(My; s < t). (ver teorema 4.6.2 de [15]) Ademés

(M), = /Ot[sgn(Bs)Pds = /Ot lds =t, te€]0,00) (5.16)

De acuerdo al teorema de caracterizacién de Levy, M es un JF;-movimiento browniano
estandar con repecto a la misma medida de probabilidad P. O

Asf podemos escribir M = B v escribir la férmula de Tanaka como

|By| = B, + L(t,0)(B), t € [0, 00).
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Lema 5.7 Con probabilidad uno, para cada w, se tiene que L(t,0)(w) satisface las

condiciones 1),1i1) y i) del lema con z =0 ey(t) = —By(w)t € [0, 00).
Prueba. Notemos que con Y = —B, z = () y K = L(t,0) se cumple
= B, + L(t,0) = |By] > 0.

» L(0) =0, L(-) es creciente, pues si t > s entonces

e—0 2¢ e—0 2¢

1 /[ 1 [°
Ly =1im — / Lieep(B(w))dw > lim —/ lgeq(B(u))du = Ly en L*(P).
0 0

» En primer lugar notemos que el conjunto £,(0) = {0 < t < oo; Bi(w) = 0} es

cerrado, el complemento de £,(0) es unién contable de intervalos abiertos U I,.

aeN
Para probar que [ 1g_qo}(B:)dL(0) = 0; c.s. es suficiente mostrar que
/ dLi(w) =0 paracada a € N.
Ia
Para cada t > 0,
1
111)1(%%/0 Lie,)(Bs)ds = Ly en L.
1 t
Denotemos A" = 5- [ 1(_co(B;)ds.
Ahora tomemos una sucesién €2 | 0.
Sea ty,ta, ..., t,, ... una numeracién de Q N [0, 0o).
Para t;, tenemos que
lim At = L en L*.
n—oo
Existe una subsucesién €. de €2 | 0 tal que
lim Ao = Ly, c.s..
n—oo
Para t9, tenemos que
lim A% = L, enL”
n—oo
Existe una subsucesién €2 de €. tal que
lim A% = Ly, c.s..
n—oo
Repitiendo este argumento, construimos las sucesiones €2, €l €2 €3 ... tal que
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k

e " es subsucesion de €61 para todo k > 1.

o lim Al — L cs.paratodo k> 1y 1< 5 <k

n—o0

Finalmente, podemos concluir que para todo t € Q N [0, c0),

’ n
lim A" = L, c.s.
n—o0

Proposicién 5.8

Sea B un movimiento browniano y definamos el proceso {MP = sup B, ;t € [0,00)}.
0<s<t

Entonces tenemos la siguiente relacion

[

L(t,0)(B) = M,
donde £ denota que los procesos tienen la misma ley.
Prueba. En primer lugar podemos escribir la formula de Tanaka como
|By| = B; + L(t,0)(B). (5.17)
Ahora aplicamos el lema al proceso B, obteniendo
X, =B, + K, paratodo t € [0,00), (5.18)

donde X > 0y K es estrictamente creciente en el conjunto {X; = 0}. Comparando las
expresiones (5.17) y (5.18) notamos que el par (|By|, L°) es de hecho la solucién de la

ecuacién de Skorohod para el proceso B, asi tenemos que
X, =|Bly K =L{t0)B).
Ademas, nosotros conocemos del lema que

L(t,0)(B) = max {0, sup (—BS)} . (5.19)

0<s<t
Observemos que en la ecuacién (5.19) L(t,0)(B) es un tiempo local para B. Dado que B

y B son movimientos brownianos tenemos

BB
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Usando esta propiedad y la simetria del movimiento browniano obtenemos

L(t,0)(B) = méx {0, sup (—Bs)} £ max {07 sup (—BS)} £ max {0, sup (BS)}

0<s<t 0<s<t 0<s<t
En el utimo paso hemos usado el hecho (Bs>sgt y (Bs)s<t son movimientos brownianos y
por lo tanto el supremo es igual en ley. De esta forma se ha probado que L(t,0)(B) £ MPB.

0

Teorema 5.9
Sean B un movimiento browniano, MP = sup B, y L° el tiempo local en cero. Entonces

0<s<t
para el par de procesos se cumple que

{(MF = B, MP) st € 0,00)} £ {(IB.], L(B) ;1 € [0, 00)}.
Prueba. De la ecuacion (5.19) y de la formula de Tanaka obtenemos en particular

|B,| = B, +mé,x{o, sup (—Bs)}. (5.20)

0<s<t
Ahora realicemos un cambio de notacion.
Denotemos B por By B por —B.

Teniendo en cuenta que B es un movimiento browniano, tenemos

|B| = — B, + max {0, sup (—Bs)} .

0<s<t
Podemos ver esta ecuacion como la ecuacién de Skorohod aplicada al movimiento

browniano —B. También tenemos que

mzix{O, sup (—Bs)} = méx{(), sup (Bs)} = MP,

0<s<t 0<s<t
asi

|B,| = —B, = MP.
Por otro lado, M — B, = —B; + MP.
Asi obtenemos

(MF = B, MF) = (1B, MF).

Del lema y de la férmula de Tanaka conocemos que M?% es tiempo local para B de
esta forma MP = L(t,0)(B). Esto nos da

(MP — B, MP) = (|B|, LO(B’)> .
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y, dado que By B tiene la misma ley, hemos probado que el par de procesos dados tienen

la misma ley, esto es

{(MP = B, M) st € [0,00)} £ {(|Bi], L'(B)) :t € [0,00)}.
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Conclusiones

Hemos estudiado en forma prolija y exhaustiva la construccién del movimiento browniano
estandar , poniendo énfasis en el rol que juegan el teorema de Consistencia de Kolmogorov
y el teorema de Kolmogorov-Censot. Un interesante resultado estudiado fue la no
diferenciabilidad de casi todas las trayectorias brownianas en ningin punto, propiedad
importante en el presente trabajo pues tiene como implicancia el hecho de no poder usar
las trayectorias brownianas como integradores en el sentido de Riemann-Stieltjes.
Hicimos un estudio de un caso especial de integracién estocastica que tiene como
integrando a procesos progresivamente medibles y como integradores a martingalas
continuas cuadrado integrables asi como varias de sus propiedades y presentar de la forma
mas breve posible el concepto de integral estocéastica lo que nos condujo a estudiar algunos
resultados técnicos.

Otro resultado importante en el presente trabajo lo constituye la formula de Ito que
constituye como la contraparte a la regla de la cadena del calculo estocastico y presentamos
algunas aplicaciones concretas de la férmula de It6. Una de ellas fue en el teorema
de caracterizacion de Lévy del movimiento browniano que establece que un proceso
cualquiera (X;) es un F;-movimiento browniano si sélo si empieza en cero y (X;) es
una martingala continua cuadrado integrable con variacién cuadrética de (X); dada por
(X) =t.

En la parte final del trabajo hemos estudiado una conexién entre tiempo local y el
movimiento browniano, donde hemos visto que el tiempo local en cero de un movimiento
browniano no es después del todo un objeto matematico extrano ya que es el supremo de

otro movimiento browniano.
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