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Resumen

Esta tesis estudia la clasificacién de los productos tensoriales torcidos de dos algebras asociativas
con unidad A y B, es decir, las estructuras de dlgebra que puede adoptar el producto tensorial de
espacios vectoriales subyacentes A ® B, compatibles con las estructuras de Ay B.

En primer lugar desarrollamos la teoria bésica que se encuentra dispersa en varios articulos
de investigacién y establecemos como primer resultado propio, la dualidad que existe entre las
aplicaciones de torcimiento de un producto tensorial torcido y su algebra opuesta. Este resultado
parece haber sido conocido entre los expertos del area sin embargo no se encuentra ninguna
prueba en la literatura.

Luego estudiamos el caso en que uno de los factores del producto tensorial torcido tiene
dimensién finita. Por ejemplo si A tiene dimensién finita, se establece que bajo estas condiciones
definir una aplicacion de torcimiento de A con B es equivalente a definir un par de representaciones
matriciales (p , ¢), una de B y otra de A°P. La primera tiene coeficientes en A y la segunda
tiene coeficientes en Endg (B). Ademds, obtenemos una representacién matricial fiel del producto
tensorial torcidos en M, (B). Estas representaciones constituyen el resultado principal propio en el
segundo capitulo. Como aplicacién describimos los productos tensoriales torcidos estudiados por
Cibils, Jara et al. y Guccione et al. en términos del par de representaciones (p , ¢) y deducimos las
condiciones que permiten a los autores en cada uno de los casos lograr una clasificacién (parcial o
total).

A continuacién nos enfocamos en las aplicaciones de torcimiento de K™ con K. Establecemos
una caracterizacién de estas aplicaciones de torcimiento en términos de matrices con coeficientes en
K, la cual se debe a que ambas algebras son conmutativas y de dimensién finita. Tal caracterizacién
nos permite clasificar completamente las aplicaciones de torcimiento de rango reducido 1 que
en nuestro lenguaje se ve muy diferente de la clasificacién alcanzada por Jara et al.. Luego
desarrollamos herramientas para el estudio de dos familias de productos tensoriales torcidos: las
estandar y las casi-estandar. Estas herramientas permiten estudiar la relacion entre las aplicaciones
de torcimiento estandar, y casi-estdndar, con las algebras de camino de Quivers, y establecen una
generalizacién del resultado obtenido por Cibils para n = 2.

Para finalizar utilizamos todos de los resultados obtenidos para clasificar los productos tenso-
riales torcidos en el caso de dimensiones bajas, incluyendo todas las aplicaciones de torcimiento
de K3 con K3.
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Introduccion

El estudio de los productos tensoriales torcidos de dos dlgebras asociativas con unidad, corres-
ponde al estudio de las estructuras de algebra definidas en A ® i B compatibles con las estructuras
de A y B. Para ser mas precisos, si A y B son dos K-algebras asociativas con unidad, donde K
es un anillo conmutativo, un producto tensorial torcido de A con B es una estructura de dlgebra
definida en A ® B, con unidad 1 ® 1, tal que las aplicaciones candnicas i4: A - AQx By
ip: B — A®gk B son morfismos de K-dlgebras y satisfacen a ® b = i4(a)ip(b). Esta estructura
fue introducida independientemente en [25] y [16], y se ha estudiado formalmente por muchas
personas con diferentes motivaciones (ademds de las referencias anteriores véase también [4], [5],
7] 6], [31], [20], [26], [22], [18]).

Por un lado, una serie de construcciones clésicas y recientemente construidas encajan en esta
construccién. Por ejemplo, las extensiones de Ore, las algebras de grupo torcidas, los productos
smash, etcetera (para las definiciones y propiedades de estas estructuras referimos a [27] y [23]).
Y por tultimo, pero no menos importante, los productos tensores torcidos surgen como una
herramienta para la construccion de las algebras a partir de otras mas simples. Por otro lado,
en geometria algebraica clasica, el anillo de coordenadas O(M x N), de la variedad producto
M x N, se factoriza como el producto tensorial O(M) @ O(N) de los correspondientes anillos
coordenados de las variedades factores. Por lo tanto, el producto tensorial puede considerarse
como el objeto algebraico que corresponde a un producto cartesiano a nivel geométrico. Sin
embargo, desde una perspectiva no conmutativa esta construccién tiene un impedimento: al
tomar productos tensoriales estamos introduciendo cierta conmutatividad ”artificial”. Esto es,
si consideramos los elementos de A, vistos dentro de A ® B mediante la inclusiéon a — a ® 1,
conmutan automaéaticamente con los elementos de B. Si bien esto tiene perfecto sentido a nivel
clasico, no tenemos ninguna razén para imponer dicha restriccién dentro de un marco de no
conmutatividad.

Reemplazando el producto tensorial clasico A ® B por un producto tensorial torcido A ®,
B, podemos liberarnos de esta conmutatividad, y sin embargo mantener en gran medida un
comportamiento analogo al que deberia tener el producto geométrico, en particular preservando
la estructura algebraica original de cada uno de los factores. Este hecho fue, a grandes rasgos, lo
que inspir6 el desarrollo de la geometria trenzada por parte de Shahn Majid y otros a principios
de los 90, aunque ellos emplearon categorias monoidales trenzadas en vez de productos tensoriales
torcidos. Mediante el reemplazo de los productos tensoriales por sus andlogos torcidos, se consigue
un nuevo candidato, auténticamente no conmutativo, para ser la version algebraica de un producto
cartesiano no conmutativo. Por supuesto, este mayor grado de generalidad no puede obtenerse sin
renunciar a algo a cambio. En nuestro caso, la generalidad se obtiene a expensas de la unicidad,
ya que observamos que para un par de algebras A y B dadas, por lo general existen muchos
productos tensoriales torcidos A®, B no isomorfos. Por ejemplo, en [10, Corollary 4.2] se demostré
que la determinacién de todos los productos tensoriales torcidos de A con k[X]/(X®) que estan



determinados por la férmula
1®X)(a®1)=a® X +13(a) ® X? +13(a) ® X* + 7i(a) @ X,

donde ’y{ : A— A (j =2,3,4) son aplicaciones k-lineales, es equivalente a hallar todos los pares
(01, 02) de derivaciones de A, tales que [d1] U [02] = 0, donde [§;] es la clase de d; en el grupo de
cohomologia H'(A) y U denota el producto cup. A pesar de estas dificultades, este problema fue
considerado para diferentes tipos de dlgebras en [8], [10], [12] y [14].

El primer articulo en atacar de manera sistemética el problema basico de determinar todos
los productos tensoriales de A con B fue [8], donde C. Cibils estudia y resuelve por completo el
caso A= K™y B:= K x K. Luego, en [12], se analiza el caso B := K" y se obtienen resultados
de clasificacion parcial.

En el primer capitulo de la tesis aprovechamos que los productos tensoriales torcidos de A
con B estan en correspondencia biunivoca con las aplicaciones lineales y: B® A -+ A ® B que
verifiquen las siguientes condiciones:

(1) x(1®a)=a®1, para todo a € A,
(2) xo(B®pa)=(na®B)o(A®x)o(x® A),
(3) x(b®1) =1®b, para todo b € B,
(4) xo(up®@A) =(A®up)o(x®B)o (BRX).

que son equivalentes a requerir que la aplicacién p, = (ua ® pe) o (A®@ x ® C) sea un producto
asociativo en A ® B. En este caso, se dice que la aplicacién x es una aplicacion de torcimiento de
A con B. A lo largo de la presente tesis, consideraremos unicamente a la aplicacién de torcimiento
X como nuestro principal objeto de estudio con vistas a describir y clasificar en algunos casos
los productos tensoriales torcidos. De esta manera, el primer resultado de la tesis corresponde
a la dualidad que existe entre las aplicaciones de torcimiento de A con B y las aplicaciones de
torcimiento de B°P con A°P. Este resultado parece a ver sido conocido entre los expertos del area
sin embargo no se encuentra ninguna prueba en la literatura.

El segundo capitulo de la tesis corresponde al desarrollo de los resultados obtenidos en [1].
Aqui se estudian los productos tensoriales torcidos cuando uno de los factores es de dimensién
finita y se establece que cada aplicacién de torcimiento se encuentra en correspondencia biunivoca,
salvo cambios de base, con un par de representaciones matriciales, una de A y otra de B°P. La
primera tiene coeficientes en A y la segunda tiene coeficientes en End g (A). Ademads se establece
una representacion matricial fiel con coeficientes en A del producto tensorial torcido A ®, B.

En particular, cuando K es un cuerpo y las dlgebras involucradas son de dimension finita sobre
K, como en [8], [10], [12] y [14], dado un producto tensorial torcido C' de A con By fijada una
base {b1,...,by,}, existen aplicaciones 7} : A — A, satisfaciendo ciertas condiciones que varfan en
cada caso, tales que

x(a®b;) = ij ® 77 (a), paratodo a e Ay todo i.
j=1

En la Proposicién 2.2.5 y en el Corolario 2.2.2 mostramos que estas condiciones son satisfechas
si y solo si las aplicaciones p, y gZ;X, introducidas en estos resultados, son representaciones
matriciales con coeficientes en Endg (A) y A, respectivamente. Los primeros pasos en el estudio
de los productos tensoriales torcidos considerados en [8], [10], [12] y [14] fueron determinar las
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condiciones que requieren las aplicaciones 73 por calculos directos. Usando que py y QASX deben ser
representaciones, surgen estas condiciones de forma natural en cada uno de los ejemplos, como se
muestra en la Seccion 2.6.

El tercer capitulo de la tesis corresponde al desarrollo de los resultados obtenidos en el
articulo [2]. Aqui consideramos A = K™ y B = K™. Entonces cada aplicacién de torcimiento
x: K"® K™ — K™ ® K™ determina y es determinada por escalares tinicos /\fj, tales que

x(e; @ fj) = Z )\f;fk ® e para todo e; y f;.
kol

Dada una aplicacién x, para todo i, € N}, y j,k € IN*, denotemos por A(i,l) € M,(K) y

m

B(j,k) € M,,(K) las matrices definidas por
A Dy = N5} = B(j, k)ui-

En la Proposicién 3.1.4 mostramos que x es una aplicaciéon de torcimiento si y solo si estas
matrices satisfacen ciertas condiciones (facilmente verificables). Esto transforma el problema
de hallar todas las aplicaciones de torcimiento en un problema de &dlgebra lineal. Cuando se
intenta hallar todas las aplicaciones de torcimiento de K2 con K2 usando este abordaje del
algebra lineal, se encuentra que casi todos los casos de aplicaciones de torcimiento tienen una
forma muy especial. Llamaremos a estas aplicaciones de torcimiento estdndar y demostraremos
que los productos tensoriales torcidos correspondientes resultan isomorfas a ciertas algebras de
quiver truncadas con radical de cuadrado cero. Ademads, existen aplicaciones de torcimiento de
un segundo tipo, las cuales llamamos aplicaciones de torcimiento casi-estandar. Estas producen
algebras que corresponden a deformaciones formales del caso estandar. Estas deformaciones
existen, siempre que el quiver correspondiente tenga un tridngulo que no es un ciclo. Ademsés,
podemos construir una tercera familia de aplicaciones de torcimiento cuando n = m, y mostramos
que el algebra resultante es isomorfa a M, (K).

Estas tres familias cubren casi todas las aplicaciones de torcimiento de K3 con K3. Encontra-
mos, ademds, algunas extensiones de las dlgebras correspondientes a la tercera familia en el caso
de K? con K2, y un caso adicional, completando la clasificacién de productos torcidos de K con
K3,

La tesis esta organizada como sigue: en el Capitulo 1 desarrollamos la teoria béasica de los
productos tensoriales torcidos: en la Seccidn 1.1 revisamos la nocién de producto tensorial torcido
de algebras asociativas con unidad. En la Seccién 1.3 analizamos la dualidad que existe con los
productos tensoriales torcidos del dlgebra opuesta (Proposicién 1.3.3) y también vemos cudndo
y como se puede restringir una aplicacién de torcimiento a una subédlgebra (Proposicién 1.3.4).
En la Seccién 1.4 analizamos algunos ejemplos de aplicaciones de torcimiento que aparecen en
distintas areas de la matematica.

En el Capitulo 2 estudiamos los productos tensoriales torcidos, uno de cuyos factores es de
dimension finita. Es decir, si y es una aplicacion de torcimiento de B con A, en este capitulo
consideramos que B tiene dimensién finita como espacio vectorial. En la Seccién 2.1 presentamos
en detalle como se expresa la aplicacion de torcimiento x cuando B es un algebra de dimensién
finita. En la Seccién 2.2 presentamos una definicién alternativa para el producto tensorial torcido
con un factor de dimensién finita en términos de dos representaciones matriciales de algebras, una
de A y otra de B°P. La primera tendra coeficientes en A y la segunda coeficientes en Endg (4).
Ademads, esto permite establecer una presentacién matricial fiel con coeficientes en A del producto
tensorial torcido B ®, A. Cuando A es de dimension finita en lugar de B, se tiene una situacion
simétrica, que es presentada en la Seccién 2.3. En la Seccién 2.4 extendemos aplicaciones de
torcimiento a producto de algebras. En la Seccion 2.6 presentamos los productos tensoriales
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torcidos estudiados en [8], [12], [10] en términos de las representaciones fy, y ¢y y deducimos las
condiciones que permiten a los autores en cada uno de los casos lograr una clasificacién (parcial o
total).

El Capitulo 3 esta organizado como sigue: en la Seccién 3.1 presentamos la caracterizacién en
términos de matrices de las aplicaciones de torcimiento de K™ con K™ y algunos resultados basicos,
especialmente sobre isomorfismos de aplicaciones de torcimiento y una representacién bésica
sobre M, (K). En la Seccién 3.2 presentamos una demostracién de los resultados de [8] en nuestro
lenguaje. En la Seccion 3.3 demostramos algunos resultados basicos sobre matrices idempotentes
A(i, 1), y prestamos atencién especial al caso rk = 1, donde surge una familia de dlgebras isomorfas
a M,(K). En la Seccién 3.4 definimos las columnas y aplicaciones de torcimiento estdndar
y casi-estandar y demostramos algunos resultados sobre ellas. En la Seccién 3.5 clasificamos
completamente el caso de rango reducido 1. En la Seccién 3.6 exploramos las relaciones entre
las aplicaciones de torcimiento estandar y las dlgebras de caminos de Quivers, y también el
caso de aplicaciones de torcimiento casi-estdndar. En la Secciéon 3.7 usamos todos los resultados
para clasificar las aplicaciones de torcimiento en el caso de dimensiones bajas, incluyendo todas
las aplicaciones de torcimiento que no son casi-estandar en el caso K2 con K2. En el apéndice
proveemos una lista de todas las aplicaciones de torcimiento estdndar y casi-estdndar de K3 con
K3,
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo hacemos un repaso de las nociones necesarias para leer esta tesis. En la
primera secciéon revisamos la nocién de producto tensorial torcido de algebras asociativas con
unidad. En la segunda seccion presentamos dos resultados propios, la Proposicion 1.3.3 y la
Proposicion 1.3.4, la primera corresponde a la dualidad de aplicaciones de torcimiento y la segunda
a las extensiones de las aplicaciones de torcimiento, ambas necesarias para el desarrollo de la
tesis, mientras que en la tercera seccion presentamos algunos ejemplos en distintas areas de la
matematica donde aparecen los productos tensoriales torcidos.

En esta tesis se trabaja en la categoria de médulos sobre un anillo conmutativo arbitrario K.
Para cada par de K-médulos V .y W, V@ W denota a V @ W.

1.1 Productos tensoriales torcidos

En esta seccién A y C' son dlgebras unitarias. Salvo indicacion de lo contrario consideraremos a
A®C como un (A, C)-bimédulo via las acciones regulares a(a’ ®@c) == ad’ @cy (a®c)-¢ = a®cc.

La siguiente definicién de producto tensorial torcido de dlgebras unitarias fue introducida en
(6], 4], [16], [18].

Definiciéon 1.1.1. Un producto tensorial torcido de A con C es una estructura de dlgebra
asociativa con unidad en el espacio vectorial A ® C, tal que las inclusiones canonicas

ta: A= ARC e ic: C—AxC
ar—a® lo c— 14 ®ec,

son homomorfismos de dlgebras, y
(a®1le) - (la®c)=a®c paratodo acA ceC.

Observacion 1.1.2. El elemento 1 ® 1 es el elemento unidad de cada producto tensorial torcido

de A con C.

Observacion 1.1.3. En términos de aplicaciones se tiene la igualdad

wo(ta ®ie) =ida ®ide = idage - (1.1.1)



Consideremos en el producto tensorial torcido (A ® C, i) el producto de un elemento ¢ de C
con un elemento a de A. La formula

X =po(tc®ta). (1.1.2)

define una aplicacién lineal x: C ® A - A ® C. La ecuacién (1.1.1) junto con la ecuacién (1.1.2)
muestran que la estructura del producto tensorial torcido estd determinada por el producto de
los elementos de C' con los elementos de A.

La siguiente proposicién establece la relacién que existe entre la multiplicaciéon p del producto
tensorial torcido de A con C, las aplicaciones de multiplicacién pa, pe de las dlgebra Ay C,
respectivamente, y la aplicaciéon x definida en (1.1.2).

Proposicién 1.1.4. En cada producto tensorial torcido (A ®@ C, p), vale que
p=(pa®pc)o(A®x®C). (1.1.3)

Demostracion. La prueba es directa, pues solo apela a la estructura de (A4, C)—bimédulo del
producto tensorial torcido y el empleo adecuado de las aplicaciones 14, pe y los homomorfismos
de algebras ¢4, tc. Veamos a continuacion la prueba en detalle.

Un célculo directo muestra que p es un morfismo de (A, C')—bimédulos y que

(AR uc)o(ta®C)=idage y (a®C)o(AR ) =1idagc -
Por otro lado, p es un morfismo de (A, C')—bimddulos si y solo si
po(pa®@C®A®puc) = (pa®pc)o(A® pe C).
Por lo tanto

(pa @ pc)o(A@x®C) =(ua@uc)o (A pu®C)o(AR e ®ia @ C)
=po(pa®@CRAQ pc)o (AR e ®1a®C)
=po((ra®C)o(A®ic)) ® (A® pc)o(ta ® C)))
:,uo(idA@)C@idA@c) = U

O

La ecuacién (1.1.3) permite deducir algunas de las propiedades que debe satisfacer una
aplicacién lineal y cualquiera para determinar un producto tensorial torcido.

Proposicién 1.1.5. Sea (A ® C, ) un producto tensorial torcido. La aplicacion lineal
X:C®A— AR C,
definida por x == po (Lc ® ta), satisface las siguientes propiedades:
(1) xI®a)=a®1, para todo a € A,
(2) xo(C®pa)=(pa®C)o(A®X)o (x®A),
(3) x(c®1)=1®c¢, para todo c € C,

(4) xo(he®A)=(A®pc)o(x®C)o (C®X).



Demostracion. En efecto, tomemos a,a’ € Ay ¢, € C. Veamos primero que x satisface el {tem

(1).
xotal@) = x(le ®a) = po (tc(le)a(@) = u (19 1) ® (@@ 1)) =a® L.

Andlogamente, se verifica que x satisface el {tem (3).
Mostremos que se satisface el {tem (2). En efecto,

o (C®pa)=po(ic®@ia)o(C®pa)=po(c® (taopa))

(A®C)oic) ® (o (ta ®a)))

(AC)@p)o(lc®@ta@ta)
RA®C))o(lc®ta®ta)

(
(
(
(1
(X ®ta)
(
(
(

o

0((A®C)®1a)o(x® A)
(ra®@C)o(A® o)) @ ((A®C)ora))o(x ® A)

o(pa®CRARC)o(AR1c@1a) @ (x® A)

[e]

o
= o
= o
= o
=/
=4
=u
=/

=(pa®C)o(A@u)o(A®Ric®@1a)o(x® A)
=(na®C)o(A®x)o(x® A),

como queriamos. La prueba de que x satisface la propiedad (4) es similar. O

La siguiente proposicion muestra que es suficiente considerar una aplicaciéon y: C® A -+ A C

que satisfaga las condiciones de la Proposicién 1.1.5 para construir un producto tensorial torcido
de A con C.

Proposicién 1.1.6. Sean A y C dos dlgebras asociativas con unidad, y x: C ® A — A® C una
aplicacion lineal que satisface las siguientes condiciones

(1) x(1®a) =a®1, para todo a € A,
(2) xo(C®pa)=(pa®C)o(A@x) o (x® A),
3) x(c®1) =1®c¢, para todo c € C,
(4) xo(uc®A)=(A@puc)o(x®C)o(CeXx).

La aplicacion p = (ua @ pe) o (A®@ x ® C) define un producto tensorial torcido en A® C.

Demostracion. Sea x: C® A — A® C una aplicacién lineal que satisface las condiciones (1) — (4).
La aplicacién p es un producto asociativo de A @ C si y solo si se satisface la siguiente igualdad

po(p®(A®C)) =po((A®C)® p).
Estableceremos esta igualdad mostrando que ambos lados son iguales a
(Ha®@pc)o(A®pa®puc®@C)o (A9 AR Xx®C®C)o(A®@x®x® ().
Por un lado tenemos

o(p®(A®C)) =(na®@pc)o(Adx®@C)o((pa®@pc)o(Adx®C) @ AxC)



=(pa®@upc)o(A@x®C)o(na®@uc @A C)o (A x®C®A®C)
=(pa®pc)o(pa®@xo(pc®A)®@C)o (A Xx®C®A®C).

La condicién (4) que satisface la aplicacién y nos permite escribir esta ultima igualdad como
sigue:

(Ha®@pc)o(pa® (A@ pc)o(x®C)o(C®x))®C)o (A x®C®A®C)
=(pa®@pc)o(pa® AR pec ®C) o (A2 @ (x®C)o(CRx)®C)o (A x®C®ARC).

Por otro lado, por la asociatividad de w4

(ppa @ pe)o(pa@A® pe @ C) = [pao (ua ® A)] @ [ue o (pe @ C))
= [pao(A® ua)l @ [pco (pe @ C)
= (A ® pc)o(A@ pa @ pc @ C).

Finalmente, se tiene que

(A?@CRY®C)o (A x®C®ARC) = (A22®C)o (AR X)) @ (x®C)o (C® A C))
=Aox®x®C.

Por lo tanto,

po(p®(A®C)) = (ta®@pc)o (AR us®puc ®C)o(A® AR Xx®C®C)o(Ad x®@x® ().

De manera completamente similar, empleando la asociatividad de la aplicacién e y la condicidén
(2) que satisface la aplicacién x se obtiene que

po(ARC)@u) = (na®@pc)o (AR pa@puc ®C)o(A AR x®C®C)o(A x®@x®0).

Para terminar, notemos que el elemento 1®1 es la unidad de la multiplicacién y que las condiciones
(1) vy (3) que satisface la aplicacién y implican que las inclusiones ¢4 y t¢ son homomorfismos de
algebras. O

Las Proposiciones 1.1.5 y 1.1.6, muestran que para construir un producto tensorial torcido de
A con C es suficiente elegir una aplicacién lineal y: C' ® A — A ® C que satisfaga las condiciones
(1)-(4) de la Proposicién 1.1.6.

Definicién 1.1.7. Una aplicacion lineal x: C® A — AR C' es llamada aplicacién de torcimiento
de C' con A si satisface las siguientes condiciones:

(1) x(I1®a)=a®1, para todo a € A,
(2) xo(C@pa)=(pa®@C)o(A®x)o(x® A).
(3) x(e®1)=1® ¢, para todo ¢ € C,

(4) xo(pc®A)=(A®puc)o(x®@C)o(C®X),

La Definicién 1.1.7, nos permite reescribir las Proposiciones 1.1.5 y 1.1.6 de manera conjunta
en el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.8. Sean A y C dos dlgebras asociativas con unidad, y x: C @ A - A® C
una aplicacion lineal. Entonces la aplicacion x es una aplicacion de torcimiento si y solo si la
aplicacion iy, = (pa ® pe) o (A® x ® C) define un producto tensorial torcido (A® C, py).



Observacién 1.1.9 (Propiedad Universal). El producto tensorial torcido A®, C tiene la siguiente
propiedad universal: Sean f: A — B, g: C — B dos homomorfismos de dlgebras tales que
g f = (feg)ox: C®A — B. Entonces eziste un inico homomorfimo de dlgebras F': A®, C — B
tal que Fouy = f y Fowe = g. En efecto, basta definir F(a® c¢) = f(a)g(c)

Observacion 1.1.10. Sean A y C' dos dlgebras asociativas con unidad, entonces la aplicacion
fip
T:CRA—-ARC

car—ra®ec,

satisface de manera trivial las condiciones (1) — (4) de la Definicion 1.1.7 para ser una aplicacion
de torcimiento. El producto tensorial torcido inducido por esta aplicacién de torcimiento es el
producto tensorial cldsico de dlgebras A con C.

Definicién 1.1.11. Sean x: C® A — A C yx: C"®@ A" — A’ ® C’ dos aplicaciones de
torcimiento. Un morfismo Fyp: x — X/, de x a X', es un par (g,h) de homomorfismos de dlgebras
g:C—=C" yh: A— A tales que X' o(g®@h) = (h®g)ox.

Observacién 1.1.12. Sean x y x' como en la Definicion 1.1.11. Si Fyp: x — X' es un morfismo
de aplicaciones de torcimiento, entonces la aplicacion h @ g: A ®, C — A’ @, C' es un
homomorfismo de dlgebras.

Observacion 1.1.13. Sean h: A — A’ y g: C — C' dos isomorfismos de dlgebras. Si
X:C@A — Aed,
es una aplicacion de torcimiento, entonces x = (h=* @ g=1t)ox o (g ® h) también lo es. Mds aiin

Fyn: x — X' es un isomorfismo.

1.2 Calculo Grafico

Algunas de las pruebas de esta seccién utilizan el conocido cédlculo grafico para categorias
monoidales y trenzadas. Como es usual los morfismo seran compuestos de arriba hacia abajo y
los productos tensoriales seran representados mediante la concatenacién horizontal en el orden
correspondiente. La aplicacién identidad de un espacio vectorial serd representada por una linea
vertical. Dada un algebra A, el siguiente diagrama

\H

representa a la multiplicacion. La aplicacion x sera representada por el diagrama

=

La aplicacién flip 7 serd representada por el diagrama

<



Finalmente, una aplicacién arbitraria g: A — B serd representada por

®

Por ejemplo las condiciones (2) — (4) de la Proposicién 1.1.6 se pueden escribir en términos de
equivalencia de diagramas como se muestra a continuacién

AAC AAC A CC

R ]

La aplicacion pu == (ua @ pc) o (A® x @ C) definida en la Proposicién 1.1.6 se puede representar

por el siguiente diagrama
AC A®C A C A C

R

De esta manera, podemos presentar parte de la prueba de la Proposicion 1.1.6, la concerniente a
la asociatividad de la aplicacién p = (ua @ pe) o (A® x ® C), empleando el calculo grafico.

ARCA®CA®C A CACA C ACACAC ACACAC

T

ACACAC A CACAC ACARCA®C

Ll

1.3 Propiedades generales de los productos tensoriales tor-
cidos

En esta seccién presentamos dos propiedades importantes de los productos tensoriales torcidos
que seran empleadas, a lo largo de esta tesis, para una mejor comprension de los mismos. La
primera propiedad establece una correspondencia biunivoca entre las aplicaciones de torcimiento
de A con C'y las aplicaciones de torcimiento de C°P con A°P. La segunda propiedad establece
cuando la proyeccion de una aplicacion de torcimiento x de un producto directo B x C' de dlgebras
con A puede definir una aplicacion de torcimiento de B con A.



1.3.1 Dualidad

Las aplicaciones flip son aplicaciones de torcimiento bastante simples, lo cual permite obtener
de manera elemental propiedades, graficamente sencillas, como la siguiente

(AR Tac)o(TARC)o (AR Tca) =(Tca® A)o(CRTa)0(Tac ® A),
que en términos de diagramas se escribe en la forma

A CA A CA

El siguiente lema presenta algunas de las propiedades graficamente sencillas que utilizaremos en
la prueba del resultado principal de esta seccion.

Lema 1.3.1. Sean A y C' dos dlgebras asociativas con unidad, entonces las aplicaciones Tac,
TCA, TA Y Tc satisfacen las siguientes condiciones

(AR Tac)o(TAa@C)o (AR Tca) =(Tca® A)o(CRTa)o(Tac ® A), ( )
(Tac @ A) o (A®Tac) 0 (TA ® C) = (C®Ta) 0 (Tac ® A) o (A® TaC), (1.3.5)
(C®Tac)o(Tac ®@C)o(A®Tc) = (Tc ® A) o (C ® Tac) o (Tac @ C), (1.3.6)
(tac @ C)o(A® 7)o (tca®C)=(CR71ca)o(tc @ A) o (C R TaC) . ( )

Demostracion. La prueba de estos resultados es directa y solo presentaremos una de ellas. Sean
a,a’ € Ay c € C entonces

=(A®Tac)o(Ta®C) (a®TcA(c®d))
=(A®7a0)o(TAa®C)(a®@d @c))
=(A®7Tac)(d ®a®c).

=@ ®c®
=
=
=
= (

(AR 7Tac)o(Ta®C)o (AR 7ca) (a@c®a) )
)
)
Toa® A)(c@d @a).
)
)
)

(

(

Teca®A)o(CR7a)(c®@a®a)
(

)
ToA® A o(C@TA) TAc(a(X)C)@a/)
Tea®@ A) o (CRTa)o(Tac ® A) (a®@c®a).

En consecuencia se tiene que la primera igualdad es satisfecha. O

La correspondencia biunivoca que existe entre el conjunto de aplicaciones de torcimiento de A
con C' y el conjunto de aplicaciones de torcimiento de C°P con A°P viene dada por la siguiente
flecha

{x|x:C®A— A®C, torcimiento} +— {x|x: A? ® C°P? — C°P ® A°P, torcimiento}

X $— X =TOXOT,

donde T es el flip.



En términos de diagramas esta correspondencia se expresa como sigue

A°P C°P

A C A°P C°P

Sea y una aplicacién de torcimiento de C' con A. Como vimos en la Definicién 1.1.7, la aplicacién
x debe satisfacer las siguientes condiciones

_OJ
o
=

xo(pe ®A)=(A®pc)o(x®C)o(C®x),
X0 (C®pua)=(pa®C)o(A@x)o(x® A). (1.3.9)

Lema 1.3.2. Six: C® A — A® C es una aplicacion de torcimiento de C con A, entonces

ARTac)o(ta®C)o (AR ), 1.3.10

X®A)o(C®Ta)o(Tac ® A) = Yo ) ( )
TAQRC)o (AR Tca)o (X ® A), (1.3.11)
)o( ) ( )
)o( ) ( )

( ( )
(A®x)o(tca®A)o(C®7Ta)
( ( )=(A®71c)o(tca®C)o(CRX), 1.3.12
( ( )= (Tac ®C) o (AR T1c)o(x®C). 1.3.13

o C®7’CA)O(T0®A
o(Tc @A) o (C®Tac) =

~—~ o~~~

Demostracion. La prueba de estos resultados es directa y solo presentaremos una de ellas. Sean
a,a’ € Ay ce Cy escribamos x(c®a) =) aq) ®cq) € A® C, entonces

(x®@A)o(CRTA)o(Tac @A) (d' @c®a)=(x®@A) o (C@7T4)(c®d ®a)
=(x®4)(cra®d)

= Za(l) ®cr)® a’

= Z (A®Tac) (aq) ®d @ c))

=) (A®Ta0)o(Ta @ C) (d ® ag) @ )

—(A®Tac) o (Ta ® C) (a’ ©Y aq® c<1))

=(A®Tac)o(Ta®C)o(A®X) (d ®c®a).
La ecuacién (1.3.10) se expresa diagramaticamente en la forma

A CA A CA

O

Proposicién 1.3.3. Sean A y C dos dlgebras asociativas con unidad. Si una aplicacion lineal
X:C®A— A®C es de torcimiento, entonces la aplicacion lineal x: AP @ C°P — C°P @ A°P
definida por x = T o xoT también es una aplicacion de torcimiento.



Demostracion. Probaremos primero que la aplicacién lineal x satisface las condiciones (1) y (3)
de la Definicién 1.1.7. En efecto, sean a € A y ¢ € C, entonces se tiene

Xa®1l)=7ox(1®a)=7(a®1)=1®a,
lo cual corresponde a la condicién (1) de la Definicién 1.1.7, y
X(1l@c)=71ox(c@l)=7(1®c)=c®1,

lo cual corresponde a la condicién (3) de la Definicién 1.1.7.

Las condiciones (2) y (4) de la Definicién 1.1.7 para la aplicacién x se escriben como sigue:
(2) X o (pace @ CP) = (CP @ puaer) o (X @ AP) 0 (AP @ X),
(4) x© (AP @ peor) = (Heor ® A°P) 0 (CP ® X) 0 (Y ® C°P),
y necesitan de un tratamiento diferente al empleado en la prueba de las condiciones (1) y (3).
Antes de iniciar con la prueba de la condicién (2), debemos recordar que la aplicacién de
multiplicacion de A°P viene dada por
[Aop = [LAOTA (1.3.14)

es decir, los siguientes diagramas son iguales

AoP Aop
Aop Aop

\H _

Ahora utilizaremos el calculo grafico para dar una prueba de que la aplicacién x satisface la
condicién (2) de la Proposicién 1.1.5.

ACPA°P (COP AP A°P (0P AP AP (P AOP A°P (P A°P AoP (JOP




AP AP COP AP AP (P AP AP COP  AOP A°P COP

g

AP AP COP AP AP (°P AP AP (OP  A°P A°P COP

ik

Finalmente, la prueba de la condicién (4) es completamente similar a la de la condicién (2). O

1.3.2 Restricciones

En esta seccion estudiamos las aplicaciones de torcimiento xy de B x C' con A que originan
aplicaciones de torcimiento de B con A y de C con A, las cuales recibirdan el nombre de proyecciones
de x.

Proposicién 1.3.4. Sea x: (BXxC)®A — A®(BxC) una aplicacion de torcimiento. Denotemos
porLg, Lo, PB, Pc las inclusiones y proyecciones candnicas . La aplicacion xp: BRA — AR B,
definida por

xB = (A®pp)oxo(tp®A),

es una aplicacion de torcimiento si y solo si (A®pp)oxo (e ® A) =0. Mds ain, en este caso
F,,ida s un morfismo de aplicaciones de torcimiento de x a xp. Diremos que pg(x) = xB €s
la aplicacién de torcimiento de B con A inducida por x y que x es una extensién de xg.
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Corolario 1.3.5. Sea x: (BxC)® A — A® (B x C) una aplicacion de torcimiento. Denotemos
por i, Lo, PB, Pc las inclusiones y proyecciones evidentes. La aplicacion xc: C® A — A® C,
definida por

Xc = (A®pc)oxo(tc®A),

es una aplicacion de torcimiento si y solo si (A®pc)oxo(tp ® A)=0. Mds ain, en este caso
F,, ida, €s un morfismo de aplicaciones de torcimiento de x a xc. Diremos que pc(x) = xc es
la aplicacién de torcimiento de C' con A inducida por x y que x es una extension de xc.

Prueba de la Proposicion 1.3.4. Debido a que x es una aplicacién de torcimiento

x((15,0) ® a) = x((15,1c) ® a) — x((0, 1) ® a)
=a® (1p,1c) — x((0,1¢) ® a)
=a®(15,0)+a®(0,1¢) — x((0,1¢) ® a).

Pero si xp es una aplicacion de torcimiento, entonces
x((15,0)®a) =a® (15,0),
por lo tanto,
x((0,1c)®a) =a®(0,1c) vy (A@pp)ox((0,1c)®a)=0.

Es decir,
(A®p5)oxo (e ® A) (1o ® a) = 0.

Por otro lado, la condicién (4) de la Proposicién 1.1.6 implica

® © ® ©

(A® Pp)oxo(ic®A)o(uo® A) = (ABup)o(AB Py ® B)o(x®B)o(ic® (A® Pa)oxo(io ® A)))

Evaluando en ¢ ® 1¢ ® a para todo ¢ € C'y a € A, concluimos que
(A®pp)oxo(lc®A)=0.

Reciprocamente, supongamos que la aplicacién y es una aplicacién de torcimiento que satisface
la igualdad (A ® pp) o x o (tc ® A) = 0. Veamos que xp es una aplicacién de torcimiento de B

11



con A.
Veamos primero que la aplicacién xp satisface la condicién (1) de la Definicién 1.1.7

xB(b®1a) = (A®pp)oxo(tp®@A)(b® 1)

(A®@ps)ox) ((b,0)® 14)
= (A®pp)(14®(b,0))

= 14®0b.
La condicién (2) también es satisfecha, como se muestra a continuacién

(A®pp)oxo(tp®@A)o(up @A)

xBo(up ® A)
= (A®pp)oxo(tpoup®A)
= (A®@pp)oxo(uo(F’) ® A)
= (A®@pp)oxo(n®A)o (f*® A)
= (A@pp)o(A®@p)o(x@ (B xC))o((BxC)@x)o(1f*®A)
= (A@(ppop))o(x®@(BxC))o(tp® (xo(tp®A)))
= (A@up)o(A®pE?)o(x®(BxC))o(tp® (xo(tp ® A)))
= (A@up)o((A®pp)ox) @pp)e(ts @ (xo(tp ® A)))
= (A®up)o((A@pp)ox)®@B)o(tp ® A®pg)o (B (xo (s ® A)))

= (A®up)o(xp®@B)o(B®xB).

Por otro lado, las condiciones (3) y (4) de la Definicién 1.1.7 son satisfechas cuando la aplicacién
X satisface la hipétesis (A ® pg)oxo (1o ® A) =0.
En efecto,

xp(lp®a) = (A®pp)oxo(sz®A)(lp®a)
= ((A®pp)ox) ((1-1c)®a)
= ((A®pp)ox)(1®a) = ((A®pp)ox)(lc ®a)
= ((A®pp)ox)(1®a)
= (A®pp)(a®1)

= a®lpg.
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y finalmente verificamos la condicién (4):
xpo(B®pa) = (A®pp)oxo(tp®A)o(B® pa)
= (A@pp)oxo((BxC)®pua)o (1 ® A®?)
= (A®pp)o(na® (BxC))o(A®x)o(x®A)o (1p ® A®?)
= (na®pp)o(A®x)o((xo(tp®A))® A)
= (pa®B)o(A® ((A@pp)ox))o((xo(ts ®A))® A)
= (pa®B)o(A® ((A®pp)ox))o(A® (B xC)® A)

o((xo(tp @A) © A)

= (La®B)o(A® ((A®pp)ox))o(A® (tpops +icopc) ® A)
o((xo(tp ® A) ® A)

= (na®B)o(A®((A®pp)ox))o(A®ip® A)
o(A@pp®A)o((xe (s @A) ® A)
+(na®B)o(A® (A®pp)ox))o(A®ic® A)
o(A®pc® A)o((xo (s ® A)) ® A)

= (na®B)o(A®((A®pp)ox))o(A®ip® A)
o(A@pp®A)o((xo(ts ® A)) ® A)

= (La®B)o(A®xp)o(xp®A).

O

Corolario 1.3.6. Sea x: A®(BxC) — (BxC)®A una aplicacion de torcimiento. Denotemos
porig, Lo, PR, Pc las inclusiones y proyecciones evidentes. La aplicacion xp: A9 B— B® A,
definida por

xB = (pp®A)oxo(A®p),
es una aplicacion de torcimiento si y solo si (pc @ A)oxo(A®tp)=0. Mds ain, en este caso

Fiq, B es un morfismo de aplicaciones de torcimiento de x a xp. Diremos que pp(x) = xB es
la aplicacién de torcimiento de B con A inducida por x y que x es una extension de xpg.

Corolario 1.3.7. Sea x: A®(BxC) — (BxC)® A una aplicacion de torcimiento. Denotemos
por Lg, Lo, PB, Po las inclusiones y proyecciones evidentes. La aplicacion xo: AR C — C ® A,
definida por

Xc = (pc ® A)oxo(A®.c),
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es una aplicacion de torcimiento si y solo si (pp ® A)oxo(A® o) =0. Mds ain, en este caso
Fia,,c es un morfismo de aplicaciones de torcimiento de x a x¢. Diremos que pc(x) = xc es la
aplicacién de torcimiento de C' con A inducida por x y que x es una extensién de xc.

1.4 Ejemplos

En esta seccion, mostraremos diferentes ejemplos para ilustrar la teoria de productos tensoriales
torcidos. Esta estructura aparece en varias areas de la matematica. Comenzaremos con los ejemplos
clasicos de la teoria de anillos, luego pasaremos por la teoria de nimeros, donde veremos que los
cuaterniones son productos tensoriales torcidos de dos copias del cuerpo de los niimeros complejos.
Por ultimo, vemos algunos ejemplos de la teoria de algebras de Hopf que pueden ser de interés
para la fisica, como la obtencién de la cuantizacion del espacio de fases, que puede ser descrita
via los productos tensoriales torcidos de una manera natural.

1.4.1 Ejemplos de la teoria clasica

Ejemplo 1.4.1 (El producto tensorial cldsico). Como vimos antes, para cualquier par de dlgebras
A y C, la aplicacion flip
T CRA—ARC
c®a—~a®c

satisface de manera trivial las condiciones (1) - (4) de la Definicion 1.1.7. El producto tensorial
torcido inducido por esta aplicacion de torcimiento es el producto tensorial cldsico de dlgebras

A®C.
Ejemplo 1.4.2 (Producto tensorial graduado). Sean A = @, A" y C = @,,~,C" dos

dlgebras graduadas positivamente. Consideremos la aplicacion definida para todo par de elementos
homogéneos a € A™ y c € C™ por

Togr(c®a) = (—1)"a®c.
La extension lineal de 74, es una aplicacion de torcimiento, y el producto tensorial torcido inducido

es exactamente el producto tensorial graduado A ®g4, C.

Ejemplo 1.4.3 (Algebra de grupo torcida). Sea G un grupo discreto actuando a izquierda via
automorfismos sobre un dalgebra A, entonces la funcion x: kG ® A — A® kG, definida por

x(g®a)=(g-a)®g,

es una aplicacion de torcimiento. El producto tensorial torcido A @, kG es el dlgebra de grupo
torcida A * G.

Ejemplo 1.4.4 (Algebras de grupo de un emparejamientos de grupos, [3]). Sean H y G dos
grupos, a una accion a izquierda del grupo H sobre el conjunto G y [ una accion a derecha del
grupo G sobre el conjunto H tales que H, <ig G, es el producto de Takeuchi(o bicruzado) de
H con G (ver [17]). Consideremos la siguiente notacion «(g,h) =: g>h y B(g,h) =: g <h, y
definamos la aplicacion x: kG ® kH — kH ® kG por

X(g®h)=g>h®g<h
para todo g € Gy h € H. La aplicacion x es una aplicacion de torcimiento, y se tiene kH @, kG =
k[H = G].
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Ejemplo 1.4.5 (Extensiones de Ore [23]). Sea A una K-dlgebra, y B = K|t] el anillo de
polinomios en una variable. Consideremos dos aplicaciones lineales 0: A — A yd: A — A. La
funcion x: K[t] @ A — A® K|t], definida por

X(t®a) =o(a)®t+d(a) @1,

es una aplicacion de torcimiento si y solo si o es un endomorfismo de A y 0 es una o-derivacion.

Ejemplo 1.4.6 (Algebra de cuaterniones generalizada). Sean a y ¢ dos elementos del cuerpo de
base K, y sean A = K[z]/(x? —a) y C = K[y]/(y*> — ¢). Identifiquemos x ey con sus imagenes
en A y C, respectivamente. Definamos la aplicacion x: C @ A — A® C por

X(y®z) =—-2®Y.

El producto tensorial torcido A ®, C es isomorfo a el dlgebra de cuaterniones generalizada *K°.
Como un caso particular de este ejemplo, cuando K =R y a =c = —1, las dlgebras A y C' son
ambas isomorfas al cuerpo de los niimeros complejos C y el producto tensorial torcido A ®, C es
el dlgebra usual de cuaterniones H

Ejemplo 1.4.7 (Algebra de Matrices [4]). Asumamos que nuestro cuerpo K contiene una raiz
primitiva n-ésima de la unidad q. Entonces el anillo de matrices M, (K) puede factorizarse por
completo como un producto tensorial torcido M, (K) = KZ, ®y KZ,, donde consideramos las
dos copias de KZ,, generada por

01 0 0
10 0
0 g 0 00 1 0
g = . , Yy h= R
i 000 - 1
n—1
00 q 100 --- 0

respectivamente. Estos elementos satisfacen hg = qgh, entonces podemos definir el producto
tensorial torcido x como la tinica extension lineal a K7y, @y KZ,, de la aplicacion definida en los
generadores por

xX1®l)=1®1, x(1®g) =g®1

x(h@l)=1@h, x(h'©g")=q" ¢"an

1.4.2 Ejemplos de la Teoria de Algebra de Hopf

Para trabajar con codlgebras usaremos la notacion sigma de Sweedler: si ¢ es un elemento de
una codlgebra (C, A, €), escribiremos al elemento A(c) = >, a, ®b; € C® C de la siguiente forma

Ale) = ¢y @ ¢z

Asi el axioma de coasociatividad de C' dado por (A ® id) o A = (id ®A) o A se puede expresar
como

(cay) ) ® (ca))(2) ® c2) = (1) @ (c2)) (1) @ (c(2))(2) = c1) ®c2) ® 3y, c€C
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Ejemplo 1.4.8 (El producto smash). Sea C una bidlgebra con comultiplicacion A y counidad e.
Las propiedades de la coasociatividad y counidad se escriben en la forma

(C®A)ocA=(A®C)oA,
(6 & C) oA =idg
(C®e) oA =idc.
Sea A una C-mddulo dlgebra, es decir, A es un dlgebra con una accion >: C ®@ A — A tal que
cr> (ad') = (c(y > a) (¢ >d'),
c>1=¢(c)l,
1>a=a,
para todos los elementos a,a’ € A, c € C. Tenemos el siguiente resultado:
Lema 1.4.9. Dada una bidlgebra C, y A una C-mddulo dlgebra, la aplicacion definida por
X:CoA—-ARC
c®a— (C(l) > a) ® c(2)
es una aplicacion de torcimiento.

Para el producto tensorial torcido A®, C' dado por esta aplicacion de torcimiento, la multipli-
cacion puede ser descrita explicitamente como

(a®c)(d ®c) =alcqy>a) @ cpd

El dlgebra A ®,, C es el producto smash cldsico de la bialgebra C y una mddulo dlgebra asociada a
>.

Ejemplo 1.4.10 (Producto cruzado). Sean A y C' un par dual de dlgebras de Hopf, es decir,
supongamos que A y C son dos dlgebras de Hopf provistas de una aplicacion de paridad

(=, —):C®A—K
tal que

(Ae),a® a) = (c,ad)
(ed a) = (c@ ', A(a)),

donde (—,—): CC® A® A — K es la funcidn definda por
(c@d,a®ad) = (c,a){c,a).
Entonces, podemos definir la accion a izquierda del dlgebra C sobre A por
c>a = (c,aep))a).

Se puede mostrar facilmente que A tiene una estructura de C' mddulo dlgebra a izquierda bajo
esta accion, y que la aplicacion x: C @ A — A® C definida por

x(c®a) = (ca) > a) @ ca) = (c1), az))a) @ c2)

es una aplicacion de torcimiento. Bl correspondiente producto tensorial torcido A ®, C, también
llamado producto cruzado de A y C, es usado como una descripcion de los operadores diferenciales
no conmutativos sobre A.
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Ejemplo 1.4.11 (Bialgebras cuasi-triangulares, [27]). Recordemos la definicion de un dlgebra
de Hopf cuasi-triangular. Una bidlgebra (o dlgebra de Hopf) cuasi-triangular es un par
(H,R), donde H es una bialgebra (dlgebra de Hopf) y R = R' ® R? € H ® H un elemento que
satisface:

(QT1) A(R') ® R?> = R13R?3,
(QT2) e(R")R? =1,
(QT3) R' ® A(R?) = R13R12,
(QT4) R'e(R?) =1,
(QT5) A°P(h)R = RA(h) para todo h € H,
donde R'?, R y R* son los elementos de H @ H ® H dados por
RZ?=R'@R’®1, R¥=R'®@1®R%? R»:=1®R'®@R%

Observacién 1.4.12. Si (H, R) es un dlgebra de Hopf cuasi-triangular, entonces el elemento R
es invertible, y R~1 = S(RY) ® R%. Un dlgebra de Hopf cuasi-triangular es llamada triangular
cuando R™' = 7(R) = R* ® R'.

Asumamos que tenemos una bidlgebra H y un elemento R € H ® H tal que las propiedades
(QT1)—(QT5) son satisfechas, y consideremos dos H-mddulo dlgebras a izquierda A y C. Entonces
la aplicacion x = xg: C® A — A® C, definida por

Xr(c®a)=R?* a®R"-c,
es una aplicacion de torcimiento.

Ejemplo 1.4.13 (Doble de Drinfeld). Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita, con antipoda
S. Denotemos con H* el dlgebra de Hopf dual, con antipoda S* y sean S y S* las inversas de S
y S*, respectivamente. Considere la accion coadjunta a izquierda de H sobre H*, dada por

hi> f=hay = f = Sha) = (hay, f3))(S(h@), fa) ), (1.4.15)
y la accion coadjunta a derecha de H sobre H* dada por
fah="Shay = f = hay = (S(ha)), f3)) (R, fa) fra)- (1.4.16)

Estas acciones convierten al dlgebra de Hopf co-opuesta H*°P en una H- mddulo dlgebra a
izquierda y H en una H*°°P- mddulo dlgebra a derecha. El Doble de Drinfeld de H es el dlgebra
de Hopf que tiene como espacio vectorial subyacente H*°P @ H y estructura de dlgebra dada por

(FOR)(f @ H) = F(hay B fla) ® (hezy < fia) ). (14.17)
La estructura de codlgebra es la natural sobre el producto tensorial, y la antipoda estd dada por
S(f ®h) = (Shy = Sfa)) ® (fr2) = Shqy).
Definimos x: H® H*°P — H**°P @ H por
X(h @ f) = (ha) ® fr2)) @ (h2) ® fny)-

Se puede verificar que x es una aplicacion de torcimiento, y que la estructura de dlgebra inducida
por x en H*°P @ H coincide con la estructura de dlgebra de D(H). En otras palabras, el Doble
de Drinfeld puede ser descrito como un producto tensorial torcido H*“P @, H.
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Capitulo 2

Representacion de productos tensoriales
torcidos

En este capitulo estudiamos el producto tensorial torcido de algebras asociativas con unidad
cuando uno de los factores es de dimension finita, es decir si x es una aplicacion de torcimiento
de B con A, en esta seccién consideramos que B tiene dimensién finita como espacio vectorial.
En la primera seccién presentamos en detalle como se expresa la aplicacién de torcimiento y
cuando B es un algebra de dimensién finita. Los resultados obtenidos en la primera secciéon son
aprovechados para presentar una definicién alternativa para el producto tensorial torcido con
un factor de dimension finita en términos de dos represtaciones matriciales de dlgebras, una de
A y otra de B°P. La primera tendrd coeficientes en A y la segunda coeficientes en Endg (A).
Ademas, esto nos permite establecer una presentacion matricial fiel con coeficientes en A del
producto tensorial torcido B ®, A. Por ltimo y debido a la Proposicién 1.3.3 podemos obtener
otra equivalencia cuando consideramos que A es de dimensioén finita en lugar del dlgebra B.

2.1 B®,AcondimB < oo

Sea B un algebra de dimensién finita sobre el cuerpo K. Fijemos una base B := {by,...,b,}
de B. Recordemos que las constantes de estructura )\fj con 1 <14 75,k <n de B con respecto a B,
son escalares que satisfacen las siguientes ecuaciones

bibj = Y Afbx.
k=1

Debido a que la multiplicacién de B es asociativa, los escalares )\fj satisfacen

n n

I \m __ 1 m
E )‘ij lk — § :)‘jk)‘il .
=1 =1

Miés ain, debido a que B es un dlgebra con unidad, si 1 =7 j a;b;, entonces

n n
2 : k _ E Ak 5.
Jj=1 j=1
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Una aplicacion lineal y: A® B — B ® A determina de manera unica aplicaciones 'yg A — A,
donde 1 < 14,5 < n, tales que

x(a®b;) = ij ®47(a), paratodo i. (2.1.1)
j=1

Proposicion 2.1.1. La aplicacion x es una aplicacion de torcimiento si y solo si las aplicaciones
7; tienen las siguientes propiedades:

(1) A1) = 6L,
(2) Y (ad') =329 (a)] (a),
(3) agpid=73", ai'yf,

4) > /\fj Vit =2k 2 A “Y;‘ O%k-

Mds precisamente, las condiciones (1) y (2) se satisfacen si y solo si x es compatible con la
estructura de dlgebra de A, y las condiciones (3) y (4) se satisfacen si y solo si lo es con la de B.

Demostracion. Supongamos que la aplicacién x es una aplicacion de torcimiento. La condicién
(1) de la Definicién 1.1.7 implica

b @1 =x(1®b)
=2 b ().
j=1
Por lo tanto, se obtiene el item (1)

’75(1) = (Sijl.

Veamos el item (3), como



es cierto que,
ajidg = !
7 1dA i -
i

Las condiciones (2) y (4) corresponden a los items (2) y (4) de la Definicién 1.1.7.

(2) A partir de la Definicién 1.1.7 , se tiene por un lado

X0 (ua® B)(a®ad ®b;) = x(ad @ b;)

Z b @ vF(ad’),
k=1

y por otro lado,
(B®pa)o(x®A)o(A®dx)(a®a @b;j) = (B®pa)o(x®A)o(a® x(a ®@b;))

=(B®pa)o(x®A4)o Zn:(b ® 7! (a )

(B® pa)o (x(a®b;) @7l (a))

I
M=

<.
Il
a

I
M=

(B® pa)o (Z (br @ 7} (a)) ® vf(a’)>

k=1

Z k@) (a 7l (a)

<.
Il
a

I
=
3 M:

:2 ZVJ

De esta manera, comparando los resultados obtenemos la condicién (2)
n
. ,
= )i ().
j=1

(4) A partir de la Definicién 1.1.7 se tiene por un lado
o (A®pup)(a®b; ®b;) =x(a® bibj)

=X (a ® Z )\fjbk>

k=1
= Z >\ij (a® by)
k=1

= b <Z Ai‘ﬂ;ﬁ”(@)) ,
k=1

m=1

y por otro lado,

(g @A)o (B@x)o (x® B)(a®b; @bj) = (pp @ A) o (B @ x)(x(a @ bi) @b;)
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= (up®A)o (BRX) (Z (b ® 77 (a)) ®bj>

k=1

I
M:

(ug ® A) (b, @ x (v (a) ® b))

ES
I

3
=
—

(up ® A) <bk ® Z (by ® ’Yé (’sz(a)))

=1

~
Il
-

Z brbi © 75 (; ()

1=

Z Z)‘kl m®’)’30’)’z( ))

1=1 \m=1

m® (ZZAWJO% )

k=11=1

|
M=

F
Il

_
-

I
NE

ol
3 |
MR

m=

De esta manera, comparando los resultados obtenemos la condicién (4)

Z&ﬂk = ZZA%} ok,

k=11=1

Réciprocamente, si la familia de aplicaciones de aplicaciones lineas {Wf A — A} satisface las

condiciones (1)— (4) de la Proposicién 2.1.1 los cdlculos realizados lineas antes son suficientes para
probar que la aplicacién y definida via la ecuacion 2.3.2 define una aplicacion de torcimiento. [

2.2 Representaciéon candnica
En esta seccién presentamos una representacion matricial de los productos tensoriales torcidos.

Recordemos que la representacion regular a izquierda de una K — algebra C' es el morfismo
l: C — Endg(C)¢ definido por Il(c) := I., donde I. € Endg(C) es la aplicacién definida por
lo(d) := cd para todo d € C. Debido a que I.(1) = ¢ para todo ¢ € C, la representacién es fiel. De
esta manera, para cada dlgebra L la aplicacién I¥: B°? @ L — End(B°P ® L)z, definida por

BreL — L Endg(BP@ L)

NS

EndK BOP®L Bop®L

donde 7 es la inclusién candnica, es una representacion fiel, llamada la representacion candnica de
B°P® L.

Desde ahora, escribiremos E para el conjunto de endomorfismos K — lineales de 4, End g (A),
y denotaremos con B’ a la base {b",--- ,b%P} de B°P.
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Proposicién 2.2.1. Los items (3) y (4) de la Proposicién 2.1.1 se satisfacen si y solo si la
aplicacion

Bop PB BP@E
e P @

)

es un morfismo de K-dlgebras.

Demostracidn. Supongamos que los items (3) y (4) de la Proposicién 2.1.1 son satisfechos, entonces
pe°0") = pi (b))
o (v
k=1

= Z /\ijB (bip)

k=1

n
-3 (Swren)

k=1 m

k .m

~ype ().

m 1

k=

Y (zzxmoﬁ)

k=11=1

(Z AW}?&’) ® (74 07F)

m

I
M=
hE

k=1

1

[
M=
MS

(B70") @ (v507)

=~
Il
-

l

bep@wé-) : (Zbgp(@’yf) .

Il
-

=1 k=1

N

Por lo tanto, se tiene
pi(b3°0;) = pp(0)pp (0;7).

Ahora, veamos que preserva la unidad

pe(l) = pp <Z %bZ")
k
= Z aLpB (bzp)
k

:Zak (Zb?fl)@@ﬁl)
k m
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-y (bs,s . (%%’J’))
m k

Z (b2 ® vy, id)
Z (ambnz ® ld)

=1®id.

Reciprocamente, supongamos que la aplicacién pp es un morfismo de K — &dlgebras. Por un lado,
se tiene

pe(05°0) = pB (Z AE b0p>
A

o (0))

k=1
-3 (Saren)
k=1 m

n
-Sre (Yoo,
m k=1
Por otro lado, se tiene

pe(07)pB(b5°) =

Il
()=
>
~0
kS
®
e A
~_—
N
[]=
>
>0
o
®
-2
S
~

k=1 [l=1 m
n n
Sy (zzww)
m k=1 1=1

Por lo tanto,

Z)\Jvk _ZZAWJO%’ para todo m.

k=11=1

Ahora, veamos que se satisface la condicién (3). Por un lado, se tiene

1®id =) (amb ®id)
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=> (0P @ apid).
m
Por otro lado, se tiene
p5(1) = pp (Z akbzp>
k
= Zak (Zb‘,’}f ®712n>
k m
-3 (e S o).
k

m

Por lo tanto,

Qo id = Z apyL', paratodo m.
k

O

Los siguientes resultados se utilizan para construir una representaciéon matricial de B°P en
las matrices n x n con coeficientes en E, M, (F), que codifica las condiciones (3) y (4) de la
Proposicién 2.1.1. Consideremos la aplicacién biyectiva E'— lineal a derecha

B E —8 . pn,
e
donde {ey,...,e,} es la base candénica de E™.

Corolario 2.2.2. Los items (3) y (4) de la Proposicién 2.1.1 se satisfacen si y solo si la aplicacion

go__PB | End(E") g
boP ————&p 0 1 (pp (b)) 0 &5/

es una representacion de B°P o, equivalentemente, si la aplicacion pg: B°? — M, (E), que aplica
cada b°P € B°P en la malriz de p(b°P) respecto de la base candnica, es una representacion
matricial.

Demostracion. Debido a que IF es fiel y €5/ es biyectiva, esto es una consecuencia inmediata de

la Proposicién 2.2.1. O

Definicién 2.2.3. Por definicion, para cada elemento by en B la matriz de estructura de by con

respecto a (B, B) es la matriz [bg]p := (A}ﬁ) ~, donde los escalares N}, ’s (1 < u,v,w < n) son
ij

las constantes de estructura de B con respecto a B.

Observacion 2.2.4. Veamos que aspecto tiene la matriz pp(b)")
peB")(es) = & 017 (pB(B)) 0 &5/ (¢))
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=& olP(pp(H)7) (B} @ 1)

— & <<Z bP @ 7,2) (VP @ 1))

. (Z bPbP ® 7,2)

l

& (z (z N e %))
l 7
-y (z N (7 1) ‘%i)
i 1
B Z i (Z /\Jﬂk>

Ast, obtenemos la matriz
Z}\ll’yk - Z)\nl’yk
pr(by") = : : = Z’y;ﬁ [b7"]g  para todo k,

Z)‘U’Yk e Z)\nﬂk

donde [b}°]p es la matriz de estructura de b}”

con respecto a (B°P,B').

Proposicién 2.2.5. Las condiciones (1) y (2) de la Proposicion 2.1.1 se satisfacen si y solo si la
aplicacion ¢y : A — End(B ® A)a, definida por ¢ (a)(by @ 1) := 37, b; @ y;(a), es un morfismo
de K— dlgebras o, equivalentemente, si la aplicacion ng: A — M, (A), que envia a € A a la
matriz ¢y (a) con respecto a la base BR1:={by ®1,...,b, @1} de B A, es una representacion
matricial.

Demostracion. Supongamos que las condiciones (1) y (2) de la Proposicién 2.1.1 son satisfechas,
entonces

Oy (aa’)(bp @ 1) Z b; ® i (ad)
= b® (Z o <ami<a’>)
7 1

_ Z ij ®(a) | -yi(a)
_ Z )bk ® 1)) - Yk(a'))
= Z (¢x(a) ((br ® 1) - y1(a')))

l

= ¢x(a) (Z (bx ® Vé(a’))>

l
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= ¢x(a) (¢X(a’/)(bk ®1))
= (¢x(a)dx(a’)) (bx @ 1).

Ahora, veamos que preserva la unidad si y solo si se cumple la condicién (1) de la Proposicién 2.1.1,

P (1)(be ® 1) = Zb @71

:ij®5jk'lzz5jkbj®l
J J
=b, ®1.

Veamos como es la matriz ¢, (a) con respecto a la base B® 1

dy(a)(b; ®1) Zb ©7j(a) =Y (b ®1)-7}(a)

Asi, obtenemos la representacion matricial

@) @) - )

(@) va) - (a)

Un célculo directo muestra que la condicién (2) de la Proposicién 2.1.1 se satisface si y solo si QAS

O

es multiplicativa.

Observacién 2.2.6. A partir de la definicion de ¢, se sigue que ¢y (a)(b® 1) = x(a ® b) para
todo b € B. En efecto,

Px(a)(b®1) = Zﬂa ®1 :Zﬂj¢x(a)(bj®1)
ZZBJ‘ZbiQ@’Yé(a)
= Zﬁjx(a ® bj)

=x(a®b).

En particular ¢y (a)(1® 1) =1® a, lo cual implica que ¢, es inyectiva.
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Corolario 2.2.7. Considere el isomorfismo de A-modulos a derecha

BoA 95 n
b @1 — f

donde {f1,..., fn} es la base candnica de A™. Si x es una aplicacion de torcimiento, entonces la
aplicacion
ZA
Boy,A—X5 |, End(A")4

b®a F———£&polygr o dy(a) ol

es una representacion de B ®, A en End(A™)a.

Demostracion. Debido a la propiedad universal del producto tensorial torcido en la Observa-
cién 1.1.9, solo debemos probar que

B (T@a)- (i@ 1) =I5 (1©a) 5 (b ®1)).

Para esto calculamos

5u0) 0l (b 1) = <Z)\kbt®1>
—Zm (@) (b ® 1))

= Z;Aﬁk (zj: b; ®7§(a))
o fp)
sfofrrae)

ZZ((ZAtlb) ’Yko%( )))
:ZZ(btbl® ’Yko%‘(a)))

= (bt®1 (Zbl@wk% ))

:Z (b @1) - (o (7i(a)) (b ®1)))

(Z b ®1 © ¢X ’Yz ))) (bk ® 1) .
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Asi, obtenemos
Ox(a) oly,z1 = Zlbt@)l ° Py ('Vf(a)) )
t
y debido a que la aplicacion g es biyectiva se concluye la prueba. O
Observacion 2.2.8. Podemos utilizar la Observacion 2.2.6 para mostrar que
g1 0Py (a)(V ®1)=(b®1) - x(a®b') para todoa € A yb,b € B.
Ast, obtenemos lyg1 0 ¢y (a)(1® 1) =b®a, lo cual implica que Xlé es una aplicacion inyectiva.
Corolario 2.2.9. Si x es una aplicacion de torcimiento, entonces las formulas

yi(a) ... ~yi(a) Mila oo AL 1a
oxla):= | + y ox(be) = : : ;
(a) ... (a) Ay la oo AR 1a

para todo a € A y 1 < k <n, definen una representacion fiel v, : B @, A — M, (A).

Demostracion. Es suficiente notar que las matrices de /4 (1®a) y /(b ®1) en la base canénica
de A™, son las matrices ¢, (a) y ¢y (bk), respectivamente. O

2.3 A®,C con dim(C < oo

Tal como mencionamos en la introduccién de este capitulo, la Proposicién 1.3.3 nos permite
obtener otra representacion matricial cuando consideramos que el segundo factor del producto
tensorial torcido A ®, C' es de dimensién finita en lugar del primero factor.

Sea C un 4algebra de dimensién finita y consideremos A ®, C' el producto tensorial torcido
de un algebra A con C, entonces via la Proposicién 1.3.3 tenemos el producto tensorial torcido
C° ®4 A°P donde el primer factor C°P es de dimensién finita. De esta manera tenemos las
representaciones asociadas via el Corolario 2.2.2 y la Proposicion 2.2.5

poor: C — My (Endg(A))  ¢g: AP — M, (A°P)
Asi, recuperamos las siguientes representaciones matriciales de C'y A
pc = poer: C'— M, (Endg (A4)) (ﬁx = todA))z oop: A— M, (A),
donde, t: M, (A) — M, (A) es la aplicacién transpuesta.

Si fijamos una base B := {c1, ..., ¢, } de C y las constantes de estructura )\fj conl <i,jk<n
de C con respecto a B, entonces la aplicacién de torcimiento x: C ® A — A ® C determina de
manera unica aplicaciones 77 : A — A, donde 1 < 4,5 < n, tales que

n
x(c ®a) = Z’yf(a) ®c¢;, paratodo 1. (2.3.2)
j=1
De esta manera, obtenemos el siguiente corolario
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Corolario 2.3.1. Si x es una aplicacion de torcimiento, entonces las formulas

i(a) ... ~i(a) Abp - la Al + 1a
: . : Y px(br) = 5
@) ... (a) Akp - 1a Afn - 1a

para todo a € A y 1 < k <n, definen una representacion fiel ¢, : A®, C — M, (A).

2.4 Extension de aplicaciones de torcimiento

Sean A, B y C tres K-algebras con B y C de dimension finita. Escribamos D := B x C.
Seaip: B — D,ic:C — D, pp: D — By pc: D — C las aplicaciones candnicas. En esta
secciéon estudiaremos por un lado las aplicaciones de torcimiento ¢¥: A® D — D ® A tales que
la aplicacién © := (pp ® A) op o (A® ip) es de torcimiento, y por otro lado las aplicaciones
de torcimiento tales que © y la aplicaciéon Y := (pc ® A) o o (A ® i), son aplicaciones de
torcimiento.

Fijemos las bases B = {b1,ba,...,b,} v C := {c1,...,cm} de By C, respectivamente, y
denotemos por D la base ordenada {b1,ba,...,by,c1,...,¢m} de D, donde identificamos b; con
(b;,0) v ¢; con (0,¢;). Asi, D ={dy,...,dmytn}, donde

b; sii<n
di = (2 o — )
Ci—p SL2>nN.

Las matrices de estructura de los elementos de D con respecto a la base (D, D) son

[brlp = <[b]6]6 8> (1<k<n) y [cklp = <8 [C(l)]c) (I<l<m).

Sean ai,...,qn,B1,. .., Bm los escalares tales que

1p=(g,1¢) = Z aby + Zﬁzcz'
=1 =1

Cada aplicacion ¢: AQ D — D® A determina de manera tnica aplicaciones 'ﬁ (1<i,j7 <m+n),

tales que
m—+n

vla@d) =3 d;j©F(a) (24.3)

Sean Aj; (1 <1i,j,k <n)ynf; (1 <i,j,k <m) las constantes de estructura de B con respecto a
By de C con respecto a C, respectivamente. Escribamos

n

> Mk
=1

Blil) =

o

<l
Z)‘?ﬂ/k
=1

n

> A
=1
€ M,(E)

n

> XAk

=1
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m m

1 zl4n 1 zl+n
anlr)/k t anl’m
=1 =1

mx~l+n ~l+n
Zmz W anz

n n

11 1 1
Z)‘lerk-‘,—n s Z)‘nl’Yk-i-n

=1 =1

Z)\u%-m e Z)\nﬁ/lﬁn

y
m m
~1 ~1l
Zn}ﬁkﬂi Znﬂnﬁkﬁ
c? .= € M,,(E) 1<k<m)
m
UITRISER. Zn:m,ii’;

=1

Supongamos que 9 es una aplicacién de torcimiento. La representacion py,: DP — M, 1, (E)
del Corolario 2.2.2 viene dada por

o BY" 0
pu(by”) = S B (I1<k<n) (2.4.4)
k
y
o oo
py(cyP) = ( 8 0(2)> (1<k<m). (2.4.5)
k

Lema 2.4.1. La aplicacion py: D°P — M, (E) definida por (2.4)-(2.5) es una representacion
si y solo si las siguientes condiciones se satisfacen:

Bz‘(l)B(l Zx\’C B(l) paral € {1,2} y1<i,j<n, (2.4.6)
C'(l ZnﬂC’(l paral € {1,2} y1<i,j5 <m, (2.4.7)
By Cj(-l = CJ(-Z B =0 paral € {1,2}, 1<i<nyl<j<m, (248)
Y aiBM + 36,01 = idu, ) (2.4.9)
— -

y
Z%B<2 + ZBJC( = idas,, () (2.4.10)
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Demostracion. Veamos la primera condicién. Se tiene por un lado

BY ¢ BW
A (10PRLOPY __
Pw(bi bj )— ( 6 Bz@) : 6

~(BMBYY 0
B o  BPBY)’
i

y por otro lado

Py (BPHT) = Niipy (By”) = ZA <
k
(Zk )\k B(l)

lo cual prueba la condicién (2.4.6).
Veamos la segunda condicién. Se tiene por un lado

y por otro lado

Zn]zp¢' Ck: - anz 0
k

_ (Zk e
0

lo cual prueba la condicién (2.4.7).
Veamos la tercera condicion. Se tiene por un lado

e (B® 0 (e
p¢(bipcjp):<0 )\ §

(BZ.(DCJ(-I) 0 >
= @@ |
o B2

y por otro lado
0 0

pun) =0 = (o ¢).

lo cual prueba la primera igualdad de la condicién (2.4.8).
Veamos la segunda igualdad. Se tiene por un lado

e cH g B
pw(cjpbip):< 6 @) 6

J
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(VB o
o cPBP)

~ op 1.0 ~ 0 0

y por otro lado

lo cual prueba la segunda igualdad de la condicién (2.4.8). Por ultimo, veamos la cuarta y la
quinta condicién. Se tiene por un lado

pu(1p) = py (Z agby + Zﬁwz>
k=1 =1
n (1) m (1)
BY 0 c® o
= <2>> +> 6 ( <2>>
k=1 < 0 Bk =1 0 Cl

= Dkt akBlgl) +25 ﬁlcl(l) 9 0 2
0 ShyaxBY + 0 BC

y por otro lado

R _ (dwm,(m) 0

lo cual prueba las condiciones (2.4.9) y (2.4.10) O

La representacion q@lp: A — M+, (A) de la Proposicién 2.2.5 viene dada por

@) o Fngm(a)
Su(a) = : : para a € A, (2.4.11)
HwMa) - Anin(a)

Escribamos . .
3 Lo(a) Fl(a))
a) = :
wo= (e i
con I'§(a) € M,,(K), T(a) € Myxm(K), T(a) € Myxn(K) y T't(a) € My, (K).
Observacién 2.4.2. La ecuacion (2.4.3) muestra que I') = 0 si y solo si p(A® C) CC ® A.

Lema 2.4.3. La aplicacion ¢y: A — My, n(A) definida por (2.4.11), es una representacion si
y solo si las siguientes condiciones se satisfacen:

)y =1, Ti(1)=1,, IY1)=0 Ti1)=0 (2.4.12)

I'P(aa’) = Th(a)T9(a’) + I} (a)T)(a’) paraa,a’ € Ay0<p,q<1. (2.4.13)

Demostracion. La prueba de este lema es directa, solo se debe realizar el producto de matrices. [
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Lema 2.4.4. Sea ¢: A® D — D ® A una aplicacion K-lineal y sean ﬁ/g 1<i,j<m+n)las
aplicaciones determinadas por la igualdad (2.4.3). Sea ig: B — D ypp: D — B las inclusion
candnica y la proyeccidn candnica, respectivamente, y suponga que la aplicacion © := (pp @
A)opo (A®ip) es de torcimiento. Entonces ¥ es una aplicacion de torcimiento siy solo si se
satisfacen las siguientes condiciones

B(2 Z 2\ para 1 < 1,5 <n, (2.4.14)
1 _
c =, (2.4.15)
01(2)07(2) = ZnﬁC’ff) para 1 <i,j <m, (2.4.16)
k=1
BP P =cPBP =0 paral<i<nyl<j<m, (2.4.17)
S aB® + 35,0 =idu,, ), (2.4.18)
i=1 j=1
I(ad’) = Th(a)T9(d') + T} (a)Ti(a) para a,a’ € A y0<p<1, (2.4.19)
Ii(aa’) = Th(a)TH(a’) +Ti(a)l'§(a) para a,a’ € A, (2.4.20)
Ia)Ti(a’) =0 para a,a’ € A, (2.4.21)
Y
Ii(1) =1I,, T9(1)=0, TI4(1)=0. (2.4.22)

Demostracion. Debido al Corolario 2.2.2, Proposicién 2.2.5, Lema 2.4.1 y Lema 2.4.3, sabemos
que 9 es una aplicacién de torcimiento si y solo si las condiciones (2.4.6)-(2.4.10), (2.4.12) y
(2.4.13) son satisfechas completamente. Puesto que I'J(a) = do(a) y © es una aplicacién de
torcimiento, obtenemos

[o(ad’) =T3(a)lg(a’) y TH(1) = In.
Asi, las condiciones (2.4.12) y (2.4.13) son equivalentes a las condiciones (2.4.19)-(2.4.22). Més
, . 3 . .z . (1) _ 4 op }
aun, siempre que © es una aplicacién de torcimiento y B;”’ = pe(b;"), tenemos que

b _ Z)\;CZ kl) y ZalB( =ida, (B
k=1
Entonces, la condicién (2.4.6) es satisfecha para [ = 1, y la condicién (2.4.9) se convierte en en
o aol)
S
j=1

De esta manera, si ¢ es una aplicacién de torcimiento, entonces
- 0
le) = Zﬁjﬁw(cj Zﬁ] (0 0(2 )
=1

puesto que p, es una representacion, y entonces C’J(»l) = 0. Reciprocamente, si las condicio-
nes (2.4.14)-(2.4.22) son satisfechas completamente y © es una aplicacién de torcimiento, entonces
un célculo directo muestra que las condiciones (2.4.6)-(2.4.10), (2.4.12) y (2.4.13) son satisfechas,
lo cual prueba que 1 es una aplicacién de torcimiento. O
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Teorema 2.4.5. Sea ¢p: AQ D — D® A una aplicacion y 'ﬁ (1 <i,5 <m+n) las aplicaciones
determinadas por la ecuacion (2.4.3). Sean ip: B — D y pp: D — B la inclusion y proyeccion
candnicas, respectivamente, y supongamos que la aplicacion © = (pp @ A)op o (AR ip) es de
torcimiento. Entonces v es una aplicacion de torcimiento si y solo si las siguientes condiciones
se satisfacen

B BY = ZA paral <i,j<n, (2.4.23)
M _
iV =, (2.4.24)
e =3 ko para 1 <i,j < m, (2.4.25)
k=1
B¢ =cPB® =0 paral<i<nyl<j<m, (2.4.26)
S aiB? +3 5,0 =idy,, (m), (2.4.27)
i=1 j=1
r?=o, (2.4.28)
I'{(ad’) =T}(a)T}(a) para a,a’ € A, (2.4.29)
Ii(aa’) = T3(a)Th(a’) +T1(a)l§(a’) para a,a’ € A, (2.4.30)
y
(1) =1I,, T§(1)=0. (2.4.31)

Demostracion. <) Debido al Lema 2.4.4, esta implicacién es clara.

=) Nuevamente debido al Lema 2.4.4 es suficiente mostrar que I') = 0 o, equivalentemente, que
PY(A®C)C C®A. Mdédulo un cambio de base, podemos asumir que by = 15. En este caso, a

partir de Ci(l) obtenemos:

n
~j ~1
’ngrn = Z(Sjl’}/i-i-n Z Allf}/'b-ﬁ-n = )>31 =0
=1
parai € {1,...,n} y j€{l,...,m}, como queriamos. O

Observacion 2.4.6. Para cada elemento a en A, escribamos

Fi(a) ... Apla)
pp(a) = R

i(a) ... Ap(a)

Ifila) o Ann(a)
pola) == : . :

nfita) . AT (a)

Yy

At a) .o AR (a)
A(a) := : . :

’ﬁ”rm(a) e ATa)
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Si las hipdtesis de la Proposicion 2.4.5 son satisfechas, entonces

_(¥Bl@) 0
pyla) = (A(a) (pc(a)> para todo a € A. (2.4.32)

Ademds, puesto que py, es una representacion, las siguientes igualdades son satisfechas

para todo a,a’ € A.

Corolario 2.4.7. Supongamos que las hipotesis de la Proposicion 2.4.4 son satisfechas. Sea
ic: C— D ypc: D— C la inclusion y la proyeccion candnica, repectivamente. Si la aplicacion
T:=(pc®A) oo (ARic) es de torcimiento, entonces ¥ es una aplicacion de torcimiento si y
solosipy=067T

Demostracion. Usar la Proposicion 2.4.5 y Observacién 2.4.2 aplicados a By C. O

2.5 Cambio de base

La representacién introducida en la Seccién 2.2 depende de la eleccién de una base en B. En
esta seccién analizamos como las representaciones ¢, y p, se comportan bajo el cambio de base.

Sea A, By C algebras sobre un cuerpo K y sea f: B — C un morfismo de algebras. Asumamos
que By C son finito dimensionales y fijamos las bases B = {by,...,b,} y C ={c1,...,¢cn} de B
y C, respectivamente. Consideremos la matriz

Gola o Chola
Mg(f) = : : € Mysn(A),
Grela ..o (ela

donde los escalares Cij € K son determinadors por las igualdades
f(bj) = ZC; "G
i=1

Proposicion 2.5.1. Sean x: AQB — BRAyw: AQC — C® A aplicaciones de torcimiento.
La aplicacion
f@A: B, A—C®sA

es un morfismo de dlgebras si y solo si
pwla) ME(f) = M§(f) ¢x(a) para todo a € A, (2.5.33)

donde @ Y oy son las representaciones definidas en Corolario 2.2.9.
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Demostracion. Sean 'yg: A= A(1<ij<n)y ’yﬁ: A — A (1 <i,j7 <m) las aplicaciones
determinadas por la igualdad (2.3.2) aplicada a x y @, respectivamente. Un cdlculo directo usando
la Observacién (1.12) muestra que f ® A es un morfismo si y solo si

n m
Z ¢ vi(a) = Z ¢ -4 (a) para todo a € A. (2.5.34)
i=1 u=1
Pero esto ocurre si y solo si las condiciones (2.5.33) son satisfechas. O

Observacién 2.5.2. Sea
¢t-id .. ¢Leid

Mg(f) = € Myn(E).

Gqreid ... @ -id
Un cdlculo directo usando (2.5.33) muestra que bajo las hipdtesis de la Proposicion 2.5.1, tenemos
pe(F(0)F) ME(f) = ME(f) py(6°P),

para todo b € B.

Corolario 2.5.3. Sea B' := {b},...,b,} otra base para B y sean ¢ y p, las representaciones
asociadas a X de acuerdo a los Corolarios 2.2.2 y 2.2.9, pero usando la base B’ en lugar de B.
Sea M := ME (idp) y M := Mg (idg). Entonces

@la)=M @y (a) M~ and p (b%) = M p(b°") M, para todo a € A y b € B.
Demostracion. Se obtiene luego de realizar el producto de matrices empleando la ecuacién (2.5.33)

de la Proposicién 2.5.1 y la Observaciéon 2.5.2. O

2.6 Ejemplos

2.6.1 Duplicados no-conmutativos de conjuntos finitos

% con base B = {1, X }. Las matrices de estructura de 1y
X con respecto a (B, B) (ver Definicién 2.2.3) son las matrices

we-(09) v - (3 0).

Consideremos la aplicaciéon x: A ® B — B ® A. Si procedemos como en la Seccién 2.1
determinamos las aplicaciones v4: A — Ay 73: A — A tales que

Consideremos el algebra B =

x(a®X)=10(a)+ X ®75(a).

Debido al Corolario 2.2.2 y Proposicién 2.2.5 sabemos que la aplicacién x es un torcimiento si y
solo si las aplicaciones py : B® — M, (E) y ¢y : A — M,,(A) son representaciones matriciales.
Los productos tensoriales torcidos asociados A ®, B fueron estudiados en [8], donde son llamados
Non-Commutative Duplicates (En realidad, se estudian los productos tensoriales torcidos B ®, A,
donde se obtienen los mismos resultados, tomando las dlgebras opuestas).
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La aplicacién pp: B°? — Ms(E) es dada por la matrices

0= 4 0) v mo=(5 4)
Las igualdades pp(X) = pp(X?) = pp(X)? determinan las condiciones
(1) 1209 =7,
(2) o +7 0%+ 0% =13,
(3) (2 +3)* =2 +13,

que las aplicaciones 74,73 deben satisfacer para que pp sea una representacion.
Por otro lado, la aplicacién ¢, es dada por las matrices

by (a) = (8 EEZD para a € A.

Un célculo directo muestra que ¢, es una representacion siy solo las aplicaciones va y 3 satisfacen

(7) 75 (ab) = 73(a) 3 (D).

Es facil verificar que las condiciones (1) y (2) implican la condicién (3), mientras que las condiciones
(5) v (6) implican la condicién (4). Ademas, las condiciones establecidas son satisfechas si y
solo si f := 42 es un endomorfismo de A y § := 77 es una (id, f)-derivacién satisfaciendo
f=f>+00f+ fod (compare con [8, Definition 2.7]).

Finalmente, la representacion ¢, en el Corolario 2.2.9 viene dada por las matrices

o= (3 4e) weneca an=(39) 5 w03 1)

2.6.2 Estructuras de Factorizacién con un factor de dimensién 2

Dado un polinomio P(X) := X2 — aX + 8 € K[X] consideremos el &lgebra B = <f§([§%> con

la base B = {1, X'}. Las constantes de estructura de 1 y X con respecto a (B, B) son las matrices

xe= (3 ) v me= (g 9):

Considere la aplicacién x: A ® B — B ® A. Procedemos como antes y determinamos las
aplicaciones vi: A — Ay y2: A — A tales que

xX(a®X) =1®v(a) + X ®75(a).
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Como antes, x es una aplicacién de torcimiento si y solo si las aplicaciones p, : B°® — M,,(E)
¥y ¢y : A — M, (A) son representaciones matriciales. Los productos tensoriales torcidos asociados
A ®, B (respectivamente B ®, A) fueron estudiados en [14], donde fueron llamados quantum
duplicates. Las aplicaciones f y 0 consideradas en dicho articulo corresponden a las aplicaciones
'y% y 'y21, respectivamente.

La aplicacién pp: B°® — My (E) viene dada por las matrices

1 2 .
- _ (2 B R _(id 0
= (3 7)o =(5 )

[ V)
—

Las igualdades pp(X)? = pp(X?) = app(X) — Bpp(1) determinan las condiciones
(1) 1207 = B3 073 = ay; — Bid,
(2) 12093 +95 072 + a3 03 = a3,

que las aplicaciones 72,72 deben satisfacer para que pp sea una representacién
Por otro lado, la aplicacién ¢, es dada por las matrices

éx(@) = (8 EEZ;) para a € A.

Un célculo directo muesta que ¢,es una representacion si y solo si las aplicaciones vy e
satisfacen

(4) y3(ab) = ayy(b) +v3(a)y3 (b),
(5) 73 (ab) =3 (a)v3(b).

Ademds, las condiciones son satisfechas si y solo si f := v es un endomorfismo de A y § := 73 es
una (id, f)-derivacién satisfaciendo

P@)=pf* y fod+dof=al(f~-[f?),

(compare con [14, Lemma 1.1}).
Finalmente la representacién ¢, en el Corolario 2.2.9 es dada por las matrices

w@=(g B) wnaca w0=(0 F) v ew=(; 1)

2.6.3 Aplicaciones de torcimiento con K"

Sean B := K™ y By = {e1,...,e,} la base canénica de B. Las matrices de estructura de
€1,...,e, con respecto a (B, B) son las matrices ejy, ..., €,,, donde e;; es la matriz con 1 en la
i-esima entrada de la diagonal principal y 0 en las otras entradas. Dado un producto tensorial
torcido x: B® A — A ® B tenemos aplicaciones 7/ : A — A (1 < i,j < n) definidas por la
ecuacion

Xa®e) = er @7 (a).
Jj=1
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Como antes, x es una aplicacién de torcimiento si y solo si las aplicaciones p, : B°® — M,,(E)
v (ﬁX: A — M,,(A) son representaciones matriciales. Los productos tensoriales torcidos A ®, B
fueron estudiados en [12]. Las aplicaciones E;; consideradas en dicho articulo corresponde a las
aplicaciones 7.

La aplicacion pp: B°? — M,,(F) estd dada por las matrices

0 ... 0
0 5 ... 0
pr(e:) = S :
0 0 .. A

Las igualdades

pplei)’ = pple), pplei)pple;) =0 y ppler) +---+ pplen) =id

determinan las condiciones
(1) A7 075 = di57) (1 <4d,4,p <n),

(2) Y717 =ida parai=1,...,n,
que las aplicaciones ﬁfj deben satisfacer para que la aplicaciéon pp sea una representacion.
Por otro lado, la aplicacion (Z)X viene dada por las matrices
Fila) ... Anla)
Oy (a) = para a € A.
Tnla) ... Fi(a)
Un célculo directo muestra que ng es una representacion si y solo si las aplicaciones '?; satisfacen
(3) Ajlab) = >0 A (a)¥} (b) para i, j =1,...,n,
(4) 75(1a) = dijla parai,j=1,...,n.

Las condiciones (1)—(4) corresponden a las condiciones (6)—(9) en [12].

Cuando n = 2, tenemos el isomorfismo %
proposicién 2.5.1 un calculo directo muestra que las aplicaciones f y 0 en el primer ejemplo

satisfacen

~ K? el cual envia X a es. Usando la

~2 <1 <1
=% =% vy 6="%.
La matriz de representacién g{)x puede ser usada para definir un par (Q,, R,) donde @, es un
quiver y R, es una representaciéon del quiver )y, como sigue

Definicién 2.6.1. El quiver @y es definido como sigue: El conjunto de vértices de I'y es
{v1,...,vn}. Los vértices v; y v; son unidos por una flecha con inicio en v; si y solo si v #0

Definicién 2.6.2. Sea Q, el quiver asociado a gZ)X. La representacion R, de Q es definida
por la familia de espacios vectoriales {Vi}z’ng y la familia de aplicaciones K -lineales {foé}aEQi,
donde

Vi= A, fa=7:V; = Vi, j=s(a),i=ta).
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Observacién 2.6.3. La aplicacion x es una aplicacion de torcimiento si y solo si el par (Qy, Ry)
es admissible de orden n ( ver [12, Definicién 1.7])

(1) Las condiciones (1)—(2) corresponden a splitted condition ( ver [12, Proposicién 1.6])
(2) La condicion (3) corresponde a unital condition ( ver [12, Proposicién 1.6])

(3) La condicion (4) corresponde a factorizable condition ( ver [12, Proposicién 1.6])

2.6.4 Extensiones de aplicaciones de torcimiento con K™ a aplicaciones
de torcimiento con K"

Consideremos una aplicacién de torcimiento x: A ® K™ — K" ® A definida por x(a®¢;) =
Yoisy € ®75(a) y supongamos que existen m < n tal que la aplicacién ©: A® K™ — K™ ® A
definida por ©(a ® e;) = >, e; ® 74(a) for j € {1,...,m} es una aplicacién de torcimiento.
Escribamos

ﬁ} 0 0
0 A ... 0
0_7(1):[)3(6]): : J - : ) para je{m+17vn}
0 0 ... 5y
Entonces, via la Proposicién 2.4.4, tenemos Cj(l) =0paraje{m+1,...,n}. Asi, ’yji. = 0 para
ie{l,...,m}yje{m+1,...,n}. Ademss, la representacién ¢, resulta ser
) de(a) 0
oy (a) = ( N para todo a € A, 2.6.35
A=A drrnla) (26.35)
donde
W a) - Amtia) Fmii(@) o At a)
Afa) = : : Y $rn-m(a) = : : :
) ... Ap(a) Ymia(a) ... An(a)
para a € A.

En particular, Los productos tensoriales torcidos que se obtienen de un quiver de rango 1 con un
ciclo de longitud 2 y son estudiados en [12, teorema 4.6], son extensiones de un producto tensorial
torcido generado por la aplicacién de torcimiento ©: A ® K? — K? ® A.

Por otro lado, cuando la aplicacién T: A ®@ K" — K" ™ ® A definida por T(a ® e;) =

Z?:mﬂ e ® 7y]i- (a) para j € {m+1,...,n} es una aplicacién de torcimiento, escribamos
At ~"?+2 .. 0
B](-2):/33(ej): 0 ,Yj: O , para je{l,...,m}.
00 .o
Entonces, via el Corolario 2.4.7, resulta que B](-Q) = 0 para j € {1,...,m}. Asi, ﬁ; = 0 para
ie{m+1,...,n}yje{l,...,m}. Ademas, la representacion ¢, resulta ser
oy (a) = (80@0(6‘) @TO(a)> para todo a € A, (2.6.36)
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Los productos tensoriales torcidos en el caso m = 2 y para los cuales T proviene de un quiver
de rango 1 sin ciclos de longitud 2 fueron estudiados en [12, teorema 4.6], y corresponden a
extensiones de productos tensoriales torcidos generados por alguna aplicacién de torcimiento
0: A® K? — K? ® A. Por ejemplo, las aplicaciones de torcimiento para las cuales oy = id
fueron estudiadas en [12, Corollary 4.3].

Ahora, construiremos extensiones de K? a K3. Considere una aplicacién de torcimiento
x: K2 ® K? — K32 ® K? definida por

X(a®e;) = e1 @7;(a) +e2 @77 (a) +es ®F;(a) j € {1,2,3}
y supongamos que la aplicacién ©: K3 @ K2 — K? @ K? definida por
Oa®ej) =e; ®1}(a) + e ®%2(a) je{1,2}

es una aplicacion de torcimiento. Entonces, via la Proposicién 2.4.5, nosotros sabemos que

N )
Y3 =73 = 0.

Por otro lado, las aplicaciones de torcimiento K3 @ K? — K? @ K3 fueron clasificadas en
[12, teorema 4.2]. Asi, una vez elegido © existen aj,as,a3 € K y una aplicacién u: {1,...,3} —

{1,...,3} tales que Z?:l 'Ny;» =idy parai=1,2,

3

Fa) = Y100 = ap) f5 (@) + apfiy) (@)1 f, (2.6.37)
3
= lapfy (@) = apfig (@)l fs (2.6.38)
p=1
y

3

= lapfy (@) + (1= ) fi (@), (2.6.39)
3
=001~ @) £ (@) — (1= ap) fi (@) (2.6.40)
p=1

donde {f1, fa, f3} es la base candnica de K™ y {f7, f5, f3} es la base dual.

Con el fin de obtener una aplicacién de torcimiento x : K3 ® K? — K3 ® K? consideremos
O en un caso particular, supongamos que a; = a2 = 0,a3 =1y u(l) =2,u(3) = Lu(2) =2,y
definamos

Fi(a) = (f3(a) = fi(a) fo. (2.6.41)
F3(a) = (f3(a) = fi(a) f5, (2.6.42)
3
= @l (2.6.43)
p=1

Asi, obtenenmos una aplicacién de torcimiento y de rango reducido 2.
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2.6.5 Extensiones polinomiales no conmutativas truncadas

Sea B := (Y[; con la base B = {1,7Y, Y 7Y"’l}. Las matrices de estructura de 1 e Y con
respecto a (B, B) son las matrices

0 0 0 0 1 00 0
10 ... 00 0 1 0
[Y]g = 01 ... 00 vy [l = 0 0 1 0
00 ... 10 00 0 ... 1

Dada una aplicacién y: B® A — A® B tenemos aplicaciones unicas 7] A— A(0<i,j<
n — 1) tales que

a®Y?) = ZYJ ® 7! (a

Sabemos que x es una aplicacién de torcimiento si y solo si py : B® — M, (E) y gﬁX: A—
M,,(A) son representaciones matriciales. Los productos tensoriales torcidos asociados A ®, B
fueron estudiados en [10]. Las aplicaciones 'yf 1 A°? — A°P consideradas en dicho articulo se
encuentran relacionadas a las aplicaciones &;: A — A via las ecuaciones 'yf (a°P) = 'Ny;:(a) para
0<i,7<nytodoac A

La aplicacién pg: B°? — M,,(F) viene dada por las matrices

30 0 ... 0

@i 7‘13 po .0

ppY =% % % - 0
A T LA

Las ecuaciones
p(Y") = pp(Y" " )pp(Y'), pp(Y")=0 y pp(l)=id
determinan las condiciones
(1) 3 = dosid,
(2) 41 = {:Oﬁ:fofyﬁ paraj<mn,l<r<ny0<i<r,
(3) fofynzo%—Oparaj<ny0<i<n,

que las aplicaciones ’yfj deben satisfacer para que pp sea una representacion.

Por otro lado, la aplicacién qASX viene dada por las matrices

Jo(@) - Apoala)
Oy (a) = : : for a € A.
S O R e 10

Un cdlculo directo muestra que ¢, es una representacion si y solo si las aplicaciones ; satisfacen
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(4) 7j(ab) = 3251 3,(a)77 (b) para i, j=0,....n—1,
(5) 'Ny;»(lA) =0;51a parai,j =0,...,n— 1.

Las condiciones (1)—(5) corresponden a las condiciones (2)(a)—(d) en [10, Proposition 1.2] y la
asuncion y; = 0 para r > n hecha en dicho articulo.
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Capitulo 3

Clasificaciéon de productos tensoriales
torcidos de K" con K™

En este ultimo capitulo de la tesis estudiamos los productos tensoriales torcidos de dos algebras
conmutativas, con lo cual ya no tendremos que trabajar con el algebra opuesta de alguna de
ellas como ocurri6 en los dos primeros capitulos. Especificamente, trabajaremos con las algebras
conmutativas K™y K™. En la primera seccién detallamos en este caso particular como se expresan
las matrices que corresponden a las aplicaciones fy; del Corolario 2.3.1. Para esto elegimos la
representacién candnica de la Seccién 2.2, cuando el segundo factor es un dlgebra de dimensién
finita. En la segunda seccién detallamos los isomorfismos que fueron presentados en la Seccién 2.5
del Capitulo 2 cuando las algebras involucradas corresponden a K™ y K™, respectivamente.
En la tercera seccién aprovechamos que la aplicacién 7;(e;) = 4] de la Subseccién 2.6.3 es
una representacién de K™ en el algebra de matrices M, (K) para establecer una representacién
matricial del producto tensorial torcido K™ ®, K™ en el dlgebra de matrices M, (K). A partir de la
seccién cuatro comenzamos el trabajo de clasificacién de los productos tensoriales torcidos de K™
con K™. Comenzamos estableciendo el resultado de clasificacién en [8] empleando las herramientas
presentadas hasta la seccién tres. Desde la seccién cinco desarrollamos herramientas que nos
permiten caracterizar en términos de quivers las familias estandar y casi-estdndar (Definicién
3.45 y 3.69) de productos tensoriales torcidos de K™ con K™, lo cual nos permite obtener una
generalizacién del resultado obtenido por Cibils en [8, Teorema 4.2]. Ademds, si consideremos la
familia de productos tensoriales torcidos estandar de rango reducido 1 presentamos en nuestro
lenguaje una versién diferente de la clasificacién obtenida en [12].

A continuacién introducimos algunas de las notaciones que utilizaremos a lo largo de este
capitulo.

- K* =K\ {0}.
- Para cada numero natural ¢, denotaremos IN/ := {1,...,i}.

- Denotaremos por E% € M, (K) a las matrices con el valor 1 en la entrada 4,5 y 0 en las
otras entradas. De esta manera, {E" : 1 <4,j < n} es la base candnica de M, (K).

- Por simplicidad escribiremos 1 = 1,, = T gn = (1,...,1)7.

- El simbolo 7,,, sera usado para denotar a la aplicacién flip K™ @ K™ — K™ @ K™.
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3.1 Productos tensoriales torcidos de K" con K™

Sea y: K™ @ K™ — K™ ® K™ una aplicacién lineal y sean {e1,...,ent y {f1,..., fn} las

bases candnicas de K™ y K™, respectivamente. Entonces existen escalares /\ff, tales que
x(e: ® f;) ZZAffka@el para todo e; y f;. (3.1.1)
k1

Dada una aplicacién x, para todo i, € N}, y j,k € IN*, denotemos por A(i,l) € M,(K) y
B(j, k) € M,,(K) las matrices definidas por
A(i, )y = N = B, k). (3.1.2)

)

Si es necesario especificar estas aplicaciones, escribiremos A, (i,1) y By(j,k). Méas atin, A =
Ay denotard la familia de matrices (A(4,1))iens, v B = By denotard la familia de matrices

(B(J, k) keny-

Observacién 3.1.1. Las matrices B(j, k) corresponden a la representacion matricial, con respecto
a la base candnica, de las aplicaciones 7;, que fueron introducidas en la Subseccion 2.5.3.

Notacién 3.1.2. Para cada i,l € N escribiremos J;(1) == {j € N} : A(i,1);; = 1}. Si no existe
peligro de confusidn (como por ejemplo, cuando trabajemos con las matrices A(1,1),..., A(m,1)
de una columna fija de A), escribiremos J; en lugar de J;(1). Similarmente, para cada i,l € N},
denotemos J, (k) = {i € N, : By (u,k)i; = 1}, y escribamos J, en lugar de J,(k) cuando no
exista peligro de confusion.

Observacion 3.1.3. Sea X = Tyun © X © Tnm- Un cdlculo directo muestra que
A (i, Drg = By (1, Drj y  Bg( k)= A, k)

para cada aplicacion x: K™ Q@ K™ — K" ® K™. Mds aun x es una aplicacion de torcimiento si
y solo si x lo es, (ver Proposicion 1.8.8 ). En este caso, la aplicacion

0: K" 9, K™ — K™ @5 K",

definida por 0(f; @ e;) == e; ®@ fj, es un isomorfismo de dlgebras. Diremos que las aplicaciones x
y x son duales una de la otra.

Proposicion 3.1.4. La aplicacion x es una aplicacion de torcimiento si y solo si se satisfacen
las siguientes condiciones:

(1) ;00 A3, 1) = A(i, 1) A7, 1) para todo i, i yl,
(2) 8,5 B k) = BG,k)B(',k) para todo j, ' y k,
(3) A(i,1)1 = 6,1 para todo i yl,
(4) B(j, k)1 = 0,11 para todo j y k.
Demostracion. Un célculo directo muestra que

xo (prgm @ K™) = (K" ® pgm)o(x @ K™)o (K™ ® X)
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si y solo si
n

52‘1'/)\?} = Z ML xul para todo .1, 7, k, I,

Mg
u=1

que es equivalente a la condicién (1), y que
o (K™ @ pgn) = (pxn @ K™) o (K" ®@x)o (x ® K")

si y solo si
m

5jj’>\i-€; = Z )\?J”)\le, para todo 1, 5,7, k, [,

u=1

que es equivalente a la condicién (2). Finalmente es directo verificar que
O(Km®77Kn):’r]Kn ®Km y XO(?]Km ®Kn):Kn®’l7Km
si y solo si las condiciones (3) y (4) son verificadas. O

Observacién 3.1.5. La condicion (1) establece que para cadal € N, | las matrices A(1,1),. .., A(m,1)
conforman una familia de ortogonales idempotentes, y la condicion (2) establece que para cada

k € IN!, las matrices B(1,k),...,B(n,k) conforman también una familia de matrices ortogonales
idempotentes. La condicion (1) implica que la condicion (8) se verifica si y solo si Lgn pertenece

a la imagen de A(i,i) para todo i. Similarmente, si la condicidn (2) es satisfecha, entonces la
condicion (4) se verifica si y solo si 1gm € Im B(j,j) para todo j.

Proposiciéon 3.1.6. Para una aplicacion x: K™ @ K" — K" @ K™ wvalen las siguientes
equivalencias:

(1) 22520 B k)i = 05k iy solo si 3250, A(i, Dk = 0jik-

(2) 227y A, Drj = du siy solo si Y5 B(j, k)i = da.

(3) 05 B(j, k) = B(j, k) B(j', k) <= 322y A(i, By A(h, Dy = 855 A(i, 1) para todo i y .
(4) 6 A(i 1) = A(i, A1) <= >4 _, B(j, h)iir B(h, k)i = 8 B(j, k)i para todo j y k.

Demostracion. Los items (1) y (3) se obtienen inmediatamente a partir de la igualdad (3.1.2),

S BG.ku =Y Allik vy Y B(, kB’ = A, By Ah, D
i=1 i=1 h=1 h=1
La prueba de los items (2) y (4) es similar. O

Corolario 3.1.7. La aplicacion x es una aplicacion de torcimiento si y solo si las siguientes
condiciones son satisfechas:

(1) 6:r A(i, 1) = A(i, 1) A(¢/, 1) para todo i, i yl,
(2) A(i, )1 = 6,1 para todo i y 1,

(3) S0, A(i, 1) = id para todo I,
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(4) Yoy A, h) i A(h, Dkjr = 655:A(i,Dk; para todo i, j, j', k y L.

Demostracion. Las condiciones (1) y (2) son las condiciones (1) y (3) de la Proposicién 3.1.4, y,
debido a los items (1) y (3) de la Proposicién 3.1.6, las condiciones (2) y (4) son equivalentes a
las condiciones (4) y (2) de la Proposicién 3.1.4, respectivamente. O

Observaciéon 3.1.8. La observacion 3.1.3 y el hecho de que x es una aplicacion de torcimiento
si y solo si X también lo es, muestra que existe un corolario similar con las matrices B(j,k) en
lugar de las matrices A(i,1).

Observacion 3.1.9. La condicion (4) del Corolario 3.1.7 implica que el vector (A(i, 1), ..., A(i,m);)
es ortogonal al vector (A(Ll)kj/, .. .,A(m,l)kj/) para cada i, j, j’, k yl con j# 7.

Observacién 3.1.10. Sean Xi,..., Xy € M, (K) tales que 2521 X; =id,. Un cdlculo directo

muestra que si 25:1 rk(X;) < n, entonces los X; son idempotentes ortogonales, lo cual significa
que X;X; = 8;;X; para todo i, j.

Observacién 3.1.11. Sean X,..., Xy € M, (K) matrices idempotentes tales que Zle X; =id,.
Entonces los X; son matrices idempotentes ortogonales. En efecto, debido a que rk(X;) = Tr(X;)

y Z;Tr(Xi) =Tr (ZX> = Tr(id) = n,

la observacion 8.1.10 implica el resultado.

Proposicion 3.1.12. Una aplicacion x: K™ @ K™ — K" ® K™ es una aplicacion de torcimiento
sty solo si las siguientes condiciones son satisfechas:

(1) A(i,1) es idempotente para todo i y 1,
(2) Yt A(i,1) = id para todo 1,
(3) A(4,0)1 = 641 para todo i y todo I,
(4) Sor A(i, h)gj A(h, Dk = A(i, ) para todo i, j, k y 1.
Demostracion. A partir de la Observacién 3.1.11, Proposicién 3.1.6 y Corolario 3.1.7. O

Definicién 3.1.13. Las matrices 'y, € M,,(K), de A-rangos, y fx € M, (K), de B-rangos, estdn
definidas por

M1 e Mim Y1 - Mn

De=| 0 o i | w De=| 0 1]

TYmi1 o Ymm ;?nl T :Ynn
donde v =1k(A(%,1)) y Y1 =rk(B(j,k)).
Corolario 3.1.14. Si x es una aplicacion de torcimiento, entonces las matrices de rangos tiene
las siguientes propiedades:

(1) 6 <vu <n para todo i y l.

(2) Zlil Yiit = n para todo .
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(3) 6jr < Ajr < m para todo j y k.

(4) Z?;l ik = m para todo k.

Demostracion. Los items (1) y (2) se obtienen a partir de los items (1) y (3) del Corolario 3.1.7
y los items (3) y (4) de las correspondientes propiedades de las matrices B(j, k). O

Observacién 3.1.15. Sea r < m y n numeros naturales. A partir de la Proposicion 1.3.] se
obtiene que una aplicacion de torcimiento

Y (K" x K™ ") @ K" — K" @ (K" x K™™")
es una extension de una aplicacion de torcimiento X de K" con K™, si y solo si v, = 0 para todo
i>ryl <r. Mds ain, en este caso Ay = (Ax(i,l))Ki e

3.1.1 Isomorfismo de aplicaciones de torcimiento

Proposicién 3.1.16. Dos aplicaciones de torcimiento x,x : K™ @ K" — K" @ K™ son
isomorfas si y solo si existen o € Sy, y ¢ € Sy, tales que

AX’ (’i, l)kj = AX(U(i)v J(l))C(k’)C(j)

0, equivalentemente,
BX’(jv k)ll = BX(C(j)v §(k))0(l)a(1)

Demostracion. Por definicién y y ¥’ son isomorfas si y solo si existe un homomorfismo de 4lgebras
g: K™ = Kmyh: K" — K" talque Y’ = (h"1®@g~1)oxo(g®@h). Debido a que los automorfismos
de K™ y K™ vienen dados por permutaciones de sus entradas, existen ¢ € S, y o € S,,, tales que
g(ei) = eq@iy v h(fj) = fe(;) para todo i € IN}, v j € N, Entonces

X'(ei® f;) = (W1 @ g7 )x(eoqs) ® foh)
N B -1 g o
- ;)‘Zu)«j) (b @ g™ (Fotr) ® €0t)

— s(k)e(l)
=D At fk e
k.l
Asi, el resultado se obtiene inmediatamente de (3.1.1) y (3.1.2). O

3.1.2 Representaciones en algebras de matrices

En esta seccién x: K™ ®@ K" — K™ ® K™ denotard una aplicacién de torcimiento y )\f},
A(i,1) y B(j,k) serdn como al inicio de la Seccién 3.1.

Proposicion 3.1.17. Para cada 1 < u < m las formulas
pulf; ®1) = EY oy pu(l® e;) = A(i,u)

definen una representacion p,: K" @, K™ — M, (K). Similarmente, para cada 1 < v <n las
formulas B
po(l®e) =E" y pu(f;®1):=DB(jv)

definen una representacion p,: K™ @y K™ — M, (K).
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Demostracion. Claramente la restricciéon de p, a K™ ® K - 1 es un morfismo de algebras. Méas
atin, las condiciones (1) y (3) del Corolario 3.1.7, implican que la restriccién de p, a K -1 @ K™
es un morfismo de algebras. Consecuentemente, ya que

(1®e)(f;®1) ZA fe®er = ZA (fr @)1 ®e),

para probar que p,, define una representacion, es suficiente observar que, a partir de (3.1.2) y la
condicién (4) del Corolario 3.1.7, se tiene

S OATEMAQ ) = A AQ ) B

k.l ks

=" A Dk AL u)gs B

k,l,s

= Z A(Z, u)kjEkj
k
=A(i,u)E7.

La prueba para p, es similar. O

Observacion 3.1.18. Es posible dar una descripcion completa de la imagen de p, y p,. Para
esto, observamos que si A(i,u)r; # 0 para algin i, j y k, entonces E*i € Tm(py). En efecto,

EY A, u)ry = BMA>Lw) B = pu((fe ® (1 ® e))(f; ® 1))

Por lo tanto,

i (frwl)(I®e)(f;®1)
Y = pu ( A(i, u)k; > '

Entonces, la imagen de p, es el dlgebra de matrices de incidencia del pre orden sobre {1,...,n}
dado por k < j si y solo si k = j o existe i tal que A(i,u)r; # 0. Por consiguiente, p, es
sobreyectiva si y solo si para todo k # j existe i con A(i,u)r; # 0. Similarmente, la imagen de p,
es el dlgebra de matrices de incidencia del pre orden sobre {1,...,m} dado por ! <i siy solo si
Il =1 o existe j tal que B(j,v);; # 0.

Observacién 3.1.19. Sea zj; = f; ® e;. Un cdlculo directo muesta que en K™ @, K™

Tkiljl = )\ffmkl = A(i, Djze = B(J, k)i

De hecho, se puede mostrar que todo ideal bilatero del dlgebra K™ ®, K™ es generado por estos
monomios. En efecto, sea I un ideal bilatero y sea ZT < OrsTrs € 1. Entonces

(fi®1) <Zam$rs> ®e;) = Zars(fj QL) (fr @) (1®es)(l®e;) = ajizyi,

de esta manera, si oj; # 0, entonces xj; € I. Esto muestra que el ideal I es linealmente generado
por un conjunto de elementos x ;.

49



3.2 Aplicaciones de torcimiento de K™ con K?

En esta seccién emplearemos los resultados obtenidos hasta ahora para establecer que los
métodos desarrollados hasta el momento trabajan correctamente, reproduciendo el elegante
resultado obtenido por Cibils en [8], quien clasifica completamente las aplicaciones de torcimiento
de K™ con K2, estableciendo una correspondencia con quivers coloreados Q ¢. Para esto primero
demuestra que las aplicaciones de torcimiento de K™ con K? corresponden a los llamados
2-entrelazados luego prueba el siguiente resultado

Teorema 3.2.1 ([8], Theorem 3.15). Sea A = KZ el dlgebra del conjunto finito E. El conjunto
Y4 de 2-entrelazados de A esta en biyeccion con los quivers univaluados sobre el conjunto E
provisto con una coloracion.

Nosotros probaremos directamente usando nuestros métodos la biyeccién entre las aplicaciones
de torcimientos de K™ con K? y los quivers coloreados Q.
El primer paso para obtener estos resultados es describir el quiver @)¢. Consideremos una
aplicacién
K[X] K[X]
—
(X(1-X)) (X(1-X))

x: C® ® C,

donde C := K™. En [8, Seccién 3] se prueba que x es una aplicacién de torcimiento si y solo
si existe un morfismo de élgebras f: C' — C y una derivacién idempotente 6: C' — fC' (donde
C es C dotado con la estructura de C-bimodulo dada por c- ¢ - ¢’ == f(c)c'c”), satisfaciendo
f=f>+0f+ f6, tal que

X(ei ® X)=X® fle;) +1®@6(ei) = X @ (f +6)(e;) + (1 — X) ®0(e;),
donde (ei)ielen es la base candnica de C. Con nuestras notaciones, se escribe
x(ei ® f1) = Z(A}fﬁ Qe +ANifaRe) = Z(A(l} Dinfi®e +A@Dafr®e),
l l

donde f; es la clase de X en k[X]/(X(1 — X)) y f2 es la clase de 1 — X en k[X]/(X (1 — X)).
Por lo tanto,

flei) = Z(A(i,l)n —A(i,D)a1)er y O(e;) = ZA(i,l)glel. (3.2.3)
]

l

El quiver Qs en [8] se construye de la siguiente manera. Debido a que f es un morfismo de
algebras, existe una unica aplicacién de conjuntos ¢: Ny, — IN* . tal que

fley="Y_ e (3.2.4)
{isp()=1}

Por definicién, el quiver Q¢ de f tiene como conjunto de vertices INY, y una flecha de ¢ hacia
©(7) para cada ¢ € INY,. Como demuestra la Proposicién 3.2.3, podemos obtener este quiver
directamente a partir de la matriz de A-rangos.

Observacién 3.2.2. Sea A € My(K) tal que A> = A, A1l = 1 y 1k(A) = 1, entonces existe
a € K tal que
a 1—a
A= ( a l—a ) ’
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Proposicion 3.2.3. Sea x una aplicacion de torcimiento y sea [ como en 3.2.4. La matriz de
adyacencia del quiver Q¢ es M(x) == (I'y —id)”, donde 'y es como en la Definicion 3.1.13.

Demostracion. Sea | € IN* . A partir del Corolario 3.1.14 se tiene que rk(A(l,1)) =2y A(i,1) =0
paratodoi # [, ork(A(l,1)) = 1 y existe un dnico i # [ tal que rk(A(4,1) = 1y A(j,1) = 0 para todo
j ¢ {i,1}. De esta manera, si rk(A(l,1)) = 2 entonces A(l,1) = id, y ademés A(l,1)11 —A(l,1)21 = 1.
Por otro lado si rk(A(l,1)) = 1, entonces debido a la Proposicién 3.1.4 y a la Observaciéon 3.2.2
existe a; € K tal que A(1,1) = (& 12%), y por lo tanto A(l,1)11 — A(l,1)21 = 0. Més atin, debido a

a; 1—ay

que A(4,1) + A(l,1) = id, se tiene A(i,1) = ('=* “'), y de esta manera A(4,1)11 — A(i, )21 = 1.

Finalmente, si rk(A(j,{)) = 0, entonces A(},é)u - A(j,1)21 = 0. Asi, a partir de la primera
igualdad de (3.2.3) y la igualdad (3.2.4),

M(x)i = {1 stpli) =1,

0 en otro caso,

lo cual concluye la prueba. O
Corolario 3.2.4. Un vértice i de Qg es un loop vertex si y solo si rk(A(i,i)) = 2.

Durante el resto de esta seccién, para cada i € INY, denotemos por a; a la entrada A(i,i)1;.
Deseamos determinar todas las posibles matrices A(4,1) que pueden aparecer en una aplicacion
de torcimiento de K™ con K?:

(1) Sirk(A(l,1)) =2, entonces A(l,l) =id y A(i,1) = 0 para todo i # [.

(2) Sirk(A(l,1)) =1, entonces existe i # [ tal que

a; 1-— ay —ay

AQL1) = (‘” L= ‘”) A = (1 o 1) v A(h,1) =0 para h ¢ {i,1}.
1
Ahora tenemos muchas posibilidades:

- Sirk(A(i,4)) = 2, entonces A(l,i) =0, y de esta manera, debido a (3.1.2) y al {tem (2)
de la Proposicién 3.1.4, se tiene

a—aj = B(1, 1)y — (B(1,1)%); = 0, (3.2.5)

lo cual implica que a; € {0,1}.

- Sirk(A(i,i)) = 1, entonces se tiene A(i,i) = (& %:Z ), v, nuevamente debido a (3.1.2)
y al item (2) de la Proposicién 3.1.4, se tiene

(1—a)(1—a; —a) = B(1,1); — (B(1,1)?);;, =0 (3.2.6)

ar(a; +a; — 1) = B(2,2); — (B(2,2)*); = 0. (3.2.7)

De esta manera a; +a; = 1. Si A(l,7) # 0, entonces no podemos obtener condiciones
adicionales sobre a;, mientras que si A(l,7) = 0, entonces, debido a (3.2.5), tenemos
a; € {0,1}, y por ende existen inicamente dos casos: aj =0y a; =lora =1y
a; = 0.
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A continuacién recordamos la definicién de coloracién sobre Q¢ en [8, Definition 3.12], pero
tomamos la coloracién opuesta.

Definicién 3.2.5. Una coloracion de Qy es un elemento c = ). c;e; € C tal que:

(1) Para una componente reducida del quiver ida y vuelta con vértices i y j los coeficientes c¢; y
c; satisfacen ¢; +c; = 1.

(2) Para otras componentes conexas:

(a) En el caso en que i no es un loop vertezx ¢; € {0, 1}.

(b) Para cada flecha que no tiene un loop vertex como codominio, un valor extremo es 0 y
el otro es 1.

(¢) En un loop vertex i tenemos ¢; = 0.

Dada una aplicacién de torcimiento y: K™ ® K? — K? ® K™ consideremos las ma-
trices A(¢,1) == A,(i,l). Debido a la Proposicién 3.2.3 y la Definicién 3.2.5, el elemento
¢ = (c1,...,¢m) € C dado por ¢ = A(l,1)21 es una coloracién. Reciprocamente, dada una
coloracién ¢ = (ci,...,¢n) € C sobre un quiver univaluado Q¢ cuyo conjunto de vértices es
IN* , es posible construir matrices A(i,1) € Ma(K) de la siguiente manera: si l es un loop vertex,
entonces A(l,1) :=1id y A(¢,1) := 0 para ¢ # [. En cualquier otro caso

- Escribimos A(l,1) == (‘” 1~ ), donde a; = ¢,

ap 170‘1

1—a; alfl)
)

- Para el codominio ¢(l) de una flecha que inicia en I, escribimos A(t(1),1) == ("2 “~

- para todo i ¢ {t(),l}, escribimos A(h,l) := 0.

Para verificar que estas matrices definen una aplicacién de torcimiento, debemos verificar las
condiciones de la Proposicién 3.1.4, donde las matrices B(j, k) son definidas via la ecuacién (3.1.2).
Las condiciones (1) y (3) son satisfechas por construccién. La condicién (2) es equivalente a la
siguiente

ZA(i,l)kj =0k para todo I, j y k,

la cual es satisfecha, pues

o JAG DR = b5k, si tk(A(1,1)) = 2
;A(Z’l)kj - {A(l,l)kﬁA(t(l),l)kj =0k, sitk(A(l,1) = 1.

Finalmente verificamos la condicién (4), la cual es equivalente a la siguiente expresién

8jj0 Al Dy = > A, u)j A(u,l)i;  paratodod, j , j, ky L. (3.2.8)

Cuando t(l) = I, se tiene que A(u,l) = 0, id para todo u, lo cual implica que se satisface la
igualdad (3.2.8). Supongamos que t(I) # [. Consideremos los siguientes tres casos: ¢ = [, i = t(I) y
i ¢ {l,t(1)}. Sii=1, entonces la igualdad (3.2.8) se puede escribir de la siguiente manera

8550 AL Dy = AL Drjr AL Dy + AL E(D))rjr A(E(D),D)g; - para todo 7, j' y k;
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si i = t(l), entonces la igualdad (3.2.8) se puede escribir de la siguiente manera
055 A1), Dy = AD), Digr AL Dy + AR, 1(D)wj A1), D para todo j, 7y k;
y finalmente, si ¢ ¢ {l,%(I)}, entonces la igualdad (3.2.8) se puede escribir de la siguiente manera

0= A3, t(1)rj A1), 1)k para todo j, j' y k.

Todas estas condiciones son facilmente verificadas si usamos el hecho que (¢1,...,¢,) es una
coloracion,
[ l—al o 1—(1[ al—l
A(l7l) - (al 1 _ al) 9 A(t<l)7l) - < —ay aj ) )
y que

- sit(t(l)) = t(1), entonces A(t(1),t(l)) = id;
- st t(t(l)) # t(1), entonces A(t(1),t(1)) = (%:Zﬁ a);

- si t(t(l)) =1, entonces A(l,t(1)) = (,*; ~% ) y A(u,t(l)) = 0 para todo u ¢ {I,t()};

a;—1 1—ay

- si t(t(1)) # 1, entonces a; € {0,1}, A(t(t(1)), t(1)) = (o1 Z% ) v A(u,t(l)) = 0 para todo
w & {t(1), ¢(¢(1))}-

3.3 Resultados Miscelaneos

A lo largo de esta seccién x: K™ @ K" — K" @ K™ denotara una aplicacién y )\fjl, A(i, 1)

y B(j, k) serdan como al inicio de la seccién 3.1. También asumiremos que las matrices A(i,1) y
B(j, k) son idempotentes para todo i,1 € IN}, v j, k € IN}. Los siguientes resultados serdn usados
en nuestra bisqueda de la clasificacién de los productos tensoriales torcidos K™ @, K™.

3.3.1 Propiedades generales

Observacién 3.3.1. Debido a que las matrices A(i,l) son idempotentes, se tiene rk(A(i,1)) =
Tr(A(i,1)). Por lo tanto,

ZAZI ZB]]

Similarmente, vk(B(j, k)) = >, B(j, k)i = >_; A(i,9)k;

Observacién 3.3.2. Las matrices de rango L'y y f‘x, introducidas en la Definicion 3.1.13, tienen
la misma traza. En efecto,

Tr(T'y) = Z Z)‘ Z B(j,5)) = TY(fx)

i
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3.3.2 Matrices-0,1 idempotentes estandar

Definicién 3.3.3. Una matriz-0,1 A € M, (K) es llamada una matriz-0, 1 idempotente estdndar
si existe v € INY y una matriz C € My,_,«,(K) que tiene exactamente una entrada no nula en

cada fila, tal que
A (“1(; 8) (3.3.9)

Definicién 3.3.4. Dos matrices A, A’ € M,,(K) son equivalentes via permutaciones idénticas
en filas y columnas si existe una permutacion o € Sy, tal que Ay (k)o(j) = A;i,j para todo k, j.

donde id, es la idendidad de M, (K).

Observacién 3.3.5. Una matriz A € M, (K) es equivalente via permutaciones idénticas en filas
y columnas a una matriz-0, 1 idempotente estandar si y solo si es una matriz-0,1 con exactamente
una entrada no nula en cada fila, que satisface la siguiente condicion: para cada j, si Aj; =0,
entonces Ay; = 0 para todo k.

Notacién 3.3.6. Sea A € M,,(K) una matriz-0,1 tal que AL = 1. Para cada k tal que Ap =0,
denotemos por ¢, = ci(A) el dnico indice tal que Ay, = 1.

Proposicién 3.3.7. Sea A € M,,(K) una matriz-0,1. Si A es idempotente y AL = 1, entonces
A es equivalente via permutaciones idénticas en filas y columnas a una matriz-0,1 idempotente
estandar.

Demostracion. Sea r := Tr(A) = rk(A), se tiene r veces la entrada 1y n — r veces la entrada 0
sobre la diagonal de A. Aplicando una permutacién idéntica en filas y columnas podemos asumir
que las primeras r entradas de la diagonal son iguales a 1. Debido a que Al = 1, cada fila de la
matriz tiene un unico 1, y el resto de entradas iguales a cero. Asi, la primeras r filas de A son
como en (3.3.9). Ahora, r = rk(A) implica que, nuevamente como en (3.3.9), el bloque inferior
derecho de A es la matriz nula y por lo tanto el bloque inferior izquierdo es una matriz C que
satisface las condiciones requeridas. O

Observacién 3.3.8. Si A satisface las condiciones de la Proposicion 3.3.7, entonces Ac,, =1
para cada k tal que Agp = 0.

Corolario 3.3.9. Suponga que x es una aplicacion de torcimiento. St A(l,1) es una matriz-0,1,
entonces A(l,1) es equivalente via permutaciones idénticas en filas y columnas a una matriz-0, 1
idempotente estandar.

Proposicién 3.3.10. Suponga que x es una aplicacion de torcimiento y sea | € INY,. Si
rk(A(i,1)) rk(A(l,4)) =0  para todo i # 1,
entonces A(l,1) es una matriz-0, 1.

Demostracion. El item (4) del Corolario 3.1.7 y el hecho de que A(i,1)A(l,4) = 0 para todo i # [,

implican que
m

A Dk =Y AL D)k A Dy = A(LD3,.

i=1
Asi, A(l,1); € {0,1} para todo k, j. O

Corolario 3.3.11. Si x es una aplicacion de torcimiento y I'y es una matriz triangular inferior
o superior, entonces cada una de las matrices A(l,1) es una matriz-0, 1.

Observacién 3.3.12. La Proposicién 3.5.10 y los corolarios 3.5.9 y 3.3.11 son vdlidos para las
matrices B(j,j) (en el sequndo corolario reemplazamos I'y, por T’y ).
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3.3.3 Matrices idempotentes de rango 1

Observacién 3.3.13. Al iniciar la Seccion 3.2 observamos que si A € My(K) satisface A2 = A,
Al =1 yrk(A) =1, entonces existe un elemento a € K tal que

a l—a
A= ( a 1—a ) ’
En general, si A € M, (K) tal que A> = A, Al =1 y1k(A) = 1, entonces existen ay,...,a, € K

con Y aj =1, tales que
[¢5] P 7%

ai PR ¢ 7%

m?’

I # 0 para todo k. Mds atin, si tal j es unico, entonces A(i,i)st = 04 para todo s,t. Una
condicidn similar se satisface cuando se consideran B(j,7) y T.

Proposicién 3.3.14. Si tk(A(i,i)) = 1 para algin i € N}, entonces existe j € IN}, tal que

Demostracion. Debido a que Tr(A(4,4)) = rk(A(Z,4)) = 1, entonces existe j tal que A(¢,7);; # 0.
La Observacién 3.3.13 implica que

B(j,k)is = A(i,1)x; = A(i,4);; # 0, para todo k.

Esto implica que fjk = 0 para todo k. Si j es Unico, entonces para cada [ # j existe k tal que
I'; =0, y por lo tanto, nuevamente debido a la Observacién 3.3.13, se tiene

A, i) = A(i,i) = B(l,k);; =0 para todo h.

El argumento para B(j,j) y ' es el mismo. O

3.3.4 Columnas de I’s en I,

Proposicién 3.3.15. Suponga que x es una aplicacion de torcimiento y que n = m. Si
Diag(Fx) = (1,1,...,1), entonces I'y, = T'y es la matriz J, cuyas entradas son todas igua-
les a 1.

Demostracion. A partir de la Observacién 3.3.2 y la condicién (3) de la Proposicién 3.1.14, se
tiene Diag(fx) = (1,...,1). En otras palabras, rk(B(j,j)) = 1 para todo j. Supongamos por
contradiccién que I'y, # J,,. Entonces los items (1) y (2) del Corolario 3.1.7 establecen la existencia
de un par de nimeros i, tales que A(4,1) = 0. Por lo tanto, la Observacién 3.3.13 implica que la
columna i de B(j,j) es cero para todo j. Entonces Diag(A(i,i)) = (0,...,0), lo cual, debido a
que A(i,1) es idempotente, implica que A(7,7) = 0, una contradiccién. Para f‘X se procede de una
manera similar. O

Proposicién 3.3.16. Sea x una aplicacion de torcimiento y que n =m y sea | € INY . Suponga
que Ty, es la matriz J,, cuyas entradas son todas iguales a 1, y que existe k tal que A(l,1); # 0
para todo j. Sea v = (v1,...,v,) € K*\ {0}. Si vl € Im(A(3,1)) para algin i, entonces vy, # 0
para todo k.

Demostracion. Como tk(A(i,1)) =1y vl € Im(A(3,1)), existe w = (w1, ..., w,) € K" tal que
A(i,1) = vTw. Supongamos por contradiccién que existe v, = 0. Entonces A(i,1)x; = viyw; = 0
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para todo j. Debido a (3.1.2) esto significa que B(j, k);; = 0 para todo j, y de esta manera

B(1,k)n ... B(Lky ... B,k)m
det : : : =0. (3.3.10)
B(?’L,k)ll B(n,k‘)lz B(n,k)ln

Por otro lado, la Observacién 3.1.8 y la Proposicién 3.3.15 implican que (B(1,k),...,B(n,k)) es
una familia completa de matrices de idempotentes ortogonales de rango 1. Si esto ocurre, entonces
la familia (B(1,k)T,..., B(n,k)T) también lo es. Como B(j, k) = A(l,1)x; # 0, se tiene que el
vector (B(j,k)i,...,B(j,k)in)" genera Im(B(j,k)T), para todo j, el determinante de (3.3.10)

no puede ser cero, lo cual es una contradiccion y concluye la prueba. O
Teorema 3.3.17. Sean vi,...,v, n elementos invertibles de K™. Si
det (vi ... wvp)=1,

entonces existe una aplicacion de torcimiento £: K" @ K™ — K™ ® K™ con
Ac(iyl) = (=) (viev) T (Vi (Vi X - X ¥ X - x v,,))  para todo i, 1,

donde, como es usual, v; significa que el termino v; es omitido. Mds ain, I'y, = J,, y el producto
tensorial torcido K™ ®, K™ es isomorfo como dlgebra a M, (k).

Demostracion. Afirmamos que las matrices A, (i,j) idempotentes de rango 1 satisfacen las
siguientes condiciones:

(1) Ag(i,0)Ac(j; 0) = 6ij Ae(i, 0),
(2) Ae(i,)1icn = 0ij1jcn,
(3) 2im1 Ae(i,0) = id.
En efecto, debido a la proposicién A.1
Vie (VI X oo XV X X V) = T(v) (Vie V) X X (Ve V) X oo X (Vi V),
y tenemos

Vi«V;
Vi V]

(Vie(vix o x W x o x v)) (Vi vy) T = 1(vy) det | viavisg

ViVitl
Vi.Vy
V. V1
= (—l)lilT(Vl)(sij det
Vi.Vp
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Vi
= (71)2’7151_]_ det

Vi
= (=1

Esto implica que la matriz A(i, ) es idempotente con imagen K (vj.v;)T y niicleo ((vi.v;)T : j # i),
lo cual implica los items (1), (2) y (3) (para (2) usamos que vj.v; = 1gn). Observe también que

Vi1 - Ulk-—1 Vik+l --- Ulp
: _ itk —1 Vi-11 -+ Vi-1k-1 Vi-1k+1 --- Vi-1n
Ay (i, D)k = (=1)" v g0 det
Vi+1,1 -++ Vitl,k—1 Vitlk+1 -+ Vitln
Uni e Un,k—1 Un, k41 s Unn
donde escribimos v; = (vj1,...,vjn) para cada j. Ahora consideremos los vectores wy (1 < < n)
determinados por la igualdad
w1
(T T
=T ... VD),
Wn

y definamos las matrices
Be(4,k) = (—1)7 " (wi, o W) T (Wi o (W1 X oo X W X oo X W)

Se puede verificar que Ag(4,1)r; = Be(J, k). Més ain, argumentando como en el caso de las
matrices A¢(7, ), se puede probar que

Be(i,0)Be(j,0) = 0;;B¢(i,0) para todo i, j, o.

A partir de esto se obtiene inmediatamente que las matrices A¢ (i, 1) satisfacen la condicién (4)
del Corolario 3.1.7, lo cual termina la prueba de la existencia de x. Claramente, I'y, = J,,. Por lo
tanto solo resta probar que K™ ®¢ K™ es isomorfa a M, (K ). La Observacién 3.1.18 implica que
es suficiente probar que para cualquier I y todo k, j existe ¢ tal que A(4,1);5 # 0. Si esto ocurre la
representacion p; es un morfismo sobreyectivo entre dos dlgebras de la misma dimensién, y por lo
tanto es un isomorfismo. De esta manera, fijemos [, k, j. A partir de la igualdad >, A(i,1) = id
es posible garantizar que existe ¢ tal que A(4,1)ix # 0. Asi,

A 1) = EZi;A(z Dk # 0,

como querfamos. O

Observacion 3.3.18. De hecho la aplicacion de torcimiento construida en el Teorema 3.5.17 es
unica por definicion. Esto puede ser probado de la siguiente manera. Si tenemos dos aplicaciones
de torcimiento x y X con I'y, = I'y = J, que satisfacen A, (i,lp) = Ay(i,lo) para un ly fijo y
para todo i, y todas las entradas de A, (i,lp) son no nulas, entonces x = X. La prueba se obtiene
usando la igualdad (3.1.2), la Proposicion 3.3.15 y la Observacion 3.5.13.
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Proposicién 3.3.19. Sea (A1,...,A,) una familia completa de matrices idempotentes ortogo-
nales de M, (K) y sea |l € INY. Supongamos que k(A;) = 1 para todo i, que la imagen de cada
A; es generada por un elemento inversible v; € K™ y que Aj1l = 1. Entonces existe una unica
aplicacion de torcimiento x: K™ @ K™ — K™ @ K™ tal que A(i,1),, = A; para todo i.

Demostracion. Claramente podemos elegir {vy,...,v,} de tal manera que v; = 1 y que
det(vi...vI) = 1. Como vi(vy x -+ x V; x - x v,)v; = (=1)716; = (=1)71A;v;, un

n i
calculo directo muestra que
Ai = (—1)l_1VT(V1 X o+o X V; X ---XVvy,) para todo i.

)

Asi, la existencia de x se obtiene del Teorema 3.3.17. La tnicidad es directa a partir de la
Observacion 3.3.18. O

3.4 Columnas estandar y casi-estandar

Definicién 3.4.1. El soporte de una matriz A € M, (K) es el conjunto
Supp(4) = {(i,j) € N}, x N}, = ai; # 0},
y el soporte de la fila k de A es el conjunto Supp(Ag,) = {j € IN : ax; # 0}.

Definicién 3.4.2. Una familia (A(i,1));ews, de matrices A(i,l) € M,(K), es llamada un
pre-torcimiento de K™ con K™ si satisface las condiciones (1), (2) y (3) del Corolario 3.1.7.

A lo largo de esta seccién A = (A(i, l))i,le]N* denotard un pre-torcimiento de K™ con K".
Definicién 3.4.3. Diremos que la columna ly de A es una columna estandar si
(1) A(lp,lp) es una matriz-0, 1,

(2) Supp(A(i,ly)) € Supp(A(ly,lp)) USupp(id) para todo i.

Observacién 3.4.4. Supongamos que (A(i,lp));cy- €5 una columna estindar de A y sea k € IN},.

El Corolario 3.3.9 implica que la matriz A(lo,lo) es equivalente via permutaciones idénticas en filas
y columnas a una matriz-0, 1 idempotente estdndar. Ast, a partir del item (2) de la Definition 3.4.3
se tiene que todas las matrices A(i,ly) son equivalentes, via la misma permutacidn, a matrices
triangulares idempotentes. Por consiguiente,

(1) Para cada indice i, se tiene A(i,lo)kr € {0,1}.
(2) A(i,lo)kr = 1 para exactamente un i. Denotemos este indice por i(k) = i(k,ly).
(3) Sii#i(k) yi#ly, entonces A(i,lo)k; = 0 para todo j.

(4) A(ilo)rj = —1 si y solo sii=i(k) #lo y j = cr(Allo,lo)). Mds aiin, A(i,lo)kj» =0 para
todo j' ¢ {k, cr(A(lo,l0))}-

(5) A(i,lo)k; € {1,0, =1} para todo i, k, 7, y A(i,lo)k; = 1 implica i =1y or j = k.

Observacion 3.4.5. A partir de la Observacion 3.4.4 se obtiene que cada columna estdndar
A(i,lo)iews, de un pre-torcimiento de K™ con K™ puede ser obtenida de la siguiente manera:
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(1) Elija una matriz A € M, (K), la cual es equivalente a via permutaciones idénticas en filas
y columnas a un matriz-0, 1 idempotende estandar, y escribamos A(ly,ly) = A.

(2) Escribamos Jy, == {k € N}, : A(lo,lo)kr = 1}.

(3) Para todo i € N}, \ {lo} elijamos J; C IN% \ Jy, tales que

Ji =N;

n

Yy JiﬂJi/:(Z) SZ’L#Z/

i=1

(4) Para i # log definamos A(i,lg) € My, (K) a través de

1 stked,yj=k,
A(i,lo)kj =q—-1 sikeld;,yj=cg,

0 en cualquier otro caso.

A continuacién generalizaremos la nocién introducida en el item (2) de la Observacién 3.4.4.

Observacién 3.4.6. Sea lp € N, y k€ IN*. Si A(i,lo)rr € {0,1} para todo i, entones existe un
dnico indice ig, el cual denotaremos por i(k) = i(k,ly) = i(k,lo, A), tal que A(ig,lo)kr = 1. Asi,
A1, 1)kl = 0iig -

Definicién 3.4.7. Diremos que una aplicacion de torcimiento x: K™ @ K™ — K™ ®@ K™ es
estandar si las columnas de A, son columnas estandar. En este caso también diremos que el
producto tensorial torcido K™ @, K™ es estdndar.

Proposicién 3.4.8. Una aplicacion de torcimiento x es una aplicacion de torcimiento estdndar
sty solo si la aplicacion X, introducida en la Observacion 3.1.3, también lo es.

Demostracion. Debido a la Observacion 3.1.3 se tiene Ay = B,. Asi, como la aplicacién x es una
aplicacién de torcimiento, solo debemos verificar que las columnas /g de B, son columnas estdndar
para todo Iy € IN%. La condicién (1) de la Definicién 3.4.3 es una consecuencia inmediata de la
condicién (1) de la Observacién 3.4.4. Para la condicién (2) es suficiente considerar el caso i # .
La condicién (4) de la Observacién 3.4.4, implica que B, (,ly)x; € {1,0,—1} para todo j, ky
que B, (i,lo)k; # 1 para j # k. Como Z;”:l By (i,1p)k; = 0, esto implica que si By (4,l)rr = 0,
entonces la fila k se anula. Por otro lado B, (4, lo)kk = 1 y entonces existe exactamente un indice
J' tal que By(i,1p)r; = —1. Por tdltimo, resta verificar que j' = ¢ (By(lo,lo)). Empleando que
B, (i,1lp) es idempotente, obtenemos que

m

—1 = By(i,lo)s = Y By (i, 10)ij By (i, 10)j50 = By (i o)y — By (iylo) jrr = =1 = By (i, o).

j=1

Escribamos ig := i(j’7 lo, A;(). Como B, (ig,lp)j;» = 1 la igualdad anterior implica que ¢ # 4. Asf,

m

0= By(i,lo)kjBy(io, l0)jj: = By (io,lo)x — Bylio, lo);7j = By(io, lo)kjr — 1,
j=1

donde la primera igualdad es satisfecha pues B, (i, ly) By (40, lo) = 0. Entonces, B, (io, lo)x;s = 1,
y por ende ig = lo, pues j' # k. Por lo tanto, j' = cx(By(lo,lo)), como querfamos. O
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Observacion 3.4.9. Sea x una aplicacion de torcimiento y sean i # | y k # j. Entonces
A (i,0)k; = —1 si y solo si By(k, k) =1y Ay(I,))g; = 1. En efecto, la condicion (4) de la
Observacion 3.4.4, implica que

Ax(i,l)kj =-1= Bx(k,k)h‘ = Ax(ial)k:k =1.

De esta manera, la Proposicion 3.4.8 y la Observacion 3.1.83 implican que la aplicacion x es una
aplicacion de torcimiento estandar y Az = (By(i,1))i ens, se obtiene también que A\ (I,1)r; = 1.
Reciprocamente,

1= Bx(kyk)li = Ax(i7l)kk = 3'_] tal que Ax(i,l)kj =—1.

Ast, j = cr(Ay(L1)).
Teorema 3.4.10. Sea (A(i))ien:, y (B(k))ren: dos familias de matrices-0,1 idempotentes
A(i) € My, (K) y B(k) € My, (K), tales que, para todo i y k,

(1) A1 =1y B(kh)1 =1,

(2) A@kr = B(k)i-
La familia Ay = (Ay(i,1))iens,, de matrices Ay (i,1) € M,,(K) definida por
Al sii=1,
B(k)ll stk = .j7
-1 stiF# L k#jy Ak = B(k)u =1,

0 en cualquier otro caso,
define la unica aplicacion de torcimiento estdndar

X: Km®Kn — I(n®I(m7

tal que A, (i,1) = A(i) y By(k, k) = B(k).

Demostracion. La unicidad se satisface debido a la definicién de A,.. Escribamos B, (j, k)i ==
A, (i,1)k;. Observemos que B, (k, k) = B(k). Debemos verificar que las condiciones (1)—(4) de la
Proposicién 3.1.4 son satisfechas y que x es estdndar. Para la condicién (3) debemos verificar que

Su =Y Ayli,l)x;  paratodoi, ly k. (3.4.11)
J

Cuando i = [ se cumple pues la estamos asumiendo. Cuando ¢ # [ y B(k);; = 0, tenemos que
A, (i,1)k; = 0 para todo j, y de esta manera la igualdad (3.4.11) es satisfecha. Finalmente,
cuando i # Iy B(k);; = 1, tenemos que Ay (i,0)rr = 1, Ay(i,)ke, = —1 (donde ¢ = cr(A(1)))
v Ay (1,0 = 0 para j ¢ {k, ¢}, y nuevamente la igualdad (3.4.11) se cumple. La prueba de la
condicién (4) es completamente similar. Debido a que B, (j, k)i, = Ay (4,1)x;, las condiciones (3)
y (4) nos dicen que >, A\ (i,1) =id y >_; By(j, k) = id para todo | y para todo k. Por lo tanto,
la Observacién 3.1.10 implica que para verificar la condicién (1) es suficiente probar que

> rk(Ay(i,1)) <n  para todo I. (3.4.12)

%
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Fijemos | € IN¥ . Las matrices B(k) son equivalentes, via permutaciones idénticas en filas y
columnas, a matrices-0, 1 indempotente estandar, de esta manera para cada k existe un tinico i
tal que Ay (i,0)px = B(k);; = 1. Asi, >, #{k : A\ (i,1)rr = 1} = n. Por lo tanto, para concluir
que la desigualdad (3.4.12) es satisfecha es suficiente mostrar que

rk(Ay (i,0)) < #{k : Ay (i, )i = 1} para todo 1.

Pero, para i = [ se tiene que tk(A,({,1)) = #{k : A\ (I,)xx = 1}, pues A(l) es una matriz-0, 1
idempotente, mientras que, para i # [, a partir de

A (4, Drr € {0,1} 'y A, (¢,))gr = 0 implica que A, (¢,1)x; = 0 para todo j,

se obtiene que #{k A Dk = 1} es el nimero de filas no nulas de A, (4,1), el cual es mayor
o igual a rk(AX (i, l)) Esto concluye la prueba de la condicién (1) de la Proposicién 3.1.4. La
prueba de la Condicién (2) es completamente similar. O

Notacion 3.4.11. Para todo | € INY , escribamos

Fo(Al) ={k e Ny : A(i,0)x; = 6:10k;, para todo i y j}.
y para todo i,1 € IN},, escribamos F(A(i,1)) == {j € N} : A(¢,1);; = 1}.

m?’

Observacién 3.4.12. La notacion F(A(i,1)) fue introducida en la Notacion 3.1.2, donde se
llamaba J;(1), pero en algunos lugares preferiremos usar la expresion completa F(A(i, 1)) para ser
mas precisos.

Definicién 3.4.13. Diremos que la condicion (4) del Corolario 3.1.7 es satisfecha en la columna
lo de A si

m

> A0, )k A(hy lo)kje = 6550 Aliylo)k;  para todo i, j, j' y k. (3.4.13)
h=1

Proposicién 3.4.14. Si la columna ly de A es una columna estindar, entonces la condicion (4)
del Corolario 3.1.7 es satisfecha en la columna ly de A si y solo si F(A(v,ly)) C Fo(A,v) para
todo v € IN}, .

Demostracion. =) Seav € N v k€ N:. Si k € F(A(v,lp)), entonces A(u,lo)rr = dup para
todo u € IN*, (ver la Observacién 3.4.4). De esta manera, a partir de la condicién (3.4.13) con
j = k, obtenemos

m

Al v)rg = Y Al W)y A, lo)kk = 6 A( lo)ky = 85u A lo)rk = 0jk84

u=1
para todo 4, j, lo cual nos dice que k € Fy(A,v), como desedbamos.
<) Fijemos k € IN;. Si i(k,lp) = lo, se tiene k € F(A(lo,lo)) C Fo(A,ly), y entonces la
condicién (3.4.13) es satisfecha si y solo si
A(i,lo)kj(skj/ = 5jj/A(i, lO)k:j para tOdO i, ] y j/.

Pero esto es cierto para i # ly, pues A(i,lo)r; = 0, y también para i = ly, pues A(lo,lo)r; = ;-
Si hg = i(k,lp) # lo, entonces la condicién (3.4.13) es satisfecha si y solo si

A(i, hO)ij(hQ,lO)kj/ + A(i,lo)k]‘A(lo, lo)kjl = (Sjle<i,l0)kj para tOdO i, j y j/, (3414)

pues para h ¢ {ho,lo} tenemos que A(h,lp)r;s = 0 para todo j'. Para probar que (3.4.14) es
satisfecha, tenemos que considerar los casos j =k, j = ¢, = cx(A(lo, o)) v j & {k, ci}. Usaremos
que se satisface A(%, ho)k; = din,0k; Para todo 4,7, pues k € F(A(hg,lp)) C Fo(A, ho).
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- Si j = k, entonces debemos probar que
A(i, ho)kkA(ho, lO)kj’ + A(’L, lO)kkA(lm lO)kj’ = 6kj/A(i, lO)kk para todo 17 y all j/.
Pero esto se verifica, pues la observacién 3.4.4 y a la proposicion 3.3.7, implican que

A(i, ho) k= Oing, A(ho, lo)kjr = Okjr—0jrcs A(i,lo)kk= 0ing ¥ Allo,lo)kj’ = 0jrcy-

- Debido a que A(%, ho)ke, = 0 para todo i, cuando j = ¢, la prueba se reduce a verificar
que se satisface la siguiente igualdad

A(i,lo)kckA(lo, lO)kj/ = 5ij/A(i,lg)kck para todo 17 y all j/.
Pero esto se verifica, pues A(ly, o)k = 0j7¢y -
- Sij ¢ {k,ci}, entonces ambos lados de la ecuacién (3.4.14) se anulan.

De esta manera, la condicién (3.4.13) es satisfecha en todos los casos.
O

Corolario 3.4.15. Sea x: K™ @ K" — K" @ K™ una aplicacion k-lineal tal que Ay es un
pre-torcimiento. Si cada columna de A, es estdndar, entonces x es una aplicacion de torcimiento
sty solo si F(A(i,1)) C Fy(A,4) para todo i,1 € N, .

Fijados dos conjuntos X,Y", denotaremos por Mx y (K) el conjunto de funciones de X x Y a
K. También denotaremos por idy la matriz identidad en Mx (K) = Mx x (K).

Proposicién 3.4.16. Sea !l € N} y sean A(1),..., A(k) € M, (K) matrices tales que A(l) es una
matriz-0, 1 idempotente con A(1)1 = 1. Escribamos J; .= {k : A(D)rr, = 1} y Jf =N} \ J;. Para
cada i escribamos

Xi=A)| 5 %0, Yi=A@)|nxse, Ui=A@)|sexs, v Wi=A@)|sexe-

Las matrices A(i) son idempotentes ortogonales tales que ), A(i) = id si y solo si las siguientes
condiciones son satisfechas:

1) X; =0 para todo i # 1,

2) Y; = 0 para todo 1,

(

(

(3) W;W; = 6;;W; para todo 1,
(4) U; = =W,U; para todo i # 1,
(

5 >, Wi=idye.
Mads ain, si las matrices A(i) satisfacen las condiciones requeridas, entonces A(i)1 = 6;1.

Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos suponer que J; = N, donde r := rk(A(l)).
Entonces A(l) = (i,(};“ 0) v A®) = ()[5 V};,) Sea i # . Un célculo directo muestra que A(1)A(i) =

si y solo si X; = 0y Y; = 0. Bajo esta condicién, A(i)A(l) = 0 si y solo si U; = —W;U;. Si
suponemos que todas las condiciones previas son satisfechas para todo i # [, tenemos que
A(i)A(j) = 04;A(i) si y solo si W;W; = §;;W;, y, bajo las misma condiciones, ). A(i) = id,
si y solo si ZZ W, = id]lc. La tultima afirmacién se obtiene a partir de que U; = —W,U; y
Ul =1. O
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Definiciéon 3.4.17. Sea ly € N}, . Para todo i,u,v € INJ , escribamos DZ‘;’ZO) = DM =

m (i)
A(ilo)| s, xa,, donde J; = Ji(lo). Diremos que (A(i,lo))ien:, es una columna casi-estandar

de A si
(1) A(lo,lo) es una matriz-0,1,
(2) A(i,lo)kk € {0,1} para todo i y k,
(3) DEy =0 siu#iyv¢{il},
(4) Para u,i € WX, v e Wi \{lo} v k € J., se tiene #Supp((DE@")’)k*) < 1. Mds ain, si
de Supp((D%’)k*), entonces cq = ¢, donde c¢q = cq(A(lo,1lo)) y cr = cr(A(lo, lp)). Si es
)

necesario escribiremos d¥) o d;f en lugar de d.

Observacién 3.4.18. Sea k € J;, y sea i # ly. Las condiciones (1) y (2) de la Proposicion 3.4.16
lQ’U

implican que A(i,ly)x; = 0 para todo j. Por lo tanto, D(i = 0 para todo v € INY,. Ademds, esto
implica que F(A(ly,lo)) = Fo(A,l).
Observacién 3.4.19. Como ), . A(i,lg) = id, el item (2) de la Definicion 3.4.17 implica
que Ny = UM, Ty JiNJy =0 sii #i'. Mds ain, la Observacion 3.5.1 implica que #(.J;) =
rk(A(i,1lp)) para todo i.
Observacién 3.4.20. A partir de la igualdad ), A(i,ly) = id, se obtiene que ), Dy = id
para todo u € IN* | lo cual via la condicién (3) implica que Dzﬁ‘) = id para todo u # ly (La
Proposition 3.3.7, implica también que Dé‘l’ig =id).
Observacién 3.4.21. Nuevamente, a partir de la igualdad ), A(i, lo) =id, se tiene que 3, D{} =
0 para todo u # v en X, lo cual via la condicion (3) implica que DZ‘;’) = —Dz‘v“) para todo
ue Ny yveINs \{u,lo}.

La Observacion 3.4.18 es valida para pre-torcimientos que satisfacen la condicién (1) de la

Definicion 3.4.17, mientras que las Observaciones 3.4.20 y 3.4.21 son validas para pre-torcimientos
que satisfacen las condiciones (1) y (3) de la misma definicién.

Observacién 3.4.22. Como A(ly,ly) es una matriz-0,1 se obtiene inmediatamente que Dz‘lz) =0

para todo w € N%, yv € N5 \ {lo}. Combinando este resultado con la Observacion 3.4.18 y 3.4.21
se obtiene que las condiciones (3) y (4) en la Definicidn 3.4.17 pueden ser reemplazadas por las
siguientes

(3}) DEL;)) =0si1 7& ZO yu,v ¢ {iaZO}y
1) #Supp((DEﬁ}’))k*) <1 para u,v € N, \ {lo} v k € J,. Mds ain, si de Supp((Dzﬁ’))k*),
entonces cq = ¢y, donde cq = cq(A(lo, o)) y cr = cx(A(lo, o)),
respectivamente.
Observaciéon 3.4.23. Cada columna estandar de A es una columna casi-estandar de A.

Ejemplo 3.4.24. Supongamos por ejemplo que n = 10, J,, = {1,2} y J; = {5,6,7}. Si la
columna ly de A es casi-estandar, entonces la matriz A(i,ly) puede tener entradas no nulas
solamente en la entradas indicadas con estrellas. En este ejemplo y en el ejemplo 3.4.27 mads
adelante, los elementos de cada familia J, son consecutivos, pero esto no tieme por que ocurrir.
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Lema 3.4.25. Supongamos que la columna ly de A satisface las condiciones (1)-(3) de la
Definicion 3.4.17. Elija i,u € Wi\ {lo} y k € Ju. Si A(i,10)ke, # 0, entonces existen indices
veINJ\A{lo} yj € Jy tales que (D{})k; # 0. Mds aiin, si u# i, entonces necesariamente v = i.

Demostracion. La Observacién 3.4.18 implica que A(3, o) ., = 0 para todo j € Jj,. Asi,

ST AG )k Al lo)je, = > Aliy o)k A 1) je, = Aliy lo)ke, # 0.

veN: \{lo} J€Jv JENF

Por lo tanto, la condicién (3) de la Definicién 3.4.17 implica la existencia de v € N, \ {lo} v
j € Ju tales que (D{)k; = A(i, lo)k; # 0. O
Para v € NX \ {lo} v k € Ju, = Ju(lp), escribamos
2= {v e N\ {u,lo}: Supp((DE‘;’))k*) #0} y dZR) = {d™) v e 25}

Lema 3.4.26. Supongamos que la columna ly de A es casi-estindar. Sea k € N} \ J), y escribamos
u = 1i(k,lo). Entonces las siguientes condiciones son satisfechas:

(1) Supp(A(lo,lo)i«) = {ex}

(2) Siv ¢ {ulo} yv ¢ 2, entonces Supp(A(v,lo)is) = 0, mientras que si v ¢ {u,lo} y
v € L, entonces Supp(A(v,lo)ks) = {ck d} y A(v,1o) ke, + A(v,1o) g = 0.

(3) Siv=mu, entonces Supp(A(v,lo)k«) C {k,cp} UdF®).

Demostracion. (1) Es directa.

(2) La definicién de columna casi-estdndar y la Observacién 3.4.21, implican que
Supp(A(v, lo)x+) € Supp((D{y)ke) USupp((DE)ke) vy # Supp((DE))ke) < 1.

Asi, la condicién (2) del Corolario 3.1.7 reduce la prueba a demostrar que Supp((DZf;’)k*) C {ex}.
Como Dﬁf) =0 parai ¢ {v,lp}, se tiene

DS DSl + DE DY = A(v,10) Allo, lo)| 7, x., = 0.

Como Dé‘l)é‘)) = id, se satisface

uly uv l
Dy = =Dy D)y
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Asf, si Supp((D{;)) )i«) = 0, entonces Supp((DEﬁf‘)})k*) = 0. De otro modo Supp((D{))k+) = {d™)

y entonces l l
(DZLUS)) = ( (v))kd(v) (Dzjzf))dm*

Combinando esto con la siguiente igualdad
Supp ((D{) gy ) = Supp(Allo, lo)gers) = {cam} = {er},

Obtenemos que Supp((Dz‘jg) .) = {c}, como desedbamos .
(3) Usando que A(u,lo)kx = O — D4, Al lo)k« obtenemos que

Supp (A(u, lo)ks) € {k}U U Supp (A(i, lo)k+) »

lo cual, combinado con los items (1) y (2), termina la demostracion. O
Ejemplo 3.4.27. Las matrices
100 0 00 O0O0 0 0 600 0 0 00O
01 00 00 OO 0 0 060 0 0 00O
00 0 0 00 10 0 A 0 0
000 0 0 0 01 0 X 0 0
A1) = 000 0 0 0} A1) = 00 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 O
01 0 0 0 0 —Az 0 0 A3
01 0 0 0 0 X 0 0 Ay
y A(3,1) = 1id—A(1,1) — A(2,1) forman una columna casi-estindar de cada pre-torcimiento

de K3 con K® que los incluya (por ejemplo si tomamos A(1,2) = A(3,2) = A(1,3) = A(2,3) =0
y A(2,2) = A(3,3) =id). En este ejemplo J1 = {1,2}, Jo = {3,4,5} y J3 = {6,7,8}.

Teorema 3.4.28. Supongamos que la columna ly de A es casi-estandar. Entonces la condicion
(4) del corolario 3.1.7 es satisfecha en la columna ly de A (es decir, la condicion (3.4.13) es
satisfecha) si y solo si las siguientes condiciones son satisfechas:

(1) J; = F(A(4, o)) € Fo(A, i) para todo i € IN,.
2) Si (D £0 yu#v#ly, entonces
(u)/ kd
(a) A(u,v)r; = 0kj — d;a para todo j,
(b) A(v,v)rj = d;a para todo j,
(¢) A(i,v)r; =0 para t ¢ {u,v} y para todo j.

Demostracion. =) Los argumentos ofrecidos en la prueba de la Proposicién 3.4.14 muestran que
la condicién (1) es satisfecha. Entonces uinicamente debemos probar la condicién (2). La condicién
(3) de la Definicién 3.4.17 implica que

A(i,lo)ka =0 para i ¢ {u,v}, (3.4.15)
lo cual, considerando que , A(4,ly) =id y k # d, implica que

A(v,lo)ka = —A(u, lo)ka = —(DE)) g # 0- (3.4.16)
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Maés aun, a partir de la condicién (1) se tiene k € J, C Fy(A, u), y entonces
A(i,u)g; = 0iulk; para todo i y j. (3.4.17)
Las ecuaciones (3.4.15) y (3.4.17), permiten escribir la igualdad (3.4.13) con j’ = d como sigue
0iulnj A(u, lo)ka + A(e, v)kj AV, lo) ka = 650 A (T, 1o)ka para todo iy j. (3.4.18)
Cuando i = u, a partir de (3.4.16) y (3.4.18), se obtiene que
Ok A(u, lo)ka — A(u, v) i Ay, lo)ka = 050 A, Lo)ka para todo 7,

lo cual corresponde al item (a), pues A(u,lp)ra # 0. Por otro lado, cuando i # u, la igualdad (3.4.18)
se reduce a

A(i, )1 A0, 10) ka = 050 A (45 10) ka para todo 7,
lo cual combinado con las ecuaciones (3.4.15) y (3.4.16), nos permite obtener los items (b) y (c).

<) Debemos demostrar que

> A(i, h)kjA(hlo)k; = A(ilo)r;  paratodo i, ky j. (3.4.19)
helN*

m

Fijemos k € N}, y escribamos u = i(k,ly). Si k € F(A(lo,lo)) = Fo(A, ly), entonces A(%,lo)x; =
di1,0k; para todo iy j, entonces la igualdad (3.4.19) se verifica trivialmente. De esta manera
podemos asumir que u # ly. Asi, a partir del Lema 3.4.26 obtenemos,

(3) Supp(A(lo, lo)w+) = {cx},

(4) Si h ¢ {u,lp} y h ¢ Zk, entonces Supp(A(h,lo)k*) = (), mientras que si h & {u,lp} y
h € 24, entonces Supp(A(h,lo)k*) = {cp, dM} v A(hy 1o ke, + A(h, 1o) gay = 0,
(5) Si h = u, entonces Supp(A(h, lo)rs) € {k, cp} Ud(#+).

Asi, si j' ¢ {k,cp} Ud?*) ambos lados de la igualdad (3.4.19) son iguales a cero. Por otro lado,
la condicién (1) implica que A(4,u)r; = 0,50y, ¥ ast la igualdad (3.4.19) se convierte en

ik A(u,lo)kj+ > Al h)ijA(h, lo)kje = 8;5 Ali,lo)ky  para todo i, j y j. (3.4.20)
helN: \{u}

Esta igualdad se satisface para j' = k pues las condiciones (3)—(5) implican A(h,ly)kr = 0 para
todo h € IN%, \ {u}. Ahora, supongamos que j' = d) con v € 2},. Las condiciones (3)-(5)
implican que A(h,lp)pqw = 0 si h ¢ {v,u}. Méds ain, a partir de la definicién de 2}, se tiene
v # u, y entonces la Observacién 3.4.21 implica que

A(leo)kd(w = _A(UvZO)kd(“)'

Por lo tanto, para todo j la igualdad (3.4.20) se escribe

—0q AV, lo)gae) 81 =u,
(A(i’v)kj - 5iu5jk)A(Uv lo)kae = 6jae A, lo) gaer s =,
0 en otro caso.
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Como (sz))kd(v) # 0y u#uv#l, esta igualdad es satisfecha por el ftem (2). Supongamos
ahora que j' = ¢;. La condicién (4) implica que h & {u,lo} v A(h,lp)ke, # 0 siy solosih € 2.
Asi, el item (c) de la condicién (2) y que A(lo,lo)ke, = 1, cuando @ # wu; permite escribir la
ecuacién (3.4.20) como

6jk6iuA(ule)kck + A(ialO)kj + Z A(i,h)ij<h,lo)ka = 6jCkA(i7l0)/€Ck7 (3'4'21)
hefit\{u,lo}

mientras que, el item (a) de la condicién (2) y que A(lo,lo)ke, = 1, cuando ¢ = u; permiten
escribir la misma ecuacién como

Sin A, Ik, + Ay lo)kj + > (Okg = 8ja00) A, 10 ke, = ey A(t, 10) ke - (3.4.22)
he %y,

Si i = lp, entonces la igualdad (3.4.21) se satisface debido a que 0;50, = 0y A(lo,10)kj = Jjcy-
Supongamos ahora que i ¢ {u,lp}. Como d0;,, = 0y A(lo,l0)ke, = 1, la ecuacién (3.4.21) se
convierte en

A(i, Z)ij(Z, lO)kck + A(Z, lO)kj = (SjCkA(Z', lO)kck para todo 7. (3423)

Sii ¢ 2, entonces la igualdad es trivial pues la condicién (4) implica que Supp(A(i, l[))k*) = 0.
Por otro lado, el item (b) de la condicién (2) implica que si i € Z, entonces A(i,1)x; = 0;40) »
entonces la igualdad (3.4.23) se obtiene facilmente a partir del siguiente resultado que proviene
de la condicién (4),

Supp (A, lo)is) = {cx, dD} v Al lo)ke, + A(iy lo) g = 0.

Resta considerar el caso i = u. Si j = ¢, entonces la igualdad (3.4.22) es claramente satisfecha,
mientras que si j = k, entonces esta es satisfecha pues

> A o)k, =0y Allo lo)ke, = Alu, o) = 1.
helNz,

Supongamos que j = d®) con v € 2. En este caso la igualdad (3.4.22) se satisface, pues, la
condicién (4) y la Observacion 3.4.21, implican

A, lo)ke,, = —A(v, lo)gaer = At lo)pac -
Finamente, si j ¢ {k,c,} Ud(?*), entonces la igualdad (3.4.22) es trivial. O

Definicién 3.4.29. Diremos que la columna ly de A tiene rango reducido r si existen exactamente
r indices i # lg tales que A(i,lg) # 0. En este caso escribiremos rrank 4(lp) = r. Si A es asociado
con una aplicacion x como al inicio de la Seccidn 3.1, entonces usaremos rrank, (ly) como un
sindnimo de rrank 4(lp).

Observacién 3.4.30. Sea A = (A(i,l))“E]N* un pre-torcimiento de K™ con K™. Si la columna
I de A tiene rango reducido 1 y A(l,1) es una matriz-0, 1, entonces la columna l de A es estandar.

Observacién 3.4.31. Sean lp,u € N, y sea k € J,. Supongamos que A es una familia de
matrices asociada con una aplicacion de torcimiento de K™ con K™ y que las condiciones (1)
y (2) de la Definicion 3.4.17 son satisfechas para la columna ly de A. La Observacion 3.4.6 implica
que A(v,lo)kk = Ouy para todo v. Por lo tanto, si empleamos la condicion (4) del Corolario 3.1.7
con j' = k, obtenemos

A(i,u)g; = 6u0i; para todo i y j. (3.4.24)
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Las siguiente proposicién es una variante de la Observacién 3.4.30

Proposicién 3.4.32. Sea ly € IN},. Supongamos que A es una familia de matrices asociada a una
aplicacion de torcimiento de K™ con K™ y que las condiciones (1) y (2) de la Definicion 3.4.17
son satisfechas para la columna lg de A.

(a) Sila condicion (3) es satisfecha, entonces la columna ly de A es casi-estdndar.

(b) Si el rango reducido de la columna ly de A es menor o igual a 2, entonces la columna ly de
A es casi-estandar.

Demostracion. Como en la Definicién 3.4.17, para todo 4, u, v € IN}, escribamos DE‘;)’ = A(i,lo)] s, %, s
donde J; == J;(1).

(a) Debemos probar que si la condicién (3) de la Definicién 3.4.17 es satisfecha, entonces la
condicién (47) de la Observacién 3.4.22 también lo es. Comenzaremos probando que

# Supp (( ELU"))k*) <1 paratodou,v e IN; \{lo} v k € J,. (3.4.25)

La Observacion 3.4.20 muestra que esta condicién se verifica para v = v = i. Entonces, podemos
asumir que u # v. Supongamos lo contrario, es decir que existe dy # ds en Supp((Dz‘;’)) k*) Como
A(i,lo)ka, = O0parai ¢ {u,v}y A(v,lo)ka, = —A(u,lo)ka, # 0, la condicién (4) del Corolario 3.1.7
coni=u,l=1yyj=7j =di implica

A(’U, 'U)kdl — A('U, u)kdl =1.
Un argumento similar muestra que la condicién (4) del Corolario 3.1.7(4) con ¢ = u, l =y, j = dy

y j' = do, implican
A(’U, 'U)kdl — A(U, u)kdl = O7

lo cual es una contradiccién.

Solo falta verificar que si d € Supp((DE‘v“)) ) entonces c¢g = ¢;. Cuando v = u esto se verifica
debido a la Observacion 3.4.20. Supongamos que v # u. Afirmamos que

Supp(A(v, o)) = {d, ca}- (3.4.26)
Por un lado Supp((Dzﬁ’)) ) =A{d}y D“’) =0 para i & {v,ly}, es satisfecha si y solo si
Supp((DuzO) ) {ca}.

Con el fin de comprobar esto, observemos que A(v,ly)A(lp,lp) = 0 implica que

DDA Dy = 3 D3 iy =
Como Dé?lf)) =idy Supp((D?y”))k*) = {d}, se tiene
l l
(D63 ke = = (D) 0 (P(D) -
Si combinamos este resultado con

Supp((D(Y) 4.) = Supp(A(lo, lo)a-) = {ca},
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se obtiene que Supp((Dﬁfg) k*) = {c4}, como necesitdbamos.
Debido al Lema 3.4.25, si A(h,ly)ke, # 0, entonces h € {u,v,lp}. Entonces el item (4) del
Corolario 3.1.7 con j = d, j' = ¢ y i = v implica

A(Uv lO)kd + A(”U, U)de(va lO)ka + A(U’ u)kA(uﬂ lo)kck =0,

donde estamos usando que A(lg,lp)ke, = 1. Pero la ecuacién (3.4.24) implica que A(v,u)rq =
Ouulra = 0, y entonces, necesariamente A(v,ly)ke, 7# 0, lo cual, debido a la ecuaciéon (3.4.26),
implica que ¢ = cq.

(b) Si el rango reducido de la columna Iy de A es menor que 2, entonces la columna es estandar y
el resultado es trivial (ver Observacién 3.4.23). De esta manera podemos asumir que el rango
reducido es 2. Debido al ftem (a) y la Observacién 3.4.22; es suficiente probar que DE‘;)’ =0,
cuando i # lp y u,v ¢ {i,lp}. Como el rango reducido de la columna g es 2, existen dos indices
10,11 # lo tales que A(i,ly) # 0 siy solo si i € {lp, 9,1 }. Entonces debemos probar que szzg =0
para a € {0,1} y b:= 1 — a. Elijamos k € J;,. Primero probaremos que se cumple una de las dos
condiciones siguientes

Supp(A(ip, lo)k«) C {k,cr} o 3! d tal que d € Supp(A(ip, lo)ks) \ {k, cr}- (3.4.27)

Supongamos por contradiccién que existe d # e € Supp(A(ip, lo)k«) \ {k, cx }. Observemos primero
que A(lo, lo) + Alia, lo) + A(ip, lo) = id y Supp(A(lo, lo)k+) = {cx}, para f ¢ {k, cx}, implican

Alia, lo)ky = —A(ib, lo)ky- (3.4.28)

Asi, la ecuacion (3.4.24) implica que A(ip, ip)ka = 0. Més atin, como Supp(A(lo, lo)k«) = {ck }, se
tiene
Allo,lo)ka = A(lo, lo)ke = 0.

Por lo tanto, a partir de la condicién (4) del Corolario 3.1.7 con j = j' = d y i = i}, obtenemos
que

Ay ia)kaA(ias lo)ka = Y Alip, w)kaA(u, o)ka = Alin, lo)ka # 0,

lo cual implica que A(ip,iq)ka # 0. Por otro lado, la condicién (4) del Corolario 3.1.7 con j = d,
j' =eyi=r1, implican que

A, ia)kaAlias lo)ke = Alin, w)raA(u, lo)ke = 0,

de esta manera, necesariamente A(iq,lo)ge = 0. Pero esto es imposible, pues A(iq,lo)ke =
—A(ip, lo)ge # 0. Por lo tanto, la condicién (3.4.27) es satisfecha.

Afirmamos que si existe tal d, entonces d € J; . En efecto, debido a que k € J;, tenemos que
A(ia,lo)kr = 0,y de esta manera, la igualdad (3.4.28), implica que si d € Supp(A(ip, lo)k«) \{k, ik},
entonces Supp(A(ia,lo)k+) = {ck,d}. Ahora usamos que la matriz A(iq,lo) es idempotente, y
obtenemos

Aliq,l0)ka = Alla, l0)kxAlia, l0)wa
= A(la,10)ker Allas o) erd + Allas o) kaA(ia, lo)dd
= A(la, o) kaA(ia, l0)dd,

pues A(ig,lo)e,a = 0 debido a la Observacién 3.4.18. De esta manera A(iq,lo)aq = 1, lo cual
significa que d € J;,, como afirmamos. Por lo tanto,

Supp(A(ia,lo)k«) € Jiy U Ji,,
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lo cual implica que Supp((ngz’S)k*) = Supp(A(ia,lo)k«) N J;, = () para todo k € J;,, como
queriamos. O

Definicién 3.4.33. Diremos que una aplicacion de torcimiento x: K™ @ K™ — K" ® K™ es
casi-estandar si las columnas de A, son casi-estdndar.

Proposicion 3.4.34. Una aplicacion de torcimiento x: K™ K" — K"® K™ es casi-standard
si y solo si la aplicacion x, introducida en la Observacion 3.1.3, es una aplicacion de torcimiento
casi-estdndar.

Demostracion. Debido a la Proposicion 3.4.32, la Observacién 3.1.3 y que x es una aplicaciéon de
torcimiento si y solo si Y también lo es, para probar la Proposicién3.4.34 es suficiente verificar
que si toda columna de A, es casi-estandar, entonces cada columna de Ay = By, satisface las
condiciones (1), (2) y (3) de la Definicién 3.4.17. Supongamos que cada columna de A, es
casi-estdndar. Empleando la igualdad (2.3) es facil verificar que las condiciones (1) y (2) son
satisfechas para las columnas de B,. Por lo tanto, la Observacién 3.4.22 nos indica que solo

debemos probar que E&U) = By (j, k)|, (donde Ju = Ju(k)) son matrices nulas para j # k y
u,v ¢ {j,k}. De esta manera la prueba se reduce a probar que

By (4, k)is = Ay(s,1)kj =0 para todo k ¢ {j,u,v}, j ¢ {u,v}, 1 € J, y s € J,.
Por otro lado, se tiene que
led,ysed, siysolosi A Dk =1y Ay(5,8) ko = 1,
y, en este caso,
jé¢{u,v} siysolosi A (D) =0y A(s,s)k; =0,

para esto es suficiente verificar que si k ¢ {j, u, v} y la columna [ de A, es casi-estdndar, entonces

Ay Dk =1
Ay (s, 8 =1
Al D =0 (7 A 20
AX<S7Z)/€j 75 0

Claramente s # [. Mds ain k € J,(I) con w # s pues en otro caso se tendria que A, (s,{)x; =0
debido al item (1) del Teorema 3.4.28. Supongamos que k ¢ J;(1) y j & {k,cx(Ay(1,1))}. Entonces,
gracias al Lema 3.4.26 se tiene que j ¢ J;(1) U J,,(1). Por lo tanto, debido a la condicién (3) de la
Definicion 3.4.17 y a la Observacion 3.4.21, se tiene

j € Supp((DE))ks) = Supp(D(o))ks)  y  w#s#L

De esta manera, a partir de la condicién (2b) del Teorema 3.4.28 obtenemos que A, (s, s) =0 #
0, como querfamos. Para finalizar la prueba debemos verificar que k ¢ Ji(I) y j ¢ {k, e (Ay (1, l))}
Por un lado, como A, (l,1), = 1, se tiene que k ¢ J;, lo cual implica que A, (I,1)r = 0; j # k
pues debido a la cond1c10n (1) del Teorema 3.4.28, si j = k, entonces A, (s, );w = (535(5;“, =0;y
J # ci(Ay(1,1)), de esta manera A, (L,1); = 0. O

Proposicién 3.4.35. Cada columna casi-estindar A(i,lo)ien: de un pre-torcimiento de K™
con K™ puede ser obtenida de la siguiente manera:
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(1)

(8)

Elija una matriz A € M,,(K), que sea equivalente via permutaciones identicas de filas y
columnas a una matriz-0,1 idempotente estindar y escriba A(ly,ly) == A.

Escriba J;, == {k € N}, : A(lo,lo)ex =1} y Ji =I5\ g

Para todo i € N:, \ {lo} elija J; CINY\ Jy, tales que

JZZ]N:L Yy JiﬂJZ—/:@ Sii#i/.

=1

Escriba F = {i € N}, : J; £ 0} y elija Dg) € My, xs;(K) parai # j en I \ {lo}, tales que

(a) D%DZ) =0 para todo r # i # j,
(b) #Supp((Déz))k*) <1 para todo i # j y k € J;,

(¢) Side Supp((Dég))k*), entonces cq = ¢y, donde cq = cq(A(lo, o)) y cr = ci(A(lo, lo)).-

FEscriba

(a) Dz?) = —DZ) para todo i # j in F \ {lo},
(b) Dy =idy, para todo i € F \ {lo},

(¢) D(T.j) =0 para todo i,j,7 € F \ {lo} tales que i ¢ {j,r},

(2

Para cada i € F \ {lo} defina W ¢ MJICOXJL(iO (K) por

W,g;) = ( %’)kj para k € J, y j € J, (Observe que u,v # ly).
Escriba C == A(ly, lo)|chO x.Ji, - Para cada i € F \ {lo}, defina A(i,ly) como la inica matriz
que satisface

A lo)lg <, = W, A lo)lsg <, = ~WWC y A(,1o)| gy, xv: = 0.

Para i ¢ F escriba A(i,ly) == 0.

Demostracion. Probaremos primero que la construcciéon nos da una columna casi-estandar de un
pre-torcimiento. Comenzamos verificando que las condiciones (1), (2) y (3) del Corolario 3.1.7
son satisfechas en la columna ly. Debido a la Observacién 3.1.11 y la Proposicién 3.4.16, es
suficiente probar que >>;c -\ 11} w@ = idch0 y W®? = W@ para todo i € \ {lo}. Pero la
primera igualdad se obtiene del item (5), mientras que la segunda igualdad, se obtiene de los
items (4)(a) y (5).

Solo falta verificar que las condiciones (1) y (4) de la Defincién 3.4.17 y las condiciones (3’)
y (47) de la Observacién 3.4.22 se satisfagan. La condicién (1) es clara; la condicién (2) se obtiene
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de (5)(b), (5)(c) v (7); la condicién (3’), se obtiene de (5)(c); y la condicién (4”), se obtiene de
(4)(b), (4)(c) y (5)(b).

Ahora, verificaremos que cualquier columna casi-estandar de matrices idempotentes puede
ser construida con este método. Para esto, aplicamos primero una permutacion idéntica en filas
y columnas, si es necesario, para asumir que A(lp,ly) es una matriz-0, 1 idempotente estandar.
Entonces empleamos la Proposicién 3.4.16, la Definicién 3.4.17 y las Observaciones 3.4.18, 3.4.20

y 3.4.21, para mostrar, que las matrices A(i,ly) pueden ser construidas como afirma la proposicién.
O

Observacién 3.4.36. Supongamos que hemos realizado los pasos indicados en los puntos (1)-(3)
de la Proposicion 3.4.35. Un algoritmo para construir las matrices Dzj) que satisfacen el item (4)

i
de la Proposicion 3.4.35 es el siguiente:

- Escribamos F == F \ {lo} y fijemos un orden total en A= (F x F)\ {(z,z) :x € F }.

- Para incrementar (i,7) € Zf realizamos la siguiente construccion para todo k € J;, lo cual

produce las matrices DZ) :

(a) Si k € Supp((DE"Ti))t*) para algin t € J,. y (r,i) < (i,7), entonces escribamos
(b) Sea @ij = {d € Jj: Cd = Ck Y (Dg))d* = 0 para todo (j,r) ‘< (’L,j)} Si @ij =0,
entonces escribamos (DZ'Z.))]C* = 0. De otro modo elegimos d € 7} y X € K y escribimos

(Dég))kv = Abyq para todo v € Jj.

Esta construccidn garantiza que para un par (i,7) fijado se tiene que D%D% =0 para todo

i

(ryi) < (i,7) y DEJ)DZ) =0 para (j,r) < (¢,7). También se desprende de la construccion que para

d y A arbitrarios, se tiene todas las posibles familias (DEZ) cA que satisfacen el item (4) de
F

)(l}j)
la Proposicion 8.4.35.

Sea y: K™ @ K™ — K" @ K™ una aplicaciéon de torcimiento y sea r < m. Gracias a la
Proposicion 1.3.4 sabemos que existe una aplicacién de torcimiento

VK @K' — K'® K"

tal que Ay = (Ax(i, l))1<i 1<, Sy solosi Ay(i,l) = 0 para todo i > 7y [ < r. Ahora supongamos
que tenemos una aplicacién de torcimiento

VK @K' — K'"® K"

Sea A = (A(4,1))1<ii<m un pre-torcimiento el cual es una extension de la familia Ay =
(Ay(4,1))1<i1<r tal que

- A =0sii>ryl<r,
- para [ > r, la columna [ de A es una columna casi-estdndar.

En el siguiente teorema damos condiciones necesarias y suficientes para que A defina una aplicacién
de torcimiento.
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Teorema 3.4.37. Sea A como lineas arriba. Para todo w,v,l € IN} con |l > r, escribamos
Dty = A, D) g, xa, - La familia A define una aplicacion de torcimiento si y solo si
(1) Para todo i € N},

I>r

(2) Si (D“”’l))kd #0, con u# v #1, entonces

(u

(a) A(u,v)r; = 6rj — 0ja para todo j,
(b) A(U’U)kj = 0,4 para todo j,
(¢) A(i,v)r; =0 para t ¢ {u,v} y para todo j.

Mas atn, existen u # v # | tales que DE‘;’Z) # 0 si y solo si la columna |l no es una columna
estdndar.

Demostracion. La ultima afirmacién es una consecuencia inmediata de la Definicion 3.4.3 de
columna estandar.

<) Solo debemos mostrar que la condicién (4) del Corolario 3.1.7 es satisfecha. Para [ < r se
satisface, pues

m

D AG R Al Drgr =Y A h)ig Ak, Digr = 8550 A, D,

h=1 h=1

debido a que A(h,l) =0 cuando h > r y X es una aplicacién de torcimiento; mientras que para
[ > r se emplea el Teorema 3.4.28.

=) Se obtiene inmediatamente a partir del Teorema 3.4.28. O

Proposicién 3.4.38. Sea A un pre-torcimiento de K™ con K™. Supongamos que A(i,i) = id
para todo i € N}, ;. Entonces A es la familia Ay, de matrices asociadas con una aplicacion de
torcimiento x si y solo si (A(l, m))le]N* es una columna estdndar.

Demostracion. =) Debido a las hipdtesis es claro que la matriz de rangos I'y introducida en la

Definicién 3.1.13 tiene la forma
nidm,1 *
Iy = ( 0 *> : (3.4.29)

Por lo tanto, I'y satisface las hipétesis de la Proposiciéon 3.3.10 para [ = m, y de esta manera
A(m,m) es una matriz-0, 1. Solo falta verificar que el item (2) de la Definicién 3.4.3 es satisfecho
para lp = m, i.e., que

A(k,m);; #0= A(m,m);; #0 para k < my i # j;

sin embargo esta se verifica inmediatamente debido a que

Alm,m); = ST AW = S Byl = tk(By (i) para todo i # j,
t t

Y By (4, 1)mk = A(k,m)ij.

<) A partir de la Observacion 3.4.18 se obtiene que F(A(m,m)) = Fy(A,m) y A(i,i) = id,
implica que Fy(A,i) = IN} para todo i < m. Entonces gracias al Teorema 3.4.37 obtenemos el
resultado que queriamos. O
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3.5 Rango reducido 1

En [12] se estudia el caso de las aplicaciones de torcimiento x en las cuales todas las columnas
de A, tienen rango reducido menor o igual a 1 (ver Definicién 3.4.29). En esta seccién empleamos
las herramientas desarrolladas, que son completamente diferentes a las desarrolladas en [12], para
describir estas aplicaciones de torcimiento.

Proposicién 3.5.1. Sea y: K" @ K" — K" ® K™ una aplicacion de torcimiento. Supongamos
que rrank, (1) =1 y A, (i,1) # 0 donde i # [. Entonces las siguientes condiciones son satisfechas:

(1) Si Ay (1,7) = 0, entonces la columna | de A, es estandar. Mds aun, si Ay (I,)gx = 0,
entonces Ay (4,1)r; = dk; para todo j.

(2) Si A (l,i) # 0 y rrank, (i) = 1, entonces existe una aplicacion de torcimiento 1: K* ®
K" — K" @ K? con Ay(a,b) = A, (f(a), f(b)), donde a,b € {1,2}, f(1) =iy f(2) =1.

Demostracion. (1) La Proposicién 3.3.10 implica que las matrices A, ({,!) son matrices-0,1, y
claramente se obtiene

Ay (1,1) + Ay (3,1) = id = Supp(Ay(i,1)) € Supp(Ay(l,1)) U Supp(id).

De esta manera la columna [ de A, es estdndar. La tltima afirmacién se obtiene a partir de la
Proposicién 3.4.14, pues A, (I,1)xr = 0 implica k € F(A,(4,1)).

(2) La familia de matrices (Ay(a,b)),., ,<, satisface las condiciones del Corolario 3.1.7. En
efecto, las tres primeras condiciones se obtienen directamente, mientras que la tltima se obtiene
facilmente, debido a que si v € {i,l} se tiene

m

Z Ay (s h)ij Ay (hy 0)ijr = Ax (1)1 Ax (4, 0) ke + Ay (U, Dirg Ax (1 0) -
h=1

O
Proposicién 3.5.2. Sea A = (A(%,1)),<; 1<, un pre-torcimiento de K™ con K". Para cada
columna | cuyo rango reducido es 1, denotemos por i(l) el tinico i(l) # 1 tal que A(i(l),1) # 0.
Si rrank 4 (1) < 1 para todo 1, existe una aplicacion de torcimiento y: K™ @ K™ — K" @ K™

con Ay = A si y solo si para cada | € N, tal que rrank 4(I) = 1 se satisfacen las siguientes
condiciones:

(1) Si A(l,i(l)) = 0, entonces:

(a) A(l,1) es equivalente a una matriz-0, 1 idempotente estindar via permutaciones idénticas
en filas y columnas,

(b) A(i(1),i(1))k; = Oxj para todo j, cuando A(j,j)kr = 0.
(2) Si A(l,i(l)) # 0, entonces existe una aplicacion de torcimiento ¢: K? @ K™ — K" @ K?
con Ay(a,b) = Ay(f(a), /(5)), donde a,b € {1,2}, f(1) =i y f(2) = j.

Demostracion. Las condiciones son necesarias debido a a la Proposicién 3.5.1 y al Corolario 3.3.9.
Por otro lado, un calculo rutinario muestra que si A satisface los items (1) y (2), entonces también
se satisface el ftem (4) del Corolario 3.1.7. O
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Asociamos a cada quiver (), una aplicacién de torcimiento x: K™ @ K" — K" @ K™ de la
siguiente manera. Los vértices son 1,...,m y la matriz de adyacencia de ) es la matriz-0,1 con
1 en la entrada (4,1) si y solo si i # 'y A, (i,1) # 0.

La Proposition 3.5.2 permite construir todas las aplicaciones de torcimiento x: K™ ® K" —
K™ ® K™ de rango reducido 1 ( esto significa que cada columna de A, tiene rango reducido
menor o igual a 1, y al menos una de estas columnas tiene rango reducido 1). Para esto es
suficiente considerar las aplicaciones de torcimiento con quiver asociado conexo, debido a que
toda aplicacion de torcimiento es suma directa de aplicaciones de torcimiento restringidas a cada
componente conexa.

Observacion 3.5.3. Si x es una aplicacion de torcimiento de rango reducido 1, entonces cada
componente conexa del quiver Q) tiene a lo mas un ciclo propio orientado. En efecto, esto se
obtiene a partir de que cada vértice del quiver es la cabeza de a lo mds una flecha que proviene de
otro vértice, pues el rango reducido de x es 1.

Las aplicaciones de torcimiento de K™ con K" con rango reducido 1 fueron clasificadas
completamente en [12] via tres teoremas que corresponden a cada una de las tres posibilidades
para una componente conexa ) de una quiver Q,:

(1) @ no contiene un ciclo de longitud 2.
(2) @ es un ciclo de longitud 2.
(3) @ contiene propiamente un ciclo de longitud 2.

Segun [12], las aplicaciones de torcimiento K™ con K™ se encuentran en correspondencia
biunivoca con las representaciones partidas, unitarias y factorizables del quiver Q.

Teorema 3.5.4 ([12], Theorem 2.13). Sea A = K™ y Q un quiver de rango reducido 1 sin
ciclos de longitud 2. Una representacion partida, unitaria y factorizable de @) esta unicamente
definida por un conjunto de aplicaciones idempotentes u;: {1,...,m} — {1,...,m} coni € Q°,
satisfaciendo las siguientes condiciones: Si o € Q' no es un ciclo cerrado y p € {1,...,m},
entonces 1,(a)(p) = 0 sa) (p) = p.

Teorema 3.5.5 ([12], Theorem 4.2). Sea A = K™ y sea Q un ciclo de longitud 2. Entonces
el conjunto de K-endomorfismos lineales ¢ = {¢1,p2, 0a,,Pa,} define una representacion
partida, unitaria y factorizable de Q si y solo si existen aj,as,...,a, € K y una aplicacion
w: {1,...,m} = {1,...,m} tal que

o1 =3 laphy + (=0 fip] for 0ar =D anll = Fi)] o (3.5.30)
p=1 p=1
P2 = [(1 —ap)fy + apf;ip)} for P = {(1 —ap)(fy — f;;(p))} s (3.5.31)
p=1 p=1

y, ademds, ellas satisfacen las siguientes condiciones:
(1) Siu(p) =p, entonces a, = 0.

(2) Siu(p) # p, entonces ap + ay(p) = 1. Ademds, si u?(p) # p, entonces a, € {0,1}
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Observacion 3.5.6. Estos dos teoremas corresponden a los dos primeros casos, que con nuestras
herramientas desarrolladas son fdciles de describir: En el primer caso la Proposicion 3.5.1 nos
dice que todas las columnas son estindar. De esta manera es suficiente considerar las aplicaciones
de torcimiento estandar compatibles con la eleccidn del quiver Q) en el sentido de que A, (i,1) # 0
st y solo si la matriz de adyacencia de @ tiene 1 en la entrada (i,1). En el seqgundo caso x se
obtiene a partir de una aplicacion de torcimiento v: K2Q K™ — K" ® K2, como en la Condicion
(2) de la Proposicion 3.5.2.

Definicién 3.5.7 ([12], Definition 4.5). La Data D(u,a) es definida por

(1) Las aplicaciones uy,us, ... ,un: {1,...,m} = {1,...,m}, donde uy = us = u y para cada
i > 3 las aplicaciones u; son idempotentes.

(2) Los elementos ay,...,am € K satisfacen las condiciones (1) y (2) del Teorema 3.5.5.

Teorema 3.5.8 ([12], Theorem 4.6). La data D(u,a) define una representacion partida, unitaria
y factorizable de Q si y solo si, para todo o € Q' \ {a, aa} y todo punto p € {1,...,m} tal que
us(a)(p) # D Y Ua) F P, se satisface solo una de las siguientes condiciones:

(1) s(o) =1 ya,=1.
(2) s(0) =2 ya,=0.

Usando nuestros métodos podemos realizar una construccién distinta de todas las aplicaciones
de torcimiento correspondientes al tercer caso.

Proposicién 3.5.9. Sea QQ un quiver con n vértices, conexo que contiene propiamente un lazo
cerrado de longitud 2, tal que cada vértice del quiver es la cabeza de a lo mds una flecha que proviene
de otro vértice y sea 1) una aplicacion de torcimiento de K* con K™ tal que Ay(1,2) # 0 # Ay(2,1),
entonces existe, salvo isomorfismos, una unica aplicacion de torcimiento x de K™ con K™ de rango
reducido 1 tal que A, coincide con la familia A = (A(i,1))i1en:, de matrices A(i,1) € My(K)
definida como sigue

(1) Si el ciclo de longitud 2 del quiver @ se encuentra en los vértices i,j, denotemos

A(h,i) =0 y A(h,7)=0 para h¢{ij},

A(f(a), f(b)) = Ay(a,b), donde a,be{l,2}, f(1)=i y [f(2):=].
(2) Para cada vértice l € Qo \ {3, j}, elijamos una columna estandar (A(u,!))ueq, tal que

- A(u,l) # 0 si y solo si Q tiene una flecha de u hacia l,
- F(A(v,1)) C Fy(A,v) para todo v € Qo yl € Qo \ {i, 7}

Demostracion. La Proposicion 3.4.37 garantiza que la familia A define una aplicacién de torci-
miento. Por otro lado, las Proposiciones 3.5.1, 3.5.2 y la Observacién 3.5.3 muestran que si x es
una aplicacién de torcimiento de rango reducido 1 tal que A, satisface las condiciones (1) y (2),
entonces el quiver (), contiene un ciclo de lontigud 2 y existe una aplicacién de torcimiento ¢ de
K? con K™. O
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3.6 Quiver asociado a aplicaciones de torcimiento estandar
y casi-estandar

En esta seccién construiremos los quivers que caracterizan completamente a las aplicaciones
de torcimiento estandar. Mas aun, el quiver indica como es posible generar una aplicaciéon de
torcimiento casi-estandar a partir de uno estandar.

3.6.1 Caracterizacién de los productos tensoriales torcidos estandar

El propdsito de esta seccidn es caracterizar completamente los productos tensoriales torcidos
estandar de K™ con K™. En particular, probaremos que estas correspoden a dlgebras con radical
de Jacobson cuadrado igual cero. El resultado principal generaliza el resultado obtenido por Cibils
en [8, Teorema 4.2]. Sea

X: KM@ K" — K" K™

una aplicacién de torcimiento estandar. Como mencionamos en la Observacion 3.1.19, para cada
j € N} y i € Ny, denotaremos por zj; al producto f; ® e;. Ademads, en dicha observacién vimos
que

LTEiljl = Ax(i, l)k:jxkl-

Observacion 3.6.1. Debido a la Observacion 3.4.4 obtenemos que

1 sikei(l),i=lyj=kF,
Losik @ Ji(l), i=1yj=ce(A(L,1)),
A (i, D)k = 1 siké¢ Ji(l), i=1i(k,1, Ay) (lo cual significa que k € F(A,(3,1))) yj =k,

-1 sik¢ J(l),i=1i(k,l,Ay) yij=c(A (1)),
0 en cualquier otro caso,

lo cual en términos de los x;; se escribe

Tkl Sik‘EJl(l),iZZijk‘,
Tl Slk¢<]l(l), Z:l y]:Ck(A(l,l)),
Tt =1« xw sik ¢ ), i=1ik1,A) yj=k,
—xp stk ¢ Ji(l), i=1i(k,,A) yj=ci(A1)),
0 en cualquier otro caso.

Observacién 3.6.2. La Observacion 3.6.1 implica que xyx;; =0, sij ¢ J(l), k=75 yi=1,
sijd Ji(l) yk#j, 0osik ¢ Ji(i) yl#i. Porlo tanto, I = @ZE]N:” D,¢s0) Kzji es un ideal
bildatero de cuadrado cero de K" @, K™. Ademds, la Observacion 3.1.19 implica que cada ideal
bildtero incluyendo propiamente a I tiene un elemento idempotente xj;, y por lo tanto este no es
un ideal nilpotente. Ast, I es el radical de Jacobson J(K™ @, K™) de K™ ®, K™.

Sea X@ el quiver cuyo conjunto de vértices es XQ, == {(j, i) € N x IN* : j € J;(i)}, y cuyo
conjunto de flechas es XQ = {a;; : 1 € N¥, y 5 € IN* \ J;(I)}, y con aplicaciones fuente y meta
s,t: XQ — XQ, definidas por

s(ag) = (4,10, L AY)) y - Hag) = (il 4, By), 1) = (¢ (Ax(1,1)), D).

La buena definicién de las aplicaciones s y t es debida a la Proposicion 3.4.14 y a la Observa-
cién 3.3.8, respectivamente.
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Observacién 3.6.3. La condicion (4) de la Observacion 3.4.4 implica que en el quiver XQ) existe
una flecha del vértice (k,i) hacia el vértice (j,1) si y solo si A\ (i,1)k; = —1.

A continuacién calculamos los productos xj;z; en términos de las aplicaciones s y ¢. Debido
a los calculos obtenidos en la observacion 3.6.1, se satisfacen las siguientes condiciones:

Tl si (kal) = (.]vl>7
(a) Sike Ji(i)y je€ Ji(l), entonces zpizj; = —xg;  si (k,i) = s(ag) y (4,1) = t(ag),

0 en cualquier otro caso.

% Si .al =t i)y
(b) Sik ¢ Ji(i) y j€ Ji(l), entonces xp;xj = {xk st (7:0) . (o)
0 en cualquier otro caso.

xzj si(k,i) = s(ayy),

(c) Sike Ji(i)y g ¢ Ji(l), entonces gz ; = )
0  en cualquier otro caso.

(d) Siké¢ Ji(i)yj¢ Ji(l), entonces xg;z;; = 0.

Teorema 3.6.4. El producto tensorial torcido K" ®, K™ es isomorfo al dlgebra de radical de
cuadrado cero KXQ /(XQ?).

Demostracion. Para cada vértice (j,1) € XQ, escribamos In(j,1) = {ax; € *Q, : (4,1) =

t(axi)}. Un calculo directo y largo usando las condiciones (a)—(d) muestran que la aplicacién
¢ XQuUXQ, = K" ®, K™, definida por

6(4,1) = x5 + Z xR para (5,0) €*Qy y  ¢(aj) =wxj para o € XQq,
In(j,0)

se extiende a un morfismo de dlgebras ¢: K *¥Q — K" ®, K™. Debido a que los elementos z;
generan linealmente K" ®, K™, el morfimos ¢ es sobreyectivo. Més atn, el item (d) implica
que un camino de longitud 2 de X@Q tiene imagen cero. Como ambas dlgebras K XQ/(XQ%) y
K™ ®, K™ tienen la misma dimensién, la aplicacién inducida

¢ KXQ/(XQY) — K" @y K™
es un isomorfismo de algebras, como queriamos. O

La siguiente observacién generaliza la version correcta de [8, Teorema 4.6].

Observacién 3.6.5. El quiver XQ = (XQo,XQ1) asociado con la aplicacion de torcimiento
estandar x de K™ con K" satisface las siguientes condiciones:

(1) Qo C IN: x IN*, y para todo | € N¥, existe j € N¥ tal que (j,1) € XQo,
(2) XQ' = {ayi: (4,1) € (N}, x N, ) \ XQo},

(3) Para todo (j3,1) € (N} x IN* Y\ XQo existen i € N, y k € N} tales que s(j,1) = (j,i) y
t(5,0) = (k,1).
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Reciprocamente, si Q = (Qo, Q1) es un quiver que satisface las condiciones (1), (2) y (3), entonces
existe una tinica aplicacion de torcimiento estandar x de K™ con K™, tal que Q = XQ. En efecto,
empleamos el Teorema 3.4.10 para construir la aplicacion x a partir de Q). Es suficiente determinar
las familias de matrices (A(l))ienz vy (B(j))jen: de matrice-0,1 idempotentes A(l) € M,(K) y
B(j) € My, (K) tales que:

(1) {G, 1) € N}, x N, = A(D) 5 = 1} = Qo,
(2) s (7,1) & Qo y tag) = (K, 1), entonces Ay = 1,
(3) si (4,1) & Qo y s(ez1) = (1), entonces B(j)i =1,
(4) Al =1, B(j)1 =1 y A(l);; = B(j)u, para todo L y j.
Para esto definamos la fila j de A(l) y la filal de B(j) como sigue:
(1) Si(4,1) € Qo, entonces escribamos A(l)jn = 0;n,
(2) st (4,1) ¢ Qo, entonces escribamos A(l);, = dxn, donde k es definido por t(aj) = (k,1),
(3) si (4,1) € Qo, entonces escribamos B(j)i = Oip,
(4) si (4,1) ¢ Qo, entonces escribamos B(j)in = 6in, donde i es definido por s(ayi) = (j,1).

3.6.2 Construccion iterativa de los productos tensoriales torcidos casi-
estandar

El propdsito de esta subseccién es presentar un método para construir los productos tensoriales
casi-estandar de K™ con K™. Emplearemos las notaciones de las secciones previas, para ser
precisos aquellas introducidas en la Seccién 3.4. El Teorema 3.4.10 nos permite asociar de manera
evidente una aplicacion de torcimiento estandar y a cada aplicacién de torcimiento casi-estandar
x. Esto nos permite asociar un Quiver XQ := XQ a cada aplicacién de torcimiento casi-estdndar
x: KM@ K" — K™ ® K™. A partir de la construccién en el Teorema 3.4.10, se tiene

A)z(l, l) = AX(Z, l) and Ax(l, l)kk = B;((k, k)lz = BX(k, k)lz = Ax(i, l)kk

para todo 4, [ y k. Por lo tando, J;(I) de ¥ coincide con J;(1) de x para todo i y I; y entonces la
construccién de Ay, puede ser realizada facilmente usando la Observacién 3.4.5.

Proposicion 3.6.6. Sea x: K" QK" — K" ® K™ una aplicacion de torcimiento casi-estandar
y sean u,l € N}y k,d € IN}. Supongamos que A, (u,l)rq # 0 y sea v € IN¥ tal que d € J,(I). Si
Ay (u, D =1 y Ag(u,)a = 0, entonces u, v y 1 son tres elementos diferentes de N, k € J,, (1),
d ¢ {k,ci}, donde ¢, = ci(Ay(1,1) y

AX(U, l)kd = _AX(U7 l)k:d = AX(U, l)kck (3632)
Mads ain, cq = cx, donde cq = ca(A\(1,1)), y existen las siguientes flechas en el quiver de X:

- Qy, de (k,u) hacia (d,v),

- ag, de (k,u) hacia (cg,1),
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- agqr, de (d,v) hacia (¢g,l).

Demostracion. La igualdad A, (u, 1)k, = 1 implica que k € J,(1). Més atn, u # [, pues en otro
caso se tiene

0 75 Ax(hl)kd = 6kd =d=k= A;((l,l)kd = Ax(l,l)kk = 1,
lo cual contradice que Ay (u,)rq = 0. También, debido a esta igualdad, para probar que d ¢ {k, c; },
es suficiente observar que

A (u, D = By (K, k) iy = By (K, k) = Ay (u, D = 1,

y que Ag(u,l)ge, = —1 debido al Teorema 3.4.10. Como u # [ 'y d ¢ {k,ct}, la condicién (3)
del Lema 3.4.26 implica que v # I y v # u. Ademads, como A, (u,l)rq # 0, la condicién (4) de
la Definicién 3.4.17 implica que ¢ = ¢j. La primera igualdad en (3.6.32) se obtiene a partir de
la Observacién 3.4.21 mientras que la segunda se obtiene de la condicién (2) del Lema 3.4.26 y
la condicién (2) del Corolario 3.1.7. Mds atn, ay, aq y gy son flechas de X@Q pues k ¢ Ji(1),
d¢ J()y k¢ J,(v) debido a la condicién (2b) del Teorema 3.4.28. Ademds, los vértices de inicio
y codominio de estas flechas satisfacen las condiciones de la proposicion pues:

- G (ch(]“k)) = u, pues B)Z(kvk)vu = Bx(kvk)vu = Ax(uav)kk =1,
2 (v,

v)) = d, pues Ag(v
(k,k)) = u, pues By (k, k)i = By (k, k)iw = Ay (u, Dr = 1,
D) = <

0, 0)kd = Ay (V,0)kqa = 1,

1) = A\ (1),
5 (d, )) = v, pues By(d,d)i, = By(d, d)iy = Ay (v,1)qqa = 1,

cr (A
a(B
- (4 e, pues A
a(B
- cal Ay D) = ca, pues Ag(L,1) = A,(L,1),

donde en el primer y segundo {tem las ultimas igualdades se satisfacen debido a la condicién (2)
del Teorema 3.4.28. O

Definicién 3.6.7. Sean xy: K™ @ K" — K™ ®@ K™ wuna aplicacion de torcimiento casi-estandar,
u,v,l eIN% ke J, (1) yde Jy(l). Supongamos que u # 1 # v y que existen las siguientes flechas
en el quiver de x:

- Qgw, de (k,u) hacia (d,v),
- ag, de (k,u) hacia (cx,1) (donde ¢, = cx(Ay(1,1))),
- agqy, de (d,v) hacia (cq,1) (donde cq = cq(Ay(1,1))).
Si cq = ¢y, y Supp(D (u,l)) =0, entonces para cada \ € K definamos la aplicacion
KM@K — K" @ K™,

por

AX1 (’U,,l)kd = /\7

AX1 (’U,l)kd :—/\,

AX1 (Ual)k:ck = A

AX1 (uv l)k('k - AX (U7 l)kck - )‘7

Ay () js = Ay(i,t)js cuando (i,t,j,s) & {(u,l, k,d), (v,1,k,d), (v,l,k,c), (u, 1, k, cp)}.

. . . . . .. . A
Si es necesario ser mds precisos la aplicacion x, serd denotada por A(k’u)’(d ) (ck,l)(X)'
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Proposicion 3.6.8. A partir de la definicion de XQ, la existencia de las flechas auy,, iy Yy ag
implican que k € J,(u) \ (J,(v) U Ji(1)), d € Jp(v) \ J1(1) y cx € Ji(1). Por lo tanto, u, v y I son
tres elementos distintos de Ny, y k, ¢, y d son tres elementos distintos de IN},. Mas atin,

Ax(u; l)kd = Oa Ax(’UJ)kd =0 Yy AX(Ua l)k:ck =0.

Demostracion. En efecto, las primeras dos igualdades se satisfacen pues (DE‘;’ l)) wa = 0y
(Dzﬁl))kd = f(DE‘;’l))kd debido a la Observacién 3.4.21; y la tercera igualdad se satisface

pues, en caso contrario, dedibo al Lema 3.4.25 existen j € J,(I) tal que (D[} )k; # 0 (lo cual es
imposible pues, la Observacién 3.4.21, implica (D¢} )r; = —(D();))k; 7 0)- O

Observacién 3.6.9. Si A =0 en la Definicion 3.6.7, se tiene x, = X.

Teorema 3.6.10. Sea x una aplicacion de torcimiento que satisface las condiciones hechas en la
Definicion 3.6.7, entonces x1 es una aplicacion de torcimiento casi-estandar.

Demostracion. En efecto, como k, ¢i y d son tres elementos diferentes de IN}:, se tiene AXl (t,t)55 =
Ay (i,t); paratodo i, t y j. Entonces F'(Ay (i,1)) = F(Ay, (i,1)) para todo i y t. En otras palabras
J;(t) no depende de A. Més atn, si x, es una aplicacién de torcimiento casi-estdndar, entonces
clamaramente x, = x. Ademads, Ag(u,l)rqa = 0, pues Supp(Ay (u,)r+) = {k, ¢}, mientras que,
debido a la Observacién 3.6.3, se tiene Ay, (u,0)k, = —1, lo cual debido a la Observacién 3.4.9
implica que A, (u,l)rr = Ag (u,0)gx = 1. Por lo tanto, si A # 0, entonces las hipétesis de
la Proposicién 3.6.6 son satisfechas por x,, demostrando que es una aplicacién de torcimiento
casi-estandar. O

Observacion 3.6.11. Si x es una aplicacion de torcimiento que satisface las condiciones hechas
en la Definicion 3.6.7, entonces X, es una aplicacion de torcimiento (casi-estindar), y se cumple
Ly, =Ty yly, =Ty

Proposicién 3.6.12. Sean x, x,, u, v, l, k, d, Oy, Og1, aga Yy A como en la Definicion 3.6.7.
Supongamos que A # 0. Si x, es una aplicacion de torcimiento casi-estandar, entonces

(1) Ay, (G u)ky = Ag (i, u)ig y Ay, (i,0)k; = Ag(i,v)k; para todo i, j,
(2) Ay, (u,l), Ay, (v,1), By (d,k) y By, (ck, k) son matrices idempotentes.

Mads aiin, la condicidn (2) implica que X, es una aplicacién de torcimiento (casi-estdndar).

Demostracion. La Observacion 3.6.10 implica que Ay (u,)rr = Ay (u,l)gr = 1, y de esta manera,
la condicién (1) del Teorema 3.4.28, implica que

Ay, (i, u)kj = diudr; = Ag(i,u)k;  para todo i, j.
Por otro lado, A partir del Teorema 3.4.28 se tiene

Ay, (0, v); sii=w,

AX1 (i, v)pr st k=7,

-1 sti#Fv, jEEY Ay, (0,0)k; = Ay, (1,0)kk = 1,
0 en cualquier otro caso.

A>21 (i, U)kj =

Asi, para terminar la prueba del {tem (1) es suficiente mostrar que para todo i £ vy j # k,

Ay (0,015 = 8ja, Ay, (1,0)kk = 0iu Yy Ay, (4,0)k; = —0iubja-
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Pero debido a que A, (u,l)ra # 0, esto se obtiene ficilmente a partir de la condicién (2) del
Teorema 3.4.28. El item (2) se obtiene inmediatamente de los items (1) y (2) de la Proposicién 3.1.4.
Reciprocamente, Las Proposiciones 3.1.6 y 3.1.12, y la condicién (2) de la Proposicién 3.6.12 son
suficientes para que x, sea una aplicacién de torcimiento, pues ) 3; Ay (i, h) = idgn para todo hy
Ay, (i,h)1 =1 para todo i y h. Finalmente un cdlculo directo muestra que las condiciones (1)—(4)
de la Definicién 3.4.17 son satisfechas.

Corolario 3.6.13. Bajo las condiciones hechas en la Definicion 3.6.7, si x es estdndar, entonces
X, es una aplicacion de torcimiento casi-estdndar.

Demostracion. Cuando A = 0 es obvio, mientras que cuando es distinto de 0, realizando unos
célculos rutinarios se obtiene que Ay (u,l), Ay (v,1), By (d,k) y By, (ck,k) son matrices idem-
potentes. O

Observacion 3.6.14. Un cdlculo sencillo muestra que si x1 de la Definicion 7.7 es una aplicacion
de torcimiento, entonces la construccion x, a partir de x corresponde a una deformacion formal
en el sentido de Gerstenhaber. Para ser mds precisos, la aplicacion de multiplicacion py, de x,
viene dada por

fin, (0 © ) = po(a ®b) + Mn(a @ b),

donde po es la multiplicacion en D :== K" @, K™ y p1: D® D — D es la aplicacion definida
por

p1(The @ zq) = 1
p(Thy @) = 1
p1 (T ® Tqr) = —1
p1(Tpy @ epg) = —1
)
p1(Zpg @ 2ps) = 0 cuando (Tpq, Trs) ¢ {(Tku, Tar), (Tkos Tar)s (Thus Tegl), (Thos Tegl) }-

Observacién 3.6.15. Cada aplicacion de torcimiento casi-estdndard se obtiene de una aplicacion
de torcimiento estdndar y la aplicacion repetida de la contruccion de la Definicion 3.6.7, de esta
manera anadiendo pardmetros A1, Aa, A3, ..., obtenemos aplicaciones de torcimiento casi-estandar

X13X2s Xgseo--

Observacién 3.6.16. Sea x: K™ @ K" — K" @ K™ wuna aplicacion de torcimiento casi-
estdndar. Para cada u,l,v € N y k,d € IN} tales que u, [ y v son tres elementos diferentes de
N, ke Jy(u), de J,(v) y Ay(u,D)ka # 0, el quiver de x tiene un tridngulo con vértices (k,u),
(d,v) y (ck,1), y flechas agy, g y aar, de (k,u) hacia (d,v), (k,u) hacia (c,1), y (d,v) hacia
(ck, 1), respectivamente. En efecto, debido a la condicion (4) de la Definicion 3.4.17 se tiene que
cr = cq, de esta manera la Definicion 3.6.7 establece el tridngulo deseado.

3.6.3 Radical de Jacobson de un producto tensorial torcido casi-estandar

Sea x: KM @K™ — K" ® K™ una aplicacién de torcimiento casi-estdndar. Para cada j € IN},
y 1 € N}, , sean x;; como en la Observacién 3.1.19. En esta seccién probaremos que, como en el caso
cuando x es estdndar, el ideal de Jacobson J(C') de C = K" ®, K™ es el ideal I := ®j¢Jl(l) Kz
de C (desafortunadamente cuando x no es estandar el ideal I puede no ser un ideal de cuadrado
cero). Como una consecuencia existe una subalgebra A ~ % de C tal que C = AP J(C).
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Teorema 3.6.17. Sea x, C' y I como mencionamos antes. Entonces I es el ideal de Jacobson de

C.

*
m?

Demostracion. Para cada j,k € N} yi,l € N}, sii# 1 or k # j, entonces

TkiTjl = Ax(i, l)ijkl el.

En efecto, si k ¢ J(I), la igualdad se consigue a partir de la definicién de I, y si k € Ji(1),
la igualdad es verificada pues a partir de la condicién (1) del Teorema 3.4.28 se obtiene que
Ay (i,1)r; = 0. De esta manera, I es un ideal bildtero de C. Para culminar la demostracion es
suficiente mostrar que

el (3.6.33)

Ljily " Ljpgalngr = 0 para cada Ljrlys s Ljnyrlnga

Como los I; pertenecen a IN¥, , existen u < v tal que [, = [,,. Claramente podemos asumir que si
v > u+ 1, entonces I, 11 # [,. Un argumento inductivo muestra que

v—1

it Tjute = LT Axns )i jnia @it
h=u

Como j, ¢ J;, (1,,) se tiene
Ay (lus 1) jususs = O¢;, jugn  donde ¢, = cx(Ay(lu,ly))-
Por lo tanto, si j,+1 # ¢;, la igualdad (3.6.33) es satisfecha. Por otro lado, si j,4+1 = ¢;, € Ji, (L),
entonces v > u + 1 (pues ju41 & Ji,., (lus1)), ¥ la igualdad (3.6.33) se satisface pues
AX(ZU+1’ lﬂ)ju+17jilr+2 = 5lu+17lv6ju+17ju+2 = 0
debido a la condicién (1) del Teorema 3.4.28. O

Corolario 3.6.18. Bajo la hipotesis del Teorema 3.6.17, el dlgebra cociente % es isomorfa

al producto directo HjeJl(l) Kxj de cuerpos, y existe una subdlgebra A ~ % de C' tal que
C=AIJC).

Demostracion. La primera afirmacién se obtiene a partir de que para cada i, € IN* |, k € J;(i) y
j € Jl(l)7 COIlj 7& k7

zjxj = Al )25 = ji,
Thilj) = A(i,l)kjmkl clsik ¢ Jl(l)

Tgilj = A(i,l)kakl =0sike Jl(l)

La segunda afirmacién se obtiene aplicando directamente el teorema Wedderburn-Malcev ([28,
Chapter 11]). O

Observacion 3.6.19. Si y: K™ @ K" — K" ® K™ es una aplicacion de torcimiento casi-
estdndar que no es estandar, entonces J(C)? # 0.

3.7 Clasificacién en dimensiones bajas

En esta seccién determinamos las aplicaciones de torcimiento de K3 con K?2. Para lograr esto
es conveniente describir en primer lugar y en detalle las aplicaciones de torcimiento de K2 con
K? v las aplicaciones de torcimiento de K2 con K?3.
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3.7.1 Aplicaciones de torcimiento de K? con K?2

Teorema 3.7.1. Si x: K2QK? — K?2®K? es una aplicacién de torcimiento, entonces K? Ry K?
es isomorfa a una de las siguientes dlgebras

(1) K47

(2) El algebra de caminos del Quiver Q: .

>

(3) El dlgebra de caminos del Quiver Q: , ‘“——
(4) My(K).

Demostracion. Primero emplearemos nuestros resultados para obtener manera directa una clasifi-
cacién de todas las aplicaciones de torcimiento x: K2 ® K2 — K? ® K?2. Esta clasificacién ya
se obtuvo en [24]. Debido al Corolario 3.1.14 y la Proposicién 3.1.16 podemos suponer que las
matriz de rango A, es una de las siguientes:

2 0 2 1 1 1
F1:<0 2>7 F2:<O 1) or F3:<1 1)

Primer caso Si la matriz de rango A, es I'1, entonces A(1,1) = A(2,2) = id. Por lo tanto, x
esel flipy K? ®, K* = K*.

Segundo caso Si la matriz de rango A, es I's, entonces x es una aplicacién de torcimiento
estandar (use la Proposicién 3.3.10 y la Observacién 3.4.30), y se puede verificar ficilmente que x

es equivalente via permutaciones idénticas en filas y columnas a la aplicacién de torcimiento x’
con

. 1 0 0 0
14)(,(17 1) = ld7 AX/ (27 1) = 07 AX/ (2, 2) = (1 0) y AX’(la 2) = (1 1) .

0, lo que es lo mismo, a una aplicacién de torcimiento estdndar con quiver
o(L,1) (1,2
X Q = 29
o(2,1) 0(2,2)
Aqui los puntos representan los vértices de X/Q7 y el circulo en blanco en la coordenada (2, 2),

indica que la flecha ass inicia en la fila 2 y termina en la columna 2. De esta manera es facil
’
recuperar las matrices de A,/ a partir de * Q). Se tiene:

A1) =id, A(2,1) =0, A(2,2):G 8) v /1(1,2):<01 (1))

De aqui en adelante simplemente representaremos los quivers de esta aplicacién de torcimiento y
de sus aplicaciones de torcimiento equivalentes como
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donde existe un punto en la posicién (j,4) cuando (j,4) es un vértice (es decir, j € J;(i)); y existe
un circulo blanco en la posicién (j,1) cuando el quiver tiene una flecha a;; que inicia en la fila
j y termina en la columna [ (que ademéds es tnica). Los quivers asociados con las aplicaciones
de torcimiento estdndar de K2 con K2 y de K? con K? seran representados por diagramas
construidos siguiendo las mismas instrucciones.

Tercer caso Sila matriz de rangos A, es I's, entonces debido a la condicién (3) del Corola-
rio 3.1.7 y la Observacion 3.2.2, existen elementos a,a’ € K, tales que

a 1—a l—a a-—1
ann=(0 170 aen=(1 o0

1—d d -1 a 1—d
Ax(1a2):<_a/ a >7 Ax(2a2):<a/ 1—a’>'

De esta manera, a partir de la ecuacién (3.1.2) se tiene que By (1,1) = (1—aa’ 1;“). La Proposi-

ciénn 3.3.15 y la Observacién 3.2.2 implican que @’ =1 — a y se tiene
a l—a l—a a-1
TR e PR N (ST

a2, ) ae=(1T8 0.

Si empleamos nuevamente la ecuacién (3.1.2) obtenemos que B, (¢,j) = A, (4, ) parai,j = 1,2,
lo cual permite verificar facilmente que las condiciones de la Proposicién 3.1.4 son satisfechas.
Por lo tanto una familia de aplicaciones de torcimiento es parametrizada por a € K. Empleando
la Proposicién 3.1.16 se puede observar que las aplicaciones de torcimiento correspondientes a a y
1 — a son isomorfas. Mas atn, si empleamos nuevamente la Proposicién 3.1.16, se puede verificar
que este es el unico isomorfismo entre estas aplicaciones de torcimiento. Si a € {0, 1}, entonces la
aplicacién de torcimiento es estandar y el quiver es uno de los siguientes

o .

72T

Debido a la Observacién 3.6.2 el radical de Jacobson de K2 Ry K 2 es un k-espacio vectorial
de dimensién dos. Por otro lado, La Proposicién 3.1.17 y la Observacion 3.1.18 implican que para
a ¢ {0,1}, el morfismo p;: K? ®, K? — M(K), dado por

pi(f;®1)=FE7 and pi(1®e;) = A (i,1),

es un isomorfismo de algebras. OJ

3.7.2 Aplicaciones de torcimiento de K3 con K?2

Ahora emplearemos los resultados para clasificar todas las aplicaciones de torcimiento x de
K? con K? ( debido a la Observacién 3.1.3, la Proposicién 3.4.8 y la Proposicién 3.4.34, esto
origina inmediatamente una clasificacién similar para las aplicaciones de torcimiento de K2 con
K3).
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Teorema 3.7.2. Si x: K3 ® K2 — K? ® K? es una aplicacion de torcimiento, entonces x es
una aplicacion de torcimiento estdndar y corresponde a uno de los casos del siguiente cuadro

Cuadro 3.1: Aplicaciones de torcimiento estdndar de K3 con K2

# > Tr quiver ry fx # equiv.
S N (1) AT
25 (B ey e
R DI
Lo (§Y) anom
s N an s
I
SR R

Aqui 35 Tr = 37, Tr(A(i, 1) = X2, Te(B(),5)) y # equiv. indica la cantidad de aplicaciones
de torcimiento estandar equivalentes (De ahora en adelante diremos que dos aplicaciones de
torcimiento estandar de K™ con K™ son equivalentes si ellas son isomorfas).

o corresponde a un valor de a ¢ {0,1} en el tercer caso de la Subseccion 3.7.1. Por lo tanto,

A*(“):G (1))’ AX<2’”:< 8)> Ax<3,1>=(8 g),
Ax(L?):(g 8) AX(2,2):<a 1_2) AX(S’Q):(l_aa aal),

() wen- () aea-(0n )

y obtenemos un dlgebra isomorfa a K* @ My (K).

o o

IS

Demostracion. Debido al Corolario 3.1.14 y la Proposicién 3.1.16 podemos asumir que la matriz
de rangos A, corresponde a una de las siguientes:

2 .0 0 2 0 0 2 1 1 2 1 0
ri=(0 2 o], To=(0 2 1], T5=(0 1 0], Tu=[0 1 1],
00 2 00 1 00 1 00 1
2 0 0 100 10 1
Is=(0 1 1|, T¢=(0 1 1|, =1 1 0
01 1 111 01 1
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Debido a la Proposicién 3.3.10, excepto eventualmente en los casos I's y I's, las matrices A, (1,1)
son matrices-0, 1, lo cual, debido a la Observacién 3.4.30 implica que x es una aplicacién de
torcimiento estandar. De esta manera podemos enumerar todas las posibles aplicaciones de
torcimiento estdndar (para esto empleamos el método que presentamos en la Observacién 3.6.5):

Si I'y = I's, entonces x es una suma directa del flip de K con K? y una aplicacién de
torcimiento x’ de K2 con K2 con I'yy = (11), y el dlgebra del producto tensorial torcido es
isomorfa a K% & A, donde A es el producto tensorial torcido K2 ®,, K2. Asi que es estdndar
(recuperando el caso #5 en la lista),

SiI'y = TI's, entonces de la Proposicién 3.3.10 y la Observacién 3.4.30 se tiene que la primera
columna de A,, es una columna estandar, asi que

aan=(i g) v ae=(_ 1)

aan=() 1) v acn=(y 7o)

Debido a la Proposicién 3.1.16 podemos asumir, y lo haremos, que A,(1,1) = (1§). Mds atin, la
Observacién 3.1.15 implica que las matrices A, (4,7) para i,j € {2,3} definen una aplicacién de
torcimiento x’ de K? con K2, tal que I'yy = (11), la cual es estdndar, o corresponde a un valor
de a ¢ {0,1} en el tercer caso de la Subseccién 3.7.1. Por otro lado, el Teorema 3.4.37 muestra
que

{2} = F(A(3,1)) € Fo(Ay,3).

Por lo tanto, A,(3,3)22 =1 y la aplicacién de torcimiento es estdndar, correspondiendo al sexto
caso en la lista.

Si I'y = I'z, entonces la aplicacién de torcimiento es necesariamente estandar (pues las
columnas de I'7 tienen rango reducido 1), pero ninguna aplicacién de torcimiento estandar x
satisface I'y = I'7, entonces no existen aplicaciones de torcimiento en este caso. O

3.7.3 Aplicaciones de torcimiento de K3 con K3

Nuestro siguiente propdsito es construir (salvo isomorfismos) todas las aplicaciones de torci-
miento de K2 con K3. Debido a que en el apéndice listamos todas las aplicaciones de torcimiento
estdndar y casi-estdandar de K3 con K3, en esta seccién tinicamente necesitamos construir todas
las aplicaciones que no son casi-estandar. Para llevar a cabo esta tarea, ademas de los resultados
anteriores, utilizaremos la Observaciéon 3.4.30 y los siguientes resultados:

Proposicién 3.7.3. Sea x: K™ @ K3 — K3 ® K™ una aplicacién de torcimiento y sean iy, io
y i3 tres elementos diferentes de IN};, tales que A, (i2,11) # 0 # Ay (i3,141).

(1) Sila columna iy de A, no es casi-estandar y A, (i1,11) es

100 01 0 00 1
1t oof, [o1o0o] o (00 1],
100 010 00 1

entonces Ay (i2,13) # 0 # A, (i3,12) y ni la columna i ni la columna iz de A, son columnas
casi-estandar.
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, ) S o 00
(2) Sila columna i, de A, no es casi-estandar y Ay (i1,41) = ( 0 8)’ entonces

Ay (i2,01)22 = Ay (i2,12)22 = Ay (i2,13)22, Ay (i3,01)20 = Ay (i3, 12)22 = Ay (i3,13)22,

y existe z € K* ya € K*\ {1} tal que

0 0 0
A, (ig,i1) = —a—z o z
a—1—el=a old-ao 4 _
Y
0 0 0
A (igi) = a+z—1 l-a -z
a(l—a) — _a(l-o) a

Demostracion. Supongamos que estamos bajo las hipétesis del item (2). Sin perdida de generalidad
podemos asumir que i1 = 1, io = 2y i3 = 3. Debido al Corolario 3.1.14, se tiene que Z:‘L:l Yi1 = 3.
Por lo tanto, A,(i,1) = 0 para ¢ > 3 y Tr(A,(i,1)) = 1 = 1 para i < 3. Mas atn, los
items (1) y (3) del Corolario 3.1.7, implican que A, (1,1)A,(¢,1) = 0 para todo i > 1y
Ay (1,1)+ A (2,1) + A (3,1) = id3. Entonces, existe a € K tal que

0 0 0 0 0
A2,1)=[* « * y A3, 1) =[x 1-a =x
¥ x 11—« * *

Més atn, el {tem (b) de la Proposicién 3.4.32 implica que a ¢ {0,1}. Sea z := A, (2,1)23. Como
la suma de las entradas de cada fila de A, (2,1) y A,(3,1) es cero,

0 0 0 0 0 0
A2, l)=|-a-—2z « z y AB8,1)=(a+z-1 1-a -z
* * 1 —a« * * o

Ademids, debido a que las matrices triangulares inferiores tienen como entradas en la diagonal
a 0 6 1, necesariamente z # 0. De esta manera, es claro que ambas matrices tienen la forma
deseada, pues rk(A4,(2,1)) = rk(A,(3,1)) = 1. Sin embargo, la primera fila de By(2,2) es
(0,a,1 —,0,...,0), la primera fila de B, (1,2) es (1, —(a+ 2), (o + 2) —1,0,...,0) y la primera
fila de B,(3,2) es (0, z,—2,0,...,0). Un célculo directo empleando estos resultados junto con la
Observacién 3.1.8, implican que B(1,2) + B(2,2) + B(3,2) = id,, y que, la condicién (2) de la
Proposicién 3.1.4, implica que las columnas de B(2,2) son ortogonales a la primera fila de B(1,2)
y B(3,2), lo cual muestra que

0O o 1—a O 0
0O a 1—a 0 0
0 a 1—a 0 0

B(272): * % * * I I
* % * * *

con lo cual terminamos con la prueba del item (2) via (3.1.2). Mds ain
AX(Q, 3)22 = B(2, 2)32 =x 'y AX(37 2)22 = B(Q, 2)23 =1-aq.

El ftem (1) se obtiene inmediatamente a partir de esta observacién y la Proposicién 3.1.16. O
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Nuestro siguiente propédsito es determinar salvo isomorfismo todas las aplicaciones de tor-
cimiento y: K3 ®@ K? — K2 ® K? que no son casi-estdndar. Debido a la Proposicién 3.1.16,
podemos asumir que los valores de la diagonal de I'y, son no crecientes. De esta manera, a lo largo
de esta subseccién emplearemos y para denotar una aplicacién de torcimiento con esta restriccién
y veremos las condiciones para que y no sea casi-estandar. Organizaremos nuestra bisqueda de
acuerdo a los valores de ) Tr:= >, Tr(A,(4,1)).

> Tr=9,80r 7

Teorema 3.7.4. Todas las aplicaciones de torcimiento x: K3@K? — K3®@K?3 con Y Tr > 8 son
estandar. Salvo isomorfismos, la inica familia de aplicaciones de torcimiento no casi-estdndarthe
de K3 con K3 con > Tr = 7 se obtienen tomando

1 00 0 0 O 0 0 0
A1 =[01 0], 42=[00 0], A@BDH:=[0 0 0],

0 0 1 0 0 O 0 0 O

0 0 O 1 0 0 0 0
A2 =00 0], A4@22=[0a b|, AB2D=[0 b -b],

0 00 0 a b 0 —a a

0 0 0 0 0 O 1 0 0
A(1,3)=(0 0 0], A(2,3)=]{0 —al, Ay3,3)=10 b al,

0 0 0 0 —b b 0 b a

donde a € K\ {0,1} y b:=1— a. Independientemente de a, se tiene K3 ®, K> ~ K° x My(K).

Demostracion. Bajo la hipétesis de la diagonal de Ty se tiene (3,3,3), (3,3,2), (3,3,1) 0 (3,2,2).
La Proposicién 3.4.38 implica que en los tres primeros casos la aplicacién y corresponde, nece-
sariamente, a una aplicacién de torcimiento estandar. En el tltimo caso I'y es equivalente via
permutaciones idénticas en filas y columnas a una de las siguientes matrices:

31 1 310 300
02 0|, o2 1] o [0 21
00 2 00 2 0 1 2

Debido a la Proposicién 3.3.10 en los dos primeros casos las matrices diagonales son matrices-0, 1,
entonces la Observacion 3.4.30 implica que las aplicaciones de torcimiento que obtenemos son
estandar. La tltima aplicacién de torcimiento y es la suma directa del flip de K con K3 y la
aplicacién de torcimiento x': K2 @ K3 — K? ® K?2. Més atn, el andlisis que desarrollamos en
la Subseccién 3.7.2 nos permite concluir que si X’ no es casi-estdndar, entonces K ®,, K? es
isomorfo a K2 x My (K). Por lo tanto, en este caso K* ®, K3 ~ K°® x My(K). O

3 Tr=6

Teorema 3.7.5. Salvo isomorfismos, la tunica familia de aplicaciones de torcimiento no casi-
estandar de K con K3 con Y. Tr = 6 se obtienen tomando

-1

0 1 0 00 0
o], A,2n=[o o o], AB1=[0 o0 0],
1 0 0 0 00 0
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0 0 0 1 0 0 0o 0 0
A(L,2)=(0 0 0), A(2,2)=|0 a b, A3,2)=(0 b —b],

0 0 0 0 a b 0 —a a

0 0 O 0 0 O 100
A(1,3)=(0 0 0], A(2,3)=[0 a —al|, A 3,3) = b al,

0 0 0 0 —b b b a

donde a € K\ {0,1} yb:=1—a.
Demostracion. La diagonal de I'y es (2,2,2) o (3,2,1). Trataremos cada caso por separado:

Diag(I‘x) = (2,2,2) Debido ala Proposicién 3.1.16 podemos asumir que Iy es una de las siguientes
matrices:

2 1 1 2 1 0 2.0 0 2 0 1
1 20|, (1t 2 1], [t 21] o |1 20
00 2 00 2 0 1 2 01 2

Mas aun, la Proposicién 3.3.10 y la Observacion 3.4.30, implican que cada aplicacién de torcimiento
cuya matriz de rangos corresponde a la tltima matriz es estandar, y, nuevamente debido a la
Proposiciéon 3.1.16, se tiene que cada aplicaciéon de torcimiento cuya matriz de rango es la primera
o segunda matriz de la lista es isomorfa a la aplicacién de torcimiento cuya matriz de rangos es la
tercera matriz. Por lo tanto, inicamente consideraremos el caso

2 0 0
'y=(1 21
01 2

Debido a la Proposicién 3.3.10 y la Observacion 3.4.30, se tiene que la primera columna de A, es
estandar. De esta manera, las hipdtesis del Teorema 3.4.37 son satisfechas. El Teorema 3.4.37 y
la Observacion 3.1.15, implican que x es una aplicacién de torcimiento si y solo si las matrices
A\ (2,2), Ay(3,2), Ay (3,3) v Ay (2,3) definen una aplicacién de torcimiento de K? con K3,
vy F(A(2,1)) C Fo(Ay,2) (en efecto, también necesitamos que F(A,(i,1)) € Fy(Ay,1i) para
i € {1,3}, pero para i = 3 es trivial y para i = 1 se obtiene a partir de la Observacién 3.4.18).
Debido a que estamos buscando las aplicaciones de torcimiento que no son casi-estandar, los
argumentos desarrollados en la Subseccién 3.7.2 nos permiten asumir que

10 0 0 0 0
A(2,2)=(0 a 1—-al, A3,2)=(0 1-a a—-1],
0 a 1-a 0 —a a
1 0 0 0 0 0
A(3,3)=(0 1—a al, A(2,3)=(0 a —a
0 1—a a 0 a—1 1-a
Sin embargo, se tiene Fy(A,,2) = {1} y entonces, necesariamente
1 -1 0 1 0 -1
A2D)={0 0 0] o AJ(21)=[0 0 0
0 0 0 0 0 O

En ambos casos se tiene A, (1,1) = id3 —A,(2,1), A,(3,1) =0, A (1,2) =0y A(1,3) =0
(lo cual es forzado). Obtenemos que una aplicacién de torcimiento no es casi-estdndar cuando
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a ¢ {0,1}. En el primer caso

2 00
r,y=1[(12 1],
01 2
mientras que en el segundo caso
2 00
ry=10 2 1
1 1 2

Si tomamos en cuenta la Proposicion 3.4.34, y aplicamos los mismos argumente para x, podemos
concluir que x no es una aplicacién de torcimiento casi-esténdar con Diag(I'y) = (2,2,2) si y solo
si ¥ tampoco lo es.

Diag(I‘x) =(3,2,1) Si x no es una aplicacién de torcimiento casi-estdndar, entonces a partir de

la ultima afirmacion en el caso anterior, sabemos que Diag(f‘x) = (3,2,1). La matriz de rangos
I'y es una de las siguientes matrices:

300 3.0 2 3.0 1 310 31 1 31 2
02 2|, (o2 o0, (o2 1], (o2 2], o2 1], (020
01 1 01 1 01 1 00 1 00 1 00 1

Debido a la Proposicién 3.3.14, se tiene que las matrices I'y, y fX =I'y deben ser ambas iguales
a una de las dos ultimas matrices. Sin embargo, el Corolario 3.3.11, Proposicién 3.4.8 y la
Observacion 3.4.30, implican que si I'y, o f‘X es la ultima matriz, entonces x es una aplicacién de
torcimiento estandar. Entonces la tinica posibilidad de la aplicacién de torcimiento y para no ser
casi-estandar es que ambas matrices I'y y fx sean iguales a la segunda de las tltimas matrices.
En este caso, el Corolario 3.3.11 implica que A, (I,) es una matriz-0,1 para [ € {1,2,3}. Por lo
tanto, debido a la Observacién 3.4.30 las dos primeras columnas de A, son estandar. Mas atn,
usando el Corolario 3.3.9 y la igualdad (3.1.2) se obtiene

* 0 0 * 0 0 1 0 O
A1,3)=[*x = 0, A(2,3)=[* = 0 y A(1,3)=1[1 % 0
* k% * ok ok 1 *x =x

A partir de esto y de que rk(A4,(1,3)) =1k(A4,(3,3)) =1y A, (1,3) + A, (2,3) + A, (3,3) = ids,
se obtiene mediante un calculo directo que A(i,3)x, € {0,1} para i,k € {1,2,3}. De esta manera,
podemos aplicar la Proposicién 3.4.32(b), para obtener que x es casi-estdndar. O

Y Tr =5

Teorema 3.7.6. Salvo isomorfismos, la unica familia de aplicaciones de torcimiento que no es
casi-estandar de K3 con K3 con Y Tr = 5 se obtiene tomando

1 0 0 0 O 0
A(L1)=(0 a b], A2,1)=(0 b b
0 a b 0 —a a
0 0 © 1 00
A(1,2) =0 a —a], A(2,2)=(0 b a],
0 —b b 0 b a

donde a € K\ {0,1} y b:=1— a, tomando A,(1,3) y A\ (2,3) como en la Proposicion 3.7.3 con
z€K*, i1 =3,y =1y i3 =2, y tomando A,(3,7) :=ids —A(1,7) — Ay (2, ) para j € {1,2,3}.
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Demostracion. La diagonal de 'y es 0 (2,2,1) o (3,1, 1). Debido a a la Proposicién 3.1.16 podemos
asumir que, en el primer caso la matriz de rango I'y, es una de las siguientes

2 1 0 2 1 0 2 00 2 0 0
0 2 21, 1 2 2) , 1 2 2], 0o 2 21,
1 01 0 0 1 01 1 1 1 1
(3.7.34)
2 1 1 2 11 2 01
0o 2 1], 1 2 1), 0 2 1],
1 0 1 0 0 1 1 11
mientras que, en el segundo caso, la matriz de rango I'y, es una de las siguientes
3 20 3 00 3 01
0 1 2) , 01 21, (O 1 11,
0 0 1 0 2 1 0 2 1
(3.7.35)
3 2 2 3 21 3 1 1
0 1 0], 0o 1 1}, 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 1 1

Como fx tiene al menos un 1 en la diagonal, la Proposicién 3.3.14 implica que la matriz de
rango I'y no puede ser ni la primera en (3.7.34) ni las tres primeras en (3.7.35). Mds atn, debido a
la Proposicién 3.3.10, si Ty, es la primera o la segunda matriz de la segunda fila en (3.7.35), entonces
A, (1,1) es una matriz-0, 1 para [ € {1,2,3}. Entonces, en el primer caso, La Observacién 3.4.30
implica que x es una aplicacién de torcimiento estandar; mientras que, en el segundo caso, la
Observacién 3.4.30 implica que las dos primeras columnas de 4, son estandar y el Corolario 3.3.9,
implica que la matriz A, (3,3) es una de las siguientes

100 010 00 1
1 00|, o1 0] o |001 (3.7.36)
100 010 00 1

De esta manera, como A, (2,1) = 0, podemos aplicar el item (1) de la Proposicién 3.7.3 con
i1 =3, i = 1 y i3 = 2, y obtenemos que la tltima columna de A, es casi-estandar. Por lo tanto,
si X no es casi-estandar, entonces I'y es una de las dltimas seis matrices en (3.7.34) y la dltima de

las matrices en (3.7.35). Como Tr(I'y) = Tr(I'y ), debido a la Proposicién 3.4.8, lo mismo sucede
con I'y. Ademas, los mismos argumentes muestran que

(1) siT'y es la segunda matriz en (3.7.34), entonces la tercera columna de A, es estdndar,

(2) siT'y es la tercera o cuarta matriz en (3.7.34), entonces la primera y tercera columna de
A, son estandar,

(3) siT'y es la quinta matriz en (3.7.34), entonces la segunda columna de A, es estandar y la
tercera columna de A, es casi-estandar,

(4) siT'y es la sexta matriz en (3.7.34), entonces A, (3,3) es una de (3.7.36),

(5) si Ty es la séptima matriz en (3.7.34), entonces la tercera columna de A, es casi-estdndar.
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Si Ty es la segunda matriz en (3.7.34), entonces x es casi-estdandar. En efecto, en cualquier otro
caso el ftem (1) implica que x es una extensién de una aplicacién de torcimiento no casi-estandar x’
de K? con K3. Por lo tanto, debido al anlisis realizado en la Subseccién 3.7.2, existe a € K\ {0,1}
tal que

0 0 0 1 0 0 0 0 O
A(1,2)=(0 a —-a |, A2,2)=|0 1—a af, A3,2)=(0 0 0
0 a—1 1—-a 0 1—a a 0 0 0

[N

Por lo tanto, Fy(Ay,2) = {1}, lo cual es imposible pues F/(A,(2,3)) C Fy(Ay,2) debido al item

(1) del Teorema 3.4.37 y #F(A,(2,3)) = 2 debido a la Obseravacién 3.4.19.

Si T’y es la tercera o cuarta matriz en (3.7.34), entonces debido al item (2) se tiene que la
primera columna de A, es estdndar y x es la extensién de una aplicacién de torcimiento de K2
con K3, la cual es necesariamente estdndar pues, en otro caso, la Proposicién 3.4.8 implica que es
el dual de alguna aplicacién de torcimiento de la inica familia de aplicaciones de torcimiento
no casi-estdndar de K3 con K2 obtenida en el anélisis realizado en la Subseccién 3.7.2 (lo cual
resulta imposible, pues implica que 23 = 1). Por lo tanto, en estos casos x es estandar.

Si 'y es la quinta matriz en (3.7.34), entonces x es casi-estandar. Para esto debido al
item (3), solo debemos demostrar que la primera columna de A, es casi-estdndar. Debido a la
Proposicion 3.1.16 podemos asumir que

0
0
-1

A (2,2) =

—_ O =

0 0 0
1 0], yasi A(L,2) = 0
0 0 0

= o O

A partir de esto y debido a la igualdad (3.1.2) y la Proposicién 3.1.4, y que A,(3,2) = 0= A4,(2,1)
se obtiene que

* * x* 0 %
BX(l7 =101 0], BX(2,2) =10 1 0},

EE S * k%

* 0 % * 0 *
BX(3,3) =1 0 0], BX(I,S) =|-1 1 0

* % % I

Debido a la Observacién 3.3.13 ni rk(B, (1,1)) ni rk(B, (2, 2)) pueden ser iguales a 1. Por lo tanto,
tk(By(1,1)) =2 =rk(By(2,2)) yasi 1k(By(3,3))=1.

Maés atn, podemos asumir que rk(B,(1,3)) = 1, pues, en cualquier otro caso (médulo equivalen-

cias), [ es uno de los casos 2,3 04 de (3.7.34), y por lo tanto la aplicacién de torcimiento x es
casi-estandar. Entonces,

1 0 0 0 0 O
By(3,3)=(1 0 0 y By(1,3)=|(-1 1 0
1 0 0 * % 0

Asi,

AX(373)33 = BX(373)33 = 0, AX(B, 3)31 = Bx(l, 3)33 = O, y an AX(3,3) =

o O O
— =
o O O
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Entonces la diagonal principal de B, (1,1) es (x,1,0) y la diagonal principal de B, (2,2) es (x,1,1).
Como ambas matrices tienen rango 2, se tiene que la diagonal principal de B, (1,1) es (1,1,0)
y la diagonal principal de B,(2,2) es (0,1,1). Mas atn, B, (2,1)33 = A,(3,3)12 = 1 implica
B, (2,1) # 0, lo cual, junto con rk(B,(1,1)) = 2, implica que B,(3,1) = 0. Por lo tanto,

Ay(1,1)31 = By (1,3)11 =0, A, (1,1)33 =B,(3,3)11 =1, A, (1,1)11 =By (1,1)11 =1,
A (1 1)22 = ( )11 = y A (]. ].) 13 = =B (3, ].)11 =0.
Ademéds, rk(B,(2,2)) = 2 implica que o By (1,2) =0 o B,(3,2) =0, y entonces
AX(]., 1)21 = BX(172)11 = 0 o Ax(l, 1)23 = BX(3,2)11 = 0

Usando todo esto y que cada fila de A,(1,1) suma 1, obtenemos que

100 1
AL =(1 0 0] o A01,1)=]0
00 1 0

o O O
=)

En ambos casos A,(1,1) es una idempotente estdndar, y por lo tanto, debido a la Observa-
cién 3.4.30, la primera columna de A, es estandar, como queridmos.

Supongamos ahora que I'y es la sexta matriz en (3.7.34) y que la aplicacién de torcimiento x
no es casi-estandar. La Observacién 3.1.15 implica que x es una extensién de una aplicacion de
torcimiento X’ de K2 con K3. Claramente, si la tercera columna de A, es casi-estandar, entonces
X' debe ser una aplicacién de torcimiento no casi-estandar. Sin embargo, debido al {tem (4), al
aplicar el item (1) de la Proposicién 3.7.3 con i1 = 3, i5 = 1 y i3 = 2, se obtiene que este es
también el caso si la tercera columna de A, no es casi-estandar. Por lo tanto, debido al analisis
realizado en la Subsection 3.7.2, podemos asumir que existe o € K \ {0, 1}, tal que

1 0 0 0 0 0
A(L,)=(0 a 1-a], A(L,2)=(0 « —«

0 a 1—« 0 a—1 1—-«

0 0 0 1 0 0
A2,)=(0 1-a a-1], Ay(2,2)=(0 1-a «

0 -« a 0 1—-a «

Si la tercera columna de A, es casi-estandar, entonces debido a la Observacién 3.4.19 y al
Teorema 3.4.37, se tiene

FAL3)NF(A(2,3) =0y F(A(1,3)) UF(A\(2,3)) € Fo(Ay,2) = {1},

lo cual es imposible, pues esto implica que 2 = rk(A4, (1, 3)) +rk(A,(2,3)) < 1. Por lo tanto, no es
casi-estandar. En los dos ltimos casos de (3.7.36) un cdlculo directo usando la Proposicién 3.1.16
y la condicién (2) de la Proposicién 3.7.3 conduce a la contradiccién A, (1,2)11 # 0. Por lo
tanto, A, (3,3) es la primera matriz, y entonces necesariamente existe z € K* tal que A, (1,3) y
A, (2,3) son como en la condicién (2) de la Proposicién 3.7.3. Finalmente A,(3,1) y A,(3,2) son
determinadas por la igualdad Z?Zl A, (i,7) = ids. Como estas matrices satisfacen las condiciones
del Corolario 3.1.7, obtenemos una familia de aplicaciones de torcimiento que no son casi-estandar
parametrizadas por a € K\ {0,1} y z € K*. Ademé&s un célculo directo muestra que

) 31 1
r,={0 1 1]. (3.7.37)
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El mismo argumenteo muestra que si f‘X es la sexta matriz en (3.7.34), entonces I'y, es la matriz
del lado derecho de la igualdad (3.7.37).

Supongamos ahora que I'y es la séptima matriz en (3.7.34). Afirmamos que x es casi-estandar.
El ftem (5) implica que la tercera columna de A, es casi-estandar. Més atin, debido a la condicién
(2) de la Definicién 3.4.17, la Observacién 3.4.19, la condicién (3) de la Proposicién 3.1.4 y la
Proposicién 3.1.16, podemos asumir que

0 0 0 0 0 0 1 0 0
A(L3)=(-X 0 X], A(2,3)=|A-1 1 =X y Ay3,3)=(1 0 0],
-1 0 1 0 0 0 1 0 0
para algin A € K. Usando esto y que A, ( = = 0, obtenemos
* 0 =x * * 0 x
B,(1,1)=(* * 0], 0 y By3,3)=1|* x 0
0 0 1 0 100

La Observacioén 3.3.13 implica que ni rk(B
tanto

* 0

* %

0 1
(1,

tk(By(1,1) =2 =1k(By(2,2)), yasi By(3,3) =

ni rk(By(2,2)) puede ser igual a 1. Por lo

[ S S =

0 0
0 0
0 0
Més ain, By (1,2) # 0, pues By(1,2)33 = A,(3,3)21 = 1. Debido a que

k(B (1,2)) + rk(By (2,2)) + tk(By(3,2)) = 3,

tenemos rk(B,(1,2)) =1y By(3,2) = 0. Por lo tanto,

2 1
y=1* 2
x 0

_ % X

Si x no es casi-estandar, entonces fx no puede ser la sexta matriz en (3.7.34), pues en cualquier
otro caso I'y es la sexta matriz en (3.7.35). Pero ya hemos demostrado que en los otros casos
X es casi-estandar y por lo tanto, debido a la Proposicion 3.4.34, concluimos que x es también
casi-estandar.

Supogamos finalemente, que x es una aplicacién de torcimiento que no es casi-estandar de
K3 con K2 y Iy es la ultima matriz en (3.7.35). La Proposicién 3.4.34 implica que X no es
casi-estdndar, y por lo tanto ', es necesariamente la sexta matriz en (3.7.34) o la iltima matriz

n (3.7.35). En el primera caso obtenemos una familia de aplicaciones de torcimiento que no son
casi-estandar x dual a la familia encontrada anteriormente, cuando analizamos el caso en que I'y,
es la sexta matriz en (3.7.34); mientras que, en el segundo caso, la Proposicién 3.3.14, implica que

100
A (2,2)=4,(3,3)=(1 0 0],
100

que, debido a la condicién (1) de la Proposicién 3.7.3, implica que las dos tltimas columnas de
A, son casi-estandar. Como la primera columan de A, tiene rango reducido 0, concluimos que x
es casi-estandar. O

95



S Tr=4

Teorema 3.7.7. Todas las aplicaciones de torcimiento de K3 con K3 con >.Tr = 4 son
aplicaciones de torcimiento casi-estandar.

Demostracion. Debido a la Proposicion 3.1.16 para demostrar esto es suficiente verificar que x es
casi-estdndar si su matriz de rangos I'y es una de las siguientes matrices:

2 0 2 2.0 0 2 2 2

11 0}, 11 , 11 0/,

02 1 02 1 00 1

2 2 0 2 2 1 2 0 1

11 2], 11 1}, 11 1], (3.7.38)
00 1 00 1 021

2 1 0 2 1 2 2 1 1

11 2], 11 0], 11 1

01 1 01 1 01 1

Debido a la Proposicién 3.3.14, se tiene que la matriz de rangos I'y no puede ser la primera
matriz de la primera fila. La matriz I'y tampoco puede ser la segunda matriz de la segunda
fila, pues en caso contrario esta serfa una extensién de una aplicacién de torcimiento x’ de K2
con K3 con I'yy = (1 2), pero 3" Tr = 2 es imposible debido a la Observacién 3.3.2. Si I'y es la
tercera, cuarta o quinta matriz, entonces, la Observacion 3.1.15, implica que y es una extension
de una aplicacién de torcimiento x’ de K? con K3, que es necesariamente estandar (ver los
argumentos en el andlisis de los casos en los cuales T'y, es la tercera o cuarta matriz en (3.7.34)).
Ademas, en los primeros dos casos, la Proposicion 3.3.10 y la Observacién 3.4.30, implican que
la tercera columna de A, es estdndar; mientras que, si I'y es la quinta matriz, entonces, la
Proposicién 3.3.10, implica que la matriz A,(3,3) es una de las matrices en (3.7.36), y entonces,
aplicando la condicién (1) de la Proposicién 3.7.3 con i3 = 3, io = 1 y i3 = 2, obtenemos que la
ultima columna de A, es casi-estandar (pues la primera fila de A, es estdndar). Por lo tanto, si
X 1o es casi-estdndar, entonces necesariamente I'y, es una de las dltimas cuatro matrices. Debido
a las Proposiciones 3.1.16 y 3.4.34, lo mismo ocurre cuando I'y es una de las matrices anteriores.
En particular By (3,1) = 0, y entonces A,(i,1)13 = 0 para todo 4,l. Por lo tanto, debido a la
Observacion 3.3.13, se tiene

* *x 0 * x 0
Ax(2,2) = | x = 0 vy A3.3)=[x = 0],
* x 0 * % 0

Ademas, debido nuevamente a la Observacién 3.3.13, y la igualdad A, (3,1) = 0 se deduce que

* % 0 * % 0
By(2,2)=[* %= 0 B)=|[* * 0
x x 0 x % 0
Por lo tanto, A, (3,3)22 = By(2,2)33 =0y By(3,3)22 = A,(2,2)33 = 0. De esta manera,
1 0 0 1 0 0
A3.3) =100 =10 o], (3.7.39)
1 0 O 1 0 0
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donde hemos empleado nuevamente la Observacién 3.3.13. Como
AX(37 2)22 - BX(Q, 2)23 - 0, AX(3’ 2)33 - BX(?), 3)23 - 0, AX(37 2)13 - 0

y Tr(A,(3,2)) =1k(A4,(3,2)) =1, se tiene

Por lo tanto,

* 0 0 0 O
A1,2) =id-A,(2,2) — A (3,2)= [+ = o] =0 0 o],
* 1 * k1
donde para la ultima igualdad usamos que rk(A,(1,2)) = 1, y entonces
0 1 0 01 0
A2,2) =id-A(1,2) — A,3.2)=[0 1 o ={0 1 o],
x % 0 01 0

donde la tltima igualdad se deduce de la Observacién 3.3.13. Entonces, como A,(3,1) = 0,
aplicando la condicién (1) de la Proposicién 3.7.3 con i1 = 2, io = 1 y i3 = 3, obtenemos que
la segunda columna de A, es casi-estandar. Debido a esto y a la primera igualdad en (3.7.39)
podemos aplicar la condicién (1) de la Proposicién 3.7.3 con i1 = 3, io = 1 y i3 = 2, para obtener
que la dltima columna de A, también es casi-estandar. Argumentando como antes obtenemos que

00 0 1 01 0
By(1,2)=10 0 0], B,(3,2=[0 0 0] y By22=(0 10
% 1 £ % 0 010

Por lo tanto,
Ay(1,1)21 =B(1,2)11 =0, A, (1,1)23 =B(3,2)11=1 y A(1,1)22 = B(2,2)1; =0.

Dado que, ademds A, (1,1);3 = 0, se tiene

A (1,1) =

*x O ¥
* O *

donde para la segunda igualdad usa que Tr(A,(1,1)) =rk(A,(1,1)) =2, y para la dltima, que
rk(Ay(1,1)) = 2 y que la suma de los elementos de cada fila de A,(1,1) es igual a 1. Entonces, la
Observacién 3.4.30, implica que la primera columna de A, es estandar. O

Y Tr=3

Teorema 3.7.8. Sea x: K2 @ K3 — K? ® K? una aplicacion de torcimiento. Supongamos
que Y Tr = 3. Si x satisface las condiciones requeridas en los items (1), (2) o (3) lineas abajo,
entonces x no es casi-estandar. Mads aun, cada aplicacion de torcimiento que no es casi-estandar
de K3 con K3, tal que Y. Tr = 3, es equivalente a una de las descritas en (1), (2) vy (3).
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1) Exzisten vectores invertibles vi,vo € K2 con det(viviva) =1, donde vs =1, tal que
1V2V3

and

para todo .

A (L,1) = (vi. Vl)T(Vl « (v X v3)),
Ay (2,1) = —(vi. VQ)T(Vl «(v1 X v3))

A (3,1) = (vi. V3)T(Vl (V1 X v2))

(2) Emiste a € K\ {0, 1} tal que

a b
A (L,)=|a b
a b
a
A (1,2)=|-b
—b
a
A (1,3)=|-b
a

donde b =1 — a.

0
0
0

(3) Existe a € K\ {0,1} tal que

1
A (1,1) = (1
1

o O O

donde b:=1—a, y existen x,y,z € K* cony =

A (2,1) =

o O O

O O =

[—

b 0 b 0 —-b b
, A2,1)=|—-a 0 a |, AGB,1)=[0 a -—a
—a 0 a 0 —-b b
0 b 0 a 0 a -—a
0], A2,2)=[b 0 af, A33,2)=(0 a -—a
0 b 0 a 0 —-b b
0 b 0 -—b 0 a b
0], A(2,3)=[ b 0 —=b|, A(3,3)=10 a b],
0 —a 0 a 0 a b
0 a b 0 b a
. Av(2,2)=10 a b and Ay(3,3)=|0 b a],
0 a b 0 b a
@ tal que
0 0 0 0 0 0
-a—z a z|, Ax(g,l) =1 z—-b b -z,
—b(a+=z) ab b a(b—=z) —ab a

—a—x x—0>b 0 = —x

0 0 ., AB3,2)=10 b —b|,

0 0 0 —a a
y—b —a-y 0 -y y

0 0 , Av2,3) =10 a -—a

0 0 0 —-b b

o

Demostracion. La Proposicién 3.3.15 implica que I'y, = fx = J3. Debido a la Observacion 3.3.13
se tiene que cada matriz A, (i,7) y cada matriz B, (j,j) tiene sus tres filas iguales y, ademds, la
suma de los elementos de cada fila es igual a 1. Por lo tanto, para cada una de estas matrices
se tiene las siguientes posibilidades: es equivalente a una matriz-0, 1 idempotente estandar via
permutaciones idénticas en filas y columnas; tiene todas las entradas diferentes de cero; o, tiene dos
columnas diferentes de cero o una columna diferente de cero. Supongamos que una de las matrices
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A, (1,1) tiene todas sus entradas diferentes de cero. La Proposicién 3.3.16 implica que la imagen
de cada A, (i,1) es generada por un elemento inversible v; € K™. Entonces, la Proposicién 3.3.19
implica que la aplicacién de torcimiento x se obtiene como en el Teorema 3.3.17 con vy, vo y V3
tal que v; = 1 y det(v] ...v]) = 1. Supongamos ahora que dos de las matrices A, (1,1), A,(2,2)
v A, (3,3) son matrices-0,1 diferentes. Como Tr(B, (j, k)) = rk(By (4, k)), esto implica que todas
las matrices B, (j, k) tienen ceros y unos en las entradas de sus diagonales. Ademds, debido a la
Observacion 3.3.13 se tiene que cada B, (j, j) es una matriz-(0, 1). Por lo tanto, las hipétesis de la
Proposicion 3.4.32 son satisfechas para todas las columnas de By, y entonces X es una aplicacién
de torcimiento casi-estandard. Reciprocamente, la Proposicién 3.4.34 implica que la aplicacién
de torcimiento x también lo es. Supongamos ahora que dos de las matrices A,(1,1), A,(2,2) y
A, (3,3) son matrices-0, 1 iguales. Debido a la Proposicién 3.1.16 podemos asumir que ellas son

AX(L 1) y AX(272) y que

100
A1) =A4,22) =1 0 0
100

Usando la igualdad (3.1.2) y que Tr(B,(j, k)) = 1 para todo j, k € IN5, obtenemos que

1 sij=1,

1 en otro caso.

BX(jv k)33 = {

Entonces A, (3,3)r; = By (jk)s3 # 0 para todo 4, j € INj y estamos en el primer caso considerado
en esta subseccién. Entonces restan dos casos:

(1) Las tres matrices A, (1,1), A,(2,2) y A (3,3) tienen exactamente una columna nula.
(2) Una de ellas es una matriz-0, 1 y las otras dos tienen exactamente una columna nula.
Consideremos el primer caso. Afirmamos que las columas nulas de A, (1,1), 4,(2,2) y A,(3,3)

son diferentes. Supongamos que esto no sea cierto. Debido a la Proposicién 3.1.16 podemos asumir
que

a 1—a O b 1-b 0
A(L,l)=(a 1-a O y A(2,2)=(b 1-b 0
a 1—a O b 1-b 0

con a,b € K\ {0,1}. Usando nuevamente la igualdad (3.1.2) y que Tr(B,/(j,k)) = 1 para todo
j, k € IN3, obtenemos que
l—a—-b sij=1,
By (j,k)ss=qa+b—1 sij=2,
1 sij=3.
Entonces
l—-a—-b a+b—-1 1
A33,3)=(1—a—-b a+b-1 1
l-a—-b a+b—-1 1
lo cual contradice que A, (3,3) tiene exactamente una columna nula. Por lo tanto la afirmacién
es cierta. Nuevamente, debido a la Proposicién 3.1.16 podemos asumir que

a 1—a O b 0 1-0b 0 ¢c 1—c¢
A(Ll)=|a 1—a 0}, A(2,2)=1[b 0 1-0 y Ay3,3)=(0 ¢ 1-¢
a 1—a 0 b 0 1-b 0 ¢ 1-c
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con a,b,c € K\ {0,1}. La igualdad (3.1.2) y la Observacién 3.3.13 implican que

a b 0 1—a = 0 * *
By(1,1)=|a b 0|, By(21)= * 0 . By3,1)=1[* 1-b *
a b 0 * b * * 1—c¢
a * * 1—a 0 c 0 * *
B,(1,2)=(* b x|, By(2,2)=([1—a 0 c|, By(32) * 1—b  x
0 l1—a O * * 1—c
a * * 1—a = 0 1-b 1-—c
By (1,3) = | * x|, By(2,3) = * 0 . By(3,3)=[0 1-b 1—c]|,
0 * * 0 1-b 1-c

Como Tr(By(j,k)) = 1 esto implica que b =1 —a y ¢ = a. Ademds, nuevamente debido a la
igualdad (3.1.2),

a * b x * 0 = *
AL,2)=(* 1—a x|, A(2,1)= 0 * , AB ) =[x ¢ *

* * 0 * x 1—0 * *x 1—c

a * b x * 0 * *
AL3)=|(* 1—-a x|, A23)=[* 0 = |, A3,2)=[*x ¢ =

* * 0 x x 1—0 *x % l—c

Afirmamos que A, (1,2)13 = A,(1,2)23 = 0. Supongamos por ejemplo que A, (1,2)23 # 0. Como
la segunda fila de A, (1,2) es no nula y rk(A,(1,2)) =1, existe A € K tal que

)\AX(1,2)23 = AX(1’2)33 = 0 y )‘AX(172)21 = AX(1?2)31'

Pero entonces A = 0 y por lo tanto By (1,3)21 = Ay (1,2)31 = 0, lo cual es imposible pues a # 0,
b# 0y rk(B,(1,3)) = 1. Por lo tanto la afirmacién es cierta. Similarmente

Ay (1,3)13 = Ay (1,3)23 = A (2,1)12 = A (2,3)32 = A (3,1)21 = A, (3,2)31 = 0.

Usando esto y que A, (I,1)1 = 0 para todo i # 0, obtenemos que

a 1—a O l1—a 0 a 0 a 1—a
A(Ll)=fa 1-a 0|, A2, 1)=|1-a 0 al|, AB3,1)=]|0 a 1-a
a 1—a O 1—a 0 a 0 a 1—a
a 1—a O 1—a 0 a 0 a 1—a
A(1,2)=fa 1—a 0, Ay2,2)=|1—-a 0 al|, A3,2)=1|0 a 1—a
a 1—a O 1—a 0 a 0 a 1—a
a 1—a O l1—a 0 a 0 a 1—a
A(1,3)=|a 1—a 0], A23)=[1-a 0 a], A/B3,3)={0 a 1—-al,
a 1—a 0 1—a 0 a 0 a 1—a

para algin a ¢ {0,1}, lo que da una familia de aplicaciones de torcimiento parametrizadas por
a€ K.

Consideremos ahora el segundo caso. Debido a la Proposicién 3.1.16 podemos asumir que
1 00
A(L,l)=(1 0 0 (3.7.40)
100
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y que la primera columna no es casi-estandar. La condicién (2) de la Proposicién 3.7.3 y la
Observacién 3.3.13 implican que existen z € K* y aw € K* \ {1} tales que

0 0 0 0 0 0
A(2,1)=| —a—=z a z |, ABl)=latz—-1 l1l-a —z], (3.741)
(a—1)(a+z) a(l—a) 11—« a(l—a—=z) ala—1) a
* Q% ¥ 1l—a =
A(2,2) =[x a x|, A(3,3)=|* 1—a =], (3.7.42)
o ok * 1l—a =
Xk % * * *
A2,3)=|* a x|, AB3,2)=[* 1—a =x (3.7.43)
k% * * *
Asi, a partir de la igualdad (3.1.2) y la Observacién 3.3.13, se obtiene
1 0 0 0 a 1l-« 0 1-a «o
By(1,1)=(1 0 0], By(22)=|0 a 1—-a], B33 =0 1-a «
1 0 0 0 o 1—« 0 1—-a «

Por lo tanto, nuevamente, debido a la igualdad (3.1.2) y la Observacién 3.3.13, se tiene

0 o 1—« 0 1—-a «
A(2,2)=(0 a 1-« y A(3,3)=(0 1-a of. (3.7.44)
0 o 1—« 0 1—a «

Usando la igualdad (3.1.2), que B, (3,2)1= B, (2,3)1= 0y que rk(B,(3,2)) =rk(B,(2,3))=1,
se obtiene

a(l—o) al(a—1)

0 z —z 0 = -
By(3,2)=(0 1-a a-1 v By23)=0 a o
0 -« e 0 a—-1 1-«
Entonces, como id = ), B, (4,]), se tiene
1 —a—2 at+z—-1 1 (a—1)(a+2) oa(l-—a—=z)
B,(1,2)= |0 0 0 y  By(1,3)=1{0 0 0
0 0 0 0 0 0

Usando ahora la igualdad (3.1.2) y que A, (3,2)1= A, (2,3)1= 0, obtenemos que existen z,y € K,
tales que

0 T —x 0
A3,2)=(0 1-a a-—-1 y A(2,3)= {0 « —a |. (3.7.45)
0 0

—Q (0%

Entonces, como id = )", A, (7,7), se tiene

0 —a—2 at+zxz—-1 0 a+y—1 —a-—-y
A (L,2)= {0 0 0 y A(1,3)=10 0 0 . (3.7.46)
0 0 0 0 0 0
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Finalmente, nuevamente, debido a la igualdad (3.1.2), se tiene

0 0 0 0 0 0
B,(2,1)=| —a—2 « x v B,(1,3)=|a+2z—-1 1-a -z
at+y—1 —y 1—-« —a—y Y «

Como rk(By(2,1)) = 1 se tiene 2y = o(1 — ). Entonces z,y € K* y y = w Reciprocamente
un célculo directo muestra que si A = (A, (i,1)) ez, donde las matrices A(i,[) son las matrices
de (3.7.40), (3.7.41), (3.7.44), (3.7.45) y (3.7.46), donde @ € K* \ {1} y z,y,2 € K* con

Y= O‘(lm_a), entonces A satisfacen las condiciones de la Proposition 3.1.12. O

102



Apéndice A: Producto Vectorial

Denotemos con una juxtaposicion la multiplicacién de dos matrices y con un . la multiplicacion
en K. De esta manera,

(al,...,an) . (bl,...,bn) = (albl,. ..,anbn).

Ademsés, un elemento a = (ay,...,a,) € K™ es invertible con respecto a la aplicaciéon de
multiplicacion . si y solo si p,(a) :=ay---a, # 0. En este caso denotaremos por a* al elemento
inverso (a;',...,a;") de a.

Recordemos que el producto vectorial es la operacién (n—1)-aria
(Vlw"avn—l) =V X XV

en K", determinada por
X

Vi
(Vi X - X Vp_1)x = det

Vn—1

para todo x € K™. Aqui, XT denota la matriz transpuesta de X.

A partir de la definicién se sigue inmediatamente que vy X - - - X v,,_1 es ortogonal al subespacio
(V1,...,Vn_1) generado por vi,...,V,_1, y que vi X -+ X v,,_1 = 0 si vi,...,Vv,_1 no son
linealmente independientes. Es conocido ( y ademds muy fécil de verificar ) que

€1 . (2%
V11 T U1in
Vi X - X v,_1 = det . ) . ,
Un—1,1 *°° Un—1mn
donde {eq,...,e,} es la base candnica estdndar de K", v; = (v;1,...,0;n) v €l determinante es
calculado como la extensién de Laplace a lo largo de la primera fila. De esta manera, se puede
obtener inmediatamente que si X es la matriz con filas x1,...,x, y columnas y1, ..., Yy, entonces
T /E T o o~ .

(Y X o Xy X Xyp)ee; = (X1 X - XX X 0 X Xp) w € para todo j. (A.47)

Proposicion A.1. Six € K" es un elemento invertible, entonces
Xo(Vi X o X V1) = pp(X) (X avy) X oo X (X Vipo1),

para todo vi,...,V,_1 € K", donde p,(x) =21 2p.
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Demostracion. Este resultado es una consecuencia inmediata de la siguiente propiedad
T
y(xe(vix o x V1)) = (xy) (Vi X e X Vi)
=det ((x.y)* vi - vi_)
(x)det (y© (x".vq)
x)

:T( y((X'.Vl)X"'

para todoy € K.
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Apéndice B: Aplicaciones de torcimiento
casi-estandar de K° con K°

A continuacién presentamos la lista de aplicaciones de torcimiento casi-estdandar de K2 con K3.
Con este propésito, primero construimos las aplicaciones de torcimiento estdndar y empleamos el
metodo prensentado en la Observacion 3.6.5, y entonces construimos el resto de aplicaciones de
torcimiento casi-estandar usando de manera recursiva el método desarrollado en la Subseccién 3.6.2.
No es posible una iteracién arbitraria de pasos en esta construccion pues las condiciones que
aparecen en el item (2) de la Proposicién 3.6.12 no serdn satisfechas (ver por ejemplo el dltimo
item de la siguiente lista).

Cuadro 3.2: Aplicaciones de torcimiento casi-estdndar de K3 con K3

# > Tr quiver ry Iy # equiv. quasi-st.

1 9 (888) (828) 1 -
003 003
300 300

2o - () (D w )

3 ] (888) (3%6) 18 -
001 002

o

I
-~
. . .
o .
/N
QoW
owo
=
~——
/N
cow
oM
NOH

) 18 -
) 18 -

o
NO
N—
/N
oow
owo
=1

ot

~J
/N
oow

/
oW
[=]
NOH
~——
/N
[e=]e)oV)
oWwo

e
N——
—
o
|

continta en la siguiente pdgina . . .
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quasi-st.

# equiv.

Ly

quiver

# o 2 Tr

18

36

—Oa
—NO
Mnoo

[=kala]
—NO
[aple=fen]

18

—ON
—NO
Mnoo

O
o~
Mmoo

36

[=hala]
—NO
Mmoo

—on
—NO
noo

10.

36

(=2l
—NO
[aplele)

O
—NO
[aple=len]

11.

36

12.

36

[=fala]
—NO
Mmoo

[epala]
o~
Mmoo

13.

18

14.

36

[kl
o~
Mmoo

[=2eTa
—NO
Mmoo

15.

18

16.

36

17.

36

18.

continda en la siguiente pdgina . . .
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quasi-st.
A1
A(3,1),(2,2),(1,3) (x)

X1

# equiv.
36
36
36

Iy

quiver

4 I

19.
20.
21.

—ON
o
NO—

—
—NO
Mmoo

—ON
o
NO—

o
—NO
Mmoo

continia en la siguiente pdgina . ..
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29.
30.




quasi-st.

# equiv.

Ly

# o 2 Tr

quiver

36

31.

36

32.

36

33.

36

34.

36

35.

36

36.

36

37.

36

38.

36

39.

36

O
—NO
N—=O

—Ooa
—NO
N—O

40.

36

36

O
—NO
NO—~

—Ooa

42.

continda en la siguiente pdgina . . .

108



quasi-st.

# equiv.

Iy

quiver

4 I

36

(=2 Ta]
oN—
N—=O

—Ooa
o~
N—O

AN 7
e

e

43.

o

36

(=2 Ta]
oN—
NO—

o=
o~
N—=O

44.

36

(=2 Ta]
oN—
NO—

—OoOa
o
N—=O

e

45.

12

(=2 Ta]
—NO
NO—

—Ooa
o~
aN—=O

46.

12

(=2 Ta]
—NO
NO—

oo
—NO
NO—

47.

36

(=2 Ta]
—NO
N—=O

—Ooa
—NO
NO—

48.

NO—
N—HO
Mmoo

NO—
N—HO
noo

49.

18

A

50.

A1
A(3,1)(1,2)(2,3) (x)

X1 =

36

—
—NO
aA—O

—
N—=O
MnNoo

o1.

A1

Als 11,2)2,8 ()
A

A 12,301,270

X1
X2

18

—
—NO
N—HO

— =
—
;Mmoo

NO—
N—HO
Mmoo

—
—NO
N—HO

o

A
A(g,z)(2,1)(1,3) (x)

X1 =

36

—
N—=O
Mmoo

—
—NO
N—=—O

QA

continia en la siguiente pdgina . ..
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quasi-st.

# equiv.

Ly

quiver

# o 2 Tr

)

A
A1y (X
A
AZ 2y ()

X1
X2

18

—
—
Mmoo

—
—NO
N—=HO

R CECEEEe RO ON

55.

36

oN—
oN—
NO—

o
o
NO—

96.

36

o~
oM~
NO—

—
o~
NO—

o7.

36

—
o~
NO—

o
o
NO—

38.

18

—
o~
NO—

—
o
NO—

99.

o] el
— [ae)
N N
— o
o —NO
NO— N—HO
—— ~——
/N /N
— o~
o —NO
NO— N—=O
— —

°

. . o

60.
61

36

oM~
—NO
N—O

—
—NO
N—=O

AN

62.

36

oM~
—NO
N—=O

o~
o~
N—=O

o °

63.

36

A
A(3,2)(1,1)(2,3)(X)

X1 =

36
36

65
66

continda en la siguiente pdgina . . .
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quasi-st.

# equiv.

Iy

quiver

# 2 Tr

36

—
—NO
aN—O

o
o~
N—=O

RO R R

1123 (X)

A
= A(31,2

X1

36

—
—NO
aN—=O

—
o~
N

36

o
oN—
aN—O

o~
—NO
N—=O

69.

36

o
oN—
aN—O

—
—NO
N

70.

36

o
oN—
aN—O

o
o~
N—=O

N R
.

e

o

71.

36

o~
oN—
aN—O

—
o~
N

o

72.

36

—
oN—
aN—O

o~
—NO
N—=O

73.

36

—
oN—
aN—O

—
—NO
N

4.

36

—
oN—
aN—O

o~
o
N—=O

\ﬁ/ SN N

75.

/

A
A(3},2)(1,1)(2,3) (x)

X1 =

36

—
oN—
aN—O

—
o
N

76.

o
X

36

NO—
—
NO—

%

. o

e

A

Ag ey ()
A

AZ1a2eEs )

X1
X2

36

78.

continia en la siguiente pdgina . ..
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#

quiver r, fx

> Tr

# equiv.

quasi-st.

79.

80.

81.

82.

—ON
=
—oN
N—
/N
—oN
e

=
N—

RO
JRQ
4@(

/N
=1
=
==
~——
/N
—oN

e

]
N——

O
O
=OoON
N—
/
o
o

—ON
——

o

3®(

o [

=
=
==
N—
/N
e
e

e
~

36

36

36

X1 =
Xz =
Xs =
Xa =
Xs =
Xe =
X7 =
Xs =
Xo =

A1
= Ao e s X

Ao
= AlEs) a2 (X)

A
= AL Es 0,20

A
= A (3,3)(2,1)(1, 2)(X)

>\
= A5 1026, 3)( X2)

A
= A(1 1)(2,2)(3,3)

Az
= A(1 1)(3,3)(2,2)

As
A(3 3)(1,1)(2,2) X)
=AM

(x)

(

(

(3,3)(1,1)(2, 2)(X1
A (3,3)(2,2)(1, 1)(X1
(

(

(

(

X)

)
)
_ A>\
(3,3)(2,2)(1,1) X2)

Az
A(2 2)(3,3)(1,1) X2)
As
A2y 63.3) )
Ao
A(2 2)(3,3)(1,1) Xa)

A
A(2102) 1,1)(3, 3)(Xs)

Xs
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