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RESUMEN

En el campo de investigacion de la didactica de las matematicas, se sabe que los procesos de
transposicion didactica juegan un rol importante al momento de elaborar un modelo epistemologico de
referencia; ya que de esta manera se tiene se puede tener una vision panoramica de los distintos

modelos establecidos en una determinada institucion.

Es en este contexto, que nuestro trabajo de investigacion propone un modelo epistemoldgico de
referencia de los sistemas de ecuaciones lineales para que estos actuen como instrumento de
modelizacion algebraica en la educacién secundaria de nuestro pais, teniendo en cuenta el modelo
epistemologico de referencia adoptado en la Teoria Antropolédgica de lo Didactico (TAD) respecto al

algebra como instrumento de modelizacion.

Palabras clave: Transposicion didactica, modelo epistemoldgico de referencia, modelizacion

algebraica, sistemas de ecuaciones lineales.

ABSTRACT

In the field of research of didactics of mathematics, it is known that didactic transposition processes
play an important role when elaborating a reference epistemological model, since this way you can

have a panoramic view of the different models established in a particular institution.

In this context, is that our research work proposes an epistemological reference model of linear
equation systems to act as an instrument of algebraic modeling in secondary education in our country,
taking into account the epistemological model of reference adopted in the anthropological theory of

the didactic (TAD) with respect to algebra as a modeling tool.

Key words: Didactic transposition, epistemological reference model, algebraic modeling, systems of

linear equations.
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INTRODUCCION

Nuestro interés por revisar los textos oficiales de matematica del VI y VII ciclo, los cuales
comprenden los grados de 1ro, 2do y 3ro, 4to y 5to de secundaria respectivamente, de la educacion
basica regular del Pert, surgié a raiz de observar que a pesar de que los sistemas de ecuaciones
lineales van mas alld de un simple tema tratado en un determinado contexto de la matematica, estos
son trabajados de manera aislada y sin ningun tipo de conexién entre los distintos contextos de la

matematica, a lo largo del nivel secundario.

El presente trabajo utiliza algunos elementos tedricos y metodolégicos de la Teoria Antropologica de
lo Didactico (TAD), los mismos que seran necesarios para poder revisar la forma en que se introduce
el objeto matematico asociado a los sistemas de ecuaciones lineales en la educacion secundaria de

nuestro pais.

Es precisamente en este contexto, que pensamos que los aspectos tedricos y metodologicos de la
didactica de la matematica nos brindaran las herramientas que seran necesarias para llevar a cabo el
desarrollo de nuestro trabajo de investigacion. Para ello, hemos revisado brevemente los textos que se
usan durante el nivel secundario de nuestro pais, y asi poder ver la manera en que se encuentran
relacionadas y/o conectadas las tareas presentes; ya que son un referente importante en el andlisis

praxeoldgico de nuestra organizacion matematica.

Es asi, que la presente tesis tiene como objetivo construir un modelo epistemoldgico de referencia para
que los sistemas de ecuaciones lineales cumplan el rol de instrumento de modelizacion en la educacion
secundaria peruana, asi como verificar si dicho modelo satisface los rasgos que caracterizan a una
modelizacién algebraica; todo ello, bajo ciertos aspectos y elementos de la Teoria Antropologica de lo
Didactico (TAD). Para ello, vamos a estructurar la presente tesis en cinco capitulos de la siguiente

manera.

En el primer capitulo se plantea la problematica de nuestro trabajo de investigacion, considerando una
revision de los antecedentes que son relevantes para nuestra investigacion. Asimismo, hemos
considerado diferentes investigaciones que giran en torno a la naturaleza del algebra, la transposicion
didactica, los modelos epistemoldgicos de referencia y los procesos de algebrizacion. Ademas de ello,
presentamos la justificacion de nuestro trabajo de investigacion, asi como los objetivos que se espera

poder alcanzar al finalizar la presente investigacion.

El segundo capitulo trata acerca del marco tedrico, en el cual consideramos ciertos elementos tedricos
de la Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD) en el sentido de Chevallard, asi como los aspectos
metodoldgicos considerados en nuestra investigacion. Dentro de los elementos tedricos consideramos

algunas nociones generales de la TAD, la postura de la TAD respecto al algebra, el modelo



epistemologico de referencia, las caracteristicas de las modelizaciones algebraicas y los indicadores

del grado de algebrizacion.

En el tercer capitulo, se hace un breve recorrido acerca de los cambios que han sufrido los sistemas de
ecuaciones lineales a lo largo de la historia, ya que en el ambito de la TAD esto es relevante para
poder tener en cuenta como la transposicion didactica en torno a nuestro objeto matematico de estudio
ha repercutido en el tratamiento de los diferentes problemas a lo largo de los siglos. Ademas de ello, se
presentan las caracteristicas de los sistemas de ecuaciones lineales en la secundaria peruana, para lo
cual se hace un analisis, de manera no tan profunda, de los libros de texto oficiales del nivel

secundario de nuestro pais.

En el cuarto capitulo hacemos explicito la propuesta de un modelo epistemologico de referencia de los
sistemas de ecuaciones lineales para que estos actien como instrumento de modelizaciéon en la
educacion secundaria de nuestro pais, el cual es validado teniendo en cuenta los rasgos propios de una

modelizacidn algebraica en el sentido de Bolea.

En el quinto capitulo se establecen algunas consideraciones finales, asi como algunas
recomendaciones para futuras investigaciones; todas ellas inmersas en el ambito de la didéctica de la
matemadtica, que giran en torno a los sistemas de ecuaciones lineales en la educacion basica regular del

Peru.



CAPITULO I: PROBLEMATICA

Nuestro trabajo pretende proponer un modelo epistemoldgico de referencia de los sistemas de
ecuaciones lineales en el nivel secundario de nuestro pais; teniendo en cuenta las investigaciones
desarrolladas en otros contextos y una breve revision de la evolucion o desarrollo de los sistemas de
ecuaciones lineales a través de la historia. Ademas, haremos una revision superficial de los textos del
nivel secundario para poder tomar diferentes tipos de tareas en las diversas areas de la matematica de
la educacion secundaria de nuestro pais, ya que nuestro propdsito es proponer, establecer o sugerir un
modelo epistemoldgico de referencia que sea coherente con lo que se hace en la educacion secundaria

de nuestro pais.

Dicho esto, es preciso mencionar que no s6lo necesitamos estudiar los sistemas de ecuaciones lineales
etiquetados con este titulo, sino que ademas de ello, debemos estudiar diversos temas del nivel
secundario de nuestro pais que necesiten el uso de los sistemas de ecuaciones lineales. De esta manera,
pretendemos que la propuesta del modelo epistemoldgico de referencia en que se encuentra presente la
organizacion matematica asociada a los sistemas de ecuaciones lineales esté articulada y complejizada
en términos de la Teoria Antropologica de lo Didactico. Es decir, que la organizacion matematica
(OM) en mencion sea cada vez mas amplia en términos de complejidad creciente, tal y como lo
manifiesta Sierra (2006), pues toda praxeologia debe surgir como una ampliacion de otra praxeologia

anterior segun lo sefiala Garcia (2005).

En este capitulo, indicaremos los antecedentes y los argumentos que son necesarios para poder
justificar la realizacion del presente trabajo de investigacion, asi como el problema de investigacion en

términos de una pregunta, la cual sera desarrollada de acuerdo a nuestros objetivos.

1.1 Antecedentes

En el ambito de la didactica de la matematica, los procesos de ensefianza y de aprendizaje del
algebra en distintos niveles educativos han sido motivo de numerosas investigaciones, siendo

una de las principales interrogantes, determinar la naturaleza del algebra.

Al respecto, Chevallard (1994) manifiesta que el algebra era vista como todo lo que no era
geometria. Posteriormente, esta idea fue cambiando y, desde el punto de vista del saber sabio,

esta era entendida como todo lo que gira en torno a la teoria de ecuaciones.

Por otro lado, Gascon (1994) admite la presencia de un modelo que reconoce el algebra
escolar por medio de un simbolismo algebraico, el mismo que amplia y generaliza el lenguaje
aritmético. Dicho autor pone en evidencia la existencia de un modelo implicito dominante del

algebra en la institucion escolar, en el sentido de que la actividad matematica que se lleva a
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cabo en esta institucion es el resultado de prolongar y generalizar las practicas aritméticas

junto a la oposicion de la actividad algebraica frente a la actividad aritmética.

Asimismo, dicho modelo reconocido por Gascon es dado a través de una modelizacion
matematica, la cual estd compuesta de tres etapas, tal y como lo sefiala Chevallard (1989),

quien afirma:

Nous n'introduirons d'abord qu'un schéma simpliflé, qui suppose essentiellement deux registres
d'entités : un systéme, mathématique ou non mathématique, et un modele (mathématique) de ce
systeme25. Le processus de modélisation comporte, schématiquement, trois étapes.

1. On définit le systetme que l'on entend étudier, en précisant les «aspects» pertinents par
rapport a I'étude que I'on veut faire de ce systéme, soit I'ensemble des variables par lesquelles
on le découpe dans le domaine de réalité ou il nous apparait. Nous désignerons ces variables
par les lettres x, y, z, a, b, ¢, etc., nous réservant de revenir sur la question -majeure -que
souléve cet usage un peu plus loin.

2. On construit alors le modéle a proprement parler en établissant un certain nombre de
relations, IR, IR', IR ", etc., entre les variables prises en compte dans la premiére étape, le
modele du systéme a étudier étant I'ensemble de ces relations.

3. On «travaille» le modéle ainsi obtenu, dans le but de produire des connaissances relatives
au systéme étudié, connaissances qui prennent la forme de nouvelles relations entre les
variables du systéme.

L'étape 3 est toujours une phase proprement mathématique, tandis que les étapes antérieures
sont du ressort du domaine de réalité dont est censé relever le systéeme -les mathématiques s'il

s'agit d'un objet mathématique, etc. (Chevallard, 1989, p. 53).

Es decir, el autor presenta un esquema el cual consta basicamente de un sistema matematico o
no matematico, y un modelo (matematico) de este sistema. Dicho proceso de modelizacion se
compone de tres etapas: En primer lugar, se define el sistema que se pretende estudiar,
especificando los aspectos relevantes para su estudio, haciendo explicitas las variables que
intervienen. Luego, se establecen las posibles relaciones entre las variables que se han
considerado en la primera etapa, siendo todas estas relaciones el modelo del sistema a estudiar.
Finalmente, el modelo obtenido es trabajado para producir conocimiento sobre el sistema
estudiado, el cual viene dado a través de nuevas relaciones que pudieran existir entre las

variables del sistema.

Asimismo, la tercera etapa es considerada como una fase puramente matematica, mientras que
las otras etapas son el dominio de la realidad de donde se supone que se debe de tomar el

sistema. Por ejemplo, las matematicas, si se trata de un objeto matematico, etc.
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Por otro lado, surgen diversos trabajos de investigacion acerca de la naturaleza del algebra y
de su concepcion en el sistema educativo. En el trabajo de Bolea (2002), se hace un exhaustivo
analisis acerca de como se concibe el algebra en la Educacion Secundaria Obligatoria (ESO).
Asimismo, define una serie de indicadores, que permitiran reconocer si el modelo del algebra
considerado en la ESO responde al de una aritmética generalizada. Ademas, la autora
considera el algebra como instrumento de modelizacion algebraica. Dicho todo esto, cabe

resaltar que la investigadora considera dos modelos de la interpretacion del algebra.

Es precisamente en este contexto, que investigadores de la TAD conciben el algebra elemental
como un instrumento de la actividad matematica tal y como lo sefialan Bolea, Bosch y Gascon

(2001) quienes lo consideran como el nuevo modelo del algebra elemental.

Ademas, Bolea et al. (2001), en el sentido de Chevallard, sefialan que el objetivo principal del
algebra elemental como instrumento, es la modelizacion algebraica, a través del analisis y la
interpretacion del proceso de algebrizacion de las matematicas escolares, dejando asi de lado

la vision clésica del algebra como una aritmética generalizada.

Siguiendo la misma linea, los autores afirman que, para realizar dicho proceso, basta tomar en
cuenta un sistema que puede ser intra-matematico o extra matematico, el cual sera asociado a
una organizacion matematica. Luego, se lleva a cabo la modelizacion algebraica obteniéndose
como resultado una organizacién matematica algebrizada. Esta ultima es entendida no so6lo
como una nueva praxeologia mas amplia y completa, sino como un nuevo modelo matematico

de esta, segun lo sefiala Bolea (2002).

Ademas, Gascon (2011) manifiesta que para poder saber cdmo se concibe el algebra
elemental, se tiene que considerar las nociones o ideas que se encuentran disponibles en la
cultura escolar, las cuales en la gran mayoria de los casos son importadas de los documentos
curriculares. Por tal motivo, seran tanto los libros de texto como el curriculo nacional de
nuestro pais, una fuente importante para poder mirar los tipos de problemas presentes en la
educacion secundaria de nuestro pais, los cuales seran tomados para la propuesta de un modelo

epistemologico de referencia.

Asimismo, los trabajos de Bolea (2002) y Gascén (2011) son importantes para la elaboracion
de nuestra investigacion, ya que ponen en evidencia la existencia de un modelo dominante a
través de la elaboracion de un modelo epistemoldgico respecto al algebra, llevando a cabo un
andlisis de la concepcion del algebra escolar en el sistema escolar espafiol. Por otro lado, es
preciso sefialar que los autores siguieron los pasos de Chevallard (1994) quien realizd un

analisis en el sistema educativo francés.

Por otro lado, Ruiz Munzén, Bosch y Gascon (2011) manifiestan que una de las consecuencias

de considerar el algebra elemental como aritmética generalizada es precisamente, la ausencia
12



del algebra como instrumento de modelizacion en las matematicas que se estudian en la

enseflanza secundaria.

En el ambito de la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD), se ha mostrado las
conexiones de este fendomeno con la incompletitud de las organizaciones matematicas que se
estudian en secundaria y con el fenémeno de la desarticulacion de la matematica escolar. Por
este motivo, surge la necesidad de un nuevo modelo del algebra elemental que permita
reinterpretar algunos fenomenos didacticos relativos a la ensefianza del algebra elemental, tal y

como lo sefialan Gascon (1994) y Bolea (2002).

Ademas, en el ambito de la TAD es fundamental tener en cuenta que la transposicion
didéctica, entendida como el conjunto de los mecanismos mediante los cuales es engendrado
el saber ensefiado, tal y como lo sefiala Chevallard (1994), no actia sobre objetos aislados,

sino mas bien sobre las organizaciones matematicas algebrizadas.

Al respecto, Bosch y Gascon (2004) senalan que lo que importa son los problemas fecundos
que estan llamados a reproducirse y desarrollarse para formar tipos de problemas cada vez mas
amplios y complejos dentro de la conceptualizacion que propone la TAD. Asimismo, la
transposicion didactica tampoco actua sobre organizaciones matematicas puntuales, sino sobre
organizaciones matematicas locales e incluso regionales que evolucionan siguiendo un
proceso de reorganizacidon e integracion creciente a través de un proceso de algebrizacion,

como lo sefialan Bolea et al. (2001).

Siguiendo la misma idea, Sierra (2006) manifiesta que el resultado de un proceso de
algebrizacion es un modelo epistemoldgico de referencia (MER), cuya estructura es construida
en términos de la TAD, como una red de praxeologias matematicas cada vez mas amplias y
completas, capaz de articular la introduccion del algebra elemental en la educacion escolar.
Asimismo, Ruiz Munzén (2010) retoma la idea de Sierra y concuerda con esta forma de
interpretacion del MER, s6lo que dicha investigadora lo hace con miras a una modelizacion

funcional.

No obstante, el MER debe ser considerado como sistema de referencia provisional y por lo
tanto susceptible de ser modificado o revisado constantemente, tal y como lo manifiesta

Gascon (2011).

Es en este contexto en que se centra nuestro trabajo de investigacion, en el que se plantea
como objetivo hacer una propuesta de un modelo epistemologico de referencia teniendo como
base el trabajo de Bolea (2002), adaptado a los sistemas de ecuaciones lineales en el contexto

de la Educacion Basica Regular peruana.
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1.2 Justificacion

Chevallard, Bosch y Gascén (1997) manifiestan que con el nacimiento del programa
epistemoldgico surge una serie de cuestiones de naturaleza teorica, entre ellas aflora el interés
de cuestionar diversos temas, relativos por ejemplo a la necesidad de objetar la transparencia
del conocimiento matematico e integrar nociones matematicas como objetos de estudio. Este
tipo de cuestionamientos conlleva a la necesidad de querer ampliar el sistema inicial por
medio de modelizaciones progresivas, a través de las etapas del proceso de algebrizacion,

segun lo manifiesta Garcia (2005).

Por otro lado, cabe sefialar que nuestro trabajo de investigacion se sitia dentro de la dimension
epistemologica de una de las tres dimensiones fundamentales de un problema didactico, segiin
lo manifiesta Gascon (2011). Con respecto a la dimension epistemologica, el autor sefiala que,
si la investigacion se encuentra en esta dimension, entonces se tiene que dar prioridad a la
manera de hacer explicita las componentes de los bloques de praxis y logos de la organizacion

matematica, como se muestra en la siguiente cita:

Cuando la dimension epistemoldgica se pone en primer plano, como se muestra en los enfoques
que se situan en el Programa Epistemoldgico de Investigacion en Didactica de las Matematica,
entonces se hace un esfuerzo por explicitar el MER- sea con este nombre o con otro- y aparecen
cuestiones relativas a la forma de describir e interpretar los conocimientos matematicos.

(Gascon, 2011, p. 210)

Es en este contexto, que diversos investigadores dentro del ambito de la TAD, coinciden al
manifestar que la construccion o elaboracion de un modelo epistemologico de referencia es
importante, debido a que gracias a él podemos analizar cdémo un objeto matematico es
entendido en una institucion o también para poder compararlo con otros modelos como por
ejemplo lo que hicieron Bolea (2002), Garcia (2005) y Ruiz Munzoén (2010) en sus respectivos
trabajos de tesis doctorales. Todo esto con la intencién de poder identificar el modelo
epistemologico dominante en una institucion escolar, lo cual nos va permitir poder describir y
explicar de manera coherente la practica docente del profesor de matematica, segin lo sefialan

los investigadores.

Ademas, es preciso sefalar que debemos considerar las restricciones y condiciones que se
imponen sobre dichas organizaciones matematicas; las cuales vienen dadas a través de los
niveles de codeterminacion propuestos por Chevallard (2001). Si bien es cierto que nuestro

trabajo no va considerar todos los niveles de codeterminacion propuesto por Chevallard a un
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nivel profundo, es preciso sefialar que es necesario tomar en cuenta algunos de estos niveles de
codeterminacion para poder justificar que nuestro trabajo de investigacion va restringirse a la
disciplina de la matematica de las distintas areas en las cuales se generan los diferentes tipos
de problemas que necesitan emplear los sistemas de ecuaciones lineales, todo esto dentro del

nivel secundario.

Ademas, es pertinente hacer un estudio del grado de algebrizacion de una organizacion
matematica (OM), dentro del ambito de la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD), segin
lo sugiere Bolea (2002). Esto resulta fundamental para poder reconocer cuan algebrizadas se
encuentran las organizaciones matematicas para luego, progresivamente, ir algebrizandolas,
dejando asi de lado la vision cléasica de aritmética generalizada y empezar a considerar el
algebra como instrumento de modelizacion.

Por otra parte, los libros de texto juegan un rol importante ya que constituyen uno de los
principales pilares sobre los cuales se sostiene la accion del docente de matematica en
cualquier nivel educativo, ya que con frecuencia estos pasan a ser el principal referente del
saber cientifico, tanto para los profesores como para los mismos estudiantes, tal y como lo
sefala Vivas (2010). Es por este motivo, que las investigaciones relacionadas a los libros de
textos dentro del ambito de la TAD, en donde el analisis de la actividad escolar matematica es
el foco de investigacion, se han convertido en un método eficaz para el estudio de los procesos

de ensefianza y aprendizaje, tal y como lo sefiala el investigador.

De manera similar, Ortiz de Haro (1999) senala que los libros de texto son considerados como
un segundo nivel de transposicion didactica, después del primer nivel de transposicion
didactica, el cual esté constituido por los curriculos y programas oficiales.

Por lo dicho anteriormente, podemos indicar la trascendencia e importancia que tiene la
presencia de los libros de texto en el sistema educativo, ya que a través de ellos se transpone el
saber sabio de los objetos matematicos en relacion al saber ensenado. Es decir, en el ambito de
la TAD, es preciso sefialar que, para poder estudiar un determinado objeto matematico nos

podemos basar en la revision de los libros de texto.

Es asi que como ya lo indicamos, en nuestro trabajo de investigacion haremos una revision no
tan profunda de los textos del nivel secundario, para poder asi identificar los tipos de tareas
dentro de las diferentes areas de la matematica. De esta manera, vamos a procurar garantizar o
asegurar que nuestra propuesta sea coherente con los tipos de problemas que efectivamente

son tratados a lo largo del nivel secundario de nuestra educacion peruana.

El siguiente aspecto trata acerca de la importancia de los sistemas de ecuaciones lineales como
objeto de estudio. En principio debemos manifestar, que de acuerdo al Curriculo Nacional de
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la Educacion Basica Regular del Pert (Ministerio de Educacion del Pera, 2015), el estudio de
los sistemas de ecuaciones ocupa un lugar significativo dentro del nivel secundario de nuestro
pais, ya que éste tema es tratado durante varios afios de la educacion secundaria. Con todo
esto, pretendemos reconocer la necesidad e importancia de estudiar los sistemas de ecuaciones
a lo largo de la etapa escolar, lo que es evidenciado en los textos oficiales de nuestro sistema

educativo.

Por lo anterior, se puede afirmar que este es un tema relevante en el desarrollo de los
contenidos especificos de las ciencias. En base a ello, tiene sentido hacer nuestro estudio en
torno al objeto matemadtico sistemas de ecuaciones lineales, pues hay muchas investigaciones
en la educacion matemadtica que avalan la importancia de su estudio desde los diferentes
enfoques tanto del nivel secundario como del nivel universitario, segiin lo manifiesta Arenas
(2013). Asimismo, es preciso resaltar la importancia de las ecuaciones y de los sistemas de
ecuaciones lineales, ya que éstos se encuentran presentes en el desarrollo del algebra y fueron

a lo largo de la historia el nticleo firme del dlgebra seglin lo manifiesta Chevallard (1994).

1.3 Pregunta de investigacion

De acuerdo con lo ya expuesto, nos formulamos la siguiente pregunta de investigacion:
(Qué caracteristicas deberia tener un modelo epistemologico de referencia para que los
sistemas de ecuaciones lineales actien como un instrumento de modelizacion en la educacion

secundaria?
1.4 Objetivos de la investigacion
Objetivo general
De la formulacion anterior, se desprende el siguiente objetivo general de la investigacion:

Construir un modelo epistemolédgico de referencia para que los sistemas de ecuaciones lineales
cumplan el rol de instrumento de modelizaciéon en la educacion secundaria y verificar si

satisface los rasgos caracteristicos en el sentido de Bolea.
Objetivos especificos
Para alcanzar el objetivo general pretendemos lograr los siguientes objetivos especificos:

e Proponer un modelo epistemoldgico de referencia para el caso particular de los
sistemas de ecuaciones lineales, teniendo en cuenta el modelo epistemoldgico de
referencia adoptado en la TAD respecto al algebra como instrumento de modelizacion,

en el sentido de Bolea.
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e Analizar si el modelo epistemoldgico propuesto cumple los rasgos de algebrizacion

que debe tener una OM para ser considerada una OM algebrizada.

CAPITULO IlI: ELEMENTOS TEORICOS Y METODOLOGICOS
CONSIDERADOS EN LA INVESTIGACION

En este capitulo daremos a conocer los principales elementos tedricos que se van a seguir durante
el desarrollo del marco tedrico, asi como la metodologia y el correspondiente método de

investigacion que se llevard a cabo a lo largo del desarrollo del presente trabajo.

2.1 Nociones Generales de la Teoria Antropol6gica de lo Didactico

En este apartado presentaremos algunas reflexiones teoéricas correspondientes al marco teorico
que se va seguir a lo largo del presente trabajo de investigacion, las cuales estdn relacionadas a
la teoria antropolodgica de lo didactico (TAD), propuesta por Chevallard. Asimismo, cabe
indicar que nuestro trabajo de investigacion se va enmarcar dentro de la TAD, puesto que esta
teoria es la que nos brindard herramientas de analisis necesarias para profundizar en la
transposicion didactica que sufre una organizacion matematica en los procesos de
algebrizacion en los textos oficiales a lo largo de la etapa escolar peruana. Dicho esto,
describiremos a continuacion y de forma general algunos elementos tedricos de la TAD que

nos serviran de insumos para desarrollar el presente trabajo.

Teoria de Transposicion Didactica

Chevallard (1994) afirma que el proceso de transposicion didactica es entendido como el

conjunto de los mecanismos, mediante los cuales es concebido el saber ensefiado.

Por otro lado, Bolea (2002) sefiala que se descubrié que muchos de los fenomenos relativos a
la ensefianza de las matematicas sdlo pueden ser abordados cientificamente si se tiene en
cuenta los fendmenos de transposicion didactica; es decir, los fendémenos que regulan las
transformaciones que sufre el saber matematico producido en la institucion “saber sabio”, para
convertirlo en saber matematico “apto para ser ensefiado”. Es en este contexto, que surge el
enfoque antropolégico en didactica de las matematicas, el cual se encarga de integrar la
matematica escolar en la problematica, mucho mas amplia, de las actividades matematicas
institucionales, que pasa a constituir el nuevo y mas extenso objeto primario de Ia

investigacion didactica, segun lo sefiala Gascon (1998).
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Teoria Antropoldgica de lo Didéactico

La TAD nace con las primeras formulaciones de la Teoria de la Transposicion Didactica
propuesta por Chevallard (1985), e incluso puede ser considerada como una evolucion o
desarrollo de la Teoria de las Situaciones Didacticas propuesta por Brousseau (1997) con la
cual comparte sus principios esenciales; segin lo sefialan Bosch, Garcia, Gascon y Ruiz

Munzén (2006).

En esta misma linea, Ricaldi (2011) resalta que la TAD fue uno de los primeros enfoques que
se preocup6 por considerar como objeto de estudio e investigacion, no solo a las actividades
de ensefianza y aprendizaje en el aula, sino todo el proceso que va desde la creacion y el uso o
empleo del saber matematico hasta el momento en que dicho objeto matematico se incorpora

dentro de la institucion como saber ensefiado.

Es decir, en la TAD podemos afirmar que el objeto de la didactica de la matematica no sélo es
el estudio de procesos cognitivos de los estudiantes en relacion al aprendizaje de un
determinado concepto, ni solo se trata de estudiar o analizar la problematica que gira en torno
a los procesos de ensefanza por parte del docente con respecto a un determinado concepto
matematico; se refiere mas bien a considerar como eje central el analisis de la actividad
matematica en la que se encuentran inmersos los estudiantes cuando trabajan en torno a un
conocimiento matematico especifico que ya han construido o que se encuentra en proceso de

construccion.

Asi, este trabajo de investigacion considerara como marco tedrico a la TAD, que considera a
la actividad matematica como otra actividad humana, tal como lo manifiesta Chevallard
(1999). En esa misma linea, la TAD privilegia la dimension institucional del conocimiento
matematico, ya que se considera que las praxeologias no dependen, en un primer momento, de
las personas de manera individual, sino mas bien de las instituciones tal y como lo sefiala
Ricaldi (2011). Es decir, la autora manifiesta que la institucion desde este enfoque es

considerada como un medio social en el cual viven distintas praxeologias.

Organizaciones Matematicas (OM)

La nocion de praxeologia u organizacion matematica, segun Chevallard (1999), esta

compuesta por dos bloques inseparables. El bloque practico — técnico (T/1) o “praxis”, el

cual esta formado por tareas y técnicas. Ademas, el bloque tecnoldgico - tedrico (6/ @) 0

“logos”, el cual es el discurso razonado que justifica y explica la practica.
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Asimismo, Chevallard (1999) indica que el bloque practico — técnico, esta constituido por el
primer elemento que es la tarea ¢, y el tipo de tareas, T, donde una tarea es expresada a través
de un verbo que indica una accion en relacion a un objeto particular, mientras que un tipo de

tareas es la accion que relaciona a un diverso tipo de objetos.

Otro elemento que constituye el bloque practico — técnico es la técnica (1), que determina una
manera de hacer. Entonces una praxeologia relativa al tipo de tareas T contiene una técnica T
relativa a T. Ademas, Chevallard (1999) sefiala que el alcance de una técnica esta en relacion a
la insuficiencia de resolver un determinado tipo de tareas, el cual en muchas ocasiones tiende a

evolucionar o desarrollar.

Por otro lado, Chevallard (1999) sefiala que el bloque tecnologico — tedrico esta constituido
por dos elementos; el primero de ellos es la tecnologia (0), que se refiere al discurso racional
que se encuentra relacionado a la técnica. Uno de los primeros objetivos de la tecnologia es el
de justificar la técnica que permite realizar un determinado tipo de tareas T; mientras que otro
de los objetivos es de explicar adecuadamente para poder asi aclarar el uso de la técnica.
Ademas de ello, el segundo elemento del bloque tecnoldgico — tedrico es la teoria (@), el cual

se encarga de justificar la tecnologia, del mismo modo que la tecnologia explica o justifica la

técnica.

Ademas, respecto a la complejidad de una organizacidn matematica, Chevallard (1999)

considera cuatro niveles a los que denomina de la siguiente manera:

e Praxeologia puntual: Es la praxeologia constituida alrededor de un unico tipo de tareas

considerado como generador, la cual estd representada por [T/t ; 0/0].

e Praxeologia local: Es la praxeologia que resulta de la integracion de diversas
praxeologias puntuales, la cual esta caracterizada por una tecnologia, que sirve para
justificar y explicar las técnicas de todas las praxeologias puntuales que la integran.

e Praxeologia regional: Es la praxeologia que se obtiene a través de la integracion de
diversas praxeologias locales, todas ellas alrededor de una teoria matematica comun.

e Praxeologia global: Es la praxeologia que surge como consecuencia de integrar varias
praxeologias regionales en una determinada institucion a partir de la agrupacion de

diferentes teorias.

NIVELES DE CODETERMINACION DIDACTICA

En el ambito de la TAD es necesario seguir ciertos recorridos, los cuales inician en la
sociedad, contintian por la institucion, luego por cierta area la misma que se encuentra inmersa

en una disciplina en donde se estudia la manera de organizar los contenidos matematicos sobre
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2.2

cierta cuestion matematica en un determinado sector dentro del area, y por cierto tema del
sector, tal y como lo sefialan Ruiz Munzoén, Bosch y Gascon (2015). Este camino en el sentido
de la TAD es conocido como codeterminacion didactica y se esquematiza tal y como se

muestra en la Figura 1, dada a continuacion:

Sociedad — Escuela— Pedagogia —®Disciplina —#rea —pSector —%ema —pCuestion

Figura 1. Niveles de Codeterminacion.

Fuente: Adaptado de Ruiz Munzon, Bosch y Gascon (2015, p.118)

Asimismo, es pertinente mencionar que este proceso es relativo no solo al contenido
matematico, sino ademas al periodo histérico y a la institucion en la que nos fijemos. Ademas,
estas condiciones que se obtienen en los diferentes niveles hacen posible el desarrollo y las
acciones que giran en torno al conocimiento, segun lo sefialan Ruiz Munzén et al. (2015) en la
siguiente cita: “Las condiciones que se imponen en los distintos niveles de codeterminacion
didactica, a la vez que hacen posible el desarrollo de determinadas actividades, también

restringen el universo de acciones posibles” (p. 119).

Por otro lado, segin Navarro (2007) las mismas praxeologias no son ttiles en todas las
instituciones; por lo que en muchas ocasiones se requiere de un proceso de adaptacion de una

a otra institucion; este fendmeno se conoce como como transposicion didactica.

De otro lado, la TAD considera el fendomeno de la monumentalizacion de las organizaciones
matematicas, que se refiere al hecho que la ensefianza de la matematica se caracteriza por
considerar que hay obras matematicas que deben ser visitadas por los alumnos y por lo tanto
se ensefian una matemadticas acabadas. Desde esta postura, no se permite a los estudiantes

participar de la construccion de las matematicas involucradas, son meros observadores.

Al respecto, Gascon (2003) sefiala que esto se ejemplifica con la postura que se puede
identificar en diversos curriculos segun la cual consideran, en forma implicita, que mas alla de
las praxeologias propuestas por los libros de textos y las reformas educativas, todo es

transparente.
Postura de la Teoria Antropoldgica de lo Did4ctico respecto al algebra

Segtn la TAD, el algebra cumple un papel fundamental dentro de las matematicas escolares.

Ello explica por qué no la abordan como un tema sino que la conciben como una herramienta a

la que denominan modelizacion algebraica. Con esa expresion se refieren al proceso de

reconstruccion y articulacion de praxeologias de complejidad creciente, la cual tiene su origen

en el cuestionamiento de las razones de ser de las organizaciones matematicas que se desea
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reconstruir y articular, segiin lo sefiala Garcia (2005). Ademas de ello, el investigador
manifiesta que bajo esta perspectiva, la modelizacion permite describir, generalizar y justificar

los procesos de resolucion de problemas.

En ese mismo sentido, Bolea (2002) indica que la modelizacion algebraica permite unificar las
técnicas y los diferentes tipos de problemas que inicialmente se encuentran desconectados, lo

que conlleva a una ampliacion progresiva del sistema inicial.

Siguiendo la misma linea, Bolea (2002) sefiala que la modelizacion matematica y en particular
la modelizacion algebraica se desarrolla en cuatro estadios, los cuales son explicados de

manera sucinta a continuacion:

e Problematica inicial, la cual esta constituida por la situacion problematica sujeta a ser
analizada, asi como las diferentes cuestiones o preguntas generales que surgen de
manera natural del sistema y que en un principio no tienen respuesta.

e Construccién del modelo, lo cual consiste en identificar y designar las variables que
son pertinentes al sistema, asi como el hecho de establecer las relaciones que pudiesen
existir entre ellas.

e Trabajo del modelo, entendido como la manipulacion para poder obtener un modelo
final, asi como la interpretacion del trabajo y los resultados obtenidos en el sistema
modelizado.

e Enunciar problemas nuevos, lo cual se trata de producir problemas cuya formulacion

no hubiese sido posible sin que se disponga del modelo algebraico del sistema.

Desde el ambito de la TAD, el algebra es considerada como un instrumento de modelizacion
de una organizacion matematica inicial, la misma que actua como el sistema inicial y que a
través de un proceso de modelizacion se construye un nuevo modelo; lo cual permitira
describir y analizar organizaciones matematicas o praxeologias. Es preciso sefialar, que en el
presente trabajo vamos a interpretar de esta manera el algebra escolar; es decir, lo vamos a
entender como una herramienta o instrumento de modelizacion de una determinada OM inicial
y que a través de un proceso de modelizacién vamos a poder construir una nueva OM, para

que finalmente podamos llevar a cabo nuestro analisis.

Por otro lado, cabe senalar algunos resultados relevantes de la TAD que estan en relacion al
algebra:

e Bolea (2002) manifiesta “que no disponemos de un criterio de demarcacion que
permita trazar una frontera precisa y nitida entre una organizacion matematica

algebrizada y una organizacion pre algebraica” (p. 84). Asimismo, la autora postula
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que la algebrizacion esta en relacion al grado y ademas manifiesta que este proceso es
caracterizado a través de la nocion de modelizacion.

En este sentido, se dice “que una organizacion matemadtica estd algebrizada en la
medida en que pueda ser considerada como un modelo algebraico de otra
organizacion matematica que juega el papel de sistema a modelizar” (Bolea, 2002, p.

84).

Las modelizaciones algebraicas se distinguen de otros tipos de modelizaciones
matematicas, a las cuales podemos llamar “pre algebraicas”, gracias a tres rasgos
caracteristicos fuertemente relacionados entre si, tal y como lo sefialan Bosch,

Portabella, Gascon y Bolea (1998) en la siguiente cita:

1. Las modelizaciones algebraicas modelizan explicitamente las técnicas matematicas
que forman parte del sistema inicial y que juega el papel de sistema a modelizar. Una
vez modelizadas algebraicamente, las técnicas pueden ser manipuladas como nuevos
objetos matematicos, lo que posibilita el rapido desarrollo de las mismas.

2. La tematizacion de las técnicas, que en las obras pre algebraicas permanecen como
objetos paramatematicos (herramientas transparentes utiles para actuar, pero que no se
consideran como objetos matematicos que deban estudiarse por si mismos) permite
plantear cuestiones relativas a la justificacion, alcance e interpretacion de las mismas.

3. Las modelizaciones algebraicas modelizan integramente todas las componentes de la
obra matematica que hace el papel de sistema, en lugar de limitarse a modelizar
aisladamente algunos de dichos componentes. (Bosch, Portabella, Gascon y Bolea,

1998, p.7)

Con respecto a la modelizacion matematica, la TAD postula “Un aspecto esencial de
la actividad matematica consiste en construir un modelo [...] Gran parte de la
actividad matematica puede identificarse, por lo tanto, con una actividad de
modelizacién matematica” (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997, p. 51). Esto hace
referencia a la importancia de la modelizacion matematica en la actividad matematica
en la construccion de nuevos modelos.

Desde el ambito de la TAD, los problemas importantes son los que pueden generar
praxeologias cada vez mas complejas.

En conclusion, para la TAD los procesos de modelizacion son descritos como
procesos de reconstruccion y articulacion de praxeologias de complejidad creciente,
para lo cual es necesario plantear situaciones problemas como punto de partida que

requieren respuestas seglin lo sefiala Barquero (2009).
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Por otro lado, Bolea (2002) establece una serie de caracteristicas que van a servir de guia para
poder afirmar que un objeto matematico es considerado como un instrumento de modelizacion
algebraica. Estas caracteristicas, segin sefiala la autora, giran en torno a cuatro aspectos o
ambitos esenciales, los mismos que van a caracterizar el modelo alternativo en relacion al
modelo que predomina en la institucion escolar. La autora sefiala que dichos aspectos son los

siguientes:

= La construccion o emergencia del algebra escolar, esto es, sus razones de ser.

= Los conocimientos previos en los que la construccion del dlgebra escolar se basa.

= Los elementos mas relevantes de las actividades que se encuentran asociadas al
algebra escolar.

= Las dificultades que mas destacan al momento de llevar a cabo las actividades

algebraicas.

Es preciso mencionar que cada uno de estos aspectos contempla una serie de indicadores, lo
cual nos va permitir caracterizar nuestro MER asociado a los sistemas de ecuaciones lineales
en la educacion secundaria de nuestro pais. La autora utiliza la abreviatura MA, para referirse
a las caracteristicas de estos cuatro aspectos que denomina instrumento algebraico o
instrumento de modelizacion algebraica. La investigadora considera los siguientes
indicadores en los cuales se apoyo para llevar a cabo tal caracterizacion. Estos indicadores han
sido estructurados de la siguiente manera, tal y como lo manifiesta Bolea (2002) en la

siguiente cita:

a) La construccién o emergencia del algebra escolar, esto es, sus razones de ser.

MAL: El algebra escolar es un instrumento para resolver problemas de sistemas conocidos
matematicos o extra matematicos: aritméticos, geométricos, fisicos, comerciales, de la vida
cotidiana, etc.

MAZ2: El proceso de modelizacion algebraica es una herramienta potente para describir,
generalizar y justificar procedimientos y propiedades de los sistemas estudiados (papel
tecnoldgico del algebra).

MAS3: El instrumento algebraico permite plantear y resolver problemas de diferentes ambitos
matematicos (aritméticos, geométricos, combinatorios, comerciales, etc.) que son muy dificiles
de plantear y resolver sin algebra.

MA4: El algebra escolar permite unificar tipos de problemas que aparecen aislados en cada

bloque tematico de la organizacion matematica escolar, e incluso entre diferentes bloques.

b) Los conocimientos previos en los que se basa la construccién del algebra escolar.
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MADS5: Algunas de las mejores situaciones para introducir el dlgebra escolar son los
“problemas inversos”, esto es, problemas en los que se invierten los datos e incognitas y que,
por ello, no pueden resolverse mediante técnicas directas aritméticas o geométricas. Un
conocimiento previo importante es, por lo tanto, el dominio de estas técnicas directas.

MAG: Dado que el algebra escolar surge inicialmente como herramienta de modelizacion de
sistemas matematicos o extra matematicos, es necesario conocer minimamente el sistema que
se quiere modelizar y, en particular, las limitaciones del trabajo dentro de este sistema.

(Bolea,2002, p.89).

c) Los elementos mas significativos de las actividades asociadas al algebra escolar.

MAS8: Una primera etapa importante del trabajo algebraico y también una de las mas dificiles
radica en la construccion de modelos de sistemas extra o intramatematicos.

MA9: Los modelos algebraicos (ecuaciones y formulas) se construyen generalmente
expresando de dos maneras diferentes una misma cantidad de magnitud del sistema estudiado.
MAL10: La potencia del instrumento algebraico se basa en su capacidad para no diferenciar los
datos conocidos de las incdgnitas (juego entre parametros y variables).

MAL12: Una fase importante del trabajo algebraico es la manipulacion del modelo en sentido
estricto (ecuacion o formula) y su posterior interpretaciéon y justificacion en términos del
sistema estudiado.

MA13: La ultima fase del trabajo de modelizacién consiste en la formulacion de nuevos
problemas acerca del sistema estudiado, problemas que no se podian plantear antes de la

construccion del modelo.

d) Las dificultades mas destacadas en la realizacion de las actividades algebraicas.

MAU14: Una de las principales dificultades del dlgebra escolar estd ligada a la ausencia
institucional de cuestionamientos tecnoldgicos (necesidad de justificacion, de definicion, etc.)

en la matematica de la ensefianza obligatoria. (Bolea,2002, p.90).

Si bien es cierto, que estos indicadores caracterizan el modelo resultante obtenido luego de un
proceso de modelizacion, segin lo manifiesta Bolea (2002); los vamos a considerar ya que
seria un recurso importante para poder caracterizar lo que mas adelante denominaremos como

Modelo Epistemologico de Referencia de los sistemas de ecuaciones lineales.

Las Tres Dimensiones del Problema Didéactico de la Modelizacién Matematica

Barquero, Bosch y Gascon (2013) sefialan que todo problema de investigacion en Didactica de
las Matematicas tiene tres caracteristicas fundamentales, a las que se denominan las tres
dimensiones de un problema didactico. Estas tres dimensiones son: la dimension

epistemologica, la dimension econdmica institucional y la dimension ecoldgica.
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Ademas, los autores coinciden con Gascon (2011) al utilizar el siguiente esquema mostrado en

la Figura 2, para representar dichas dimensiones.

Figura 2. Esquema de las Tres Dimensiones Fundamentales en un Problema Diddctico.

Fuente: Adaptado de Gascon (2011, p. 205)

Barquero et al. (2013) manifiestan que P, juega un rol especial debido a que constituye una

formulacién inicial, ya que constituye una forma precientifica de ciertos tipos de problemas
didacticos. A esta formulacion inicial la cual es provisional en cierto sentido, Gascon (1999) le

denomina problema docente.

Ademas, Barquero et al. (2013) manifiestan que el simbolo — no debe ser interpretado como

una inclusion en el sentido estricto. Los autores sefialan ademas que una formulacién completa

de P,, requiere de cierta formulacion previa de P, aunque esta no sea dada de manera

explicita. Los investigadores indican que con respecto a Py, pueden llamarlo simplemente

problema didactico, el mismo que puede ser considerado como una formulacion, la cual no va
a poder ser completamente explicita, que contiene a las tres dimensiones fundamentales del
problema, a las relaciones que pudieran existir entre ellas y ciertas interrogantes que surgen y

son catalogadas como cuestiones nuevas.

Barquero et al. (2013) sefialan que en las primeras etapas de la evolucion de la didactica de las

matematicas, a pesar de que P, es “visible”, no constituye una dimensién que
necesariamente se encuentre presente en todos los problemas didacticos, ya que P, como
expresion de un problema didactico es incompleta; por lo cual surge la necesidad de
agregarle, al menos, la dimension epistemologica P,. A esto lo simbolizamos con @, para

que asi y de esta manera pueda empezar a ser considerado como un problema didactico.

Asimismo, Barquero et al. (2013) mencionan que, en el caso del problema didactico de la
modelizacion matematica, el esquema mostrado en la Figura 2, va tomar otra forma, el mismo
que se va ir clarificando a medida que se precisen algunas de las cuestiones que forman parte

de cada una de sus tres dimensiones epistemoldgicas.
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Por otro lado, Barquero et al. (2013) sefialan que para formular los problemas docentes se debe
tener en cuenta las nociones que se encuentran disponibles en la cultura escolar, los mismos
que son importados por lo general de los documentos curriculares. Asimismo, los
investigadores sefialan que estos problemas docentes se formulan por lo general, sin cuestionar
ni las nociones que se tengan de manera general ni las ideas que predominan en la institucion
escolar, y simplemente se asume. Ademas, para el caso particular de la modelizacion

matematica, los investigadores manifiestan que el problema docente P, puede enunciarse

inicialmente como se muestra a continuacion:

Qo : (Qué tendria que ensefiar y como tendria que ensefarles a mis alumnos con respecto a

la modelizacion matematica?

Qo : Luego de impartir los contenidos matematicos elementales, ;como deberia conseguir

que las matematicas sean ensefiadas como una herramienta de modelizacion, considerando que
la ensefianza se organice siguiendo no solamente los contenidos matematicos de manera logica
y/o secuencial, sino que esto pueda ser organizado en base a los problemas que se deben

resolver?

Asimismo, Barquero et al. (2013) sefialan que a fin de transformar P, en un problema de

investigacion didactica bajo la perspectiva de la TAD, es necesario que se cuestione la manera
de interpretar la modelizacion matematica, aunque esto sea de manera mas o menos implicita;
esto es, el modelo epistemologico de la modelizacion matematica dominante no sélo en las

instituciones escolares sino también en la nodsfera, todo ello en términos de Chevallard.

En resumen, los autores sefalan explicitamente que la dimensién epistemologica es una
dimension nuclear, ya que se encarga de condicionar fuertemente a las dimensiones restantes
de todo problema didactico dentro del campo de las investigaciones en didactica de las
matematicas. Asimismo, cuando un trabajo de investigacion se centra en esta dimension,
segin lo manifiestan los investigadores, es necesario hacer explicito el MER, ya sea con este
nombre o con cualquier otro. En esta dimension epistemologica es donde aparecen una serie
de cuestiones relacionadas a la manera de describir e interpretar los conocimientos

matematicos que estan en juego.
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2.3

Dicho todo esto, es preciso sefialar que nuestra investigacion se enfocara en la dimension
epistemologica, en la cual vamos hacer explicito un MER, a través de una propuesta mediante

un proceso de modelizacion.
DIMENSION ECOLOGICA

Con respecto a esta dimension, Almouloud (2015) manifiesta que el analisis ecologico de un
objeto de conocimiento se organiza en torno a dos conceptos: habitat que significa el lugar
donde vive el objeto y el entorno conceptual de dicho objeto de conocimiento, y el nicho que

se refiere a la funcion del objeto en el sistema de objetos con los que interactua.

Asimismo, el autor sefiala que al momento de hacer un analisis ecologico, lo que se pretende
es dar respuesta a diversos cuestionamientos o interrogantes, como por ejemplo: ;el objeto
matematico en cuestion forma parte de las recomendaciones curriculares para la educacion
basica?, ;se encuentra presente en los textos didacticos?, ;como es presentado y con qué
finalidad?, ;este objeto del saber es trabajado efectivamente en la escuela?. Si es asi, ;jen qué

condiciones?. Si no es asi, ;cuales son los motivos para que sean dejados de lado?

El investigador sefala que las respuestas a estas cuestiones son las que identifican la razon de
ser del objeto matematico sujeto a ser estudiado en la institucion escolar. Siguiendo la misma
idea, es preciso mencionar que uno de los criterios que Bolea (2002) considera para poder
identificar el algebra como instrumento de modelizacion algebraica es identificar la razon de
ser del objeto matematico en estudio, para lo cual se basa en los rasgos caracteristicos propios

de una modelizacion algebraica.

Modelo Epistemolégico de Referencia

En el ambito de la TAD, se denomina Modelo Epistemologico de Referencia (MER) a la
manera de organizar el saber matematico desde un punto de vista externo a la institucion
escolar del objeto que se pretende analizar, y que el didacta debe construir como parte de su

investigacion segln lo sefiala Garcia (2005) en la siguiente cita:

Este punto de vista externo a las instituciones escolares objeto de analisis, que el didacta debe de
construir como parte de su investigacion, es el que denominamos modelo epistemologico de
referencia (MER), entendido como modelo tedrico basico para el investigador a la hora de

analizar la transicion y evolucion de los saberes entre diferentes instituciones. (p. 300)

Es precisamente en este contexto, que la TAD postula la necesidad de construir un MER del
conocimiento matematico, el cual es provisional, estd abierto y es por ende sujeto a posibles

modificaciones, tal y como lo manifiesta Garcia (2005). Asimismo, el investigador indica que
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el “MER sera imprescindible para estudiar el saber matemdtico antes de que se transforme

para ser ensefiado (transposicion didactica)” (Garcia, 2005, p. 56).

Caracterizacion de las Modelizaciones Algebraicas

Bolea (2002) sefiala que no se dispone de un criterio que permita trazar una frontera precisa y
nitida entre una organizacion matematica algebrizada y una organizacion matematica pre
algebraica (en el sentido de que todavia no ha sido algebrizada). Debido a ello, la autora ha

dado las siguientes definiciones de manera provisional:

Definicion 1: Diremos que una organizacién matematica esta algebrizada en la medida en que
pueda ser considerada como un modelo algebraico de otra organizacion matematica que juega

entonces el papel de sistema a modelizar. (Bolea, 2002, p. 83).

Asimismo, la investigadora sefiala que en la actividad matematica habitual siempre se trata de
estudiar un sistema, el cual puede ser intra matematico o extra matematico. Ademas, la
investigadora describe tal actividad matematica como una actividad de modelizacion en el
sentido de Chevallard (1989), y mediante la definicion 1, se restringe el dominio de las
modelizaciones algebraicas al de los sistemas intra matematicos, esto es, a sistemas que ya
pueden ser considerados como organizaciones matematicas (con tipos de problemas, técnicas,
tecnologia y teoria), que de una manera no siempre explicita, son el resultado de una
modelizacién matematica previa. Esto es, tal y como se muestra en la Figura 3, dada a

continuacion:

Modelizacion

matematica Modelizacion algebraica

SISTEMA INTRA ! ORGANIZACION ORGANIZACION
‘ MATEMATICA

(O EXTRAMATEMATICO) MATEMATICA ALGEBRIZADA

Figura 3. Esquema de las Modelizaciones.

Ademas de esto, Bolea (2002) pone en evidencia que con esto lo que est4 haciendo es trasladar
el problema inicial de caracterizar las organizaciones matematicas mas o menos algebrizadas,
al problema que se encarga de caracterizar las modelizaciones algebraicas de algunas

organizaciones matematicas, razon por la cual proporciona una segunda definicion:

Definiciéon 2: Diremos que una modelizacion matematica es una modelizacion algebraica si
modeliza integramente todos los componentes del sistema y, en particular, si modeliza

materialmente las técnicas matematicas de dicha organizacion. (Bolea, 2002, p. 84).
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2.5

Asimismo, Bolea (2002) manifiesta que a partir de esta definicién es que se desprenden los

dos rasgos que caracterizan a las modelizaciones algebraicas, las cuales son:

Primer Rasgo Caracteristico de una Modelizacion Algebraica

modelizan explicita y materialmente las técnicas matematicas que forman parte de la organizacion
matematica que juega el papel de sistema a modelizar. Esta condicién comporta que, una vez
modelizadas algebraicamente, las técnicas pueden ser manipuladas como nuevos objetos
matematicos, lo que posibilita y hasta provoca el rapido desarrollo de las mismas. (Bolea, 2002, p.

85).
Segundo Rasgo Caracteristico de una Modelizacion Algebraica

modelizan integramente todos los componentes de la organizacion matematica que hace el papel
de sistema, en lugar de limitarse a modelizar aisladamente algunos de dichos componentes.
Veremos que esta modelizacion global permite, en muchos casos, considerar que el modelo
algebraico, como nueva organizacidn matematica, constituye una extension de la organizacion

sistema inicial. (Bolea, 2002, p. 85).

Estos dos rasgos los utilizaremos en nuestro trabajo de investigacion para indicar que la
modelizacion matematica que vamos a realizar para la elaboracion del MER es una
modelizacion algebraica, con lo cual concluiremos que el MER que vamos a proponer es una

organizacion matematica algebrizada.

Indicadores del Grado de Algebrizaciéon

Bolea (2002) también manifiesta que una vez que se han descrito los rasgos caracteristicos
propios de una modelizacion algebraica, se estd en condiciones de poder hacer explicito
algunos indicadores del grado de algebrizacion de la organizacion matematica que ha
resultado al aplicar dicha modelizacion, los cuales son dados de una manera progresiva. A

continuacion, la autora describe dicha graduacion de la siguiente manera:
Primer Grado de Algebrizacion: Manipulacién de la estructura global de los problemas

Una organizaciéon matematica nace siempre como respuesta a cuestiones que dan lugar,
progresivamente, a diferentes tipos de problemas. Un primer indicador del grado de
algebrizacién de una organizacidon estd relacionado con la posibilidad de tomar en cuenta,
describir y hasta manipular la estructura global de estos problemas. Esto significa que cuanto
mas algebrizada esta una organizacion matematica mas clara es la tendencia a tratar con tipos
generales de problemas, en lugar de tratar inicamente con problemas aislados. (Bolea, 2002, p.

86).
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Con respecto a este indicador, la autora manifiesta que para poder manipular la estructura
global de los distintos tipos de problemas, es preciso que los parametros sean considerados
como si fuesen desconocidos, y las incognitas como si fueran conocidas. Todo esto debe ser

tomado en cuenta para facilitar su manipulacion de una manera global e integral.

Segundo Grado de Algebrizacion: Tematizacion de las técnicas y nueva problematica al

nivel tecnoldgico

Un segundo indicador del grado de algebrizacion de una organizaciéon matematica viene dado
por la posibilidad de plantear y estudiar problemas relacionados con la descripcion, la
interpretacion, la justificacion, la produccion y el alcance (o dominio de validez) de las técnicas
que la integran. En particular, una organizacion matematica algebrizada debe permitir describir
los tipos de problemas resolubles con determinadas técnicas, estudiar en qué condiciones un
determinado tipo de problemas tendra o no tendra solucion, en qué casos la solucion sera tinica,

etc. (Bolea, 2002, p.86).

La investigadora sefiala que, por medio de este indicador, la organizacion matematica
algebrizada debe permitir caracterizar la estructura de las soluciones. Esto significa que
mientras mas algebrizada se encuentre la OM, sera mas facil plantear las condiciones para la

existencia de las soluciones y no simplemente poder hallarlas.

Tercer Grado de Algebrizacion: Unificacion y reduccion de los tipos de problemas,

técnicas y tecnologias. Reduccion de los elementos ostensivos

El tercer indicador del grado de algebrizacion de una organizacion matematica viene dado por
la mayor o menor unificaciéon de los diferentes tipos de problemas que forman parte de la
organizacion, asi como por la mayor o menor integracion de las técnicas correspondientes y de

los elementos tecnoldgicos asociados. (Bolea, 2002, p.87).

Asimismo, Bolea (2002) manifiesta que para que este indicador sea considerado relevante, es
imprescindible que la organizacion matematica sujeta a ser evaluada sea lo suficientemente
rica, en el sentido que se encuentre conformada por un numero suficiente de tipos de
problemas y de técnicas que se encuentran diferenciados desde el inicio. Es preciso mencionar
que en el ambito de la TAD, la autora sefiala que este indicador no podria aplicarse a las
organizaciones matematicas puntuales, sino mas bien que debe de tratarse minimamente de
organizaciones matematicas locales, las cuales surgen como resultado de integrar un conjunto

de tareas y técnicas que comparten una tecnologia en comun, en el sentido de Chevallard.
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Cuarto Grado de Algebrizacion: Emergencia de tipos de problemas independientes del

sistema modelizado

El cuarto y tltimo indicador del grado de algebrizaciéon de una organizacidn matematica viene
dado por la posibilidad de generar nuevos tipos de problemas cada vez mas alejados del
contexto del sistema cuyo modelo es la organizacion que estamos analizando. Cuanto mas
algebrizada esta una organizacion matematica, mas posibilidades tiene de independizarse del

sistema que modeliza. (Bolea, 2002, p.88).

2.6 Método de Investigacion

Para la elaboracion de nuestro trabajo, cabe sefialar que nos situaremos dentro del paradigma

cualitativo de investigacion, el cual es considerado como el camino que se sigue para poder

alcanzar los objetivos propuestos, segin lo indica Martinez (2006).

Ademas, Taylor y Bogdan (1994) manifiestan que la investigacion cualitativa es aquella que

que se encarga de producir datos descriptivos por medio de las palabras de las personas, ya

sea de manera hablada o escrita. En este sentido, los autores sefialan ciertas caracteristicas,

algunas de ellas son:

Es inductiva, ya que los investigadores cualitativos son quienes se encargan de
desarrollar tanto los conceptos como las comprensiones, partiendo de los datos. Cabe
seflalar que estos datos no son recogidos con el objetivo de evaluar los modelos,
hipotesis o las teorias preconcebidas que se tengan. Es decir, en los estudios
cualitativos los investigadores siguen un disefio de investigacion el cual se caracteriza
por ser flexible y ademas, inician sus estudios con interrogantes formuladas
vagamente, en relacion a nuestro trabajo serian los problemas docentes. En este
sentido, nuestra investigacion se podria decir que es inductiva, pues respondera a
preguntas como: ;Cudles son los tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias que
presenta nuestra unidad de analisis?, donde la unidad de andlisis en nuestro trabajo
serian las praxeologias asociadas a los sistemas de ecuaciones lineales en la educacion
secundaria del Pert, ya que Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) consideran que la

unidad de andlisis es sobre qué o sobre quiénes se van a recolectar los datos.

Tiene una perspectiva holistica, pues los investigadores cualitativos consideran a las
personas, los escenarios o los grupos como un todo y no como una suma integrada de
todos estos componentes; es decir, la investigacion cualitativa es ademads la que se
encarga de estudiar a las personas tanto en el contexto de su pasado como de las
situaciones en las que se encuentran. Es asi que podemos decir que nuestro trabajo
tiene una perspectiva holistica, pues consideramos aspectos epistemologicos de los

sistemas de ecuaciones lineales, ademas de como es que se encuentran actualmente en
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la educacion secundaria a través del estudio de los libros de textos oficiales y del

disefio curricular de nuestro pais.

Desde el paradigma cualitativo, se considera esencial la manera de percibir la realidad tal y
como otros la perciben, pues los investigadores cualitativos suelen identificarse con las
personas que deben analizar para poder entender como es que ven las cosas. Al respecto,
podemos decir que, en nuestra investigacion al momento de describir por ejemplo las
técnicas, nos ubicamos tanto en la posicion del alumno como en la posicion del docente. Esto
es, al momento de identificar los procedimientos que emplearian para poder resolver los
diferentes tipos de tareas que se encuentran planteados en el libro de texto nos situamos en la
posicion del estudiante, y al momento de proponer qué seleccionarian para abordar una tarea,

cuando esta no se explicita en el texto, nos ubicamos en la posicion del docente.

Siguiendo la misma linea, Hernandez et al. (2010) consideran otros criterios de

caracterizacion del paradigma cualitativo, los cuales son:

e El enfoque cualitativo se basa en métodos de recoleccion de los datos no
estandarizados. Bajo esta perspectiva, los autores manifiestan que como no se lleva a
cabo una medicién numérica, el analisis no es estadistico. Asimismo, recolectar los
datos segln los investigadores es recoger las opiniones y puntos de vista de los
participantes.

e Ademas, el proceso de indagacion cualitativo es flexible y transita entre los eventos
y su interpretacion entre las respuestas y el desarrollo de la teoria, seglin lo sefialan
los investigadores. Asimismo, su proposito consiste en reconstruir la realidad tal y
como la observan los participantes de un sistema social previamente definido. A
menudo se le denomina holistico, ya que se considera el todo sin que este sea
reducido al estudio de sus componentes o elementos que lo integran.

e Los estudios cualitativos no pretenden generalizar los resultados a poblaciones mas

amplias.

Ademas, los autores sefialan que las investigaciones cualitativas se basan mds en un proceso
inductivo; es decir, van de casos puntuales o particulares hacia casos cada vez mas generales.
En este sentido, nuestra investigacion es cualitativa ya que una parte importante es revisar,
aunque sea de manera no tan profunda, diversos textos escolares del nivel secundario de
nuestro pais, para poder asi instaurar una organizacion matematica en términos de la TAD.
Finalmente, no se pretende que los resultados obtenidos sean generalizados a otras

investigaciones, pero si que sea efectivamente un aporte a las mismas.
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Ahora, dado que se considerara los documentos curriculares, por ejemplo, los libros de texto
oficiales como unidad de analisis, se empleara la TAD como método para el analisis de la
actividad matematica relacionada a los sistemas de ecuaciones lineales presentes en los

documentos curriculares.

Asimismo, se trata del estudio de un todo integrado en referencia al analisis de la presencia
de los sistemas de ecuaciones lineales, en todo el nivel secundario a través de textos de

diversos ciclos de la secundaria peruana.

Por otro lado, Almouloud (2015) considera que el andlisis de los libros de texto sigue siendo
la entrada principal para el cuestionamiento ecoldgico o antropolégico. Los datos pueden
complementarse con otros documentos y programas, revistas, material educativo. etc. En
estos documentos, el investigador realiza una seleccion de libros y adopta un método basado

en las preguntas que plantea.

El autor, ademas presenta los elementos que especifican las caracteristicas del libro de texto,
el contexto de su produccion y la caracterizacion de la relacion institucional. Se afiade a
estos elementos uno muy importante para el analisis de los materiales de ensefianza. Se trata
de la validacion, en el sentido de Chevallard (1999), de las tareas, técnicas y tecnologias que
intervienen en las organizaciones matematicas y didacticas propuestas por los autores de

dichos materiales.

Con respecto a los procedimientos metodologicos, es preciso sefialar que estos son
entendidos como el conjunto de pasos que se deben seguir a lo largo del desarrollo de una
investigacion. La TAD como método, es quien nos indicara los pasos a seguir en cada tipo

de analisis.

Nuestro primer paso es hacer un analisis de las transformaciones que modifican un saber
desde su origen hasta la forma en la que llega a la escuela; en donde debe ser estudiado, tal y

como se realizd en la investigacion de Ruiz Munzoén (2010).

Una vez que verificamos esto, nuestro siguiente paso sera ver el grado de algebrizacion de
nuestra organizacion matematica, para poder ver asi que tan algebrizada se encuentra nuestra

organizacion matematica.

Es asi que en el capitulo 3, el trabajo de investigacion se ubicara dentro de la dimension
epistemologica, establecido por Gascon (2011), ya que como nuestro interés es proponer un
modelo epistemologico de referencia asociado a los sistemas de ecuaciones lineales, es
recomendable hacer un estudio epistemologico rapido de dicho objeto matematico, para
poder revisar brevemente los problemas que motivaron a lo largo de la historia la emergencia

y supervivencia de dicho objeto matematico.
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CAPITULO I1I: LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

En este capitulo nuestro interés radica en mostrar que, para poder explicar muchos de los cambios
observados tenemos que buscar las causas en los efectos provocados por las restricciones
transpositivas. Al respecto, Barquero, Bosch y Gascon (2013) sefalan que dichas restricciones son
aquellas que aparecen cuando las matematicas son manipuladas y transformadas para poder ser

ensefiadas bajo un conjunto dado de condiciones institucionales como lo resume la Figura 4, dada a

continuacion:
Saber Sabio Saber a ensefiar Saber ensefiado
Instituciones productoras # “Noosfera ” # Aula
del saber

Figura 4. Etapas en el Proceso de Transposicion Diddctica.

Fuente: Adaptado de Barquero, Bosch y Gascon (2013, p. 16)

3.1 Evolucidn del Saber Sabio de los Sistemas de Ecuaciones Lineales

En esta seccion vamos a dar un recorrido breve acerca de los cambios que han sufrido los
sistemas de ecuaciones lineales a lo largo de la historia, ya que en el ambito de la TAD para
poder reconocer las restricciones de ese saber sabio es indispensable hacer dicho recorrido. Es
decir, empezaremos describiendo brevemente los cambios por los que han pasado los

“sistemas de ecuaciones lineales”.

Asimismo, cabe resaltar que como hoy identificamos a los sistemas de ecuaciones lineales no
era como se hacia siglos atrads. Desde la notacion, el tipo de problemas, asi como los
procedimientos empleados y sus justificaciones. Es preciso mencionar que todos estos
aspectos han ido cambiando seglin las necesidades e intereses propios de cada época o
civilizacion. Es por este motivo, que lo que pretendemos hacer en esta seccién es mostrar un
breve recorrido para poner en evidencia todos estos aspectos y los cambios o transformaciones

que han atravesado a lo largo de la historia.

Coulange (2000) manifiesta que mucho antes de que el algebra se constituya como un dominio
autonomo de la matematica sabia, las ecuaciones no eran verdaderos objetos de estudio, puesto
que no habia técnicas para la resolucion de problemas aritméticos, ya que su interés era

resolver problemas relacionados a la vida cotidiana o a cuestiones geométricas.
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Es asi que la primera etapa, la cual comprende el periodo de 1700 a.C. a 1700 d.C., se
caracterizd principalmente por la creacion progresiva de simbolos y por la resolucion de

ecuaciones, segln lo sefialan Zamar, Macoritto, Serrano y Amaduro (2011).

Ademas, los autores sefialan que los egipcios debido a sus necesidades de reparto de viveres,
salarial o de tierras tuvieron que ser capaces de resolver distintos problemas, los cuales
podrian ser reescritos en nuestros dias como ecuaciones de primer grado o incluso como

sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas.

Asimismo, los investigadores manifiestan que los egipcios nos dejaron en sus papiros (sobre
todo en el de Rhind -1650 a.C.- y el de Moscu -1850 a.C.-) una infinidad de problemas
matematicos resueltos, dentro de los cuales la mayoria son de tipo aritmético y estdn
relacionados a las situaciones concretas de la vida diaria; sin embargo, los autores encontraron
ciertos problemas que pueden ser clasificados como algebraicos ya que no son referidos a
ningun objeto especifico. En este tipo de problemas, aunque sea retéricamente, los egipcios
conseguian una solucion realizando una serie de operaciones con los datos de forma similar a

como hoy en dia resolvemos tales ecuaciones.

Por otro lado, Zamar et al. (2011) sefialan que las ecuaciones que mds usaban los egipcios, en

notacion actual se escribirian de la siguiente manera:

X+ax=>b
X+ax+bx=c

€y, 9

donde a, b y ¢ eran niimeros conocidos y “x” la incognita a la cual los egipcios llamaban aha o

monton.

Asimismo, los investigadores sefialan que una ecuacion lineal que aparece en el papiro de

Rhind viene dado por medio del siguiente problema:

“Un montoén y un séptimo del mismo es igual a 24”.
. . . . 1
Al respecto, podemos concluir que en notacion moderna, la ecuacion seria: X + - X=24,

Ademas, Zamar et al. (2011) manifiestan que los egipcios encontraban la solucion de dichas
ecuaciones por medio de un método que hoy conocemos con el nombre de “método de la falsa
posicion” o “regula falsi”. Este método segin lo manifiestan los autores, consiste en asignar
un valor concreto a la incognita, luego se prueba con ¢l am momento de reemplazar su valor y
si se verifica la igualdad ya tenemos la solucidén de dicha ecuacion; caso contrario, mediante
una serie de calculos obtendremos la solucion exacta. Para poder entender la forma de

resolver, los autores dan la siguiente explicacion:
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Supongamos que la solucion fuese 7, al reemplazar dicho valor en la incognita X,

1 . .
obtendriamos: 7 + ?(7) =8, y como la solucién que se busca es 24, esto es, 8.3, la solucion
1
finalmente vendria dada por 21=3.7, pues 3.7 + 7(3.7) =24,

Al respecto, Zamar et al. (2011) sefialan que por lo general, para poder obtener la solucion
correcta los calculos no eran tan simples como en este caso y mas bien incluia diversas
operaciones con fracciones unitarias (fracciones cuyo numerador era la unidad). Dicho método
era dominado a la perfeccion por los egipcios, segin lo sefialan los investigadores. Ademas,
mencionan que en algunas ocasiones los egipcios recurrian al simbolismo para poder
representar las operaciones elementales de suma y resta; empleando un dibujo de un par de

piernas andando en direccion de la escritura o invertidas, respectivamente.

Luego, Zamar et al. (2011) manifiestan que los matematicos no siempre pudieron contar con el
lenguaje algebraico que hoy conocemos, y que hasta aproximadamente el afio 1600, los
problemas se planteaban y resolvian en forma retorica, es decir, empleando muchas palabras y
pocos simbolos. Alrededor de aquella fecha se comenzd a nombrar la incognita, que hasta ese
entonces habia sido “la cosa”, con una letra. Sin embargo, es preciso sefialar que la evolucion

fue lenta. En aquel entonces si, por ejemplo, la incognita era A,
A?se decia A quadratus
Aera A cuctsy asi,
A’ resultaba A quadratus , quadratus , cubus;

De igual forma, los autores manifiestan que en este periodo no existia el signo =. Por tal
motivo, para denotar la igualdad se escribia aequalis. Ademas de ello, para multiplicar dos

factores se usaba la palabra in.

Es en este contexto, que se desprende de manera natural notar que tanto el planteamiento
como la resolucion de los problemas se tornaban cada vez mas dificiles, ya que el lenguaje era
muy extenso. En relacion a esta idea, los investigadores sefialan que el proceso de adoptar una
escritura algebraica como la que actualmente conocemos no fue sencillo ni mucho menos se
dio de un dia a otro, sino que fue mas bien un proceso bastante largo que se debid a varios

matematicos.

Por otro lado, Zamar et al. (2011) manifiestan que los sistemas de ecuaciones lineales fueron
ya resueltos por los babilonios, quienes denominaban a las incognitas de diversas maneras y
empleaban una serie de palabras como longitud, anchura, drea, o volumen, sin que tuvieran

relacion con problemas de medida.
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Por otro lado, Zamar et al. (2011) sefialan que Rey Pastor (1985) ofrece en una de sus notas
complementarias de su libro titulado Historia de la Matematica, una seccion dedicada
exclusivamente a los babilonios. Ademas, para que podamos tener idea de como los babilonios
resolvian situaciones que requerian de los sistemas de ecuaciones lineales, los investigadores

muestran el siguiente problema:

“Se conoce la extension total (1800) de un campo compuesto por dos parcelas, en cada una de
las cuales el rendimiento del grano por unidad de area esta afectado por coeficientes diferentes

% y % Se desea saber la extension de cada parcela conociendo la diferencia (500) del
producido de la cosecha”.

En notacion actual, el problema requiere tanto la formulacion como la resolucion del sistema

de ecuaciones dado a continuacion:

cuya solucién es x =1200 y y =600.

La manera como los babilonios resolvian estos problemas era a través de una falsa posicion,
de manera similar a como lo hacian en su momento los egipcios; s6lo que ahora se tienen dos

ecuaciones y ademads dos variables, lo cual hace evidente un avance a lo largo de la historia.

e Se inicia asumiendo que cada una de las parcelas es igual a 900 (la mitad de 1800).
e Considerando lo que previamente se ha supuesto, se encuentra la diferencia de lo

producido, que para este caso es 150, asi
2 1
5(900) —5(900) =600 — 450 = 150 # 500
e  Para corregir el error de 350, pues 500 — 150 =350, los babilonios reconocen que el
7
error de s de un valor que se desconoce y que al ser sumado y restado al dato errado

del inicio, dara las medidas buscadas. De otra forma, se trata de encontrar el valor de

a:

2 1

3 (x+a)- 5 (y—a)=500 que puede ser expresado como

2 1 7

—X——y+—a=>500, luego

3 2 y 6 &

7 2 1 2 1
—a=500- (— X—— y) partiendo de la suposicion inicial —x ——y =150
6 3 2 3 2
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%a:500—150

Finalmente a =300 .

7
Los babilonios de la época omitian todo esto pensando que se debe dividir los 350 por 5 y

. 7
para ello, se preguntan por cuanto se debe multiplicar g para obtener 350 y asi es como

encontraban la respuesta de 300.

e Por ultimo, suma y resta 300 a los 900 de la suposicion inicial:
X =900+ 300 =1200
y =900 - 300 = 600.

Zamar et al. (2011) muestran otro ejemplo, el cual ha sido tomado de una tablilla babilonica

para plantear la resolucion de un sistema de ecuaciones en los siguientes términos:

1 .
Z anchura + longitud = 7 manos

longitud + anchura = 10 manos

Asimismo, Zamar et al. (2011) sefalan que, para poder resolver sistemas de este tipo, lo que
hacen es asignarle el valor 5 a una mano, y a partir de ello observaban que la solucién podria
ser: anchura = 20 y longitud = 30. Para poder verificar, los autores sefialan que los babilonios
empleaban un método parecido al que hoy en dia conocemos como el método de eliminacion.

En nuestra notacion, seria:

28
10

y + 4x
Y+ X

Restando la segunda de la primera, se obtiene 3X =18, esdecir X=6 y y=4.

Siguiendo la misma idea, los investigadores manifiestan que los chinos siguieron la tradicion
de los babilonios y nos dejaron los primeros métodos del pensamiento lineal, ya que fueron los
primeros en intentar modelar los diversos problemas con sistemas de ecuaciones lineales.
Asimismo, los autores sefialan que sin lugar a dudas, la contribucion algebraica mas
importante fue, el perfeccionamiento que obtuvieron en la regla de resolucion de los sistemas
de ecuaciones lineales. Ademas, alrededor del afio 1300 a.C. mas o menos, se establecidé un
método general para resolver todos los sistemas de ecuaciones al que denominan la regla

“fangcheng” que es, en esencia, lo que hoy conocemos como el método de Gauss.
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Asimismo, los autores indican que el libro El arte matematico, de autor chino desconocido
(siglo III a.C.) influencid considerablemente sobre los libros matematicos chinos posteriores.
Dicha obra incluye 246 problemas sobre agrimensura, agricultura, impuestos, calculo y
resolucion de ecuaciones; donde en mucho de los casos la resolucion conduce a lo que hoy
conocemos como sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas y que aparecen siempre
con coeficiente 1, utilizando nimeros positivos y negativos. Los investigadores afirman que en
estos problemas se pueden encontrar un esbozo del método de las matrices para resolver
sistemas de ecuaciones lineales. Uno de estos problemas equivale a resolver un sistema de tres

ecuaciones lineales por medio de dicho método matricial.

Siguiendo la misma idea, Guerra (2012) sefiala que en la seccion VII del Arte Matematico
aparece el siguiente problema: “Hay tres clases de granos; tres gavillas de primera clase, dos
de la segunda clase y una de la tercera hacen 39 medidas; dos de la primera, tres de la segunda
y una de la tercera hacen 34 medidas; y una de la primera, dos de segunda y tres de la tercera
hacen 26 medidas. ;Cuantas medidas de granos estdn contenidas en una gavilla de cada

clase?”

El autor manifiesta que los chinos se valian de cuadrados para organizar la informaciéon y

finalmente solucionar el problema, tal y como se muestra en la Figura 5 dada a continuacion:

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

Figura 5. Forma de Organizacion de Datos segun los chinos

Fuente: Adaptado de Guerra (2012, p. 7)

Guerra (2012) indica que la primera fila de nimeros se referia a los coeficientes de la variable
x, la segunda a los coeficientes de la variable y, la tercera fila a los de z y en la Gltima fila se

ubicaban las constantes.
Hoy por hoy, se plantearia un sistema de ecuaciones para encontrar su solucion:

3X+2y+z =39
2x+3y+z =34
X+2y+3z2=26

Ademas, Zamar, Macoritto, Serrano y Amaduro (2011) manifiestan que dentro de esta fase se
encuentra un algebra desarrollada por los griegos (300 a.C.), a la que llamaron algebra

geométrica, la cual se caracterizo debido a sus ricos métodos geométricos para la resolucion de
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ecuaciones algebraicas. Es mas o menos en esta época que Thymaridas encontré una formula
para resolver un determinado sistema de n ecuaciones con n incognitas. Este método se conoce
como “la Flor de Thymaridas”. Usando la notacion actual, se obtendria un sistema de

ecuaciones, tal y como se muestra en la Figura 6 dada a continuacion:

X+X, +X, +X; +K +X ;=S
X+X =K,
X+X, =Kk
X+X; =k

Figura 6. Método conocido como Flor de Thymaridas.
Fuente: Adaptado de Guerra (2012, p. 8)

(kl +k, +K, +...+kH)

Es asi que de esta manera y de la Figura 6, tenemos que X = >
n —

Asimismo, cabe mencionar que Diofanto resolvia también problemas en los que aparecian
sistemas de ecuaciones, a pesar de que s6lo disponia de un simbolo que representaba la
cantidad desconocida, al cual llamaba aritmo. Una de las grandes habilidades que poseia
Diofanto era reducir ecuaciones de diversos tipos a formas conocidas o que pudiera manejar,

generalmente lineales.

Por ejemplo, Guerra (2012) manifiesta que en el libro IV de la Aritmética, el cual era titulado
“De cuadrados y cubos”, se planted el problema, el cual fue titulado de la siguiente manera:

Descomponer un numero dado en dos cubos cuya suma de raices sea dada:

Si el numero es 370 y la suma de las raices 10, supongamos que la raiz del primer cubo es 1
aritmo y 5 unidades, o sea: la mitad de la suma de las raices. Por tanto, la raiz del otro cubo
sera 5 unidades menos 1 aritmo; luego la suma de los cubos valdra 30 cuadrados de aritmo mas
250 unidades que igualaremos a las 370 unidades del nimero dado, de donde se deduce que 1
aritmo tiene 2 unidades; la raiz del primer cubo tendra entonces 7 y la del segundo 3, y por

consiguiente, los cubos seran 343 y 27. (Guerra, 2012, p. 10)

El autor sefiala que haciendo uso de la notacion actual, Diofanto resolvia el sistema de la

siguiente manera:

x® +y® =370
Xx+y=10

Inicialmente, el investigador manifiesta que Diofanto partia de un valor para Xy para Y, de la

siguiente manera:
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X=a+5, y=5-a
Donde arepresenta el aritmo.

Luego, se reemplazan las expresiones dadas en la primera ecuacion del sistema, de donde se

obtiene:
(a+5)’+(5-a)’ =370 = 30a’+250=2370
Luego, el autor indica que al hacer a =2, Diofanto obtenia que Xx=7 y y=3.

Al respecto, es preciso sefalar que el investigador menciona que Diofanto s6lo aceptaba las
soluciones positivas, pues lo que buscaba era resolver problemas y no ecuaciones. En este
sentido, podemos notar que Diofanto utiliz6 ya un algebra sincopada, ya que usé algunas
abreviaciones para poder denotar a las incognitas, aunque los calculos eran descritos en
lenguaje natural. Por otro lado, el investigador sefiala que una de las dificultades que podemos
encontrar en la resolucion de ecuaciones por Diofanto es que no se cuenta con un método
general y para cada problema utiliza muchas veces métodos que son excesivamente
ingeniosos. En este sentido, el investigador sefiala que hay mas de 50 tipos diferentes de

problemas, pero no se hace ningun intento por clasificarlos.

Ademas, Guerra (2012) manifiesta que los sistemas de ecuaciones aparecen también en los
documentos indios. No obstante, no llegan a obtener métodos generales de resolucion, sino

que resuelven tipos especiales de ecuaciones.

Es asi que siglos mas tarde, los métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales tomaron
otra forma que permitirian el avance hacia una nueva rama de las matematicas: el dlgebra
lineal, segin lo senala el autor. Asimismo, el investigador precisa que la introduccion de la
notacion simbolica asociada a Viéte (1540-1603) marca el inicio de una nueva etapa en la cual

Descartes (1596-1650) contribuye de forma importante.

Por otro lado, el autor menciona que el siglo XVIII es la época en donde se inicia de manera
incipiente el estudio de esta nueva rama de las matematicas, tomando en consideracion
algunas ideas de Euler y de Cramer, entre otros. Es asi que se va creando una teoria de
sistemas de ecuaciones lineales, tratindose el caso de n ecuaciones con m incognitas, el
estudio de los determinantes y el rango de un sistema. Todo lo cual lleva a una estructuracion

de los temas y de los conceptos del Algebra Lineal.

En este momento, seglin lo sefiala el investigador, el algebra se convierte en la ciencia de los
calculos simbdlicos y de las ecuaciones. Posteriormente, Euler (1707-1783) la define como la
teoria de los “calculos con cantidades de distintas clases” (calculos con niimeros racionales
enteros, fracciones ordinarias, raices cuadradas y cubicas, progresiones y todo tipo de
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ecuaciones). Para llegar al actual proceso de resolucién de la ecuacion ax +b =c han pasado

mas de 3000 afios.

Asimismo, Guerra (2012) menciona que una manera moderna de estudiar los sistemas de
ecuaciones lineales se debe en cierta forma a Leibniz, quien en el afio 1693 introdujo la nocion
de determinante para poder lograr su objetivo de resolver los sistemas de ecuaciones lineales,
tratando de encontrar la notaciéon mas util, aunque no fue el tinico que trabajo6 en este tema. Al
respecto, el investigador manifiesta que casi al mismo tiempo el matematico japonés Seki
Kowa, trabajaba en esta idea, el cual escribié métodos, que era una especie de guia que sirvio
para resolver diversos problemas, en donde se ofrecen métodos para poder calcular los

determinantes en distintas situaciones especificas o puntuales.

Sin embargo, el investigador sefiala que el matematico Cardano en 1545 en su obra Ars
Magna, expuso una regla para resolver los sistemas de dos ecuaciones lineales a la cual 1lamo
“ regula de modo ”, la misma que afios mas tarde se conoceria como la regla de Cramer.
Aunque Cardano no ofrecio una definicion formal de determinante, es preciso resaltar que fue

quien vislumbro6 las primeras nociones de este importante concepto.

Asimismo, Guerra (2012) manifiesta que al igual que Maclaurin y bajo la misma direccion,
Cramer también se dedico a trabajar en la solucion de sistemas de ecuaciones lineales,
particularmente se dedico a los sistemas con cinco ecuaciones y con cinco incognitas. Al
respecto, el autor sefiala que resulta extrafio que este método rindiera honor a Cramer y no a
Cardano que fue quien publicé su trabajo dos afios antes que Cramer. En realidad, el
investigador sefiala que esto probablemente se debid a que la notacion de Cramer era superior
a la notacion que usé Cardano. Es asi que esta parte de la historia de las matemadticas, se
encarga de mostrarnos una vez mas que en muchas ocasiones una buena y adecuada notacién
es una herramienta de gran importancia para que puedan desarrollarse y evolucionar las

nociones, ideas o conceptos matematicos.

Sin embargo, debemos considerar que el método tiene sus limitaciones. Por ejemplo, que no es
eficiente para sistemas de ecuaciones lineales mas grandes (mayores de 3 ecuaciones y 3

variables) pues su aplicacion para la resolucion del mismo resulta excesivamente costosa.

Por otro lado, es preciso sefialar que el investigador enfatiza en el hecho de que si bien la idea
de matriz precede a la determinante, cronologicamente el orden en el que aparecieron ambos
conceptos fue el contrario. El término matriz fue creado por James Joseph Sylvester, tratando
de dar a entender que era “la madre de los determinantes” pero es Cayley quien desarrolla la
idea como una entidad diferente. Ademas, Cayley expreso que los determinantes lo llevaron al
concepto de matriz y representd el sistema de ecuaciones X'=ax-+by; y'=cx+dyen un

arreglo rectangular que contenia los coeficientes de las variables; asi en 1850 se us6 por
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3.2

ab

primera vez la siguiente notacion ( dj para denotar las matrices, lo cual seglin el autor
Cc

permitié indudablemente desarrollar el algebra de matrices.

En un articulo publicado en 1855, Cayley afirma: “no obtuve la nocion de matriz a partir de
los cuaterniones de Hamilton, fue directamente de la de determinante, o como una forma

conveniente de expresar las ecuaciones: x' = ax + by, y'=cx+ dy”.

Por otro lado, Guerra (2012) sefiala que los métodos iterativos se han usado para la solucion de
grandes sistemas de ecuaciones lineales asociados a matrices diagonalmente dominantes, ya
sea por filas o por columnas. Es decir, una matriz es estrictamente dominante diagonalmente
cuando los elementos de la diagonal principal son mayores en valor absoluto, que la suma de
los valores absolutos de los demas elementos de la fila correspondiente. El autor sefiala que
estos algoritmos privilegiados para ser usados por las computadoras. Los métodos de Jacobi y
Gauss-Seidel son ejemplos de tales métodos, llamado asi debido a Carl Friedrich Gauss y
Wilhelm Jordan. En 1846, Jacobi trabajé en matrices de rotacidon para encontrar mayor
dominancia diagonal y de esta forma reducir el nimero de calculos. Jacobi tuvo que resolver

varios sistemas de ecuaciones lineales de orden 7 para su trabajo en el calculo de autovalores.

Sin embargo, cabe resaltar que el método que resuelve cualquier sistema se basa
especificamente en las operaciones que se hacen con las filas, no con los determinantes. Sin
embargo, podriamos decir que el método de Cramer es mas eficiente que la eliminacion
gaussiana para los sistemas de ecuaciones lineales de dos variables. Por otro lado, un sistema
de ecuaciones se resuelve por el método de Gauss cuando se obtienen sus soluciones mediante
la reduccion del sistema dado a otro equivalente en el que cada ecuacion tiene una incognita

menos que la anterior.
Caracteristicas de los sistemas de ecuaciones lineales como saber ensefiado

En la seccion anterior hemos visto de manera sucinta como la evolucion de la transposicion
didactica en torno a los sistemas de ecuaciones lineales ha repercutido en el tratamiento de los
diversos problemas vistos a lo largo de los siglos, en donde se muestra una vez mas que uno de
los criterios para que un saber perdure y evolucione es el que se presente con una notacion

adecuada.

Una rapida revision de los libros de texto de la educacion secundaria de nuestro pais muestra
que la introduccioén al tema de sistemas de ecuaciones lineales es a través de los sistemas 2x2;
por ejemplo, en el libro de texto de nombre Matematica 2 secundaria este tema es abordado a

través de una tarea propuesta en el ambito aritmético. De esta manera, se introduce el tema
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planteando una situacion cotidiana para fomentar el interés de los alumnos, a manera de

motivacion, como se muestra en la Figura 7 dada a continuacion:

Figura 7. Ejemplo de una tarea en el ambito aritmético.

Fuente: Pert b (2015, p. 77)

Luego, se pone de manifiesto y se detalla en forma explicita los saberes previos que son
necesarios para abordar el tema de los sistemas de ecuaciones lineales relacionados a la

geometria analitica.

A continuacion, se establece a manera de definicion, lo que formalmente va a entenderse como
sistema de ecuaciones lineales en la institucion escolar, tal y como se evidencia en la siguiente
cita:

Cuando en un problema intervienen dos ecuaciones lineales con las mismas dos incognitas, nos

referimos a un sistema de ecuaciones lineales 2x2. Este sistema tiene la forma:

ax+by =c¢
dx +ey = f (Pera b, 2015, p. 77)

Ademas, en el ambito de la geometria encontramos la presencia de los sistemas de ecuaciones

lineales como se muestra en la Figura 8:

Figura 8. Ejercicio en el ambito de la Geometria.

Fuente: Peru b (2015, p. 95)
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En el texto de nombre Matematica 3, se continla trabajando los sistemas de ecuaciones
lineales2x2, los mismos que son presentados a modo de motivacion estableciendo un
problema en el ambito de la aritmética, de manera similar a como fueron trabajados en

Matematica 2 secundaria. Esto lo podemos ver en la Figura 9 dada a continuacion:

Figura 9. Ejercicio en el ambito de la Aritmética.

Fuente: Pert ¢ (2016, p. 69)

Por otro lado, podemos ver que se mantiene la interpretacion de la solucion en el ambito de la
geométrica analitica. Ademas, se presenta como técnica la tabulacion, segun la cual se dan
valores a las incognitas a partir de los datos que se extraen de la grafica. Luego, las técnicas
que se presentan son diversos métodos algebraicos, como son los métodos de reduccion,
sustitucion e igualacion. Ademas, se preocupan por reconocer los tipos de sistemas teniendo
en cuenta su conjunto solucion, los cuales se clasifican en: compatibles determinados, aquellos
que tienen una Unica solucion, compatibles indeterminados los que tienen infinitas soluciones
y sistemas incompatibles los que no tienen solucion, tal y como se muestra en la Figura 10,

dada a continuacion:
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Infinitas Soluciones Ninguna Solucion Unica Solucion
Compatibles Indeterminados Incompatibles Compatibles Determinados

Figura 10. Clasificacion de los Sistemas de acuerdo a su representacion geométrica (rectas).
Fuente: Adaptado de Perti b (2015, p.78)

Siguiendo la
misma idea, podemos mencionar algunos ejemplos siguiendo esta interpretacion, los mismos
que pueden encontrarse en los dos textos de Matematica 2 secundaria y Matematica 3, como

se muestra a continuacion:

. . g . X+y = 60
Problema: Determinamos el conjunto solucion del sistema: 5 .
= 2X
Fuente: Libro de Texto Matematica 2 Secundaria (Perud, 2015b, p.78)
, : . . 2x+y =4
Problema: Halla graficamente el conjunto solucion del sistema 5
X—y =

Fuente: Libro de Texto Matematica 3 Secundaria (Pert, 2016¢, p.69)

Ademas, se indica que para el primer ejemplo, la solucién de este sistema es X =20 y

y =40 ,por lo cual el sistema admite una solucion tnica. Debido a la interpretacion de una

solucion en la institucion, se concluye que el sistema es determinado o compatible

determinado (rectas concurrentes).

Siguiendo con la breve descripcion, podemos mencionar que en los dos ultimos textos
oficiales: Matematica 4 y Matematica 5 de nuestra educacion secundaria, podemos notar que
ademas de reforzar las técnicas ya declaradas en afos anteriores como: tabulacion, método
algebraico, método de reduccion, sustitucion e igualacion; se le agregan las técnicas: método
de Cramer y método de Gauss Jordan, en Matematica 4 y Matematica 5, respectivamente.
Estas técnicas se incorporaran debido a la ampliacion del tipo de tareas de los sistemas de
ecuaciones lineales 2x2 a los sistemas de ecuaciones lineales 3x3 (tres variables o tres
incognitas); ya que en un primer momento solo se presentaban sistemas de ecuaciones lineales

2x2.

De manera similar a los textos anteriores la presentacion de los sistemas de ecuaciones lineales
es dado en el ambito aritmético, tal y como se muestra en las Figuras 11 y 12,

respectivamente, mostrados a continuacion:
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Figura 11. Ejercicio en el ambito aritmético.

Fuente: Perti d (2016, p. 66)

Figura 12. Ejercicio empleando un sistema 3x3.

Fuente: Perti e (2016, p. 59)

Asimismo, en el texto de Matematica 4, se presenta la técnica del Método de Cramer, el cual
introduce el nuevo objeto matematico: determinante. Para poder aplicar la técnica sugerida,
hacen uso de este nuevo objeto matematico. Sin embargo, lo presentan solo para arreglos de la
forma 2x2 ; a pesar que la técnica tiene relevancia para sistemas de ecuaciones lineales 3x3.

Esto puede ser evidenciado en la Figura 13 dada a continuacion:

Figura 13. Ejercicio usando determinantes.

Fuente: Pera d (2016, p. 74)

Ademas, se menciona de manera muy rapida y a manera de formula, la manera de determinar
el valor numérico de las incognitas de un sistema de ecuaciones lineales 3x3, como se muestra

en la Figura 14:




Figura 14. Estrategia para resolver Sistemas 3x3, usando determinantes.

Fuente: Pera d (2016, p. 75)

Por otro lado, en el texto de Matematica 5, se presenta la técnica del Método de Gauss-Jordan,
el cual introduce el nuevo objeto matematico: Matriz, para poder asi aplicar dicha técnica. Al
respecto es preciso resaltar que realizan una pequeia introduccion de la teoria de matrices,

como se muestra en la Figura 15 dada a continuacion:

Figura 15. Nociones de matrices.

Fuente: Peru e (2016, p. 62)

En resumen, los problemas que son mostrados en los textos del nivel secundario de nuestro
pais, son dados con la intencién de definir formalmente y hacer uso de un sistema de
ecuaciones lineales con dos y tres incognitas a través de las distintas formas de resolucion, es

decir, las diferentes técnicas que se proponen a lo largo del nivel secundario en nuestro pais.

Es precisamente en este contexto, que haciendo una breve revision del Curriculo Nacional
(2016) estamos en condiciones de manifestar que los sistemas de ecuaciones lineales forman
parte de las recomendaciones del plan de estudios para la educacion basica regular, tal y como

se muestra en la Figura 16 dada a continuacion:




Figura 16. Sistemas de Ecuaciones Lineales en la EBR.

Fuente: Curriculo Nacional (2016, p. 204)

Asimismo, haciendo un andlisis no tan profundo, podemos responder con certeza que los
sistemas de ecuaciones lineales se encuentran presentes en los libros de texto de nuestra

educacion secundaria peruana, tal y como ha sido evidenciado por ejemplo en las Figuras 7, 8

yO.

Por otro lado, es preciso sefialar que de una u otra forma se hace evidente el interés de los
docentes de darle realce a los sistemas de ecuaciones lineales en la secundaria peruana, ya que
en esta ultima edicion de textos oficiales de nuestro pais (2016) se encuentran presentes de
manera mas continua, durante todo el nivel secundario, cosa que no sucedia en la coleccién

anterior.

Sin embargo, a pesar de que hay un fuerte interés por los sistemas de ecuaciones lineales, ya
que estos son efectivamente trabajados en la institucion escolar a lo largo de la educacion
secundaria de nuestro pais, es preciso mencionar que no es suficiente, ya que aparecen
desarticuladas las técnicas o se presentan de manera aislada los ejercicios propuestos sin tener

en cuenta la conexidn con los ejercicios tratados en los afios posteriores.

Es asi que debido a esta necesidad surge el interés de establecer una propuesta que articule los
diferentes problemas que se presentan a lo largo de la educacion secundaria de nuestro pais,
con la intencion de que los sistemas de ecuaciones lineales cumplan el rol de instrumento

modelizador.
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CAPITULO IV: PROPUESTA DE UN MODELO EPISTEMOLOGICO
DE REFERENCIA DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

En el ambito de la TAD, la construccion de un modelo epistemologico de referencia es
importante, debido a que gracias a ¢l podemos analizar como un objeto matematico es entendido
en una institucion o también para poder compararlo con otros modelos como por ejemplo lo que
hicieron Bolea (2002), Garcia (2005) y Ruiz Munzoén (2010) en sus respectivos trabajos de tesis
doctorales. Los autores elaboraron un MER con la intencién de poder identificar el modelo
epistemologico dominante en una institucion escolar que les permitié describir y explicar la
practica docente del profesor de matematica. Por ejemplo, Bolea (2002) manifiesta que, para
llevar a cabo dicho estudio, es necesario elaborar un modelo previo al modelo “sistema de
ecuaciones” propio de la didactica. Este modelo debe ser empleado como modelo epistemolédgico

de referencia, el cual es entendido como lo manifiesta Sierra en su trabajo de tesis doctoral:

El MER puede expresarse en forma de una sucesion de praxeologias que corresponden a la elaboracion
de respuestas parciales a una cuestion problematica inicial. Cada praxeologia de la sucesion surge
como ampliacion o desarrollo de la praxeologia anterior, ante las limitaciones de ésta para aportar

respuestas a las cuestiones que se plantean. (Sierra, 2006, p. 47).

Teniendo en cuenta lo anterior, vamos a proponer un MER, a partir de un sistema inicial, el cual
esta constituido de la situacion problematica; este sistema actuara como el sistema a modelizar, a
través de la aparicion de un problema nuevo del sistema inicial que no puede ser resuelto con la
técnica del sistema inicial. Debido a ello, es preciso ampliar la praxeologia inicial por medio del

proceso de modelizacion a través de los sistemas de ecuaciones lineales.

4.1 Propuesta de los Sistemas de Ecuaciones Lineales como instrumento de modelizacion
Sistema Inicial: Organizacién Matematica S

Elegiremos como sistema inicial a la organizacién matematica S generada por los tipos de

tareas cuyo planteamiento puede ser representado de la siguiente manera:

AX+Y+C=0 AX+Y+C=0
Y+ F =0 ° X+ F =0
donde A, C, F € | y son constantes conocidas, tal que A = 0.

Con respecto al sistema de partida, cabe resaltar que si A = 0 obtenemos:
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Entonces no existiria solucion si C # F en la primera forma escrita al lado izquierdo, y en la

segunda forma, habria solucion tnica.
Debido a ello, es que consideramos nuestro sistema inicial teniendo en cuenta que A = 0.

Técnica: La técnica de la OM inicial se basa en una cadena de operaciones aritméticas y en la

sustitucion.

Tecnologia y Teoria: Con respecto al bloque tecnoldgico-tedrico podemos ver que se reduce
esencialmente al empleo de las magnitudes (longitud, angulo plano, etc.), en el sentido que se
pueden medir, de las operaciones y relaciones que existen entre ellas; asi como las propiedades
que existen en un determinado marco o contexto de la matematica, ya sea aritmético,

algebraico, geométrico, trigonométrico, etc.
Esta OM puede considerarse como el sistema de inicio o de partida S.

Por ejemplo, en el ambito de la geometria analitica, se puede considerar el siguiente tipo de

tareas:

T, :Dada la ecuacion de la recta L y un punto P €L . Si se conoce una de las coordenadas del

punto P, determine el valor de la otra coordenada.

Ademas, la técnica toma los siguientes pasos en este ambito:

Teécnica:

Paso 1: Sustituir las coordenadas del punto P en la ecuacién de la recta dada.

Paso 2: Despejar el valor de la otra coordenada a través de operaciones aritméticas.

Veamos un ejemplo del tipo de tareas T, para la aplicacion de la técnica:

t,: Sea la ecuacion de la recta L:y = —x —2. Si el punto P(a,1) eL, determine el valor
de a.

Solucion :

Paso 1: Como P(a, 1) €L entonces el par ordenado satisface la ecuacion de la recta, donde

X=a, y=1

X+y+2=0
y=1

Paso 2: De acuerdo a nuestro modelo, esto puede ser escrito de la siguiente manera:
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X+y+2=0
Luego
y—-1=0
1+2=0
De donde { X
y=1
=-3
Es decir { X
y=1

Por lo tanto a=-3.

Otro ejemplo de tipo de tareas en el ambito de las funciones lineales es:

T, : Determine la imagen de la funcion lineal afin si se conoce el valor de su pre imagen.

Técnica:

Paso 1: Sustituir el valor de la pre imagen en la forma general de la funcion lineal afin dada.

Paso 2: Despejar el valor de la imagen a través de operaciones aritméticas.

Un ejemplo de este tipo de tareas seria:

t,: Sea la funcion lineal afin f(x) =—x —2. Determine el valor de la imagen si su pre

imagen es 2.

Solucion :

Paso 1:  Sabemos que la funcidn lineal viene dada por f(x) = —x -2, donde x=2.

Es decir, en el ambito de las funciones lineales esta regla de correspondencia se

escribe de la siguiente manera f(X)=—x—2,con x=2.

De acuerdo a nuestro modelo, esto puede ser escrito de la siguiente forma:

X+y+2=0

2+y+2=0
Paso 2:

X=2
De donde

L
royrae
o
o

Luego f(2) = —4 . Es decir, el valor de la imagen es —4 .
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Observamos que esta OM no tiene la necesidad de usar la nocion de sistema de ecuaciones
lineales, pues la técnica de esta OM es a través de operaciones aritméticas y luego el empleo
de la sustitucion. Ademas, es preciso mencionar que estos tipos de tareas pueden ser vistos
como un objeto el cual puede ser manipulado. Es decir, la técnica puede ser reducida al uso de

la siguiente formula:

Por ejemplo, una tarea especifica mostrada anteriormente, la cual se encuentra dentro del tipo

de tareas en el ambito de la geometria analitica, tiene la siguiente estructura:

X+y+2=0
y=1
Por lo tanto, si lo escribimos en términos de nuestro sistema inicial, tenemos:

X+y+2=0
y-1=0

Donde A=1,C=2y F=-1.

Como nuestro objetivo para esta tarea especifica es hallar el valor de la variable "Xx", de

acuerdo a nuestra formula tenemos que:

De igual manera, una de las tareas especificas que se ha mostrado dentro del ambito de las

funciones lineales tiene la siguiente forma:

y=—-Xx-2 X+y+2=0
X=2 X=2

Por lo tanto, si lo escribimos en términos de nuestro sistema inicial, tenemos:

X+y+2=0
x—2=0

Donde A=1,C=2y F=-2.

Como nuestro objetivo para esta tarea especifica es hallar el valor de la variable "y", de
acuerdo a nuestra formula se tiene que:
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Y=1(—2)—2=—4.
Primera Etapa: Organizacion Matemética S,

Vemos que en la OM inicial existen problemas en donde la técnica fracasa, para lo cual se
requiere ampliar la técnica. Por ejemplo, en el ambito del algebra tenemos el siguiente
problema:

En el monomio M(x,y)=x*"y*** Si GA.=30 y GR.(x) =6 , determine el valor de

a+b.
Solucion :

Sea M (X, y) — X2a—by5a+2b
Como GA. =30 y GR (X) =6, se tiene que:

2a—-b+5a+2b=30y 2a-b=6
Estoes 7a+b=30 vy b-2a=-6

Estas ecuaciones las podemos representar de la siguiente manera:

7a+b-30=0
{b+(—2a+6):0

De aqui podemos observar que este sistema tiene la misma forma propuesta en la OM inicial
S, entonces aplicamos la técnica anterior (es decir, aplicamos f1) y obtenemos:

36 —2a
a=————

: b=2a-6
7

Observamos que no obtenemos una solucion para el problema; es decir, la técnica fracasa. A
pesar que el problema surge de la organizacién matematica S, no es posible darle una
respuesta al problema dentro de la organizacion S, pues por ejemplo, en la segunda ecuacion

no podemos determinar el valor de "b"a través de operaciones aritméticas, como si ocurria

con los tipos de tareas que tenian la forma dada en nuestro sistema inicial S .

Como la técnica fracasa, entonces debemos ampliar la técnica de operaciones aritméticas a las
operaciones de expresiones algebraicas, como también, la sustituciéon de una expresion a otra.
Ademas, el bloque tecnologico esta formado por las propiedades fisicas que se puedan medir,

es decir, las magnitudes (longitud, angulo plano, etc.), y las propiedades de expresiones
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algebraicas (conmutatividad, asociatividad, adicion, multiplicacion, etc.) todo esto justificado

dentro de la teoria de las ecuaciones.

Hemos hecho explicito los elementos de una OM que es la ampliacion de S, a esta OM la

denotaremos por S, .

Por ejemplo, para este tipo de tareas dentro del ambito del algebra, la técnica tomaria los

siguientes pasos:

Técnica:

Paso 1: Establecer los exponentes de la expresion algebraica en términos de variables, por
ejemplo, "X" e "y".

Paso 2: Obtener la variable "y " como una expresion algebraica en términos de " X" en una de
las ecuaciones.

Paso 3: Sustituir la expresion algebraica obtenida en la otra ecuacion.

Paso 4: Colocar las restricciones que debe satisfacer el problema.

Un ejemplo de este tipo de tareas seria precisamente lo que motivé la ampliacion de nuestro

sistema inicial S

t,: En el monomio M(x,y)=x**"y**** Si GA.=30 y GR.(x)=6 , determine el
valor de a+b.

Solucién :

Sea M (X, y) — XZa—by5a+2b
Como G.A. =30 y GR. (X) =6, se tiene:

2a—-b+5a+2b=30 y 2a—-b=6
Estoes 7a+b=30 y b-2a=-6
Entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

7a+b-30=0
-2a+b+6=0

7a+b-30=0
Luego
b=2a-6
7a+2a-6-30=0
Luego
b=2a-6
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a=4
Entonces
1o

Porlotanto a+b=6.

Es decir, la organizacion matematica S, generada por los tipos de tareas cuyo planteamiento

puede ser representado de la siguiente manera:

AX+BY +C=0
;. A=BD

DX+Y+F=0

donde A, B, C, D, F € ; y son constantes conocidas.
Técnica: Operaciones de expresiones algebraicas y sustitucion de una expresion a otra.

Tecnologia: Propiedades de las magnitudes (longitud, angulo plano, etc.) y de las relaciones
que existen entre ellas, teniendo presente las propiedades que existen en cada uno de los
contextos de la matematica, asi como las propiedades de expresiones algebraicas

(conmutatividad, asociatividad, adicion, multiplicacion, etc.).
Teoria: Teoria de ecuaciones.

Asimismo, podemos sefalar que estos tipos de tareas pueden ser vistos como un objeto, los
cuales pueden ser manipulados.

Entonces, de la segunda ecuacion tenemos que Y = —F —DX, la cual la vamos a sustituir en
la primera ecuacion. Asi, obtenemos AX —B (F + DX) +C=0

BF-C

Como A #=B.D, entonces X = .
A-BD

Debido a ello, podemos ver que la técnica para este sistema S, puede ser reducida a la

siguiente formula:

Aqui podemos ver que si A =B.Dno existe solucion siempre que C # B.F; pero si C =B.F
entonces se reduce solamente a una ecuacion de la forma AX +BY + C =01a cual nos va

generar infinitas soluciones.

Por ejemplo, una tarea especifica mostrada anteriormente, la cual se encuentra dentro del tipo

de tareas en el ambito del algebra, tiene la siguiente estructura:
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7a+b-30=0
-2a+b+6=0

Donde A=7,B=1,C=-30,D=-2y F=6.

Aqui solo por cuestion de orden, vamos a suponer que la primera variable hace mencion a la
variable "X"en nuestro modelo; y por consiguiente la segunda variable hace mencion a la

variable "y" en nuestro modelo.

Como nuestro objetivo para esta tarea especifica es hallar el valor de la variable "x"

b

entonces aplicamos la técnicaf2 y obtenemos:

(9(6)-(-30) _36_,

A T Y S

Segunda Etapa: Organizacion Matematica S,

En nuestro afan de ampliar la organizacion matematica se ha considerado un caso mas general

que se ejemplifica con la siguiente tarea dentro del ambito de la trigonometria:

Si  (3x+2y)°, (2x+y+35)° y (7x)° son é&ngulos agudos tales que
sen(3x+2y)°=cos(2x+y+35)° y tg(3x+2y)°ctg 7x°=1, calcule el valor de

sen(4x+y)°.
Tenemos

sen(3x +2y)° = cos(2x+y+35)°
tg(3x+2y)°ctg 7x° = 1

Como los angulos son agudos, se tiene que

(Bx+2y)° + (2x+y+35)° = 90°
(3x+2y)° = 7x°

Entonces

5x+ 3y— 55=0
—-4x+2y =0

Si aplicamos la técnica de S, (aplicamos {2)

3.0-(-55) 55 55 ) 4.55
S ECTET O R O bt

Pero si reemplazamos esta solucion en el sistema de ecuaciones lineales
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522 ]+ 3[222]_ s5-0
17 17
-4 55 +2 455 #0
17 17
Entonces la técnica fracasa por el motivo que en este problema se esta considerando

pardmetros adicionales. Por lo tanto, consideraremos la organizacion matemética S,

generado por los tipos de tareas cuyo planteamiento va ser representado de la siguiente

manera:
AX+BY+C=0

e . AE-BD=0
DX+EY +F=0

donde A, B, C, D, E, F € ; , las cuales son constantes conocidas.

Para esta OM consideraremos la siguiente técnica:

Como AE—-BD =0, entonces BOVE #0.

Si B # 0, entonces multiplicamos a la primera ecuacion por B

Si E # 0, entonces multiplicamos a la segunda ecuacion por E’

Entonces en cualquiera de los dos casos mostrados anteriormente, podemos notar que resulta

un planteamiento de un tipo de tareas de S,, en las cuales podemos aplicar la técnica ya

1°

conocida dadaen 2.

Técnica: Para materializar la nueva técnica, debemos utilizar ecuaciones equivalentes, en el
ultimo sistema y operaciones aritméticas, asi, podemos escribirlo en términos de la

organizacion matemética S, .

Tecnologia: Con respecto a la tecnologia podemos mencionar que nuestra técnica se justifica
por medio de las relaciones y/o propiedades que existen en cada contexto de la matematica, asi
como las propiedades de expresiones algebraicas y las definiciones de las ecuaciones

equivalentes.
Teoria: Todo esto nuevamente es respaldado por la teoria de las ecuaciones.

Luego, aplicando la nueva técnica tenemos

5x+ 3y—- 55=0 . 5x + 3y - 55 =0
—4x+2y=0 -2Xx +y =0
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Donde A=5, C=-55, D=-2 y F=0.

Es asi que, podemos notar que en el segundo sistema de ecuaciones, estamos en condiciones

de aplicar la técnica f2 planteada anteriormente, obteniendo asi:

X=——7->+-=5 y Y=-0-(-2)(5)=10.

Entonces, podemos notar que un sistema con una estructura similar a la que se ha presentado

en la tarea mostrada, puede ser reducida a un sistema cuyo planteamiento va poder ser escrito

en términos de la organizacion matematica S, .

Observamos que para resolver el problema estamos utilizando la nocion de sistema de

ecuaciones lineales.

Por otro lado, para llevarlo o expresarlo en términos del sistema S,, lo que podemos hacer es

multiplicar a la primera ecuacion del sistema por E, mientras que de la segunda ecuacion

despejamos el término "EY ", obteniendo asi:

DX+EY +F=0 AX+BY +C=0
ﬁx+y+gzo © EX+Y+E:O
B B E E

Luego aplicamos la formula f2, obteniendo asi:

EC o
X = BEA  v=_S_ Ay
p_=~ B
B
(0]
X 55 , Y=——-——=X
A_— E E
E
Vs C+AX B0
BF-CE B
Entonces :AE BD " E 1 DX
e Yz—['; ],Eio
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Aqui nos detenemos un momento y pensamos en los distintos casos que pueden desprenderse

al aplicar esta técnica:

Si E=0 = X=—E
D

Es preciso resaltar, que se desprende que D # O pues tenemos que AE—-BD =0

_BF-CE  ,__F D,
AE -BD E E

Si E#O0 =
Por otro lado, cabe sefialar que si consideramos el caso en que AE—BD =0, tendriamos:

Si BF-EC=0 = el sistema S, tiene infinitas soluciones.
Si BF-EC=0 = el sistema S, no admite solucion.

Por otro lado, cabe mencionar que una caracteristica que observamos es que la OM es un
instrumento que permite plantear y resolver problemas de diferentes ambitos matematicos
(aritméticos, geométricos, combinatorios, comerciales, etc.) que son muy dificiles de plantear

y resolver sin la nocion de sistema de ecuaciones lineales.
Tercera Etapa: Organizacion Matematica S,

Presentaremos la siguiente tarea también en el ambito de la trigonometria:

Sean los &ngulos coterminales oo y B tales que o+ =-120°; donde o tiene sentido

antihorario y es menor que una vuelta. Si a pertenece al segundo cuadrante, determine

el valor de tgp .

Si aplicamos el modelo anterior, procederiamos de la siguiente forma:

Como ay B son angulos coterminales, se tiene que aa—3=360°n ; ne¢
Luego

a—B=360°n / ne¢
o+ p=-120°

Se observa que en nuestro sistema no es posible hallar los valores de las variables "a" o "f"

empleando la técnica mostrada en la organizacion matematica S,, debido a que en este

nuevo problema estd presente un término desconocido, es decir el sistema viene acompanado
de un parametro. Notar que la técnica propuesta anteriormente fracasa, por lo cual es necesario

ampliar la OM.
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Asimismo, denotaremos con S, a dicha OM ampliada la cual va ser generada por los tipos de

tareas cuyo planteamiento sera representado de la siguiente manera:

AX+BY +C=0
DX+EY +F=0

donde A, B,D,E,F € | , y son constantes conocidas, y Ces el parametro que toma

valores en |

Tecnica: La técnica que podemos emplear para la OM ampliada, S,, se basa en la

sustitucion, las operaciones de expresiones algebraicas, el uso de las ecuaciones equivalentes y
ademas encontrar un conjunto especifico del cual se puede obtener los valores de los
parametros, o sea de los términos desconocidos. Observamos que no es suficiente con aplicar
operaciones aritmeéticas, operaciones de expresiones algebraicas y considerar ecuaciones
equivalentes, sino que ahora tenemos la necesidad de encontrar los valores que toma el

término desconocido.

Tecnologia: Con respecto a la tecnologia podemos decir que el uso de esta técnica esta
respaldado por las ecuaciones equivalentes, y las operaciones en los niimeros reales, ya que j

€S un cuerpo.

Teoria: También, con respecto a la justificacion de nuestra tecnologia vemos que se justifica

gracias a la teoria de ecuaciones y a la teoria de cuerpos.

Un ejemplo de este tipo de tareas se encuentra en el ambito de la trigonometria, y se presenta a
continuacion:
T, :Dada una condicion propia del ambito de la trigonometria, como la de los angulos

coterminales, y conociendo una relacion entre la medida de dos angulos, determine alguna

razon trigonométrica de uno de los dngulos dados.
La técnica en este ambito toma los siguientes pasos:
Técnica:

Paso 1: Escribir la condicién que satisfacen los angulos dados, teniendo en cuenta que son
coterminales.

Paso 2: Establecer el sistema de ecuaciones que se establece a partir de la informacion dada en
el campo de la trigonometria y escribirla en términos del sistema S, establecido

anteriormente.

Paso 3: Despejar una de las variables de una de las ecuaciones y sustituirla en la otra ecuacion.
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Paso 4: Resolver la ecuacion anterior y obtener asi el valor de la variable en funcion de nuestro

término desconocido, para poder aplicar las restricciones propias del ambito en que se trabaja.

Paso 5: Reemplazar el o los valores obtenidos en el sistema, logrando asi el valor de las

variables, para poder asi determinar la razéon trigonométrica del angulo que nos piden.
Un ejemplo de este tipo de tareas seria el que motivo la ampliacion de nuestro sistema S, .

t,: Sean los angulos coterminales o y B tales que o+ =-120°; donde o tiene

sentido antihorario y es menor que una vuelta. Si o pertenece al segundo cuadrante,
determine el valor de tgp .

Solucion :

Paso 1: Como oy P son angulos coterminales, se tiene que aa—p=360°n ; nNe¢

Paso 2: Luego

o — B =360°Nn N a— pB— 360n =0
a+p=-120° a+p +120 =0

Paso 3: Sea

o —B—360n=0
B =-120-a

Entonces

a—(-120-0o)-360n=0
B =-120-a

Paso4: Luego
a+120+ o =360n
20 =360n-120
a =180n-60

Como o tiene sentido antihorario y ademas pertenece al segundo cuadrante, se tiene

que
90 <180n—-60 <180
150 <180n < 240
5<6n<8

0.83<n<1.33
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Y como ne¢ —j ,tenemos que n=1.
Paso 5: Luego
o =180n—-60 = o =120°.

Ademas B=-120-a = [B=-240°.
Por lo tanto, tgp = tg(—240°) = ~tg(180° + 60°) = —/3 .

Cuarta Etapa: Organizacion Matematica S,

Siguiendo la misma idea de ir ampliando nuestra OM, ahora nos enfrentamos a la siguiente

tarea, por ejemplo, en el &mbito de la aritmética:

Un agricultor ha separado 10 animales entre patos, conejos y cuyes para la venta del fin
de semana, ademas el nimero de patas de estos animales es 36. Si se sabe que la venta
total de los animales asciende a 365 soles, teniendo en cuenta que el precio del pato, del
conejo y del cuy es 60 soles, 40 soles y 25 soles, respectivamente, determine el nimero de
cada tipo de animales que el agricultor a separado para que sean vendidos.

Si se pretende aplicar el modelo anterior, procederiamos de la siguiente manera:

X+y+z=10
2X+4y +4z =36 ; x:numero de patos, y:numero de conejos,z:numero de
60x + 40y + 25z = 365

cuyes.
Aqui podemos ver que la técnica de nuestro sistema anterior fracasa debido a que ahora no
solo tenemos dos variables involucradas, sino tres variables. Asi como nuestra OM esta siendo
ampliada debido a este tipo de tareas, es preciso ampliar nuestra técnica, con la intencion de
hacerla cada vez mas eficaz.

Una posible ampliacion de la organizacion matematica S, es dada a través del uso de la
siguiente técnica:

Despejar una variable de las ecuaciones y luego reemplazarla en las dos ecuaciones restantes,
para obtener asi un sistema de ecuaciones similar a lo que se ha obtenido en S, . Si aplicamos
esta técnica al sistema de ecuaciones como por ejemplo al del problema anterior, se puede
decir que tendremos una organizacion S', , la cual es evidentemente una OM ampliada

generada por los tipos de tareas cuyo planteamiento va ser representado de la siguiente

manera:
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AX+AY +AZ+A,=0
B X+B,Y +B;,Z +B,=0
CX+C,Y+C,Z+C,=0

donde A, B, C, € | ; 1<i<4 son constantes conocidas.

Entonces, de la segunda ecuacion tenemos que

B,Y =—B,X-B,Z-B,

B B B
= Y=—2X-2Z-*2
B, B, B,
Luego este valor lo vamos a sustituir en las dos ecuaciones restantes, obteniendo asi un

sistema de ecuaciones con dos variables. Es decir,

A, X + A, (—ﬂx—ﬁz—ﬁ J+ A,Z + A, =0
BZ BZ BZ
B
C, X +C, —EX—JZ—& +C,Z+C,=0
BZ BZ BZ
y=_Biy B, Bs
BZ BZ BZ

Luego, ordenando y agrupando adecuadamente los términos semejantes, se tiene:

BZ BZ BZ
B
c, -8B |x +[c,-CPBsa 74|, ~CBa |0
BZ BZ BZ

Dicho sistema, puede ser escrito de la siguiente manera:

AX +BZ+C=0
DX +EZ+F=0
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donde

A.B
A:Al—AZBl, B:A3— 2 3’ C:A4—AZB4, D:C1_CZB:L
2 2 2 2
B
E-c,- P F_c, CéB"
2 2

Es asi que se puede apreciar que el sistema obtenido se ha reducido a un sistema de ecuaciones
con dos variables. Debido a ello, podemos decir que con la técnica propuesta para los tipos de

tareas que pueden ser abordados dentro del sistema S°*,, quedaria reducido simplemente al
uso de la técnica ya mencionada en el sistema S,, que luego de sustituir el valor de los

pardmetros en la formula obtenida en el sistema S, , quedaria de la siguiente manera:

Como observamos la técnica anterior es muy costosa para resolver este tipo de problemas, y

debido a ello deja de ser eficaz, por lo cual creemos conveniente considerar una organizacion

matematica S, generada por los tipos de tareas cuyo planteamiento va ser representado de la

siguiente manera:

AAX+AY +A,Z+A,=0
BX+B,Y +B;,Z+B,=0
CX+C,Y +C,Z+C,=0

donde A, B, C, € | ; 1<i<4 son constantes conocidas.

Dichos tipos de tareas estan asociados a la siguiente técnica, tecnologia y teoria.
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Técnica:

La técnica que vamos a considerar es el método de eliminacion Gaussiana, el cual consiste en
una serie de manipulaciones de operaciones que se realizan a una fila de un arreglo, con el

objetivo de reducirlo a un sistema mas sencillo.
Tecnologia - Teoria:

La tecnologia que nos ayuda a justificar es la de los sistemas de ecuaciones equivalentes y no
simplemente la de las ecuaciones equivalentes, ademas, esta tecnologia se justifica en la
misma teoria de sistemas de ecuaciones lineales.

Retomando el problema que provoco la ampliacion de nuestro sistema S, , en el ambito de la
aritmética:

t, : Un agricultor ha separado 10 animales entre patos, conejos y cuyes para la venta del

fin de semana, ademas el niUmero de patas de estos animales es 36. Si se sabe que la venta
total de los animales asciende a 365 soles, teniendo en cuenta que el precio del pato, del
conejo y del cuy es 60 soles, 40 soles y 25 soles, respectivamente, determine el nimero de

cada tipo de animales que el agricultor a separado para que sean vendidos.
Para ejemplificar esta nueva técnica a través de la Eliminacion gaussiana, tenemos:
Solucion :

X+y+z=10
2X+4y +4z =36 ;x :numero de patos, y:numero de conejos,z:numero de
60x + 40y + 25z = 365

cuyes.
De acuerdo a nuestro modelo, esto puede ser escrito de la siguiente manera:

X+y+z=10
2X+ 4y + 4z =36
60x + 40y + 25z = 365

Luego
1 1 1 10 1 1 110
2 4 4 36 = 1 2 2|18
60 40 25 | 365 12 8 5| 73
Entonces
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1 1 1 10 1 1 1 10
0 1 1 8 = 01 1 8
o -4 -7 | -47 0O 0 -3 ]| -15
Entonces
1 1 110
0O 1 1| 8
0O 0 3|15
Luego
X+y+z=10 X+y+5=10
y+ z=8 = y+ 5=8
3z=15 z=5
De donde

N < X
Il
a w N

Por lo tanto, el agricultor a separado 2 patos, 3 conejos y 5 cuyes para que sean vendidos el fin

de semana.

Se observa que la técnica es una ampliacién de S, , pues en esta técnica de S, se utilizan

sistemas de ecuaciones lineales equivalentes para reducirlos a un sistema mas sencillo para

poder aplicar la técnica propuesta dada en S,o seguir reduciéndolo hasta encontrar las

soluciones del sistema propuesto.

Por otro lado, este proceso de ampliacion sucesivas de OM termina en S, , pues queremos dar

una propuesta de una OM asociada a los sistemas de ecuaciones lineales en la educacion
secundaria del Peru, el cual culmina en sistemas de tres variables y 3 ecuaciones, segin lo que
se observa en los textos oficiales. Ademads, esta técnica sirve para resolver sistemas de orden
nxm, es decir no tan solo sistemas cuadrados, con lo cual podemos dar realce a la técnica

propuesta, ya que la eliminacion gaussiana es una técnica potente.
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4.2

Rasgos Caracteristicos de la Modelizacion algebraica propuesta a través de los Sistemas
de Ecuaciones Lineales

En esta seccion nuestro interés sera verificar si el MER de los sistemas de ecuaciones lineales
propuesto en la seccion anterior, cumple con los rasgos caracteristicos propios de una

modelizacidn algebraica en el sentido de Bolea (2002).
Primer Rasgo Caracteristico de una Modelizacion Algebraica:
El primer rasgo caracteristico es

modelizan explicita y materialmente las técnicas matematicas que forman parte de la organizacion
matematica que juega el papel de sistema a modelizar. Esta condicién comporta que, una vez
modelizadas algebraicamente, las técnicas pueden ser manipuladas como nuevos objetos
matematicos, lo que posibilita y hasta provoca el rapido desarrollo de las mismas. (Bolea, 2002, p.

85)
Con respecto a este primer rasgo caracteristico, se tiene que la técnica de S, permite

modelizar explicita y materialmente la técnica del sistema inicial S, en el sentido de que la

técnica en S, resulta de la generalizacion de la técnica dada en el sistema inicial S ya que

resuelve asi los tipos de problemas que pueden ser catalogados a lo largo de los diferentes
sistemas que hemos considerado en nuestra propuesta para poder ir del sistema inicial Sy

llegar al sistema S, .

Asimismo, en el sistema S, una vez aplicada la técnica, como hemos llegado a establecer la

siguiente formula, podemos manipularla como un objeto matematico independiente, lo cual

nos facilitara el rapido desarrollo de las mismas.




Segundo Rasgo Caracteristico de una Modelizacion Algebraica:
El segundo rasgo caracteristico es

modelizan integramente todos los componentes de la organizaciéon matematica que hace el papel
de sistema, en lugar de limitarse a modelizar aisladamente algunos de dichos componentes.
Veremos que esta modelizacion global permite, en muchos casos, considerar que el modelo
algebraico, como nueva organizaciéon matematica, constituye una extension de la organizacion

sistema inicial. (Bolea, 2002, p. 85)

Con respecto al segundo rasgo caracteristico, se tiene que efectivamente las organizaciones
matemadticas que han sido algebrizadas a lo largo de los diferentes sistemas mostrados en
nuestra propuesta, resultan de prolongar y extender la organizaciéon matematica inicial, ya que
nuestro modelo se basa precisamente en ampliar los tipos de tareas al igual que las técnicas
empleadas, como ya lo hemos mostrado en el primer rasgo caracteristico, ademas de ampliar

los elementos tecnologicos-tedricos.

Debido a que el MER de los sistemas de ecuaciones lineales que hemos propuesto satisfacen
los dos rasgos caracteristicos en el sentido de Bolea (2002), podemos concluir que es una

organizacion matematica algebrizada.

Caracteristicas del MER Propuesto como Instrumento de Modelizacion

En este apartado, queremos mencionar algunas de las caracteristicas que hemos identificado en
el MER propuesto, teniendo en cuenta las caracteristicas propuestas por Bolea (2002). Estas

son:

MA1: Como hemos podido ver, los sistemas de ecuaciones lineales es un instrumento para
resolver problemas de sistemas conocidos matematicos o extra matematicos: aritméticos,

geométricos, fisicos, comerciales, de la vida cotidiana, etc.

MAG3: El instrumento algebraico permite plantear y resolver problemas de diferentes ambitos
matematicos (aritméticos, geométricos, combinatorios, comerciales, etc.) que son muy

dificiles de plantear y resolver sin la nocion de sistemas de ecuaciones lineales.

MAD5: Algunas de las mejores situaciones para introducir los sistemas de ecuaciones lineales
son los problemas en los cuales intervienen dos variables desconocidas o mas y que, por ello,

no pueden resolverse mediante técnicas directas aritméticas o geométricas.

MAG: Dado que los sistemas de ecuaciones lineales surgen inicialmente como herramienta
de modelizacion de sistemas matematicos o extra matematicos, e€s necesario conocer

minimamente el sistema que se quiere modelizar y, en particular, las limitaciones del trabajo
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dentro de este sistema, que en este caso viene dado por las restricciones las cuales dependeran

del ambito en el que se trabaje.

Indicadores del Grado de Algebrizacion

Una vez que ya sabemos que la organizacidon matematica propuesta para los sistemas de
ecuaciones lineales es una OM algebrizada, el siguiente paso serd “medir” qué tan algebrizada
se encuentra esta. Para ello se consideraran los indicadores que propone Bolea (2002) para

determinar el grado de algebrizacion de una organizacion matematica.

Primer Indicador del Grado de Algebrizacion: Manipulacién de la estructura global de

los problemas

Con respecto a este primer indicador, podemos sefialar que nuestra organizacion matematica
tiene la peculiaridad de tratar con problemas cada vez mas generales ya que, por ejemplo, a
medida que vamos ampliando la organizaciéon matematica, se llega a una etapa en la cual
manipulamos las incognitas, entendidas como objetos matematicos desconocidos como si
fuesen conocidas, y los pardmetros entendidos de forma muy general como objetos

matematicos conocidos como si fuesen desconocidos.

Para aclarar lo que se pretende decir, mostramos en forma general el siguiente sistema:

. AE-BD=0

AX+BY+C=0
DX+EY +F=0

Si aplicamos la técnica mostrada en el sistema S, , se tiene que:

Es decir, los valores de las incognitas quedan en funcion de los parametros, que a pesar de que
en forma general son objetos matematicos conocidos, estos son vistos como si fuesen

desconocidos cuando aparecen en la formula.

Segundo Indicador del Grado de Algebrizacion: Tematizacion de las técnicas y nueva

problemética al nivel tecnoldgico

Con respecto a este segundo indicador, podemos sefialar que en la primera etapa de la
organizacion matematica propuesta se pueden identificar las restricciones para un determinado

tipo de problemas o de tareas. En particular, los que pueden ser reducidas a la forma del

sistema S, o, determinar cuando no tiene soluciones, o en qué casos la solucion es unica, etc.
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Por ejemplo, en la Primera Etapa, se mostro el siguiente sistema

; A=BD

AX+BY+C=0
DX+Y+F=0

Y se hizo el siguiente analisis, para el estudio de la naturaleza de las soluciones. Por ejemplo,
se menciond que en estos sistemas se puede observar que si A =B.D no existiria solucion
siempre que C = F; pero si C=F entonces dicho sistema se reduciria solamente a una
ecuacion de la forma AX +BY + C =0 1la cual nos generaria infinitas soluciones. Y en caso

de que A = B.D, el sistema tendria solucion tnica.

Tercer Indicador del Grado de Algebrizacion: Unificacion y reduccién de los tipos de

problemas, técnicas y tecnologias

En relaciodn a este tercer indicador, podemos sefalar que la organizacion matematica propuesta
unifica diferentes tipos de problemas en los distintos ambitos de la matematica. Por tal motivo,
tenemos la certeza que nuestra organizacion matematica no es una organizacién matematica
puntual. Sin embargo, restaria justificar que los diferentes tipos de tareas son justificados por
la misma tecnologia, para poder afirmar que nuestra organizacion matematica sea local. Al
respecto, Bolea (2002) manifiesta que para que este indicador sea relevante, es necesario que
la organizacion matematica evaluada sea suficientemente rica, esto es, que esté formada por un

numero suficiente de tipos de problemas.

Cuarto Indicador del Grado de Algebrizacion: Emergencia de tipos de problemas

independientes del sistema modelizado

Con respecto a este cuarto indicador, es preciso mencionar que nuestra organizacion

matematica se ha ido alejando cada vez mas de nuestro sistema inicial S, ya que este fue de la

forma
AX+Y+C=0 AX+Y+C=0
Y+ F =0 ° X+ F =0
donde A, C, F € ; y son constantes conocidas.

Y hemos culminamos con un sistema S, de la siguiente forma:

AAX+AY +A,Z+A,=0
B X+B,Y +B;Z+B,=0
CX+C,Y+C,Z+C,=0

donde A, A,, A;,B,,B,, B;, C,C,, C, € ,lascuales son constantes conocidas.
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4.3

b)

En esta ultima etapa podemos ver incluso la potencialidad de esta tltima técnica, ya que es
valida no so6lo para sistemas cuadrados, ni los que ya se han visto, sino para sistemas de
ecuaciones lineales de la forma nxXm, por lo cual podemos incluso atrevernos a decir que es

suficiente con ampliar hasta esta etapa.
Ejemplos de tipos de tareas en diferentes &mbitos de la matematica

En esta seccion, vamos a dar algunos ejemplos de los diferentes tipos de tareas en diversos
ambitos de la matematica, los cuales pueden ser ubicados dentro de alguna de las etapas

mostradas en nuestro MER de los sistemas de ecuaciones lineales, ya que tienen la estructura

de alguno de los sistemas que van desde S hasta S, .

TIPOS DE TAREAS ASOCIADAS A LA GEOMETRIA ANALITICA

Considerando a las rectas como objetos geométricos propiamente, un tipo de tarea especifica

puede ser

T, :Dada la ecuacion de la recta Ly un punto P €L . Si se conoce una de las coordenadas del

punto P, determine el valor de la otra coordenada.

Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

Sea la ecuacion de la recta L:x+y+2=0. Si el punto P(a,1) L, determine el valor de

a.
Solucién :
X+y+2=0
Paso 1:
y=1
Paso 2: X+1+2=0 = X+3=0 = X =-3.

Ademas, otro tipo de tarea puede ser

T, : Dada la pendiente de la recta Ly un punto P €L . Si se conoce una de las coordenadas

del punto Q €L, determine el valor de la otra coordenada.

Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

Sea la recta L cuya pendiente es 2. Si los puntos P(21)eL y Q(a,2)eL, determine el
valor de a.

Solucion :

Paso 1: y=mx+b = y=2x+b = —2x+y—-b=0.
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-2X+y—-b=0

Paso 2: X=2
y=1
Entonces -2X+y-b=0 = —2(2)+1—b:0 = b=-3.
-2X+y+3=0
Paso 3: X=a
y=2
5
Entonces -2X+y+3=0 = -2a+2+3=0 = -2a=-5 = a=§.

Otro tipo de tarea podria incluso ser, las que mostramos a continuacion:

T, :Dados dos puntos Py Q que pertenecen a la recta L, si se conoce una de las
coordenadas del punto R € L, determine el valor de la otra coordenada.

Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

Sea una recta L tal que los puntos P(21)eL y Q(3,0)€L. Si el punto R(a,2)elL,

determine el valor de a.

Solucién :

Paso 1: y=mx+b = mx-y+b=0.
mx—-y+b=0

Paso 2: X=2
y=1

Entonces mx—y+b=0 = 2m—-1+b=0.
mx—-y+b=0

Paso 3: X=3
y=0

Entonces mx—y+b=0 = 3m-0+b=0 = 3m+b=0.
2m-1+b =0

Paso 4:
3m+b=0

Entonces b=1-2m vy b=-3m

Luego 1-2m=-3m = m=-1

Entonces b=3
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b)

-X-y+3=0

Paso 5: X=a
y=2
Entonces —X-y+3=0 = -a-2+3=0 = -—-a=-1 = a=1.

TIPOS DE TAREAS ASOCIADAS A FUNCIONES LINEALES

En el ambito de las funciones lineales afines, podemos encontrar diferentes tipos de tareas,

como por ejemplo las que vamos a dar a continuacion:

T, :Determinar la regla de correspondencia de la funcion lineal afin, si se conocen las

imagenes de dos puntos pertenecientes al dominio de dicha funcioén.

Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

Sea la funcion lineal afin f(x)=ax+btal que f(2)=0 y f(1)=1. Halle la regla de

correspondencia de la funcién f.

Solucion :
Paso 1: Sea f (X) =aX +Db la forma general de la funcion lineal afin.

Paso 2: Reemplazamos

f(2)=0 = 2a+b=0

f=1 = a+b=1

Paso 3:  Sean
b=-2a
{ b=1-a
Paso 4: —2a=1-a = a=-1.
Paso 5: b=-2a = b=-2(-1)=2.
Paso 6: f(x) = —x + 2 es laregla de correspondencia de la funcion f.

Otro tipo de tarea, puede ser la que mostramos a continuacion:

T, : Dadas dos funciones lineales afines en su forma general, en la cual una de ellas depende

de la otra, y si se conoce la imagen de uno de un punto, determine la regla de alguna de las

funciones.
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Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

Sean las funciones lineales afines f y g tales que f(x)=3x+a Yy g(X)=3x+b. Si

f(x)=9(x)+3y f(1)=—b, determine la regla de correspondencia de la funcion f.

Solucion :

Paso 1:

Paso 2:

Paso 3:

Paso 4:

Paso 5:

Paso 6:

Paso 7:

Sean las funciones lineales afines dadas

f(x)=3x+a
g(x)=3x+b
Sea

f(x)=09(x)+3 = 3x+a=3x+3+b
= a=3+b

Luego

f=-b = 3(Y+a=-b

= 3+a=-b

3+a=-b = 3+a:—(—3) = a=0.

f(x) = 3x es laregla de correspondencia de la funcion f.

Un tercer tipo de tareas, son los que mostramos a continuacion:

T, : Elegir la mejor opcion de pago para obtener un mayor sueldo durante un mes, basandonos

en ciertas restricciones o condiciones relacionadas a la venta de un articulo.

Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

Una empresa dedicada a la venta de cierres por bolsas de 20 docenas cada una, requiere

personal en el area de ventas, para lo cual publica un anuncio en el que incluyen las

siguientes opciones de sueldo:

Opcién A: Un sueldo fijo de S/.2000mas 5% del monto total de venta de bolsas de

cierres que realice durante un mes.
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Opcidén B: Un sueldo fijo de S/.1200 més 10% del monto total de venta de bolsas de

cierres que realice durante un mes.

Considerando que un trabajador puede vender al mes como méaximo 40 000 soles,
determine el monto total del mes que un trabajador tiene que vender para ganar lo

mismo con ambas opciones de pago.
Solucién :

Paso 1: Sean

Opcién A: 'y =2000 + % X donde x : monto de ventas del mes.

Opcion B: y=1200 + % X donde x : monto de ventas del mes.

Paso 2: Luego

y = 2000 + 0.05x
y =1200 + 0.1x

Paso 3: Luego
2000 + 0.05x =1200 + 0.1x
800 =0.05x
x =16 000

Es decir, si el monto de ventas de un trabajador asciende a 16 000 soles durante el mes, el

trabajador recibiria igual sueldo con cualquiera de las opciones de pago.

TIPOS DE TAREAS ASOCIADAS AL CAMPO DE LA TRIGONOMETRIA

En el ambito de la trigonometria, podemos mencionar algunos tipos de tareas como los que

mostramos a continuacion:

T, :Determinar alguna razon trigonométrica de los dngulos dados, si se conocen las medidas

de dichos angulos, los cuales verifican ciertas condiciones.

Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

Si  (3x+2y)°, (2x+y+35)° y (7x)° son angulos agudos tales que
sen(3x+2y)°=cos(2x+y+35)° y tg(3x+2y)°ctg 7x°=1, calcule el valor de
sen(4x+y)e.

Solucion :
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Paso 1: Sean

sen(3x +2y)° = cos(2x+y+35)°
tg(3x+2y)°ctg 7x° = 1

Paso 2: Como los angulos son agudos, se tiene que

(Bx+2y)° + (2x+y+35)° = 90°
(3x+2y)° = 7x°

Entonces

5x+ 3y = 55
2y = 4x

Entonces

5x+ 3y = 55
y = 2X

Paso 3: Sea

55 - 5x

Paso 4:  Igualamos

OO -OX oy . 55 _5x=6x = 11X=55 = Xx=5.

Paso 5: y =2x = y=2(5)=10.

¥z

Paso 6:  Porlo tanto sen(4x+y)°=sen (4-10+5)°=sen 45°=

Otro tipo de tareas son los que se muestran a continuacion:

T, : Dada una condicion propia del ambito de la trigonometria y conociendo una relacion

entre la medida de dos angulos, determine alguna razén trigonométrica de uno de los angulos

dados.
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Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

Sean los angulos coterminales oy B tales que o+ =-120°; donde o tiene sentido
antihorario y es menor que una vuelta. Si o pertenece al segundo cuadrante, determine

el valor de tgp .

Solucion :

Paso 1: Como oy B son angulos coterminales, se tiene que aa—3=360°n ; ne¢

Paso 2: Luego

o — B =360°N
o+ B =-120°

Paso 3: Sea
20.=360°n -120° = o =180°n - 60°
Como a pertenece al segundo cuadrante, tenemos que N =1
a =180°(1) —60° =120°
Paso4:  Como

a+P=-120° = 120°4P=-120° = P=-240°
Paso 5:  Porlo tanto tg B = tg(—240°) = —tg 240°=—-tg (1800 + 600) =—3.

Un tercer tipo de tareas, puede abarcar las tareas dadas a continuacion:

T, : Determinar el valor de una expresion que depende de las razones trigonométricas de un
angulo, si se conocen las identidades pitagoricas.

Esto lo podemos ejemplificar a través de esta tarea

Un é&ngulo P satisface la relacion cscB—-2=ctgB. Determine el valor de

sen’B +cos’ B
cosp —2cos®psen’p

Solucion :

Paso 1: Seael anguloPtal que cscf—2=ctgp —= cscB—ctgp=2

Paso 2: Luego
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cscp—ctgp=2

csc B+ ctgp =%

Paso 3: Luego
5 5
ZCSCBZE = cscB:Z = pBelCvpelC
Paso 4:  Entonces
cth:%—% = cth:—% = pBellC vpelVC

Luego B < IIC
Paso 5: Finalmente

_ sen'B+cos’B  1-2sen’Bcos’P
cosp —2cos® Bsen’p cosB(l— 2sen’pcos’® B)

1 :secB:—§ .

Luego H=
cosf3 3

TIPOS DE TAREAS ASOCIADAS AL CAMPO DE LA ARITMETICA

En el ambito de la aritmética, podemos mencionar algunos tipos de tareas como los que

mostramos a continuacion:

a) T, :Dado un problema en el cual participan un nimero de elementos divididos en dos grupos

cuyos valores unitarios son conocidos y ademas nos proporcionan el valor total, que es la

resultante de sumar todos los valores unitarios.

Esto lo podemos ejemplificar a través de las siguientes tareas:

En una billetera hay 24 billetes que hacen un total de 560 soles. Si solamente hay billetes

de 50 y 10 soles, ¢cuantas eran de cada clase?
Solucion :
Paso 1: Sean

x : nimero de billetes de 50 soles

y : nimero de billetes de 10 soles

Paso 2: Sabemos
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X+y=24
50x + 10y =560

Paso 3: Luego

50x + 50y =1200
50x +10y =560

X+y=24 _ X+y=24
40y = 640 y=16

Paso 4: Finalmente
y=16
X=24-16=8.

Es decir, hay 8 billetes de 50 soles y 16 billetes de 10 soles.

En una granja hay 21 animales, entre gallos y perros. Si el total de patas de esos animales

es 54, calcule la diferencia entre el nimero de gallos y perros.
Solucion :

Paso 1: Sean
x : nimero de gallos

y : niimero de perros

Paso 2: Sabemos

X+y=21
2X +4y =54

Paso 3: Luego

2X+ 2y =42

2x+4y =54

X+y=21 X+y=21
j—

2y =12 y=6

Paso 4: Finalmente
y=6
Xx=21-6=15.

Es decir, la diferencia entre el nimero de gallos y de perros es 9.

81



Otra tarea, viene dada de la siguiente manera:

t, : En una reunion familiar hay 22 personas, entre hombres, mujeres y nifios. El doble

del nimero de mujeres mas el triple del nimero de nifios, es igual al doble del nimero de
hombres. Si ademas se sabe que el nimero de hombres es el doble del ndmero de

mujeres, ¢cuantos hombres, mujeres y nifios hay en dicha reunion?

Solucién :

Sea
X+y+2z2=22
2x +3z =2y ; x:numero de mujeres, y:numero de hombres, z : nimero de nifios.
y = 2X

De acuerdo a nuestro modelo, esto puede ser escrito de la siguiente manera:

X+y+2z=22

2x -2y +3z2=0

2x—-y+0z=0

Luego
1 1 1|22 1 1 1 22
2 -2 3|0 = 0O 4 1| -44
2 -1 0| O 0O -3 2| -44

Entonces
1 1 1 22 11 1 22
0 -4 1| -44 = 0O 0 -11| -44
0 1 -3 0 01 -3 0

Luego
X+y+2z2=22
11z=44
y—-3z=0

De donde
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b)

X=6
y=12
z=4

Por lo tanto, en dicha reunion familiar hay 6 mujeres, 12 hombres y 4 nifios.

Ademas, otro tipo de tareas dentro del campo de la aritmética vienen dado por:

T, : Dado un problema en el cual participan un nimero de elementos divididos en dos grupos

cuyos valores unitarios son conocidos y ademas se conoce un dato que relaciona ambos

grupos.
Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

En un saldn de clase en donde el nimero de alumnas excede en 4 al nUmero de alumnos,
el peso promedio de cada alumno es de 75 Kg y de cada alumna 60 Kg. Si el peso de
todos los alumnos es de 4020 Kg, ¢cuantos alumnos hay en la clase?

Solucioén :

Paso 1: Sean
x : numero de alumnas

y : nimero de alumnos

Paso 2: Sabemos

X=4+y
60x + 75y = 4020

Paso 3: Luego
X—-y=4
60x + 75y = 4020
60x + 75y = 4020

{ 60x — 60y = 240

X-y=4 3780
= y= =
135y = 3780 135

Paso 4: Finalmente
X=4+4+28=32.

Es decir, en el salon de clase hay 32 alumnas y 28 alumnos.
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TIPOS DE TAREAS ASOCIADAS AL CAMPO DEL ALGEBRA

En el ambito del algebra, podemos mencionar algunos tipos de tareas como los que mostramos

a continuacion:

T, :Dado un problema relacionado al grado absoluto y relativo de un monomio, determine el
valor de las variables dadas.
Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

2a+3b)y4(5a—2b)

En el monomio M(X,y) = . Si GA.=83 y GR(y)=20, determine el

valorde a+b.
Solucioén :

Paso 1: Sea M(X,y)= X3(2a+3b)y4(5a_2b)

Como GA.=83 y GR(y)=20 = GR(x)=63

Luego 2a+3b=21

Paso 2: Luego

2a+3b =21
5a-2b=5

Paso 3: Luego

2a+3b =21

5a—-2b=5

4a+6b=42

15a—-6b =15

2a+3b=21 57
= a=—=

19a =57 19

Paso 4: Finalmente, como

2a+3b=21 = 2(3)+3b=21 = 3b=15 = b=5.
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Porlotanto a+b=3+5=8.

TIPOS DE TAREAS ASOCIADAS AL CAMPO DE LA GEOMETRIA

En el ambito de la geometria, podemos mencionar algunos tipos de tareas como los que

mostramos a continuacion:

T, :Determinar el valor de uno de los angulos, si se conoce la relacion entre el angulo

formado por una bisectriz interior y una exterior.

Esto lo podemos ejemplificar a través de la siguiente tarea:

Con los datos de la figura adjunta, determina el valor del angulo x .

Solucion :
Aplicamos la propiedad en el VABC :

3 _X_3yi10°
2 2

= 3y=x-06y+20°

Luego 9y —x=20°

9y —x =20°
=
3y +x=100°

9y —x =20° _ 9y — x =20°
12y =120° y =10°
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Como 9y—-x=20° = 9(100) —x=20°

X =70°.
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CAPITULO V: CONSIDERACIONES FINALES Y
RECOMENDACIONES PARA FUTURAS INVESTIGACIONES

En este capitulo enunciaremos las conclusiones obtenidas con respecto a los objetivos planteados
en nuestra investigacion, asi como sus implicaciones. Ademas de ello, sefialaremos algunas
recomendaciones las mismas que quedaran como problemas abiertos para futuras investigaciones

relacionadas al objeto matematico que se esta abordando en esta investigacion:

Inicialmente nuestro interés surge de la problematica de identificar un modelo epistemoldgico de
referencia de los sistemas de ecuaciones lineales, respaldado por diversas investigaciones llevadas a
cabo en diversos contextos. Es por ello, que para afrontar esta situacion, revisamos brevemente los
textos del nivel secundario de nuestro pais para poder asi proponer un Modelo Epistemologico de

Referencia que guarde relacion con lo que se hace en la educacion secundaria en nuestro pais.

Es asi que en la revision de los antecedentes podemos ver que surge el interés de varios
investigadores dentro del ambito de la Teoria Antropologica de lo Didactico, los mismos que se
preocupan de dar cuenta de un Modelo Epistemoldgico de Referencia en relacion a la concepcion

del algebra en distintos sistemas educativos como instrumento de modelizacion.

En ese sentido empleamos algunos aspectos teoricos de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico,

para poder asi obtener las siguientes conclusiones.

Consideraciones Finales

Para conseguir el primer objetivo especifico

Proponer un modelo epistemologico de referencia para el caso particular de los sistemas de
ecuaciones lineales, teniendo en cuenta el modelo epistemologico de referencia adoptado en la

TAD respecto al dlgebra como instrumento de modelizacion.

Para alcanzar este objetivo revisamos brevemente los libros de textos oficiales teniendo en cuenta
de manera implicita el Curriculo Nacional (2016) para poder asi proponer un MER que guarde

relacion con lo que efectivamente se trabaja en nuestra secundaria peruana.

Ademas, podemos concluir que nuestro objeto matematico sistemas de ecuaciones lineales es un
instrumento de modelizacion, ya que ha funcionado como instrumento para modelizar los
diferentes tipos de tareas en los diversos ambitos de la matematica del nivel secundario, como lo

hemos podido mostrar.

En este sentido, cabe mencionar que nuestro interés es modelizar los diferentes tipos de tareas que
se encuentran relacionados a otros temas que nos generan sistemas de ecuaciones lineales y puedan

ser reducidos a los diferentes sistemas que hemos considerado en nuestro MER, como por ejemplo
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dentro del ambito de la geometria analitica, problemas relacionados a las funciones que nos obligan

a usar finalmente los sistemas de ecuaciones lineales, etc.

Dicho esto, podemos finalmente concluir que los sistemas de ecuaciones lineales cumplen ese rol

de instrumento modelizador.

En base a ello, podemos manifestar de manera explicita que hemos cumplido con nuestro primer

objetivo especifico propuesto.
Respecto al segundo objetivo especifico

Analizar si el modelo epistemologico propuesto cumple los rasgos de algebrizacion que debe

tener una OM para ser considerada una OM algebrizada.

a) Para alcanzar este objetivo se verifico que el objeto matematico sistemas de ecuaciones lineales
es una organizacion matematica, la cual es en particular una organizacion matematica
algebrizada, puesto que satisface los dos rasgos caracteristicos en el sentido de Bolea (2002),
ya mencionados anteriormente. Ademas, con esta investigacion podemos concluir que nuestra

organizacion matematica tiene un alto grado de algebrizacion en el sentido de Bolea (2002).
Es asi que damos cuenta que el segundo objetivo especifico ha sido logrado.

Cuestiones para futuras investigaciones

Las recomendaciones que vamos a dar deberian ser tomadas en cuenta, no sin antes reflexionar
sobre la importancia de esta construccion. En el ambito de la TAD, esta manera de construir
toma sentido ya que sirve como un medio para poder aportar respuestas, a las diversas
cuestiones problematicas que surgen dentro de uno de los programas del campo de

investigacion de la didactica de las matematicas.

En base al trabajo realizado y a las conclusiones que hemos llegado, formularemos las
siguientes recomendaciones para futuras investigaciones, ya que consideramos que la presente
investigacidn se complementara y enriquecera con otros trabajos de investigacion. A

continuacion, sugerimos algunas ideas:

1. Continuar la presente investigacion, haciendo uso del Modelo Epistemoldgico de
Referencia de los sistemas de ecuaciones lineales propuesto, para llevar a cabo el analisis
de los textos didacticos oficiales del nivel secundario de nuestro pais, para poder asi
describir la situacion en la que se encuentran los diferentes tipos de tareas que son
abordados en la secundaria peruana, y de esta manera poder analizar el modelo

epistemoldgico dominante en la institucion.

88



Contrastar el modelo epistemologico de referencia plenamente identificado, con diferentes
modelos epistemologicos; en particular, con el modelo epistemoldgico dominante en una

determinada institucion.

Ampliar este modelo epistemologico de referencia para poder ser aplicado al nivel

superior, o en todo caso ser implementado en un taller para profesores.
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