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RESUMEN

El presente trabajo de investigacion analiza el tratamiento que se da al

algebra en el primer afio de secundaria.

La investigacion es de tipo cualitativo y utiliza como marco tedrico
fundamental la Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD), ademas de algunos
aportes del Enfoque Ontosemidtico para el andlisis de la idoneidad didactica
del proceso de estudio. El estudio fue realizado con 63 estudiantes del primer

afo de secundaria de un colegio privado en la ciudad de Lima.

La investigaciéon describe y analiza las diferentes organizaciones matematicas
y didacticas presentes en libros de textos y programas curriculares, ademas de
incluir una entrevista estructurada a los docentes sobre su practica
pedagoégica. La problematica detectada es que los contenidos se presentan
aislados, mayormente se utilizan técnicas algoritmicas y existe sélo interés
por el manejo tecnolégico puntual, perdiéndose la oportunidad de aprovechar

las situaciones que amplien el conocimiento.

En este contexto, la investigacién describe y analiza si el tratamiento del
algebra en el primer afio de secundaria corresponde a un proceso de
algebrizacién y si la modelizacion estd presente en el proceso de instrucciéon
estudiado. Ademas, pretende mostrar que el algebra puede surgir como
instrumento para modelizar y resolver situaciones especificas de complejidad

creciente.

Luego de este andlisis, se propone un modelo didactico alternativo en el que
se considerara la introduccién de los temas algebraicos a través de tipos de

problemas.

Finalmente, se concluye que las situaciones que tradicionalmente se plantean

en aula tienen un caracter fuertemente aislado y no refuerzan la importancia
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de la justificacion de los procedimientos empleados. Ademas, también se
refuerza la idea de que los modelos planteados para una situacién son
especificos para esa situacidn; no se plantea la generalidad de los mismos. En
referencia al andlisis epistémico, concluimos que el desarrollo de algoritmos
para resolver ecuaciones particulares fue el hecho que abrié caminos hacia la
construccion de significado y hacia la generalidad. Desde la llamada
matematica sabia, se consideran los polinomios como una estructura con
propiedades y relaciones especiales. Por otro lado, a nivel escolar no se
expone un tratamiento riguroso al tema de polinomios; afirmamos esto porque
los temas se presentan por separado en forma aislada, sin que formen parte de
una estructura (anillo de polinomios); esto evidencia los procesos
transpositivos y de adaptacién para su estudio a nivel escolar. En vista de ello,
consideramos que debiera buscarse un punto intermedio, a fin de evitar
generar conflictos en estudios posteriores a otro nivel. Frente a esto la TAD
tampoco propone un tratamiento riguroso y estructural de los contenidos
algebraicos, sino mas bien plantea introducir el dlgebra como un instrumento

de modelizacién de situaciones planteadas en tipos de problemas.

En la modelizacién de los problemas, se debe primero distinguir lo que es
propio de cada problema, y lo que es comuin a todos ellos; para luego
verbalizar y escribir en forma simbolica las relaciones cuantitativas que se
presentan. Ademads, la evaluacién de la pertinencia de los problemas luego
del contraste de las respuestas esperadas y los resultados observados, nos
lleva a sugerir la revisién de un problema, debido a que no cumple con

admitir sélo soluciones algebraicas.
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INTRODUCCION

El estudio del dlgebra esta presente a lo largo de toda la escolaridad llegando
incluso hasta el nivel universitario. Sin embargo, a pesar de su presencia
explicita en los programas curriculares, los estudiantes muestran dificultades
asociadas a la resolucién de problemas que implican la aplicacién comprensiva
de conocimientos algebraicos. En este contexto, son muchas las
investigaciones desarrolladas abordando diversos aspectos dentro del
algebra. Esto evidencia el interés de docentes e investigadores por mejorar la
enseflanza y el aprendizaje del algebra, el cual es considerado en la mayoria

de los casos como un contenido cuyo aprendizaje tiene un fin en si mismo.

La presente investigacion pretende focalizar su atencion en analizar si el
tratamiento del algebra en el primer afio de secundaria corresponde a un
proceso de algebrizacion y si la modelizacién esta presente en el proceso de
instruccién estudiado. Ademas de mostrar que el dlgebra puede surgir como
instrumento para modelizar y resolver situaciones especificas de complejidad

creciente.

Abordaremos nuestro estudio desde una perspectiva epistemolégica e
institucional, considerando los fendmenos didacticos a partir de la
modelizacion de la componente matematica. Para ello, nos situaremos dentro
del marco de la Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD), la cual nos
suministrara las herramientas de andlisis matematico y didactico necesarias
para reconstruir una posible evolucion del dominio de investigacidn “algebra”.
A su vez, considerando que necesitibamos algunos elementos para el analisis
didactico consideramos los aportes de Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi

(2006) en lo que respecta de la idoneidad didactica de un proceso de estudio.

Hemos estructurado el contenido de la tesis de la siguiente manera.
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En el primer capitulo, presentamos el problema de investigacion, el cual

incluye la justificacion, los antecedentes, los objetivos e hipotesis.

El segundo capitulo presenta el marco tedrico de la investigacion, en el que se
detallan aportes de la TAD y algunos elementos para el analisis de la idoneidad

didactica del proceso de estudio.

El tercer capitulo describe la metodologia, las fases generales de la

investigacion y el disefio de los instrumentos que se emplearan.

En el cuarto capitulo, se describe y analiza epistemoldgicamente el dominio
de investigacion “algebra escolar”, considerando su desarrollo histérico y su
relacion con el dlgebra abstracta. Aqui consideramos el anillo de polinomios y,
especialmente, a la factorizacién de polinomios como el tema central que
permite obtener las raices de una ecuacion; lo cual nos lleva a conjeturar que
la presentacion de tareas asociadas a la busqueda de raices pueda ser el foco

de atencién cuando se trabaje la nocién de polinomio en la escuela.

Luego en el quinto capitulo, se presenta y analiza el tratamiento del algebra a
nivel escolar, desde la revisiéon de textos escolares, programas curriculares,
ademas de una entrevista estructurada a los docentes sobre su practica
pedagobgica. En este capitulo, se analiza también la idoneidad epistémica de los
textos seleccionados, estableciendo un paralelo de estos con libros de

matematica formal.

El sexto capitulo muestra el disefio, la implementacién, y la evaluacion de la
propuesta de organizacion didactica. Aqui propondremos un modelo didactico
alternativo en el que se considerara la introduccion de los temas algebraicos a
través de tipos de problemas de complejidad creciente, utilizados

esencialmente como instrumentos de modelizacion.

Finalmente, en el Gltimo capitulo presentaremos las reflexiones de la practica
realizada y las conclusiones de la investigacién. Algunas de las conclusiones

finales se sefialan a continuacion:
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En la educacion secundaria del Perd, se estudian organizaciones o
praxeologias matematicas puntuales y rigidas, centradas en el bloque practico-
técnico, es decir, que en la mayoria de los casos s6lo conducen a la aplicacion
de algoritmos algebraicos, ignorando su procedencia se construyen en forma
aislada, sin establecer relaciones en cuanto a las formas de proceder en cada
caso, ni justificaciones a los procedimientos empleados. Tales cuestiones
obstaculizan el desarrollo de la modelizacion algebraica y el logro de

adecuados niveles de algebrizacién a nivel escolar.

Desde la llamada matematica sabia, se consideran los polinomios como una
estructura con propiedades y relaciones especiales. Frente a esto la TAD
propone introducir el algebra como un instrumento de modelizacién de
situaciones planteadas en tipos de problemas, en lugar de, presentar un

tratamiento riguroso y estructural de los contenidos algebraicos.

En la modelizacién de los problemas planteados, se debe primero distinguir lo
que es propio de cada problema, y lo que es comun a todos ellos; asimismo, se

debe asegurar que estos admitan sélo soluciones algebraicas.
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CAPITULO 1. El problema de investigacion.

1. 1. Justificacion del estudio y formulacion del problema.

El actual Disefio Curricular de Educacion Basica del Peru considera como uno

de sus componentes el conocimiento de los nimeros, relaciones y funcionesy,

las propiedades de las operaciones aritméticas y de los conjuntos.

Para el primer afio de educacién secundaria se sefialan como temas especificos

el estudio de los patrones numéricos, las ecuaciones lineales con una incégnita

y el valor numérico de expresiones algebraicas; ademas se consideran las

siguientes capacidades especificas a lograr por los estudiantes:

a) ldentifica patrones numéricos, los generaliza y simboliza.

b) Representa de diversas formas la dependencia funcional entre variables:
verbal, tablas, graficos, etc.

¢)  Resuelve problemas de traduccién simple y compleja que involucran
ecuaciones lineales con una incégnita.

Consideramos que el logro de estas capacidades debe darse a la par que se

consigue un nivel de abstraccion a través de actividades de clase, en donde el

tratamiento matematico y didactico del dominio de investigaciéon “adlgebra”

lleve a la generalizacién y modelizacion. Esto mostrara al estudiante que la

interpretacién y justificacion son actividades propias del quehacer

matematico.

Pese a que incluso desde la primaria se empiezan a estudiar las herramientas
algebraicas, los resultados de las evaluaciones muestrales realizadas por la
UMC (Unidad de medicion de la calidad) del Ministerio de Educacién del Pery,
muestran que no se evidencia dominio de este campo de conocimientos. Por el
contrario, nuestra realidad muestra que los estudiantes poseen marcadas

carencias en la interpretacion y el uso del dominio de investigacion “algebra”.

Creemos que la mayoria de nuestros alumnos aprenden a operar expresiones
algebraicas y resolver ecuaciones de primer grado con un marcado énfasis

algoritmico, sin buscar relacionarlos con procesos de modelacion o acercarlos
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a formas de pensamiento matemadtico de tipo inductivo, argumentativo,

conjetural o demostrativo.

Desde una concepcidn del quehacer matematico como la Teoria Antropoldgica
de lo Didactico, se suministran las herramientas de analisis matematico y
didactico necesarias para reconstruir una posible evolucién del dominio de
investigacion “algebra”. Asi, se pretende mostrar como se inicia el estudio del
algebra en el primer afio de secundaria en el Per, a través del analisis de sus
diferentes organizaciones matemadticas y didacticas en libros de textos y
programas curriculares, ademas de una entrevista estructurada a los docentes
sobre su practica pedagégica. Luego, se propondra un modelo didactico
alternativo en el que se considerara la introduccion de los temas algebraicos a
través de tipos de problemas de complejidad creciente, utilizados

esencialmente como instrumentos de modelizacion.

El estudio permitira analizar, si es que como lo revelan las investigaciones
desarrolladas en otros contextos (Gascon, 1993), también en nuestra realidad
se presenta la introduccién del Algebra como una generalizacién de la
aritmética, y permitira describir e identificar potenciales conflictos,

condiciones y restricciones relacionados a su tratamiento didactico.

1.2. Antecedentes.

Gascon, J. (1993) identifica el algebra escolar con un simbolismo algebraico
que amplia y generaliza un lenguaje aritmético. Para Gascén, J. (1993), existe
un modelo epistemoldégico dominante en la institucién escolar que identifica el
"algebra escolar” con una obra que prolonga y generaliza unilateralmente la
"aritmética escolar”, una especie de "aritmética generalizada".

Por ello, considerando el modelo clasico de andlisis-sintesis, propone una
reconstruccion de la génesis del algebra escolar a partir de los problemas
verbales y de la modelizacion matematica. Pone especial énfasis en la
potencialidad para resolver y fundamentar métodos de resolucion, en clases
de problemas. Concluye en su investigaciéon que una actividad matematica

algebrizada debe permitir la manipulacion de la estructura de los problemas,
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unificando los tipos de técnicas y tecnologias utilizadas para la produccion de
nuevos problemas.

Este trabajo sirvié de base a las investigaciones de Pilar Bolea y Noemi Ruiz.

Bolea, P. (2003), en su tesis doctoral sobre el Proceso de Algebrizacion de las
Organizaciones Matematicas escolares, caracteriza el algebra escolar
definiendo algunos indicadores del grado de algebrizacion de una obra
matematica. Ademas, define cuatro etapas fundamentales en el proceso de
modelizacion algebraica. Algunas de las conclusiones de su trabajo son que el
algebra elemental deberia aparecer inicialmente como un instrumento
algebraico que genere organizaciones matematicas cada vez mas algebrizadas,
que existe dualidad entre las OM(organizaciones matematicas) algebrizadas y
las modelizaciones algebraicas, que en las instituciones escolares espafiolas se
da el fendmeno de la atomizacion del proceso de estudio y que el modelo que
identifica el algebra escolar con una prolongacién y generalizaciéon unilateral
de la aritmética escolar constituye la base de la tecnologia didactica del
profesor respecto a la ensefianza del dlgebra escolar.

Esta investigacion es importante para la investigacidn que se quiere realizar
por sus referentes en relacion al proceso de algebrizacion del tema de estudio,
y porque ademas, también estd enmarcado dentro del marco teérico en el que

nos apoyaremos, la TAD.

De acuerdo a Ruiz, N.; Bosh, M. & Gascén, J. (2010), la iniciacién al algebra
requiere de la elaboracién previa de un MER (Marco epistemolégico de
referencia) capaz de articular la introduccion del algebra elemental en los
primeros afios de la educaciéon secundaria. Este modelo se formulé como una
sucesion de OM cada vez mas amplias y completas.

La investigacion planteaba el problema de cémo introducir el algebra en la
primera etapa de la ESO (educacién secundaria obligatoria). Como resultado,
se obtuvo un desarrollo tedrico y una propuesta experimental sobre la
introduccién del instrumento algebraico de manera funcional, tomando como

punto de partida los problemas aritméticos. Esta propuesta muestra la
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relacion entre “lo numérico” y el algebra, a través de los “Programas de Calculo
Aritmético”.

En un estudio sobre la iniciaciéon al algebra desde la TAD, Olfos, R. (2002)
muestra cémo se inicia en las aulas chilenas el dlgebra escolar, en el contexto
de un cambio paradigmatico. Esto ocurre en el transito del octavo grado basico
a primero medio, donde la matematica pasa del ambito numérico al ambito del
algebra. El trabajo muestra un panorama general de las aulas, considerando
alumnado, profesores e instituciones observadas. Luego, se presentan las
organizaciones matematicas y las organizaciones didacticas desarrolladas en
tales aulas. Se contrasta la dimension factica con la dimensién curricular
establecida en los programas de estudio y en los textos escolares. Se concluye
proponiendo  un conjunto de hipoétesis, acerca de los procesos de
reconstrucciéon de las organizaciones matematicas en las aulas referidas a la
iniciacion al algebra, las que se pondran a prueba en una etapa futura de
analisis.

Algunas conclusiones de este trabajo fueron que se enfatiza la manipulacion de
expresiones simbdlicas por sobre la comprensién del significado y el uso que
pudiera darsele al algebra. Al igual que en las investigaciones de Gascén, se
confirmo que el dlgebra se identifica como una aritmética generalizada.

Esta investigacion sera relevante para el trabajo que pretendemos realizar
porque brinda pautas metodolégicas para identificar y analizar las
praxeologias de diferentes instituciones, ademas de herramientas teoricas

para el andlisis de las diferentes praxeologias involucradas.

Las dificultades en el uso del algebra trascienden la Educacién Basica. Asi,
segin Alurralde, F. & Ibarra, L. (2009) los estudiantes del primer afio de la
universidad tienen dificultades en el uso de las variables para el
planteamiento de diversas situaciones. Esto se basa en un estudio sobre la
produccién de los estudiantes en la primera evaluacion que se realiz6 en
Algebra Lineal y Geometria Analitica, en el primer afio de la carrera de
ingenieria en la Universidad Nacional de Salta.

El objetivo de dicha investigacion fue identificar las herramientas algebraicas

que utilizaban los estudiantes en la resolucién de los problemas propuestos
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respecto al uso de las letras en sus diversas formas. Esto se hizo a través del
andlisis de las respuestas a ejercicios relacionados al uso de letras sobre los
temas de matrices, sistemas de ecuaciones, determinantes y algebra vectorial.

Las respuestas de los estudiantes a las situaciones propuestas se analizaron de
acuerdo a las siguientes categorias: La interpretacion de las letras
involucradas, la simbolizaciéon en una situaciéon en la que aparece cierta
caracterizacion de la letra, la manipulacion de las letras que aparecen en una
expresion y la expresién del conjunto solucion.

La investigacion concluy6 que la mayor dificultad en los alumnos que cursaban
primer afio de ingenieria en la Universidad Nacional de Salta, en cuanto al uso
de las letras en algebra, se presentaba en las generalizaciones, cuando deben
utilizar las letras como nimeros generales y cuando deben utilizar las letras
como variables en la relacién funcional.

Los autores identifican algunas restricciones impuestas por el sistema de
ensefianza. Entre ellos destacan el poco tiempo que se dispone en los procesos
de enseflanza y aprendizaje de los temas mencionados y la necesidad de
evaluar. Estas causas llevan a su atomizacién, situacion que refuerza la
interpretacion del algebra como una aritmética generalizada y no como
instrumento de modelizacidn.

Este trabajo es relevante para la investigaciéon que se pretende realizar por su
relacion con el tema de estudio algebra (en cuanto al tratamiento de las letras
dentro del contexto algebraico). Ademas, la metodologia de trabajo seguida

sera la misma en la que se enmarcara la presente investigacion.

Teniendo en cuenta estas investigaciones, ademas de los referentes formales
en el Disefio Curricular Nacional, buscaremos analizar qué sucede en nuestra
realidad escolar. Es decir, se quiere analizar si el modelo dominante del
algebra en las instituciones escolares peruanas, en general es el modelo de la
aritmeética generalizada o no. Nuestra investigacion se circunscribe al analisis
del tratamiento del algebra escolar en el primer afio de secundaria sobre la
base de las pautas metodologicas de la teoria antropoldgica de lo didactico y

del enfoque ontosemidtico de la instruccién y la cognicion, las mismas que nos
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proporcionan todo un marco de andlisis de las praxeologias matematicas y

didacticas para la instituciéon escolar.

Formulacion del problema.

En el presente trabajo se busca analizar si el tratamiento del algebra escolar en
el primer afio de secundaria corresponde a un proceso de algebrizacion o si el
encuentro con tdépicos algebraicos es a través de una aritmetizacion del
algebra. En este proceso se analizara también el papel que juega la

modelizacién.

1. 3. Objetivos de la investigacion.

Objetivos generales.

1. Analizar si el tratamiento del adlgebra en el primer afio de secundaria
corresponde a un proceso de algebrizacion y si la modelizacién esta
presente en el proceso de instruccion estudiado.

2. Mostrar que el algebra puede surgir como instrumento para
modelizar y resolver situaciones especificas de complejidad

creciente.

Objetivos especificos.

e Analizar los lineamientos curriculares propuestos en el DCN (Disefo
curricular nacional) respecto al tratamiento del algebra escolar.

e Analizar si los tipos de tareas y técnicas propuestos en los libros de
texto y actividades de clase son pertinentes para el estudio de temas
algebraicos.

e Identificar la tecnologia dominante en los libros de texto y
actividades de clase respecto al estudio del algebra.

e Identificar las condiciones y restricciones de origen didactico y
matematico que dificultan el proceso de estudio del algebra.

e Diseflar una organizacion didactica pertinente para el estudio
introductorio del algebra, integrando los diferentes momentos de su

proceso de estudio, basados en el principio de que el dlgebra escolar
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debe aparecer para atender a la necesidad de resolver situaciones

especificas.

1. 4. Cuestiones de investigacion.

;Qué elementos teoricos justifican el actual tratamiento del algebra?
(Cudl es la importancia que se da y qué papel deberia tener la
modelizacion en el tratamiento introductorio del algebra?

;Se reconstruyen las organizaciones matematicas escolares que aparecen
propuestas en el DCN y en los libros de texto? ;Estos son coherentes
entre si?

¢;Cudl es el grado de algebrizacidn de las organizaciones matematicas que
corresponden al tratamiento de las ecuaciones de primer grado?

;Qué caracteristicas especificas deberia tener el proceso de estudio del
algebra para que las organizaciones matematicas involucradas en su

estudio tengan un caracter algebrizado?

1. 5. Hipodtesis de la investigacion.

e La actividad matematica que se realiza en el primer afio de
secundaria, en el tratamiento del algebra, es desarticulada y no
existe coherencia entre las organizaciones didacticas institucionales
(las que surgen del didlogo, el convenio y la regulaciéon en el seno de
un grupo de individuos ante cierta clase de problemas)

e La ensefianza del algebra se presenta como una generalizacion de la
aritmética.

e Las organizaciones matematicas escolares en el tratamiento del
algebra, no muestran la modelizacién algebraica como proceso de
algebrizacién progresivo y continuo.

e Existen restricciones de origen matematico y didactico que impiden

algebrizar la organizaciéon matematica ecuaciones de primer grado.
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CAPITULO 2. Marco tedrico.

En este capitulo presentamos algunas reflexiones teoricas sobre la teoria de
transposicion didactica y la teoria antropolégica de lo didactico, propuestas por

Chevallard (1991); ademas, de algunos aportes del enfoque ontosemidtico de la
instruccién y la cognicién matematica (EOS) de Godino, Font y Wilhelmi (2006).

Estas teorias nos brindaran herramientas de analisis que nos permitiran
caracterizar la serie de transformaciones a las que son sometidos los
conocimientos algebraicos al pasar de una institucién a otra, resaltar el papel de
las instituciones en un sistema didactico y analizar la idoneidad didactica de un

proceso de estudio para mejorar su funcionamiento.

2.1. Teoria de transposicion didactica.

Segun Chevallard, Y.; Bosch, M. & Gascoén, J. (1997); la transposicion didactica
es el conjunto de transformaciones adaptativas que sufre una obra para ser
enseflada en el aula, considerando tanto un eslabdon anterior como otro
posterior. La primera etapa de la transposiciéon tiene lugar en la propia
comunidad matematica, viene luego la transposiciéon de la obra matematica
que se transforma para adaptarse a una institucidon didactica concreta. Luego,
vienen una tercera etapa que se desarrolla dentro del proceso didactico mismo
y que, con el tiempo, puede originar transformaciones importantes en la obra
matematica.

Chevallard, Y. (1997), distingue tres tipos de saberes: saber cientifico, que es
producido por los cientificos; saber a enseriar, que es pensado y seleccionado
en la noosfera (educadores, autores, etc); y saber ensefiado, que resulta del
trabajo realizado en aula por el profesor.

Esto lo mostramos en el siguiente esquema:

Saber Saber a Saber
cientifico ensefar ensenado
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2.2. Teoria antropolégica de lo didactico.

La TAD fue uno de los primeros enfoques en considerar, como objeto de
estudio e investigacion, no sélo las actividades de ensefianza y aprendizaje en
el aula, sino todo el proceso que va desde la creacion y utilizacion del saber
matematico hasta su incorporacion en la escuela como saber ensefiado. Dicho
objeto de estudio incluye ademas todas las instituciones que participan en este
proceso.

Nuestro trabajo va a desarrollarse bajo el marco tedrico de la teoria
antropoldgica de lo didactico (TAD), que surge del desarrollo de la teoria de
transposicion didactica de Chevallard. Bajo esta perspectiva, la actividad
matematica debe ser interpretada como una actividad humana junto a las
demds, y no considerarla solo como la construccion de un sistema de
conceptos, como la utilizaciéon de un lenguaje o como un proceso cognitivo. La
TAD privilegia la dimensidon institucional del conocimiento matematico,
ubicando la actividad matematica y, por tanto, la actividad de estudio de la
matematica, dentro del conjunto de actividades humanas. Esto porque
considera que las praxeologias no dependen, en primera instancia, de las
personas individualmente, sino de las instituciones en las que actdan.
Considera que una institucion es un dispositivo social en el que “viven”
distintas praxeologias - maneras de hacer y de pensar determinadas - y en el
que las personas “entran”, convirtiéndose en sujetos de las instituciones, para

hallar las condiciones apropiadas de desarrollo de sus actividades

Alurralde, F. & Ibarra, L. (2009), indican que:

El enfoque antropolégico precisara explicitar un modelo general de las
matematicas institucionales, que incluya la matematica escolar como un
caso particular y de un modelo de las actividades matematicas
institucionales que incluya la ensefianza- aprendizaje escolar de las
matematicas como una actividad matematica institucional particular. ( p.

1).
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Bosch, M.; Portabella, M.; Gascén, ]. & Bolea, P. (1998), tomando como
referencia los programas de investigacion propuestos por Lakatos, plantean
lo didactico dentro del

situar la teoria antropoldgica de enfoque

epistemolégico. Sus elementos principales son:

Tabla 1: Principales elementos del enfoque epistemolégico.

Nucleo firme: Constituido Cinturéon protector: Incluye Heuristica positiva:

por un modelo de la actividad supuestos adyacentes que Considera las lineas de

matematica y de la actividad protegen el nticleo firme y que sise | nvestigacion,

didactica. Sus principios pueden modificar. cuestionamientos .
planteados. Un tipo de

fundamentales son: Sus postulados son:

problema de investigacion
que se propone es:

e La existencia de e Para estudiar el funcionamiento
fendmenos didacticos no (v los disfuncionamientos) del ¢ Analizar las
reducibles a fendmenos de sistema did4ctico, asi como los organizaciones
otro tipo y especificos de distintos fenémenos didacticos matematicas que son
las matematicas. vinculados, es necesario propuestas  para  ser
e La necesidad de considerar empezar analizando las estudiadas en la escuela,

como objeto primario de actividades matematicas que se las que son efectivamente

investigacion la actividad desarrollan en las distintas construidas en el aula y
matematica instituciones de ensefianza y las organizaciones
institucionalizada y, en también aquellas actividades didacticas del profesor y
particular, la actividad que legitiman o motivan el de los alumnos que
matematica que se ensefia proceso de ensefianza. permiten llevar a cabo los
y la que se pretende e Toda actividad matematica Procesos .de estudio
ensefar. contiene actividades didacticas. correspondientes.

con la creacién de un
marco teérico especifico.

® La ambicion de construir la Toda actividad didactica, en
didactica de las cuanto actividad de estudio
matematicas como ciencia (que incluye la produccion,
experimental auténoma, ensefianza y difusion de
con su correspondiente conocimientos matematicos) es
metodologia cientifica y una actividad matematica (lo

didactico es lo matematico en
sentido amplio).

Para el caso especifico del presente trabajo nos abocaremos al analisis de los

elementos que componen el ntcleo firme, el cual segun Bosch, M.; Portabella,

M.; Gascon,]. & Bolea, P. (1998) tiene los siguientes componentes:

a) Un modelo general de la actividad matematica considerada como un

proceso de estudio de campos de problemas. La nocién central de

esta teoria es la de organizacibn o praxeologia matematica

compuesta por los siguientes elementos:

e Los tipos de problemas.

¢ Un conjunto estructurado de técnicas que permiten abordarlos.
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e Un discurso tecnoldgico que describe, explica y justifica las
técnicas.

e Un segundo y ultimo nivel justificador, la teoria, que da sentido a
los problemas planteados, permite interpretar las técnicas y
fundamenta las descripciones y demostraciones tecnolégicas.

b) Un modelo del proceso de estudio, que incluye la creacién o
recreaciéon de una praxeologia matematica. Dicho proceso de estudio
se organiza a través de seis momentos que forman parte de la
llamada teoria de los momentos didacticos:

e El momento del primer encuentro.

¢ El momento exploratorio.

e El momento del trabajo de la técnica.

e El momento tecnolégico-teorico.

e El momento de la institucionalizacion.

e El momento de la evaluacion.

Sobre la heuristica positiva, en este trabajo describiremos el estudio
introductorio del algebra a través del andlisis de sus componentes y las
relaciones dindmicas que se dan en su organizacion matematica y didactica;

ademas de analizar sus condiciones de existencia institucional.

2.2.1. Elementos de la teoria antropoldgica de lo didactico que se emplearan en
la investigacion.

Praxeologia: estructuracion o modelo unico y coherente de toda actividad
humana regularmente realizada, sobre los modos de hacer y saber. El término
praxis hace referencia al saber hacer, es decir, los tipos de problemas o tareas
que se estudian y las técnicas que se construyen para solucionarlos. El término
logos, se identifica con el saber e incluye las descripciones y explicaciones que
nos permiten entender las técnicas, esto es, el discurso tecnolégico y la teoria
que da sentido a los problemas planteados. Tipos de tareas, técnica, tecnologia
y teoria son los elementos que componen una praxeologia. (Bosch, Espinoza &

Gascon, 2003).
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Organizaciones Matematicas (OM): es la realidad matemadtica que se
pretende estudiar. Las praxeologias u organizaciones matematicas, tienen dos
componentes uno practico-técnico, formado por tareas y técnicas; y otro
tecnolégico-tedrico, formado por tecnologias y teorias. (Parra, Otero &
Elichiribehety, 2006).

Chevallard (1989), introdujo la distincion de diferentes tipos de OM, segtn el
grado de complejidad de sus componentes:

e Organizaciones puntuales (OMP): estan generadas por lo que se
considera en la institucién como un tUnico tipo de tareas y esta
definida a partir del bloque practico-técnico.

e Organizaciones locales (OML): es el resultado de integrar diversas
praxeologias puntuales. Cada praxeologia local estd caracteriza por
una tecnologia, que sirve para justificar, explicar, relacionar entre si
y producir las técnicas de todas las praxeologias puntuales que la
integran.

e Organizaciones regionales (OMR): se obtienen mediante la
coordinacion, articulacion y posterior integracion de diversas
praxeologias locales con una teoria matematica en comun.

e Organizaciones globales (OMG): surgen agregando varias
praxeologias regionales a partir de la integracion de diferentes
teorias. (Chevallard, 1999, citado en Bosch, Garcia, Gascon y Ruiz,

2006, p. 39).

Por otro lado, las organizaciones matematicas (OM) reconstruidas y
estudiadas en una determinada institucion, relativas a una nocién matematica,
en general, no coinciden con la OM efectivamente reconstruida en el aula, y
ésta, a su vez, raramente coincide con la OM efectivamente aprendida.

Por esto la teoria antropoldgica de lo didactico (TAD) (Chevallard, 1999),
propone que se elabore una OM de referencia, que actiile como un punto de
observacion del analisis de las diferentes OM que se proponen, reconstruyen y
aprenden. Bosch, M.; Espinoza, L. & Gascon, J. (2003), definen una OM de
referencia como “un modelo de OM” que permite analizar las reconstrucciones

propuestas en los programas oficiales y en los libros de texto sobre ciertos
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“temas” de estudio, cuestiones o nociones.
La siguiente figura muestra el proceso transpositivo que define lo que es

posible estudiar o reconstruir en una clase de matematica.

Saber Sabio Saber a ensejiar Saber ensejiado Saber “aprendido”
{Instituciones OlvI propuesta para a ser OV efectivarmente Ol efectivarente
productorasde | ensefiada — reconstruda — aprendida
saber) (Sisterna educativo: (Escuela, Sisteroa {Sisteraa Diddctico)
noosfera) Didactico)

Figura 1: Sucesion de OM. Adaptado de Bosch & Gascon (2006).

Organizaciones Didacticas (OD): se refiere a la forma en que una realidad
matematica se pretende estudiar. Las praxeologias u organizaciones
didacticas, tienen al igual que las organizaciones matematicas dos
componentes uno practico-técnico, formado por tareas y técnicas, y el otro
tecnolégico-tedrico, formado por tecnologias y teorias. (Parra et al, 2006).

En la reconstrucciéon de una OM hay ciertas situaciones didacticas que estan
necesariamente presentes. Chevallard denomina a estos tipos de situaciones,
momentos de estudio o momentos didacticos, cuyo cumplimiento es debido a

la puesta en ejecucidn de técnicas didacticas determinadas.

Modelizacion algebraica: es el proceso de reconstruccion y articulacion de
praxeologias de complejidad creciente, tienen su origen en el cuestionamiento
de las razones de ser de las organizaciones matematicas que se desea
reconstruir y articular. La modelizacion algebraica permite, ademas, describir,
generalizar y justificar procesos de resolucion de problemas, asi como unificar
técnicas y tipos de problemas que aparecen inicialmente desconectados, para
luego conducir a una ampliacién y transformaciéon progresiva del sistema
inicial que se estudia, con la incorporacién de nuevos tipos de problemas,
nuevas técnicas de resolucién, nuevas interpretaciones, nuevos vinculos con
otros sistemas, etc.

Las modelizaciones algebraicas se caracterizan porque permiten modelizar
todos los componentes de una obra, en particular las técnicas. Una vez

modelizadas algebraicamente las técnicas pueden ser manipuladas como nuevos
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objetos matematicos, esto permite cuestionarse sobre la justificacion, alcance e

interpretacién de los resultados.

Siguiendo a Chevallard y Gascon, la modelizacién matematica, y en particular

la modelizacién algebraica, se desarrolla en cuatro etapas fundamentales

(Bolea, 2003):

e Problematica inicial, que comprende la situacién problematica a analizar y
las cuestiones o preguntas iniciales que nos formulamos al respecto.

e Construccion del modelo, consiste en identificar y definir las variables
involucradas en el problema y las relaciones entre ellas.

e Trabajo del modelo, se basa en manipular las relaciones establecidas,
buscar e interpretar nuevas relaciones en pos de responder alguna de las
preguntas formuladas inicialmente.

e Produccién de problemas nuevos, donde a partir de la modelizaciéon del
sistema inicial, se simplifica la tarea de plantear nuevas cuestiones,
investigar e interpretar nuevos problemas que amplian el conocimiento del

sistema estudiado inicialmente.

Algebra: es un instrumento de estudio de organizaciones previamente
constituidas, o, en términos de la TAD, es una técnica.

Entenderemos, el dlgebra escolar como un proceso de modelizaciéon que, a
partir de una OM inicial (el sistema) construye una nueva OM (modelo) que
permitira, entre otras cosas, estudiar (describir, estructurar, relacionar con
otras OM, entender, etc.) la OM de partida.

Con origen en el modelo clasico de analisis-sintesis, Gascon, J. (1993) propone
una reconstruccion de la génesis del algebra escolar a partir de los problemas
verbales y de la modelizacion matematica. Pone énfasis en la potencialidad
para trabajar, resolver o fundamentar métodos de resolucién, en clases de
problemas.

Desde este punto de vista, una actividad matematica algebrizada permitira la
manipulacién global de la estructura de los problemas, unificando los tipos de

técnicas y tecnologias utilizadas y produciendo nuevos problemas.
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Técnica matematica: son las maneras de hacer que nos permiten realizar las
tareas de forma sistematizada y segura. Las técnicas nos deben permitir
convertir un tipo de tarea inicialmente problematica, en tareas realizadas
regularmente con éxito. Chevallard, Y.; Bosch, M. & Gascén, J. (1997), aclaran
que, aunque los algoritmos constituyen un tipo particular de técnica, es
importante no confundir ambas nociones. En general, la aplicacién de una
técnica matematica siempre mantiene cierto grado de indeterminacién atn

cuando su definicion sea precisa.

Tecnologia: es el discurso interpretativo- justificativo de las técnicas y de su
ambito de aplicabilidad o validez, su principal funcién es aportar elementos
para modificar la técnica con el fin de ampliar su alcance, superando asi sus
limitaciones y permitiendo en algunos casos la produccién de una nueva

técnica. (Chevallard, Bosch & Gascon, 1997).

Presentamos algunos resultados de la TAD en torno al algebra:

e Se caracterizan las modelizaciones algebraicas dentro de la nocién de
modelizacién matemadtica (Chevallard, 1989), ademas se considera que no
existe un criterio de demarcaciéon que permita precisar los limites entre
una obra algebrizada y una obra prealgebraica. Se postula, que la
algebrizacién de una obra matematica es una cuestion de grado, por ello se
intenta caracterizar el proceso de algebrizacién con ayuda de la nocion de
modelizacion algebraica.

Se dice que una organizacion matematica esta algebrizada cuando pueda ser

considerada como un modelo algebraico de otra obra matematica.
Esquematicamente, se parte de un sistema inicial, matematico o
extramatematico, que se quiere estudiar, se somete primero a una
modelizacion matematica y, luego a una modelizacion algebraica de la obra
matematica. De esta forma se asegura la construccion de una organizacion
matematica algebrizada. (Bosch, et al, 1998).

e Las modelizaciones (mas o menos) algebraicas se distinguen de otros tipos

de modelizaciones matematicas, que podemos llamar "prealgebraicas”, por
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2.2.2.

tres rasgos caracteristicos fuertemente relacionados entre si (Bosch, et al,

1998, p. 7):

(1) Las modelizaciones algebraicas modelizan explicitamente las técnicas
matematicas que forman parte del sistema inicial y que juega el papel de
sistema a modelizar. Una vez modelizadas algebricamente, las técnicas
pueden ser manipuladas como nuevos objetos matematicos, lo que
posibilita el rapido desarrollo de las mismas.

(2) La tematizaciéon de las técnicas, que en las obras prealgebraicas
permanecen como  objetos  paramatematicos (herramientas
transparentes utiles para actuar, pero que no se consideran como objetos
matematicos que deban estudiarse por si mismos) permite plantear
cuestiones relativas a la justificacion, alcance e interpretacion de las
mismas.

(3) Las modelizaciones algebraicas modelizan integramente todas los
componentes de la obra matematica que hace el papel de sistema, en
lugar de limitarse a modelizar aisladamente algunos de dichas
componentes.

El considerar el proceso de algebrizacién como una técnica didactica o

técnica de estudio, ha mostrado la profunda interdependencia entre la

naturaleza y la estructura de las organizaciones matematicas que pueden
vivir en una institucién didactica determinada y los procesos de estudio que
es posible llevar a cabo con dichas organizaciones. Es decir, se ha puesto de
manifiesto hasta qué punto la algebrizacion de una obra matematica puede
ser considerada como un instrumento que permite llevar a cabo un proceso

de estudio. (Bolea, Bosch y Gascon, 1998, citado en Bosch, et al, 1998).

La modelizacion matematica en la teoria antropoldgica de lo didactico.
La TAD postula que “gran parte de la actividad matematica puede
identificarse (..) con una actividad de modelizacion matematica”
(Chevallard, Bosch & Gascon, 1997, p. 51). Esto significa que la
modelizacion no es s6lo una dimension de la actividad matematica sino, que
la mayoria de actividades matematicas son actividades de modelizacion. La

nocion de modelizacion no debe restringirse s6lo a la matematizacion de
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situaciones extramatematicas; dentro de la misma matematica es un
aspecto esencial.

En el marco de la TAD los problemas importantes son aquellos que pueden
reproducirse y desarrollarse en tipos de problemas mas amplios y
complejos; es decir, aquellos que puedan generar un conjunto amplio y rico
de organizaciones matematicas, que permitan el desarrollo de una actividad
matematica y que considere las restricciones que la institucién escolar
impone.

En conclusion, para la TAD la modelizacidn es un proceso de reconstruccion
y articulacion de organizaciones de complejidad creciente (puntual, local y
regional), que deben tener su origen en el cuestionamiento de las razones

de ser de las organizaciones matematicas que se estudian.

2.2.3. Algebrizacion de una organizacion matematica.

Bolea, P.; Bosch, M. & Gascoén, J. (2001), describen 4 indicadores del grado de
algebrizacion de una organizacién matemadtica, los que se cumplen de
manera creciente y progresiva a medida que avanzamos en los niveles de
algebrizacidn:

(1) Primera etapa del proceso de algebrizacion: la manipulacién de la
estructura global de los problemas. Consiste en describir los
problemas resolubles con determinadas técnicas, considerandolos
como problemas aislados. Por lo general se plantea una expresion
algebraica y su correspondiente resoluciéon a través de un trabajo
aritmético, sin mediar en la busqueda de expresiones algebraicas
equivalentes u otro tipo de simplificaciones.

Para ilustrar presentamos un ejemplo del trabajo de Ruiz, Bosch y
Gascon (2010):

Piensa un nimero, simale el doble de su consecutivo, suma 15 al
resultado y, por ultimo, resta el triple del nimero pensado
inicialmente. ;Qué resultado se obtiene? ;Qué pasa si se cambia el

numero pensado inicialmente?
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(2)

Segunda etapa del proceso de algebrizacion: la tematizacién de las
técnicas y nueva problemdtica al nivel tecnolégico. Consiste en
plantear y estudiar problemas relacionados con la descripcion, la
interpretacién, la justificacion y el alcance de las técnicas que
integran la obra. Se plantea una expresion algebraica, pero ademas
se analizan las propiedades, todas las posibilidades de existencia de
una solucion y el instrumento de resolucién en forma general.

Como ejemplo presentamos una situacidn planteada en el trabajo de
Ruiz, Bosch & Gascén. (2010):

Marta piensa un nimero. Le suma el doble de su consecutivo, le resta
17 al resultado y, por ultimo, lo divide todo entre 3. Si el resultado
final es 4 unidades mayor que el doble del nimero pensado, ;se

puede determinar qué nimero pensé Marta?

(3) Tercera etapa del proceso de algebrizacidn: unificacién y reduccion de

(4)

los tipos de problemas, técnicas y tecnologias. Consiste en el
planteamiento de nuevas cuestiones tecnoldgicas que amplian
enormemente la clase a la que pertenece un problema. Dependiendo
de la naturaleza del problema y del contexto en el que se formule, las
cuestiones de este tipo pueden multiplicarse.

Ejemplo tomado de Ruiz, M.; Bosch, M. & Gascoén, ]. (2010):

En un banco nos proponen el siguiente plan de inversiones: nos dan
un 5% cada trimestre y nos descuentan un 1% al final del afio en
concepto de comision. ;Cudl sera el capital al final del afio si la
inversion inicial ha sido de 1000 €? ;Y de aqui a 3 afios? ;Qué capital
inicial deberia invertir para que este se hubiese triplicado al final del
afio?;Qué porcentaje deberiamos negociar con el banco cada
trimestre para duplicar el capital inicial a final del afio?;Cuanto
tiempo ha de pasar para que el capital inicial se triplique?

Cuarta etapa del proceso de algebrizacidon: emergencia de tipos de
problemas independientes del sistema modelizado. Consiste en
independizarse del sistema del cual la obra es un modelo algebraico
y generar tipos de problemas muy alejados del contexto de dicho

sistema. Ya no se piensa en la resoluciéon del problema con un
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numero como resultado, sino en la construccion de un modelo
independiente del sistema inicial.

Ejemplo de Ferreyra, N.; Rechimont, E.; Parodi, C. & Castro, N.
(2010):

Hay cinco cajas con caramelos. Se quita 1/n1 de los caramelos de la
primera caja y se agregan a la segunda. Luego se quita 1/ n2 de los
caramelos que hay ahora en la segunda caja y se agregan a la tercera.
Mas tarde, se quita 1/n3 de los caramelos que hay ahora en la tercera
caja y se agregan a la cuarta. Finalmente, se quita 1 /ns de los
caramelos que hay ahora en la cuarta caja y se agregan a la quinta. Si
todas las cajas terminan con una misma cantidad K de caramelos
cada una. ;Cuantos caramelos habia inicialmente en cada caja?, ;Qué

caracteristicas debe tener k?

Considerando las investigaciones revisadas, en el nivel secundaria y para un
mismo curso se llega hasta un segundo nivel de algebrizacién. La exigencia
requerida para el tratamiento didactico y de generalidad en los otros dos
niveles de algebrizacion se plantea en trabajos aplicados a nivel universitario
de futuros profesores de matematica, donde el paso por cada una de estas
etapas se da a partir de una situaciéon abordable en un mismo curso y para un
mismo tema.

En el caso de nuestra propuesta, plantearemos situaciones abordables hasta
un segundo nivel de algebrizacion, debido a que so6lo aplicaremos la propuesta
con estudiantes de primer aflo de secundaria, quedando como una cuestién
abierta el planteamiento de situaciones abordables a un nivel superior para

estudiantes universitarios o de los ultimos grados del nivel secundario.

2.3.Idoneidad didactica de un proceso de estudio.

Considerando que necesitamos algunos elementos para el analisis de la
idoneidad epistémica y ecolégica de los contenidos ensefiados, ademas de

referentes relacionados con los conocimientos cognitivos previos; damos
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algunos alcances de la idoneidad didactica de un proceso de estudio y de las
dimensiones que éste comprende.

Godino, et al. (2006), conciben la idoneidad didactica como la articulacién
coherente y eficaz de las distintas dimensiones implicadas en los procesos de
estudio matematico: epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional,

emocional y ecoldgica.

Idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los
significados institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un
significado de referencia.

e Idoneidad cognitiva, expresa el grado en que los significados
pretendidos/implementados estén en la zona de desarrollo potencial de los
alumnos, asi como la proximidad de los significados personales logrados a
los significados pretendidos/ implementados.

e Idoneidad interaccional, grado en que las configuraciones y trayectorias
didacticas funcionan adecuadamente. Esta idoneidad permite, por una parte,
identificar conflictos semidticos potenciales (que se puedan detectar a
priori), y por otra parte permite resolver los conflictos que se producen
durante el proceso de instruccion.

e Idoneidad mediacional, grado de disponibilidad y adecuacion de los
recursos materiales y temporales necesarios para el desarrollo del
proceso de ensefianza aprendizaje.

e Idoneidad afectiva, grado de implicaciéon (interés, motivacién) del
alumnado en el proceso de estudio. La idoneidad afectiva esta relacionada
tanto con factores que dependen de la institucién como con factores que
dependen basicamente del alumno y de su historia escolar previa.

e Idoneidad ecoldgica, grado en que el proceso de estudio se ajusta al

proyecto educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los

condicionamientos del entorno en que se desarrolla.

A continuacion mostramos la relacion de todas las dimensiones antes

senaladas:
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Dialogo Sociedad

Interaccion Curriculo

Comunicacion Escuela
INTERACCIONAL 5&‘;‘-3‘2:2’3
(Negociacion) P

MEDIACIONAL
> (Disponibilidad)

EMOCIONAL
(Implicacion)

Actitudes Recursos técnicos
:/l?t(i:\t/gziones Morvisn
COGNITIVA EPISTEMICA
(Proximidad) (Representatividad)
Acoplamiento
Participacion
Apropiacion

Figura 2: Del articulo: Analisis y valoracién de la idoneidad didactica de
procesos de de estudio de las Matematicas de Juan D. Godino, Delisa
Bencomo, Viceng Font y Miguel R. Wilhelmi.
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CAPITULO 3. Metodologia de Investigacion.

3.1. Descripcion de la metodologia seleccionada.
Segun la estrategia de investigacion aplicada, la metodologia de trabajo sera
cualitativa de tipo etnografico, modalidad que pasamos a explicar.
La investigacidon etnografica constituye la descripcion y el andlisis de un
campo social especifico. Su meta principal es captar el punto de vista, las
motivaciones y expectativas que los actores otorgan a sus propias acciones
sociales. El comportamiento social involucra diversos grados y niveles de
observacion participante, esta permite a su vez confrontar lo que la gente
dice de lo que hace, y distinguir la norma de la practica real. La relevancia de
este tipo de investigacidn es que permite ver muchos aspectos subjetivos que
dificilmente se cuantifican o miden objetivamente.
Por otro lado, una de sus limitaciones es que por ser de naturaleza
interpretativa puede estar afectada por prejuicios, que cuestionen la validez y
la confiabilidad de la investigacion. Por ello, para probar su confiabilidad y
validez es importante que los hallazgos se comprueben por diversos medios y
que se repitan las entrevistas e instrumentos para procurar su consistencia.
(Rodriguez, G; Gil, . & Garcia, E, 1999).
En el siguiente cuadro mostramos la correlaciéon que hay entre la etnografia y
la TAD como metodologia de investigacion:

Tabla 2: Correlacion entre la etnografia y la TAD.

INDICADORES ETNOGRAFICO TAD
Comprender las relaciones entre Nuestros objetivos:
comportamiento y cultura. 1. Analizar si el tratamiento del
La aproximacién etnografica, nos dlgebra en el primer afio de
El propésito de la lleva a considerar los significados secundaria corresponde a un
investigacion. que se generan en una cierta proceso de algebrizacién y sila
cultura y comunidad que vive en modelizacién esta presente en
una  institucion dada, con el proceso de instruccién
restricciones propias a los modos estudiado.
de uso del saber 2. Mostrar que el algebra puede
surgir como instrumento para
modelizar y resolver
situaciones  especificas de
complejidad creciente.
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La naturaleza del
proceso de
investigacion.

Estudio de los contextos, énfasis en
la ocurrencia de los procesos y
cambios naturales. Tiene en cuenta
el caracter evolutivo del estudio.

El estudio incluye el andlisis de
las praxeologias matematicas y
didacticas presentes en la
institucion escolar (tipos de
tareas, técnicas, tecnologias y
teorfas), en relacién al dominio
de investigacion tratamiento del
algebra escolar.

Métodos de
recoleccion de datos.

Observacion participante,
entrevistas no  estructuradas,
colecciones de documentos,
interacciéon discursiva y

contrastacién de opiniones de los
miembros.

Entrevista estructurada.*
Observaciones de caracter no
participante recopilando los
datos en video, audio y registros
escritos.

Andlisis de los materiales
tedricos y practicos que se
ofrecen a los estudiantes (libros
de texto).

Andlisis del programa analitico
con los contenidos por unidad.

Sobre la muestra de
investigacion.

Estudio de un reducido nimero de
casos.

La muestra de investigacién
corresponde a dos aulas de 35
alumnos cada una del primer afio
de secundaria.

Métodos de analisis
de datos.

Se conoce los resultados de
investigaciones y teorias paralelas
que pueden ayudar en la
interpretacion y comprension, se
comparan los hallazgos con los de
otros investigadores para
corroborarlos o contrastarlos con
los mismos.

Descripcion sistematica de las
caracteristicas que tienen las
variables de los fendmenos en
juego, de la codificacién y
formacion de categorias
conceptuales, del descubrimiento y
validacion de asociaciones entre los
fenomenos, de la comparacion de
construcciones légicas y postulados
que emergen de los fendmenos de
un ambiente con otros de ambientes
0 situaciones similares.

Interpretacién y explicaciéon de
los significados en cada una de
las  praxeologias  analizadas,
considerando las investigaciones
previas de la TAD 'y, algunas
herramientas de analisis del
enfoque ontosemiottico de la
instruccion 'y la  cognicién
matematica.

* Entrevista en las que a todos los entrevistados se les hacen las mismas

preguntas con la misma formulacién y en el mismo orden. Los entrevistados

tienen plena libertad para manifestar su respuesta. Se trata de un

cuestionario de preguntas abiertas.
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3.2. Fases generales de la metodologia.

La metodologia de investigacion tiene un modelo para el proceso de estudio,
que incluye la recreaciéon de una praxeologia matematica, este proceso de
estudio se organiza a través de seis momentos:

a) El momento del primer encuentro con la organizacién que esta en juego.

b) El momento exploratorio del tipo tareas, relaciona un determinado tipo de
problemas con la construccion de una técnica adecuada para abordarlos.

c) El momento de trabajo de la técnica, se refiere al dominio y nueva creacion
de técnicas matematicas.

d) El momento de la constitucion del entorno tecnolégico-tedrico (que
justifique y explique las técnicas aplicadas y que permita la construccién de
nuevas técnicas).

e) El momento de la institucionalizaciéon( que delimita y precisa aquellos
elementos constituyentes de la organizacién matematica construida)

f) El momento de la evaluacién de la praxeologia construida. Este momento se
articula con el momento de la institucionalizacién: la suposicién de

relaciones institucionales transcendentes a las personas. (Bosch, et al, 1998,

p.3).

3.3. Descripcion de las fases generales en el contexto de la investigacion que se

propone.
Tabla 3: Fases generales y fases de la investigacion.
FASES GENERALES FASES DE LA INVESTIGACION
Exploracién y reconocimiento de la problemaética en base a
El momento del primer los estudios previos y al marco teérico de la TAD.
encuentro

Construccién del modelo epistemoldgico de referencia
(MER) del conocimiento matemadtico: algebra escolar, esta
construcciéon es imprescindible para estudiar el saber
matematico antes de que se transforme para ser ensefado.
Una OM de referencia actiia como un punto de observacion
El momento exploratorio del anadlisis de las diferentes OM que se proponen,
reconstruyen y aprenden. Bosch, Espinosa y Gascén (2003)

definen una OM de referencia como “un modelo de OM” que
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permite analizar las reconstrucciones propuestas en los
programas oficiales y en los libros de texto sobre ciertos
“temas” de estudio, cuestiones o nociones.

Descripcion, completamiento y analisis de las OM
empiricas (mediante la utilizacion del modelo).
Descripcién y andlisis de las organizaciones matematicas
presentes en el curriculo y desarrolladas en aula:
e Observaciones de caracter no participante recopilando
El momento del trabajo de la los datos en video, audio y registros escritos.
técnica. e Revision y andlisis de los materiales teoricos y practicos
que se ofrecen a los estudiantes (libros de texto).
e Revisiéon con caracter descriptivo de los planes de
estudios, DCN y otros documentos formales que
direccionan la practica didactica y matematica en el aula.

Revision y validacion de la OM de referencia a partir de
los datos empiricos.

Construccion de la “OD de referencia” asociada a la OM

e Analizar la manera de completar las organizaciones
escolares existentes y proponer formas de articularlos.

El momento tecnolégico- e Disefio de una organizaciéon didactica para el estudio
tedrico introductorio del algebra, basada en el principio que el

algebra escolar debe aparecer para atender a la

necesidad de resolver situaciones especificas.

Considerando ademads las restricciones y condiciones

impuestas por la institucion.

Revision y validacion de la OD de referencia a partir de los
datos empiricos.

Se realiza la experimentacion en aula de la OD disefiada.

e Experimentacion de la  organizacion  didéctica,
reformulacidn de la actividad propuesta para promover la

El momento de la investigacion y la posible adquisicion del habito de

institucionalizacion. conjeturar y desarrollar modelos generales para

problemas y soluciones particulares e inducir a la

generalidad.

El momento de la evaluacién | e Se revisara la pertinencia de la OD a partir de su puesta en
practica.
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3.4. Disefo de instrumentos que se emplearan en la investigacion.

Tabla 4: Diseiio de instrumentos

Instrumentos Finalidad Caracteristicas Insumos
necesarios
Obtener datos Preguntas de desarrollo Lectura de
empiricos que apoyen que exploren las ideas | modelos en el
Entrevista la existencia en la que tiene el profesor | marco de la
estructurada. educacion secundaria sobre su practica en aula TAD, referidos al

de una aritmética
generalizada y de la
(0])) alternativa
llamada
“modelizacion
algebraica”.

en relacion al
tratamiento del algebra y
su correspondencia con

los procesos de
algebrizacion y la
modelizacion.

mismo
instrumento.

Ficha técnica
del
investigador

Observar y analizar la
manera de hacer.

A través de preguntas:
;Qué hacen? ;Como lo
hacen exactamente?
Sobre las tareas:

(Estan claramente
identificados? iSon
explicitos?

¢Proporcionan una

buena muestra de las
situaciones matematicas
encontradas? ;Aparecen
como aisladas, sin
relacion con el resto de
las actividades?

Sobre las técnicas:

:Se elaboran
efectivamente, o
solamente se bosquejan?
;Son faciles de usar? ;Su
alcance es satisfactorio?
Sobre las tecnologias:

Las formas de
justificacion ;Se adaptan
a sus condiciones de
utilizacién? ;Se favorecen
las justificaciones
explicativas? ;se
explotan se forma 6ptima
los resultados
tecnolégicos disponibles?

Observaciéon de
clase.

Disefio
curricular
nacional.

Libros de texto.
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Sobre las teorias:

(Existen elementos tedricos
explicitos? ;Implicitos? ;Qué
Evaluar lo que la | permiten aclarar? ;Justificar? | Disefio

observaciéon 'y el | ;Paraquésirvetodo eso? curricular
analisis han revelado. nacional.

Libros de texto.
Desarrollar  nuestra Instrumentos de
propia solucién, evaluacion.

intentado mejorar,
sobre ciertos puntos
juzgados
negativamente.

CAPITULO 4. Analisis histérico- epistemolégico.
4.1. Desarrollo histdrico del algebra segun algunas civilizaciones.

En este capitulo, estableceremos algunos elementos necesarios para realizar un
esquema de la génesis y desarrollo histérico del algebra.

El algebra que se estudia en las aulas escolares es el resultado de un proceso de
transposicion didactica (Chevallard, 1997), la matematica sabia se transforma en
una matematica a ser ensefiada y ésta a su vez en la matematica escolar
aprendida.

Teniendo en cuenta que este proceso de transposicién se desarrolla también a
nivel temporal, consideramos necesario dar una mirada histérica a la evolucion
de las ideas fundamentales y, determinar el marco en el cual se desarroll6 la
construccion de los conocimientos relativos al dlgebra. Mostraremos en esta
descripcion que el orden légico no es necesariamente el orden histdrico, ni

tampoco el orden didactico.

A continuacidn describimos los principales aportes algebraicos dados por algunas

civilizaciones.
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4.1.1. Civilizaciones antiguas: Egipto y Babilonia.

La historia del algebra comenzé en el antiguo Egipto y Babilonia, donde se
lograron resolver ecuaciones lineales (ax =b), cuadraticas (ax? +bx =c), e
indeterminadas: x2+ y2=z2, con varias incognitas.

El algebra egipcia se centré casi exclusivamente en la resolucion de
ecuaciones lineales y su desarrollo fue notablemente inferior a la babildnica.
La mayoria de los problemas que se conservan en los papiros Rhind y de
Moscu estan relacionados con cuestiones cotidianas. La mayoria de ellos son
de tipo aritmético y respondian a situaciones concretas de la vida diaria; sin
embargo, encontramos algunos que podemos clasificar como algebraicos,
pues no se refiere a ningin objeto concreto. En éstos, de una forma retorica,
obtenian una solucién realizando operaciones con los datos de forma
analoga a como hoy resolvemos dichas ecuaciones. Las ecuaciones mas
utilizadas por los egipcios eran de la forma: x+ax=b , Xx+ax+bx=0
donde a y b eran ndmeros conocidos y x la incognita, llamada aha o

montén. Mostramos una ecuacion lineal que aparece en el papiro de Rhid:

"Un montéon y un séptimo del mismo es igual a 24"
En notacién moderna, la ecuacién seria: x+ (1 /7) x = 24.

Utilizaban para su solucién el método de la falsa posicion, como a
continuacién detallamos: Supongamos que la soluciéon fuera 7. Al sustituir
este valor en x nos daria:

7+1/7 -7 =8,y como nuestra solucidn es 24, es decir, 8-3, 1a solucion es

21=3-7,ya que 3- (7+1/7 . 7)=24.

Para el calculo de la mayoria de operaciones utilizaban numerosas
operaciones con fracciones unitarias (fracciones cuyo numerador era uno).

A finales del siglo IX, el matematico egipcio Abu Kamil enuncié y demostro
varias identidades del dlgebra; ademas, resolvié problemas que planteaban

las ecuaciones: x +y +z = 10, x2 +y2 =z2,

Por otro lado, los babilonios casi no le prestaron atencién a las ecuaciones

lineales, trabajaron mas los sistemas de ecuaciones lineales y las ecuaciones
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4.1.2.

de segundo grado. Resolvian cualquier ecuaciéon cuadratica empleando
esencialmente los mismos métodos que hoy se ensefian, mostrando ademas
gran habilidad para resolver ciertas ecuaciones indeterminadas. Alrededor
del aflo 1700 a. C ya conocian reglas para resolver ecuaciones de segundo
grado en forma de problemas, como el de hallar dos nimeros conociendo su
suma s y su producto p. Como no conocian los ndmeros negativos cuya
aceptacion como tales fue muy posterior, tampoco consideraban las
posibles raices negativas de las ecuaciones de segundo grado. No se
preocuparon por justificar y demostrar las reglas utilizadas, sdlo se
interesaban por disponer de métodos practicos para resolver problemas
concretos.

Los problemas de estas civilizaciones antiguas se caracterizaban, en general
por suponer la existencia de wuna solucién, eran problemas
contextualizados, se enunciaban y resolvian en forma retérica a través de
un ejemplo. En particular el algebra babilénica tuvo un alto nivel de
desarrollo numérico, y se considera que sus métodos de resolucién eran en

principio geométricos.

Grecia.

Los griegos fueron los primeros en establecer que las proposiciones de la
Matematica debian tener valor universal. Los problemas se formulaban en
lenguaje retorico y se resolvian en términos de longitudes y areas; ademas,
utilizaban procedimientos geométricos para obtener raices irracionales
(representados por segmentos de recta) en una época en que los nimeros
irracionales no eran conocidos.

Empleando un algebra geométrica, resolvian correctamente ecuaciones de
segundo grado y llegaron a demostrar importantes resultados algebraicos,

como por ejemplo: a( b+c+d) = ab+ ac+ ad
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Sessa, C. (2005), sefiala que en el desarrollo geométrico de Euclides, los
enunciados de las proposiciones son generales y estan expresados en
lenguaje natural; los datos correspondientes a objetos geométricos son
genéricos y las demostraciones estan indicadas con letras, los teoremas
son demostrados rigurosamente, y los problemas son resueltos mediante
procedimientos generales en los que se justifica su validez.

Diofanto de Alejandria, se considera el creador del Algebra, pues fue el
primero en publicar un tratado que incluye la resolucién en nimeros
enteros de las ecuaciones indeterminadas de primer grado con dos
incognitas, y un gran numero de problemas sobre ecuaciones de primer y
segundo grado. Ademas, dio un gran aporte al lenguaje algebraico, creando
el algebra sincopada y usando por primera vez un simbolo literal para
representar una incégnita en una ecuacion.

En ese momento histérico se comienzan a sentar las bases de la

generalizacion, aun sin la existencia de un lenguaje simbolico.

4.1.3. Arabia e India.

La palabra arabe al-jabru que significa ‘reducciéon’, es el origen de la palabra
algebra. Ademas, en el mundo islamico se le llamé “ciencia de la reduccién
y el equilibrio”.

Los arabes introdujeron la numeracion y el algebra, recogiendo la herencia
de los griegos y asimilando el espiritu practico de las matematicas
desarrolladas por los hindles. Los algebristas arabes resolvieron
ecuaciones (especialmente cuadraticas) en forma algebraica y con
validacion geométrica.

Puig, L. (2003), destaca que los problemas no se resuelven so6lo para
encontrar su solucién, sino para analizar clases de problemas que pueden
resolverse con ese procedimiento de resolucién u otro similar. Este aspecto,
no habia aparecido en el algebra babilonica y constituye un avance
importante en el tratamiento de lo algebraico entre los arabes.

Entre los matematicos arabes sobresalen Al- Khuarizmi (siglo IX), cuyo
libro fue una presentacion sistematica de la teoria fundamental de

ecuaciones, con ejemplos y demostraciones incluidas. Algunos autores
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consideran que el titulo de padre del algebra se lo tiene mas merecido Al-
Khuarizmi que Diofanto, por sus aportes a los métodos de resolucién de
problemas y ecuaciones.

Por otro lado, Mohamed ben Musa compuso el primer tratado de algebra
que aparecio entre los arabes, el mismo que contenia la adicién, sustraccion
y la multiplicacidon de expresiones algebraicas con una incognita, potencias
de segundo grado y hasta raices cuadradas. Otro poeta y matematico arabe
que hizo un gran aporte fue Omar Khayam (1048 d. C- 1131 d.c), quien
descubri6 un método geométrico para resolver ecuaciones cubicas

mediante la interseccion de una parabola con una circunferencia.

En la India, destacan Brahmagupta (siglo VII) a quien se le atribuye
encontrar la soluciéon general de la ecuaciéon diofantica lineal ax +by= c,
siendo a, b y c enteros. Bhaskara, otro matematico hindd, varios siglos
después (siglo XII), mostr6 un gran dominio en el tratamiento de problemas
indeterminados y cuadraticos, a través de su libro el Lilavati.
Entre los métodos de resolucién empleados por los hindtes figuran, entre
otros, la regla de tres y el método de inversion para resolver ecuaciones que
consiste en realizar todas las operaciones en orden inverso. El siguiente es
un ejemplo tomado del Aryabhatiya:
Dime, hermosa nifa de ojos radiantes, ; cual es el nimero que multiplicado
por 3, aumentado en las 3/4 partes del producto, dividido después entre 7 y
disminuido en 1/3 del cociente, multiplicado por si mismo, restdndole 52;
extrayendo la raiz cuadrada, sumandole 8 y dividiéndole por 10, da el
numero 2 ?"(Boyer, C, 1996)
La solucidn es 28 y se puede obtener partiendo del numero 2 y realizando
todas las operaciones inversas, en orden inverso al que aparecen en el
enunciado del problema, es decir de atras hacia delante:

(2x10—-8)2+52=196

V196 = 14

(14 > 7 4) 3=128
X=X/ X=]+35=
2 7
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4.1.4.

Como los problemas matematicos eran originados por situaciones de indole
practico s6lo les interesaban los nimeros positivos.

Los arabes y los hindues se desarrollaron basicamente en:

e La aplicacion de reglas sencillas para el calculo, que formaron la
algoritmia, nombre que se daba a la aritmética del siglo XIII, derivado
del nombre el algebrista arabe Al- Khuarizmi.

e La resolucion de problemas practicos que requerian la aplicacion de
numeros, como por ejemplo la resolucién de ecuaciones.

e El estudio de series.

La manera de trabajar entre los griegos y los pueblos orientales tuvo
algunas diferencias. Asi, la introducciéon del razonamiento deductivo, las
resoluciones generales mediante demostraciones de teoremas, el rigor
matematico, son caracteristicas de los griegos. Mientras que la matematica
oriental ha sido mas intuitiva y analégica (después de comprender una linea
particular de argumento puede inferir varios tipos de razonamiento
similares), con un lenguaje mas sincopado; situacién que les permitié
situarse de manera diferente frente a los problemas y admitir la posibilidad

de que las ecuaciones tengan mas de una solucion.
Occidente.

Leonardo de Pisa, conocido como Fibonacci, vivié a comienzos del siglo XII
y public6 el Liber quadratorum, un trabajo sobre ecuaciones
indeterminadas de segundo grado.

En el siglo XIV, Oresme empez6 a trabajar la representacion grafica de la
funcién lineal, representé magnitudes fisicas en el plano mediante
segmentos en forma horizontal (para los valores de la variable
independiente) y vertical (para los de la dependiente).

El periodo comprendido entre finales del siglo XV y mediados del siglo XVI],
se caracterizo por un avance notable en la notacion algebraica.

En el siglo XV, el matematico francés Nicolas Chuquet introdujo en Europa

occidental el uso de los numeros negativos y una notacidon exponencial muy
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parecida a la que usamos hoy en dia, la cual utilizé indistintamente
exponentes positivos o negativos.

A principios del siglo XVI los matematicos italianos Scipione del Ferro,
Tartaglia y Gerolamo Cardano resolvieron la ecuacién cubica general en
funcién de las constantes que aparecian en la ecuacion. Ludovico Ferrari,
alumno de Cardano, encontrd la solucién exacta para la ecuacion de cuarto
grado y, como consecuencia, ciertos matematicos de los siglos posteriores
intentaron encontrar la férmula de las raices de las ecuaciones de quinto
grado y superior. Sin embargo, a principios del siglo XIX el matematico
noruego Abel Niels y el francés Evariste Galois demostraron la inexistencia
de dicha férmula.

Segun Lages, E. (1998), con respecto al descubrimiento de soluciones para
las ecuaciones de tercer y cuarto grado, habria que sefalar el contexto de
competencia y conflicto en que se divulgaron algunas de sus soluciones. Asi
tenemos a Ferro, quién s6lo comparti6 con su discipulo Antonio Maria Fiore
la solucién de las situaciones: x3 + px=q y x3 = px+q. En 1535, Fiore
desafio a Tartaglia para una contienda matematica; el resultado de dicha
contienda fue el éxito rotundo de Tartaglia, quien logré6 deducir una
solucién general para las ecuaciones cubicas del tipo: x3 + mx? = h.
Cardano public6 el libro “Ars Magna”, basandose en los manuscritos de
Ferro, ya que por un juramento hecho a Tartaglia estaba impedido de
publicar la solucién de Tartaglia. En 1545, aparecié el “Ars Magna”,
publicacion que gener6 una reaccidon negativa en Tartaglia, por considerarla
un robo intelectual y la falta a una promesa. Histéricamente podemos
entender las razones de Tartaglia, pues la férmula de la ecuacién de tercer
grado es conocida como “férmula de Cardano”, debido a que fue
primeramente publicada en el “Ars Magna”, a pesar que Cardano indicé que
la férmula fue descubierta por Ferro y redescubierta por Tartaglia.

En el “Ars Magna”, Cardano aceptd los nimeros negativos y enuncio las
leyes que lo rigen, al mismo sefial6 la existencia de un nuevo tipo de nimero
al que denominé ficticio o sofisticado.

Francisco Viete (1540- 1603), cre6 el algebra moderna. Fue el primero en

emplear letras para designar cantidades desconocidas y conocidas, creé
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algunos simbolos matemadticos y generaliz6 su empleo a todas las
operaciones que estaban en uso en su tiempo.

Con Vieta se produjo un cambio sustancial al usar letras tanto para las
incognitas (vocales), como para los valores conocidos(consonantes); utiliza
los signos germanicos + (para la suma) y - (para la resta); mientras que el
resto de las operaciones y los exponentes de las incognitas, los contintan
indicando mediante palabras o abreviaturas. Por lo anterior, se identifica
con Viete el comienzo del algebra simbdlica, que va mas alla de la existencia
de letras y signos, y que busca relacionar algo con lo que lo representa. En
ese momento, encontramos por primera vez una distincién clara entre el
concepto de parametro y la idea de incognita.

Viete, utiliza las letras no s6lo para designar las incégnitas, sino también
para designar los datos y realizar operaciones con ellos. Ademas,
considerando el tipo de razonamiento decide llamar al algebra “el arte
analitica”, para él el algebra era un método para el estudio de diversas
formas generales de las ecuaciones.

Segun Boyer, C. (1996), Viete conocia también algunas de las relaciones que
hay entre las raices y los coeficientes de una ecuacién algebraica, pero aqui
se encontr6 con dificultades derivadas de no admitir ni coeficientes ni
raices negativas.

Stevin, utiliz6 para las potencias una notacién puramente simbdlica, asi
escribia @ en vez de Q (cuadrado), @ para C (cubo), @ en lugar
de QQ(cuadrado-cuadrado); ademas proponia que este tipo de notaciéon se
extendiera a las potencias fraccionarias.

Por otro lado, Descartes, creador de la geometria analitica, formuld la
interpretacion de las raices negativas y nos legdé el método de coeficientes
indeterminados y el teorema que llevan su nombre.

El algebra continua avanzando, y en 1572 el bolofies Raffaele Bombelli
introdujo los nimeros imaginarios y complejos, necesarios para resolver un
caso de la ecuacion de tercer grado.

Fermat (1601- 1665), inventd el método de maximos y minimos y el calculo
de probabilidades; ademas, resolvi6 el problema de la determinacion de la

tangente a un arco por un método que no difiere de las derivadas que
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empleamos actualmente. Fermat representé graficamente las soluciones de
las ecuaciones indeterminadas y con él se establece que la ecuacién de
primer grado (con dos variables) representa una linea recta.

Hasta aqui, notamos dos avances importantes: el progreso del lenguaje
simbodlico con Descartes, y el hecho que se pueda resolver una ecuacion
mediante un cambio de registro de representacion.

Leibniz (1616- 1703) en Alemania y Newton (1647-1727) en Inglaterra en
forma paralela desarrollaron el calculo infinitesimal, que es un poderoso
meétodo de investigacion analitica.

Niels Henrik Abel (1802- 1829), demostrd la imposibilidad de resolver las
ecuaciones de quinto grado usando raices, ademas, desarrollé6 un método
general para la construccion de funciones periddicas reciprocas de la
integral eliptica.

Evariste Galois (1811- 1832), hizo descubrimientos muy avanzados, en
particular, determin6 la condicién necesaria y suficiente para que un
polinomio sea resuelto por radicales, esto fue escrito la noche anterior a
morir en un duelo. Sus demostraciones mostraban métodos diferentes a los
presentados por Abel.

Gauss, invent6é un método que muestra el tratamiento de las letras como
variables y que permite encontrar las infinitas soluciones de las ecuaciones
diofanticas lineales. En los tiempos de Gauss, el foco de atencidn se trasladé
de las ecuaciones polinémicas, al estudio de la estructura de sistemas
matematicos abstractos, cuyos axiomas estaban basados en el
comportamiento de objetos matematicos, como los nimeros complejos que
los matematicos habian encontrado al estudiar las ecuaciones polindmicas.;
dos ejemplos de dichos sistemas son los grupos y las cuaternas. Los grupos
comenzaron como sistemas de permutaciones y combinaciones de las raices
de polinomios, pero evolucionaron para llegar a ser uno de los mas
importantes conceptos unificadores de las matematicas en el siglo XIX. Las
cuaternas fueron descubiertas por el matematico y astronomo irlandés
William Rowan Hamilton, quien desarroll6 la aritmética de los nimeros
complejos para las cuaternas. Especificamos que, mientras los nimeros

complejos son de la forma: a +bi, las cuaternas son de la forma a+ bi+ cj+ dk.
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Después del descubrimiento de Hamilton, el matematico aleman Hermann
Grassmann empez0 a investigar los vectores. El fisico estadounidense ]J. W.
Gibbs encontré en el dlgebra vectorial un sistema de gran utilidad para los
fisicos, del mismo modo que Hamilton habia hecho con las cuaternas. La
amplia influencia de este enfoque abstracto llevé a George Boole a escribir
“Investigacion sobre las leyes del pensamiento” (1854), un tratamiento
algebraico de la légica basica.

Desde entonces, el algebra moderna también llamada algebra abstracta ha
seguido evolucionando y se han obtenido resultados importantes con
aplicaciones en todas las ramas de las ciencias.

A partir de ese momento, las férmulas y transformaciones se ven como
objetos de estudio en si mismos, no sélo como procesos. Ademas, los
objetos que se estudian en el algebra son mucho mads abstractos vy

generales.

Del analisis histérico realizado, consideramos que los conocimientos
algebraicos surgieron inicialmente como una herramienta para resolver
problemas, y luego se transformaron en objetos de estudio.

En contraposicion con esto, es comin que en la educaciéon escolar se
observe el proceso inverso. El dlgebra en numerosas ocasiones se presenta
a los estudiantes como un lenguaje complejo y acabado, en consecuencia,
los estudiantes llegan a manipular las expresiones algebraicas a través de
reglas sin notar la conexién con las situaciones que estos objetos pueden
describir y resolver.

Esta consideracion histérica es la que pretendemos reafirmar, mostrando el
algebra como un instrumento para modelizar y resolver problemas. Para
esto, apoyandonos en las herramientas de la Teoria Antropolégica de lo
Didactico, nuestro trabajo considera el estudio de los efectos transpositivos
de los saberes en un proceso histérico. Ademas, creemos que la nocion de
transposicion didactica actiia sobre praxeologias matematicas dotadas de

una dinamica compleja y en un proceso de reorganizacion permanente.
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4.2. Evolucion de los principales conocimientos algebraicos.

A continuacién presentamos descriptivamente, manera de sintesis, la
evolucion de los principales conocimientos algebraicos vinculados a nuestro

objeto de investigacion.

En su relacion con la aritmética:

En el contexto de la numeracion de posicion, la aparicion del cero, constituye
una pieza esencial y evidencia un esfuerzo de abstraccion lograda por los
hindues.

La utilidad de la nocién anterior se hace evidente cuando se combinan las
operaciones aritméticas entre si con el planteamiento de identidades como:

1+2+3+..+(n-1)+ n=n(n+1)/2.

En relacion al tratamiento de las ecuaciones:

Los babilonios resuelven igualdades algebraicas, del tipo ax=b, x(x+a) = b,
pero sin explicar ni justificar los procedimientos empleados.

Los griegos resolvieron ecuaciones de segundo grado, pero en el contexto de
problemas de construccién geométrica. Ademas, descubrieron cémo utilizar
secciones cOnicas para resolver algunas ecuaciones cubicas. Sin embargo,
esto no lo sabian como un hecho general, sino que explotaban sus
consecuencias en casos concretos. Actualmente conocemos que si una
conica interseca a otra conica, los puntos de interseccién estan determinados
por una ecuacion de tercer o cuarto grado (dependiendo de las cénicas).

Se inicia el estudio de la solucién de ecuaciones cubicas, en el marco de la
busqueda de soluciones a los problemas clasicos de construccion con regla y
compas, en particular el problema de la duplicacion del cubo.

En la busqueda de soluciones de las ecuaciones de la forma x% + 1 =0
Cardano concluye que su solucion era un nimero imposible, y por ello lo
llamo6 nimero imaginario.

La solucion algebraica de las ecuaciones cubicas y cuarticas se dio en el

renacimiento, con los aportes de Ferro, Tartaglia, Fiore y Cardano.
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Lagrange, con su estudio de las funciones simétricas intent6 hallar el
procedimiento para resolver ecuaciones quinticas; sin embargo, fracasé en
el intento. Posteriormente Gauss estableci6 un precedente para demostrar la
insolubilidad de la quintica. Siendo finalmente Abel quien demostré que la
ecuacion de quinto grado no es soluble por radicales.

En este contexto de métodos de solucion de ecuaciones, se evidencian los
nexos entre el dlgebra y la geometria; asi como los métodos numéricos por

aproximacion como formas de solucion.

Respecto a los usos de las variables:

Diofanto analiza las ecuaciones considerando la variable como incognita
(dato desconocido manipulado como cantidad conocida). Ademas, emple6
un simbolo Unico para la variable desconocida (ot) y represent6 las
potencias de esta como 8¢ para el cuadrado, 66¢ para el duplo del cuadrado,
XS para el cubo, 8xg para la quinta potencia; pero carecia de notacién para
representar a la vez varias incégnitas, lo que le impidié dar soluciones
completas a otras situaciones.

Los matematicos arabes del periodo medioeval desarrollaron métodos
sofisticados para resolver ecuaciones, pero los expresaban en palabras, no en
simbolos.

El francés Nicolas Chuquet, utilizaba notacién exponencial (superindices)
para potencias de la incégnita, pero no tenia un simbolo explicito para la
propia incdgnita. Posteriormente Descartes reparé la notacion, sin embargo
utilizaba xx para el cuadrado.

Se da luego un cambio fundamental cuando Francois Vieta introduce el uso
de las consonantes B, C, D, F,G ,... para representar cantidades conocidas, y
las vocales A, E, I, ... para representar incognitas. El aporte de Viete fue
sumamente importante, ya que permiti6 la institucionalizacion de un
simbolismo algebraico que, aunque deficiente en cuanto a notacion de
operaciones y exponentes, permitid el tratamiento de ecuaciones algebraicas

generales. Antes de Viete solo se resolvian cuestiones particulares.
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La resolucion de ecuaciones algebraicas:

Viete, observd las relaciones que existen entre las raices y los coeficientes de
una ecuacién polindmica, esto permiti6 avances en los métodos de
factorizacién para la solucion de ecuaciones polinémicas. Una de las
limitaciones de sus estudios fue que reconocia como validas sélo las
soluciones reales positivas. Posteriormente cuando se llega a la aceptacion de
las raices negativas y complejas, sera posible concluir con toda generalidad
que los coeficientes de una ecuacion polinémica son funciones simétricas de
las raices.

La notacion de Viete fue perfeccionada por Descartes y Newton. Este Gltimo
escribi6é las potencias de la incognita exactamente como hacemos ahora,
incluyendo la notacién para exponentes fraccionarios y negativos.

A su vez, Leibniz y Newton designan mediante una letra el grado de la
ecuacion y por la letra con subindice a k el coeficiente de x ¥ en una ecuacién.
Con este aporte, se considera de manera general el problema de la resolucion
de una ecuacion algebraica cualquiera.

Ao+ aXx+ ..+anx"=0.

Se pasé asi al estudio de cuestiones mas generales y abstractas, es decir, se
calculan ciertas cosas que no son numeros como si fueran nadmeros. Se hace
evidente que el desarrollo de algoritmos para resolver ecuaciones abrié

caminos hacia la construccion de significados y hacia la generalidad.

La teoria de grupos y el algebra abstracta.

Del intento por resolver ecuaciones algebraicas, en especial la ecuacién de
quinto grado surgio el estudio de la teoria de grupos. En 1832, Evariste
Galois formaliz6 el estudio de las raices complejas de polinomios,
desarrollando la nocién de grupo abstracto. A su vez, estudi6 algunas de las
propiedades fundamentales de los grupos, mostrando ademas su valor en las
matematicas. Galois también establecié un precedente para demostrar que
algunos problemas no podrian ser solubles por métodos particulares.

Siendo finalmente, Abel quien demuestra que la ecuacion de quinto grado no

es soluble por radicales.
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Por otro lado, los trabajos de Lagrange, Abel, Galois y otros, sobre el estudio
de las permutaciones y la invarianza de las funciones simétricas de las raices,
constituyeron la clave para una teoria general de solucién de ecuaciones por
formula algebraica y la materia prima para los primeros estudios de grupos.
Algunas de las aplicaciones de la teoria de grupos se dan en el estudio de los
movimientos del plano, el trabajo con nimeros y operaciones con numeros
complejos.

La construccion de la teoria de los nimeros complejos, se debe a Hamilton
(1840), en base a los trabajos de Wessel, Gauss y Argand. La interpretacion
geométrica de los ndimeros complejos y la necesidad de representar las
transformaciones que se pueden hacer con los vectores, gener6 el uso
simbélico para sus rotaciones y sus operaciones. En ese momento, los objetos
del calculo no eran soélo nimeros. A su vez, la construccién de significado
para los numeros complejos (que surgen de la solucién algebraica de
ecuaciones polindmicas), se constituyé en un punto de apoyo para la
caracterizacion de las raices. Esto, permiti6 garantizar la existencia de raices
para tales ecuaciones; lo cual no sélo da solidez a la teoria de ecuaciones, sino
proporciona solucién a problemas en el calculo como la integraciéon por
fracciones parciales o la solucién de ecuaciones diferenciales.

Otra idea aparecida a comienzos del siglo XIX, fue el estudio con ternas (a, b,
c) o con sistemas (a 1, a 2, a 3, a4, as,... a n) MAs generales.

Aparece el método axiomatico, en la que se caracteriza a las estructuras
algebraicas con las diversas relaciones que se imponen entre las operaciones

dadas.
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Tabla 5: Evolucion de los principales conocimientos algebraicos.

* Los matematicos hindues descubrimiento el cero, que puede asociarse al elemento neutro de las
estrucuturas de grupo y anillo .

eLos babilonios resuelven ecuaciones de la forma ax=b, x(x+a) = b., pero sin justificar sus
resultados.

eLos griegos resuelven las ecuaciones de segundo grado en contextos geométricos.

« Con la soluciéon de ecuaciones de la forma x? + 1 = 0 surgen los niumeros imaginarios.

*Se resuelven ecuaciones clibicas y cuarticas, en cuanto a la técnica empleada las de cuarto grado
se trataban de reducir a grado 3.

¢Lo que aparecen primero fueron los problemas y los métodos. Después fue inventada la
notacion simbolica.

sViete, en el siglo XIX, usa usan letras para representar incognitas o variables y otras letras para
representar coeficientes o constantes. Esto permitio la institucionalizacion de un simbolismo
algebraico que permitié el tratamiento de ecuaciones algebraicas generales.

eAbel , demuestra que la ecuacién de quinto grado no es soluble por radicales.

De la soluciéon de -

ecuaciones

*Se observan las relaciones que existen entre las raices y los coeficientes de una ecuacion
polindmica, lo que permitié avances en los métodos de factorizacion.

*Se aceptan las raices negativas y complejas.

*Se formaliza el estudio de las raices complejas de polinomios.

eLa teoria de grupos nace resolviendo el problema de solubilidad de ecuaciones de quinto grado .

eLa teoria de grupos se desarrolla con los trabajos de Galois, Lagrange, Abel y Gauss.

Al algebra abstracta « En el siglo XIX Cayley introdujo el concepto abstracto de grupo.

eAparece el enfoque axiomatico, que caracteriza a las estructuras algebraicas, sus diversas
relaciones y operaciones.

*Se amplia el dominio del algebra mediante el concepto de ley de composicion, a nuevos objetos
matematicos como vectores, cuaterniones y matrices.

41
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Considerando la estrecha relacion existente entre el adlgebra abstracta y nuestro
tema de investigacion, presentamos algunos alcances teodricos del algebra
abstracta y de su organizacion estructural que muestran claramente sus
vinculos con el algebra a nivel escolar. Tomaremos como referente de lo que
actualmente se entiende como saber sabio algunos elementos tedricos
presentados por Herstein, I. (1988).

Definicion de anillo: Se dice que un conjunto no vacio R es un anillo si tiene
dos operaciones +y - tales que:

(a) a,bERimplicaquea+b€ER.

(b) a+b=b+a para a,bER.

(c) (@a+b)+c=a+(b+c) para a,b,c ER.

(d) Existe un elemento O ERtalquea+ 0=a paratodoa€ R.

(e) Dadoa€ER,existeunb € Rtal quea+b =0 (b se expresara como -a).

(f) a,bERimplicaquea.b ER.

(g) a.(b.c)=(a.b).c paraa,b,c€ R.

(h) a(b+c)=a.b+a.c y (b+c).a=b.a+c.a paraab,c €R

Consideramos a continuacion algunas reglas conocidas que no se exigen para
un anillo general.

En primer lugar, no se postul6 la existencia de un elemento 1 € R tal que
a.1=1.a=a paratodo a € R. Cuando ademas se cumple con esta condicién
decimos que R es un anillo con unidad.

En segundo lugar, tenemos la propiedad que enuncia que siempre que a.b=0 se
concluye que a = 0 o bien b= 0. No es necesario que esto sea cierto en un anillo
en general. Cuando es valido, el anillo se llama dominio de integridad.

En tercer lugar, si en un anillo se cumple la ley conmutativa de la

multiplicaciéon,a.b=b.a V a,b € R se dice que el anillo es conmutativo.

Definicion de campo. Un campo F es un anillo conmutativo con elemento
unidad 1 tal que, para todo a € F distinto de cero existe un elemento a™! € F de
tal modo que a.a-1=1.

En otras palabras, un campo es un anillo conmutativo en el cual se puede dividir

libremente entre elementos distintos de cero.
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Anillo de polinomios. Sea F un campo; el anillo de polinomios en x sobre F,
que siempre se expresarda como F[x], es el conjunto de todas las expresiones
formales p(x) = ao+ a1 X+ ...+ an.-1 X1 + a1 X", donde los aj, llamados coeficientes
del polinomio p(x), estan en F. En F[x] se definen la igualdad, la suma y el
producto de dos polinomios para hacer de F[x] un anillo conmutativo.

A continuacién definiremos de manera formal la igualdad, la suma y el producto
de polinomios:

Igualdad. Se define que p(x) = ao+ a1 X+ ..+an1X™ +anx™ y q(x) = bo+ b1 x+
..+ bn1 x ™1 + by, x ™ son iguales si y s6lo si sus coeficientes correspondientes
son iguales, es decir, siy s6losi ai=b; paratodoi=0

Adicion. Sip(x) =ao+ a1 X+ ..+ an1xX™ +a,x" y q(x) =bo+ b1 x+ ..+ b xm1
+b mx ™ se define p(x) + q(x) = co+ C1 X+ ...+ Cs-1 X5 + csx 5, donde para cada i,
Ci = ai + bi. Asi que los polinomios se suman sumando sus coeficientes
correspondientes.

Multiplicacion. Si p(x) = ap+ a1 X+ ..+ an1X™ +a,x" y q(x) =bo+ b1 x+ ..+ bn
1x ™ + b yxm se define p(x) . q(x)= co+ c1 x+ ..+ ctx ' donde los ci se
determinan multiplicando la expresion formalmente, utilizando las leyes
distributivas y las reglas de los exponentes x " x V= x v*v, y reduciendo términos.
De manera mas formal:

ci=aibo+aii1bi+..+a1bi1+apb; paratodo i.

Ademas:

Lema. F[x] es un anillo conmutativo con unidad.

Presentamos a continuacién algunas definiciones asociadas a los polinomios:
grado de un polinomio, polinomio mdnico, ideal en un anillo, divisibilidad,
maximo comun divisor y polinomios primos entre si.

Definicion. Si p (x) = ap + a1X+ ... + an Xn Y an #0, entonces el grado de p(x),
denotado por grd p(x) es n. De modo que, el grado de un polinomio p (x) es el
exponente mas grande de x presente en la expresidon p(x) con coeficiente no
nulo.

Definicion. f(x) € F[x] es un polinomio monico si el coeficiente de su potencia
con mayor exponente es 1. Asi que si f(x) es moénico significa que tiene la
siguiente forma:

f(x)=x2+anp1x™1 + .. +a1x+ao.
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4.4.

Definicion. Sea R un anillo. Un subconjunto no vacio I de R se llama ideal de R si:
a) Iesun subgrupo aditivo de R.

b) Dadosr€R, a € ],entoncesra €1 yar €L

De las dos definiciones previas enunciamos que si [ es un ideal de F[x] , entonces
existe solamente un polinomio moénico de grado minimo en I.

Definicion. Si f(x) y g(x) #0 € F[x], entonces se dice que g(x) divide a f(x),
expresado como g(x) \ f(x), si f(x) = a(x) g(x) para algun a(x) € F[x]. Para
obtener cierta clase de unicidad, se exigira que el maximo comun divisor
siempre sea un polinomio moénico.

Definicién. Se dice que el polinomio d(x) € F[x] es el maximo comun divisor de
f(x), g(x) € F[x], (donde no son a la vez f(x) = 0 y g(x) = 0) si d(x) es un
polinomio ménico tal que:

(@) d(x) \f(x) y d(x) \ g(x).

(b) Sih(x) \ f(x) yh(x) \ g(x), entonces h(x) \ d(x).

Esta definicién se complementa con el siguiente teorema en el cual se muestra
la existencia y la forma del maximo comun divisor.

Teorema. Dados f(x) y g(x) #0 en F[x], entonces su maximo comun divisor d(x)
€ F[x] existe; ademas, d(x) = a (x) f(x) + b(x) g(x) para ciertos a(x), b(x) € F[x].
Definicion. Se dice que dos polinomios f(x), g(x) en F[x] son primos entre si si su

maximo comun divisor es 1.

Esta presentacion nos muestra el caracter estructural y riguroso del tema de
polinomios dado desde la llamada matematica sabia.

Dentro del estudio de las estructuras algebraicas, consideramos al anillo de
polinomios, y especialmente a la factorizacion de polinomios como el tema
central que permite obtener las raices de una ecuacion. Quizas esto de pie para
pensar en el futuro que la presentacion de tareas asociadas a la busqueda de
raices pueda ser el foco de atencién cuando se trabaje la nocién de polinomio en

la escuela.

Naturaleza matematica de la variable y de la igualdad.

Para el analisis de las caracteristicas de uso de las variables y de la igualdad en

los libros de textos seleccionados, y en el diseho de la propuesta de

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\éeagﬁmn

DEL PERU

organizacion didactica, consideramos necesario presentar el aporte dado por
Godino y Font (2003). Estos autores nos proponen una clasificacién en cuanto a

usos de la variable y la igualdad que a continuacién detallamos.

4.4.1. Variable.

Godino, J. & Font, V. (2003), establecen que una variable es un simbolo

que se coloca en lugar de cualquier elemento de un conjunto, sean de

nuimeros u otros objetos.

Dentro de las matematicas, las variables son importantes porque permiten

expresar regularidades y relaciones generales entre los objetos de una

manera eficaz. Algunos usos de las variables son los siguientes:

e Las variables como incégnitas: cuando se usa para representar un
numero u otro objeto matematico desconocido que se manipula como si
fuera conocido. Su valor se puede determinar con exactitud,
considerando las restricciones propias del problema.

Ejemplo:
;Cuanto vale x para que sea cierta la igualdad 5x + 2 = 2x +57?

e Las variables como indeterminadas o expresion de patrones
generales: cuando la variable se usa en enunciados que son ciertos
para todos los nimeros u objetos, aparece en generalizaciones y
métodos generales.

Ejemplo:
Para todos los nimeros reales se cumple que x-y = y-x

e Las variables para expresar cantidades que varian conjuntamente:
cuando el cambio en una variable determina el cambio de la otra,
evidenciandose la dependencia entre las mismas.

Ejemplo:
En la expresiéon y = 4x + 6, cuando cambia x también lo hace y.

e Las variables como constantes o parametros: cuando un objeto
matematico conocido (ndmero, conjunto, figura, etc) se manipula como
desconocido y puede asumir cualquier valor.

Ejemplo:
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Es el caso de la letra a en la féormula de la funcién de proporcionalidad
y = ax. En un primer momento, se considera que la letra a no varia y
que so6lo lo hacen de manera conjunta la x y la y; no habiendo diferencia
entre tener y = ax o y = 2x. En un segundo momento, se ha de
considerar que a puede variar y tomar cualquier valor, con lo que

obtenemos la familia de todas las funciones de proporcionalidad.

4.4.2. Igualdad.

Godino, ]J. & Font, V. (2003), en un documento de didactica para
maestros sefialan que el signo "="indica que lo que se encuentra a la
izquierda de este signo, llamado primer miembro de la igualdad, y lo que
se encuentra a su derecha, llamado segundo miembro de la igualdad, son
dos maneras de designar al mismo objeto, o son dos escrituras
diferentes del mismo.
Con esta consideracién, y teniendo en cuenta la naturaleza de los
elementos que intervienen en una igualdad se pueden considerar las
siguientes variantes:

Si en la igualdad aparecen variables y la igualdad es verdadera para

cualquier valor que tomen las variables, se dice que se trata de una

identidad.

Ejemplo:

(a -b)2=a2+b2- 2ab.

Si la igualdad es verdadera s6lo para algunos valores de la variable se

dice que es una ecuacion.

Ejemplo:

2x+13 =27.

Si la igualdad se usa para expresar la relaciéon de dependencia entre dos

0 mas variables, en este caso se denomina férmula.

Ejemplo:

e . . o .
V= T En este caso tiene que identificar la pregunta, entender como se

combinan los datos y efectuar sus calculos.
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CAPITULO 5. Tratamiento del algebra en la escuela.

En este capitulo proporcionaremos algunos elementos para el andlisis del

funcionamiento didactico del tratamiento del algebra escolar en el primer afio de

secundaria.

En nuestro caso realizaremos un analisis de:

e Eltratamiento algebraico en el DCN (disefio curricular nacional).

e El contenido de algunos textos de uso en el primer afio de secundaria y de su
idoneidad epistémica.

e Las practicas docentes en el tratamiento del algebra.

5.1. Descripcion del tratamiento algebraico en los programas curriculares

del nivel secundario.

El DCN (Disefio Curricular Nacional), sefiala que el area curricular de
matematica se orienta a desarrollar el pensamiento matematico y el
razonamiento légico del estudiante desde los primeros grados, con la finalidad
que vaya desarrollando las capacidades que requiere para plantear y resolver
con actitud analitica los problemas de su contexto y de la realidad.

En el mismo documento se indica que para desarrollar el pensamiento
matematico, resulta relevante el analisis de procesos de casos particulares,
busqueda de diversos métodos de solucién, formulacién de conjeturas,
presentacion de argumentos para sustentar las relaciones, extension y
generalizacion de resultados, y la comunicacion usando el lenguaje
matematico.

En el caso del area de matematica, las capacidades explicitadas para cada
grado involucran los procesos transversales de razonamiento y demostracion,
comunicacién matematica y resolucién de problemas, siendo este ultimo el
proceso a partir del cual se formulan las competencias del area en los tres

niveles.
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Para fines curriculares, el drea de matematica en este nivel se organiza en
funcion de:

e Numeros, relaciones y funciones

e Geometria y medicion

e Estadistica y probabilidad.

A continuacién lo que literalmente menciona el DCN, respecto a cada una de

estas organizaciones matematicas:

Numero, relaciones y funciones

Se refiere al conocimiento de los numeros, relaciones y funciones y a las
propiedades de las operaciones y conjuntos.

Los estudiantes deben internalizar, comprender y utilizar varias formas de
representar patrones, relaciones y funciones, de manera real. Asimismo, deben
desarrollar habilidades para usar modelos matematicos para comprender y

representar relaciones cuantitativas.

Geometria y medicion

Se relaciona con el analisis de las propiedades, los atributos y las relaciones
entre objetos de dos y tres dimensiones. Se trata de establecer la validez de
conjeturas geométricas por medio de la deducciéon y la demostraciéon de
teoremas y criticar los argumentos de los otros; comprender y representar
traslaciones, reflexiones, rotaciones y dilataciones con objetos en el plano

de coordenadas cartesianas; visualizar objetos tridimensionales desde
diferentes perspectivas y analizar sus secciones trasversales. La Medida

le permite comprender los atributos o cualidades mensurables de los objetos,
asi como las unidades, sistemas y procesos de medida mediante la aplicacion

de técnicas, instrumentos y féormulas apropiados para obtener medidas.

Estadistica y probabilidad

Se orienta a desarrollar y evaluar inferencias y predicciones basadas en datos,
seleccionar y utilizar métodos estadisticos para el analisis de dichos datos, y
formular y responder preguntas a partir de la organizacién y representacion

de los mismos. El manejo de nociones de estadistica y probabilidad les permite
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comprender y aplicar conceptos de espacio muestral y distribuciones en casos

sencillos.

En cuanto al estudio del algebra, el DCN propone su estudio en todos los
niveles de la educaciéon basica, dentro de la componente denominada
Numeros, Relaciones y Funciones. Creemos que esto se debe a su
consideracion como objeto de estudio en si mismo, lo que constituiria una

restriccion para usar el dlgebra como un instrumento de modelizacion.

Teniendo en cuenta el Disefio Curricular Nacional de Educacién Basica Regular
del Peru del afio 2009, hemos elaborado la siguiente tabla que organiza las
capacidades y los conocimientos involucrados para el algebra a lo largo de

toda la educacion secundaria.

Tabla 6: El dlgebra en el DCN del Peru.

Grado Capacidades Conocimientos

Comunicacion matematica

e Identifica patrones numéricos, los
generaliza y simboliza.

e Matematiza situaciones de contexto
real, utilizando los nuUmeros Algebra
naturales, enteros o racionales y | ¢ Patrones numéricos.

I sus propiedades. e Ecuaciones lineales con una
incognita.
Resolucion de problemas e Valor numérico de
e Resuelve problemas de traduccion Expresiones algebraicas.
simple y compleja que involucran
ecuaciones lineales con una
incognita.

e (Calcula el wvalor numérico de
expresiones algebraicas.

Razonamiento y demostracion.

e Reduce expresiones algebraicas
utilizando la teoria de exponentes.
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II

Comunicacion matematica

e Interpreta el significado de nimeros
naturales, enteros y racionales en

diversas situaciones y contextos.

e Representa mediante lenguaje
algebraico enunciados verbales de
diversos contextos.

Resolucion de problemas

e Resuelve problemas que involucran
ecuaciones lineales con una

incognita.

e Reduce expresiones algebraicas
factorizando por el método del
factor comun.

Algebra
Variable y simbolizacion de
enunciados verbales
mediante el lenguaje
algebraico.

Teoria basica de exponentes.

Reduccién de términos
semejantes.
Operaciones de adicidn,

multiplicacion y division de
polinomios.

Factorizacion de
expresiones algebraicas por
el factor comun.

I11

Razonamiento y demostracion

e Aplica eficientemente productos y
cocientes notables para realizar
expresiones algebraicas.

e Factoriza expresiones algebraicas
con el método del aspa simple.

e Identifica productos y cocientes
notables en expresiones
algebraicas.

e Establece, analiza y comunica
relaciones y representaciones
matematicas en la solucién de un
problema.

Resolucion de problemas
e Identifica el grado de expresiones
algebraicas.

Algebra

Grado de expresiones
algebraicas.

Métodos clasicos y Ruffini
para la division de
polinomios. Teorema del
residuo.

Productos y cocientes
notables.

Ecuaciones cuadraticas.
Modelos cuadraticos.
Factorizacion por el
método del aspa simple.

IV

Razonamiento y demostracion.

e Transforma expresiones algebraicas
mediante el uso de la teoria

avanzada de exponentes.

Resolucion de problemas

e Resuelve problemas que involucran
el uso de estrategias de calculo para
transformar expresiones con

Algebra

Transformacion de
expresiones que involucran
fracciones algebraicas.

Inecuaciones lineales y
cuadraticas con una
incognita.

Teoria avanzada de
exponentes.
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fracciones algebraicas. Sistema de ecuaciones
e Resuelve problemas que implican lineales con dos y tres
sistemas de ecuaciones con dos y incégnitas.
tres incognitas. e Ecuaciones exponenciales
1\ e Resuelve inecuaciones lineales y y logaritmicas.

cuadraticas con una incognita.
e Resuelve ecuaciones exponenciales
y logaritmicas.

e Resuelve problemas que implican el
calculo de las ecuaciones de la recta
y el angulo entre rectas.

Resolucion de problemas Algebra

e Resuelve sistemas de ecuaciones | ¢ Método grafico y método
mediante métodos graficos y de de Gauss para la resolucién
Gauss. de sistemas de ecuaciones.

e Resuelve problemas de inecuaciones | ¢ Inecuaciones lineales de
lineales de dos incégnitas mediante dos incégnitas.
métodos graficos. e Introduccion a la

e Resuelve ecuaciones programacion lineal.
trigonométricas. e Ecuaciones

e Resuelve problemas de trigonometricas.
programacion lineal con dos
variables mediante meétodos

\V graficos.

e Resuelve problemas que involucran
modelos exponenciales y
logaritmicos.

e Resuelven problemas que implican
la ecuacion de la circunferencia.

e Resuelve problemas que implican la
recta tangente a la circunferencia.

e Resuelve problemas de posiciones
relativas de dos circunferencias no

concéntricas.

e Resuelve problemas que implican la
ecuacion de la elipse.

e Resuelve problemas que implican la
ecuacion de la parabola.

De la tabla anterior podemos inferir que:
e Solo en el primer afio de secundaria, se propone el estudio de patrones y

el establecimiento de generalizaciones. Para este mismo grado se
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plantea el calculo de valores numéricos y la traducciéon de enunciados
verbales. Esto evidencia la consideracién del dlgebra como un lenguaje,
pues se priorizan los procesos de simbolizacidn.

A medida que se avanza en los grados de la educacién secundaria, se va
progresando en el uso del lenguaje y el simbolismo necesario para
apoyar y comunicar el pensamiento algebraico, especialmente las
ecuaciones, las variables y las funciones. Ademas que hay una orientacién
hacia el calculo operativo.

Es una buena guia para organizar, planificar e interpretar la ensefianza a
lo largo de la escolaridad obligatoria. Los rasgos inherentes a los
procesos de simbolizacién, la manipulacién de las expresiones
algebraicas y el uso de algoritmos para resolver problemas son los tres
puntos en torno a los cuales gira la programacion propuesta en el DCN

para nuestro dominio de investigacion: el dlgebra escolar.

Ademas consideramos que:

El trabajo previo es un requisito para desarrollar la modelizacion, por lo
que es necesario considerar capacidades a largo plazo que permitan el
estudio de situaciones iniciales, la construccion de modelos, la
formulacién de respuestas y nuevas preguntas en un periodo de tiempo
superior a un afno.

El algebra escolar debe incluir el estudio de patrones (numéricos,
geométricos y de cualquier otro tipo), las funciones, y la capacidad de
analizar situaciones con la ayuda de simbolos, a largo de toda la
escolaridad. Su estudio en un solo grado es insuficiente para lograr la
formalizacion y generalizacion de situaciones diversas.

Nuestro DCN, no propone articulaciones entre conocimientos basicos
estructurados en el estudio de los sistemas algebraicos y analiticos para
el desarrollo de un pensamiento algebraico y variacional, donde los
conceptos de ecuacién y funcién sean fundamentales. Ademas, aunque se
proponen el trabajo en torno a procesos generales de pensamiento
(como los de resoluciéon de problemas, la modelacién algebraica, el uso

de conceptos y procedimientos) en diversos contextos (especificos de las
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matematicas, cotidianos y de otras disciplinas), no se formulan pautas

metodoldgicas de cdmo llevarlas a cabo.

5.2. Textos seleccionados para el analisis epistémico.

Los libros escolares constituyen, para la mayoria de docentes, una fuente
inmediata donde se acumula la experiencia practica de los profesores y en
cierta medida los resultados de investigaciones. En consecuencia, el analisis
critico de los textos escolares, la evaluacion de su pertinencia, idoneidad,
adecuacién, etc. debe ser un componente importante a considerar al
momento de evaluar el desarrollo de la actividad de estudio.

Danisova, E. (2007), expresa que un libro de texto es una publicacién para
ayudar al profesor con un contenido metédicamente adaptado y limitado por
el curriculo , un recurso fundamentalmente didactico que ayuda a desarrollar
un proceso educacional y que se constituye en un instrumento que colabora
para implementar el control y la evaluacién del proceso de aprendizaje del
alumno.

Diversos autores concuerdan que el papel que los profesores asignan al libro
de texto es central. Asi, en el informe Cockcroft (1985), se afirma que los
libros de texto constituyen una ayuda inestimable para el profesor en el

trabajo diario del aula.

Para propositos de nuestra investigacion, describiremos y analizaremos tres
libros de texto en relacion al tratamiento del dlgebra escolar en el primer
afio de secundaria.

Los libros revisados seran:

e Matematica 1. Editorial Santillana.

e Matematica 1. Editorial Norma.

e Matematica 1. Texto oficial del MINEDU (Ministerio de Educacién).

Las practicas matematicas relacionadas al algebra escolar se analizaran

considerando:
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e Los distintos usos de las letras y de la igualdad en la presentacion de
contenidos.

e La construcciony el uso de distintos modelos de soluciéon de ecuaciones.

e Los procesos de solucion de problemas y su relacion con los procesos de

modelizacion.

Presentamos a continuacion el analisis para cada uno de los textos antes

sefialados.
5.2.1. Matematica 1 de editorial Santillana.

El libro esta dividido en 12 unidades, ademas cada unidad tiene la siguiente
estructura:

e Aperturay conocimientos previos. Enfasis en la motivacién inicial.

e Paginas de contenidos. Metodologia basada en la comprensidn.

e Paginas de actividades. Practica, refuerzo y ampliacion.

e Solucion de problemas. Estrategias para la resolucién de problemas.

e Actividades finales. Organizadas por capacidades del area.
En la unidad 6, de titulo introduccién al algebra, se presenta la siguiente
secuencia de contenidos:
Lenguaje simbdlico: lenguaje numérico y lenguaje algebraico.
Expresiones algebraicas: valor numérico y término algebraico.
Polinomio: grado relativo, grado absoluto y polinomio homogéneo.

y

Operaciones con monomios: adicidn y sustraccion, multiplicacion, potenciacioén y
division.

Mostramos a continuacidn la estructura de esta unidad considerando qué contiene,

las actividades que propone y el analisis de lo presentado:
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Tabla 7: Estructura de la unidad 6 del libro de Matematica 1 de Editorial Santillana

Apertura y conocimientos previos. Segin el texto, en esta parte el énfasis estd en la
motivacién inicial.

Una situacién que vincula el tema de estudio con la realidad, sin
Contenidos embargo es de observar que luego no se hace referencia a ella.

Se presentan los conocimientos previos que se consideran necesarios
para el aprendizaje de la unidad.

Como motivacion inicial, propone una situacion familiar de
celebracidn, se muestra en el centro de una torta el signo ?,y dos
nifios intentando adivinar la edad de una persona. Uno de los nifios
dice: x y el otro dice: x + 10.

Ietras podrds representar valores
§ resolver diversas situaciones.

Actividades que

Figura 3 Tomada
propone

del libro de
Matematica 1.
Santillana, p-175

En esta unidad aprenderas a:

~ Expresar situaciones en lenguaje numérico y algebraico.

- |dentificar expresiones algebraicas y hallar su valor numérico
- Reducir términos algebraicos semejantes.

- Reconocer polinomios.

~ Resolver operaciones con polinomios

Dentro de los conocimientos previos, se expone el proceso a seguir
para sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros racionales, ademas
se presenta el algoritmo de la potenciaciéon de niimeros racionales.

Considerando la clasificacion sobre los usos de la variable de Godino,

J. & Font, V. (2003), analizamos lo siguiente:

Analisis de lo
presentado. En la motivacion:

La variable se usa como incognita, pues representa numeros uno de

cuyos valores posibles hace verdadera la expresion.

En la presentacion de los conocimientos previos:
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El uso de la variable es como indeterminada, pues es el caso en
que la variable se usa en enunciados que son ciertos para todos los
numeros. La variable se usa para representar propiedades. Asi:

Expresa el resultado como una sola potencia:

x2.x3.x7.x

x3.x%.x°

x° 5
(a>*.a% .a

a®: a’

Analisis de lo

Expresa el drea del rectdngulo:
presentado

las alternativas son: a. b, ab, ba, a+b

En los primeros casos, notamos, a partir de propiedades
aritméticas un intento de generalizacion, en este caso lo que se
quiere es representar cualquier nimero y validar lo que se cumplia
para nameros especificos.

En el caso del area del rectdngulo, se considera la posibilidad de
marcar varias alternativas y generar didlogo en torno al significado de
cada representacion.

Paginas de contenidos. Metodologia basada en la comprensién.

Contenidos Contextos problematicos resueltos y situaciones que permiten la aplicacion
de lo aprendido.

e Empieza con la comparacién de situaciones donde se aplica el lenguaje
numeérico (situaciones que inducen la aplicacion de operaciones
aritméticas) y el lenguaje algebraico (uso de letras para expresar
cantidades desconocidas), a través de situaciones de calculo en el primer
caso y de representacion en el segundo. Asi:

El peso de una ballena equivale al cuadrado de seis multiplicado por cinco

toneladas. Luego, el peso de la ballena es: (6)?. 5= 180
Actividades

que propone. El doble de nueve disminuido en cinco: 2(9)- 5

Cuatro veces un niimero aumentado en seis: 4 x +6.

En este ultimo ejercicio de representacion el algebra se usa como
lenguaje, ademas que la variable se emplea como incégnita, es decir,
para representar nimeros desconocidos.

e En la parte final de la pagina 178, se indica lo siguiente:
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Cuando un niimero va seguido de una o varias letras, entendemos que se
estdn multiplicando

3x=3.x

2ab=2.a. b

5x2y=5x2.y

El texto esta definiendo la operacidn de multiplicacién de monomios y,
ademas, hace aclaracidn sobre las diferentes formas de notacion.

¢ Partiendo de una situacién relacionada a la representacién del area de una
figura, se pregunta. ;Cudl es la representacion para el drea total de la figura
del margen?

Para hallar el area total de la figura, se hallé el area del cuadrado y el area
del rectangulo.

Area del cuadrado: a2 y area del rectangulo: ab. Luego el area total sera:

az + ab. Luego se plantea la pregunta ;cual es el area total de la figura
anterior, sia=2 cmy b= 3?

Con esto se busco inducir el significado del valor numérico, presentandose

Actividades i
luego ejemplos desarrollados.

que propone.

e Se presenta también la definiciéon de término algebraico y polinomio, el
algoritmo para reducir términos semejantes y para hallar los grados
absoluto y relativo de polinomios.
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2.2. Término algebraico

Es una expresion algebraica sencilla donde nimeros y letras estdn relacionados por Elementas de on térm
n /o la division algebraica

la multiplicac

-8)(x'yz
b Rodea las expresiones que son términos algebraicos.

g S a @b 2oz (0 asb 0ab D (s
P

0 - —
| Coeficieme | Parte literal |
3a \ " I
19x 10 .
NV ¥
3.56 mnp 356 | mnp

0 560 S6 expl
parte iteral, queda gl
coeficents 681

Términos algebraicos semejantes. Reduccion

Dos o mids 1éminos son semejantes. si tienen la misma parte literal.

Para reducir 1érminos sen e, 3¢ suman o se restan sus coeficientes y se escribe

la misma parte literal

7+7% son semejantes, porque tienen la misma parte literal &

en la misma pane literal ab.

Lab: 8ab son semejantes, porque

©) Sxy: =2xz: 3yz no son semejantes, porque tienen diferente parte literal

Reduce las siguientes expresiones.
ayl0x —Tx =(10 - 7w =3x
b)—9ab + Bab —ab = (-9 + 8 — 1 )ab = ~2ab

2 \
 Zmnp+ S mnp—mnp =3+ 51 junp = 4

15

Reduce 3x - 6y + dx + Sy + 18x - 24v - 39y + x.
* Agrupamos términos semejantes: 31 - 6y + 4v + Sy 4+ 180 — 24¢ - 39y 4 1

* Reducimos: (3x + 4x + 18x -24x 4 x) + (=6y + Sy = 39y)
(B+4+18-24 4 1)x + (=6 +5 - 39)y = 2v — 40y

# Reduce 9ab - 8bc + be — 10ab +ab - 12bc.
Si los términes —2v* y 3¢ " son semejantes, halla ¢l valor de a.

* Como son términos seme
0

nics,
nen la misma parte literal:

E deaesd
‘ Halla m + 5, si 8&"z" ¥ ~100"2" son términos semejantes.

Figura 4: Tomada del libro de Matematica 1. Santillana, p- 180
Actividades

que propone. La presentacion de estos contenidos se da como contenidos acabados y en
todos los casos la presentacidn tedrica esta acompafiada de ejemplos.

nomio

waica de uno o mds drminos cuyas. variables estin afectadas por

3. Po

exponemes en

SOE

L polimomacn se designan con wia betra mayiscula v sus variables entre paréniesis,

1 s el polinemio R de variables ve v

3 3
Rix. vi=31+ 3y - S0y

A ks polinom

mombramos de acuerdo a la cantidad de wErminos que poseen:

Eje

Sia, b) Kab

ll IS .Pll.l..'l day + 92

Tres wérmimos e, np San + Townw —

Cuzndo el polin iene mds de res rminos se be nombra polinomio de cuatro,

CINCD, seis

Completa el cuadro.

Clasificacié l Coels L Ti
Pix) = Bx- 13 Hinomio ] 13
Mix, v) = Sy Mmoo 9 0
Sy i=x+ly-z Trimomio 1.2y =1 0
Polinomio de -
Qimi=m' - m’ +Tm -6 L-ly7 r-
o) = m -+ Jom 4 términos ¥

3.1. Grado relativo Figura 5: Tomada del
o P libro de Matematica

En un monoimi ado relativoe (IGR) respecto  una de sus vanables s el expo

nente que aflecta a dicha variable 1 . Santlllana, p_ 1 8 2 i

En un polinemio. ¢ grado relativo respecto a una de sus variables es el mayor

el polinomio respecto a una de

exponente de exa variab

-
£Ei graca retano deat
mongmio puede sl

Halla el grado relative a cada una de ks variables. mirnera cegeivo?
—Sr'y b Nia, b, e = 0,7 a'Fe

-

alMix, y)=

GR =1 GR =1 GR =5 OGR,=3 GR=1

¥ Halla el grado relative de . y, z en Pix, y, ) = 155"

Halla ol grado relativo de r ey en Pix, 5) = =2y + Ty’ + 0%
» Observamos que ol mayor exponente de res 6 y el de yes 3.
Emonces GR =6 GR =3

# Halla ol GR dea, by e en Mig, b, c) = a'b + Scb' - 2 ¢
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e La ultima parte de la presentacion de los contenidos desarrolla las
operaciones con monomios; pero, en este caso, para cada operacion se
empiezan con situaciones que necesitan la aplicacién de un algoritmo para
poder resolverlas.

2. Multiplicacion

lirgo de un terreno rectangular mide el triple que su ancho.

;Como se expresa e F
! esa el il
del terreno? :

3 ) ) X
Gaficamos el rectdngulo, ubicamos los datos y hallamos el drea: . -
Ara = largo - ancho —» Area = 3y - v = 3¢ 3x

ra del terreno se expresa como 37

multiplicar monomios, se multiplican por separado los coeficientes y las
literales. V ‘

Actividades
que propone.

Calcula cada producto. _
a) (- 46))(Tab)(@’) = (~4-7-1)(a-a') (b - b) = —28a'h’ Recuerda la propiedad
A s I 1 = del producto de poten-
2t (3 6 _ 5 3 ) 246 3 cias de igual base.
‘)3( 6«\‘})[ l‘,})—[/f-f%-—m;-\-ty 'J:J,\j\"‘ Y ——
! | \\ & g =g

'Cnlcula (ab) (-3a) [-%b’] [ %a‘b }

Alresolver (Sx’y) (8x*), se obtiene 40x“y. Halla el doble de a.
* Hallamos el producto: (5x%y) (8x%) = 40"y

+ Comparamos ambas expresiones; 40x" y=40xy —»a=6 E:‘Er!\[::rin“\cn‘: :seodloé monor
J | 10 monomio.

(ax™)(bx") = (a. bx™*"

* Hallamos el doble de a: 2a=2(6) = 12

,AI calcular (8x*)(-9x°*) se obtiene ~72xy", Halla a + b.

Figura 6: Tomada del libro de Matematica 1. Santillana, p-187.

Con respecto a Godino, J]. & Font, V. (2003), consideramos la clasificacién
sobre los usos de la variable y analizamos lo siguiente:
Las variables se usan como expresion de un patron general o como

indeterminada, en el calculo del perimetro y del area total.

Ademas, considerando la naturaleza de los elementos que intervienen en
una igualdad notamos que:

La igualdad se emplea como una féormula, es decir, para expresar la
relacion de dependencia entre dos o mas variables, cuando calcula el
perimetro y el drea total de figuras.

La igualdad se usa como identidad, para el caso de la reduccion de

Andlisisdelo | yarmings y la aplicacion de algoritmos en algunas operaciones,

presentado.

En referencia a Chevallard, Y. (1999) y a los elementos de las praxeologias
matematicas consideramos:

En cuanto a las técnicas, en los problemas se enfatiza la aplicacion de
reglas sintacticas de transformacion de expresiones; mostrandose un
marcado énfasis en la aplicacion de algoritmos. Sélo para el caso de las
operaciones con monomios y el valor numérico se muestra la necesidad de
la presentacién de la técnica para dar solucién a situaciones
especificamente propuestas.

En cuanto a las tareas y los tipos de problemas éstas no justifican la
presentacién de otras técnicas. Al definir expresiones algebraicas no se
especifica el campo numérico de trabajo.
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En cuanto a las tecnologias, se nota el caracter aislado de algunas de las
justificaciones.

Notamos pues que para el caso de este texto, la introduccién al algebra se
da a través de su uso como lenguaje, ademdas consideramos que, es
necesario que los docentes tengan una vision del algebra escolar mas
amplia que la que resulta de las generalizaciones aritméticas y el manejo de
expresiones literales.

Paginas de actividades. Practica, refuerzo y ampliacion.

Contenidos Ejercicios y problemas organizados por contenidos y clasificados por
niveles de dificultad.
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Las actividades propuestas corresponden a un primer nivel de
algebrizacién, algunas incluyen el simple reconocimiento de
definiciones o la aplicacion de algoritmos en situaciones cercanamente

Actividades que
propone.

similares a las dadas como ejemplos desarrollados.

@ NIVEL |

@ NIVEL 1

Completa.

| Lenguajeusual | Lenguaje algebraico

El duplo de un mimero
aumentado en doce.

@ El cubo de un nimero
disminuido en 10.
@ La raiz cuadrada de un
nimero disminuida en 7.
m La tercera parte del pro-
ducto de dos nimeros,

La cuarta parte de la
suma de dos nlimeros.

o

Escribe como expresion algebraica.

@ Lasumadea, by c.

@ La diferencia de los cuadrados de m y n.

@ La suma de tres nimeros consecutivos.

@ Un nimero par, si x es cualquier niimero natural.

@ Tenia S/. a y cobré S/. b. Si uso todo el dinero
que tengo en comprar n bicicletas, jcudnto cues-
ta cada bicicleta?

@ En el primer piso del hotel hay m habitaciones;
en el segundo piso el doble de habitaciones que
en el primero, y en el tercero la cuarta parte de
lo que hay en el primero. Si el hotel tiene tres
pisos, jcudntas habitaciones hay?

@ Sea y un niimero natural par. ;Cudl es la suma
de v con los dos nimeros pares consecutivos?

@ Compré m cuadernos por S/. x soles, Si hubiera
comprado dos cuadernos mds por el mismo mon-
to, ;cudl seria el nuevo precio por cuaderno?

m El drea del rectingulo menos el drea del rombo.

D = diagonal mayor del rombo
d = diagonal menor del rombo

Valor numeérico

Halla el valor numérico.

@ =3x+ 5, cuando x =2

9 2"+ 4x’ — 5x = 12, cuando x = 3

Q —24mn'p,cuandom =1l.n=—lyp= If
@ V2be, cuando b=2y ¢ =3

@ ' = 2% + 3cd’ — ', cuando ¢ = | yd= -IT
9 i—’_+ % siendoa=1,h=2¢c=3yd=5
@ Vb +Van+ Vbou. cuando b =4 yn=16

Calcula el VN de las siguientes formulas.

@ El volumen de un cilindro de radio r y altur
se caleula usando la siguiente formula;

—=

V =nr'h donde 7t = 3,14

Halla el volumen de un cilindro
cuyo radio mide 4 cm v cuya
altura mide 7 em.

@ Si un mévil viaja a velocidad constante: v=
Donde: v = velocidad, & = distancia y 1 =
Sid=90myr=15s, jcuil es la velocidad?

@ Si el movimiento es acelerado: d = v +
Donde: o = distancia, v, = velocidad ini
t=tiempo y a = aceleracion.
Cuando v, =6 m/s, =3 s ya=4m/s’, jcudl
la distancia recorrida?

Término algebraico
Escribe (V) verdadero o (F) falso.
@ - %{fb es un término algebraico.
@ a = b es un término algebraico.
329, . uns v ion
- 1 es una expresion algebraica.
@ % es el coeficiente de 3x7y".

@ ¥ =2y + | tiene 3 términos.

Figura 7: Tomada del libro de Matematica 1. Santillana, p-184.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

TESIS PUCP

Actividades que
propone.

Figura 8: Tomada del libro de Matematica 1. Santillana, p-185.

| @ NVELI @ NIVEL I

[ Temino | Cocficiente | Pane literal
| 7 Y
7 oy

0.0025 abc”

¥ - 4 37 - 106 + 11y - 320 - 7y
Aeb-4cd-3a'b + 6cd-a'h
b 36b~ Sac + 4~ 10ab + 14ac + 1.5 - $ab

112-24°b + 9ab’ - 4,56 — ab’ — 10,62

;
B Lo b G-

1

7 S 16

¥ marca la alternativa correcta.
Sidab—6ab + 11ab = Kab, halla ¢l valor de K.
A)-81 B) 64 C)-64 D) 81

2
Sidi- x4 L= Q. caleula Q-12)
A0 By 02 D)3

8i 3 y -Sa' son términos semejantes, [qué
walor tiene x?

B)1 C)-1 D)-2
8i26'y "'y - 3¢ " son términos semejantes,
sudl es el valor de a*?

Refuerzo y ampliscion

Completa el crucigrama.

@ $ix=3, ¢l valor numérico de £ + 3 es..
@ En2c+ . 1a suma de fos coeficientes es.. ‘
@ ab + 3ab - 6ab son érminos...

@ i /.05 1 medida del Iado de un cusdrado, 4 1 cs
la medida del...

@ Enwbc, unoes el grado ... de c.

@ Ense dosesel.

@ Endmn, tresescl,

@ Laexpresion 7ab es un..

@ Un polinomio con tres términos se lama...
@ Enx + 3x- 4x, el cocficiente del resultado es...

© En6n. tres es su grado...
Resuelve y marca la alternativa correcta. ‘

@ Halta ¢ valor de a para que el grado absoluto
del monomio M(x, v) = -2¢' ' 'y sea 12.

A)32 B) 64 ©) 128 D) 16 A7 B9 s D)6

B0 ok 160l .. .
Si-32 1= a2, jeudl es el valor de a”? . Dado N(x, ) = 5¢ * %' * %, si el GR = 6 y el

A2 B2 Os D)-& GA =13, calcula Va - b . ‘
- |

Halla el perimetro de b c Ao B)9 4 D)2

lafigura, si ABCD os B

w rectingulo y BCE | E . !_ll]l.'l(«;lfh, si el monomio M(x, y) = —11Le* ** 'y

& un 4 equildtero, A . tiene GR = 8.

Allde  B)18x ) 16xr  D)20x A4 B)S Ol D)9

En referencia a Chevallard, Y. (1999) y a los elementos de las
praxeologias matemadticas de la teoria antropolégica de lo didactico
presentamos el siguiente andlisis:

En cuanto a los tipos de problemas, no se presenta ningin problema
en donde se genere la necesidad de utilizar elementos algebraicos para
construir y reconstruir nuevos tipos de problemas; éstas en la mayoria
de los casos son presentados como conocimientos acabados.

En cuanto a las técnicas, éstas son independientes para cada
problema, no tienen ninguna relacién entre si. El énfasis esta en la
aplicacion de algoritmos.

Las actividades propuestas son variadas e incluyen las capacidades
especificas: relaciona, reduce, expresa, resuelve, completa, calcula y

Andlisis de lo
presentado.

pinta.

Solucién de problemas. Estrategias para la resolucién de problemas

Situaciones que propician la busqueda de estrategias de solucidn.
Se presentan los pasos para resolver problemas.

Contenidos.

Se plantea el siguiente problema: Cristina tiene cierta cantidad de
caramelos y chocolates. El lunes compra 5 caramelos y come 2
chocolates. El martes come 4 caramelos y duplica la cantidad de
chocolates que tenia el lunes. El miércoles duplica la cantidad de
caramelos que le quedaba y come 4 chocolates, y el jueves come 3

Actividades que
propone.
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caramelos y compra 2 chocolates. ;Cudl es el niimero total de caramelos
y de chocolates que tiene el jueves? La actividad propuesta especifica
que la estrategia es hacer una tabla:

Figura 9: Tomada del libro de Matematica 1. Santillana. p-192.

Extrategia de solucion de problemas

Hacer una tabla

Para resolver algunos problemas hay que representar los datos mediante expresiones algebraicas.
I)e%p\le-i de asignar variables a las cantidades desconocidas, podemos organizar la informacion
mediante una tabla,

B | Comprueba fus re- |
m_ . suftados asignands
164. Cristina tiene cierta cantidad de caramelos y chocolates, El lunes compra 5 cara- | Un valor numénco
melos y come 2 chocolates. El martes come 4 caramelos ¥ duplica la cantidad de ‘ L vanﬂ'
chocolates gque tenia el lunes. El mi¢rcoles duplica la cantidad de caramelos que )

le quedaba y come 4 chocolates, y el jueves come 3 caramelos ¥ compra 2 choco-
lates. ; Cudl es el niimero total de caramelos v de chocolates que tiene el jueves?
Planteamiento y resolucion '

+ C omo el nimero de chocolates no estd relacionado con el de caramelos, asignamos a cada uno una varis
ble diferente. Inicialmente Cristina tiene: x caramelos e v chocolates. Hacermos una tabla:

Dias | P N* de los | N¢ de chocol
L Inicio X ‘ ¥
Lunes Compra 5 caramelos y come 2 chocolates, t+5 . 2
'— B rmiic d | E o ¥ -
iMu_ne\' ( ne 4 U;lﬂ[mcllH} duplica los chocolates. | y 4+ § —d=x+1 2y -2)=2y
o _Mmm-lu .DI lica Ifu caramelos y come 4 chocolates. | 2(x+ 1)=2v+2 | 2y-4-4=2y
Actividades que Pueves  |Come 3 caramelos y compra 2 chocolates. | 2x42-3=2v-1|2y-8+2=2y
propone_ El ndmero total de caramelos y chocolates que Cristina tiene el jueves es 2x + 2y - 7,

Aplica la estrategia aprendida y elige la respuesta 167. Wilmer recibe cierio nimero de figuras de

correcta, males (x) y de plantas (v). El lunes ¢

165. En una fiesta. a las 10 p.m. habia cierto nimero figuras de animales y regala 3 de plantas.
de hombres (x) y mujeres (y). Cuando dan las miércoles regala 3 de animales y duplica las|
Il p.m. llegan 5 hombres y 2 mujeres. A la me- plantas, el viemnes duplica las de animales y
dianoche llegan 3 hombres mds, pero se retira la gala 4 de plantas, y el sdbado triplica las fij
mitad de las mujeres. ; Cudntas personas habia a de animales y las de plantas, i Cudntas fi

la medianoche? tiene Wilmer al final del sdbado?
A)x+y-9 Bjx+%49 A) 6x+ 6y + 10 B) 6iv + 6y - 1§
COx+2y+9 D)2v 4 y+9 C)br+y+6 Dix+y+6
166. Unavidn viaja de Lima a Madrid haciendo esca- | 168. Una tienda tiene una cantidad de cocinas
la en Caracas y Santo Domingo. En Lima sube televisores (y). La primera semana de
al a\«ifl_n un determinado nimero de hombres y compran 3 cocinas y venden 7 TV, La
de mujeres, Al aterrizar en Caracas desembar- da semana venden 4 cocinas y compran §
can 24 hombres y 18 mujeres, Al llegar a Santo La tercera semana compran 5 cocinas y
Domingo baja la mitad del total de hombres y 3TV. Y la cuarta semana venden 2 cocl
se duplica el ndmero de mujeres. ;Con cudntas compran 4 TV. ;Cudl es el total de el
[personas aterriza el avin en Madrid? mésticos al final de la cuanta semana?
A)E+2y-48 B)§+y-42 Alx+y-1 Bix+y+2
C)x+2y-48 D)x+y+30 Cix+y+1 D)x+y-2

Hay una seccion denominada de actividades finales, donde las
situaciones presentadas estan clasificadas por capacidad y niveles de
dificultad, ademas los tipos de problemas planteados son del mismo
tipo que los previamente sefialados. Hacia el final de la unidad también
se incluye una seccién con notas histéricas, datos curiosos y
razonamiento matematico.

Considerando la clasificacién sobre los usos de la variable de Godino,
]. & Font, V. (2003):

Se uso la variable como incdgnitas, para representar la cantidad
inicial de caramelos y chocolates, se buscaron relaciones matematicas
entre las cantidades conocidas y desconocidas y, se plantearon
expresiones algebraicas para cada caso.

El uso de la tabla fue como un recurso de ordenamiento de la

Anilisis de lo
presentado.
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informacién, que junto con un dibujo o esquema de la situacién nos
permite visualizar el problema; pero que no llega al empleo de
patrones ni justificaciones de las soluciones dadas.

Analisis de lo

presentado Teniendo en cuenta la teoria antropolégica de lo didactico y el analisis

de algunos elementos de las praxeologias matematicas:

En cuanto a la tecnologia, la situaciéon propuesta muestra un intento
por justificar el uso de variables a través de la actividad de
modelizacion. Este hecho, lo consideramos necesario e importante.

5.2.2. Reto. mate 1 de editorial Norma.

El libro esta dividido en 12 unidades, cada unidad comprende:

e Presentacion de la unidad. Imagen que conduce a los(as) estudiantes a
observar y explorar una situacién real o imaginaria para descubrir
intuitivamente la presencia de la matematica en ella. Incluye una seccion
llamada nos preparamos que permite ejercitar habilidades matematicas con
poco contenido matematico y de forma recreativa.

e Desarrollo de temas. A través de situaciones y actividades breves se
incentivan la interpretacion y el andlisis, que permiten elaborar las nociones
que sirven de enlace para el posterior desarrollo tedrico. Se presenta la
informacién del contenido matematico organizada en subtitulos y con
ejemplos, presentdndose ademas ejercicios de nivel basico organizados en
forma secuencial.

e Hazlo tu. Seccion de ejercicios de nivel intermedio que busca integrar
parcialmente los diversos aspectos teoricos desarrollados en el tema. Los
ejercicios se organizan por capacidad y nivel de dificultad.

e Otra mirada. Seccion de ejercicios de nivel avanzado. Tiene el propoésito de
integrar todos los puntos desarrollados en la teoria, organizados también por
capacidades. Incluye la seccién conexiones, que muestra aplicaciones reales
de los contenidos desarrollados.

e De todo un poco. Seccién que busca fortalecer lo aprendido en la unidad a
través de ejercicios y preguntas que integran las habilidades y conceptos

previamente presentados, organizados todos ellos por niveles de dificultad.
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En la unidad 10 de titulo introduccién al dlgebra se presenta la siguiente

secuencia de contenidos:

Expresiones algebraicas: caracteristicas y clases de expresiones algebraicas, traduccion de
enunciados verbales, valor numérico, dominio y rango de una expresion.

y

Polinomios de un término: grado de un monomio, adicion y sustraccion de monomios,
multiplicacién, potenciacién y divisién de monomios.

!

Otros polinomios y operaciones: grado de un polinomio, adicion y sustraccion de
polinomios, multiplicacion y potenciacién de polinomios.

!

Ecuaciones: caracteristicas y resolucion de ecuaciones de primer grado con una incégnita,
resolucién de ecuaciones con valor absoluto y resolucion de problemas.

!

Inecuaciones: caracteristicas y resolucion de inecuaciones de primer grado, resolucién de
problemas.

Para las expresiones algebraicas:

Tabla 8: Presentacion de la unidad 10 para el tema de expresiones algebraicas.

Presentacion de la unidad

En la seccién "nos preparamos” se presenta la siguiente situacion
relacionada a compras que incluyen el IGV:

Para calcular el precio de venta de cualquier articulo, se utiliza
una expresion, que estd formada por numeros (valores constantes)

Contenidos. . . .
y letras (valores variables), los cuales estdn relacionados por
operaciones.
Cantidad
Cantidad de dinero
de dinero |
_ para e
que paga C(x) = PT(x) + 19%.PT(x) desarrollo
4 del pais

Cantidad de dinero para
la empresa

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

TESIS PUCP CATOLICA

DEL PERU

Se presenta luego la siguiente informacion y algunas preguntas.

Completa los datos en las boletas y observa el Ppago que se tiene que hacer.

&
£€- SToRE oA oE v | HO@AR ol s

00) - 00005 D - o .

et s M CotiB Voldés

TGV (19%) (19%)(5/.2500)(1)= & 475,
PRECIO DE VENTA| C (x) = §/. 2500 + 475
C=5.297%

Actividades que propone.

& Responde las siguientes preguntas:
R O ¢Qué expresion se utiliza para calcular los precios de fos articulos?
b. ¢Por qué tipos de volores estd formada esta expresion?

¢ ¢Cudnto se paga por cado articulo que se compra?

d. ¢(Cudnto se paga por todos los artefactos comprados?

e. Al adquirir estos artefactos, ¢cudnto dinero se destinard al desarrollo del pais?
B 1 /Qué obros se hacen para el desarrollo del pais? ¢Estas de acuerdo en pedir lo
boleta de pago?

Figura 10: Tomada del libro Reto. mate 1, p -295.

Considerando la clasificacion sobre los usos de la variable de
Godino, J. & Font, V. (2003):

La variable se usa para expresar cantidades que varian
conjuntamente (funcional), es decir, mostrando la relacion de
dependencia entre variables cuando el cambio en una variable
determina el cambio en la otra.

Analisis de lo presentado.

Desarrollo de temas

Presenta problemas resueltos y situaciones que permiten la
aplicacion de lo aprendido, en relacion a las caracteristicas de las
expresiones algebraicas, clases de expresiones algebraicas,
traduccién de enunciados verbales a expresiones algebraicas,
valor numérico, y dominio y rango de una expresion.

Finalmente, se presentan algunas situaciones sobre suficiencia de
datos y de conexiones matematicas con la quimica y la fisica.

Contenidos.

Actividades propuestas. | , Se parte de la siguiente situacion en relacién a la compra y

venta de polos:
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La Sra. Luisa invierte 480 soles en confeccionar 100 polos (P)
para venderlos a 8 soles cada uno.

¢Cudntos polos vende? ;Como podrias expresar esta cantidad? ;Es
una cantidad fija?

Sivende todos, ;cudnto es el monto total de venta?

¢Cémo expresas su ganancia?. Sivende 30 polos, ;gana o pierde?,
ceudnto? . Sivende 90 polos, ;gana o pierde? ;Cudnto?

e El libro empieza presentando las caracteristicas y clases de
expresiones algebraicas, la traduccién de enunciados verbales a
expresiones algebraicas y el algoritmo seguido para el calculo
del valor numérico, dominio y rango de una expresion. Todo
esto en un contexto netamente matematico.

| Caracteristioas e los expresiones algebraicas

VR T .
£ Ja reunidn finita de constantes ¥ variables con exponentes

fijos (raclonales) el
dos por s operaciones de adicidn, sustracei fcacl
N D BETACIOnes de adicion, sustraccion, multiplicacion, division. potonctaci
tidodes romuestas iy p division, potenciaciiny
Elemplo

En el cuadro identifca s es 0 no g expresion algel

IAICH
eyl ey ’
Al-Jkwharismi : . l - . .
¥ivio aprox. hace 1000 — = : o
alos, L4247 44"y No No N
Investigo y eseribio g 5x4) N No ;
acerca de los nimeros, ) .
Jos métodos de cdlculo m ik \‘ 3 4
¥ los procedimientos
ilyebraicos, £l tén i ‘
e mino ' ;;nlda unul de os sumandos de una expresion algebraica s un término algebraico, Fse
TS 0 y " ipli i ivisid ' '
s contiene las operaciones de multplicacion, division, potenciacion y radicacion,
reduceidn de (érminos, Elcmplo 2
deriva del thulo de sy
obra*Aabe ¢Cuintos (érminos tenen Las Siguientes expresiones aldebraicas?
mugabala’, ' ’
. 157" tene 1 término il )
_ : LYY 20" 0 2 tene 4 témins
b, 4" + b thene 2 términos, ’ : ‘
G T4 0 p 4 p° 4+ pgmn” tene S témineg

G = mp + pn tiene 3 términos,

Figura 12: Tomada del libro Reto. mate 1, p -296.
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Uoses de expresiones algebraicas

bs expresiones algebraicas con exponentes enteros reciben el nombre de expresiones
dgebraicas racionales. Estas, segiin la forma de sus exponentes, se clasifican en:

4 Entera o polinomios, i sus términos tienen una variable con exponente positivo o cero,
¢ decir, nimero natural (Z" o 0). No tienen letras en el denominador.

b fraccionaria, si al menos en uno de sus términos hay una variable con exponente nega-
fivo (). Tienen letras en el denominador.

Eemplo 5:
4 P[x) = 3%’ - y*, racional entera. PobPxy o) = 4xyz™?, racional fraccionaria,

tLas expresiones algebraicas racionales enteras se denotan con letras mayusculas, y, entre
parentesis, y al lado derecho, la variable. Segiin el nimero de términos pueden ser:

polinomios de un término (monomio), de 2 términos (binomio), de 3 términos (trinomio),
¢ general polinomios,

Bl

brcada caso identifica a qué clase pertenece y cudl es su variable,

a.‘]’{.\'] = 3xyz; polinomio de 1 término o monomio, su variable es x.

b PG y) = -4x"y + 2y - 5 + x’; polinomio de 4 términos, sus variables son X €Y.

¢ Plx) = a + b; polinomio de 1 término (término independiente), su variable x.

Actividades propuestas. Figura 13: Tomada del libro Reto. mate 1, p -297.

| Valor numeéico, dominio y rango de una expresion

* Dominio de una variable es el conjunto de valores que puede tomar la variable,

* Valor numérico (V N) de una expresidn algebraica es lo obtenido luego de reemplazar ls
variables por los mimeros de su dominio y de operar dicha expresion.

* Rango s el conjunto de valores numéricos que puede tener la expresion algebraica

Ejemplo 8

Expresion algebraica ’ Dominio

l Valor numérico
X=0-8(0) - 24 = -2
10; 152, L X=1-8(1)-24=-16
X=2-8()-24=-8..

Rango

Figura 14: Tomada del libro Reto. mate 1, p -298.

e Se plantean ademds algunas situaciones para fijar los
contenidos conceptuales presentados que involucran las
capacidades especificas de completar, relacionar, resolver,
traducir y/o expresar.
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Potencia - e
encias Es un caso particular de la multiplicacion de monomios, donde 1 base (monomi) se
" "
(a-b)" = a" b plicar las veces que indique el exponente mult
(a%)" « a"
Feliaz0 Ejemplo 6

0" no esta definido

Ley de signos de la
division NyL Ax:y)
Si los factores tienen sig-
N0s iguales: (+) + (+) = +

(=) 4 (<) = s )

(<3x Xy vyl
Si'los factores tienen signos )
diferentes; (+) + (<) = s
(=) 4 (+) = =y )%y ) (<3x've) X'y -X 'y )X

Division de potencias de
| la misma base , ) i ’ |
| B Ixyz Xy Xy Xy XY YT
(" " meQy ] 9
|

ne Q

| Division de monomios

Para efectuar la division de monomios se dividen los coeficientes aplicando la ley de signg
y luego, con la parte literal, s aplica la division de potencias de Ia misma hase

E— .

Es diferente (<3)° y -3°,

1’50 (m Bui'n’, K
pues (<37« 1 y

e =¥ e 0m'n' + -8m'n mn mn
m' J N 'm'n
{40 + -8)
mn ) mn
Sm’ 'n' m° 'n
hmn m

bserva
Actividades propuestas. « Observa y completa

() Completa los datos en la tabla,

Elx) = 3y 3y x’ 2 2
v a

Slx; y) = — - X 3 1 . |

{x; y) 3 - y

T(Y] = kbxﬁ dabx’ y . 1 . 1
s‘lﬂ !

I(l:v)'Tw g b m+l m Notiene  2m+1

Mix; y; ) = -0,2x'ya® 02 x'yla* 3 2 5 10

A[x,‘y)--3ﬁx""y“' -2 " i m+2 5-n Temen

o Resuelve:

3 SiQlx;y; 2) = -5¢"22% GA = 6, calcula m™. i b. Halla el GA de 3x™*"*y" i GRIx) < 5y GRly) =2

Como ¢l GA = 6 [ GA=7
24m=-243=6--m=3
Luego, m" = 37 = 27

Figura 15: Tomada del libro Reto. mate 1, p -304.
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los términos semejantes en las siguientes expresiones: Reemplaza 0,3
9 , 1 por su expresion
B - 2a%0 + 3ab” + a’b - 7ab’ Pf 0.2xv*0.3v+§xv—%

fraccionaria

(6+3-7)ab” + (-2 + 1)a’b %W_%y
2ab7 - a%b
9n° - 6m° - 2m° = m® g. 5pg’ + 3p%q - 3pq’ - 2pq’ = 3p’q
3 + 205 + Ty - 2yt = XY’ h. 3% - 52 + 145 - 2.3x%y = 44¢-73Y
By 50 130y L i
SPs 2P =\ Sy i. a"+a"+a" =
Astal |
b Lot - 3 4% - %a‘lﬂ +a'b? = a'%? ©j. 0Txy - 02xy + 03xy = 02xy
3 2
| ffectia las siguientes operaciones:
2.3y mas 8x’y i d. Resta - 13 x4z de 0,3x%°z g. Suma la diferencia de 1,8yz’ y
(3+8)x’y 3 4 -0,51’.' con la diferencia de 2° y
1y P y'z -3,2y2%.
[1.8y2% - 0,52 + [ - -3.2y7)
b -2’2 menos -6y’z’ e. Resta 4xz de la suma de x’z y -4x'z ‘-Q‘ +0 5’ +Z04 38y
2+ B)VZZ] Syz° + 1,52
8 x'z
“4yz
¢ De -%x‘y‘ resta —]z—sx‘y‘ f. Dela suma de 2,4xz’ y 12x2°, resta -2,2x2°
iyt 5,82xz
Realiza en forma directa las siguientes operaciones:
2 (3y)(ay'A)2xy'2) = 24y | d. (-2xy) = axy? ia (-3x%°2%)(xyz) = -27x'y"2"
(2 3 Ao | ¥ (o2 5 2.3 N2(3 62 2,48
hL-ix‘y‘zj(-z xv’1‘>= 2 XY i Pe {-x’5)12xy 2 = -2xy* h. (-ix yz) 5XvZ|= gxlye
01)03xY)-10y) = 03¢y | f. (2202000 = B4y 1 i (028 (13xy') = 0.087x"y
5.3 12 4200 0Y e 32Dl e X Icule:
 Con Ax; y) = 36x%y?; B(x; y) = - 5 XV Clx; y) = =4xy?; D(x; y) = 3% calcula:
. oy Sk Y) i . Blxiy)
aAlxy) +Blx;y) i b Blx;y)+Clx;y) i e Blxy)x e y) d. Alx;y) x ey
1 H H
36y’ + - é Xy i
12 5432 : P
(36”?])( v 3 P36 T
-15xy ! 5% 5 *Y i 5
En cada recuadro escribe el factor que falta.
2152702 - 3a%'e = 45a%b°C e By X2 ) = -60xy'2
b 80" (-10m’n*p) = 80m’np® L. -30m°p%q’ )(-12m?n*)(-p’n®) = -360m’npPq’

Figura 16: Tomada del libro Reto. mate 1, p -305.

Teniendo en cuenta la definicion de expresion algebraica, desde
la llamada matematica sabia, creemos que hay una caracterizacién
vaga de expresién algebraica. Tal vez sea menos vaga y mas
riguroso presentar primero la nociéon de término algebraico y,
partir de él, una expresion algebraica como suma o resta de tales
Anélisis de lo términos.
presentado.
Ademas, considerando la naturaleza matematica de la variable de
Godino, J. & Font, V. (2003) analizamos lo siguiente::
La variable se usa como incdgnita, esto lo inferimos de la siguiente
pregunta planteada en el texto.

;/Qué son las variables?

Las letras de una expresion algebraica se llaman variables,

porque ellas pueden tomar cualquier valor de un conjunto de
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valores numéricos posibles.

En este caso, la variable se emplea como incégnita, es decir,
el objeto matematico desconocido se manipula como si fuera
conocido. Esto es evidente en el caso de la traduccion de
enunciados verbales. las letras se usan para expresar
cantidades desconocidas y variables, que pueden tomar un
conjunto de valores posibles dentro de cierto intervalo.

Las expresiones algebraicas presentadas usan notacion
funcional. Sin embargo, esta presentacion se reduce a la
aplicacion de las variables como incdgnitas, donde la asignacién
de determinados valores a una de las variables hace que le
corresponda otro valor a la otra, esta notacién se reduce al
calculo de valores numeéricos. No se garantiza el uso relacional y
de generalizacion que deberia tener este tipo de notacion.

Considero que el estudio de las funciones deberia centrarse en
indagar relaciones en contextos significativos para los alumnos.
Las situaciones de traduccion de enunciados verbales a
expresiones algebraicas se dan como contenidos acabados,
formulando ejemplos y situaciones similares para representar.

Closes de expresiones algebraicas

. Las expresiones algebraicas con exponentes enteros reciben el nombre de expresiones
Analisis de lo dgebraicas racionales. Estas, segun la forma de sus exponentes, se clasifican en:
presentado. 4 Entera o polinomios, si sus términos tienen una variable con exponente positivo o cero,
e decir, nimero natural (Z" o 0). No tienen letras en el denominador.
b Fraccionaria, si al menos en uno de sus términos hay una variable con exponente nega-
tivo (2°). Tienen letras en el denominador.

Ejemplo 5:

4. P(x) = 3x* - y°, racional entera. b. P(x; y; z) = axyz °, racional fraccionaria.
' Las expresiones algebraicas racionales enteras se denotan con letras mayusculas, y, entre
paréntesis, y al lado derecho, la variable. Segtin el nimero de términos pueden ser:

polinomios de un término (monomio), de 2 términos (binomio), de 3 términos (trinomio),
en general polinomios.

Ejemplo 6:

frcada caso identifica a qué clase pertenece v cudl es su variable.

a.NPM = 3xyz; polinomio de 1 término o monomio, su variable es x.

b.Plx; y) = -4x’y + 2y* - 5 + x*; polinomio de 4 términos, sus variables son x e y.
¢ P[x) = a + b; polinomio de 1 término (término independiente), su variable x.

loduccion de enunciados verbales a expresiones algelbraicas

Al resolver algunas situaciones se debe expresar sus enunciados en expresiones algebraicas.
Eemplo 7:
Traduce los siguientes enunciados: Traducir correctamente
. los enunciados: es el Ter
a La suma de dos nameros: X + y.
paso para que te salgon
b Altriple de un nimero le aumentamos 5: 3x + 5. correctamente las
¢ H producto de dos nimeros consecutivos: n(n + 1), situaciones.
i Los 3/5 de una cantidad, aumentado en 4: 3x/5 + 4.
. Lo o (xay) [x-y
¢ La semisuma de dos nimeros disminuida en la semidiferencia: L 7 ) - 5
\ ]

Figura 17: Pagina completa tomada del libro Reto. mate
1, p-297.

Considerando los aportes de Chevallard, Y. ( 1999) y los
elementos de las praxeologias matematicas podemos afirmar :
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En cuanto a la tecnologia, se presentan operaciones y
propiedades, pero no se justifican. lo previamente presentado,
asi en: 3xy +5xy = 8xy, podriamos verificarlo haciendo que

x= 2, y=-3. Luego, reemplazando nos quedaria:
Analisis de lo

presentado. 3(2_)1(;33_) ;’g(j)g? =8(2) (-3)
-48=-48

En cuanto a las técnicas, no se presentan tareas que hagan que
estos resultados o contenidos sean necesarios, todo se reduce a
la aplicacion aislada de algoritmos. Ademas, no se presentan
especificaciones sobre el campo numérico de trabajo.

Hazlo t, otra mirada
Ejercicios de nivel intermedio y avanzado (segin los autores),

Contenidos sobre los temas tratados, dosificados por capacidad y nivel de
dificultad.
/ ’
m iHazlo tg!
o Contesta: o Determina el monomio que falta para que se
* El monomio 8x*~®* 42+ 1 es de GR(x) = 12 y de cumpla la igualdad.
GR(y) = 5. ;Cual es el valor de b - a? ¢Cusl el GA? a3 4y + (-6xy) = -2xty
® Sean R(x;y) = a®’’, Qlx; y) = -bx?* -3, b. ~6xy’ - (-5¢y) = -xty?
términos semejantes. Calcula la suma de sus € =Bxy - dxy=-7xy
coeficientes y el GA. d. (293 ) = 21y’
O L (T2 ) ey -
©) Escribe SIEMPRE, A VECES O NUNCA segdn G e o
corresponda. e —
a. La suma de 2 monomios & veces es monomio. o Se tiene A (g) l%gyB(t) = 2 Se puede cal
b. La potencia de un monomio _ siempre  es monomio. la altura de un objeto (cuyas dimensiones

cen la resistencia del aire) mediante esta f6
Clg: t) = Alg) x B(t)

a. Determina la formula de C(g; ).

b. Guillermo y Gonzalo quieren medir la altura de un

edificio y, para ello, soltaron 10 veces una piedra. L

tiempos que registraron en el cronémetro fueron,

f. La suma de 2 monomios de grados my n  a veces im'l 2 3. 4 5 6 78 9
s un monomio de grado m. F

¢ La diferencia de 2 monomios _a veces  es monomio,

d. El producto de un monomio de grado n y uno de
grado m _a veces es un monomio de grado m.

e. El cociente de 2 monomios de grado m _ siempre
€s un monomio de grado 0.

00 2 181921 2 222118192
% Aplica la formula de C{g; t), donde g = 9,8 m/s'yte
©eanA=xy.8=xCoy,D=x E =y Hall: sequndos. Halla el promedio de todas las alturas cl
.. 0% E AxD ladas, considera en la formula el tiempo transcurida
Actividades propuestas. o R [B_C - x k s
b. B2+D x d 3BxE+AxC o Tipo examen de admision: suficiencia de datos
2A y : 8/xc 7 Se proponen situaciones y se ofrecen dos datos,

resolverlas. Identifica qué datos son necesarios para

—_ resolver las situaciones y marca la clave.
© SiF=3xy: G = 15x'%Y"; H = 20y | = 757y, A. Cuando el dato | es suficiente y el dato Il no lo
determina: B. Cuando el dato Il es suficiente y el dato I no loes

6 ExIxH C. Cuando es necesario utilizar | y Il conjuntame
a. [F] xH= 10" d. e 30x"y" D. Cuando cada uno de los datos es suficiente.
E. Cuando se necesitan mis datos.
Hx| Fx| 15 Situacion
b —— = 10x%* e - e—
G GxH 2 XY Si 15x™y"2'? + mxy'2P = pxyos,
| hallaa +b+c
¢ Ex G = 375x"y" Datos:
L. m=3;n=6
Il. Los grados de los monomios son
E distintos de 0. L_JOICIO)
e Dada la siguiente expresién algebraica: Sit,OGy) =(n+1)x"y" "3 y
Plxiy) = 3x* 'y - qaxty® + ' 4 110+ 22 t,(x; y) = (n - 2)x’” son semejantes.
a. Determina los valores de a y b, para que todos los Hallam £ 0ch .
monomios sean semejantes. Datos:
a=3yb=2 : ; L. GRly)=n-3+p
b. g:g:sce los términos de la expresion algebraica. I 4,1 1) +4,(1; 1) = 5

Unidad 10 Introduccion al Algebra

Figura 18: Tomada del libro Reto. mate 1, p -306.
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Teniendo en cuenta los aportes de Chevallard, Y. ( 1999) y el
analisis de algunos de los elementos de las praxeologias
matematicas consideramos:

En cuanto a los tipos de problemas, estas son de
completamiento de tablas, relaciéon y/o comparacién de datos,
aplicacion de algoritmos; buscan la fijacién de contenidos
Analisis de lo conceptuales. Su principal objetivo es familiarizar al estudiante
presentado. con el vocabulario y la fijacion de conceptos, propiedades y
caracteristicas en relacion a las expresiones algebraicas.

Por otro lado, en el siguiente problema:
o Contesta:
¢ El monomio 8x*~®* %+ " e5 de GR(x) = 12 y de
GRI(y) = 5. ;Cudl es el valor de b - a? £Cudl el GA?

* Sean R(x; y) = a%?, Qlx; y) = -bx? - Ib-1
términos semejantes. Calcula la suma de sus
coeficientes y el GA.

Se presupone la comprension total de la nocién de expresion
algebraica, pues en este caso se incluyen letras en los
exponentes (antes en el libro se afirmé que los exponentes
debian ser fijos). Se presenta un vacio conceptual que puede
generar restricciones y conflictos posteriores.

Para los monomios.

Tabla N° 9: Presentacion de la unidad 10 para el tema de monomios.

Desarrollo de temas.

e Situacion inicial relacionada con la compra de perfumes, formas
de representacion de datos y lectura de informacion relacionados
en una tabla.

La situacién inicial propuesta es:
Carla ha comprado una cantidad de perfumes a 50 soles cada uno.
Si la diferencia del nimero de perfumes para caballeros con el

Contenidos. numero de perfumes para damas es 4. Contesta a las siguientes

preguntas: ;Se conoce el niimero de perfumes que comprd Carla ?

;Como se obtiene la inversiéon en perfumes de caballero? ;Cual

fue la inversion total?

Articulo Costo Cantidad | Inversion
unitario
Perfume de 50 x+4 50(x+4)
caballeros
Perfume de 50 X 50x
damas
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e Contextos problematicos resueltos y otros que buscan la
aplicacion de lo aprendido, en relacién al grado de un polinomio,
reducciéon de términos, adicién y sustraccion de monomios,
multiplicacion de monomios, potenciacion y division de

monomios.

Finalmente algunas situaciones sobre comparacion cuantitativa y
conexiones con la estadistica y geometria.

0 Tipo examen de admision: comparacion cuantitativa
Marca la clave segin corresponda.
@P>Q ©P=Q
®P<Q @ No se puede determinar
En los polinomios my n e IN.
Plx;y: 2) = abx™ * 2" + 2x™ "Nt SgN 2 L gym B g6 L,

Qlx;y;2) = mx™* 42"+ 1 4 5x™* 4yzr —nx"* Pv'n +30-1 _ by™.
P | Q | Clave
! GR(x) GR(y) @OO® !
| GA(P) GA(Q) POO®
i GR(y) GR(x) olclel ¥
! GR(2) GR(z) OIo! IO
{ GR(x) + GR(z) GR(y) + GR(z) ® i
i GAR) -GRE) || GMA)-=BROY. - -1}
Contenidos. NE)(_/C_}NES
TADISTICA

La grifica muestra informacién sobre una encuesta reali-
zada a una cierta cantidad de alumnos de un colegio.

Preferencias de deportes

12m?

2w

N* de estudiantes

—

basquet futbol tenis
Tipos de deporte

® El nimero de estudiantes que prefieren tenis es 192
a.¢Cudl es el nimero de estudiantes que prefieren bas-
quet?
b. Si S-\(am € IN, ;Cuantos prefieren futbol?

GEOMETRIA

El drea del terreno mostrado es de 256 m? y se desea
cercarlo. El metro lineal de una reja de metal cuesta
S/. 90. Halla el costo para cercar dicho terreno.

a. S/.13 230 ‘
X S/.12 240 — LA :
c. S/. 14 320
d. S/. 12 420 2x |
e. S/.4 420

Figura 19: Tomada del libro Reto. mate 1, p -307.
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e La presentacion de estos temas es explicativa, indicAndose, segin
el caso, algoritmos para las operaciones con monomios. Cada
explicacion sobre los modos de hacer se acompafia de ejemplos.
Sélo para el caso de la adicion y sustraccion, se usaron figuras
para visualizar y analizar las relaciones establecidas, a manera de
otro registro de representacidn.

e Se proponen actividades en relacion a las siguientes capacidades
especificas resuelve, completa, reduce, efectia y analiza.

Figura 20: Tomada del libro Reto. mate 1, p - 304.

M) | Potenciacion de monomios

Potencias Fn . "
Py S un a5 particular de la multiplicacion de monomios, donde la base (monomio se
el Plicard las veces que indique el exponente,
(0%«
Paliaz0 Uﬂwtﬂ_ﬁ,
0" 00 estd definido 08 siguientes monomi
ok ik Con los siguientes monomios o r\[v'\\u:m\ algebraicas resuelve las operaciones indicadas,
division Plx: y; 2) = <3x'ye! Qs y) ==~ x'ly
Si los factores tiencn sig- ) ;
oS guales: () + (+) « + & [Py 2)) = th (06 y)l o [P y:2): Ol e
Silos rm:'.u:s;;m * [y [ IvﬁJ" = [ - i
diferentes: () + (<) = - S 1‘ y
o (4 (4) - =) | -2 ) 2l
v2 VOU-3XV2Y) | s f-m A8 Sl = Dyl 2y 145,
Actividades que propone. Divisin de potencias de i 1 Rl
Ia misma base R s 2\ 1 '
!a-‘a,.l.. “meQy =CNye) =y | . 'TJ(X 'y"l’-;x'y“‘i =Xy =4
| ne Q ‘
| Division de monomios
Para efectuar la lei\i(.m de monomios se dividen los coeficientes aplicando la ley de siga
. ¥ luego, con la parte literal, se aplica la division de potencias de I misma base,
benplo 7
Es diferente (<3 y -3°, ) ! :
ma ey y SUP {3 n) = 40m*n"; O m: 1) = -8’y VR (my n) = 3 mnyS(m;n —: mn, resuclve;
S et un) ) g
& Plmin)« Q(m;n) = 40m'n' + Bm'n' 11 Rim; n) + Sim; n) « ;m'n '-}nm
J
ST FLLN oa . 2m
mn 3 3 m
«-5m" '’ =-2m" !
« <5mn’ w -
@ observay complsta
o Completa los datos en Ia tabla,
Monomios | Coeficiente | Parte literal | 6RO | GRY) | GRGa) | A
Elr) = 3¢y Y o 2 7
s(,;y).& Y Xy
3 3 3 1 “
T = oty daby’ y : 1 n |
oy 6 ‘
Kx:y) & e - :
e AR sUISN U7 PR SRR ST

Mix;y; a) = 02¢a* 02 rya* 3 2 5
Alr;y) = =320 2yt T B v

© Resuelve:

3. 500k y;2) = -5y %7, 6A = 6, calculam®, | b Halk bl g
i h \ a ¢l GA de 3x"*"-5y-) N .
e i l i %', si GR(x) 5y GRiy) =2
24m=243=69mey
Luego, m" = 3' = 27 ;

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP /) ER%E;_'}E?AD

DEL PERU

los térmi j en las sigui presi Reemplaza 03
‘ 2 1 y POF U expresion
&b’ - 2a% + 3ab’ + a’b - 7ab’ [ f 02y -03y+2xy-¢ fraccionaria.

3-7)ab + (-2 + 1)a%b i BgEs
g7 w2

2ab? - atb
9 - 6m° - 2m® = m® i 9. 5pg’ + 3p’q - 3pq’ - 2pq’ = 30’
30+ 200 + 7S - 2y® - 4K O 30— 5y 4+ 14 - 230 = 4A0-TAY

%Vz,ivl,?yv‘; —~5idy’ i i a"+a"sam = 327

Lot - % a'? - %a‘b’ +a't? = a'? | 0xy-02xy+03xy = 02xy
3 i

ia las siguientes operaciones:

3y mas 8x'y d. Resta - 1 X’z de 0,3x%y"z ! g. Suma la diferencia de 1.8y2° y
3+ 8)xy 43 & i -0,52% con la diferencia de 2’ y
EW;Z R
i [1.8y2" - 052 + [ - 32y7)
2’7" menos -6y’z’ e. Resta 4x’z de la suma de x'z y -4x"z %y_a’{f‘ “ 2151 +27+ 32y
2+ 6)y'2’ . ;
oo -7z

~4y'z'

De - % Xy resta - ‘?5x3y‘ f. De la suma de 2.4xz° y 1.2x2’, resta -2,2xz°

oy 5.82xz°

iza en forma directa las siguientes operaciones:
2By = 24y | d (232 = 4y

i[—%xlyjz](—%xy’z’]- %x’y’z‘ l e (—x‘%)(hy’l’= -2 h. (—%x‘vﬂ)y (—gxsyzz]- %x"y‘z’
C0103XYI-10y) = 03" | . (207207 V(-2ef = 64y | i 02XV (13xy') = 0087

700,71

1 g (32 (xyz) = ~27¢y"z

e

 Con Alx: y) = 36x°y%; B(x; y) = - % x*y?; Clx; y) = -4x’y?; D(x; y) = % xy calcula:

; Clx: y) E oy Blxiy)
2Alx:y) + Blx; ) i b BoGY) = Clxiy) e Bly)x S |4 A x Gy
3wy + -%x*{’ i {
. 12) 542 H .
[”?_?)x v i3 | 38 40 I o108
-15xy { @° P b T
' En cada recuadro escribe el factor que falta.
a15a'bic . 3’ - 45a°0°C Fe (edy-1sy) §XYE ) =-60xy'2
b (807" (-10m’n*p) = 8Om’np® {d.( -30mp%q’ )(-12m?n*)(-p’n*) = ~360m’n’p’q’
= porrarcs=- |

Figura 21: Tomada del libro Reto. mate 1, p -305.

Considerando la naturaleza matematica de la variable de Godino, J.
& Font, V. (2003) analizamos lo siguiente::
El uso de las variables para el caso de las operaciones con
monomios es como indeterminada, con fines de notaciéon y
Analisis de lo presentado. manipulacion sobre la base de algoritmos.

Considerando los elementos de las praxeologias de Chevallard, Y.
(1999):

Las técnicas aplicadas son independientes entre si, ademas en
cuanto a la tecnologia, no hay ningin intento por justificar el uso
de las variables ni la aplicacion de los algoritmos Las operaciones
algebraicas se presentaron como ampliacién de las propiedades
aritméticas.

Hazlo ta, otra mirada.

Situaciones de contexto que implican la interpretacion de
Contenidos. informacién y la relacion de datos algo mas compleja que la simple
aplicacion de algoritmos, dosificados por capacidad y nivel de
dificultad.
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’®O0tramirada

Determina el valor de n para que el grado absoluto del o Tipo examen de admision: comparacion cuantitativa

monomio sea 30. Marca la clave segin corresponda.
a 3,(9 ' nan I3 (xsvu )(xnvz'z @P >Q (DP =0Q
(azemy4-1) ®P<Q No se puede determinar
Ae5 202 H —————
b 2"y j Xy En los polinomios my n & IN.

Plx;y;2) = abx™ 57 4 2" ST gy e By g G

Ffectua las siguientes operaciones con monomios : Sl
Qg y;2) = mx™* 42"t 4 5™ Ay -t By ey

2. 3y mas 8x'y.
b -2y%2* menos -6y2’.

¢ e -lx’y‘ resta -Ex"y‘. i GR(x | GRly) 1 .©®§
: 4 ) GAQ) OIOler ¥

i Resta - i’ de 03, £ GR() | GROY 0000
4 { GRG) GRE) 10, oK

¢ Resta 4x'z de la suma de X'z y -4xz.

f. Resta la suma de =5x°z° y -x*2", de -3x%2",
o De la suma de 2,4x2" y 1,2x2”; resta 222",
b, De 1,38xy2? resta la suma de 2,27xyz’ y 0,61xy2.

i Suma la diferencia de 1,8y2" y 0,52, con la diferencia NJEXI N E S

de 2ty -3, 2y2%

{GR+ GR) | GRU)+GR) | @OOO ]
i GA(P) - GR(z) GA(Q)- GR(x) NOO®

ESTADISTICA
Actividades propuestas. Un autose desplaza a velocdad constante de 75 kmh . La gréfica muestra informacién sobre una encuesta reali

oo de 10 hovas de recorrdo, llega @ s desto, zada a una cierta cantidad de alumnos de un colegio.
4. (Cudl es la expresion algebraica que indica la distancia

recorrida en funcion del tiempo transcurrido? Preferencias de deportes
b, ¢(Cudl es el dominio y el rango de esta expresion alge-

braica? i
¢ Completa esta tabla: ] g

[CHW ' 2345678910 %"‘

= il im

= - z

d. Grafica los datos de esta tabla en papel milimetrado. 0 blsquet _ fatbol ceis
(ul(es) de las siquientes afirmaciones es (son) incorrecta(s): Tipos de deporte

1. El grado absoluto de Q(m; n) = 4m"n" es m" + n",
I, El grado relativo de x en P(y; 2) = =7(x")}y"**2" es mn. * El nimero de estudiantes que prefieren tenis es 192

I s variables del monomio R(s; t) = (4st) s’t' son s y ty a.¢Cual es el numero de estudiantes que prefieren bas-

su grado absoluto es t + 2. q”:‘? i T

b.Si IN, (Cuéntos prefieren futbol?
2.0 ¢ Solo ly Il & Solo I "/"_'f'e R PIEN
b, Solo Il XLy € E
El drea del terreno mostrado es de 256 m’ y se desea
| Tipo examen de admision: Algebra cercarlo, EI metro lineal de una reja de metal cuesta
2 5 3 S/. 90. Halla el costo para cercar dicho terreno.

L Retuee b expresin: X1+ X% 54 6.

Reduce la expresion: —y¥+ il il 2. §/.13230

10 bl ox A cux X 512240
ILSi el producto de los términos t, = (m = n)x™ * "y *F; ¢. 5114320

tE pEY Tt = (04 Y™ es 24x%Y, d. §/.12 420

determina m + n + p. e S/ 4420

a6 b 8 X110 d1w6 e

Figura 22: Tomada del libro Reto. mate 1, p -307.

En referencia al aporte tedérico de Chevallard, Y. (1999)
consideramos:

En cuanto al tipo de problemas, las actividades y ejercicios de esta
Andlisis de lo presentado, s.ecciéln buscaron lfi'fijac'i(')n . de contenit'ios.p.)revios, no hay
situaciones problematicas sino simplemente ejercicios.

Sélo al final de la seccion en la parte titulada conexiones, se
plantean dos problemas diferentes, una en relacion a una lectura de
grafico (registro de representacién) y la otra a un problema

geométrico donde los datos se expresan como monomios.
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5.2.3. Matematica. Primer afno de Educacion Secundaria. Texto oficial del

Ministerio de educacion.

Para el andlisis de este texto hemos considerado 6 indicadores que describen lo

siguiente: el tratamiento de la situacion problematica inicial, el concepto de

ecuacion, el concepto de inecuacion, la definicion de variable, los tipos de tareas y

problemas propuestos y algunos comentarios. Estos indicadores, se presentan en

dos tablas que describen por unidades cada uno de estos aspectos.

Pretendemos identificar el grado de algebrizaciéon de los temas introductorios del

algebra escolar, y qué tipo de organizacion matematica esta presente en el libro de

texto que utilizan todas las instituciones escolares nacionales del Peru desde el afio

2008.

El libro estd dividido en 7 unidades, ademas cada unidad tiene la siguiente

estructura:

e Recupero mis saberes. Revision de pre-requisitos a través de problemas de
contexto real.

e Texto generador. Texto introductorio que enmarca el tema de unidad.

e Desarrollo de la unidad. Presentacion teérica de la unidad, ilustrada con
ejemplos.

e Curiosidades matematicas. Situaciones ingeniosas y ludicas que implican la
aplicacién de conocimientos matematicos.

e Actividades. Ejercicios y problemas de aplicacién de lo aprendido.

e Historia de la matematica. Aspectos histéricos vinculados a los temas de
unidad.

e Autoevaluacion. Ejercicios y problemas de autoayuda.

e Metacognicion. Busca reflexionar sobre el aprendizaje de la unidad.

Los contenidos matematicos de las tres primeras unidades son el sistema de los
numeros naturales, el sistema de los nimeros enteros y el sistema de los nimeros
racionales. Se incluye, ademas, en cada uno de ellos la resoluciéon de ecuaciones e
inecuaciones en N, Z y R respectivamente. A continuacion detallamos la secuencia
de contenidos de las tres primeras unidades donde se incluyen contenidos

algebraicos.
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Para la unidad 1: sistema de los nimeros naturales.
Se presenta la siguiente secuencia de contenidos:

Situacion problemdtica una de cuyas estrategias de solucion necesita el planteo y
aplicacién
de ecuaciones.
Definicion de ecuacion y conceptos asociados en N
Presentacion de estrategias de solucion a través del planteo y solucién de ecuaciones.

Ejemplos asociados a la aplicacidn del algoritmo de solucion de ecuaciones.

Planteo de una situacién problemdtica

|

Resolucion de inecuaciones

Para la unidad 2: sistema de los nimeros enteros.
Se presenta la siguiente secuencia de contenidos:

Resolucion de ecuaciones de primer grado en Z.
Definicion de desigualdades en Z.
Propiedades de las desigualdades.
Inecuaciones en Z

Resolucion de problemas.

Para la unidad 3: sistema de los nimeros racionales.
Se presenta la siguiente secuencia de contenidos:

Definicién de ecuacion en Q.
Ecuaciones equivalentes.
Resolucién de ecuaciones con el modelo de la balanza.
Resolucién de ecuaciones con el modelo de los operadores.
Ecuaciones compatibles, infeterminadas e incompatibles.

Resolucion de inecuaciones.

A continuacidon mostramos descriptivamente lo detallado anteriormente.
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Tabla 9: Presentacion de temas algebraicos del libro para el primer afio de secundaria del
Ministerio de Educacidn.

tema de
ecuacion como:

Indicador. Texto.
Primera unidad. Segunda unidad Tercera unidad.
Se desarrolla el Sub unidad. Sub unidad. Sub unidad.

Para las ecuaciones:

La mama de Luis comproé
en la feria medias para él
y sus hermanos. Como no

No se presenta.

No se presenta para el
caso de ecuaciones.

Para las inecuaciones se
presenta lo siguiente:

le alcanz6 el dinero Mi mama me manda al
regresd a su casa y envio a mercado  con  diez
Luis con un billete de 50 nuevos soles  para
nuevos soles para pagar y comprar  arroz. El
recoger el paquete. Le kilogramo de arroz

casa pensando como haria
para saber cuantos pares
de medias ha comprado
su mamad, si cada par
cuesta 4 soles y no debe
mirar el interior del
paquete.

Para las inecuaciones:
Lucia propone la siguiente
situacién. Si al doble de lo
que tengo en el bolsillo se
le agrega 5 nuevos soles
tengo
nuevos

menos de 45
soles. ;Cuanto

tengo en el bolsillo?

Situacion entregan el paquete y le cuesta 3 soles. ;Cuantos
problematica | dan dos nuevos soles de kilogramos exactos
inicial. vuelto. Luis regresa a su puedo comprar?

La respuesta no es 3,3
kg, porque nos piden
kilogramos
Tampoco la
respuesta posible es 3,
porque no se indica
gastar todo el dinero y
se podria comprar 1 6 2
kilogramos. Entonces, la
respuesta deberia ser: “
puedo comprar
maximo 3 kilogramos”
Esta situacion se puede
representar  asi:  Si

exactos.
Unica

como

compro x kilogramos de
arroz, debo pagar 3x
soles sin sobrepasar los
10 soles, entonces:

3x <10

Concepto de
ecuacion.

La igualdad en la que
aparecen  numeros |y
operaciones indicadas,
ademas de una cantidad
desconocida, se
ecuacion.

llama

Resolver una
ecuacion es hallar
su conjunto
solucién, es decir, el
conjunto de

numeros que al

Una ecuaciéon es una
igualdad de
expresiones algebraicas.
No se indica
previamente qué es
una expresion

dos
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Concepto de
ecuacion.

reemplazar por la | algebraica.

incognita hace | Las soluciones de la

verdadera la | ecuacion son los valores

igualdad. de las incégnitas para
los que el wvalor
numérico del primer
miembro es igual al

valor numérico del
segundo miembro.

Se habla de ecuaciones
dos
ecuaciones en las que
toda
primera es solucion de la
segunda y toda solucion
de la segunda es a la vez

solucion de la primeraq,

equivalentes:

solucion de la

Concepto de
inecuacion.

No se presenta.

son ecuaciones
equivalentes.
Se indica que para | Desigualdades que

resolver una
inecuacioén se utiliza
las propiedades que
tienen las
desigualdades.

Anteriormente, se
indico
propiedades de las
desigualdades:

Si a ambos
miembros de una
desigualdad se les
suma, se les resta, se
les multiplica o se les

como

divide por un mismo

niimero entero
positivo, y existen los
cocientes, la

desigualdad se
mantiene.

tienen incégnitas.

Definicion de
variable.

La cantidad desconocida
se llama incognita de la

No se presenta.

En una ecuacién, cada
una de las letras que

ecuacién. El uso de la aparece en sus
variable en este caso es miembros se llama
como incégnita. incognita.
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Considerando el aporte de la teoria antropoldgica de lo didactico, en cuanto al

analisis de los elementos de las praxeologias matematicas, analizamos lo siguiente:

En cuanto al tipo de tareas o problemas.

Plantea dos métodos para resolver ecuaciones:
1ro: Utilizando operaciones inversas.
2do: Utilizando las propiedades de las operaciones. (algoritmo para resolver

ecuaciones).
Para resolver la ecuacién se puede utilizar diversas estrategias. Se puede hacer grifica-
mente o también utilizando las propiedades de las operaciones.
®  Graficamente, se plantea la ecuacion:
x4 +2
= —— »
Primera Yo . o0 Figura 23: Tomada
. y luego se utilizan las operaciones inversas. : sy
unidad. de.l libro Matematica
Primer Grado de
12 48 50 Educacion
A Secundaria. Editorial
, 4 -2 . Brufio, p -36.
= Utilizando las propiedades de las operaciones se trabaja asi:
4x +2=50
4x+2-2=50-2 Monotonia de la sustraccion
4x =48
dv+4=48+4 Monotonia de la division
x =12
El conjunto solucion de la ecuacion es S = {12}
La mama de Luis ha comprado 12 pares de medias.
Comentarios:

La introduccion algebraica se da a través del estudio del tema de ecuaciones, no hay menciones ni
definiciones de términos algebraicos ni expresiones algebraicas.

El uso de la variable se da en su uso como incégnita segun la clasificaciéon de Godino.

En esta primera unidad, lo interesante puede ser el inicio de la unidad con situaciones que exigen
el planteo y solucion de ecuaciones. Sin embargo, esta presentacion es atémica no se vincula con
conocimientos previos ni se parte de este conocimiento para la generacion de otros nuevos.

Las tareas propuestas son mayormente de fijacion de lo aprendido y algoritmicas.

En cuanto al tipo de tareas o problemas.

Los tipos de tareas son basicamente algoritmicos, se presentan como secuencia de

pasos o estrategias para resolver situaciones similares.

Segunda | Se plantea como estrategia el inventar problemas que se traduzcan en una ecuacién

dada. Ejemplo:

Si la ecuacién es:

100 - 3x = 70 tenemos tres enunciados diferentes para la ecuacién dada:

a) Compré tres libros del mismo precio, pagué con un billete de 100 nuevos soles y
me dieron de vuelto 70 nuevos soles, ;cuanto cuesta cada libro?

b) Mi padre nos da propinas iguales a mi y a mis dos hermanos. Si nos da un billete

unidad.
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de 100 nuevos soles y nos dice que le devolvamos 70 nuevos soles. ;Cuanto es la

propina de cada uno?
c¢) Sia100 se le quita el triple de un nimero, queda 70. ;Qué nimero se le quita?.

Forma un grupo con 3 6 4 compafieras o compafieros. Desarrollen las actividades, discutan sus soluciones y
compdrenlas con las de los otros grupos.

1 La casa de Oscar estd construida en un terreno ‘ b) Sx-11=14
tectangular cuyo largo es 12 metros més que su ) -2+ (=15)=-27
ancho. Si Oscar sabe que el perimetro de su terre-
d) -14-4x=-30
no es de 56 metros,
; ‘ s e) 2x-5
a) ;cudles son las dimensiones de ese terreno? i =1
b) ;cudnto mide el 4rea del terreno?
, ) 3x+2 2x-1
¢) si se construye el cuadrado ms grande que se S
puede en ese terreno, ;cudl es el perimetro de 3 3
ese cuadrado? 4 Resuelve las siguientes inecuaciones:
2 Asocia cada una de las ecuaciones siguientes con 2) 2048 < 14
uno de los enunciados. Si para alguna ecuacién no )
encuentras el enunciado adecuado, inventa uno. R 12—3x5> o
Dyl
B x+2=120  Unnimeromis suniitides- ) ——— <7
igual a 120. : ) ; {
5 Escribe una ecuacién cuyo conjunto solucién
b) 5x-5=120 2) El triple de un niimero menos sea:
sutercera parte es igual a 120. 2 §= {_3'}
Segunda ¢) x+X =120  3)Un nimero més su doble es b) S={+5)
. igual a 120. ¢ S={}
unidad. ¥

d) 3x-%=120 4)Sial quintuplo de un nimero
3

b ; o g s
oo 51 oW 10, © Escribe una inecuacién cuyo conjunto solucién

se€a:

e) L+u=120 5)... a) §=(2,3 ...}
L b) S={x€Z/xesmayor que-2 }
¢) S=10

3 Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) x-3=19

En tu vida cotidiana te dards cuenta de que lo apren- | 9 Los padres de Marfa
dido sirve para dar solucién a situaciones parecidas a compraron, hace siete
las que te proponemos.

Los ejercicios marcados desarréllalos en grupo y tam-
bién puedes preguntar a tu profesor o profesora.

dias, acciones de una
compaiifa por 3 400
nuevos soles. Desde ese

. . momento, las acciones
1 Si un globo sonda asciende a razén de 50 metros :

por minuto y a las 11 horas estaba a 4 000 metros | 1an bajado diariamente,
de altura, ;a qué altura.... una misma canndaq

a) ...estaba alas 10h 30 min? de nuevos soles. Si

b) ...estaba alas 10h 50 min? ahora valen S/. 3 190,
¢) .. estard alas 12h 15 min? icudntos nuevos soles
d) ...estard alas 13 horas? han bajado cada dia?

Figura 24: Tomada del libro Matematica Primer Grado de Educacién Secundaria. Editorial
Brufio, p -67.
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Comentarios:

Resulta valioso para el caso de este texto el definir el campo numérico de trabajo y analizar en el
camino las posibilidades para la insolubilidad de algunas ecuaciones. Ademas de aclarar que no
existe un método Unico para resolver ecuaciones.

A pesar de esto, no se genera la necesidad de plantear nuevos problemas; ademads, que estos se
presentan como contenidos acabados, sin ningtn vinculo con lo previo ni con lo posterior.

No hay justificaciones para las técnicas aplicadas.

La mayor parte de situaciones se reducen a la ejercitacién de algoritmos.

En cuanto al tipo de problemas o tareas.

Se plantean situaciones de fijacion para algoritmos presentados previamente. No hay

justificaciones para las técnicas aplicadas ni relacién entre los problemas, todos los

problemas corresponden, basicamente, al mismo modelo.

Se explican dos métodos para resolver ecuaciones:

1ro: Utilizando operaciones inversas. Llamado modelo de los operadores.

2do: Utilizando el modelo de la balanza, esto basandose en la explicacion de lo que

son las ecuaciones equivalentes.
RESOLUCION DE ECUACIONES CON EL MODELO DE LA BALANZA Flgura 25 Tomada

del libro Matematica

Primer Grado de

Veremos ahora que la balanza es un buen modelo para trabajar las ecuaciones

Representamos la ecuacion 2y + 3 = x + 8 mediante la siguiente balanza, donde la

incognita x (botella) y cada O= 1 Educacién
Secundaria.
Tercera Editorial Brufio, p -
= ' 88.
unidad. AR T RS

Si a ambos platillos de la balanza (miembros de la ecuacion) le agregamos la misma
cantidad de ¢lementos (le sumamos la misma expresion), ¢l equilibrio se mantiene
(las ecuaciones son equivalentes).

RIS

(x+3)+2=(x+8)+2 (x+3)+(x+2)=(x+8)+
2x+5=x+10 Ix+5=2 l()

Lo mismo ocurre si a ambos platillos (miembros de la ecuacion) le quitamos la mis-
ma cantidad de elementos ( le restamos la misma expresion), el equilibrio permancece
(las ecuaciones son equivalentes).

(IR

(2x+3)-3=(x+8)-3 2x+3)x=(x+8)—x
2x =x+5 x +3=8

St a los dos miembros de la ultima ecuacion equivalente (x + 3 = 8) le restamos 3. ten-
dremos x + 3 - 3 = 8 - 3;esdecir, x = 5, que viene a ser la solucion de todas estas ecua-
ciones equivalentes y. por lo tanto, solucion de la ecuacion original: 2x+3 =x + 8
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ResoLucion pe ECUACIONES CON EL MODELO DE LOS OPERADORES

»  Otro método consiste en representar grificamente la ecuacion mediante operadores:
X7 +3 2

X g . 5 Tx+3 L

S 5
2

Para resolver la ecuacion hay que aplicar, en orden, los operadores inversos:
A 7 10 5

=7 X‘Z

x=1

w !

“lcdlﬂnlt ¢l uso de los operadores, se puede resolver ecuaciones relativamente com-
plicadas, como:

(3x+1
3 Bl 5
. [ - sJ =60
Observa que a partir de x:
Me parece mas facil _ 4 s N :
o mltodo & los Se multiplicé por 3 S
operadores. * Sesumé | . 3x+l
* Se dividio entre 2 3+l
T
* Serest6 8 . x+l -
2
! * Se multiplicé por 5 o 3x+1
; > 5 -8|=60
y se¢ obtuvo 60 2
Entonces: x 3 & . 2 = =
X : )
Usando los operadores inversos, encontraremos el valor de “x™:
13 39 40 20 12 60

H:\'H\In\l) 11

Profundiza tu aprendizaje mediante el desarrollo de estas actividades, Puedes pedir ayuda a tu pmfes; 0 pmf;som

I, En cada caso, resuelve la ecuacion usando el modelo de la balanza o el método de los operadores.

a) x-3=7 b)3x-D+2=11 g2l d) 42r+3)=12
3
2. Escribe la ecuacion que corresponde a cada situacion. expresada por operadores, y resuélvelas:
e f3 x'S b) +1 +x
X 35 ] B

Figura 26: Tomada del libro Matematica Primer Grado de Educacién
Secundaria. Editorial Brufio, p -90.

Comentarios:

Los dos modelos presentados para la resolucién de ecuaciones: de la balanza y de las operaciones
inversas, pudieron ser vinculadas y aprovechadas para generar otro tipo de tareas que vayan
generando la necesidad de nuevos conocimientos. Cabe mencionar que justamente el modelo de
las operaciones inversas fue ampliamente aprovechado como generador de un modelo para la
introduccién del algebra a través de situaciones de cdalculo aritmético por el grupo de
investigadores de la Teoria antropoldgica de lo didactico.
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5.2.4. Aspectos algebraicos comparativos en los texto.s seleccionados.
Considerando la clasificaciéon de Godino, J. & Font, V. (2003) sobre la naturaleza
matematica de la variable; el analisis de algunos elementos de las praxeologias
matematicas propuestas por Chevallard, Y. (1999) y los niveles de algebrizacién de
las organizaciones matematicas de Bolea, P.; Bosch, M. & Gascén, ]. (2001);
presentamos algunas conclusiones en paralelo para cada uno de los textos
seleccionados tomando en cuenta como referente aspectos algebraicos de la
matematica a este nivel escolar.

De lo analizado en los tres textos vemos que en la mayoria de ellos se llega soélo al
primer grado de algebrizacidn, pues no se establece de manera explicita el
significado de variable, de expresiones algebraicas, ni la relaciéon entre los
diferentes métodos presentados. Existe una manipulacién pero so6lo de los
algoritmos, no hay justificaciones ni caracterizacion de los diferentes tipos de
tareas para generar nuevas técnicas que resuelvan situaciones nuevas.

En referencia a los usos de las variables, estd es diferenciada segin el texto
seleccionado.

A continuacién detalladas algunos aspectos comparativos presentados en los tres

libros de textos analizados.
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Tabla 10: Resumen de lo analizado en los tres textos.

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD
CATOLICA
DEL PERU

Matematica 1 de editorial
Santillana.

Reto. Mate 1 de editorial Norma.

Matematica 1. Texto oficial del
MINEDU.

En el texto se prioriza la concepcion del
algebra como un lenguaje, es decir, se
priorizan las actividades y tareas que

En el texto se presenta el dlgebra a través de
una mirada funcional, es decir, se presenta
el algebra desde el punto de vista de las

El 4lgebra es considerada como un
objeto matematico con sus propias
reglas y situaciones. Sin embargo, no es

favorecen los procesos de | aplicaciones lo que lleva a la formacién de | presentada en un solo capitulo del
Concepcién | Simbolizacion y el manejo adecuado de | funciones. Sin embargo se presenta como un | texto, sino mas bien reaparece en el
del algebra. | simbolos, a partir de enunciados | estudio estatico, inicialmente se da sentido | estudio de cada uno de los conjuntos
verbales. a las letras en términos de magnitudes pero | numéricos: N,Z y Q.
luego no se muestran relaciones entre ellas. | Especificamente, el  algebra se
introduce a través del estudio de las
ecuaciones e inecuaciones, en cada uno
de los sistemas numéricos antes
sefalados.
Se usan: Se usan: Se usan:
e Como incognitas, para expresar | e Para expresar cantidades que varian | ¢ S6lo como incdgnita, para
cantidades desconocidas, uno de conjuntamente, es decir, para representar cantidades

Sobre el uso
de las
variables.

cuyos valores hace verdadera la

expresion.

e Para representar propiedades que
hacen referencia al uso de
variables como indeterminada.

Esto quiere decir que la variable se

relacionar variables cuando el cambio de
una determina el cambio de la otra.

e Como incégnitas, para expresar
cantidades desconocidas uno de cuyos
valores hace verdadera la expresion.

desconocidas cuyo valor se halla a
través de la resolucion algoritmica
de la ecuacién.
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usa en enunciados que son ciertos
para todos los nimeros.

Sobre los
tipos de
problemas o
tareas.

La mayoria de problemas son
semejantes en planteamiento y
solucion.

En algunos casos se presentan algunas

situaciones desafiantes que buscan
aplicar lo aprendido en contextos
diferentes, pero solo a nivel de

aplicacion de una técnica, pues estos no

se relacionan con los nuevos
conocimientos ni generan la necesidad
de su aprendizaje.

Como ejemplo de tareas tenemos la
resoluciéon de una ecuacién de primer
grado.

Las tareas y los problemas se presentan
después de la presentacién de los

procedimientos.
En cuanto al nivel de algebrizacion:

Las actividades propuestas se
presentan :

En un primer nivel de algebrizacion, es
decir, de descripcion de los problemas

Las situaciones problemas, o bien son

ejemplos que sirven para ilustrar
definiciones o bien son problemas
propuestos al final de cada unidad con el
objeto de que los alumnos apliquen
algoritmos. Se presentan luego de la
explicacion de procedimientos, para

reforzar el aprendizaje de conceptos o la
mecanizacion de algoritmos, no se proponen
situaciones que permitan la construccion de
conceptos a partir de algin tipo de tarea.
Ademas los tipos de problemas aparecen
aislados, sin relacion con el resto de las
actividades propuestas.

Al inicio de cada unidad, se plantean
problemas interesantes contextualizados de
aplicacion de los contenidos matematicos de
la unidad.

En cuanto al nivel de algebrizacion:

Las actividades propuestas quedan en un
primer nivel de algebrizacidn, es decir, en
el planteo de una expresion algebraica y su
correspondiente resolucion a través de un

Los problemas se presentan previos a
las técnicas para atender a la necesidad
de situaciones especificas que generan
la necesidad de usar los elementos
algebraicos: ecuaciones e inecuaciones.
Sin embargo, se busca sélo fijar
procedimientos que atienden a
problemas aislados.

La mayor parte de las tareas son
situaciones problematicas
contextualizadas, siendo los contextos
reales, cercanos al estudiante y por
tanto idoneos desde el punto de vista
ecolégico (entorno del
cuestion).

texto en

En cuanto al nivel de algebrizacion:

Se grado de
algebrizacion, pues no se establece de
manera explicita el
variable, de expresiones algebraicas, ni

llega al primer

significado de
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resolubles con determinadas técnicas,
considerandolos problemas
aislados.

como

En algunos casos en un segundo nivel
con la tematizacién de las técnicas y
problematica al
tecnolégico, es decir  planteando y
estudiando problemas relacionados con

nueva nivel

la descripcion, la interpretacion, la
justificacién y el alcance de las técnicas
que integran la obra.

trabajo aritmético, sin mediar en la
busqueda de algebraicas
equivalentes u otro tipo de simplificaciones.
En algunas situaciones se plantean
modificaciones para adaptar algunos
procedimientos a otras tareas.

expresiones

la relacién entre los diferentes métodos
presentados. Existe una manipulacién
de las ecuaciones e inecuaciones, no
hay justificaciones ni caracterizacion de
los diferentes tipos de tareas para
generar nuevas técnicas que resuelvan
situaciones nuevas.

Sobre las
técnicas y las
tecnologias.

En cuanto a la técnica:

e Son procedimientos de fijacion de
los conceptos o  algoritmos
presentados.

e Se pone énfasis en la aplicacion de
algoritmos operar
expresiones algebraicas, es decir, se
introducen reglas para

operaciones.

para sobre

realizar

e Sélo para el caso de las operaciones
con monomio ¥y el valor numérico
se muestran que
plantean la necesidad de sumar

situaciones

monomios en un contexto

inicialmente geométrico. Sin

En cuanto a la técnica:

o El énfasis esta dado en la aplicacién de
procedimientos para manipular
expresiones algebraicas.

las

e Para el caso de las operaciones con
monomios, la presentacion del tema es
explicativa, se acompana de ejemplos
para aclarar conceptos 0
procedimientos. S6lo en el caso de la
adicion y la sustraccion se usaron figuras
para visualizar y analizar las relaciones
establecidas, a manera de otro registro
de representacion.

En cuanto a la técnica:

e La mayor parte de las situaciones
son aplicaciones algoritmicas o
problemas contextualizados

e Pararesolver ecuaciones plantea:
1ro: Utilizar operaciones inversas.
Llamado modelo de los operadores.
2do: Utilizar el modelo de la balanza,
esto basandose en la explicacion de
lo que son las ecuaciones

equivalentes.

3ro: Utilizar las propiedades de las

operaciones. (Algoritmo para

resolver ecuaciones).

e Se plantean como procedimientos
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Sobre las
técnicas y las
tecnologias.

embargo, el alcance de sus
aplicaciones es limitado.

Asi, para las operaciones de adicion
y sustraccion con monomios se
plantea la siguiente tarea:

;Como se expresa el perimetro del
rectangulo?

2y

3x 3x

2y
El perimetro de una figura se
calcula sumando sus lados.
Perimetro= 3x+2y+3x+2y
= 6X + 4y
El perimetro del
expresa por 6x+4y.

rectangulo se

En cuanto a la tecnologia:

Este procedimiento se presenta sin
justificaciéon, se
conocido o entendido
explicacion  que lo respalde. A
continuacion  un

asume cOmo

sin una

intento  de
justificacién de este procedimiento.

En cuanto a la tecnologia:

Las justificaciones, se basan en la
aceptacion de reglas algoritmicas que
resultan de ampliar en algunos casos
propiedades aritméticas,
alcance limitado y restringiéndose
solamente a explicaciones de cdédmo
aplicar algoritmos.

Los procedimientos aplicados
independientes entre si, ademas que no
hay ningin intento por justificar el uso
de las variables ni la aplicacién de
algoritmos.

siendo su

son

de fijaciéon de conceptos el inventar
problemas que se traduzcan en una
ecuacion dada.

En cuanto a la tecnologia:

El uso de modelos es un intento por
justificar los algoritmos aplicados,
esto resulta particularmente valioso
en este texto. Sin embargo, estos no
presentan un caracter vinculante
son aislados y se presentan como
contenidos acabados.

No hay justificaciones para los

procedimientos aplicados, ni
relacion entre los problemas, todos
corresponden  basicamente  al
mismo tipo.
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Sobre las
técnicas y las
tecnologias.

El area de cada rectangulo azul es
2y, el de cada rectangulo gris es x.

Si juntamos los rectangulos azules
tendremos:

La suma de todas las areas como:

6y + 3x

Para la multiplicacién de monomios:
El largo de un terreno rectangular
mide el triple que su ancho. ;Cémo
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Sobre las
técnicas y las
tecnologias.

se expresa el area del terreno?
Graficamos el rectangulo, ubicamos
los datos y hallamos el area.

3x

" L]e

3x

Area=largo. Ancho
Area= 3x.x = 3x 2

Este ultimo resultado tampoco es
justificado. ;Por qué 3x.x es 3 x2?
Para el valor numérico se partiéo de
una situacion relacionada a la
representacion del area de una figura,
se pregunta. ;Cudl es la
representacion para el drea total de la
figura del margen?

Para hallar el area total de la figura, se
hallé el area del cuadrado y el area del
rectangulo.

Area del cuadrado: a2
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Area del rectangulo: ab. Luego el 4rea
total sera:

a2 + ab. Luego se plantea la pregunta,
;cudl es el area total de la figura
anterior, sia=2 cmy b= 3?

Sobre las Con esto se buscéo inducir el
técnicas y las significado del wvalor numérico,
tecnologias. presentandose luego ejemplos
desarrollados.
Las justificaciones se limitan a la
ejemplificacién del procedimiento a
seguir.
No se especifica, pero se puede deducir | No se especifica, pero se puede deducir por | El campo numérico esta explicitamente
por los ejemplos presentados que solo | los ejemplos presentados que solo se | especificado.
se trabajara con nimeros enteros. trabajara con niumeros enteros. La organizacion del texto se divide por
unidades tres de los cudles son: el
Sobre el ) )
sistema de los ndmeros naturales, el
campo . .
o sistema de los numeros enteros y el
numérico.

racionales;
dentro de cada uno de ellos se aborda el
estudio de las ecuaciones e inecuaciones.

sistema de los numeros

Esto resulté util ya que permitié en
algunos casos analizar la imposibilidad de
solucién de algunas ecuaciones.
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Secuencia de
contenidos.

Lenguaje simbdlico: lenguaje numérico y
lenguaje algebraico.

Expresiones algebraicas: valor numérico
y término algebraico.

Polinomio: grado  relativo,
absoluto y polinomio homogéneo.

grado

Operaciones con monomios: adicién y
sustraccion, multiplicacién,

potenciacién y division.

Expresiones algebraicas: caracteristicas y
clases de expresiones algebraicas, traduccion
de enunciados verbales, valor numeérico,
dominio y rango de yna expresion.

Polinomios de un término: grado de un
monomio, adicion y  sustraccion de
monomios, multiplicacién, potenciacion y
division de monomios.

l

Otros polinomios y operaciones: grado de un
polinomio, adicién y sustraccién de
polinomios, multiplicacién y potenciacion de
polinomios. l

Ecuaciones: caracteristicas y resolucion de
ecuaciones

de primer grado con una incdégnita,
resolucién de ecuaciones con valor absoluto y
resolucion de problemas.

Inecuaciones: caracteristicas y resolucion de
inecuaciones de primer grado, resolucién de
problemas.

Para la unidad 1: Sistema de los
numeros naturales.

Situacién problemdtica una de cuyas
estrategias de solucién necesita el
planteo y aplicacion

de ecuaciones.

Definicién de ecuacion y conceptos
asociados en N

l

Presentacidn de estrategias de solucién a
través del planteo y solucién de
ecuaciones.

Ejemplos asociados a la aplicacién del
algoritmo de solucién de ecuaciones.

l

Planteo de una situacién problemdtica

l

Resolucion de inecuaciones.
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De la tabla anterior deducimos que los argumentos, las técnicas y tecnologias no son el

objeto de estudio mas importante, su lugar es tomado por la operatividad de las

expresiones algebraicas (manipulaciéon de ecuaciones, operatividad de monomios y

polinomios, calculo del valor numérico y del grado de expresiones algebraicas). Hay

ausencia de cuestionamiento tecnolégico, pues los procedimientos se usan sin

problematizar su dominio de validez y sin modificaciones para adaptar los

procedimientos a otro tipo de tareas. A continuacién, mostramos un esquema sintesis

que considera cdmo los aspectos analizados se presentan de manera global en los tres

textos.

Figura 27: Aspectos algebraicos presentes en los textos analizados.

Concepcién del
algebra

-

El uso de variables l

Los tipos de
problemas y tareas.

Las técnicas y las
tecnologias

El campo numérico
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oAlgebra funcional estatica

*Objeto matematico parte de los sistemas
numéricos.

*Como incognita.
eComo indeterminadas.

ePara expresar cantidades que varian
conjuntamente

eBuscan fijar los conceptos o algoritmos
presentados.

eAbordan algunos problemas
contextualizados.

eLos problemas son aislados, no se
buscan simplificaciones u expresiones
equivalentes que generen nuevos tipos
de problemas.

e Aplicacion de algoritmos, sin
justificaciones y en algunos casos de
alcance limitado.

*Uso de los modelos de las operaciones
inversas y de la balanza para la
resolucion de ecuaciones.

«Se especifica s6lo en el texto del
Ministerio de Educacion.
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A continuacién, recordemos algunos supuestos y nociones tedricas que
constituyen el Enfoque Ontosemiotico (EOS) sobre el conocimiento y la instruccion
matematica relativos a la idoneidad epistémica.

La idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los
significados institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un
significado de referencia. Precisaremos que los significados institucionales
implementados lo constituyen el sistema de practicas efectivamente
implementadas por el docente; los significados institucionales pretendidos, es el
sistema de practicas incluidas en la planificacion del proceso de estudio. Ademas,
el significado de referencia es el sistema de practicas que se usan como referencia
para elaborar el significado pretendido. La determinaciéon de dicho significado
requiere realizar un estudio histérico - epistemoldgico sobre el origen y evolucién
del objeto en cuestidn, asi como tener en cuenta la diversidad de contextos de uso
donde se pone en juego dicho objeto.

Considerando esto, precisaremos a continuacion algunas ideas derivadas del

analisis epistémico de cada uno de los textos seleccionados.

5.3. Andlisis de la idoneidad epistémica de los textos seleccionados.
Comenzaremos nuestro andlisis haciendo una breve descripcion de algunos
aspectos matematicos considerados en los libros revisados en comparaciéon con
otros de educacién superior, donde el algebra es concebida como un area de la

matematica construida en base a estructuras.
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Tabla 11: Descripcion de aspectos matematicos considerados en el libro de la Editorial Santillana.

Aspecto matematico considerado.

Descripcion.

Algebra.

Se concibe el algebra como un lenguaje, se priorizan las actividades y tareas que favorecen los
procesos de simbolizacién y el manejo adecuado de simbolos, a partir de enunciados verbales.

Expresion algebraica.

Una expresion algebraica es un arreglo de nimeros y letras relacionados entre si por operaciones
matematicas.

Monomios.

Es una expresion algebraica de un término cuyas variables estan afectadas por exponentes enteros
positivos.

Polinomios.

Es la expresion algebraica de uno o mas términos cuyas variables estan afectadas por exponentes
enteros positivos.
Los polinomios se designan con una letra maytscula y sus variables entre paréntesis. Ejemplo:

R(x,y)=3x + 5y — %xzy -1

Variables.

No se define. Sin embargo, se indican c6mo las letras en general y en el caso de los elementos de un
término algebraico como,
-8 m menciona lo marcado como la parte literal.

Ecuacion.

Una ecuacién es una igualdad algebraica que contiene algin término desconocido llamado variable o
incognita. Los elementos de una ecuacion son:

Variable o incognita, es la letra cuyo valor es desconocido.

Grado, es el maximo exponente con que figura la variable.

Miembros, son las expresiones que hay a cada lado de la igualdad.

Términos, son los sumando que forman los miembros.

Resolver una ecuacion significa encontrar el valor de la incdgnita que satisface la igualdad.

No se especifica el campo numérico, sin embargo, las situaciones planteadas se desarrollan en Q.
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Tabla 12: Descripcion de aspectos matematicos considerados en el libro de la Editorial Norma.

Aspecto matematico considerado.

Descripcion.

Algebra.

El dlgebra se presenta de manera funcional, desde el punto de vista de las aplicaciones, lo que lleva a la
formacidén de funciones. Sin embargo se presenta como un estudio estatico, inicialmente se da sentido a
las letras en términos de magnitudes pero luego no se muestran relaciones entre ellas.

Expresion algebraica.

Es la reunién finita de constantes y variables con exponentes fijos (racionales) relacionados por las
operaciones de adicion, sustracciéon, multiplicacion, division, potenciacion y radicacidn.

La expresion algebraica formada por las operaciones de multiplicacion, divisién, potenciacién o
radicacidn, todas a la vez o solo algunas, es llamada monomio. Dos o0 mas monomios se pueden sumar o

Monomios. restar siempre y cuando sean semejantes. La definicién de términos semejantes fue dada previa a la
presentacion de monomios como, los términos que tienen la misma parte literal sin importar su
coeficiente.

Polinomios. La expresion algebraica formada por la adicidn o la sustraccién de dos o mas monomios es un polinomio.

Variables. Las letras de una expresion algebraica se llaman variables, porque ellas pueden tomar cualquier valor de

un conjunto de valores numéricos posibles.

Dominio y rango de una expresion.

Dominio de una variable es el conjunto de valores que puede tomar la variable.
Rango es el conjunto de valores numéricos que puede tener la expresion algebraica.

Ecuacion.

La igualdad de dos expresiones algebraicas donde por lo menos hay un nimero desconocido llamado
incognita se llama ecuacion.

Una ecuacion se considera un enunciado abierto que puede convertirse en una proposicion verdadera
para determinado(s) valor(es) de la incégnita. Dichos valores forman el conjunto solucién (CS). A veces,
se puede dar el caso que una ecuacién no tiene solucion.

Las situaciones planteadas se desarrollan en Q, aunque estas no se indican explicitamente.
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Tabla 13: Descripcion de aspectos matematicos considerados en el texto oficial del MINEDU.

Aspecto matematico considerado

Descripcion.

El algebra es considerada como un objeto matematico con sus propias reglas y situaciones. Sin embargo,

Algebra. no es presentada en un solo capitulo del texto, sino mas bien reaparece en el estudio de cada uno de los
conjuntos numéricos: N, Z y Q.
Especificamente, el algebra se introduce a través del estudio de las ecuaciones e inecuaciones, en cada
uno de los sistemas numéricos antes sefialados.

. La cantidad desconocida se llama incognita de la ecuacién. Generalmente, a la incégnita se la representa

Variable. por x.
En la primera unidad del libro se indica:
La igualdad en la que aparecen nimeros y operaciones indicadas, ademas de una cantidad desconocida,
se llama ecuacion.
Resolver una ecuacién es encontrar el conjunto de nimeros que reemplazados en la incédgnita hacen que

. . la igualdad sea verdadera. Ese conjunto se llama conjunto solucion de la ecuacién.

cuacion.

En la tercera unidad se indica:

Una ecuacién es una igualdad de dos expresiones algebraicas. Las soluciones de la ecuacion son los
valores de las incognitas para los que el valor numérico del primer miembro es igual al valor numérico
del segundo miembro.

Se trabajan con ecuaciones e inecuaciones cuyas soluciones estan especificamente en N, Zy Q.

A continuacidn presentamos los libros de Sullivan y Herstein con la intencion de poner en evidencia que se ha producido el proceso de

transposicion didactica desde la llamada matematica sabia a la matematica del contexto escolar.

99

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




1EN£34,4_
. (% PONTIFICIA
21

TESIS PUCP gx_}%sﬁgﬁmn

DEL PERU

Tabla 14: Descripcién de aspectos matematicos considerados en el libro de Algebra y trigonometria de Sullivan Michael.

Aspecto matematico considerado.

Descripcion.

Algebra.

Se indica explicitamente que el dlgebra se ha descrito como una generalizacion de la aritmética donde se
usan letras para representar nimeros reales.

Expresion algebraica.

A la letra el texto indica:

Las constantes y las variables se combinan usando las operaciones de suma, resta, multiplicacién y
division para formar expresiones algebraicas. Los siguientes son ejemplos de expresiones algebraicas.

3
3, —, 7x—2
%3 1—: x y

Para evaluar una expresion algebraica, se sustituye el valor numérico de cada variable.

Un monomio en una variable es el producto de una constante por una variable elevada a una potencia
entera no negativa. Un monomio es de la forma:

k
Monomio. ax
Donde a es una constante, x es una variable y k > 0 es un entero. La constante a se llama coeficiente del
monomio. Si a# 0, entonces k se llama grado del monomio.
Un polinomio en una variable es una expresion algebraica de la forma:
Polinomios.

Apx™ + ap x4+ agx + a
Donde a,, a,,_1,a4,ay, son constantes, llamadas coeficientes del polinomio, n=> 0 es un entero y x es una
variable. Sia, # 0, recibe el nombre de coeficiente principal y n se llama grado del polinomio. Los
monomios que forman un polinomio se llaman términos.
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Si la letra se usa para representar cualquier nimero de un conjunto de nimeros dados, se llama variable.
Variable.

El conjunto de valores que toma una variable se llama dominio de la variable.

Dominio. ; . . ... 5 . .
Asf el dominio de la variable x en la expresion —— ©s {x/x # 2} ya que si x =2, el denominador es 0, que

no esta definido. En este caso el ejemplo es parte de la definicion.

Una ecuacién en una variable es una proposiciéon en la que dos expresiones, donde al menos una
contiene la variable, son iguales. Las expresiones se llaman lados de la ecuaciéon. Como una ecuacion es
Ecuacion. una proposicion, podria ser verdadera o falsa, dependiendo del valor de la variable. A menos que se
restrinja de otra manera, los valores admisibles de la variable son los del dominio de la variable. Los
valores admisibles de la variable, si los hay, que proporcionan una proposiciéon verdadera se llaman
soluciones o raices de la ecuacion. Resolver una ecuacion significa encontrar todas sus soluciones.

Se trabaja en el conjunto de los nimeros reales.
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Tabla 15: Descripcién de aspectos matematicos considerados en el libro de Algebra Abstracta de I.N. Herstein.

Aspecto matematico considerado.

Descripcion.

Algebra abstracta.

Sea una coleccion S de objetos, a los que se les dota de una estructura algebraica, suponiendo que pueden
combinarse los elementos de este conjunto S de una o de varias maneras, para obtener de nuevo
elementos de dicho conjunto. A estas formas de combinar elementos de S se les llama operaciones en S.
Luego, se trata de condicionar la naturaleza de S imponiendo ciertas reglas sobre cémo se comportan
estas operaciones en S. Tales reglas suelen denominarse los axiomas que definen la estructura particular
en S. En la practica existen muchos sistemas axiomaticos basicos, como los grupos, los anillos y los
campos. En este contexto, un axioma es una de varias reglas que describen una estructura matematica
dada. Un axioma es verdadero en el sistema que se esté estudiando, porque se ha impuesto su veracidad
por hipotesis.

Polinomios.

Se enuncia el concepto de polinomio y el conjunto de todos los polinomios sobre un campo de la
siguiente manera:

Sea F un campo; el anillo de polinomios en x sobre F, que siempre se expresara como F[x], es el conjunto
de todas las expresiones formales p(x) = a o+ a1 X+ ..+ @ n1 X " + a X 0, donde los a; llamados
coeficientes del polinomio p(x), estan en F. En F[x] se definen la igualdad, la suma y el producto de dos
polinomios para hacer de F[x] un anillo conmutativo.

A continuacién definiremos de manera formal la igualdad , suma y multiplicacién de polinomios:
Igualdad. Se define que p(x) =a o+ a1 X+ ..+ aAna X"l +a,x"y q(X)=bo+ b1 x+ .+ b1 X1 +b nx™mson
iguales si y s6lo si sus coeficientes correspondientes son iguales, es decir, si y s6lo si a;=b; paratodoi=z
0

Adicion. Sip(x) =ao+a; x+.+an1 X" +a,xny q(X) =bo+ b1 X+ ..+ b 1 x ™1+ b, x ™, se define,

p(x) + q(X) = Co+ c1 X+ ...+ Cs1 X5 + ¢ x5, donde para cada i, ci = a; + bi. Asi que los polinomios se suman
sumando sus coeficientes correspondientes.
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Multiplicacioén. Si p(x) = ap+ a1 X+ ..+ an1 X" +a,x 1 y q(X) = bo+ b1 X+ ..+ b n.1 X1 + b X ™, se define,
p(x) . q(X)= c o+ c1 X+ ..+ X t donde los c¢i se determinan multiplicando la expresién formalmente,
utilizando las leyes distributivas y las reglas de los exponentes x " x vV = x u*v, y reduciendo términos. De
manera mas formal,

ci=zaibo+aiibi+..+ai1bi1+aob; paratodoi.

Polinomio moénico.

f(x) € F[x] es un polinomio monico si el coeficiente de su potencia con mayor exponente es 1.
Asi que si f(x) es monico significa que tiene la siguiente forma:
f(x)=xn+ap1xml+ .. +a1X+ao

Ademas si [ es un ideal de F [x], existe solamente un polinomio ménico de grado minimo en I.

Dominio de integridad.

Un anillo conmutativo R es un dominio integral sia.b =0 en R implica que a = 0 o bien b= 0. Ejemplo: El
conjunto de los nimeros enteros es un dominio integral.

103

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP : gx_}\éeagﬁmn

DEL PERU

Analicemos la adaptacion y pertinencia de los contenidos algebraicos

presentados en los tres libros de secundaria considerando como referentes:

Las definiciones presentadas en el libro de Sullivan.

En relacion a la definicion de expresidon algebraica, consideramos que las
definiciones presentadas no son adecuadas.

En el libro de editorial Santillana, se define expresion algebraica como arreglo
de numeros y letras; el término arreglo implica un cierto orden, por lo que en el
texto faltaria especificar cudl es el criterio de orden. Asi, nos preguntamos: ;Es
3x3 + 2x° — x, una expresion algebraica?, hace falta pues una definicién
previa aclarando el significado de este término.

Ademas, lo pertinente seria referirnos a constantes y variables en lugar de
numeros y letras; el uso adecuado de estos términos facilitaria que mas adelante
el alumno reconozca que las variables expresan relaciones generales.

En el libro de editorial Norma, indica que una expresion algebraica es la reunion
finita de constantes y variables con exponentes fijos relacionados por las
operaciones de adicién, sustracciéon, multiplicacién, divisién, potenciacién y
radicacion. La definicion es general, parece que se refiere a expresiones
algebraicas racionales e irracionales; sin embargo, las situaciones presentadas
son restringidas, pues sbélo se refieren a expresiones algebraicas racionales.
Ademas, en la definicion la referencia a exponentes fijos puede generar que los
estudiantes no comprendan realmente la definicién y que simplemente apliquen
algoritmos a cada situacién sin comprender realmente el porqué de su
procedimiento. Asi pues, se tendria que aclarar a qué se refiere cuando dice que
un exponente es fijo. Por ejemplo: a- 2b +1 se presenta como exponente y se
pide hallarayb.

Consideramos que la definicién dada en el libro de editorial Norma debi6
presentarse no s6lo verbalmente (texto), sino también, de manera simbolica o
con una expresién analitica del mismo.

El libro del Ministerio de Educacién no hace referencia a la definicion de
expresion algebraica; sin embargo, en la tercera unidad se indica que una

ecuacion es una igualdad de dos expresiones algebraicas, no habiéndose
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presentado la necesaria definicién previa de este concepto. Por lo tanto, esta
definicién originaria un vacio conceptual que dificultaria la comprension.

Sobre la definicién de dominio y rango de una expresion, el libro de editorial
Norma lo define correctamente en relacién a lo propuesto por el libro de
Sullivan; sin embargo, considero que adicionalmente se debié complementar la
definicion con algunos ejemplos. Los otros textos no presentan ninguna
definicion, ademas no se hace ninguna restriccion sobre el dominio de validez
de las expresiones.

Las definiciones presentadas en el libro de Herstein.

Sobre la definicion de monomios esta es adecuada en el caso de los libros de las
editoriales Santillana y Norma. Por otro lado, en el libro del Ministerio de
Educaciéon no hay una definiciéon para ello, esto no genera ningiin problema
pues segun el enfoque del texto no es necesario conocer su definicién.

En referencia a la definicion de polinomios, la definiciéon dada en los dos
primeros libros es pertinente. Consideramos que debi6 acompafiarse a las
definiciones la presentacion de la misma en notaciéon simbolica. Este concepto
tampoco esta presente en el libro del Ministerio de Educaciéon pero tampoco era
necesario.

La clasificacion de Godino, J.; & Font, V. (2003).

En cuanto al uso de la variable, identificamos en los libros de Editorial Norma y
del Ministerio de Educaciéon su uso como incdgnita. En el libro de editorial
Norma la variable adopta cualquier valor para hacer verdadera o falsa una
proposicion, en este contexto se refiere adecuadamente a variable y no a
incognita. En el libro del Ministerio de Educacién sélo usa la letra x para
representar las variables, esto induce a una falsa generalizacion al sesgar su
representacion sdlo al uso de esta letra. Por otro lado, el libro de editorial
Santillana sefiala que las variables son las letras, y que el conjunto de éstas
recibe el nombre de parte literal, esta denominacién no es adecuada
matematicamente.

La TAD (Teoria antropolégica de lo didactico).

Sobre la definicion de ecuacidén, consideramos como referencia la definicion

cuyo significado sea cercano al caracter funcional que pretendemos darle al
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estudio del algebra desde el punto de vista de la TAD que a la vez tiene como
prioridad las actividades de modelizacion.

Por lo tanto, del andlisis deducimos que las definiciones pertinentes son las que
se encuentran en los textos de editorial Norma y en el texto de Algebra de
Sullivan, las mismas que coinciden con los significados propuestos por Godino, J.
& Font, V. (2003), quiénes proponen redefinir el concepto de ecuacién como
una funcién proposicional donde cada uno de los valores que puede tomar la
variable = para hacer verdadera la proposicién es una soluciéon de dicha
sentencia abierta. Los autores arriba mencionados hacen distincién entre el
conjunto de sustitucién, conjunto de todos los valores posibles que puede
tomar la variable, y el conjunto solucidn, valores del conjunto de sustitucién
para los que es verdadera la funcién proposicional.

Los libros de editorial Santillana y el libro del Ministerio de Educacién
mencionan la definicion tradicional de ecuacién como la igualdad de
expresiones algebraicas que contienen algin término desconocido, en este
contexto restringido se considera la letra x como incégnita, es decir, como valor

particular desconocido.

5.4. Analisis de las practicas docentes en el tratamiento del algebra.

Consideramos que la practica del docente en el aula tiene estrecha relaciéon con
Sus concepciones y con su experiencia previa.

Por ello, creemos pertinente tener otro referente sobre el tratamiento del
algebra a nivel escolar en el primer afio de secundaria, en este caso nos
referimos a la vision critica del docente sobre su practica pedagégica y los
resultados que esta muestra. Esta informacion la pretendemos recabar a través
de una entrevista estructurada, cuyas respuestas nos daran mayores elementos
de andlisis, pues constituyen al mismo tiempo una mirada critica y autocritica
sobre como se ensefia el objeto de estudio: algebra escolar.

A continuacioén se presentan algunos resultados de la entrevista estructurada
aplicada a cinco profesores en relacion a su practica pedagogica:

En cuanto a la experiencia de trabajo de los profesores entrevistados
abordando temas algebraicos, tenemos que dos de los profesores han

enseflado algebra por 10 afos, el resto tiene entre 3y 7 afios de experiencia.
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Un profesor sefial6 ademas que el algebra esta inmersa en toda la matematica,
lo cual implicaria de alguna manera que no la considera un area o dominio de
aprendizaje especifico sino una herramienta presente a lo largo de la
educacion escolar.

Los profesores sefalan que, segin su experiencia, la ensefianza del algebra se
presenta a lo largo de toda la secundaria, dependiendo los temas del grado y la
programacion. Dos de ellos ademas acotan que han ensefiado algebra en
quinto y sexto grado de primaria.

En cuanto a la inversion en horas de clase, dos de los profesores entrevistados
sefialaron que dedicaban entre 2 y 3 horas pedagdgicas de clase semanales a la
enseflanza del algebra, una profesora indic6 que todo un bimestre, otro
docente indicé que casi siempre y, el Ultimo docente que el nimero de horas
de clase depende de la programacion y del afio.

Todos los profesores consideraron necesaria la introduccién del algebra en la
secundaria, sin embargo las razones que proponen son diferentes:

Una profesora indic6 que es necesaria su introducciéon porque es valioso como
conocimiento y ademas las situaciones propuestas motivan al estudiante; esto
devela un tipo de docente que considera a las situaciones algebraicas como un
fin en si mismo, o como un recurso interesante para despertar la atencion del
estudiante, no se buscan interconexiones, ni justificaciones, ni ampliaciones de
técnicas utilizadas o la produccién de nuevos problemas, sino simplemente su
aplicacién inmediata.

Por otro lado, tres docentes sefialan necesaria su introducciéon pues describe
técnicas que aisladas permiten resolver algunas situaciones especificas, estos
docentes sefalan textualmente que muchos problemas de geometria,
trigonometria y aritmética necesitan del dominio de conocimientos
algebraicos. Esto indica una posicion de considerar al algebra como un
dominio de conocimiento aplicable a diversos contextos. Finalmente, una
docente identifica el algebra con un lenguaje que usa simbolos para
representar objetos abstractos no conocidos.

En referencia a como suelen enseflar el tema de algebra, tres docentes
mencionaron los siguientes recursos didacticos: material concreto y técnicas

ludicas para fijar conceptos, y un poco de historia sobre el aporte de algunos
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personajes. Los otros tres docentes sefialaron temas especificos de ejercicios
con variables y procedimientos mecdnicos cémo la resolucién de ecuaciones.
Del didlogo con los profesores se concluye que su praxis en aula se
corresponde con lo previamente desarrollado en ese tema y, que este
respondia a cuestiones institucionales (del colegio) 6 formas de trabajo
previamente validadas por su experiencia.

Considerando los problemas que suelen plantearse en el estudio del algebra,
los docentes entrevistados sefialan como dificultades: encontrar aplicaciones
en contextos reales a situaciones que involucran los grados relativos y
absolutos, fijar las leyes de signos y la multiplicacion de monomio, y los
ejercicios con variables (el docente no da mayores detalles).

No hay preocupacion de los docentes por unificar los procedimientos para
producir nuevos tipos de problemas que requieran nuevas técnicas de
solucion.

En relacién a si los estudiantes evidencian haber aprendido algebra; cuatro
docentes responden positivamente, sélo un docente aclara la presencia de un
grupo de estudiantes que generalmente siempre tienen dificultades y otro
docente sefiala porcentualmente que desde su experiencia los estudiantes de
instituciones educativas particulares demuestran mayor aprendizaje de
topicos algebraicos.

Sobre los temas algebraicos donde demuestran mayor logro de aprendizaje,
los docentes entrevistados indicaron: el estudio del grado relativo y absoluto,
reduccion de términos algebraicos, valor numérico, ecuaciones, productos
notables y leyes de exponentes. En el caso de nuestro estudio sélo los cuatro
primeros estan presentes en el trabajo del primer afio de secundaria.
Considerando si estaban o no de acuerdo con la forma como el algebra se
presenta en los textos escolares, el 100% de los docentes entrevistados
indicaron que no estaban de acuerdo y sefialaban como justificacion los
necesarios cambios en los siguientes aspectos:

la incorporacién de problemas aplicados en contextos reales, reconocen la
excesiva importancia dada a la aplicacion de reglas algoritmicas. Un docente
ademas sefalé que los textos deberian ser mas entretenidos y que deberian

presentar el algebra de otra forma. Por otro lado, dos docentes mencionaron

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

que algunos libros consideran temas no idéneos al nivel cognitivo de
desarrollo de los estudiantes.

A la pregunta ;considera necesario hacer cambios en la introduccién del
algebra? Cuatro de los cinco docentes entrevistados contestaron que si era
necesario hacer cambios, luego propusieron las siguientes posibilidades para
el estudio introductorio del algebra en el primer afio de secundaria:

El trabajo con material concreto al menos al inicio para asegurar la
comprension de conceptos, proponer situaciones contextualizadas y
motivantes para el estudiante, y que sean aplicables a la geometria, la
trigonometria y/o la aritmética; ademas aprovechar del buen uso del recurso

historico. Sélo un docente sefialé que no era necesario hacer ningiin cambio.

Como resultado del contraste entre las evidencias, lo que dicen los profesores
y algunos elementos del marco tedrico, presentamos lo siguiente:

Sobre su experiencia ensefiando algebra, los docentes sefialaron que segin su
experiencia la ensefianza del algebra se presenta a lo largo de toda la
secundaria. Esto se correlaciona con lo presentado de la revision del DCN,
donde los topicos algebraicos se presentan a lo largo de la educacién
secundaria. Los libros de texto revisados también confirman esta situacion
pues, en la mayoria de ellos se sefiala especificamente una unidad bajo el
titulo de introducciéon al algebra 6 simplemente algebra. Por lo tanto,
concluirfamos que las practicas identificadas como algebraicas han sido muy
utilizadas y aplicadas en un dominio amplio de temporalidad a lo largo de la
educacion secundaria; pero sélo a nivel técnico puntual.

En cuanto a la inversion en horas de clase, los libros de primero de secundaria
revisados, necesitan aproximadamente un bimestre para desarrollar los temas
propuestos. De esto deducimos que los contenidos dependen del grado de
estudio y de la programacidn propuesta en cada institucion escolar.

En cuanto a la necesidad de introducir el algebra a nivel escolar, consideramos
que el grupo de docentes entrevistados prioriza en el algebra las actividades
y tareas que favorecen los procesos de simbolizacion, y las aplicaciones para
resolver situaciones locales, asociando cada una de estas concepciones a los

distintos usos de la variable y a los elementos que en la actualidad se
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consideran manifestaciones del pensamiento algebraico: habilidades para
resolver problemas, habilidades para abstraer, representar, procesar,
comunicar y habilidades para razonar. Por otro lado notamos que la
introduccién al dlgebra se presenta como una generalizacion de las practicas
aritméticas.

Respecto a los problemas que suelen presentarse en el estudio del algebra, los
docentes estan evidentemente mucho mas preocupados por el manejo técnico
local, s6lo para responder a situaciones que en la mayoria de los casos se
quedan en el campo abstracto. La modelizacién algebraica se queda en el
trabajo en el modelo, perdiéndose la oportunidad de aprovechar las
situaciones que amplien el conocimiento del sistema estudiado inicialmente.
Esta situacion es la misma que se expone en los libros de textos analizados,
donde los contenidos atomizados mayormente utilizan técnicas algoritmicas
que no muestran interconexiones; soélo en el texto del Ministerio de Educacion
se presenta un intento por presentar situaciones cercanas al estudiante, pero
en forma aislada.

En relacion a si los estudiantes evidencian haber aprendido algebra, este
grupo de docentes considera que no todos los alumnos aprenden igual y que
tal vez el contexto institucional condicione los niveles de logro de los
estudiantes. Esto ultimo se corresponde con la posicion de la TAD, segin la
cual, el objeto primario de investigacién a nivel escolar es la actividad
matematica desde una perspectiva institucional.

Considerando la necesidad de cambios en la introduccién del algebra en el
nivel secundaria, notamos que el interés de los docentes esta en el aprendizaje
comprensivo de las definiciones basicas. Por ello, proponen recursos
metodolodgicos, a fin de lograr dominio y aplicacidon en diversos contextos de
los contenidos propuestos. Sin embargo, aqui también hay una concepcién que
prioriza el contenido o dominio de destrezas y aplicaciones como fin en si
mismo; confirmando con ello, el caracter aislado de las técnicas, cuando lo que
se deberia intentar es darle unidad mas alla de lo meramente algoritmico para
que los alumnos aprendan a formular conjeturas, generalizar enunciados e

investigar el alcance de la solucién de un problema particular.
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CAPITULO 6. Diseiio, implementacion y evaluacion de la propuesta de

6.1.

6.2.

organizacion didactica.

Caracterizacion de los sujetos.

La propuesta se aplico al finalizar el cuarto bimestre del afio escolar 2010,
con estudiantes de dos secciones del primer afio de secundaria. Cada seccién
era mixta y estaba formada por estudiantes varones y mujeres, cuyas edades
fluctuaban entre 12 y 13 afios. Al momento de la aplicacidn las dos secciones
ya habian trabajado temas introductorios de algebra llegando hasta el
desarrollo de las técnicas operativas del calculo ecuacional.

A continuacién se presentan algunos datos especificos de la aplicacion de la
propuesta segun las secciones:

Grupo 1: [-B, de 30 estudiantes (17 alumnas y 13 alumnos). Las fechas de
ejecucion fueron el 24 y 25 de noviembre del 2010, la primera fecha con una
duracién de 60 minutos, y la segunda con 90 minutos.

Grupo 2: I- D, de 33 estudiantes (15 alumnas y 18 alumnos). Las fechas de
ejecucion fueron el 26 de noviembre del 2010, con una duracién de 60

minutos y el 30 de noviembre, con una duracién de 90 minutos.

Diseifio de la organizacion didactica.

Nuestra propuesta pretende presentar el algebra como un instrumento para
profundizar el estudio de determinadas OM (organizaciones matematicas)
previamente construidas. En particular, busca plantear y abordar cuestiones
tecnoldgicas relativas a la descripcién, generalizacién, justificacion, y
dominio de validez de las técnicas matematicas, asi como a la estructura y
organizacion de los tipos de problemas y a la estructura del conjunto de las
soluciones de los mismos. Se pretende que los estudiantes identifiquen en los
distintos problemas, variables que hagan que ciertos conocimientos no sean
suficientes para su resolucién, de manera que surjan nuevas técnicas como
necesarias.

Considerando las investigaciones previas de Bolea, P. (2010), hemos elegido

como OM que pueden tomarse como sistema inicial a modelizar, una
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secuencia de actividades que parten de una situaciéon aritmética llegando

hasta el planteamiento algebraico de ecuaciones.

PLANTEAMIENTO DE
ECUACIONES.

OM que se desarrollara.

ARITMETICA.
OM inicial

Las actividades se agruparon como tipos de problemas de la siguiente

manera:

Tipo de
problema 3

Tipo de
problema 5

Tipo de
problema 4

Tipo de
problema 2-

Tipo de
problema 1 ‘

Problema Problema Problema | Problema | | Problema
3 1 2 4 6

i Problema i Problema
5 7

Figura 28: Organizador visual de los tipos de problemas propuestos

Para la implementacion se disefi6 el instrumento que a continuacidn
detallamos, en éste se consideraron las preguntas 2 y 3 para un desarrollo
individual y las preguntas 1, 4, 5, 6 y 7 para su desarrollo en grupos de

trabajo.

6.2.1. Secuencia de los tipos de problemas y respuestas esperadas.
Tipo de problema 1 (TP1).
Problema que puede resolverse mediante una cadena de operaciones
aritméticas (+, -, X, /) sobre cantidades conocidas, se pueden ejecutar a

partir de las indicaciones dadas.
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Problema:

3. Pedir alos alumnos que hagan la siguiente secuencia de operaciones:
e Escribe un nimero.
e Sumale el namero que le sigue.
¢ Suma 9 al resultado anterior.
e Divide entre 2.
e Resta el numero inicial.

Plantear luego las siguientes preguntas:

¢Qué resultado se obtiene? Realicen la misma secuencia anterior para
otro numero inicial. ;Qué resultado obtienen? ;Como explican este
resultado?

Aporte de la situacion:
Los elementos tecnoldgicos- tedricos que permiten describir, justificar e
interpretar esta practica matematica elemental se reducen esencialmente a

las propiedades de las operaciones aritméticas y de las relaciones entre ellas.

En cuanto a la técnica:

Si el nimero es 15, se obtiene: (15+ 16 +9) : 2 -15=20-15=5

Si se toma inicialmente el nlimero 26: (26+27+9):2 -26 =31-26=5

La resolucién aritmética de este problema, proporciona siempre el mismo
resultado numérico, 5, el cual es independiente del nimero pensado.
Aparece, una cuestion tecnolégica que se formula a través de la pregunta,
¢por qué todos obtienen el mismo resultado? esto harad que necesitemos de
una formulacién simbodlica del problema, con el uso de una expresién
algebraica y a partir de ella construir nuevas técnicas (simplificacién) para
justificar la solucién que se encuentra.

En este momento definiremos “expresion algebraica” como la formulacion
simbdlica de una situacién aritmética, la “simplificacion de expresiones
algebraicas” como la operacidon de transformarlo en otra equivalente de un
uso mas sencillo. Se hace necesario también introducir variables que
permitan explicitar y manipular la secuencia de operaciones pedida, definir el
campo numérico de trabajo, sefialar la jerarquia de las operaciones, las reglas

de uso de paréntesis y las propiedades de las relaciones entre operaciones.
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Solucion ideal:
La solucién esperada de los estudiantes es:

[x+ (x+1) +9]: 2-x=(2x+10): 2 -Xx=x+5-x=5

Qué se espera que respondan los alumnos:

Los estudiantes deben llegar, por comparacién de resultados con sus
compaferos, a comprobar que todos obtienen el mismo resultado. En ese
proceso, tal vez se generen errores en cuanto al calculo de las operaciones
por elegir numeros altos, sin embargo puede tomarse ello para aclarar dudas.
Con la udltima pregunta algunos pueden plantear la posibilidad de trabajar
con variables, sobre todo considerando la experiencia previa del trabajo con
ecuaciones. Sin embargo, al tener que dividir (2x +10): 2 creemos que se
puede generar conflicto y didlogo en torno a como efectuarlo. Esto abre la
posibilidad al trabajo de modelizar la situacién a través de una expresion
algebraica y la necesidad de conocer los procedimientos a seguir en el caso

de las operaciones con estas expresiones.

Tipo de problema 2(TP2).

Este problema se puede resolver aritméticamente, mediante las
propiedades de las operaciones aritméticas y las relaciones entre ellas. Estas
operaciones y propiedades son los elementos tecnolégico- tedricos que
permiten describir, justificar e interpretar este problema.

Problema.

un grupo de turistas, us6 todos los de tipo A y todos los del tipo B. Si

cuantos asientos para turistas tienen los vehiculos tipo B, si
transportaron 144 turistas en total? Muestre sus calculos y explique

respuesta.

1. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: 4 vehiculos

tipo A con capacidad para 6 personas y 10 vehiculos tipo B. Para trasladar

quedaron asientos vacios en ninguno de los vehiculos, ;Es posible saber

no

Se

su
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Aporte de la situacion:

El problema plantea el relacionar diversos datos como los tipos de vehiculos y
numero de asientos por vehiculos, las operaciones que las vinculan y la
condicién del problema “que no quedan asientos vacios en ninguno de los

vehiculos”.

En cuanto a la técnica:

Se caracteriza por la realizaciéon de una cadena finita de operaciones simples
en los que cada resultado numérico es calculable e interpretado en términos
del enunciado y esta formulado mediante una expresion del lenguaje natural.
A diferencia del caso anterior, en esta situacion se requiere interpretar el texto,
la presencia de diversos datos y de ciertas condiciones entre ellas hacen de

esta situacion algo mas compleja.

Solucion ideal:

Si son 144 turistas en total y con el uso del vehiculo tipos A se ubican a 24
turistas, luego quedan por ubicar 144 - 24, es decir, 120 turistas. Estos ultimos
se ubicaran, en 10 vehiculos, luego el nimero de turistas por vehiculo tipo B
sera el resultado de 120 entre 10, es decir, 12. Siendo finalmente la respuesta

que los vehiculos tipo B tienen 12 asientos.

Qué se espera que respondan los alumnos:

Los alumnos pueden llegar a formular la solucién aritmética sefialada como
ideal haciendo uso de recursos graficos o manipulando los datos, llegando al
resultado esperado mediante el calculo operativo aritmético. Un posible error
podria ser el relacionar los datos numéricos de manera inadecuada, lo cual
reflejaria dificultades en la comprension debido a la falta de claridad en la

redaccidén o por presentar dificultades en la lectura comprensiva.

Tipo de problema 3(TP3).
A partir de lo anterior, con este nuevo tipo de problema se plantea la
necesidad de considerar y tratar el uso de variables. Se tratan las técnicas o

procesos de resolucién como objetos de estudio en si mismos, es decir, que se
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manipulan las variables de manera independiente al significado que tienen. La
situacién culmina con su modelizacién para dar respuesta a la tltima pregunta.

Problema

2. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos, el alquiler del
tipo A cuesta S/.80 y el alquiler del tipo B cuesta S/. 120. Si la diferencia
del nimero de vehiculos tipo A con el nimero de vehiculos tipo B es 4.
a) ;Coémo representas la cantidad de vehiculos de cada tipo?

b) Completa los datos que faltan en la siguiente tabla.

Tipo de vehiculo | Costo unitario Cantidad Gasto total
Tipo A 80
Tipo B 120

c) ;Cémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo A?
d) ;Cémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo B?

e) ;Cudnto fue la inversién total?

En este caso, como consecuencia de la naturaleza (mas o menos) algebraica de
la modelizacidn en cuestion, se trabaja en un primer nivel de algebrizacion, el

de la manipulacion de variables en la estructura global del problema.

En cuanto a la técnica:

Este problema analiza la informacion a través del recurso grafico, utiliza la
expresion algebraica para representar el gasto total para cada tipo de vehiculo,
para luego manipular estas expresiones a través de técnicas de simplificacion
previamente abordadas. El problema busca encontrar una cantidad
desconocida, sabiendo las relaciones que esta tiene con otras cantidades

conocidas.

Solucion ideal:
a) ;Como representas la cantidad de vehiculos de cada tipo?
TipoA=x. TipoB=x+4

b) Completa los datos que faltan en la siguiente tabla.
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Tipo de Costo unitario Cantidad Gasto total
vehiculo

Tipo A 80 X 80x
Tipo B 120 x+4 120(x +4)

c) ¢Coémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo A?
Multiplicando el costo unitario por la cantidad de vehiculos del tipo A,
quedando expresado como: 80x

d) ;Cémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo B?
Multiplicando el costo unitario por la cantidad de vehiculos del tipo B,
quedando expresado como: 120( x + 4)

e) ;Cudanto fue la inversion total? 80x + 120( x + 4)= 200x + 480

Qué se espera que respondan los alumnos:

Para el enunciado “si la diferencia del nimero de vehiculos tipo A con el
numero de vehiculos tipo B es 4” se espera que los estudiantes brinden
diferentes interpretaciones:

TipoA=x. TipoB=x+4

Tipo A=x-4. TipoB=x

TipoA=x. TipoB=y luego:x-y=4

Tipo A =x+4 Tipo B =x

Para cada uno de los casos, se obtendra una expresion algebraica diferente que
representa la inversion total, aqui cabe hacer la aclaracién que todo dependera
del valor de la variable “x”

Sobre la base del mismo tipo de problema anterior, se plantean dos
expresiones que traducen sus relaciones al lenguaje algebraico y se plantean

ecuaciones que requieren de procesos de transformacion.
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Tipo de problema 4 (TP4).

Son problemas que ameritan relacionar y distinguir datos para el
planteamiento correcto de ecuaciones, en cada uno de los casos se presentan
condiciones que exigen un buen manejo algebraico y ecuacional. El nivel de

complejidad es mayor en relacion al tipo de problema anterior.

Problema.

4. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: tipo A y tipo B.
Para trasladar 80 turistas usa 4 vehiculos tipo A y 6 vehiculos tipo B.
Sabiendo que no quedan asientos vacios, ;cudntos asientos para turistas
tiene cada tipo de vehiculo, si los vehiculos tipo B tienen 5 asientos menos

que los del tipo A?

Problema.

5. Para dirigirse a un aeropuerto, un grupo de 90 turistas puede emplear
vehiculos con capacidades para 6 u 8 personas. Si la diferencia entre el
numero de vehiculos de 8 y 6 asientos es 1. ;Cuantos vehiculos de cada tipo

necesitan si no deben quedar asientos vacios?

Aporte de las situaciones:

Los problemas planteados van mas alla de la representacién algebraica, pues
cada una de ellas se resuelve mediante ecuaciones para lo cual necesitan
relacionar informacion. Aqui, se busca extrapolar la relacién aritmética del
total de asientos obtenida mediante el producto del nimero de asientos por
vehiculo, con el nimero de vehiculos. En las situaciones se intercambian un
dato por una incdgnita, asi en la situacidn 4 el dato es el nimero de vehiculos y
la incégnita el nimero de asientos, en cambio, en la situacion 5 el dato es el

numero de asientos y la incognita es el numero de vehiculos de cada tipo.

En cuanto a la técnica:
El estudio de este tipo de problemas se plantea como una igualdad; sin

embargo, no sélo aplicaran técnicas de simplificacién con la manipulacién de
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variables, sino que ademdas deberdan transformarlo en un nuevo objeto
matematico denominado ecuacién. Aqui se aplicaran técnicas que constituiran
el calculo ecuacional, basado esencialmente en la transposicion de términos y
en el despeje de la incognita que se quiere hallar.

El paso de las técnicas de simplificacion a situaciones donde emerge un nuevo
tipo de problemas que aplican las técnicas al nivel de ecuaciéon, permite
sefialar que estos planteamientos estan en un segundo nivel de algebrizacion.
Solucion ideal:

Situacion 4:

Tipo # vehiculos # asientos Total de asientos
A 4 X 4x
B 6 x-5 6(x-5)
80
Luego:
4x + 6(x-5) = 80
4x+6x-30 = 80
10x = 80+30
10x =110
x=11
Los vehiculos tipo A tienen 11 asientos y los vehiculos tipo B tienen 6 asientos
cada uno.

Situacion 5:

Tipo # asientos # vehiculos Total de
asientos
A 6 X 6x
B 8 x-1 8(x-1)
90
Luego:
6x + 8(x-1) =90
6x +8x -8 =90
14x =90+8
14x =98
x=7

Necesitan 7 vehiculos tipo A y 6 vehiculos tipo B.
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Qué se espera que respondan los alumnos:

Se espera que los alumnos logren interpretar los enunciados “los vehiculos
tipo B tienen 5 asientos menos que los del tipo A” y “la diferencia entre el
numero de vehiculos de 8 y 6 asientos es 1”. Sin embargo, consideramos
interesante trabajar e invertir tiempo sobre las posibles interpretaciones
dadas al mismo. Algunos posibles errores estarian ligados al calculo
operacional con las expresiones algebraicas y a dificultades de comprensiéon

del enunciado planteado.
Tipo de problema 5(TP5)

Se presentan dos problemas que aumentan el nivel de complejidad en el
sentido que su manipulacién requiere del dominio de otro tipo de técnicas y
ademas de uno de ellos emerge un nuevo tipo de problema de manipulacién

de expresiones con el aparente empleo de dos variables.

Problema.

6. Una empresa de turismo dispone de 6 vehiculos con capacidad para 4
personas y otros con capacidad para 10 personas. Debe trasladar un
grupo de pasajeros, para ello usa todos los vehiculos para 4 personas.
Sabiendo que no quedan asientos vacios. ;Cuantos vehiculos para 10
personas se necesitan, si el nimero total de pasajeros es el séxtuplo del
nimero de vehiculos con capacidad para 10 personas, aumentado en

647

Problema.

7. En una agencia de turismo se han vendido 20 paquetes turisticos a dos
precios distintos: los de “Lima Tours” a S/. 80 y los de “Lima Around
Tours” aS/. 120, con las que ha obtenido un ingreso de S/. 1920. ;Cuantos

paquetes turisticos se han vendido de cada precio?
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Aporte de las situaciones:

El primer problema plantea la necesidad de formular una ecuacién, pero no
para igualarla a un valor numérico, sino para ser igualada a otra expresion
algebraica obtenida de la interpretacion de los datos previos.

El segundo problema presenta una variacidn, porque la informacidon relevante
que permite plantear la ecuaciéon no esta dada de manera explicita; esta se
deduce del analisis de la relacion parte- todo formulada sobre la relacion entre
el nimero total de paquetes vendidos y los paquetes vendidos por cada

agencia.

En cuanto a la técnica:

A nivel tecnolégico seguimos en el segundo nivel de algebrizacién, pues
todavia no llegamos a la generalizacién del calculo ecuacional; sin embargo,
podemos afirmar que se amplian y completan las situaciones anteriormente
formuladas. La simplificacion algebraica y el empleo de la técnica ecuacional
son las caracteristicas de estas situaciones aunque con una mayor exigencia en

cuanto al tipo de relaciones entre los datos y las variables.

Solucion ideal:

Situacién 6:

Tipo # vehiculos # asientos Total de
asientos

A 6 4 24

B X 10 10x

De las condiciones del problema:
24+ 10x =6x + 64
4x =40
x=10

Luego, se necesitan 10 vehiculos para 10 personas.

Situacion 7:
Sea x el numero de paquetes turisticos de Lima Tours, luego (20-x) sera el

numero de paquetes turisticos de Lima Around. Lo recaudado por la venta de
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los paquetes de Lima Tours es 80x, mientras que lo recaudado por Lima
Around es 120(20-x). Luego como el total recaudado es S/. 1920, planteamos:
80x +120(20-x) = 1920

80x + 2400- 120x = 1920

-40x = 1920- 2400

-40x = - 480

x=12

Luego, se venden 12 paquetes turisticos de Lima Tours y 8 paquetes de Lima

Around.

Qué se espera que respondan los alumnos:

Para el primer problema los alumnos podrian tener dificultades al relacionar
datos en el problema; sin embargo, esperamos que una vez planteada la
ecuacion los alumnos no incurran en errores de manipulacién de las variables
ni en el calculo de lo pedido. Ademas, las variadas posibilidades de planteo,
darian riqueza al andlisis de la soluciéon analizando su unicidad y validez.

En el segundo problema, los estudiantes podrian responder a lo planteado
tanteando a través de la suma de los multiplos de 80 y 120 que sumados den
1920. Algunos podrian incluso relacionar la descomposicion del nimero 1920
con los multiplos de 80 y 120, esto también ofreceria interesantes

posibilidades para analizar su unicidad.

Todas las actividades fueron disefiadas con el principio de que el algebra
escolar apareciera para atender la necesidad de resolver situaciones
especificas, a través de situaciones agrupadas en tipos de problemas. Con el
trabajo de los estudiantes se conseguiria identificar las técnicas aplicadas, el
uso que hacen de la variable y las diferentes justificaciones- explicaciones
empleadas. Ademas, se recogeran evidencias sobre el dominio o no dominio de
las técnicas de planteo y resoluciéon de ecuaciones que fueron previamente
desarrolladas en el periodo escolar.

Otro aspecto importante seria valorar las ventajas del trabajo cooperativo para
aclarar dudas, generar didlogo y analizar las rutas de pensamiento vy

justificacion que emplean nuestros estudiantes.
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A partir de lo anterior, recordamos nuestro quinto objetivo especifico:

05: Diseflar una organizacién didactica pertinente para el estudio

introductorio del algebra, integrando los diferentes momentos de su

proceso de estudio, basados en el principio de que el dlgebra escolar debe

aparecer para atender a la necesidad de resolver situaciones especificas.

6.2.2. Categorias que se consideraran en el analisis de los resultados.

A continuacidn, describiremos las categorias de analisis que permitiran

explorar aspectos relacionados con la organizacion didactica propuesta en

esta investigacion.

Tabla 16: Categorias de analisis.

Categorias

Descripcion

Respuestas esperadas.

TECNI.

Las técnicas.

Se refiere a la
identificacion de la
técnica de solucién
empleada. Estas son:

Identificacion de datos,
asociacién del enunciado
verbal de un problema a
un planteamiento que lo
representa, y resolucion
del problema empleando

diferentes

procedimientos. Al mismo

tiempo se identificaran
los errores
frecuentemente
presentados.

Los estudiantes reconocen y
discriminan la informacién dada
de la cuestion por hallar, haciendo
uso de diversos procedimientos
aritméticos y/o geométricos. Sin
embargo, es posible que presenten
identificar

dificultades para

algunos datos y relacionar la

informacion presentada.

La variable:

VA.

Se refiere a los usos de la
variable como incognita,
como indeterminada,

para expresar cantidades

Los estudiantes identifican las

variables involucradas en cada
enunciado, consideramos que la

mayoria no sefialara
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que varian | explicitamente lo que representan,
conjuntamente, o como | debido a que por practicas
parametro o constantes. | institucionales asumen que los
Ademas, se analizard si se | problemas deben tener la misma
define explicitamente lo | estructura.

que representa cada una

de las variables.

Se refiere al empleo de | Los estudiantes no encontraran
justificaciones y | justificaciones pertinentes a los

explicaciones de los | procedimientos aplicados 0

La tecnologia: | procedimientos explicaciones de algunos
JUST. empleados o de las | resultados, porque en su practica
soluciones encontradas. ésta no es priorizada, la mayor

parte de procesos son algoritmicos

y aplicados sin reflexidn.

A continuacién mostramos, las categorias de andlisis que cada uno de los

siete problemas de la propuesta de organizacion didactica permite explorar.

Tabla 17: Categorias de analisis en cada tipo de problema.

TP2 TP3 TP1 TP4 TP5
Categorias | Problema | Problema | Problema | Problema | Problema | Problema | Problema
1 2 3 4 5 6 7
TECNI. X X X X X X X
VA. X X X X X X
JUST. X X

6.3. Descripcion de la implementacion
La propuesta se implementd en el colegio SS.CC Recoleta, a fines del cuarto
bimestre del afio escolar 2010, con 63 alumnos del primer afio de secundaria
de las secciones By D.
La primera parte de la propuesta se desarrollo durante 30 minutos en forma
individual. Para la segunda los estudiantes se organizaron en grupos de 3,y

tuvieron 60 minutos de trabajo colaborativo.
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Cada una de las partes tuvo una actividad conjunta de cierre de identificaciéon
de las mayores dificultades y presentacion de las soluciones de algunos
estudiantes. Esta ultima actividad no esta incluida en los tiempos
mencionados anteriormente.

Se indico a los alumnos que detallaran sus soluciones y que las desarrollaran
sobre la base de todas sus experiencias previas en el area.

A continuacién se detallan algunas observaciones de la aplicacion de la

propuesta en su ejecucion individual en el I-B:

Sobre el problema 1:

1. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: 4 vehiculos
tipo A con capacidad para 6 personas y 10 vehiculos tipo B. Para
trasladar un grupo de turistas, uso6 todos los de tipo A y todos los del tipo
B. Si no quedaron asientos vacios en ninguno de los vehiculos, ;Es
posible saber cuantos asientos para turistas tienen los vehiculos tipo B,

si se transportaron 144 turistas en total? Muestre sus calculos y explique

su respuesta.

e Tres alumnos presentaron dos soluciones una aritmética y otra
algebraica.

e Una alumna us6 iconos en forma de cuadrados para representar los
vehiculos, al final respondid correctamente a la pregunta.

e La solucidn aritmética presentada por la mayoria fue:
Tipo A: 4 vehiculos para 6 personas, luego 6x 4= 24 asientos
Tipo B: 10 vehiculos.
Total de personas: 144. Como ya se ocuparon 24 asientos quedan:
144- 24= 120 asientos que deben ocuparse con los 10 vehiculos tipo B,
luego 120: 10 = 12 asientos por vehiculo para que al final no queden
asientos vacios.

¢ La solucidn algebraica mayormente desarrollada por los estudiantes fue:
Tipo A: 4 vehiculos con capacidad para 6 personas

Tipo B: 10 vehiculos con capacidad para 10 personas. Luego,
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4.6 +10x =144
24 +10x =144
10x =120
x=12

e Algunos alumnos en su sustentaciéon sobre los métodos empleados,
indicaron que eligieron trabajar con ecuaciones, porque les daba mas
orden para organizar la informaciéon y ademas les permitia verificar su

respuesta.

Sobre el problema 2:

2. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos, el alquiler del
tipo A cuesta S/.80 y el alquiler del tipo B cuesta S/. 120. Si la diferencia del
numero de vehiculos tipo A con el nimero de vehiculos tipo B es 4.

a) ;Cémo representas la cantidad de vehiculos de cada tipo?

b) Completa los datos que faltan en la siguiente tabla.

Tipo de vehiculo Costo unitario Cantidad Gasto total
Tipo A 80
Tipo B 120

c) ¢(Como se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo A?

d) ;Coémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo B?

e) ¢Cuanto fue la inversion total?

¢ 4 alumnos dejaron en blanco el segundo problema.

e 1 alumno uso de manera incorrecta las variables, no considerando la
relacion de diferencia entre el nimero de vehiculos de cada tipo.

e Una alumna plante6 la representacion de la cantidad de vehiculos de
cada tipo con dos variables diferentes “x” e “y”, contesté correctamente
los items a, b, ¢, d, y e; pero surespuesta en el dltimo item: 80x + 120y,

consideraba un valor especifico para x (8) y otro valor especifico para y

(4), con lo cual daba como respuesta S/. 1520.
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Otra alumna plante6 correctamente los items a, b, ¢, y d. Dejando en
blanco la respuesta de la ultima pregunta.

S6lo 10 estudiantes completaron toda la segunda pregunta
correctamente.

Dos alumnos preguntaron si el segundo problema tenia relacién con el
primero, en el sentido de si los datos del primero podian usarse en el
segundo problema.

Cuatro alumnos preguntaron si en los problemas necesariamente tenian
que llegar a un valor numérico; dudaron de su respuesta al ver que ésta
era una expresion algebraica. Lo que evidencia que los alumnos
consideraban que la naturaleza de la actividad era aritmética. Esto era
previsible pues segin Perry, P. (1999), la naturaleza de las respuestas
hace que estas se dividan en dos grupos: actividad aritmética, donde el
foco de la actividad es encontrar respuestas numeéricas particulares;
mientras, en la actividad algebraica el foco es deducir procedimientos y
relaciones, ademdas de expresarlos en forma general. Los alumnos
esperaban una respuesta numérica, al parecer su poca experiencia previa
con resultados algebraicos o situaciones como las presentadas les hizo
dudar de lo que habian obtenido.

Algunos alumnos concluyeron que el signo = puede representar no sélo
la accion de escribir el resultado sino también una relacion de
equivalencia.

En todos los casos, estuvieron de acuerdo de que el uso de la letra esta

destinado principalmente a representar valores.

A continuacién se detallan algunas observaciones de la aplicacion de la

propuesta en su ejecucion grupal en el I-B:
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Sobre el problema 3:

3.

Pedir a los alumnos que hagan la siguiente secuencia de operaciones:
e Escribe un numero.
e Sumale el numero que le sigue.
e Suma 9 al resultado anterior.
e Divide entre 2.
e Resta el nimero inicial.

Plantear luego las siguientes preguntas:

;Qué resultado se obtiene? Realicen la misma secuencia anterior para
otro numero inicial. ;Qué resultado obtienen? ;Como explican este
resultado?

Sobre la secuencia de operaciones, tres grupos intentaron establecer
diferencias en el resultado, en el caso que el nimero inicial fuera par o
impar. En el caso de un grupo, esto se debié a que al inicio cometieron
error en el calculo lo que les hizo suponer que habian dos resultados
diferentes, en caso el nimero inicial sea par o impar.

Ademas, un grupo trabaj6é intentando ampliar el campo numérico y
especularon sobre los resultados en caso se elija un nimero entero o
racional. Este grupo indic6 que llegaron a la conclusién de que el
resultado siempre era el mismo.

Este problema resulto interesante por la discusidn generada, surgieron
algunas ideas como que si se suponia que el nimero inicial era decimal
¢;Cudl seria su consecutivo?. Ademas, se generé mucho didlogo en el

intento por responder a la pregunta de justificacion.

Sobre el problema 4:

4. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: tipo A y tipo B.
Para trasladar 80 turistas usa 4 vehiculos tipo A y 6 vehiculos tipo B.
Sabiendo que no quedan asientos vacios, ;cuantos asientos para turistas

tiene cada tipo de vehiculo, si los vehiculos tipo B tienen 5 asientos menos

que los del tipo A?
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e Fue el problema en la que los estudiantes encontraron menos
dificultades, ademas fue resuelta por la mayoria.

e Justificaron su solucion indicando que comprendian el significado de la
ecuacion y el rol de las variables; ademas que relacionaban el significado

con el contexto de la situaciéon problematica.

Sobre los problemas 5,6y 7:

5. Para dirigirse a un aeropuerto, un grupo de 90 turistas puede emplear
vehiculos con capacidades para 6 u 8 personas. Si la diferencia entre el
numero de vehiculos de 8 y 6 asientos es 1. ;Cuantos vehiculos de cada tipo

necesitan si no deben quedar asientos vacios?

6. Una empresa de turismo dispone de 6 vehiculos con capacidad para 4
personas y otros con capacidad para 10 personas. Debe trasladar un
grupo de pasajeros, para ello usa todos los vehiculos para 4 personas.
Sabiendo que no quedan asientos vacios. ;Cuantos vehiculos para 10
personas se necesitan, si el nimero total de pasajeros es el séxtuplo del

numero de vehiculos con capacidad para 10 personas, aumentado en

7. En una agencia de turismo se han vendido 20 paquetes turisticos a dos
precios distintos: los de “Lima Tours” a S/. 80 y los de “Lima Around
Tours” a S/. 120, con las que ha obtenido un ingreso de S/. 1920. ;Cuantos

paquetes turisticos se han vendido de cada precio?

e Los alumnos indicaron que notaron similitudes entre las diferentes
soluciones, sefialaron que el contexto era el mismo; aunque se dieron
cuenta que la pregunta era diferente para cada caso, en algunos casos
asignaron una variable al nimero de vehiculos y en otros al nuimero de
asientos.

e Los alumnos exploraban diferentes métodos de solucion y, una vez que
resolvian el problema, comparaban las trayectorias de solucidn seguidas

con sus compafieros. Creemos que el seguimiento del trayecto de
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razonamiento de otros en la solucién de un problema, es una buena
manera de desarrollar razonamientos l6gicos y verificar estrategias.

e En la mayoria de los casos, discutian sobre el significado de la ecuacién
y el rol de las variables; ademas, que en algunos casos relacionaban su
respuesta con el contexto de la situacion problematica.

e Las situaciones planteadas permitian que los alumnos comiencen a
utilizar variables y ecuaciones sabiendo de donde provienen.

e Después de realizada cada seccidn, se socializaron y discutieron los
resultados jerarquizando el uso de las distintas estrategias para cada
situacion problematica.

Ahora detallaremos algunas observaciones de la aplicacién de la propuesta

en su ejecucion individual en el I-D:

Sobre el problema 1:

1. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: 4 vehiculos
tipo A con capacidad para 6 personas y 10 vehiculos tipo B. Para
trasladar un grupo de turistas, usé todos los de tipo A y todos los del tipo
B. Si no quedaron asientos vacios en ninguno de los vehiculos, ;Es
posible saber cuantos asientos para turistas tienen los vehiculos tipo B,

si se transportaron 144 turistas en total? Muestre sus calculos y explique

su respuesta.

e Los estudiantes indicaron que les fue sencillo llegar a la solucion, algunos
sefialaron que lo resolvieron planteando una ecuacién; por otro lado,

otros no lo consideraron necesario.
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Sobre el problema 2:

2. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos, el alquiler del
tipo A cuesta S/.80 y el alquiler del tipo B cuesta S/. 120. Si la diferencia
del numero de vehiculos tipo A con el numero de vehiculos tipo B es 4.
a) ;Como representas la cantidad de vehiculos de cada tipo?

b) Completa los datos que faltan en la siguiente tabla.

Tipo de vehiculo Costo unitario Cantidad Gasto total
Tipo A 80
Tipo B 120

c) ¢Como se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo A?
d) ;Como se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo B?

e) ;Cudanto fue la inversién total?

¢ (Cuatro alumnos preguntaron ;A qué se refieren con cantidad?

e Tres alumnos preguntaron si los datos de un problema podian ser usados
en la solucion del otro.

e Dos alumnos tenian dudas sobre el significado de la pregunta ;cuanto fue
la inversion total?

e Un alumno pregunto si la inversidn total debia ser un valor numérico o
podia quedar indicado como una expresion algebraica. Luego 6 alumnos
manifestaron que también dudaron sobre su respuesta, porque

esperaban que esta fuera un valor numérico especifico.

Ahora algunas observaciones de la aplicacion de la propuesta en su

ejecucion grupal en el I-D:
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Sobre el problema 3:

3. Pedir a los alumnos que hagan la siguiente secuencia de operaciones:
e Escribe un nimero.
e Sumale el numero que le sigue.
¢ Suma 9 al resultado anterior.
e Divide entre 2.
e Resta el numero inicial.

Plantear luego las siguientes preguntas:

;Qué resultado se obtiene? Realicen la misma secuencia anterior para
otro numero inicial. ;Qué resultado obtienen? ;Como explican este
resultado?

e Al principio se veia que varios grupos empezaron trabajando
individualmente.

e Un grupo preguntd, si al hablar de un nimero se referia a un nimero de
un digito o varios.

e Un grupo us6 monedas para seguir la secuencia de operaciones
aritméticas de la pregunta namero tres.

e Los grupos probaban con nimeros grandes y pequefios, un grupo
concluyé que en la penultima indicacién debia salir un nimero par, para
que se pudiera dividir entre dos.

e Otro grupo trabajoé con dos grupos de niimeros: los pares e impares.

e Otro grupo también estableci6 distincion entre numeros naturales,
enteros, y racionales; probando incluso la secuencia de operaciones para

numeros decimales y fracciones.

Sobre el problema 4:

4. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: tipo Ay tipo B.
Para trasladar 80 turistas usa 4 vehiculos tipo A y 6 vehiculos tipo B.
Sabiendo que no quedan asientos vacios, ;cudntos asientos para turistas
tiene cada tipo de vehiculo, si los vehiculos tipo B tienen 5 asientos menos

que los del tipo A?
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e Los alumnos indicaron que les pareci6 el problema mas sencillo de
resolver, no habia muchos datos para relacionar y por esa razon el

enunciado era comprensible y algo familiar.

Sobre los problemas 5,6y 7:

5. Para dirigirse a un aeropuerto, un grupo de 90 turistas puede emplear
vehiculos con capacidades para 6 u 8 personas. Si la diferencia entre el
numero de vehiculos de 8 y 6 asientos es 1. ;Cuantos vehiculos de cada tipo

necesitan si no deben quedar asientos vacios?

6. Una empresa de turismo dispone de 6 vehiculos con capacidad para 4
personas y otros con capacidad para 10 personas. Debe trasladar un
grupo de pasajeros, para ello usa todos los vehiculos para 4 personas.
Sabiendo que no quedan asientos vacios. ;Cuantos vehiculos para 10
personas se necesitan, si el numero total de pasajeros es el séxtuplo del

numero de vehiculos con capacidad para 10 personas, aumentado en 647

7. En una agencia de turismo se han vendido 20 paquetes turisticos a dos
precios distintos: los de “Lima Tours” a S/. 80 y los de “Lima Around
Tours” a S/. 120, con las que ha obtenido un ingreso de S/. 1920. ;Cuantos

paquetes turisticos se han vendido de cada precio?

e En el problema 6, varios grupos discutian sobre a quién debian
representar con una letra. Luego, en la misma pregunta dudaban en
representar el total de asientos como: 24 + 10x.

e En algunos grupos al plantear ecuaciones cuestionaban sus respuestas
cuando la solucién obtenida era una fraccién, se preguntaban ;No debia
ser un nimero entero?

e Un grupo pregunt6 que si la respuesta necesariamente se obtenia con el

planteamiento de ecuaciones.
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e Un grupo, en referencia al problema 5 indicé “si la diferencia entre el
numero de vehiculos de 8 y 6 asientos es 1”, ;La diferencia no es 2?
e Las situaciones fueron desafiantes para la mayoria de estudiantes, ain

para los que habitualmente mostraban poco interés en el curso.

6.4. Analisis de los resultados teniendo en cuenta las categorias.
Presentaremos el analisis cualitativo de las respuestas a cada problema,
segun las categorias de andlisis previamente definidas.

Problema 1:

Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: 4 vehiculos tipo A
con capacidad para 6 personas y 10 vehiculos tipo B. Para trasladar un grupo
de turistas, us6 todos los vehiculos tipo A y todos los del tipo B. Si no
quedaron asientos vacios en ninguno de los vehiculos. ;Es posible saber
cuantos asientos para turistas tienen los vehiculos tipo B, si se transportaron

144 turistas en total? Muestre sus calculos y explique su respuesta.

Las categorias de analisis consideradas para este problema son:

Las técnicas : TECNI.

La variable: VA. }

Sobre las técnicas:

e La solucién aritmética fue la mas aplicada, 46 estudiantes recurrieron a
ella mientras que s6lo 21 lo hicieron algebraicamente. Esto evidencia que
los estudiantes desarrollaron la capacidad de comprension de situaciones

aritméticas.
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Figura 29: Respuesta de los estudiantes a la pregunta 1.

e El procedimiento aritmético seguido por la mayoria, incluia la aplicacion
de las operaciones de multiplicacidn, sustraccion y division entre los datos
del problema.

A continuacién se muestra lo presentado por dos estudiantes:

A: Gxd ;T

Y-

TR 3
K

‘.'. [H'—( - 2.'-( < \20

D: oo

Vi ke

3 Moo sy

% J@ w‘éJoﬁp Mue fl a;an'bs,....--
i ‘E'n los

yehleolos ‘de T{m B se puede L
h fu (33 .
Watadc 1 Pt velfedo :

Figura 30. Solucién aritmética de un alumno

Figura 31: Solucién aritmética presentada por un alumno

e De los 21 alumnos que intentaron soluciones algebraicas, 18 plantearon
correctamente una ecuacion.

e Tres estudiantes combinaron métodos aritméticos y algebraicos.
Plantearon ecuaciones que correspondian a los datos dados; sin embargo
el camino que siguieron es el de manipulaciéon de datos numéricos. En la
figura 32 se deducen aritméticamente algunos datos y luego se plantea la

ecuacion 10b - 24= 144, en cambio en la figura 30 se plantea 4A + 10 B =

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




et PONTIFICIA
TESIS PUCP gglr\éeagﬁm

DEL PERU

144, y luego se resuelve aritméticamente por diferencias y cociente lo

pedido.

A=y - AT

¥h . gebstdeA oyl e |
it |G <24 2120 gy e

ke bpet 10b+y= 44 \{“(L:m‘ |

=|20h3 ‘ ,.' ) ‘ .
A felal =24 b=l /’ loéveh‘\pu\oé¥tpo_r3,_; L
f b=l | Yienen capacidod paja

23 g;f:acia(w’ M\ iyrd n C'M " ‘~C6&nhﬂ

de. B & f? personas Y S:, §i ge f(&’v" : P . 0 m§ 0
Cﬂfco!&f’,. ‘ o

Figura 32: Solucién de un estudiante. Figura 33: Soluci6n de un estudiante.

e A suvez de los 18 alumnos que plantearon correctamente una ecuacion
s6lo 15 lo resolvieron correctamente, habiendo 3 estudiantes que
incurrieron en error, siendo 2 de ellos errores al copiar los nimeros y un
estudiante que operd incorrectamente al resolver una sustraccion.

Las siguientes soluciones del problema realizada por dos estudiantes

muestran algunos errores:

ero.ﬁ 501\[’\ -'ru KG-’-').H "3°1'—\‘\\07i‘—'-l1"\
= X NT; | /)"X.\o—_\ox © P("“‘qo

KA
1 4x 6porue todos
los%\ﬂ};”‘ {ccs‘{de laves pqes*dkggg “\poq_\\t
(A y e haf\\'P;wﬁ, O b B los 7 o quenize
. . S G b ew POG ‘EL
T xXw iOpor}iA ﬂj-=;"‘° consegimos que logde Fipo
L A 4 R
';:l“‘;’ Me:’:;:’w P tienen csdaconbida A de

entorset 10K acientos
* ‘d\rcuu Sien

phrﬂ-emhp“f we

+odo A—ffu&u es

?8“‘\111"* Yﬁ‘o\v‘-)

qurde Vf?&arvulo

Figura 34: Solucién errada de un estudiante debido a que copi6é mal uno de los datos.
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Figura 35: Solucién errada de
estudiante debido a una
sustraccion mal efectuada.

e Delos 46 alumnos que presentaron soluciones aritméticas, 37 estudiantes

llegaron al resultado correcto, los errores frecuentes fueron de calculo

aritmético o de interpretacion de la informacion.

v, b I
(6) 2 7
by X
-0
,LIL] “Tvr\STO“).

Y tiw A gl

incorrecta interpretacion

1100 k=4 vehiwlos

11 444 4
@6 (o (af.i wp b

‘ ﬂ'\)o H= (0 Jehles

s fofu| = |44

bx Y- 2
(44 -
N

\90

Figura 36: Solucién errada de un estudiante debido a una

Figura 37: Solucién incompleta desarrollada por un estudiante.

Sobre el uso de la variable:

e Al plantear ecuaciones usaron la variable como incognita, es decir, para

representar un objeto matematico desconocido que se manipula como si
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fuera conocido. De los 21 alumnos que intentaron soluciones algebraicas,

18 plantearon correctamente una ecuacion.

Problema 2:

Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos, el alquiler del tipo A
cuesta S/.80 y el alquiler del tipo B cuesta S/. 120. Si la diferencia del nimero de
vehiculos tipo A con el nimero de vehiculos tipo B es 4.

a) ;Cémo representas la cantidad de vehiculos de cada tipo?

b) Completa los datos que faltan en la siguiente tabla.

Tipo de vehiculo Costo unitario Cantidad Gasto total
Tipo A 80
Tipo B 120

c) ;Cémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo A?

d) ;Cémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo B?

e) ¢Cuanto fue la inversidn total?

Las categorias de andlisis para este problema son:

Las técnicas: TECNIL

La variable: VA.

La tecnologia: JUST. ]

Sobre las técnicas:

e Del total de estudiantes, 16 alumnos usaron un valor numérico especifico
para representar la cantidad de vehiculos de cada tipo. Esto al parecer se
debié a que en la ultima pregunta los alumnos asumieron que la respuesta
debia ser un valor especifico y al no tenerlo respetando las condiciones

dadas, buscaron desde como respuesta valores numéricos particulares.
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Esto evidencia que los estudiantes no estan acostumbrados a las
expresiones algebraicas como soluciones a problemas. A continuacion

mostramos una solucion que hace referencia a ese procedimiento.

S e e UYL ED T

a) ;Cémo representas la cantidad de vehiculos de cada tipo?

A= 5/ 3o Azxvy —_ 2 . .
B e g= « K2 Zx 24 = e Figura 38: Alumno que asigné
=2 vehitwlog
Y A=€ yohr
b) Fompleta los datos que faltan en la siguiente tabla, ‘.‘J":‘ : un valor especifico a la cantidad
Tipo de vehiculo, . | Costounitario Cantidad Gasto total ;
Tipo A 80 de vehiculos.

Gudu’tu‘o_y .Ll'&b rolos

Tipo B . 120

Lvehéadly) 246 10 ,i‘
¢).iCémo se obtiene él gasto de al

. quiler para todos los vehiculos de:l tipo A?
50 obliene e mxlﬁ/!f-'cm”'xo ton Gyeedos y
slelg come  ngudlado

930 ol ﬂayb
d) ;Cémo se obtiene el gasto de alquiler para mdoﬁ:s?ehiglzf | tipo B?}e’.’cd 1

Se Oblvene ol moll ok B A Cesle vnilge
. ! phean 20 con lg o b
o gunts folad (5/?2%/»:.;1 cnbided (2) y sue

e) ¢Cuénto fue la inversién total?

doe inversion boted do dos do

hopes o 2
T s pods pes cb vehicd

e Fueron 37 estudiantes los que asociaron la condiciéon algebraica y la
representaron correctamente, la mayoria de ellos lo presentaron como :
Cantidad de vehiculos tipo A = x
Cantidad de vehiculos tipo B = x +4.

Otro grupo uso dos variables indicando: x-y = 4.
En la siguiente figura se muestra un planteamiento:

T [ Tepreseae  cnd e vpilos focada Bt 1

T e e g g T AR IR

Figura 39: Solucién
B> presentada por un

h}Compl;mlodeqnerglEﬂﬂj_};‘mengn%_ L ...+ estudiante, donde se explicita
Tipo de vehiculo Costo uniario” uncidad ‘ Gasto oml algebraicamente c6mo se
Tipo & B —— — obtienen los gastos de
ok 1® SR VI T go(_xw) alquiler.
“mn 1m1, ‘_ - ‘ ' - e - .
€) 4C6mo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo A?
RO x4+
20 >+ 120~
d];Cémoseobﬁeneelpmduiqullerparawdoslosvahinllolddﬂpoﬂ?
A)o (.}k h)

. )\O\ )‘ ’,
€ ;Cudnto fue la inversi6n total?
Pex+AQo+r 120

Lesed 1
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e Del total de estudiantes s6lo 5 consiguieron completar correctamente toda

la pregunta incluyendo la realizacién de la operacion indicada en el item e.

a) (Cémo representas la cantidad de vehfcﬁg d;;aa;;lpo?
A=xwl qay

Figura 40: Solucién presentada por

un estudiante.
b) Completa los datos que faltan en la siguiente tabla.

Tipo de vehiculo . | Costo unitario Cantidad Gasto total
Tipo A 80
A4l ROx® ¥320
I
Tipo B ] 120
CB=x 12L.0x

€} {Cémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos de:l tipo A'

o.(x¥4) A80xy 320, sl
Taabtiplens Locontidod i vebivades qut famed coviau alqudy,

d) ;Cémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo B?
=

x.no=l_\lﬂx}1n4r/~ﬂ/
licomdo o conl MMWW"NEWT&)W

€) ¢Cuénto fue la inversién total?

WO X+ 30, Lo puma del §odle HIal 4t AyR
\5Bx+90§+3‘ao§

e Hubo un grupo de estudiantes que o bien procedieron equivocadamente

considerando el dato inicial de diferencia entre el nimero de vehiculos de
cada tipo, pero para valores particulares, o bien dejaron en blanco la
pregunta.

e Otros estudiantes incurrieron en error al plantear una soluciéon que no hace
referencia a la condicién algebraica, como asignar s6lo A= x , B=y; o al
plantear un resultado numérico este no considera la condicién de diferencia

entre el nimero de vehiculos.

a) (Cémo representas la cantidad de vehiculos df; cada fi];)o?

K - ’\4:“«"

b) Completa los datos que faltan en la siguiente tabla.

Tipo de vehiculo Costo unitario Cantidad Gasto total Figura 41: Solucidon
Tipo A 5 o : .
p 80 X 30% presentada por un estudiante
que asign6 mas variables de
Tipo B 120 U 120y ~ ||| las necesarias.
J

€) (Cémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo A?
0 cotiere mylHipfcondo 2\ coSlo UMt o del vehicolo 45po A
poR 10 contsdod de \iehiculos +Tpo A,
d) ¢(Cémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehfculos del tipo B?
Oorere. multplTcondo &l o unfineie del vehicio 4o B

NP A= | :
poL \a Canticad . yehiculos #p0 R.

e) ;Cudnto fue la inversién total?
o surpx de E0x + 420y .
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e Sobre el ultimo item del problema 2, 38 estudiantes no hicieron referencia
a la inversidn total, algunos estudiantes indicaron valores numéricos
erréneos que ni siquiera se ajustaban a la condicion de diferencia inicial
entre el niumero de vehiculos de cada tipo y otros cometieron algunos

errores en las operaciones algebraicas como en la reduccion de términos.

S e s MV @ G T,

a) ;Cémo representas la cantidad de vehiculos de cada tipo?

A=g90A A
Dyy=H Figura 42: Solucién
b- ROe Y buwn & )H.:;-;.-x-k)%‘f mostrada
P) Completa los datos que fatan en a sigutente tabla por un estudiante, donde

Tipo de vehiculo . | Costo unitario Cantidad Gasto total usa dos variables, yse
= | TipoA 80 i i6
»
<5 X Iox equivoca en la reduccion
l § de términos.
M Tipo B } 120
¢ 9 ’ 2y
* .
L : ’ H €) ¢Cémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo A7
~ g - v
i B BO. n* porajen
&

d) ;C6mo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo B?
! N o
RO, Rraging, = Dox o )

€) ;Cudnto fue la inversién total?

IQO V +%))( ’-D\OO)(Lf

Sobre las variables:

e De los 37 estudiantes que identificaron las variables, 34 lograron
representar correctamente la cantidad de vehiculos para los dos tipos. El
uso de la variable fue como incégnita para representar cantidades
desconocidas.

e Emplearon variables para representar la cantidad de vehiculos del tipo A,
segin la condicién algebraica, ademdas sélo 27 estudiantes consiguen
representar el gasto total para los vehiculos tipo A.

e Asociado a lo anterior usaron variables para representar la cantidad de
vehiculos del tipo B, aunque, so6lo 25 estudiantes consiguen representar el

gasto total para los vehiculos tipo B.

Sobre la tecnologia:

e Sobre la explicitaciéon de como obtienen el gasto de alquiler para todos los

vehiculos tipo Ay tipo B, 21 estudiantes indicaron el procedimiento seguido
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en cada caso. Caber sefalar que aunque algunos estudiantes no
completaron el cuadro, si redactaron sus respuestas a las preguntas cy d,
detallando verbalmente cémo se obtenian los gastos de alquiler para cada

tipo de vehiculo.

Problema 3:

Realice la siguiente secuencia de operaciones:
e Escriba un namero.

e Stumele el nimero que le sigue.
e Sume 9 al resultado anterior.

e Divida entre 2.

e Reste el numero inicial.

;Qué resultado obtienen?
Realiza la secuencia anterior para otro numero inicial. ;Qué resultado
obtienen?

:Como explican este resultado?

Las categorias de analisis para este problema son:

Las técnicas: TECNIL.

La tecnologia: JUST.

Sobre las técnicas:

e Sobre la realizacién de la secuencia de operaciones para dos numeros
diferentes, los estudiantes no tuvieron dificultad y el total de los grupos
llegd a resolverlo correctamente. La mayoria trabajé con numeros
naturales, ademas, 5 de los 22 grupos probaron la secuencia de

operaciones para numeros enteros. Un grupo intent6 también trabajar con
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numeros racionales, al mismo tiempo, se cuestionaron sobre ;cual es el
numero que sigue?, al considerar que no podian precisar el nimero que

sigue optaron por verificar con nimeros enteros.

13 4 { s S e 5
P} ) Figura 43: Solucion
mostrada
¢Qué resultado obtiene? o por dos grupos de
Realiza la secuencia anterior para otro niimero inicial. ;Qué resultado obtiene? ~ estudiantes.

Ur ()49 g S
el ok

¢ S = &
' >

¢Qué resultado obtiene?
Realiza la secuencia anterior para otro nimero inicial, {Qué resultado obtiene?

'\/qu:BO i oV S

e En el caso de este problema sé6lo un grupo cometi6 un error en una de las
secuencias de instrucciones a operar, la mayoria realizo las operaciones
aritméticas correctamente, lo que nos lleva a inferir que los grupos
aprendieron los algoritmos para las operaciones sefialadas en el campo de

los niimeros enteros.

Sobre la tecnologia:

e La justificacién de la pregunta ;como explican este resultado? significd
dificultad para la mayoria de los grupos, pues sélo el 22, 7% de los grupos
consiguieron redactar algin tipo de explicacion o justificacién. Las
respuestas fueron mayormente de tipo algebraico, mostrando la secuencia
de operaciones para un valor inicial x y considerando que al final siempre
quedaba el niumero cinco Un grupo ademas sefialé que si al final se resta el
numero inicial sea cual sea éste siempre queda 5.

e La dificultad radicaba en que no entendian la pregunta no entendian lo
pedido, dudaban si lo que se queria era que redactaran una respuesta o
expresaran ésta de manera simbdlica. Mostramos algunas respuestas a esta

pregunta:
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¢C6mo explica este resultado? Figura 44: Solucion
¢ < mostrada
‘fi("‘“) o AR o por dos grupos de
l \ﬁv& Ay 1”ug,' 'r(h w0 X > O ;\‘QW"C
: A estudiantes.
Aurdo eotn §°rrnU‘Q \e. §
X= 04 15M 23
(Como explica este resultado? .
XJ»N") 2RI - =B
A S {
" 70 / / /7/ /, J/ /'/: g \/ 7 4

Problema 4:

Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: tipo Ay tipo B.
Para trasladar 80 turistas usa 4 vehiculos tipo A y 6 vehiculos tipo B.
Sabiendo que no quedan asientos vacios, ;jcuantos asientos para turistas
tiene cada tipo de vehiculo, si los vehiculos tipo B tienen 5 asientos menos
que los del tipo A?

Las categorias de analisis para este problema son:

Las técnicas:TECNI.

La variable:VA.

Sobre las técnicas:

e Con las variables definidas, 19 grupos plantearon ecuaciones
resolviéndolas de manera correcta en todos los casos. Sin embargo, so6lo
16 de ellos dan algun tipo de interpretacion de lo hallado en el contexto

del problema. Aqui algunos ejemplos:
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F‘\P\—.X*c)
0\ = X : ; Figura 45: Solucion mostrada
= X = %O
4 Lx 9tk 8 por un grupo de estudiantes
w10+ bE S I8
i QX 120 =30
= 1)ty O
6 451 03 =JO38
10X = ©O
LB= X> b, Xsl

A Y AASeQiv ol A Ee AN SO

e Hubieron 2 grupos que no obstante haber definido correctamente el
nimero de asientos de cada tipo, no plantearon ninguna relacién entre
los datos, es decir, no plantearon una ecuacion. De los alumnos que si
plantearon una ecuacion, todos lo resolvieron correctamente.

e La mayor parte de los estudiantes resolvieron la situacién propuesta
planteando el siguiente proceso: sefialaron el nimero de asientos de
cada tipo usando variables, plantearon, resolvieron e interpretaron la
solucion de la ecuacién.

e Varios grupos mostraron la comprobacién de sus resultados, aqui
presentamos algunos ejemplos:

De la ecuacién: 4x+ 6(x-5) =80
4x + 6x-30=80
10x=110— x=11
A continuacién un grupo muestra: 4(11) + 6(11-5)=44 + 66- 30 = 80
66- 30=36. Luego 36:6 = 6
Otro grupo presenta: 11(4)=44 6(6) = 36 siendo el total 44+ 36= 80

Sobre la variable:
e La mayoria de los grupos identificaron correctamente la relacion de los
datos con su representacion, a través de una variable, que en este caso se

us6 como incégnita.
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TpOA: y = 1s YA TG =80
TipoB:X-52 ¢ eempionany 105 digHos Figura 46: Solucion
yx+b (x-5) =%0 mostrada por un
ux 4+ 6x—30=-20 grupo de estudiantes.
10x -30 =30
10x =80+ 20
I0x = 1D

Respuestae
Puestas Para log vehrewlos & +ipo p hoy 11 Ogientos,
N € o verituios g8 Tipo © hoy ¢ asientos

Problema 5:

Para dirigirse a un aeropuerto, un grupo de 90 turistas puede emplear
vehiculos con capacidades para 6 u 8 personas. Si la diferencia entre el
nimero de vehiculos de 8 y 6 asientos es 1, ;cuantos vehiculos de cada tipo
necesitan si no deben quedar asientos vacios?

Las categorias de analisis para este problema son:

Las técnicas:TECNI.

La variable:VA.

Sobre las técnicas:
e So6lo 9 grupos asociaron los datos al planteamiento de una ecuacién para

resolver lo pedido.

Figura 47: Solucién correcta

Wﬂg_hkj{ﬁmjm_\ MWToDGCAE m mostrada por un grupo de
A RISY 6‘5\3 —4e estudiantes.
B [y, \ 8 E’"B\ X3z o +

. 4o

SXABx-B e
"x 298 tslemtos Ue Lenicylos
- 8 astemips

L it '

EE \ ] 0
wx At de Oelom Wsaur ¥+

Uelntcules 4
A ' | % \elnicolos oo ¢,
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Los grupos abordaron el problema considerando el siguiente procedimiento:

sefialaron el nimero de vehiculos de cada tipo, plantearon, resolvieron e
interpretaron la solucion de la ecuacion. Cabe mencionar que 5 grupos
resolvieron exitosamente esta situacién. A continuacion una solucién que no

especifica explicitamente que representa cada variable presentada:

Telel=40  NA=ND Y
’ K j Figura 48: Solucién mostrada

A={ : por un grupo de estudiantes.

Abi Bg=ap B¢,
| © Lat+ In=a0  A=p4)

N’:A 'M:R_—/J L;KRM‘\--QL"-'G‘{;‘

> =0

=)

\

Lhib +Pb=90

14k :F"/

b =

Algunos grupos recurrieron también a  planteamientos algebraicos y
soluciones aritméticas, emplearon para ello la idea de multiplo, eligiendo la
pareja de numeros que consideraban una relacion de diferencia dada como

condicioén.

Figura 49: Solucién mostrada
por un grupo de estudiantes.

qo= G U‘Q\v
venhwloy do facieamtoo =X - 8y
Ve culos d & asienge = X4 o (o w1

o+ o4 30 % ,42. yp =y .
F )7L 18 A, Q46 ¥

R 40 4p,564,32,80, %8, 9,

Otros grupos plantearon y resolvieron el problema sélo en un contexto

aritmético con la misma idea de multiplo anteriormente sefialada.

no deben quedar asientos vacios? odsp | =l O\O _ % neces Yon
¥ an(is \ exl=h ?;;2:’:6 / \ . o \\QN\'\QU\O S
0 l:tUQl ")(I’-u‘:fl@m_/ 6xd= 11 32:"3; - l ((2\/ oo , %Q%\Qn'\‘osxﬁ
) éxl=2) 515"40 24 2 3 C\Q b as e
q) T exg=20 ng:?é S 24 31y 7
emag %x# q . HSBJQ_ \;%;
Perpsray ext < X342 12 ue X
' bxg-49 @ o
hioiils 7 6x4A Rt 69%’:‘
Umf«:&d[ﬂ = i oA s\
: (o 5O LY Ye

Figura 50: Solucién aritmética mostrada por dos grupos de estudiantes.
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e Del total de grupos, 16 no resolvieron el problema; siendo sélo 6 grupos los
que llegaron a la respuesta correcta. Esto puede deberse a que algunos grupos

plantearon la siguiente relacion entre variables:

A4t
B:X WK'*' 1)*")‘ =90 Figura 51: Solucién mostrada por un grupo de
Ix4 3 f& X = 40 estudiantes.
A X:1p-9
PN Y
44

e Hubieron 2 grupos que tuvieron errores en el planteamiento de la ecuacidn,

como el mostrado a continuacién:

Figura 52: Planteamiento erréneo

oot « 0\0 mostrado por un grupo de estudiantes.
GO = VoS (QRRNTOSE 4

TIPD A+ X ,

T B ® X1 A NERTON

» 3 5 voneny-o¢ Y
TR L7 ixi =90 Y O v ey 847

axrl 2O T '
ax = 39

.4y

e También se presentaron soluciones que surgieron por operar sobre los datos

pero sin un sentido l6gico aparente.

_ qQ eensanan
oo CENNO  emitrol
a0 qo L3_ Figura 53: Solucién mostrada por un
RIS o Ihes - grupo de estudiantes,
720
E . : Yo
:u LO:; VQ""!\‘-u.los Gue 0 15 »QS L
Qe ey
b 1,00
—— -
2b J’ZS -
v, 00
13.25

Sobre las variables:

e Los estudiantes plantean diversas posibilidades de relacion entre las variables,
algunos grupos plantean inicialmente dos variables y luego expresan una de

ellas en funcion de la otra.
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Xy =1 o + 8y = AD
’ ' ‘D"L\l*ﬁ-\i +3y=90 Figura 54: Solucién
by+ bt ] Y"—OIO mostrada  por
Iy = Q0-b un grupo de
- ML estudiantes, donde
Y inicialmente
plantean dos
Y'— b variables.
X = yE1
- . X =+1=3
Neesitan b whicolos wn capacdad pora 8pers onay
Y Y} VRNV (0] CcON (opociCIQ T S 6 perfonas .

Problema 6:

Una empresa de turismo dispone de 6 vehiculos con capacidad para 4
personas y otros con capacidad para 10 personas. Debe trasladar un grupo de
pasajeros, para ello usa todos los vehiculos para 4 personas. Se sabe que no
quedan asientos vacios. ;Cuantos vehiculos para 10 personas se necesitan, si
el nimero total de pasajeros es el séxtuplo del nimero de vehiculos con
capacidad para 10 personas, aumentado en 64?

Las categorias de analisis para esta problema son:

Las técnicas:TECNI.

La variable:VA.

Sobre las técnicas:

e El procedimiento seguido para dar respuesta a lo planteado fue indicar el
numero de asientos totales en cada tipo de vehiculo, plantear y resolver una
ecuacion, finalmente interpretar la solucién en el contexto del problema.
Debemos acotar que sélo 4 grupos lo hicieron correctamente, a

continuacién una solucién que describe este proceso.
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P V A Eamlbfﬁﬂm Totol g, b x 16N 2
o - | Ly rpu-24 = 10X
\ORLM E(oxgw, - (00 4 4 = b4 \4\‘2 -x:: o
10l = 424
Gy - U0 _\:%:v
10 | 5o

Figura 55: Solucién mostrada por dos grupos de estudiantes.

e Algunos grupos procedieron sin plantear ninguna ecuacidn, su solucién
revela el uso de otros simbolos (?)para representar la incégnita y el tanteo

sobre la base de las condiciones dadas.

? 6 1 b6X4 =2y 19%10= Jpo
Figura 56:
4p ) oP) /[:O%?gf =124 |7 Solucién
\ : ” mostrada  por

L e / un grupo de

66X o464 estudiantes.

o464 \ T TR e
T2 PMCstlr [0 yohlpudsd Gy
sz’)z’! 179, P“Qﬁ/ﬁéfl“ck"

e Sobre el planteamiento de la ecuacién a partir de la relaciéon entre las
variables, 12 grupos intentaron un planteamiento. Sin embargo, sélo 6 de
estos lo resolvieron correctamente. A continuaciéon mostramos un

procedimiento erréneo:

b v.%» by
Figura 57: Solucién
x > 8p.  x=10 errénea mostrada  por
16 un grupo de estudiantes.
= +
x = 10 | qb,b“’l“"*w
y =46 = 4
6
mwgp 3O e
40 5
¥
R
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Los alumnos distinguieron que en este caso la variable era el nimero de

Sobre las variables:

vehiculos, parece que los niveles de reconocimiento del mismo son bastante

claros. Sin embargo, al tener que plantear la ecuacién varios estudiantes
tuvieron dificultades.

Problema 7

En una agencia de turismo se han vendido 20 paquetes turisticos a dos precios
distintos: los de “Lima Tours” a S/. 80 y los de “Lima Around Tours” a S/. 120,

con las que ha obtenido un ingreso de S/. 1920. ;Cuantos paquetes turisticos se
han vendido de cada precio?

Las categorias de analisis para este problema son:

Las técnicas:TECNI.

La variable:VA.

Sobre las técnicas:

e Hubieron 4 grupos que abordaron el problema, aritméticamente usando la

idea de multiplos y las relaciones entre los datos.

R 1020 S5 han Jeadieo
' / s rZ-!)aQ(u:jf'D de N30 Figlllra158: Solucién;ritmética, usan((io
' . iltiplos. Presentada por un grupo de
i wlen e multiy
%'O‘(O \0 3 % °4 estudiantes.
\ { -~
2 WO éé\;’c\:g Skl <
T
b\-k‘b\') b VLo
R NI
6wy ARO "
g T
Y] %%O & . Y
:13 b i 9
. B
. S
o
| :t\ \‘%
"In o
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e El procedimiento que siguié la mayoria fue indicar el nimero de paquetes

turisticos segun los precios, plantear, resolver e interpretar la ecuacidn.

7. En una agencia de turismo se han vendido 20 paquetes turfsticos a dos
precios distintos: los de "Lima Tours” a S/, B0 y los de "Lima Around Tours”
a §/. 120, con las que ha obtenido un ingreso de 5/. 1920. ;Cudntos paquetes

. cos han vengido de cada precio? Seo, M ! loy
2\l £ @ULT:_LL'E‘E’ N peld L

LT\ RS LR

LATl 5/ 120 f 0-X- %1 2400 -X Figura !?9: Solucién
. algebraica mostrada por

un grupo de estudiantes.

!

%G0x4 sa00-x - 1422
19x =920 -2400

g{ \ncn‘-J V@v‘p(f'clﬂ 4qy - 4%0
2 fawl/m O(l ; g

Y LTmA ‘r‘t)uos | 7 -
% fo JM oAz ‘

e oma ARooaty OV 3

e De los 12 estudiantes que plantearon una ecuacién, 9 la resolvieron
correctamente; mostrando dominio de las técnicas para realizar el calculo

ecuacional.

Sobre las variables:
e Los alumnos que intentaron responder a la pregunta algebraicamente,
identificaron el nimero de paquetes turisticos para cada uno de los dos

tipos planteados, usando variables y relacionando datos.

6.5. Contraste entre las respuestas esperadas y los resultados observados

en la propuesta de organizacion didactica.

Existié correspondencia entre las respuestas esperadas y los resultados
observados. Consideramos que esto se debié principalmente a que la

descripcion de las respuestas esperadas se basoé en tres fuentes relevantes:

* Los textos empleados por los estudiantes.
» Las concepciones de los maestros sobre el dlgebra.

» El programa curricular.
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Todo lo anterior permiti6 “predecir” cudles serian los procedimientos
privilegiados por los estudiantes en la solucién de los diversos tipos de
problemas.

Ademas, el andlisis de estos elementos nos ayudé a identificar cudl era la
ecologia de las tareas y de las técnicas, es decir, ayud6é a identificar las
condiciones y las barreras que permiten su produccién y su uso en las

instituciones escolares.

En relacién ala organizacién matematica objeto de estudio: Algebra.

e Los alumnos tuvieron algunas dificultades asociadas a la representacién de
la relacion entre las variables. También hubo dificultad en algunos grupos
para identificar las variables de determinados tipos de problemas. Esto esta
asociado al reconocimiento de que las organizaciones matematicas a nivel
escolar son puntuales; es decir, estan generadas por un tnico tipo de tareas
resueltas a través de técnicas especificas. Esto genera que no se identifiquen
relaciones entre las técnicas y que no se extrapolen a situaciones mas
generales.

e Se evidencié que los estudiantes estan acostumbrados a que las respuestas
de los problemas sean sélo valores numéricos particulares, dudando de la
veracidad de sus respuestas cuando éstas son expresadas como relaciones
algebraicas. Ante esta situacion, los estudiantes optaron por asignar valores
numeéricos especificos considerando las condiciones dadas.

Creemos que esto se debe a que en el aula no se prioriza el problematizar
situaciones formulando las respuestas como relaciones entre variables; sino
que, en la mayoria de los casos la respuesta es Unica y esta representada por
un nimero o conjunto de nimeros, poniéndose en evidencia un predominio

del pensamiento numérico frente al variacional.

En relacion a las técnicas o modos de hacer:

e Un procedimiento no considerado en el analisis previo fue el uso del tanteo

como técnica para dar solucion a algunas actividades; en algunos casos,
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justificaban como valido su procedimiento verificando la respuesta; es
decir, resolvian los problemas probando valores y verificando que se
cumpla en la situacién planteada. Esto evidenci6 que el uso del
pensamiento numérico y la bisqueda de soluciones en los naturales son
ideas fuertemente arraigadas en los estudiantes.

e En la practica no se cuestionan las posibilidades de varias respuestas o el
verificar la unicidad de las respuestas halladas. Consideramos que esta
aceptacion de la unicidad de las soluciones es una nocién paramatematica.*
En este caso nuevamente observamos vinculos entre la practica observada
(significados implementados), las actividades y las técnicas propuestas en
los libros de texto (significado pretendido).

e El planteo adecuado de representaciones ecuacionales, cuando se daban
varias relaciones es una dificultad. Estas diferencias en relacién al analisis
preliminar se podrian explicar en la extensa prioridad que se dan a las
actividades algoritmicas como Unico foco de interés, en desmedro de la
interpretacion y andlisis de las soluciones. Ademas que dificilmente se
familiariza al estudiante con actividades que enfaticen las técnicas como fin

en si mismas
En relacion a la eleccion de los problemas:

e El hecho de que se haya podido resolver alguna actividad sin el uso de
técnicas algebraicas, hace notar que no obligaba al estudiante a recurrir al
conocimiento algebraico que era el objeto de estudio. Asi por ejemplo, para
la soluciéon del problema (tipo de problema 2), utilizaron conceptos
aritmeéticos sobre multiplos y divisores, mostrando ademas su capacidad de
transferencia de técnicas aprendidas a contextos diferentes a los
inicialmente propuestos. Esta situacion nos lleva a cuestionar uno de los
tipos de problemas planteados, pues estos debian resolverse

exclusivamente a través de técnicas algebraicas.

*Nocién paramatematica: Nocion que se utilizan conscientemente como
instrumento para describir otros objetos matematicos, pero no se les

considera objeto de estudio en si mismos.
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En relacion a los tipos de problemas:

Los estudiantes notaron la relacién en el enunciado de los diferentes tipos
de problemas; esto lo hicieron evidente al preguntar si podian usar el dato
de un problema previo para dar solucién a otro.

Ante esto, consideramos que quiza debi6 trabajarse mas en que los alumnos
se den cuenta de los cambios y las diferencias entre los tipos de problemas.
Podriamos también mencionar que hubo dificultades en la lectura
comprensiva, pues a pesar de que los problemas tenian elementos comunes
las variables y datos eran diferentes en cada actividad.

Se hizo evidente la dificultad de los estudiantes al dar solucién a la actividad
1 del tipo de problema 2. Este problema estaba asociado a la representacion
algebraica de soluciones. Debemos sefialar que esta situacion no se

consider6 como respuesta esperada en el analisis previo.

En relacion a lo colaborativo:

Una idea no prevista generada del didlogo entre pares fue que planteaban
supuestos sobre los conjuntos numéricos en los que se enmarcé un tipo de
problema, e identificaron diferencias en el rol del signo igual segun el
contexto de aplicacion. Cabe resaltar que, a pesar de tener dificultades en la
justificacion de sus respuestas y, especialmente, en la forma de comunicar
éstas, los estudiantes si mostraron tener capacidad analitica para conjeturar
en torno a las situaciones planteadas. Creemos que esto responde a varios
factores, entre los cudles mencionaremos las ventajas del trabajo
colaborativo y de didlogo que permite que los estudiantes transfieran su
capacidad cuestionadora al contexto de la clase de matematica. Por todo lo
anterior, consideramos que el trabajo colaborativo permite dar mayor
énfasis a la argumentacion de ideas matematicas.

Debemos mencionar que sobre esto no se ha dicho nada antes, pues es una
observacion posterior a la puesta en escena de la propuesta de organizacion

didactica.
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CAPITULO 7. Reflexiones y conclusiones.

7.1. Reflexiones de la practica realizada.

Las actividades realizadas fueron positivas ya que, desde la posicion del
estudiante brindaron la oportunidad de experimentar la satisfacciéon de
resolver un problema concreto, o de descubrir algin conocimiento
matematico, o de conjeturar por si mismos procedimientos para dar
solucién a los diferentes tipos de problemas. El trabajo colaborativo facilité
el intercambio de ideas y de opiniones, puesto que la comunicacién con
otros propici6é la comprobacién conjunta de conjeturas y el acercamiento

paulatino a soluciones cada vez mas precisas.

Desde el punto de vista del investigador también se puede decir que las
actividades propuestas fueron relevantes; ya que, permitieron identificar
las dificultades a las que se enfrentan los estudiantes cuando deben
argumentar. Una de las principales observaciones, es que en el aula
tradicionalmente no se proponen actividades que refuercen el desarrollo de
la capacidad de argumentacién. Creemos que esta ausencia corresponde a
cémo se considera la justificacion dentro del conjunto de actividades de
clase. Para explicar esto, tomamos las ideas de Chevallard (1997) y su
propuesta en torno al funcionamiento didactico de los saberes, por lo que
consideramos que la nocidn de justificacion es una nocion paramatematica.
Esto quiere decir que la justificaciéon es utilizada conscientemente como
instrumento para describir otros objetos, pero no se considera como objeto
de estudio en si mismo; y por lo tanto, no es objeto de evaluacion directa.
Justamente su consideracién como nocién paramatematica explicaria la
dificultad de los estudiantes por justificar los resultados que obtienen. Esto
genera de manera natural dificultades en la comunicacion y justificacion
de las ideas matematicas

Por otro lado, luego del analisis efectuado a los textos empleados y al DCN,
y de la entrevista estructurada efectuada a algunos profesores, se vio
reforzada la afirmaciéon de que los docentes priorizan las actividades y

tareas que favorecen los procesos de simbolizacién y las aplicaciones para
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resolver organizaciones matematicas puntuales, en lugar de buscar algo
méas de complejidad entre sus componentes a través de organizaciones
matematicas locales o regionales. Esto confirma el caracter aislado de las

técnicas y el dominio de algoritmos como un fin en si mismas.

En relaciéon a los problemas, a sus semejanzas y diferencias, debio
trabajarse mas en que los alumnos se den cuenta de los cambios presentes
en cada uno de los tipos de problemas.

Por otro lado, en esta misma linea consideramos que el problema 5, resuelto
con uso de la nocién de multiplo; se deberia modificar de modo que
requiera la utilizacién exclusiva de técnicas algebraicas, ya que éstas son
nuestro objeto de estudio. Si la situacion planteada se puede resolver con
nociones aritméticas, entonces se refuerza la idea de que el dlgebra escolar
es una generalizacion de la aritmética; por ello, considerando que esto no
puede quedar asi planteamos la reformulacién del problema 5.

Haciendo la revision en la redaccién de los problemas consideramos
pertinente reformular el problema 1 (TP2), con el fin de hacerlo mas
comprensible.

Se presento:

144 turistas en total? Muestre sus calculos y explique su respuesta.

Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: 4 vehiculos tipo A con capacidad
para 6 personas y 10 vehiculos tipo B. Para trasladar un grupo de turistas, uso todos los de
tipo A y todos los del tipo B. Si no quedaron asientos vacios en ninguno de los vehiculos, ;Es

posible saber cuantos asientos para turistas tienen los vehiculos tipo B, si se transportaron

Proponemos la siguiente reformulacion:

B. Muestre sus calculos y explique su respuesta.

Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: 4 vehiculos tipo A con capacidad
para 6 personas y 10 vehiculos tipo B. Para trasladar un grupo de turistas, us6 todos los de
tipo A y todos los del tipo B. Si se transportaron 144 turistas en total y en ninguno de los dos

vehiculos quedaron asientos vacios, ;cuantos asientos para turistas tienen los vehiculos tipo

Para las interpretaciones de las letras y, en general, de las expresiones

algebraicas, el estudiante trae como sistema de referencia el aritmético y
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desde este contextualiza el uso de la letra como una generalizacion del
numero; es decir, las técnicas algebraicas usadas por los estudiantes y la
habilidad para asignarle significado al algebra escolar son influenciadas por
la experiencia previa que el estudiante ha tenido con el manejo de
expresiones numéricas en la escuela. Esto se ve reforzado por el trabajo del
profesor y las tareas planteadas en los textos revisados. Sin embargo,
consideramos que esta vision es insuficiente, puesto que el algebra, ademas
de corresponder a un hacer explicito aquello que aparece implicito en la
aritmética, es decir, su estructura, tiene que ver con la formalizacién de

procedimientos en los que es necesaria su explicitacion y justificacion.

Considerando lo obtenido y lo previsto, nuestra propuesta plantea la

posibilidad de ir generando nuevas técnicas con cada vez mayor grado de

complejidad de sus componentes a través de cinco tipos de problemas. Esto
irla de la mano con el planteamiento de cambios en relaciéon a la
organizacion de los textos y a la vision que los profesores tienen del dlgebra

y de su ensefianza.

Desde el punto de vista de la enseflanza y el aprendizaje del algebra

proponemos:

e Los contenidos matematicos que deben aparecer son el planteamiento y
resolucién de ecuaciones, pero con la finalidad de resolver situaciones
especificas que se van haciendo mas complejas, y sobre las cuales se
plantean modelos aplicables a otros contextos. Consideramos que esto
se debe programar al menos una vez al bimestre.

e Enfatizar la idea de que en el estudio del algebra lo principal es que
reconozcan y usen las relaciones que se plantean, las cudles van mas
alla de la busqueda de soluciones aritméticas. Esto se puede trabajar
proponiendo a los estudiantes que construyan o creen situaciones
sobre la base de modelos previamente formulados.

e Explicitar los distintos usos de las letras que, en general, constituyen la
manifestacion simbolica de las variables, éstas deben ser reconocidas
por los estudiantes para “dotar de significado” el trabajo algebraico. En

general, estas diferencias no son tematizadas en el aula de clase por
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parte del profesor, debido a que asume esto como un hecho irrelevante,

o no hace conciencia de dicha diferenciacion.

7.2. Conclusiones.

Del tratamiento del algebra en la escuela:

1. La actividad matematica desarrollada en el primer afio de secundaria
no corresponde a un proceso de algebrizacién, ademas la modelizacion
esta practicamente ausente en el proceso de estudio del algebra.

2. Tomando como referente la nocién de praxeologia matemadtica y
didactica Chevallard (1999), dentro del marco teoérico de la TAD,
afirmamos que en la educacién secundaria del Perd, se estudian
organizaciones o praxeologias matemadticas puntuales y rigidas,
centradas en el bloque practico- técnico, es decir, que en la mayoria de
los casos sélo conducen a la aplicaciéon de algoritmos algebraicos,
ignorando su procedencia y las interrelaciones que tienen con otras
situaciones. Tales cuestiones obstaculizan el desarrollo del algebra
como herramienta de modelizacién y el logro de adecuados niveles de
algebrizacion a nivel escolar.

3. El algebra es una herramienta de mucha utilidad, debido a su poder de
modelizacion. Sin embargo, en nuestro contexto de estudio a nivel
escolar no se llega a comprender y aprovechar las ventajas de su
utilizacion. De lo observado, se concluye que las tareas o problemas que
tradicionalmente se plantean en aula tienen un caracter fuertemente
aislado y no refuerzan la importancia de la justificacion de los
procedimientos empleados. Nuestro sistema refuerza la idea de que los
modelos planteados para un problema, son especificos para ese
problema; no se plantea la generalidad de los mismos, o su aplicacion a
otro tipo de problemas.

4. Desde la perspectiva didactica, se puede tener alguna de las siguientes

concepciones sobre el trabajo del dlgebra:
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Una concepcién algoritmica. Se presenta a partir de ejemplos, como una
coleccion de algoritmos basicos. Lo asociamos a la concepcién de
disciplina estructuradora del pensamiento (objeto de estudio). Es la
concepcidon que se ha podido identificar posee nuestro pais a nivel
escolar.

Una concepcién procesualmente problemdtica. Se presenta el algebra
como herramienta para abordar problemas o temas en otras areas del
conocimiento. Esta segunda concepcion es la que propone la TAD.

Una concepcion formal. Se presenta el algebra a través de definiciones y
reglas haciendo ejemplos especificos de ella. Se considera el algebra
como una estructura con operaciones y relaciones propias que la
caracterizan. Esta concepcién quizas sea valida para otro nivel
educativo.

En lo que respecta a las relaciones institucionales, los resultados
obtenidos del andlisis de los programas curriculares y los textos
seleccionados, sugieren que en el Pert la ensefianza del dlgebra no se
destaca como un dominio propio de conocimiento matematico.
Segun el DCN, en nuestro pais la ensefianza de los contenidos de algebra
se incluye en el ambito de los nimeros, relaciones y funciones, con el fin
de internalizar, comprender y utilizar varias formas de representar
patrones, relaciones y funciones. Sin embargo, segin lo revisado en los
textos, la prioridad esta en lo algoritmico donde es evidente la falta de
justificaciones para la aplicaciéon de ciertas técnicas, ademas, de la
presencia de algunos vacios conceptuales que se convierten en
restricciones para el aprendizaje comprensivo en un contexto de
complejidad creciente.

De la revision de los textos, consideramos que estos no aporta
elementos que favorezcan la caracterizacidon de praxeologias; es decir,
no aclaran las diferencias entre los subtipos de tareas, asi como los
limites o potencialidades de las técnicas desarrolladas.

Segun el DCN, en el primer afio de secundaria el estudio del algebra
escolar prioriza el simbolismo algebraico, la manipulacién de reglas

aritméticas con niumeros y letras llegando hasta la resolucién y planteo
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de ecuaciones. Las organizaciones matematicas son puntuales; es decir,
se construyen en forma aislada, sin establecer relaciones en cuanto a
las formas de proceder en cada caso, ni justificaciones a los
procedimientos empleados. Esta situacién es bdasicamente la que se
reproducira en el aula, por lo que consideramos se necesita establecer
un proceso progresivo de algebrizacidon de organizaciones matematicas

escolares.

. Las restricciones y condiciones de origen didactico identificadas se

presentan debido a la necesidad de evaluar el conocimiento matematico
de los estudiantes en un tiempo determinado. Esto genera la
sectorizacion de contenidos, sin vinculacién entre si en donde la
algoritmizaciéon tiene el papel fundamental. Lo que trae como
consecuencia la pérdida del sentido y vinculacién de la actividad
matematica; reduciéndose su estudio a la aplicaciéon de reglas o
férmulas sin ningin sentido. Por otro lado, se asume que el
conocimiento ensefado deberia aparecer como definitivo e
incuestionable. Esto contradice a la idea de que las contradicciones o
limitaciones de una determinada organizacion matematica generen
nuevos conocimientos como parte de un proceso de reestructuracion de
las organizaciones objeto de estudio.

Las restricciones y condiciones de origen matematico identificadas a
nivel de disciplina provienen de la necesidad de adecuar las

actividades escolares a saber objeto de ensefanza.

Del analisis epistemologico:

10. El desarrollo historico del conocimiento algebraico revela la actividad y

el pensamiento matematico en estado de evolucion. De nuestra
descripcion concluimos que, el desarrollo de algoritmos para resolver
problemas particulares fue el hecho que abri6 caminos hacia la
construccion de significado y hacia la generalidad. Asimismo, en el

contexto de la busqueda de soluciones de ecuaciones se evidencian los
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11.

nexos entre el algebra y la geometria. Este mismo enfoque es el que
proponen las investigaciones de la TAD.

Observamos que desde la llamada matematica sabia se consideran los
polinomios como una estructura con propiedades y relaciones
especiales. Por otro lado, a nivel escolar no se expone un tratamiento
riguroso al tema de polinomios; afirmamos esto porque los temas se
presentan por separado en forma aislada, sin que formen parte de una
estructura (anillo de polinomios); esto evidencia los procesos
transpositivos y de adaptaciéon para su estudio a nivel escolar. En vista
de ello, consideramos que debiera buscarse un punto intermedio, a fin
de evitar generar conflictos en estudios posteriores a otro nivel. Frente
a esto la TAD tampoco propone un tratamiento riguroso y estructural
de los contenidos algebraicos, sino mas bien plantea introducir el
algebra como un instrumento de modelizacion de situaciones

planteadas en tipos de problemas.

12. Dentro del estudio de las estructuras algebraicas consideramos al anillo

13.

de polinomios, y especialmente a la factorizacion de polinomios como
el tema central que permite obtener las raices de una ecuacién. Quizas
esto de pie para pensar en el futuro que la presentacién de tareas
asociadas a la busqueda de raices pueda ser el foco de atencién cuando
se trabaje la nocion de polinomio en la escuela.

Nuestra revision histérica, pretende dar cuenta de las circunstancias
que propiciaron la construcciéon del conocimiento matematico. Esta
revisiéon nos permite afirmar que el algebra fue usada inicialmente
como un instrumento para resolver problemas, esta consideracion es la
que pretendemos reafirmar al mostrar el algebra como un
instrumento para modelizar y resolver problemas. A su vez la revision
histdrica nos provee de elementos para comprender las dificultades de
nuestros estudiantes al enfrentar el estudio del algebra y de elementos
para el redisenio del discurso matematico escolar.

Por ello, es importante que los profesores interpreten que la evolucion

experimentada por la matematica a lo largo de los siglos esta asociada a
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la misma evoluciéon que va experimentando el espiritu humano, de alli

la necesidad de su estudio.

De la propuesta de organizacion didactica:

14.

15.

16.

17.

Teniendo en cuenta los elementos de las praxeologias que plantea la
TAD consideramos que, los tipos de tareas propuestas en el aula se
deben encaminar hacia situaciones de complejidad creciente, que
permitan apreciar las interrelaciones entre las tareas y que hagan
evidente las técnicas y tecnologias necesarias para resolver cada
situacidn.

En la modelizaciéon de los problemas planteados, se debe primero
distinguir lo que es propio de cada problema, y lo que es comtn a todos
ellos; para luego verbalizar y escribir en forma simbdlica las relaciones
cuantitativas que se presentan.

Algunos problemas se deben cambiar, debido a que no cumplieron los
objetivos previamente planteados, es decir, admitir sélo soluciones
algebraicas.

Sobre las técnicas empleadas, se evidencié en algunos casos falta de
dominio en la manipulaciéon algebraica, en la utilizacion de propiedades
aritméticas y algebraicas, asociadas al contexto de interpretacion de los
enunciados propuestos. Creemos que estos errores evidencian
principalmente la falta de conocimiento de los elementos tecnolégicos

que explican y validan las técnicas.
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ANEXO 1

ENTREVISTA ESTRUCTURADA PARA PROFESORES EN EJERCICIO SOBRE SU
PRACTICA PEDAGOGICA

Objetivos: Analizar el tratamiento introductorio del dlgebra a nivel escolar.
I. DATOS GENERALES

1. Nombre:......ccin s s
2. Institucion(es) en la que 1abora:........ccuiei e e —————
3. Curso que imparte actualmente:.........ccc i s s s s

4. Grado en el QUE ENSEeMaA:......ccuceeurisrmrssmssesssrarssasssras e s s sas s e sas s e sas nm s saeenans e
II. PREGUNTAS

(En cuantas ocasiones ha ensefiado algebra en secundaria? ;En qué afos?

Segun su experiencia este tema se aborda ;solo en un grado?, ;en varios?, ;en
cuales?

tema?
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Luego de haber impartido las clases respectivas, ;sus estudiantes evidencian
haber aprendido algebra?

¢;Cudles son los temas algebraicos donde demuestran mayor logro de
aprendizajes?

¢Por qué?

;Considera necesario hacer cambios en la introduccidén del algebra?

St () No( )
De ser afirmativa su respuesta, ;qué cambios propondria para el estudio
introductorio del algebra en el primer afio de secundaria?
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ANEXO 2.

Estimado alumno(a): plantea y desarrolla cada una de las siguientes
situaciones, en el orden establecido. Los dos primeros problemas los
desarrollaras individualmente y los siguientes en grupos de tres integrantes.

1. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: 4 vehiculos tipo A
con capacidad para 6 personas y 10 vehiculos tipo B. Para trasladar un grupo
de turistas, us6 todos los vehiculos tipo A y todos los del tipo B. Si no
quedaron asientos vacios en ninguno de los vehiculos. ;Es posible saber
cuantos asientos para turistas tienen los vehiculos tipo B, si se transportaron
144 turistas en total? Muestre sus calculos y explique su respuesta.

2. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos, el alquiler del tipo
A cuesta S/.80 y el alquiler del tipo B cuesta S/. 120. Si la diferencia del nimero
de vehiculos tipo A con el nimero de vehiculos tipo B es 4.
a) ;Coémo representas la cantidad de vehiculos de cada tipo?

b) Completa los datos que faltan en la siguiente tabla.

Tipo de vehiculo Costo unitario Cantidad Gasto total
Tipo A 80
Tipo B 120

c) ¢Coémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo A?
d) ;Coémo se obtiene el gasto de alquiler para todos los vehiculos del tipo B?

e) ¢;Cuanto fue la inversion total?
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3. Realice la siguiente secuencia de operaciones:
e Escriba un nimero.
e Sumele el nimero que le sigue.
e Sume 9 al resultado anterior.
e Divida entre 2.
¢ Reste el numero inicial.

;Qué resultado obtiene?
Realiza la secuencia anterior para otro nimero inicial. ;Qué resultado obtiene?

;Como explica este resultado?

4. Una empresa de turismo dispone de dos tipos de vehiculos: tipo A y tipo B.
Para trasladar 80 turistas usa 4 vehiculos tipo A y 6 vehiculos tipo B. Sabiendo
que no quedan asientos vacios, ;cuantos asientos para turistas tiene cada tipo
de vehiculo, si los vehiculos tipo B tienen 5 asientos menos que los del tipo A?
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5. Para dirigirse a un aeropuerto, un grupo de 90 turistas puede emplear
vehiculos con capacidades para 6 u 8 personas. Si la diferencia entre el nimero
de vehiculos de 8 y 6 asientos es 1, ;cuantos vehiculos de cada tipo necesitan si
no deben quedar asientos vacios?

6. Una empresa de turismo dispone de 6 vehiculos con capacidad para 4 personas
y otros con capacidad para 10 personas. Debe trasladar un grupo de pasajeros,
para ello usa todos los vehiculos para 4 personas. Se sabe que no quedan
asientos vacios. ;Cuantos vehiculos para 10 personas se necesitan, si el nimero
total de pasajeros es el séxtuplo del nimero de vehiculos con capacidad para 10
personas, aumentado en 64?

7. En una agencia de turismo se han vendido 20 paquetes turisticos a dos
precios distintos: los de “Lima Tours” a S/. 80 y los de “Lima Around Tours”
aS/. 120, con las que ha obtenido un ingreso de S/. 1920. ;Cuantos paquetes
turisticos se han vendido de cada precio?
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