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Resumen

La optimizacion matematica es un tema del calculo multivariable presente en diversos cursos,
desde primeros ciclos, en carreras profesionales como la matematica, ingenieria o economia,
debido a sus diversas aplicaciones para resolver o modelar contextos. De esta manera, el
presente trabajo, empleando la nocién de idoneidad didactica del marco tedrico Enfoque
Ontosemiético, tiene como objetivo principal valorar la idoneidad didactica de un proceso de
instruccion sobre optimizacion de funciones reales de dos variables en alumnos de carrera
de Economia. La investigacion es de caracter cualitativa, puesto que pretender describir y
analizar el proceso de instruccion implementado por un profesor. Para llevar a cabo esta
investigacion, se identifican los significados de referencia de las derivadas parciales que estén
involucrados en problemas de optimizacion; se adaptan indicadores de idoneidad didactica
en las facetas epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, afectiva y ecolégica; v,
posteriormente, se lleva a cabo la comparacién y analisis de lo propuesto en los indicadores
de idoneidad con lo implementado por el profesor durante su proceso de instruccién. Sobre
la base de estos resultados, se concluye que el proceso de instruccién observado cumple en
gran medida con los indicadores propuestos, particularmente en las facetas epistémicas y
cognitivas, lo cual lo convierte en un proceso idéneo. Aun asi, hay algunos aspectos por
mejorar en cuanto a las demas facetas interaccional, mediacional, afectiva y ecolégica segun

los indicadores propuestos.

Palabras clave: Célculo multivariable, Optimizacién, Economia, Enfoque ontosemiético,

Idoneidad didactica



Abstract

Mathematical optimization is a topic in multivariable calculus that appears in various courses,
starting the early semesters, in academic programs such as Mathematics, Engineering or
Economics, due to its numerous applications in solving and modeling real-world solutions. In
this way, based on the notion of didactic suitability from the theorical framework of
Ontosemiotic Approach, this study aims to assess the didactic suitability of an instructional
process on the optimization of real-valued functions of two variables for students in Economics
program. This study is described as qualitative research because it aims to describe and
analyze an instructional process implemented by a university teacher. To carry out this
research, the reference meanings of partial derivatives involved in optimization problems are
identified in books and other researches; specific indicators of the epistemic, cognitive,
interactional, mediational, affective, and ecological facets of didactic suitability are adapted;
and, subsequently, a comparison and analysis is conducted between what is proposed in
these indicators and what was implemented by the teacher during the instructional process.
Based on these results, the observed instructional process satisfies a significant portion of the
didactical suitability indicators proposed in this study, particularly in the epistemic and
cognitive facets, making it a didactically suitable process. However, certain aspects still require
improvement in the interactional, mediational, affective and ecological facets, according to the

proposed indicators.

Key words: Multivariable calculus, Optimization problems, Economics, Ontosemiotic
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Introduccion

El estudio de la optimizacién matematica posee diversas aplicaciones tanto en el area
matematica como en los campos profesionales como Ingenieria, Fisica, Estadistica o
Economia. Es por ello, que los temas relacionados con el célculo de una variable y el calculo
de varias variables constituyen componentes fundamentales en la formacion matematica de
los estudiantes de estas carreras de educacién superior. Sin embargo, el aprendizaje de este
objeto matemético presenta diversas dificultades, algunas de las cuales tienen su origen en
la asimilaciébn de conceptos previos relacionados con el célculo de una variable, la
visualizacién de representaciones graficas en dos o tres dimensiones, la interpretacion
grafico-algebraica de la optimizacion de funciones de una o varias variables, y la resolucion
de problemas extramatematicos aplicados al ambito profesional.

La presente investigacion tiene como objetivo general valorar, usando la nocion de
idoneidad didactica, un proceso de instruccion de optimizacion de funciones reales de dos
variables en alumnos de carrera de Economia. Este proceso de instruccion es implementado
por un profesor de una universidad privada. El objeto matemético optimizacién de funciones
reales de dos variables se encuentra como un tema desarrollado dentro del curso
“Matematica para Gestién y Economia 2”, el cual se dicta en segundo ciclo par alumnos de
Economia, segun la malla curricular de la institucion. Para la presente investigacion, no se
intervino en el disefo de las sesiones de clase, sino Unicamente se observé cada una de las
seis sesiones relacionadas con el tema de optimizacién de funciones de dos variables.

Para llevar a cabo la valoracién, se toma como marco tedrico de referencia el Enfoque
Ontosemiético (EOS). Por la naturaleza del estudio, la investigacion es de caracter cualitativo,
para lo cual se adaptan los procesos metodoldgicos propuestos por Hernandez et al. (2014).
A continuacion, se presentan y describen los siete capitulos de esta investigacion.

En el primer capitulo, se realiza una revision de antecedentes relacionados con el
avance y desarrollo de investigaciones en la ensefianza-aprendizaje del calculo multivariable
(CMV) para comprender el interés que se posee en esta area del célculo. Asimismo, se
presentan las dificultades que manifiestan los estudiantes en el proceso de ensefianza-
aprendizaje de diversos temas del CMV, y los conocimientos con que deberia contar un
profesor que dicte temas de diferenciabilidad y optimizacién. Ademas, como parte de la
justificacion, se hace una revision de la relevancia de la optimizaciébn en el calculo
multivariable en la formacion profesional de los estudiantes que cursan la carrera de
Economia. Por ultimo, se presentan la pregunta y los objetivos que guian el desarrollo de esta
investigacion.

En el segundo capitulo, se expone y presenta el marco teérico del EOS, asi como los

aspectos necesarios de algunas herramientas de analisis de este marco teérico, como los
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sistemas de précticas y la idoneidad did4ctica, los cuales permiten llevar a cabo la valoracion
del proceso de instruccién de un profesor. Asimismo, se describe la metodologia adoptada y
los procedimientos a seguir para esta tesis.

En el tercer capitulo, se identifican los significados de referencia de la derivada parcial
gue estan involucrados directamente en la optimizacion de funciones de dos variables para
el proceso de instruccién de alumnos de la carrera de Economia. Para ello, se revisan textos
académicos frecuentemente utilizados en cursos del célculo multivariable o analisis
matematico para economia. Asimismo, también se revisan algunas investigaciones que
aborden el tema de optimizacién. Se plantea la conexion entre los significados de referencia
de la derivada parcial y la optimizacién en la economia.

En el cuarto capitulo, se presenta una adaptacion de los indicadores de idoneidad
didactica en las facetas epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, afectiva y ecoldgica,
sobre la base de investigaciones previas dentro del area del célculo. Estos indicadores
describen un proceso de instruccién idoneo. La valoracién se realiza mediante el andlisis en
la comparacion entre lo propuesto en el indicador de idoneidad didactica y lo implementado
por el profesor en clase.

En el quinto capitulo, se describe el proceso de instruccion implementado y toda la
informacion recabada para ello: observaciones videograbadas de clases, presentaciones de
clase, separatas de ejercicios, evaluaciones, respuestas de los alumnos y percepcion del
profesor, mediante una entrevista. Esta informacion recabada es descrita con la finalidad de
contextualizar el proceso de instruccién observado.

En el sexto capitulo, se lleva a cabo el analisis de la informacion presentada en el
quinto capitulo comparandola con los indicadores propuestos en el cuarto capitulo. Se
muestran las similitudes y diferencias por cada componente de cada faceta de la idoneidad
didactica.

Finalmente, en el séptimo capitulo, se presentan las conclusiones del andlisis
realizado en los capitulos anteriores, asi como los resultados generales del analisis de
comparacion realizado entre el proceso de instruccion implementado y el idoneo segin los
indicadores de idoneidad. Con ello, se evidencian los logros de los objetivos propuestos y se
responde a la pregunta de investigacién mostrando aspectos de mejora de cada una de las
facetas analizadas. De esta manera, el presente trabajo es un gran aporte a la investigacion
en didactica matematica porgue contribuye al interés de investigar en el area del calculo
multivariable, propone indicadores de idoneidad didactica e identifica significados de
referencia de la derivada parcial involucrados en la optimizacién de funciones reales de dos
variables para alumnos que estudian Economia. Asimismo, se dan recomendaciones finales
gue permiten extender o replicar esta investigacion a futuras investigaciones relacionadas

con la optimizacién de funciones de dos variables.
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Capitulo I: Problema de investigacion

En este capitulo, se presentan los resultados de diversas investigaciones en el area
de la ensefianza y aprendizaje del célculo multivariable, o en varias variables. Estas
investigaciones describen los antecedentes y la justificacion del problema de investigacion,
el cual también se plantea posteriormente. Por dltimo, sobre la base de esta formulacion, se
plantean los objetivos generales y especificos que guian el desarrollo de la presente
investigacion.

1.1. Antecedentes

En esta seccion, se presentan tres aspectos relacionados con las investigaciones en
el area del célculo multivariables (CMV): el interés y la variedad de investigaciones en temas
de CMV, las principales dificultades encontradas en el proceso de ensefianza-aprendizaje en
los diversos temas del CMV; y los conocimientos necesarios sugeridos para abordar temas
de CMV. Asimismo, estos tres aspectos son presentados de manera que se relacionen con
la optimizacién en matematicas.

Para llevar a cabo la seleccién de estas investigaciones, la busqueda realizada
considera diversos articulos, actas de congresos y tesis pasadas. La mayoria de estos
articulos se encuentran en bases de datos de revistas indexadas como Scopus, Springer,
Redalyc, Taylor & Francis Journals, entre otros. Asimismo, se utilizaron palabras clave como
“calculo multivariable”, “optimizacion”, “funciones varias variables”, “ensefanza”, “educacion”,
“didactica”, entre otros, considerando sus variantes en espafiol e inglés.

1.1.1. Investigaciones acercade la ensefianza-aprendizaje del calculo multivariable en
educacién superior y la optimizacién de funciones multivariables

Existen diversos estudios acerca de la ensefianza-aprendizaje del calculo en una
variable en la educacion superior como lo son referente a la derivada (Hitier y Gonzéalez-
Martin, 2022), integrales (Rob y Steven, 2023) y sus aplicaciones como la razén de cambio
del movimiento de una particula respecto al tiempo, optimizacién, célculo de areas o
voliumenes, entre otros (Fonseca y Alfaro, 2018; Castro et al., 2023). Sin embargo, la cantidad
e interés en investigaciones en el area del calculo multivariable es menor que las que se
realizan en el calculo de una variable seguin analizan y concluyen Brandes y Hardy (2018),
Mkhatshwa (2019), Martinez-Planell y Trigueros (2021) y BaSi¢ y Milin (2022). Estos autores
realizan una revision de articulos relacionados con temas del CMV, tales como conceptos
bésicos de funciones, limites, diferenciabilidad e integrales aplicados a funciones en dos o
mas variables.

Martinez-Planell y Trigueros (2021) revisan un total de 135 articulos, de los cuales
seleccionaron vy filtraron 51 para el andlisis de sus caracteristicas, marcos teoricos,

metodologias, resultados y contribuciones en cuanto a la ensefianza y aprendizaje del CMV.
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Para ello, usan diversos criterios al realizar esta busqueda, entre los cuales valoran el aporte
cientifico a la didactica de las matematicas considerando articulos publicados en las
principales revistas indexadas en inglés, espafiol, francés y portugués desde los afios 1980
hasta el 2020. Asimismo, no consideran como referencias los congresos de matematicas,
experiencias de clase, uso de tecnologias y trabajos de tesis de PhD. De esta manera, los
autores buscan hacer una recopilacion donde se conozca acerca del aprendizaje de los
alumnos en el &rea del calculo multivariable y se brinden sugerencias para la ensefianza del
calculo multivariable.

Ademas, aparte de las investigaciones mencionadas anteriormente, se encuentran
otras investigaciones acerca del CMV en los ultimos cinco afios como lo son Basi¢ y Milin
(2022), Harel (2021), Mkhatshwa (2021), Muzangwa y Ogbonnaya (2022) y Ramirez (2021).
Estas investigaciones abordan diversos temas del CMV como la comprensién de las
funciones multivariables desde diversas representaciones, diferenciabilidad de funciones
multivariables e integracién de funciones multivariables.

Las investigaciones mencionadas en este apartado desarrollan y analizan el proceso
de ensefianza-aprendizaje desde multiples perspectivas, donde la finalidad es comprender
este proceso, sus dificultades, observaciones y proponer sugerencias al respecto. En cuanto
a la optimizacion de funciones multivariables en el area de investigaciones de educacion
matemética del CMV, la optimizacion de funciones multivariables es uno de los temas y
aplicaciones menos recurrentes (Martinez-Planell y Trigueros, 2021; Mkhatshwa, 2021). Ante
esta situacion, Mkhatshwa (2021) sugiere que una buena opcion para investigar en
optimizacion es tomar como referencia las investigaciones del calculo de una variable a modo
de comparacion debido a la similitud entre los procedimientos de optimizacién de funciones
de una variable y de varias variables.

A modo de resumen, al examinar las investigaciones en la ensefianza-aprendizaje del
CMV, se observa que esta area requiere una mejor atencion en el desarrollo de
investigaciones, en particular, la optimizacion de funciones reales multivariables, el cual es
uno de los motivos de esta investigacion. A continuacion, a partir de las investigaciones
mencionadas y otras investigaciones encontradas en la busqueda de antecedentes descrita
inicialmente, se presentan y describen algunas dificultades encontradas en el proceso de
ensefianza-aprendizaje de temas del CMV desde la perspectiva de la didactica de las
matematicas.

1.1.2. Investigaciones sobre dificultades encontradas en el proceso de ensefianza-
aprendizaje de temas del célculo multivariable

La ensefianza del CMV aborda temas similares a los del calculo de una variable (CUV)
como lo son la comprension de los conceptos basicos de las funciones, limites,

diferenciabilidad e integracion (Martinez-Planell y Trigueros, 2021). A continuacion, se
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presentan y describen algunas de las dificultades y limitaciones encontradas en el proceso
ensefianza-aprendizaje en los resultados de diversas investigaciones. Para ello, se abordan
dos aspectos: los conocimientos previos y necesarios para comprender el CMV, y los diversos
temas propios del CMV.

. Conocimientos previos al Célculo Multivariable

Por un lado, la comprension de conceptos basicos de las funciones de varias variables
estd sujeta a diversas interpretaciones por parte de los alumnos, quienes las llegan a
comprender a partir de generalizaciones elaboradas a partir de sus nociones del CUV (Dorko
y Weber, 2014). Los investigadores Dorko y Weber analizan, por ejemplo, el caso de la
determinacion del dominio y rango en las funciones de dos variables. Cuando los alumnos
trabajan funciones reales de una variable real, ellos relacionan directamente a x con dominio
e y con rango; sin embargo, al trabajar con tres variables, los alumnos presentan la dificultad
de continuar relacionando dominio y rango como un conjunto de valores para dos de las tres
variables, ya sea x, y 0 z, de manera que una de las tres variables quedaba sin comprenderse
en su totalidad. Pese a ello, es Uutil recurrir a las nociones de entrada/salida e
independencia/dependencia, utilizadas en el CUV, para explicar funciones de dos variables.

Harel (2021) realiza una revisibn de algunos conceptos fundamentales que se
requieren para entender los temas del CMV como lo son el producto cruz, la linealizacién, la
diferenciabilidad, la regla de la cadena y derivada implicita encontrados en investigaciones
pasadas, libros de texto y observaciones de clase. En algunos casos, no se observan
relaciones concretas entre algunos de estos temas ensefiados en cursos previos, como lo
son el uso de vectores y matrices en el algebra lineal, como requisito para entender temas
del CMV.

Segun Basi¢ y Milin (2022), uno de los pasos mas importantes donde estan las
principales dificultades iniciales del CMV es encontrar una adecuada parametrizacion de
superficies. Este procedimiento muestra que existen complicaciones por parte de los alumnos
debido a que no resulta facil imaginar las superficies y los resultados de sus intersecciones
con otras superficies. Para ello, se analizan diversas tareas segun el punto de vista del
analisis de praxiologias donde se deben realizar parametrizaciones teniendo en cuenta los
tipos de superficies e intersecciones generadas por la simetria y las coordenadas utilizadas.
En una de las transcripciones de las entrevistas realizadas, los investigadores observan que
algunos estudiantes no interpretan ni explican adecuadamente las intersecciones obtenidas
con diferentes superficies como los son la esfera y un plano. Es necesario que el estudiante
posea una buena imaginacion de las gréficas de las funciones de dos o variables por parte
de los alumnos, por lo que se sugiere guiarlo por medio del razonamiento geométrico (Basi¢
y Milin, 2022).
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Muzangwa y Ogbonnaya (2022) encuentran otras dificultades relacionadas con la
imaginacion y visualizacion de las representaciones en tres dimensiones de las funciones en
varias variables, bajo la perspectiva de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica.
Estas dificultades se presentan en una actividad planteada por los investigadores donde se
le pide al alumno explicar las diversas representaciones visuales de las gréficas con sus
propias palabras, asi como relacionarlas con sus ecuaciones o reglas de correspondencia y
sus curvas de nivel. También notan que la mayoria de los alumnos no describien
adecuadamente el objeto matematico tratado, sino con un lenguaje coloquial.

. Temas propiamente desarrollados en el Calculo Multivariable

Por otro lado, en cuanto a los temas propios en el calculo CMV, se presentan algunas
dificultades relacionadas con el concepto del limite, la diferenciabilidad y la integracién de
funciones de varias variables.

En cuanto a las investigaciones de limites de funciones multivariables, Martinez-
Planell y Trigueros (2021) afirman que el razonamiento mental y visual de los limites en el
CMV es diferente al empleado en el CUV para cualquiera de las formas de ver el limite como
las son el concepto “c — §”, la vecindad, las equivalencias condicionales y la aproximacién
lineal. Una de las principales dificultades encontradas sobre limites se da cuando los alumnos
no se apoyan de una representacion grafica de las funciones para entender la idea del limite,
aunque es una sugerencia recurrente para el apoyo en clases.

Segun Harel (2021), la aproximacion lineal o linealizacién es uno de los conceptos
poco profundizados geométricamente en las funciones multivariables debido a lo algebraico
gue podria resultar utilizar el concepto de ¢—§, asi como el uso de otros simbolos
matematicos y el planteo de sus inecuaciones y ecuaciones. De esta manera, este concepto
puede entenderse mejor y superar esta dificultad al presentar los limites con una
aproximacion geométrica de limites y derivadas en comparacion con la definicion € — &
frecuentemente utilizada en el célculo de una variable.

En cuanto a las investigaciones de diferenciabilidad en el calculo en varias variables,
Harel (2021) concluye que los aspectos basicos donde los alumnos presentan dificultades al
aplicar derivadas son la regla de la cadena y la derivada implicita. Esto se debe a la presencia
de errores algebraicos que pueden ocasionarse por confusiones en las simbologias utilizadas
para expresar el diferencial. En algunas ocasiones, se incurre en el error de no ensefar u
omitir a proposito las definiciones y demostraciones de estos conceptos de manera que se
termina recurriendo a la expresion final de la derivacion a través de reglas précticas.
Asimismo, los alumnos suelen estar expuestos a procedimientos repetitivos aplicados a
problemas similares sin explicacién alguna o demostracion correspondiente como el caso de

la derivacion implicita (Harel, 2021). De esta forma, los alumnos confunden las operaciones
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algebraicas y simplifican notaciones que son importantes al resolver o expresar derivadas de
funciones de dos o mas variables.

Geomeétricamente, el concepto de plano tangente no es utilizado frecuentemente por
algunos libros de calculo a pesar de que se relaciona con el concepto de gradiente vector en
Su ecuacion segun indican Martinez-Planell y Trigueros (2021) y Trigueros et al. (2018). Este
problema también se evidencia en los conceptos de derivadas direccionales y sus
aplicaciones con los conceptos fisicos como lo es en termodindmica u otros campos de la
fisica. Borji et al. (2023) afirman que otra dificultad presentada para entender la
diferenciabilidad de funciones de dos variables es la necesidad del alumno de recurrir a una
interpretacion geométrica utilizada en el célculo de una variable. El concepto de pendiente de
una recta tangente utilizado frecuentemente en el CUV no resulta Util para generalizarse en
las funciones de dos variables debido a que la recta tangente en tres dimensiones puede ir
en diferentes direcciones.

Mkhatshwa (2021) presenta los resultados de una investigacion donde observé que
los alumnos poseen dificultades al resolver problemas de optimizacion de funciones
multivariables. Si bien plantear funciones objetivo de dos o mas variables como parte de un
problema de optimizacion no es una dificultad para la mayoria de los alumnos del estudio,
seguir correctamente el procedimiento de optimizacion mediante los criterios de primera,
segunda derivada y la determinaciéon de maximos y minimos es una de las dificultades mas
importantes en este tema. Resolver problemas de optimizacion implica resolver variedad de
ecuaciones y mantener un orden debido a la extension de los procedimientos y operaciones
gue se realizan. Asimismo, el uso de las notaciones de derivadas y el calculo de las derivadas
parciales puede llevar al alumno a cometer errores (Mkhatshwa, 2019; 2021).

En cuanto a las investigaciones de integracion de funciones de dos variables, algunas
de las dificultades encontradas por Ramirez (2021) son aquellas relacionadas con el
reconocimiento de graficas en tres dimensiones para encontrar regiones e intersecciones de
las funciones que se plantean en un problema de integracion. Este tipo problemas se puede
afrontar mediante el uso de herramientas tecnolégicas como GeoGebra o Maple que permiten
ayudar al alumno a identificar estas funciones en tres dimensiones (Ramirez, 2021; Basi¢ y
Milin, 2022). Estas herramientas también ayudan a que el alumno pueda visualizar facilmente
una region o interseccion de funciones para elegir sus limites y plantear la integral
correctamente, asi como permite que el alumno manipule las gréficas. Sin embargo, estos
programas no resuelven en su totalidad el problema, pero si son un medio para llegar a la
respuesta.

En resumen, la revision de las investigaciones presentadas en esta seccion indica que
el proceso de ensefianza-aprendizaje de funciones reales de varias variables presenta

diferentes dificultades y limitaciones por la propia complejidad de las funciones y la cantidad
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de variables utilizadas. Entre estas dificultades, se encuentran las limitaciones de imaginar
las funciones en tres dimensiones; la falta de conexiéon hecha con temas de cursos previos
como el &lgebra lineal o los vectores; la generalizacién de los conceptos, propiedades,
teoremas o interpretaciones del CUV hacia el CMV; la necesidad de una interpretacion
geométrica de los temas trabajados, el uso de diferentes notaciones en el CMV en
comparacion con el CUV, entre otros. Para la presente investigacion, estas dificultades
deberan ser consideradas en la construccion del proceso de instruccion idéneo que se
propondra en capitulos posteriores.

1.1.3. Investigaciones sobre conocimientos necesarios que debe tener un profesor

gue ensefia el tema de optimizacion de funciones

El tema principal de interés de este trabajo es la optimizacién de funciones de dos
variables, el cual es una aplicacién de la diferenciabilidad de funciones de dos variables segln
lo descrito en la seccion anterior. Debido a la poca cantidad de investigaciones de la
ensefianza o aprendizaje de optimizacion de funciones en varias variables, se toman como
referencia la enseflanza-aprendizaje de temas relacionados con optimizacién, tales como la
diferenciabilidad en varias variables y la optimizacién de funciones de una variable, de manera
similar como Mkhatshwa (2021) realizé y sugirio investigaciones futuras. A continuacion, se
revisan algunas investigaciones donde se aborda y discuten los conocimientos que debe
tener un profesor que ensefia célculo diferencial y la optimizacién de funciones de varias
variables.

Segun Garcia et al. (2006), el profesor que ensefia calculo diferencial debe conocer
la teoria, los recursos tecnolégicos que se pueden usar como herramientas didacticas y la
utiidad de los conceptos enseflados en el ambito profesional del alumno. En esta
investigacion, se pregunta a diversos profesores del curso de célculo diferencial de la carrera
de ciencias econdmicas por las aplicaciones de la derivada en el ambito profesional de los
estudiantes que forman. Como parte de las respuestas, se concluye que la optimizacién es
una de las aplicaciones de la derivada.

Yafez (2016) concluye que el profesor que ensefie problemas de optimizacién de
funciones debe tener la capacidad de comprender las diferentes formas de representar la
solucion del problema, asi como tener una interpretacibn geométrica para apoyarse en
recursos tecnoldgicos. En esta experiencia de clases llevada a cabo por la investigadora, se
observa que el dominio de herramientas tecnoldgicas por parte del profesor resulta Util para
el desarrollo de sus clases, puesto que los alumnos poseen una mejor comprension del
alumno en cuanto a optimizacién de funciones y lo que se busca en estos problemas.

El manejo de recursos tecnoldgicos permite también que los profesores muestren a
los alumnos el comportamiento de las derivadas y los valores de las funciones que se

optimizan (Morales et al., 2022; Rojas-Escribano et al., 2017). En estas investigaciones se
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trabajan propuestas didacticas en diferentes momentos de clases como cuando se
desarrollan problemas de optimizacibn mediante el uso de herramientas como Excel o
GeoGebra.

De esta manera, algunos de los conocimientos que un profesor debe poseer son los
conceptos teoricos de la derivada en el CUV y CMV, el uso de herramientas did4cticas para
la comprensién de las funciones y las aplicaciones del tema en el campo profesional de las
carreras que los alumnos estudien.

1.2.  Justificacion

En esta seccidn, se desarrolla la justificacion de la relevancia de esta investigacion en
optimizacion de funciones de dos variables considerando tres aspectos: curricular, profesional
y cientifico desde la perspectiva de la didactica de las matematicas.

Por un lado, la optimizacion es un tema desarrollado transversalmente en los distintos
cursos de carreras profesionales como Matematicas, Estadistica, Ingenieria o Economia. Es
en estas carreras donde se comienza desarrollando el concepto de optimizacién a partir de
una nocion matematica para, posteriormente, aplicarla en diversos problemas durante la
formacion académica de los estudiantes, asi como su desarrollo profesional.

Malaspina (2012) afirma que “la optimizacion esta muy presente en la vida cotidiana,
en la naturaleza, en la tecnologia, en las ciencias naturales, en las ciencias sociales y
obviamente en la matematica misma” (p. 166). De esta manera, la optimizacion en la vida
cotidiana y en la naturaleza puede identificarse con la busqueda de un camino més corto o
escoger la mejor ubicacion en determinado lugar, o también como parte de las acciones que
se toman para mantener la seleccion natural segun la teoria de Darwin. Sin embargo, en la
ciencia, tecnologia y matematicas, la optimizacion se presenta en situaciones donde se busca
la mejor opcién o solucion a cierto problema empleando diversos procedimientos. A modo de
ejemplo, algunos avances en cuanto a la optimizacién y sus aplicaciones se da en la
programacion lineal, la teoria de control 6ptimo y la teoria de juegos.

En las carreras de Matematicas, Estadistica o Ingenieria, la optimizacion es ensefada
por vez primera en cursos de Analisis Matematico, Calculo Diferencial o Calculo Multivariable
segun indican Gallego y Aldana (2013), Tenorio y Martin (2015), Rojas-Escribano et al. (2017)
y Lopez et al. (2023). En estas investigaciones, los autores analizan trabajos de optimizacion
mediante problemas aplicativos de alumnos de diversas carreras en cursos donde se dicta la
optimizacion de funciones de una variable de varias variables. Entre los principales
resultados, se observan dificultades relacionadas con los conceptos de optimizacion tales
como la determinacién de un objetivo en el problema, como maximizar o minimizar cierta
funcién objetivo; representar dicha funcion y aplicar correctamente el método de optimizacion.
Debido a estas dificultades encontradas, los autores sugieren centrar las futuras

investigaciones en el area de optimizacion de funciones dada la importancia de este objeto
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matematico en la formacion matemética de los alumnos de dichas especialidades. Asimismo,
la base de este objeto matematico es util para futuras aplicaciones como lo son, por ejemplo,
la formulacién de modelos matematicos para optimizacion de costos (Campo et al., 2019) o
diversos usos de la optimizacién en formacién de ingenieros como el calculo de alturas
Optimas de recipientes bajo restricciones (Cordero et al., 2019).

En Economia, la optimizacién permite la “planificacion futura de la gestién econémica
o empresarial o incluso como guia para la toma de decisiones de politica econémica” (Meneu,
Pérez-Salamero y Ventura, 1999, p. 53). La optimizaciobn como objeto mateméatico es
frecuentemente utilizado en la Econometria y campos relacionados a este donde se usan, a
modo de ejemplo, métodos de programacion lineal, programacion no lineal, dualidad y andlisis
de sensibilidad, los cuales son diversas aplicaciones de la optimizacion. Asimismo, Requelme
et al. (2021) indican que una de las principales aplicaciones econémicas de la optimizacion
se da en microeconomia, la cual es una rama de la economia que se encarga de analizar las
acciones realizadas por agentes econdémicos que ejercen actividad econémica en el mercado.
De esta manera, la optimizacion resulta Gtil como una herramienta para facilitar la toma de
decisiones de ciertos elementos econdmicos como los bienes o servicios, precios, cantidades
de produccion, entre otros.

De esta manera, se revisan los cursos dictados en la carrera de Economia, o
equivalentes, en algunas universidades peruanas como la Universidad Continental (UC),
Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM), Universidad Pacifico (UP),
Universidad Ricardo Palma (URP), Universidad Ruiz de Montoya (UNARM) y Pontificia
Universidad Catolica del Pert (PUCP). En esta revision, se encuentra que la rama
microeconomia, mencionada en el parrafo anterior, es dictada como curso “Microeconomia”
(en algunos casos dividido en Microeconomia | y Microeconomia IlI) como parte de sus
programas de formacion, el cual es precedido por cursos de Matematica Econémica. Como
se menciond en el parrafo anterior, la optimizacién es Gtil en la rama microecondémica, por lo
gue el aprendizaje de técnicas de optimizacién, entre ellas las de funciones reales, es
necesario para abordar temas pertenecientes propiamente a esta rama.

Asimismo, en los programas de los cursos precedentes a Microeconomia como
Matematica para Economia 2, o sus equivalentes como Economia Matematica 2, Matematica
para Economia y Finanzas 2, y Matemética para Gestion y Economia 2, de la UNSM (2020),
URP (2021), PUCP (2024) y UNARM (2024), se aborda el objeto matematico funciones reales
en varias variables y sus aplicaciones, entre estas, la optimizacién de funciones reales en
varias variables. Esto implica que, segun lo encontrado en los parrafos anteriores acerca de
las aplicaciones de la optimizacion en Economia, la optimizacién de funciones es un tema de
ensefianza que un alumno de la especialidad de Economia debe comprender en su

formacion, tanto académica como profesional. A modo de ejemplo, entre los diversos tipos
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de optimizacion desarrollados en estos cursos de matemética econdémica se encuentra la
optimizacion de funciones reales de variable real y funciones reales de varias variables reales
(dos o mas variables), donde incluso se desarrollan métodos cuando las funciones estan
sujetas a restricciones de igualdad o desigualdad.

Por otro lado, es preciso destacar la practica docente y lo que este debe tener en
cuenta al planificar las clases con la finalidad de la mejora continua del proceso de instruccién.
Si bien los libros académicos utilizados como referencia en los cursos de Matematica para
Economistas poseen diversos enfoques, desde el desarrollo de problemas matematicos hasta
el desarrollo e interpretacion de problemas aplicados a la economia, el profesor se encuentra
en la obligacién de decidir cdmo abordar el concepto de la optimizacion aplicada a la
economia realizando un balance adecuado entre ambos enfoques. Por ello, se destaca la
importancia del uso de la herramienta idoneidad didactica, sus aplicaciones y ventajas en la
reflexion del profesor para decidir el enfoque a utilizar para desarrollar cierto tema en clases.

La idoneidad didactica es una herramienta del Enfoque Ontosemidtico que permite
ayudar al docente a planificar sus secuencias didacticas, la evaluacion y replanificacion de la
competencia matematica de sus estudiantes (Breda et al., 2015). Seguin Gomezet al. (2016),
“la interaccion en el aula de clase se convierte en una pieza esencial para el trabajo al interior
del aula, ya que le permite configurar de manera mas practica al estudiante lo aprendido, bien
sea con ayuda de sus pares o bajo la asesoria del docente” (p. 100). De esta manera, Godino,
et al. (2017), los profesores en formacion deben considerar no solo los conocimientos
matematicos que poseen, sino también las competencias didacticas que implican los
procesos de instruccion. Esto permitiria que la interaccion del profesor en el aula sea méas
eficiente segun el grupo de o caracteristicas de alumnos que posea.

Gutiérrez (2019) afirma que es posible que los profesores que dicten cursos de
matematica a nivel universitario no han sido formados como docentes, por lo que es
importante reflexionar y analizar los conocimientos y su formacion relativa a la instruccién de
contenidos matematicos. En la revision de articulos acerca de los usos de idoneidad didactica
hecha por Malet et al. (2021), se concluye que la idoneidad didactica es una herramienta util
para ayudar a los profesores a promover la reflexién en la mejoria de sus practicas docentes
sea cual sea su formacién inicial, lo cual podria implicar el uso de material audiovisual-
tecnoldgico, valoracion de producciones de los alumnos u otras tareas.

En cuanto a la ensefianza de optimizacion de funciones de una variable, Baez et al.
(2022) sugieren que los profesores, en sus practicas docentes, deben considerar ejemplos
no analogos, de demostracion, problemas que impliquen cambios de registros, asi como
entrenar a los alumnos en el uso de herramientas tecnologicas. De esta manera, los

profesores adaptan los enfoques presentados en los libros académicas para mejorar sus
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competencias didacticas y planificar adecuadamente previendo las dificultades que podrian
surgir durante el proceso de instruccion.

A modo de resumen, la optimizacién de funciones de una o varias variables es un
tema dictado recurrentemente para estudiantes en diversas carreras como Mateméticas,
Ingenieria y las Ciencias Sociales debido a sus diversas aplicaciones profesionales y, por lo
tanto, es requisito de cursos posteriores en las mallas curriculares, como lo es el caso de
Economia. Ademas, como en todo proceso de instruccion, segun se indicd en la seccion
anterior, se presentan dificultades, por lo que es relevante la reflexién del docente acerca de
su practica. De esta manera, la idoneidad didactica resulta una herramienta util del Enfoque
Ontosemidtico que permite al docente reflexionar al respecto y tomar en consideracion la
planificacion de sus clases, mediante el balance entre aquellos aspectos tedricos y otros
recursos didacticos que debe elegir y sus aplicaciones relacionadas con el desarrollo
profesional de los estudiantes.

1.3. Preguntadeinvestigacion

Debido a lo revisado en las secciones anteriores, se plantea la siguiente pregunta de
investigacion:

¢ Qué aspectos se pueden mejorar de un proceso de instruccién sobre optimizacion
de funciones de dos variables para estudiantes de Economia?

1.4. Objetivos

Sobre la base de la revisiébn de antecedentes, la formulacion de la pregunta de
investigacion y la justificacion de la importancia de hacer esta investigacion de las secciones
anteriores, se plantean los siguientes objetivos:

Obijetivo general

e Valorar la idoneidad didactica de un proceso de instruccion de optimizaciéon de
funciones reales de dos variables implementado con alumnos de la carrera de
Economia

Obijetivos especificos

¢ Identificar los significados de referencia de la derivada parcial involucrados en
problemas de optimizacion de funciones reales de dos variables en instituciones
educativas que forman economistas

e Adaptar y construir indicadores de idoneidad didactica para un proceso de
instruccion idéneo de optimizacion de funciones reales de dos variables

e Comparar y analizar las semejanzas y diferencias entre el proceso de instruccién

idéneo y el proceso de instruccion realizado por el profesor
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Capitulo II: Aspectos tedricos y metodolégicos

En este segundo capitulo, se describiran algunos aspectos teoéricos del Enfoque
Ontosemiético (EOS), principalmente, la herramienta de idoneidad didactica, la cual sera util
para el desarrollo de esta investigacion, y aquellos otros conceptos que se encuentren
relacionados con esta herramienta de analisis. Ademas, se describird la metodologia de tipo
cualitativa que se utilizar4 para el desarrollo y valoracion del proceso de instruccién de
optimizacion de funciones reales de dos variables implementado con estudiantes de
Economia.

2.1. Aspectos del marco teérico

La presente investigacion se sitla en el marco tedrico del EOS, el cual fue desarrollado
y ampliado en los ultimos afios principalmente por Godino et al. (2017). Dentro del EOS, hay
dos herramientas que son relevantes para el desarrollo de esta investigacion: los sistemas
de préacticas y la idoneidad didactica. Del sistema de practicas, se aborda el concepto
“significado”, el cual es util para identificar aquellos significados de las derivadas parciales
involucrados en problemas de optimizacion de funciones de dos variables; mientras que la
idoneidad didactica permite analizar el proceso de instruccion implementado por un profesor
segun criterios establecidos a partir de los significados.

2.1.1. Sistemas de practicas

De esta herramienta, se toman principalmente los conceptos de significados (Godino
y Batanero, 1994; Godino, 2002; Godino et al., 2007; Ramirez et al., 2020). Los sistemas de
practicas en el EOS estan compuestos por acciones o manifestaciones, verbales o no,
realizadas por alguien con la intencion de “resolver problemas matematicos, comunicar a
otros la solucién, validar la solucién y generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y
Batanero, 1994, p. 334).

Los significados son concebidos como sistemas de practicas tipo operativas o
discursivas que se realizan por una entidad, institucién o persona, y pueden ser del tipo
institucionales o personales.

e Los significados institucionales corresponden a las practicas compartidas por una

institucion y pueden ser del tipo implementado, evaluado, pretendido y referencial.
Los significados institucionales implementado y evaluado se dan en la practica del
docente durante la ensefianza, mientras que el significado institucional pretendido
se da en su planificacion, tomando en cuenta, por ejemplo, el curriculo o
programacion académica. Los significados institucionales de referencia son
aquellos que se construyen a priori en el analisis 0 proceso de instruccion,

tomando en cuenta el punto de vista historico y epistemoldgico de la construccion
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del significado del contenido matematico, los cuales se pueden encontrar en los

textos académicos relacionados con el calculo multivariable.

e Los significados personales corresponden a las précticas realizadas por una

persona en particular para resolver un problema matematico. En una clase, es el

estudiante quien manifestara sus practicas personales en el aprendizaje, ya sea

durante su interaccion con el profesor como al rendir evaluaciones segun las

pautas institucionales.

Para definir adecuadamente cada significado de referencia, es relevante mostrar los

objetos o entidades primarias que intervienen en los sistemas de practicas institucionales de

referencia. Para llevar a cabo este andlisis, en la tabla 1 se muestran las seis entidades

primarias relacionadas al significado institucional de referencia de un objeto matematico, las

cuales pueden intervenir o emerger durante el proceso de instruccion.

Tabla 1

Configuracién de objetos primarios

Objeto matemaético
primario

Descripcién

Lenguaje

Situaciones-problemas

Conceptos-definicion

Proposiciones

Procedimientos

Argumentos

Términos, expresiones, notaciones, graficos en sus diversos
registros

Intra-matematicos o0 extra-matematicos, ejercicios, u otros
para dar introduccion a la actividad matematica

Introducidos por definiciobn o descripcion, dependen de los
conocimientos previos de los estudiantes

Enunciados sobre los conceptos, propiedades u otros
atributos

Algoritmos, operaciones, técnicas de célculo, induccion,
deduccioén, entre otros

Enunciados, justificaciones o demostraciones utilizados para
validar o explicar proposiciones y procedimientos

Fuente: Tomado de Godino et al. (2007, p. 55)

De esta manera, los objetos primarios mostrados anteriormente se articulan entre si y

se organizan como una configuracion epistémica global para describir y analizar los

conocimientos matematicos, en este caso, los significados institucionales de referencia

(Godino et al., 2007).
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2.1.2. Idoneidad didéctica

Esta herramienta se define como el grado o nivel en que cierto proceso de instruccion
posee caracteristicas que lo hacen 6ptimo o adecuado para lograr la adaptacién entre
significados personales aprendidos por los estudiantes y los significados institucionales
deseados o implementados por el profesor (Godino et al., 2020). El andlisis de la idoneidad
didactica de un proceso de instruccion se lleva a cabo mediante la valoracién de cada una de
las seis facetas que componen esta herramienta:

e La idoneidad epistémica permite valorar qué tan representativos son los
significados institucionales que se pretenden implementar en una clase respecto
de los significados de referencia del objeto matematico.

e Laidoneidad cognitiva permite valorar el nivel como se relacionan e instruyen los
significados pretendidos o implementados en los alumnos. Esto se da tanto, antes,
durante y después del proceso mediante, por ejemplo, la toma de evaluaciones,
adaptaciones de curriculo y otras herramientas utilizadas en el aprendizaje.

e Laidoneidad interaccional permite valorar el nivel como se resuelven y promueven
las interacciones entre docentes y alumnos.

¢ La idoneidad mediacional permite valorar el grado de disponibilidad y uso de
recursos, sean materiales o temporales, dentro del proceso de instruccion.

¢ Laidoneidad afectiva permite valorar qué tan implicado se encuentra el estudiante
durante el proceso de instruccion.

e La idoneidad ecoldgica permite valorar qué tanto se adecla el proceso de
instruccién al proyecto educativo institucional, considerando los curriculos, el
entorno social y profesional, entre otros.

Cada una de estas seis idoneidades que conforman la idoneidad general posee
diversos componentes e indicadores que guian la valoracion de cada faceta. En las siguientes
tablas 2 a 7, se presenta una recoleccion y sintesis de las componentes e indicadores de
cada idoneidad tomando y adaptando como referencia los propuestos y desarrollados en
investigaciones pasadas por Godino et al. (2006), Godino (2011), Pino-Fan et al. (2021) y
Veroén et al. (2024).

La tabla 2 muestra las componentes de la idoneidad epistémica, las cuales se
relacionan con los objetos primarios de los significados de referencia descritos en la seccion
anterior. Estas componentes propuestas principalmente en las investigaciones de Godino et
al. (2006) y Godino (2011) son las situaciones-problemas, los lenguajes, las reglas o
elementos regulativos, los argumentos, las relaciones y los errores. Para cada componente
se muestra una sintesis y adaptaciones de los indicadores propuestos por Pino-Fan y Parra-

Urrea (2021) y Veron et al. (2024) para procesos de instruccion de funciones y diferenciales.
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Tabla 2

Componentes e indicadores de la idoneidad epistémica

1 - IDONEIDAD EPISTEMICA

Componentes

Indicadores

Situaciones-
problemas

Se proponen problemas que refuercen los conocimientos previos
al objeto matematico.

Se presenta una muestra representativa de problemas que
ejemplifiqguen todos los significados de referencia del objeto
matematico.

Se proponen problemas intra-matematicos que refuercen el tema.
Se proponen problemas contextualizados.
Se proponen espacios de generacién de problemas.

Lenguajes

Se usan diferentes representaciones del objeto mateméatico
(visual, gréfico, simbdlico, entre otros).

Se usan y promueven diferentes tratamientos y conversiones
entre las distintas representaciones del objeto matemaético.

Se usa un nivel adecuado de lenguaje para dirigirse hacia los
estudiantes.

Se proponen problemas en los diferentes registros utilizados.

Reglas o
elementos
regulativos

Se presentan de una manera clara y correcta las definiciones.

Se presentan los enunciados y procedimientos necesarios para
resolver los problemas.

Argumentos

Las explicaciones, comprobaciones y demostraciones son
adecuadas al nivel superior.

Se proponen situaciones donde los estudiantes deban utilizar
definiciones o procedimientos para justificar sus respuestas.

Relaciones

Los problemas, definiciones y procedimientos se relacionan y
conectan entre si.

Se identifican y articulan los diversos significados del objeto
matematico.

Errores,
ambigiiedades y
creencias

El trabajo con el objeto matemético no se limita al uso de una sola
representacion algebraica.

Se presentan problemas que no tengan solucion.
Se presentan problemas que no son graficables.

Fuente: Adaptado de Pino-Fan y Parra-Urrea (2021) y Verén et al. (2024).
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La tabla 3 muestra las componentes de la idoneidad cognitiva, las cuales permiten
describir y medir el significado como se perciben aquellos significados pretendidos una vez
gue se implementan en los alumnos. Estas componentes propuestas principalmente en las
investigaciones de Godino et al. (2006) y Godino (2011) son los conocimientos previos, las
adaptaciones curriculares a las diferencias individuales, los aprendizajes y la alta demanda
cognitiva. Para cada componente se muestra una sintesis y adaptaciones de los indicadores
propuestos por Pino-Fan y Parra-Urrea (2021) y Verdn et al. (2024) para procesos de
instruccién de funciones y diferenciales.

Tabla 3

Componentes e indicadores de la idoneidad cognitiva

2 — IDONEIDAD COGNITIVA

Componentes Indicadores

e Se comprueba que los alumnos tienen los conocimientos
previos y necesarios para introducir el tema (estudios previos

e Se vinculan los conocimientos previos con el tema.

e Los significados pretendidos se pueden alcanzar.

Adaptaciones
curriculares a las
diferencias individuales

e Se incluyen actividades de ampliacién, refuerzo,
contraejemplos y analogias.

e Se emplean diversos instrumentos de evaluacion que
Aprendizajes muestren la apropiacion de los significados pretendidos del
profesor como personales de los alumnos.

e Se incluyen tareas matematicas donde el estudiante deba
Alta demanda cognitiva identificar qué significado es mas adecuado utilizar para
resolver.

Fuente: Adaptado de Pino-Fan y Parra-Urrea (2021) y Veron et al. (2024).
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La tabla 4 muestra las componentes de la idoneidad interaccional, la cual permite

analizar como se da la interaccién entre el docente y los alumnos durante el proceso de

instruccion. Estas componentes propuestas principalmente por Godino et al. (2006) y Godino

(2011) son la interaccion entre docente-estudiante, las interacciones entre estudiantes,

autonomia y la evaluacion formativa. Para cada componente se muestra una sintesis y

adaptaciones de los indicadores propuestos por Pino-Fan y Parra-Urrea (2021) y Verén et al.

(2024) para procesos de instruccion de funciones y diferenciales.

Tabla 4

Componentes e indicadores de la idoneidad interaccional

3 — IDONEIDAD INTERACCIONAL

Componentes

Indicadores

Interaccién docente-
estudiante

El profesor hace una presentacion clara y organizada del
tema.

Se identifican y resuelven conflictos de significado de los
estudiantes (se interpreta correctamente el silencio,
expresiones faciales, preguntas, respuestas, entre otros).

Se busca llegar a consensos sobre la base del mejor
argumento.

Se usan diversos recursos retéricos para captar atencion.
Se facilita la inclusién de alumnos en la clase.

Interacciones entre
estudiantes

Se promueve el dialogo entre estudiantes.
Se promueve la participacion grupal y se evita la exclusion.

Autonomia

Se contemplan momento donde los estudiantes se vuelven
responsables del estudio (resuelven problemas por su
cuenta, exploran nuevos ejemplos y contraejemplos,
conectan temas y comunican).

Evaluacion formativa

El docente observa sistematicamente el progreso cognitivo
de los estudiantes.

Fuente: Adaptado de Pino-Fan y Parra-Urrea (2021) y Veron et al. (2024).
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Latabla 5 muestra las componentes de la idoneidad mediacional, la cual permite medir
gué tanto se aprovechan y disponen los recursos del aula o institucion durante el proceso de
instruccion. Estas componentes propuestas principalmente por Godino et al. (2006) y Godino
(2011) son los recursos materiales, el numero de alumnos, el horario de clases, las
condiciones del aula y el tiempo disponible para el proceso de instruccién. Para cada
componente se muestra una sintesis y adaptaciones de los indicadores propuestos por Pino-
Fan y Parra-Urrea (2021) y Veron et al. (2024) para procesos de instruccion de funciones y
diferenciales.

Tabla 5

Componentes e indicadores de la idoneidad mediacional

4 — IDONEIDAD MEDIACIONAL

Componentes Indicadores

e Se utilizan diversos recursos manipulativos y tecnol6gicos
gue permitan introducir e interpretar los diferentes
Recursos materiales significados del objeto matematico.

¢ Se emplean visualizaciones de los conceptos matematicos.
e Se realiza un uso controlado de metéforas u analogias.

¢ El nimero y distribucién de alumnos permite llevar a cabo la
ensefanza pretendida por el profesor.

e Elhorario es apropiado y se adecua el proceso de instruccion
segun la hora (horas de dictado muy tempranas o tardia)

NUmero de alumnos,
horario y condiciones

del aula
e El espacio educativo es adecuado para el desarrollo de la
clase.
e Los significados pretendidos se impartieron adecuadamente
en el tiempo disponible.
Tiempo ¢ Se da mas tiempo a los contenidos mas relevantes del tema.
e Se dispone de tiempo para asesorias o0 resolucién de
problemas.

Fuente: Adaptado de Pino-Fan y Parra-Urrea (2021) y Veron et al. (2024).
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La tabla 6 muestra las componentes de la idoneidad afectiva, la cual permite analizar

el compromiso del estudiante durante todo el proceso de instruccién. Estas componentes

propuestas principalmente por Godino et al. (2006) y Godino (2011) son los intereses y

necesidades del alumno, sus actitudes y sus emociones. Para cada componente se muestra

una sintesis y adaptaciones de los indicadores propuestos por Pino-Fan y Parra-Urrea (2021)

y Veron et al. (2024) para procesos de instruccion de funciones y diferenciales.

Tabla 6

Componentes e indicadores de la idoneidad afectiva

5 — IDONEIDAD AFECTIVA

Componentes Indicadores
Se presenta el tema como una herramienta Uutil en la
resolucion de problemas matematicos del &rea econémica o
Intereses y : oy
vida cotidiana.

necesidades

Se proponen problemas o tareas de interés para los
estudiantes.

Se promueve la participacion en actividades, la
perseverancia y responsabilidad.

Actitudes Se promueve y favorece el razonamiento légico, la
argumentacién, analisis y otras destrezas para resolver
problemas.

Se promueve la autoestima, evitando el rechazo al estudio
. del tema.
Emociones

Se resaltan las cualidades de precision y rigurosidad del
tema.

Fuente: Adaptado de Pino-Fan y Parra-Urrea (2021) y Veron et al. (2024).
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La tabla 7 muestra las componentes de la idoneidad ecoldgica, la cual permite analizar
como se adecua el proceso de instruccién al proyecto de carrera propuesta por la institucion.
Estas componentes propuestas principalmente por Godino et al. (2006) y Godino (2011) son
la adaptacion al curriculo, la apertura hacia la innovacion did4ctica, la adaptacién social-
profesional-cultural y las conexiones intra e interdisciplinares. Para cada componente se
muestra una sintesis y adaptaciones de los indicadores propuestos por Pino-Fan y Parra-
Urrea (2021) y Veron et al. (2024) para procesos de instruccién de funciones y diferenciales.
Tabla 7

Componentes e indicadores de la idoneidad ecolégica

6 — IDONEIDAD ECOLOGICA

Componentes Indicadores

Adaptacion al Los significados se implementan y evalGan segun las directrices
curriculo del silabo.

Se promueve el uso de tecnologias o nuevos softwares como
apoyo para la comprension del tema.

e Se promueve la investigacién o reflexion practica del tema.

Apertura hacia la
innovacion didactica

Los significados contribuyen a la formacioén social, profesional y
cultural de los estudiantes. Los significados pretendidos estan
orientados hacia un contexto econémico.

Adaptacion social,
profesional y cultural

Se vincula el objeto matemético con otros objetos que se
dictaron antes o se dictaran posteriormente en el curso o cursos
futuros.

Conexiones intra e
interdisciplinares

Fuente: Adaptado de Pino-Fan y Parra-Urrea (2021) y Veron et al. (2024).

Todas estas componentes e indicadores presentados en esta seccidn se adaptan en
el capitulo 4 de acuerdo con los significados de referencia de la derivada parcial identificados
en problemas de optimizacién de funciones de dos variables de un proceso de instruccién
idéneo para estudiantes de Economia. Asimismo, el analisis de cada componente e indicador
se realizar comparando estos indicadores con las observaciones de clase y otros datos

recogidos para la investigacion.
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2.2. Aspectos metodolégicos

La presente investigacion es considerada de caracter cualitativo-descriptivo debido a
gue se pretende describir, comprender, analizar e interpretar el fenomeno, el cual es
explorado desde la perspectiva y significado del investigador (Hernandez et al., 2014). En
esta investigacion, el fenébmeno de estudio es la valoracion de un proceso de instruccion de
optimizacion de funciones de dos variables para alumnos de Economia de primer afio de
universidad.

El método de investigacion con que se desarrollard en este trabajo serd adaptado a
partir de los procedimientos metodoldgicos de una investigacién cualitativa propuestos por
Hernandez et al. (2014). Estos procedimientos estdn comprendidos en nueve fases, las
cuales se muestran en la figura 1.

Figura 1

Proceso de investigacion cualitativa

Fuente: Tomado de Hernandez et al. (2014, p. 7).
Dada la naturaleza de la presente investigacion, se determinan seis fases a partir de
los procedimientos metodoldgicos anteriores, los cuales se describen en la siguiente figura 2.

Estas fases se desarrollan en cada capitulo de esta investigacion.
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Figura 2
Proceso de investigacion cualitativa de la presente investigacion

Fase 1

Planteamiento del |

problema r‘ ¥
Fase 7 Fase 2
Consideraciones Aspectos tedricos de la
finales investigacion
A Revisién de A
¢ investigaciones ¢
Fase 6 de referencia Fase 3
Identificacion de los
Andlisis de datos significados de
referencia
Fase 5 Fase 4
Adaptacién y

construccion de
indicadores de
idoneidad didactica

Recoleccion de datos |«a—p

Nota. Elaboracion propia
Fase 1: Planteamiento del problema

Para formular el problema de investigacion, se realiza una revision de investigaciones
sobre la ensefianza y aprendizaje de temas del calculo multivariable, las cuales fueron
organizadas en tres grupos: investigaciones encontradas acerca de la ensefianza-
aprendizaje de temas del calculo multivariable y, particularmente, la optimizacién de
funciones de varias variables; dificultades encontradas en la ensefianza-aprendizaje en
temas del célculo multivariable; y conocimientos necesarios que deberia tener un profesor
gue ensefie el tema de optimizacion de funciones. Adicionalmente, se realiza una blsqueda
de informacién que justifique la importancia de esta investigacién considerando la importancia
gue merece la ensefianza de la optimizacién en carreras universitarias como la Ingenieria,
Matematica o Economia; las aplicaciones de la optimizaciéon en el ambito profesional; y la
relevancia de la herramienta “idoneidad didactica” para el profesor de educacion superior.

A partir de esta informacion, se pretende responder a la pregunta de investigaciéon
“¢Qué aspectos se pueden mejorar de un proceso de instruccién sobre optimizacién de
funciones de dos variables para estudiantes de Economia?”. Para ello, se plantean los
objetivos general y especificos que guian el desarrollo de esta investigacion en los capitulos

posteriores.
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Fase 2: Aspectos teoricos de lainvestigacion

En esta fase, se seleccionan los aspectos tedricos necesarios para desarrollar la
investigacion. Se utilizan aspectos del marco teérico Enfoque Ontosemiético, haciendo
énfasis en los conceptos de significados de referencia y la idoneidad didactica. Ademas, se
presentan los indicadores de idoneidad presentes en trabajos relacionados con funciones y
diferenciabilidad (Pino-Fan y Parra-Urrea, 2021; Verén et al.,, 2024), los cuales se
considerardn para la construccién de los indicadores relacionados con el proceso de
instruccién de la optimizacion de funciones de dos variables.

Fase 3: Identificacion de los significados de referencia

En primer lugar, se identifican los significados de referencia de la derivada parcial
involucrados en la optimizacién de funciones de dos variables. Para ello, se realiza la revision
de textos, articulos, investigaciones, publicaciones matematicas, silabos y bibliografia
empleados en este proceso de instruccion.

En segundo lugar, se muestra la conexion de los significados de referencia de la
derivada parcial con la optimizaciéon y su aplicacion a la Economia. Se presentan algunos
ejemplos que evidencian dicha relacion.

Fase 4: Adaptacion y construccion de indicadores de idoneidad didactica

A partir de los indicadores de idoneidad didactica propuestos en la fase 2 y los
significados de referencia propuestos en la fase 3, se adaptan y construyen nuevos
indicadores de idoneidad para cada una de las componentes de las seis diferentes facetas
de idoneidad didactica para un proceso de instruccion idoneo de optimizacion de funciones
reales de dos variables en alumnos de Economia.

Debido a la extension y gran cantidad de indicadores que se consideran, se codifica
cada uno por faceta de idoneidad y componente bajo la siguiente estructura mostrada en la
tabla 8.
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Tabla 8

Codificacion de indicadores de idoneidad por componente y faceta

Faceta de idoneidad
y su codificacién

Codificacién de cada componente de
laidoneidad

Codificacion de
indicadores

Idoneidad epistémica
(IEP)

IEP;, donde i el nimero de la componente
IEP:: Situaciones problema

IEP2: Lenguajes

IEPs: Reglas o elementos regulativos
IEP4: Argumentos

IEPs: Relaciones

IEPs: Errores, ambigliedades y creencias

IEP;;, donde j es el
nimero de indicador
propuesto para cada
componente i.

Idoneidad cognitiva

ICO;, donde i el nUmero de la componente
ICO1: Conocimientos previos
ICO.: Adaptaciones curriculares a las

ICOij, donde j es el
ndmero de indicador

(ICO) diferencias individuales propuesto para cada
ICOs: Aprendizajes componente I.
ICO.: Alta demanda cognitiva
[IN;, donde i el nimero de la componente
Idoneidad lIN1: Interaccion docente-estudiante IINij, docr;dg (Jj_esdel
interaccional [IN2: Interaccion entre estudiantes mr?ﬁ::stoe 'gr;:a(?g
(1IN) lIN3: Autonomia prop pa
- componente i.
[IN4: Evaluacién formativa
IME;, donde i el nUmero de la componente _
Idoneidad IME:: Recursos materiales LME]'J d(glnd'ﬁof' esd el
mediacional IME>: Numero de alumnos, horario y p?opﬁ:aostoe;ar;cjac?;
(IME) condiciones del aula

IMEs: Tiempo

componente i.

Idoneidad afectiva
(IAF)

IAF;, donde i el nimero de la componente
IAF1: Intereses y necesidades

IAF,: Actitudes

IAF3: Emociones

IAFi;, donde j es el
namero de indicador
propuesto para cada
componente i.

Idoneidad ecolégica
(IEC)

IEC;i, donde i el nUmero de la componente
IEC1: Adaptacion al curriculo

IEC,: Apretura hacia la innovacién
didactica

IECs: Adaptacién social, profesional y
cultural

I[EC4: Conexiones intra e
interdisciplinares

IECij, donde j es el
ndimero de indicador
propuesto para cada
componente i.

Nota. Elaboracion propia
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Fase 5: Recoleccién datos

Inicialmente, se describe el contexto de la investigacion, donde se detalla la
informacion relevante a las clases observadas, el profesor seleccionado y los temas de interés
gue se ensefian en estas clases. El curso dictado por el profesor es “Matematicas para
Economia y Finanzas 17, el cual es de caracter obligatorio en la formacién de la carrera
Economia segun la universidad privada donde trabaja el profesor. El tema “Optimizacion de
funciones de dos variables” se dicta como parte de la unidad de “Calculo diferencial de
funciones de varias variables” segun el silabo del curso. Ademas, este tema se dicta como
aplicacion de las derivadas parciales. La cantidad de clases observadas son seis, entre clases
tedricas y practicas durante dos semanas.

Luego, se lleva a cabo la recopilacion de la informacion necesaria acerca del proceso

de instruccion descrito anteriormente para el andlisis de la idoneidad didactica. Se recurre a
la técnica “triangulacion de datos”, la cual consiste en emplear diferentes fuentes y técnicas
de recoleccién de informacion para enfocar la validez, amplitud y profundidad en la
investigacion (Jiménez, 2012; Hernandez et al., 2014). Para ello, se utilizan las siguientes
técnicas de recoleccion de datos:

e Observaciones de clases, las cuales se videograban desde un celular y una tablet
gue enfocd al salén de clases, al profesor y a la pizarra mientras el profesor
desarrollaba el tema. Los indicadores de idoneidad did4ctica sirven como guia de
observacioén de clases, la cual se muestra en el anexo 1.

o Entrevista semiestructurada con el profesor, la cual se realiza para complementar
lo recopilado en las videograbaciones, considerando la preparacion de la clase,
hasta su posterior evaluacion durante las practicas del curso. Para ello, se elabora
un cuestionario con algunas preguntas y temas guia sobre la base de los
indicadores de idoneidad didactica construidos previamente. El formato de este
cuestionario se muestra en el anexo 2.

e Materiales de clase didacticos, los cuales consisten en los materiales utilizados
para la ensefianza de clases como las presentaciones de clase, las hojas de
ejercicios y las evaluaciones tomadas a los alumnos. Esta informacién es
organizada adecuadamente en matrices para su posterior analisis. La
organizaciéon y documentacion de esta informacion se encuentra en el anexo 3.

Fase 6: Analisis datos

Sobre la base de la recoleccion de la informacion de la fase anterior y los indicadores
de idoneidad adaptados en la fase 4, se realiza el analisis del proceso de instruccion por cada
faceta de la idoneidad didactica por medio de la comparacion entre los indicadores idéneos

planteados y lo recolectado en el proceso de instruccién del profesor. En esta comparacion,
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se describe aquello que no se evidencia en el proceso de instruccion y es potencial mejora
para tener un proceso idéneo de instruccion del tema de optimizacién de funciones de dos
variables.
Fase 7: Consideraciones finales

En esta ultima fase, se presentan los resultados sintetizados a partir del andlisis
realizado en la fase anterior y se redactan las conclusiones de la investigacién. Asimismo, se

“

busca responder a la pregunta “;Qué aspectos se pueden mejorar de un proceso de
instrucciébn sobre optimizacion de funciones de dos variables para estudiantes de
Economia?”. Por ultimo, se plantean algunas recomendaciones para futuras investigaciones

en el area del calculo multivariable.
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Capitulo IlI: Identificacidén de los significados de referencia de la
derivada parcial involucrados en la optimizacién de funciones

reales de dos variables

En este capitulo, se tiene como finalidad identificar los significados de referencia de
las derivadas parciales que estan involucrados en la optimizacion de funciones reales de dos
variables. Estos significados se encuentran presentes en investigaciones, silabos y textos
frecuentemente utilizados en cursos de matematicas aplicadas a la economia en primeros
ciclos de carrera. Ademas, se describe la relacién que hay entre los significados de referencia
de la derivada parcial con la optimizacién aplicada a la economia, lo cual permite plantear los
indicadores de idoneidad didactica en el siguiente capitulo.

3.1. Significados de referencia de las derivadas parciales

Los significados de referencia son aquellas acciones u otras manifestaciones de tipo
operativas o discursivas construidas antes de la implementacion del proceso de instruccion.
Estos se pueden encontrar en los textos académicos, los silabos u otras investigaciones
relacionadas con el &rea del objeto matematico que se pretende analizar (Godino et al., 2007).
En esta seccion, se busca identificar aquellos significados de referencia de las derivadas
parciales que se encuentren involucrados en la resolucion de problemas de optimizacién y su
posterior aplicacion a la economia. Para ello, se revisan textos académicos indicados en los
silabos de cursos relacionados con la matematica aplicada a la Economia y que trabajen la
optimizacion de funciones en varias variables, asi como investigaciones realizadas en el area.

Entre los libros frecuentemente utilizados segun la revision de silabos de cursos de
Matematicas Aplicadas a la Economia, el cual es uno de los primeros cursos de las mallas
curriculares descritas de varias universidades segun lo descrito en el primer capitulo de esta
investigacion, figuran los siguientes textos:

e “Calculo en varias variables. Trascendentes tempranas” (Stewart, 2012b)

o “Matematicas para el andlisis econdomico” (Sydsaeter et al., 2012)

e “Métodos Fundamentales de Economia Matematica” (Chiang y Wainwright, 2006)

Asimismo, se tomaron como referencia los trabajos de los significados de la derivada
de funciones reales de variable real encontrados en las investigaciones de Pino-Fan et al.
(2013) y Larios et al. (2021).

3.1.1. Laderivada parcial como expresién algebraica

Al abordarse el estudio de funciones reales de varias variables y la optimizacion en
Economia, uno de los primeros conceptos es la diferenciabilidad de funciones de varias
variables, particularmente aquellas funciones de dos variables. Por ello, uno de los

significados mas recurrentes en los problemas de diferenciabilidad de funciones de varias
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variables es el significado algebraico de la derivada parcial, es decir, considerar a la derivada
para calcular nuevas expresiones algebraicas llamadas derivadas parciales.

Se interpretan las derivadas parciales como expresiones simbolico-algebraicas que
se obtienen aplicando reglas algebraicas o procedimientos de derivacion. En el caso de una
funcion de dos variables f (x, y) se define como una regla que asigna pares (x,y) con valores
reales z = f(x,y) segun se muestra en la figura 3.

Figura 3

Definicion de una funcion de dos variables

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 878)
Las derivadas parciales son aquellas que se obtienen derivando una funcion de dos

variables respecto de una variable, pero manteniendo constante a la otra variable. Por
: : . . a

ejemplo, la derivada parcial de la funcion f respecto de x se expresa como é, para lo cual la

variable y se mantiene constante.

Por ejemplo, sea f(x,y) = x? + y, entonces g—i = 2x. De la misma manera, la derivada

parcial de f respecto de y se calcula como g—f] =1.
Para calcular las derivadas parciales, se toman como conocimientos previos las reglas

de derivacion del calculo de una variable. La tabla 9 muestra los procedimientos y notaciones

simbdlicas utilizadas para calcular las derivadas parciales de funciones de dos variables de

la forma z = f(x,y).

Tabla 9

Lenguajes y procedimientos para determinar las primeras derivadas parciales de una

funcién de dos variables

Primera derivada Notaciones mas utilizadas Procedimiento para determinar la

parcial en los libros de texto derivada parcial de f
Primera derivada fe(oy) = fe = fa Conservar a y constante y derivar
parcial de f of 0 0z
= f(x,y)=— f(x,y) con respecto a x.
respecto de x ax  ox’ Y T 5y
Primera derivada xy)=f, =/ .
: Conservar a x constante y derivar
parcial de f af ad 0z F£(x,) con respecto a
respecto de y @:@f(x’y) ~ 9y 24 P Y

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 903)
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Si las funciones obtenidas a partir de las derivadas parciales f, o f, se derivan una

vez mas, entonces se obtienen las segundas derivadas parciales, o de segundo orden. El

procedimiento para derivar otra vez las funciones f, o f,, es el mismo: mantener una variable

constante. El lenguaje comunmente utilizado en libros de texto se muestra en la tabla 10.
Tabla 10

Lenguaje para expresar las segundas derivadas parciales de una funcién de dos variables

Segunda derivada parcial Notaciones mas utilizadas en los textos

Segunda derivada parcial de f; 3 6f 0%f 0%z
respecto de x (fx)x - fxx f11 ax axz W

Segunda derivada parcial de f, )y = for = f (af) ’z
respecto de y Wy = Iy =12 = 50\ 5y ayax ayax

Segunda derivada parcial de f, (f ) o=t _<g) B 9%f 927
respecto de x v T Iy T 121 = 5:\5y) T 9xay ~ oxay

Segunda derivada parcial de f, ( ) _ i(ﬁ) ~ zf a_2z
respecto de y Iy == dy \oy/

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 906)

Las funciones de dos variables y sus derivadas parciales se calculan a partir de la
expresion dada por una funcién en su representacion algebraica como se observa en la figura
4, donde se determinan las primeras derivadas parciales de cierta funcién, y en la figura 5,
donde se determinan las segundas derivadas parciales de cierta funciébn. Ambas figuras
corresponden a ejemplos tomados del libro de Stewart (2012, p. 903 y p. 906).

Figura 4

Ejemplo del calculo de la primera derivada parcial de una funcién de dos variables

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 903)

Asimismo, en el siguiente ejemplo, se determinan las segundas derivadas parciales
de la misma funcién en su representacion algebraica.

45



Figura 5
Ejemplo del calculo de las segundas derivadas parciales de una funcion de dos variables

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 906)

Debido a que las derivadas parciales de una funcién son también expresiones
algebraicas, estas se pueden representar graficamente en tres dimensiones y compararse
respecto de las graficas de su funcién original como se ven la figura 6 en un ejemplo del libro
de Stewart (2012b).

Figura 6
Gréficas de derivadas parciales de una funcion de dos variables

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 907)
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Como se indica en este ejemplo, se puede observar que las funciones obtenidas de
las derivadas parciales de segundo orden f,, Y f,, Se representan con la misma grafica. Esto
se debe a que en ciertas funciones se cumple un teorema para las derivadas parciales
combinadas f,, Y fyx, €l cual indica que ambas expresiones obtenidas son idénticas siempre
y cuando sean continuas en su dominio. Este teorema es conocido como el Teorema de
Clairaut, el cual se enuncia en la figura 7.

Figura 7

Teorema de Clairaut para derivadas parciales combinadas de segundo orden

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 907)

A partir del calculo de las derivadas parciales como un significado algebraico, en la
tabla 11, se muestran los objetos primarios que conforman la configuracion epistémica de
este significado. Ademas, se muestran los tipos de objetos primarios identificados en cada
uno.

Tabla 11

Objetos primarios asociados al significado algebraico de la derivada parcial

Objeto : .
J€t0 Tipo de objeto L
matematico : . Descripcion
. ) identificado
primario
Se usa alguna notacién para diferenciar la derivada
parcial de una funcion f(x,y) respecto de alguna de
., sus variables. Por ejemplo:
Notacion af .
e f,O >, para expresar la derivada respecto de x
a :
_ e fy0 o para expresar la derivada respecto de y
Lenguaje oy
Se puede representar la derivada parcial mediante
una expresion que se obtiene al derivar una funcion
Representacion de dos variables (representacion algebraica) o con la
gréafica de la funcién obtenida en la derivada parcial
(representacion gréafica en tres dimensiones).
. : Se emplean ejemplos o ejercicios de derivacion intra-
Situaciones- Intra- ‘o ; -
" matematicos para aplicar las reglas/procedimientos
problemas matematicos

de derivacion.
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Objeto

Tipo de objeto

matematico : s Descripcion
. ) identificado P
primario
Se utiliza el concepto de funcion de dos variables
f(x,y) como una funcién cuyo dominio es una region
Funcién D c R?, para lo cual la funcién es una regla donde se
asigna por cada punto o par ordenado (x,y) € D un
Gnico numero real como resultado en f(x,y).
Al trabajar con una funcién real de dos variables
Conceptos- - dependientes, se describe el conjunto dominio como
Dominio 5 L
definicién Dom(f) c R%, donde Dom(f) es una region D de
pares ordenados (x,y).
Es el conjunto de valores que se obtienen como
Rango respuesta en f al evaluar cada par (x, y) del dominio.
De esta forma, Ran(f) = {f(x,y) | (x,y) € D}.
Derivada Es aquella expresion que se obtiene al derivar una
parcial funcién respecto de una de sus variables
Teorema de Las derivadas combinadas de segundo orden f,, y
Proposiciones Clairaut fyx SON expresiones idénticas si son continuas en su
dominio.
Para determinar las derivadas parciales respecto de
o Reglas de una variable de f(x, se le aplican las reglas de
Procedimientos gias d L varie fx,9), P gia
derivacion derivacion de funciones en una variable

manteniendo constante a la otra variable.

Argumentos

Procedimientos

La derivada parcial es una expresion que se obtiene
al derivar una funcién respecto de una de sus
variables, manteniendo constante la otra. Para ello,
se utilizan los procedimientos/reglas de derivacion
del calculo de una variable. Por ejemplo, la
derivacibn de operaciones de funciones vy
composicion de funciones (regla de la cadena).

Nota. Elaboracién propia
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3.1.2. Las derivadas parciales para hallar ecuaciones de planos tangentes a la grafica
de unafuncion de dos variables
De las funciones reales de variable real, se conoce que la derivada se puede
interpretar para determinar la pendiente de la recta tangente para cualquier punto de la gréfica
de una funcién real de variable real f(x). De manera analoga, en el calculo de varias
variables, particularmente con dos variables, la derivada en cualquier punto de una funcion
z = f(x,y) permite obtener graficamente un plano tangente a cierto punto particular (xy, yo)
de la funcion como se observa en la figura 8, asi como también permite determinar la ecuacion
del plano tangente a dicho punto.
Figura 8

Representacion grafica del plano tangente a un punto de una funcion de dos variables

Plano tangente

<

Fuente: Tomado de Sydsaeter (2012, p. 434)

Para calcular la ecuacion del plano tangente en un punto de una funciéon de dos
variables, las derivadas parciales de la funciéon z = f(x, y) deben ser continuas y la ecuaciéon
del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en un punto dado (x,, y,, Z,) Sera la siguiente:

P: z—z5 = [f(x0,¥0)](x — x0) + [fy(xO'yO)](y = o)

En la figura 9, se muestra un ejemplo tomado de Sydsaeter (2012) donde se calcula
la ecuacion del plano tangente a una funcion real de dos variables.
Figura 9

Ejemplo del calculo del plano tangente a la superficie de una funcién de dos variables

Fuente: Tomado de Sydsaeter (2012, p. 435)
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A partir del calculo de las primeras derivadas parciales, se puede determinar la

ecuacion del plano tangente a cualquier punto de la funcién, por lo que graficamente se puede

dibujar dicho plano tangente como se mostré en el ejemplo anterior. En la tabla 12, se

muestran los objetos primarios que conforman la configuracion epistémica de este significado.

Ademas, se muestran los tipos de objetos primarios identificados en cada uno.

Tabla 12

Objetos primarios asociados al significado plano tangente

Obje’fo. Tipo de objeto o
matematico : s Descripcion
. : identificado
primario
Lenguajes Simbdlico Punto (x,, vo, Z), €cuacion de plano tangente
problemas matematicos n p que p
variables.
Derivadas
parciales de Sea la funcion f(x,y) se deben conocer f, Yy f,.
primer orden
Conceptos- B _ _
definicién Dada una funcién z = f(x,y) y sus derivadas parciales

Ecuacion del
plano tangente

fx ¥ fy, la ecuacion del plano tangente a un punto
(x0, Yo, 29) correspondiente a la funcion se determina:
P: z— 2z = [fr (%0, Y0)](x — x0) + [fy(xO'yO)](y = Yo)

Punto de tangencia entre el plano tangente y el punto

Proposiciones Tangencia e
que corresponda a la funcion
Se deben determinar las derivadas parciales f; y f, ¥
- : punto de paso (xq, Yo, Zo) de la funcién z = f(x,y). Se
Procedimientos Algebraicos reemplaza en la ecuacién del plano tangente.
P: z— 2o = [fx(x0,y0)]1(x — x¢) + [fy(xo')’o)](y — o)
ArGUMENtos Uso de una Usar la ecuacion del plano tangente en un punto dado:
g expresion P: z =z = [f(x0,Y0)](x — x0) + [fy(xO'yO)](y = ¥o)

Nota. Elaboracion propia
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3.1.3. Laderivada parcial como tasa de variacién

Con el concepto de diferencial de una funcion de dos variables f se puede determinar,
de manera aproximada, el cambio del valor de z = f(x,y) a partir de los cambios o
incrementos de los valores de sus variables x e y. De esta manera, se define el diferencial dz
el cual se calcula aproximadamente como dz = [f,(x,y)]dx + [fy(x, y)]dy. Si estos cambios
son pequenos, entonces el incremento en z, denotado por Az, se puede aproximar como dz.
De esta manera, Az se puede interpretar como la tasa de variacion segun las variaciones de
sus variables x e y. Esta estimacion se puede observar en un ejemplo tomado del libro de
Stewart (2012b) en la figura 10.
Figura 10

Ejemplo de aproximacion del incremento de la variable z a partir de sus variables

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p.920-921)

A partir del célculo de las derivadas parciales de primer orden, se puede estimar el
cambio del valor de una funcién de dos variables a partir de los cambios de sus variables x, y.
En la tabla 13, se muestran objetos primarios que conforman la configuracion epistémica de
este significado. Ademas, se muestran los tipos de objetos primeros identificados en cada

uno.

51



Tabla 13

Objetos primarios asociados al significado de tasa de variacién

Objeto
matematico Indicador Descripcién
primario
Se usa la notacion Az como aproximacion de dz a
Lenguaje Notacién partir de las derivadas parciales y los diferenciales
dx, dy.
Se emplean ejemplos o ejercicios de derivacion para
. : ejemplificar el incremento Az, en problemas donde
Situaciones- Intra- ) 2
o z = f(x,y). Esta estimacion se puede hacer en
problemas matematicos L )
problemas de optimizacion con el valor 4 al variar el
recurso c.
Derivadas
parciales de Sea la funcion f(x,y) se deben conocer f, Yy f,.
Conceptos- primer orden
definicion
Incremento en z  Se calcula Az = dz ~ [f(x,y)]dx + [f, (x,)]dy.
. . ., El incremento en z se aproxima mediante el calculo
Proposiciones Aproximacion

de dz.

Procedimientos

Derivacioén

parcial de primer

Se deben determinar las derivadas parciales f; y f,,
asi como los valores de variacion dz,dx,dy para

orden hacer la aproximacion Az.
Usar la expresion que aproxima el cambio en z a
Uso de una : : .
Argumentos ! partir de los cambios en x, y:
expresion

Az = dz =~ [f,(x, y)]dx + [f,(x,y)]dy

Nota. Elaboracién propia
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3.1.4. La derivada parcial para hallar valores maximos y minimos de una funcion de
dos variables

Asi como en el célculo de una variable se pueden determinar los valores maximos y
minimos de cierta funcion f(x) mediante ciertos procedimientos que implican el uso de las
primeras y segundas derivadas de f, en el calculo de varias variables, particularmente en dos
variables, se pueden determinar los valores maximos y minimos de cierta funcion f(x,y)
mediante ciertos procedimientos que implican el uso de las derivadas parciales de primer y
segundo orden.

En el libro “Calculo en varias variables. Trascendentes tempranas” (Stewart, 2012b),
se propone una definicion simbdlica para los valores maximos y minimos de funciones de dos
variables, la cual se muestra en la figura 11.

Figura 11

Definicion de valores maximos y minimos de funciones de dos variables

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 946)

Asimismo, esta definicion es complementada posteriormente por el autor
diferenciando los tipos de valores maximos y minimos: locales o absolutos. De esta manera,
se indica que, si estos valores (a, b) cumplen con que f(a,b) = f(x,y) o f(a,b) < f(x,y) para
todo (x,y) del dominio de la funcion f, entonces los valores maximos y minimos son
absolutos. Graficamente, estos valores méaximos y minimos f(a,b) representan puntos
particulares (a, b, f(a, b)) de la grafica de la funcion f.

Para ello, se revisa la interpretacion grafica de los maximos y minimo en funciones
reales de variable real, los cuales representan graficamente el punto mas alto, o de mayor
ordenada, o el punto mas bajo, o de menor ordenada donde la recta tangente tiene pendiente
igual a cero (Balcaza et al., 2017). En la figura 12, se muestra esta interpretacion grafica de
los méximos y minimos de cierta funcion f(x) en el plano cartesiano XY. Al trazar las rectas
tangentes a dichos puntos, se nota que las rectas son horizontales, es decir, tienen una

pendiente igual a cero.

53



Figura 12

Puntos de mayor o menor ordenada de una funcion real de variable real

Fuente: Tomado de Stewart (2012a, p. 274)

De manera analoga, en el caso de funciones de dos variables como f(x,y), este
concepto es abordado por Stewart (2012b) como el punto de una colina o valle de la gréafica
de una funcién real de dos variables reales, es decir, los puntos mas altos o bajos segun el
eje z. Para ello, deberia conocerse la gréafica de la funcion en tres dimensiones y, por simple
observacion, se ubican estos puntos como se muestran en la figura 13.

Figura 13

Identificaciébn de maximos y minimos en su representacion grafica

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 946)

De esta manera, el calculo de valores maximos o minimos corresponde a la
identificacion de puntos de colina, mas altos, y puntos de valle, mas bajos, de la gréafica de
una funcion f de dos variables graficada en tres dimensiones. Asimismo, por dichos puntos
pasan planos tangentes que son paralelos al plano XY.

Como se indica en la primera seccion de este trabajo de investigacion, los
procedimientos para determinar valores maximos y minimos, utilizados en problemas de
optimizacion, presentan cierta similitud tanto para funciones de una variable como para
funciones de dos variables (Mkhatshwa, 2019; 2021).

Balcaza (2018) propone como procedimientos generales para hallar maximos y
minimos de funciones de una variable a las condiciones que deben cumplir la primera y
segunda derivadas de la funcion. De esta manera, para optimizar cierta funcion f de una
variable se debe realizar lo siguiente:

1) Determinar la primera derivada f' de la funcién f

54



2) Resolver la condicion de la primera derivada: se buscan los valores o puntos
criticos tales que f'(c) = 0. Estos valores determinan el comportamiento de los
signos que toma f' para los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

3) Determinar la segunda derivada f'’ de la funcion f.

4) Resolver la condicién de la segunda derivada: se determina f'' para evaluar el
signo que toma f" en cada valor critico x = ¢ hallado en la condicién de la primera
derivada para determinar finalmente si x = ¢ es un maximo o minimo de f.

De manera similar como se buscan los maximos y minimos en funciones de una
variable, el procedimiento para hallar maximos y minimos de funciones de dos variables
también cuenta con dos condiciones, las cuales en algunos textos son llamadas como
condiciones necesarias para hallar maximos y minimos.

Primera condicién: Debido a que existe un plano tangente en el punto donde se
alcanza el valor maximo o minimo de una funcién de dos variables, este plano tangente debe
ser horizontal. Ademas, se enuncia que el vector gradiente en dicho punto da cero (Stewart,
2012b). El vector gradiente Vf(x,y) de una funcion de dos variables f esta formado por un
vector cuyas componentes son las derivadas parciales de f, las cuales se denotan como f,
y fy-

Esta primera condicion se resume como Vf(x,y) = (fy.f,) = (0,0). La figura 14
muestra esta condicién, la cual se conoce como el criterio de las derivadas parciales de primer
orden.

Figura 14

Condicion de las derivadas parciales de primer orden

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 946)

Asimismo, esta condicion de la primera derivada es abordada en diferentes textos
como se puede notar en la figura 15.
Figura 15

Condicion de las derivadas parciales de primer orden

Fuente: Tomado de Sydsaeter et al. (2016, p. 690)

55



Tanto Stewart como Sydsaeter abordan el concepto de punto critico o estacionario
como aquellos puntos que satisfacen la primera condicién necesaria. De esta manera, el
punto critico o estacionario se define como aquel punto que se obtendra a partir del calculo y
resolucion de las ecuaciones de igualar cada derivada parcial f; y f, de la funcién con cero.
Sin embargo, también se afirma que, en el calculo de varias variables, el punto critico no
garantiza la existencia de valores maximos o minimos, porgue incluso puede no existir alguno
de ellos. Para ello, es necesaria una condicion adicional que complemente la primera
condicion.

Segunda condicion: De manera similar a como se trabaja la condicion de la segunda
derivada en problemas donde se buscan valores maximos o minimos de funciones de una
variable, también se trabaja la condicién de las derivadas parciales de segundo orden
frxr fxys fyxo fyy P@ra funciones de dos variables. En esta condicion, se define que los puntos
criticos (a, b) hallados de la primera condicién deben ser evaluados en cierta expresion, cuyo
resultado determinard si dicho punto critico corresponde a un valor maximo o minimo de la
funcién. Las consideraciones de la segunda condicién se detallan en la figura 16 a partir del
calculo de la expresion D(a, b).

Figura 16

Condicion de las derivadas parciales de segundo orden

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 947)
Esta misma definicibn es abordada por Sydsaeter et al. (2008) bajo las mismas

condiciones del valor D(x*) para un punto critico x* como se observa en la figura 17.
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Figura 17

Condicion de las derivadas parciales de segundo orden

THEOREM 3.2.1 (LOCAL SECOND-ORDER CONDITIONS)

Suppose that f(x) = f(x1,..., X,) is defined on a set S in R" and that x* is an
interior stationary point. Assume also that f is C2 in an open ball around x*. Let
Dy (x) be defined by (4). Then:

(@ Dy(x*)>0,k=1,...,n = x"isalocal minimum point.
(b) (=1)*Dp(x*) >0, k=1,....n = x*is alocal maximum point.
(¢) Dn(x*) # 0 and neither (a) nor (b) is satisfied = x* is a saddle point.

Fuente: Tomado de Sydsaeter et al. (2008, p. 111)

La expresion D es abordada por Sydseeter como la determinante la matriz Hessiana
conformada por las derivadas parciales de segundo orden de la funcién. Ademas, el célculo
de la expresién D es analogo al determinante de la matriz Hessiana. El autor generaliza esta

expresion para mas de dos variables como se nota en la figura 18.
Figura 18

Determinante D de la matriz Hessiana

In order to generalize these results to functions of n variables, we need to consider the n
leading principal minors of the Hessian matrix f”(x) = ( f,’j’ )iz
n®  flh® o X

M® . )

Di(x) = ) k=1,...,n 4)

n®  fo® L fr®

Fuente: Tomado de Sydsaeter et al. (2008, p. 111)

De esta manera, el procedimiento para encontrar maximos y minimos de cierta funcién
real de dos variables reales es el siguiente:

1) Determinar las derivadas parciales de primer orden f, y f, de la funcion f (x,y)

2) Resolver la primera condicién necesaria de la primera derivada: se hallan los
puntos criticos igualando el vector gradiente Vf (x,y) = (fx, f,) con cero. Los pares
(x,y) hallados seran los puntos criticos o0 estacionarios de la funcion.

3) Determinar las derivadas parciales de segundo orden f.., fxy, fyx, f, de la funcion
fGp).

4) Construir la matriz Hessiana H(x, y) con las derivadas parciales de segundo orden
y determinar la expresion determinante D(x,y) = |H(x, y)|.

5) Resolver la segunda condicién necesaria de la segunda derivada: se evalla cada

punto critico en la expresion determinante D(x,y) y, segun las reglas de esta
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condicion, se determina si el punto critico corresponde a un maximo, minimo o
punto silla.

Asimismo, en la figura 19, se muestra un ejemplo que ilustra el procedimiento anterior
gue se debe seguir para determinar los valores maximos o minimos de una funcién de dos
variables.

Figura 19

Ejemplo de calculo de maximos y minimos de una funcién de dos variables

Fuente: Tomado de Stewart (2012b, p. 947 y 948)

El ejemplo anterior sigue el procedimiento del célculo de maximos y minimos de una
funcibn de dos variables que no esta sujeta a restricciones. Un problema que indica
Unicamente hallar los valores maximos de una funcion de dos variables tiene la siguiente
estructura:

max f (x, y)

donde “max” hace referencia a maximizar, es decir, hallar valores maximos. Mientras
gue un problema que indica Unicamente hallar los valores minimos de una funcién de dos
variables tiene la siguiente estructura.

min f (x, y)
donde “min” hace referencia a minimizar, es decir, hallar valores minimos.
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Es comaun, en los textos de calculo y analisis matemético para economia utilizados en
primeros ciclos de las carreras, que se ensefie un procedimiento adicional cuando la funcion
de dos variables esta sujeta a una restriccion de igualdad. Para ello, se definen las
restricciones de igualdad para una funcion f de dos variables de la forma f (x, y).

Restricciones de igualdad: Una restriccion de igualdad es una expresion de dos
variables g(x,y) cuyo valor esté igualado a una constante c. De esta forma, la restriccion de
igualdad tiene la forma g(x,y) = c. Un problema funciones de dos variables sujeta a alguna
restriccion de igualdad tiene la siguiente estructura en el caso de hallar los valores maximos
de la funcién, es decir, maximizar:

max f(x,y) sujetaa g(x,y)=c

En el caso de tratarse de un problema de minimizacién, es decir, hallar los valores
minimos de la funcion sujeta a una restriccion de igualdad, tiene la siguiente estructura:

min f(x,y) sujetaa g(x,y)=c

En este tipo de problemas donde la funcion de dos variables esti sujeta a una
restriccion de igualdad se utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange, el cual
introduce nueva constante llamada multiplicador de Lagrange y denotada por 1. Este método,
el cual se muestra en la figura 20, sigue el siguiente procedimiento.

Figura 20

Método del multiplicador de Lagrange

Fuente: Tomado de Sydsaeter (2012, p. 555)
Este procedimiento se resume en los siguientes pasos:
1) Escribir la funcion Lagrangiana L(x,y) = f(x,y) — A(g(x,y) —¢)

2) Hallar las derivadas parciales de primer orden £, y £, de la funcion Lagrangiana
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3) Resolver el sistema de ecuaciones igualando cada derivada parcial de £ con cero

y considerando la restriccion de igualdad como una ecuacién adicional:

Lx(x:}’) =0
Ly(x;y') =0
g(x,y) =0

4) Se determinan los valores x,y,A que solucionan el sistema de ecuaciones. Se
evaluan los valores (x, y) en la funcion f y se determina cuéles de ellos maximizan
0 minimizan la funcion.

Se observa que el tercer paso es similar al propuesto por la “primera condicién
necesaria” del calculo de maximos y minimos sin restricciones. En la figura 21, se muestra
un ejemplo del calculo del maximo de una funcion de dos variables sujeta a una restriccion
de igualdad que sigue el procedimiento descrito.

Figura 21
Ejemplos de célculo de maximos de una funcién de dos variables sujeta a una restriccion de

igualdad

Fuente: Tomado de Sydsaeter (2012, p. 554)

A partir del célculo de las derivadas parciales de primer y segundo orden, se pueden
determinar los valores maximos o minimos de una funcién de dos variables. En la tabla 14,
se muestran objetos primarios que conforman la configuracion epistémica de este significado.

Ademas, se muestran los tipos de objetos primeros identificados en cada uno.
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Tabla 14

Objetos primarios asociados al significado del célculo la derivada parcial para optimizar

funciones
Objeto . :
J€10 Tipo de objeto .,
matematico : o Descripcion
. ) identificado
primario
Algebraico Se determinan las derivadas parciales de primer y
9 segundo orden de la funcion de dos variables
Lenguajes Determinar el maximo o minimo (local o global) implica
Gréfico calcular el punto mas alto o bajo de la grafica (colina o
valle) de cierta funcion.
, , Se emplean ejemplos para determinar valores maximos
Situaciones- Intra- C : S . .
o 0 minimos de cierta funcion de dos variables con o sin
problemas matematicos . .
restricciones de igualdad.
MAximo Es el valor maximo que toma la funcion z = f(x,y) en su
dominio (global) o en cierta region R (local).
Minimo Es el valor minimo que toma la funcion z = f(x,y) en su
dominio (global) o en cierta region R (local).
Es un punto que no maximiza ni minimiza la funcién en
Punto silla su dominio. Graficamente es visto como “una silla” y se
puede notar que existe parte de la gréafica por encima y
or debajo de este punto.
Conceptos- P J P
definicion

Matriz Hessiana

Es la matriz conformada por las derivadas parciales de
segundo orden.

Restriccion de
igualdad

Es aquella ecuacién que contiene una expresion de dos
variables x,y igualada a una constante c¢. Son de la
forma g(x,y) =c¢

Multiplicador de
Lagrange

Es una constante (1) que se relaciona con la restriccion
de igualdad mediante la funcién lagrangiana:

L(x,y) = f(x,y) —Ag(x,y) — ¢)
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Objeto Tipo de objeto

Descripcion

matematico : o
. ) identificado
primario
Condiciones
Proposiciones necesarias para
optimizar

Para problemas donde la funcibn no esté sujeta a
restricciones, se sigue un procedimiento que enuncia
dos condiciones necesarias para calcular maximos y
minimos de la funcion de dos variables:

Condicion 1:

Se obtienen los puntos criticos (a, b) a partirde f, =0y
fy =0.

Condicién 2:

Se comprueba si el punto critico hallado corresponde a
un valor maximo o minimo de la funcion si se cumple que
el determinante D de la matriz Hessiana toma alguno de
los siguientes valores:

e SiD > 0A f,x(a,b) > 0, entonces f(a, b) €s un minimo
local.

eSi D >0Af(ab)<0, entonces f(a,b) es un
maximo local.

e Si D <0, entonces f(a, b) €s un maximo ni minimo.

En caso la funcion esté sujeta a restricciones de
igualdad, se deben resolver las ecuaciones obtenidas a
partir de la condicion 1 aplicada a la funcién lagrangiana
L(x,y) y la ecuacion de la restriccion de igualdad de la
forma g(x,y) = c.

Procedimientos Algebraicos

e Sila funcién que se busca optimizar no esta sujeta a
restricciones, se utilizan las dos condiciones
necesarias para encontrar sus valores 6ptimos a
partir de sus derivadas parciales de primer y segundo
orden.

e Si la funcibn que se busca optimizar esta sujeta a
alguna restriccién de igualdad, se utiliza el método de
los multiplicadores de Lagrange.

Argumentos Condiciones

Se emplean las condiciones suficientes para encontrar
el maximo o minimo de una funcion. O, en caso de
tratarse del célculo de méximos o minimos con
restriccion de igualdad, se emplea el procedimiento de
los multiplicadores de Lagrange.

Nota. Elaboracion propia
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3.2. Laaplicacion de las derivadas parciales en la Economia

Los significados de referencia identificados en la seccion anterior se adaptan a
contextos econémicos de diversas formas y contribuyen en la resolucion de problemas de
optimizacion de funciones de dos variables. En esta seccion se describen aquellas
conexiones que tienen las derivadas parciales con la Economia. De esta manera, es relevante
considerar problemas extra-matematicos que modelicen situaciones econémicas para un
proceso de instruccion que esté enfocado a estudiantes de la carrera Economia.
3.2.1. Las funciones marginales en la Economia

En una situacién extra-matematica de aplicacion econdmica, el analisis marginal es
un concepto relacionado con la tasa de variacion de una funcién. Como se identificé en la
seccion anterior, la tasa de variacién es uno de los significados de referencia de la derivada
parcial, por lo que hablar de “marginalidad” es una aplicacion de la derivada parcial. Es
frecuente encontrar el concepto de la marginalidad de las funciones relacionado con la
derivada de la funcibn que modela una situacion econémica. En Sydsaeter (2012) se
proponen algunos ejemplos de marginalidad de funciones de una variable que modelan
situaciones econémicas, los cuales se muestran en la tabla 15.
Tabla 15

Funciones de una variable que modelan situaciones econémicas y su andlisis marginal

- Situacién econémica . :
Funcion Funcién marginal
modelada

Costo de produccion de x

C(x): unidades C'(x): Costo marginal
R(x): Ingreso por ventas x unidades R'(x): Ingreso marginal
) Beneficio de produccién y venta . - .
(x): de x unidades 7' (x): beneficio marginal
C=f{) Consumo por ingreso f'(Y): Propension marginal al consumo
Y =f(T) Produccion segun trabajo f'(T): Productividad marginal del trabajo

Fuente: Adaptado de Sydsaeter (2012, p. 96)
Por ejemplo, utilizando la definiciéon de limites para calcular la derivada de la funcién
costo de produccion C(x), se obtiene lo siguiente:
Clx+h)—C(x)
h
Dicho calculo representa el costo marginal. Con ello, el andlisis marginal del costo

C'(x) = ’lli_r%

busca determinar el cambio en el costo al incrementar en un valor aleatorio de x (su variable).
Generalmente, el incremento de la variable suele realizar para la unidad, es decir, h = 1y asi

obtener la siguiente aproximacion:
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C'x)=~C(x+1)—C(x)

Su interpretacion seria el “costo adicional de producir una unidad mas de x”
(Sydsaeter, 2012, p. 96). El andlisis marginal de esta funcién seria otra manera de medir la
tasa de variacion de una funcién real de una variable.

De manera similar, en el calculo de varias variables, se pueden modelar las funciones
indicadas en la tabla anterior con méas variables y, asimismo, se pueden determinar las tasas
marginales de la funcién respecto de alguna de sus variables. Por ejemplo, una funcién
recurrentemente utilizada para modelar la produccién segun el capital (K) y trabajo (L) es la
funcion Cobb-Douglas, la cual es una funcibn de dos variables que tiene la forma
F(x,y) = Ax%y? con 4, a, b constantes reales y definida para x > 0 e y > 0. En la figura 22,
se muestra el uso de las derivadas parciales como parte del analisis marginal.

Figura 22

Ejemplo del célculo de productividad marginal de una funcién de dos variables

Fuente: Tomado de Sydsaeter (2012, p. 440)

En el ejemplo anterior, las derivadas parciales representan las productividades
marginales de la funcion de productividad segun las variables K y L. La solucion del ejemplo
se muestra en la figura 23.

Figura 23
Ejemplo de interpretacion de signos de la productividad marginal

Fuente: Tomado de Sydsaeter (2012, p. 441)

En este ejemplo, los términos obtenidos en las derivadas parciales permitiran
determinar el cambio del valor de la funciéon F(K, L) al aumentar sus variables K, L. Ante un
cambio arbitrario, no necesariamente pequefio, en la variable, la funcién derivada parcial

obtenida resulta positiva 0 negativa por el analisis de los términos en F, F;. Por ejemplo, si
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se aumenta el trabajo L, la produccion F(K, L) se reduce debido a que F, resulta negativo, es
decir, disminuiria.
3.2.2. Problemas de optimizacidon

La optimizacion de funciones es un problema donde se modelizan situaciones reales
segun los factores o variables, donde se busca determinar el mayor o menor valor que una
funcion alcanza. Entre los primeros problemas que suelen introducirse en la optimizacion, se
encuentra la optimizacion sin restricciones y, posteriormente, se trabaja la optimizacion con
restricciones (Tenorio y Martin, 2015). En problemas de optimizacion, se debe identificar
adecuadamente lo siguiente:
1) La funcion objetivo f, la cual es aquella funcion cuyo valor se busca optimizar, es
decir, maximizar o minimizar en caso no se indique. Para esta investigacion, la
funcion objetivo depende de dos variables y es de la forma f(x, y).
2) Restricciones del problema en caso sea necesario. Es comdn que los primeros
tipos de problemas sean con restricciones de igualdad, aunque posteriormente en
cursos de matematica mas avanzada se ven métodos cuando las restricciones son
desigualdades. Para esta investigacion, las restricciones se plantearan como
expresiones de dos variables de la forma g(x, y) igualadas a un valor constante c.
Los casos mas frecuentes de optimizacion de funciones objetivo son la maximizacion
de beneficios, minimizacion de costes, asi como optimizacion de otras funciones que
dependan de capital, trabajo, produccion, ingresos, costos, entre otros.

Para problemas donde se optimice sin restricciones, sean de maximizacién o
minimizacion, tienen la siguiente estructura:

opt f(x,y)

Mientras que los problemas de optimizacion (maximizar o minimizar) de una funcién

objetivo sujeta a restricciones de igualdad tiene la siguiente forma:
opt f(x,y) sujetoa g(x,y)=c
Los procedimientos seguidos en cada caso son los indicados en la seccién anterior
para el significado de “la derivada parcial para hallar maximos y minimos de una funcién de
dos variables”. En resumen:

e Si el problema de optimizacion tiene una funcién objetivo que no esta sujeta a
restricciones, se resuelven las dos condiciones necesarias de las derivadas de
primer y segundo orden.

e Si el problema de optimizacion tiene una funcién objetivo que esta sujeta a
restricciones de igualdad, se utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange
planteando la funcién lagrangiana £ y hallando el multiplicador de Lagrange A por

medio de la primera condicién necesaria de la derivada de primer orden.
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Por un lado, a modo de ejemplo de optimizacion sin restricciones, en la figura 24, se
muestra un ejemplo de minimizacién de la funcién objetivo “Costo”, el cual estd modelado por
variables que representan los numeros de unidades que producen las factorias de una
empresa sujeta a la condicion de que la suma de las tres cantidades de produccion sea 2000
unidades. En este ejemplo, se optimiza sin plantear una restriccion y planteando la funcion
Costo como una funcién de dos variables.

Figura 24

Ejemplo de aplicacién de optimizacién de funcién de dos variables

Fuente: Tomado de Sydsaeter (2012, p. 508)

En este ejemplo, se observa que, al aplicar la primera condicion de optimizacién se
obtiene Unicamente un punto estacionario o critico, cuyo valor representado en la funcién de
costo total da 17 920 unidades monetarias para 500, 30 y 1470 unidades de produccion.
Posteriormente, se comprueba que este Unico valor resulta un minimo para la funcién de
costo total tomando en cuenta la segunda condicion necesaria de la optimizacion.

Por otro lado, en los problemas de optimizacion con restricciones de igualdad de la
forma g(x,y) = c, la constante ¢ de la restriccion es interpretada como la cantidad de cierto
recurso disponible, mientras que el multiplicador de Lagrange A es interpretado como una
forma para estimar la variacion del valor 6ptimo de la funcién al variar el recurso ¢ en la

restriccion. Esta interpretaciéon de A es conocida como el precio _sombra del recurso.

Ademas, esta estimacion se relaciona con el significado de la derivada parcial como tasa de
variacion. Esta variacion se restima con la siguiente formula:
f*(c+dc) = f*(c) + A.dc
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donde f*(c) representa el valor optimo inicial de la funcion cuando hay c de recurso,
mientras que f*(c + dc) representa el nuevo valor 6ptimo estimado de la funciéon cuando el
recurso ¢ aumenta cambia en dc.

Por ejemplo, en la figura 25, se muestra la modelacién de la funciéon objetivo a
optimizar y la restriccién a la cual esta sujeta en sus variables capital (K) y trabajo (L). En este
ejercicio, se utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange para encontrar el valor
Optimo que minimiza la funcién.

Figura 25
Ejemplo de interpretacion econémica del multiplicador de Lagrange

Fuente: Tomado de Sydsaeter (2012, p.555)

Adicionalmente, se hace la prueba de aumentar el valor de la restriccién en 1 unidad
y se observa el valor 6ptimo de la funciébn aumenta en 20, el cual coincide con el multiplicador
(1) de Lagrange. Esto se puede verificar con la aproximacion planteada anteriormente:

f*(c+dc) = f*(c)+ A.dc
Para un cambio dc = 1, es decir, incrementar en 1 unidad el recurso:
fr(30+1) = f(30) + (20)(1)
f*(30+1) =500+ 20
f*(30+1) ~ 520

Anteriormente, el valor Optimo de la funcion F(K,L) =L+ 20L era 500. Al
incrementarse en 1 unidad la condicion del recurso, es decir, de 30 unidades pasar a 31
unidades, entonces el nuevo valor 6ptimo de F(K, L) se estima como 520 unidades.

De esta manera, en Economia, el multiplicador de Lagrange es definido como la tasa
de cambio del valor 6ptimo de la funcién que se optimiza cuando la condicién de restriccion

cambia.
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A modo de resumen, la figura 26 muestra un problema adaptado de un libro de texto,
a partir del cual se mostraran posteriormente las relaciones entre los diversos significados de
referencia de las derivadas parciales aplicadas a la optimizacion.
Figura 26
Ejemplo de modelizacion y optimizacion de funciones reales de dos variables en un

contexto econdmico

Fuente: Adaptado de Sydsaeter (2012, p. 558).

Asimismo, la figura 27 muestra la resolucién al problema propuesto donde se
determina la funcion de beneficios m a partir de las variables x, y.
Figura 27

Solucion al ejemplo de modelacion y optimizacion de funciones reales de dos variables en
un contexto econémico

Nota: Elaboracion propia
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En el inciso b), se resuelve el problema sin restriccion alguna, mientras que el inciso
c) se resuelve el problema sujeto a la restriccion x + y = 11. En ambos casos, se siguen los
procedimientos propuestos para el significado de referencia de la derivada parcial para hallar
maximos y minimos de una funcion de dos variables.

La figura 28 muestra las relaciones entre los usos que se le da a la derivada parcial y
su relacion con la optimizacion de funciones reales de dos variables. Se observa que hay dos
significados que estan presenten en gran parte de sus resoluciones. Uno de ellos es el de la
“‘derivada parcial para hallar maximos y minimos de una funcion de dos variables”.
Transversal a ambos problemas, también esta presente el calculo de “las derivadas parciales
como expresiones algebraicas” a partir de una funciéon de dos variables, puesto que cada
procedimiento seguido en ambos casos de optimizacion requiere determinar las expresiones
frr fys Fcxer ey fyor fy» SEQUN COrresponda.

Figura 28

Relaciones entre los significados de la derivada parcial en un problema de optimizacion

Nota. Elaboracién propia

Aunque no es comun evidenciar los significados de “la derivada parcial para
determinar planos tangentes” y “la derivada parcial como plano tangente” debido a que la
finalidad de un problema de optimizacién es hallar un valor maximo o minimo, ambos usos
de la derivada parcial permiten un mayor analisis del problema a partir de la interpretacion

gue le dé cada uno.
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Por ejemplo, el significado de la “derivada parcial para determinar un plano tangente”
permite reforzar o vincular el concepto de plano tangente como un caso particular en la
optimizacion de funciones sin restricciones, es decir, cuando el plano tangente es paralelo al
plano XY se podra encontrar un punto que optimice la funcién. Mientras tanto, el significado
de la “derivada parcial como tasa de variacion” puede ser util para realizar interpretaciones o
andlisis méas profundos de los resultados del problema de optimizacién al estimar como serian
los cambios en el valor de la funcién cuando los valores x,y cambien. Para ello, se analizan
los signos de las funciones marginales f, f,, de la funcion objetivo f. Cabe resaltar que la
interpretacion del precio sombra del recurso (1) puede estar relacionado con el analisis
marginal de la funcién segun el valor de la restriccién, es decir, al aumentar la condicién de
la restriccidn, se podria estimar el cambio en el valor 6ptimo de la funcién.

En sintesis, para un curso de matematicas que forme parte del plan de la especialidad
de economia donde se aborde el tema “optimizacion de funciones reales de dos variables”,
no es suficiente resolver problemas intra-matematicos, sino también aquellos problemas
extra-matematicos que requieran una modelizacién de funciones en contextos econémicos.
Ademas, es muy importante trabajar los significados de referencia de “la derivada parcial para
hallar maximos y minimos” y el significado de “la derivada parcial como expresion algebraica”,
puesto que, como se puede observar en el ejemplo anterior, son principalmente utilizados en
el procedimiento de optimizacién. Asimismo, los significados de “la derivada parcial para
determinar planos tangentes” y “la derivada parcial como tasa de variacion” son Utiles para
reforzar las interpretaciones de la optimizacion de funciones, asi como para profundizar en el
andlisis de la variacién del valor de una funcion a partir de la variacion en valores pequefios

o grandes de sus variables.
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Capitulo IV: Indicadores de idoneidad didactica de un proceso de
instruccion idéneo de optimizacidon de funciones de dos variables

para estudiantes de economia

En este capitulo, se adaptan y construyen los indicadores de idoneidad didactica para
un proceso de instruccion idoneo de la optimizacion de funciones de dos variables para
estudiantes de economia. Para ello, se toman como referencia los trabajos de Pino-Fan y
Parra-Urrea (2021) y Verdn et al. (2024), los cuales proponen indicadores de idoneidad para
procesos de instruccion de funciones reales de una variable y derivadas de funciones reales
de una variable. Asimismo, se enfatiza el uso de los significados de referencia de “la derivada
parcial como expresion algebraica” y “la derivada parcial para hallar méximos y minimos”
identificados en la seccién anterior, mientras que se toman en cuenta los otros significados
identificados para la derivada parcial para determinar planos tangentes y la derivada parcial
como tasa de variacion.

Se emplea la codificacion de cada indicador segun la componente de cada faceta de
la idoneidad didactica indicada en el segundo capitulo de esta investigacion.

4.1. Indicadores de idoneidad epistémica

Segun lo descrito en el capitulo 2, la idoneidad epistémica permite valorar “qué tan
representativos son los significados institucionales que se pretenden implementar en una
clase respecto de los significados de referencia del objeto matematico”. La tabla 16 muestra
la codificacion de cada indicador de esta faceta de la idoneidad didactica.

Tabla 16
Codificacion de indicadores de idoneidad por componente de la idoneidad epistémica

Faceta de idoneidad Codificacion de cada componente de la Codificaciéon de
y su codificacién idoneidad epistémica indicadores

IEP;, donde i el nimero de la componente
IEP:: Situaciones problema

_ o IEP,: Lenguajes IEP;;, donde j es el

Idoneidad epistémica : namero de indicador
IEP3: Reglas o elementos regulativos

(IEP) . propuesto para cada

IEPs: Relaciones
IEPs: Errores, ambigliedades y creencias

Nota. Elaboracion propia
La tabla 17 muestra la adaptacién de los indicadores por componentes de esta faceta,
los cuales fueron tomados a partir de las investigaciones de referencia mencionadas y los

significados de referencia propuestos en la seccién anterior y su relacién con la economia.
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Tabla 17

Componentes e indicadores para el andlisis de la idoneidad epistémica

1 —Indicadores de idoneidad epistémica (IEP)

Componentes

Indicadores

Situaciones
problema

(IEP2)

(IE11) Se presentan problemas que refuerzan el uso de las derivadas parciales como expresiones algebraicas.
Por ejemplo, determinar las derivadas parciales de primer y segundo orden para funciones de dos variables
mediante el calculo de expresiones de derivadas parciales fy, fy, fx fxys fyxr fyy-

(IEP12) Se presentan problemas donde se use el significado de la derivada parcial como tasa de variacion (la
aproximacion del incremento Az de la funcion f segun sus variables, precio sombra de la restriccion o funcion
marginal), asi como el significado de la derivada parcial para determinar un plano tangente (ecuacion del plano
tangente P en un punto (xg, yo))-

(IEP13) Se presentan problemas que ejemplifiquen y refuercen el manejo e interpretacion de representaciones
algebraicas y graficas de funciones de dos variables, sus derivadas parciales y el plano tangente. Por ejemplo:

o Se pide graficar la funcion f(x,y) = x? + y?, determinar sus derivadas parciales de primer y segundo orden
respecto de sus variables x,y. Se pide graficar o visualizar sus graficas y el plano tangente en cierto punto.

(IEP1.4) Se presentan problemas intra-matematicos que aborden el significado de referencia de “la derivada parcial
para para hallar maximos y minimos” sin restricciones de la forma max f (x, y) o min f(x, y). Por ejemplo:

o Determine los valores maximos y minimos de la funcion f(x,y) = x* + y* — 4xy + 1.

(IEP1s) Se presentan problemas intra-matematicos que aborden el significado de referencia de “la derivada parcial
para hallar maximos y minimos”, pero que no tengan maximos ni minimos. Por ejemplo:

o Se pide optimizar y determinar si la siguiente funcién tiene valores maximos o minimos f(x,y) = x? — y2. En
este ejemplo, se obtiene que el punto (0, 0) es un punto silla.

(IEP16) Se presentan problemas intra-matematicos que aborden el significado de referencia de “la derivada parcial
para hallar maximos y minimos” con restricciones de igualdad mediante el método de los multiplicadores de
Lagrange de algunas de las siguientes formas:

max f(x,y) sujetoag(x,y) =c
min f(x,y) sujetoag(x,y) =c
Por ejemplo: Determine los valores maximos y minimos de la funcion f(x,y) = x? + 2y? sujeto a x> + y? = 1.
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Componentes

Indicadores

Situaciones
problema

(IEP2)

(IEP17) Se presentan problemas extra-mateméaticos que aborden el significado de referencia de “la derivada
parcial para hallar maximos y minimos” aplicados a contextos econémicos donde se requiera optimizar funciones
que modelen situaciones econdmicas de dos variables como ingreso, costo o produccion, sin restricciones de
igualdad. Por ejemplo:

2 3
o Minimice la funcién C(x,y) = %— 10x +$ — 9y + 300, la cual modela el costo de produccién de cierta

empresa donde x,y corresponden a los nimeros de unidades de produccién de dos de sus sedes mas
importantes.

(IEP15) Se presentan problemas extra-matematicos que aborden el significado de referencia de “la derivada
parcial para hallar maximos y minimos” aplicados a contextos econémicos donde se requiera optimizar funciones
que modelen situaciones econdémicas de dos variables como ingreso, costo o produccion, sujetas a restricciones

de igualdad. Por ejemplo:
xZ

3
0 Minimice la funcién C(x,y) = Too " 10x +$ —9y + 300, la cual modela el costo de produccion de cierta

empresa donde x,y corresponden a los numeros de unidades de produccion de dos de sus sedes mas
importantes si la produccién total debe ser igual a 1000 unidades.

(IEP1g) Se proponen espacios para la generacion de problemas tanto intra como extra-matematicos de los

significados de las derivadas parciales de funciones de dos variables y, particularmente, de problemas de

optimizacién. Por ejemplo:

0 Busque o modele un problema de optimizacién de una funcién cuyas variables se relacionen con conceptos
econdémicos como el ingreso o el costo.

Lenguajes
(IEP>)

(IEP2.1) Se utilizan diferentes representaciones para ejemplificar y explicar en qué consiste la optimizacion de
funciones de dos variables: algebraica (expresion f(x,y)) y gréfica en tres dimensiones (encontrar el punto mas
alto o bajo de la gréfica).

(IEP22) Se utiliza un lenguaje apropiado para dirigirse a los significados de referencia de “derivada parcial para
hallar maximos y minimos” (uso adecuado de las notaciones de derivadas parciales, multiplicador de Lagrange y
funciones especiales como la funcion lagrangiana).

(IEP23) Se utiliza un lenguaje apropiado para explicar y dirigirse a los términos econémicos presentes en
problemas que modelen situaciones economicas: ingreso, costo, capital, trabajo, beneficio, produccion,
marginalidad, precio sombra, optimizacion.
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Componentes

Indicadores

Reglas o elementos
regulativos
(Definiciones,
proposiciones,
procedimientos)

(IEP3.1) Se presentan las definiciones y propiedades del significado de “derivada parcial para hallar maximos y
minimos”. Entre sus definiciones, se presentan los conceptos de optimizacion, maximos, minimos, punto silla,
funcién objetivo, restriccion de igualdad, multiplicador de Lagrange, condiciones necesarias de optimizacion,
funcién lagrangiana, método del multiplicador de Lagrange para optimizacién.

(IEPs2) Se presentan los procedimientos para optimizar funciones de dos variables sin y con restricciones.

o0 En el caso de que no existan restricciones, se presenta el procedimiento: determinar los puntos criticos con
las derivadas parciales de primer orden; luego, evaluar los valores maximos y minimos a partir del
determinante de la matriz Hessiana.

(IEP:) _ o -

o0 En el caso de que existan restricciones, se presenta el método del multiplicador de Lagrange, donde se
construye la funcién lagrangiana y se calculan las derivadas parciales de primer orden para, posteriormente
evaluar los resultados en la funcion y resolver el problema.

e (IEP41) Las explicaciones son adecuadas para el nivel académico superior de estudiantes de economia. Se
Argumentos mantiene una formalidad algebraica de las operaciones y expresiones utilizadas como férmulas o métodos.
(IEP4) o (IEP42) Se proponen situaciones donde el estudiante tiene que utilizar las definiciones y procedimientos de la
optimizacioén de funciones de dos variables para justificar sus respuestas.
Relaciones (IEPs.1) Las definiciones, procedimientos y problemas (intra o extra-matematicos) se relacionan entre si.
(IEPs) e (IEPs2) Se identifican y articulan el significado de la derivada parcial para hallar maximos y minimos con el

significado algebraico de la derivada parcial.
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Componentes

Indicadores

Errores, °

ambigiiedades y
creencias

(IEPg)

(IEP¢.1) Se evita que el trabajo con la optimizacion de funciones reales de dos variables se limite Unicamente al
uso de procedimientos algebraicos al presentarse procedimientos de tipo algebraico, sino también se promueve
la interpretacion grafica de la optimizacion.

(IEPs¢.) El trabajo con la optimizacion de funciones de dos variables no se limita Gnicamente a un contexto intra-
matematico, sino también extra-matemético relacionado con funciones que modelizan situaciones econémicas.

(IEP¢.3) Se presentan problemas cuyas funciones de dos variables pueden resultar ambiguas al parecer resultan
complicadas de graficar a lapiz y papel o incluso no parecerian graficables mediante el uso de un software, por
lo que se hace necesario utilizar los métodos algebraicos para su resolucién. Por ejemplo:

0 “Se pide graficar f(x,y) = x?> —y3 — 2xy y evaluar si posee maximos y minimos. En caso no se pueda
graficar, determinar algebraicamente si se puede optimizar la funcion”. En este ejemplo, la funcién no es facil
de dibujarla o puede resultar complicada mediante las trazas de XY, YZ o XZ y curvas de nivel. Aunque se
recurra a programas tecnoldgicos para mostrar la gréfica, esta no seria util para identificar sus valores
maximos y minimos a no ser que se modifique la escala. Por lo que los métodos algebraicos de optimizacion
serian Utiles para demostrar que si se puede optimizar.

Nota. Elaboracién propia
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4.2. Indicadores de idoneidad cognitiva

Segun lo descrito en el capitulo 2, la idoneidad cognitiva permite valorar el nivel como
se relacionan e instruyen los significados pretendidos o implementados en los alumnos. Esto
se da tanto, antes, durante y después del proceso mediante, por ejemplo, la toma de
evaluaciones, adaptaciones de curriculo y otras herramientas utilizadas en el aprendizaje. La
tabla 18 muestra la codificacion de cada indicador de esta faceta de la idoneidad didactica.
Tabla 18

Coadificacion de indicadores de idoneidad por componente de la idoneidad cognitiva

Faceta de idoneidad Codificacién de cada componente de Codificacién de

y su codificacion laidoneidad cognitiva indicadores
ICO;, donde i el nUmero de la
componente
. g ICO;: Conocimientos previos ICOij, donde j es el
Idoneidad cognitiva nimero de indicador

ICO.: Adaptaciones curriculares a las
diferencias individuales

ICOas: Aprendizajes
ICO4: Alta demanda cognitiva

propuesto para cada
componente i.

(ICO)

Nota. Elaboracién propia

La tabla 19 muestra la adaptacién de los indicadores por componentes de la idoneidad
cognitiva, los cuales fueron tomados a partir de las investigaciones de referencia
mencionadas Yy los significados de referencia propuestos en la seccién anterior y su relacion

con la economia.
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Tabla 19

Componentes e indicadores para el andlisis de la idoneidad cognitiva

2 —Indicadores de idoneidad cognitiva (ICO)

Componentes

Indicadores

Conocimientos
previos

(IC0O1)

(ICO1.1) Se comprueba que los alumnos tienen los conocimientos previos y necesarios para introducir el tema de
optimizacioén de funciones de dos variables: reglas de derivacion en una variable, optimizacion de funciones reales
de una variable, representacion algebraica y grafica de una funcion de dos variables, célculo de derivadas
parciales, funciones que modelan situaciones econdémicas (tales como ingreso, costo, beneficio, produccion), tasa
de cambio de una funcion de dos variables, marginalidad de funciones y plano tangente.

(ICO12) Se vinculan los conocimientos previos (matrices, las reglas de derivacion de funciones de una variable,
el procedimiento para optimizar funciones de una variable, representaciones algebraico-graficas de funciones
reales de dos variables) con la optimizacion de funciones de dos variables.

Adaptaciones
curriculares a las
diferencias
individuales

(ICOy)

(ICO21) Se incluyen actividades de ampliacion y analogias. Por ejemplo, se presentan similitudes entre los
procedimientos de optimizacion de funciones de una y dos variables.

(IC0O2.) Se incluyen actividades de refuerzo para las clases teéricas donde se implique trabajar con el calculo de
derivadas parciales como ejemplos de optimizacién de funciones de dos variables.

Aprendizajes
(ICOs)

(ICO3.1) Se emplean instrumentos de evaluacién gue verifiquen la apropiacion de los significados pretendidos por
el profesor como parte de los significados personales de los estudiantes.
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Componentes

Indicadores

Alta demanda
cognitiva
(ICOu)

(ICO4.1) Se incluyen problemas matematicos donde no se dé la funcidén explicitamente y el alumno deba interpretar
el enunciado y modelar una funcién de dos variables en determinada situacion econémica para, posteriormente,
optimizarla. Por ejemplo:

0 Se establecen reglas para determinar la funcién ingreso en diferentes sedes de una empresa. En una sede,
el precio de x unidades es igual a (2x — 1) soles. En otra sede, el precio de y unidades es igual a (1.5y + 2)
soles. Determine el ingreso total por ambas sedes.

(ICOa42) Se incluyen problemas matematicos donde no se dé explicitamente la restriccion de optimizacién y el
alumno deba interpretar el enunciado y modelar la restriccion de una funcién de dos variables en determinada
situacién econdémica para, posteriormente, optimizarla. Por ejemplo,

o Enunafuncién de costos de produccion que depende de las cantidades producidas x4, x, se indica que estas
dos cantidades deben sumar entre si 12 000 unidades de produccion. (De esta forma, se modela la restriccién
x; +x, =12 000.)

(ICQO43) Se incluyen problemas donde no se indique explicitamente el objetivo de maximizar o minimizar una

funcion, por lo que el alumno se ve obligado a comprobar el tipo de problema de optimizacion (si se busca

maximizar o minimizar una funcion de dos variables). Por ejemplo:

o Se pide optimizar la funcién f(x,y) = x* + 3xy? + 2x2y. (En este caso, en el enunciado no se indica si se
busca maximizar o minimizar, por lo que el estudiante debera determinarlo mediante los procedimientos
algebraicos con el resultado de los puntos criticos de la matriz hessiana.)

Nota. Elaboracién propia
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4.3. Indicadores de idoneidad interaccional

Segun lo descrito en el capitulo 2, la idoneidad interaccional permite valorar el nivel
como se resuelven y promueven las interacciones entre docentes y alumnos. La tabla 20
muestra la codificacion de cada indicador de esta faceta de la idoneidad didactica.
Tabla 20

Cadificacion de indicadores de idoneidad por componente de la idoneidad interaccional

Faceta de idoneidad Codificacién de cada componente de Codificacién de
y su codificacion laidoneidad interaccional indicadores

[IN;, donde i el nimero de la componente
Idoneidad lIN1: Interaccion docente-estudiante [INij, donde j es el

. . ., . numero de indicador
interaccional [IN2: Interaccion entre estudiantes
propuesto para cada

[IN4: Evaluacion formativa

Nota. Elaboracion propia

Latabla 21 muestra la adaptacién de los indicadores por componentes de la idoneidad
interaccional, los cuales fueron tomados a partir de las investigaciones de referencia
mencionadas y los significados de referencia propuestos en la seccién anterior y su relacion

con la economia.
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Tabla 21

Componentes e indicadores para el andlisis de la idoneidad interaccional

3 —Indicadores de idoneidad interaccional (IIN)

Componentes

Indicadores

Interacciéon docente-
estudiante

(IINy)

(IIN11) El profesor hace una presentacion clara y organizada del tema: buena organizacién en la pizarra, y dicta
con calma y lento.

(IIN12) El profesor enfatiza sobre los conceptos y aplicaciones de la optimizacion de funciones reales de dos
variables en situaciones econémicas.

(IIN1.3) El profesor anticipa conceptos erroneos, preguntas y respuestas de los alumnos que puedan surgir durante
la explicacién y predice como resolverlos. Para ello, propone ejemplos adicionales que permitan despejar las
dudas.

(IIN14) EI profesor comprende e interpreta la participacion de los alumnos: silencio, expresiones faciales,
preguntas, tomar notas de clase, distracciones u otros.

(IIN1s) Se usan diversos recursos retéricos para captar atencion. Por ejemplo, se usan analogias para explicar
los conceptos de optimizacién, maximizacion, minimizacion y restricciones.

(IIN1.6) Se facilita la inclusién de los alumnos en la clase mediante la participacién o incentivacion al didlogo entre
diversos alumnos.

Interacciones entre
estudiantes

(IIN2)

(IIN21) Se promueve el dialogo y comunicacion entre estudiantes para las dindmicas de clase, como parte de la
discusion de algun concepto o resolucién de algun problema.

(IIN2.2) Se promueve la participacion grupal y se evita la exclusiéon al dar algin espacio para resolver problemas.

Autonomia
(1IN3)

(IINs1) Se observan momentos donde los estudiantes resuelven problemas por su cuenta, exploran/proponen
nuevos ejemplos y contraejemplos, y conectan el concepto de optimizacion con los temas 0 cursos previos.

(IINs2) El profesor promueve el estudio y practica de las separatas de ejercicios por cuenta propia del alumno
fuera del horario de clases.

Evaluacion formativa
(1N4)

(IIN4.1) El docente observa y supervisa sistematicamente el progreso cognitivo de los estudiantes a través de las
actividades de clase, tareas, atenciéon de consultas y control de evaluaciones.

Nota. Elaboracion propia
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4.4, Indicadores de idoneidad mediacional

Segun lo descrito en el capitulo 2, la idoneidad mediacional permite valorar el grado

de disponibilidad y uso de recursos, sean materiales o temporales, dentro del proceso de

instruccion. La tabla 22 muestra la codificacién de cada indicador de esta faceta de la
idoneidad didactica.
Tabla 22
Coadificacion de indicadores de idoneidad por componente de la idoneidad mediacional
Faceta de idoneidad Codificacién de cada componente de Codificacién de
y su codificacion laidoneidad mediacional indicadores
IME;, donde i el numero de Ila
componente - i
|doneidad IMEF') Recursos materiales IME”, dondt_a i e
mediacional 1. - ' numero de indicador
(IME) IME2: NUmero de alumnos, horario y propuesto para cada
condiciones del aula componente |.
IMEs: Tiempo

Nota. Elaboracion propia

La tabla 23 muestra la adaptacién de los indicadores por componentes de la idoneidad

mediacional, los cuales fueron tomados a partir de las investigaciones de referencia

mencionadas y los significados de referencia propuestos en la seccién anterior y su relacion

con la economia.
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Tabla 23

Componentes e indicadores para el andlisis de la idoneidad mediacional

4 — Indicadores de idoneidad mediacional (IME)

Componentes

Indicadores

Recursos materiales
(IME1)

(IME11) Se utilizan diversos recursos manipulativos y tecnolégicos que permitan introducir e interpretar el
significado de “derivada parcial para hallar maximos y minimos de funciones de dos variables” (entre ellas, sus
definiciones, representaciones y sus procedimientos). Por ejemplo, se pueden utilizar representaciones graficas
de libros de texto (en una presentacion de diapositivas) o graficadoras gratuitas en linea como GeoGebra y
WolframAlpha.

(IME12) El profesor o estudiante emplean distintas visualizaciones de la optimizacion de funciones de dos
variables. Por ejemplo, se utiliza un recurso en linea que permita graficar una funcioén y, asi, se logra observar
que el valor que maximiza o minimiza la funcién corresponde al punto mas alto o bajo de la gréfica de la funcion.

NUmero de alumnos,

(IME2.1) El nimero y distribucion de alumnos permite llevar a cabo la ensefianza pretendida por el profesor.

horario : . , , e .
condiciones d)él aula ® (IMEz2) Elhorario es apropiado y se adecua el proceso de instruccion segun la hora.
(IME2) ¢ (IME-23) El espacio educativo es adecuado para el desarrollo de la clase.
e (IMEs:) Los significados pretendidos de la derivada parcial y sus relaciones con la economia se desarrollaron

TiemDo adecuadamente durante el tiempo disponible de la clase.

i

(IMEp) e (IMEs2) EIl tiempo empleado para las sesiones practicas es el adecuado para reforzar los problemas de

3

optimizacioén de funciones de variables.
(IMEs3) Se dispone de tiempo para asesorias o resolucion de problemas.

Nota. Elaboracion propia

82



4.5, Indicadores de idoneidad afectiva

Segun lo descrito en el capitulo 2, la idoneidad afectiva permite valorar qué tan

implicado se encuentra el estudiante durante el proceso de instruccion. La tabla 24 muestra

la codificacién de cada indicador de esta faceta de la idoneidad did4ctica.
Tabla 24
Coadificacion de indicadores de idoneidad por componente de la idoneidad afectiva

Faceta de idoneidad Codificacién de cada componente de Codificacién de

y su codificacion laidoneidad afectiva indicadores
IAFi, donde i el ndmero de la _
componente IAFi;, donde j es el

IAF:: Intereses y necesidades numero de indicador
propuesto para cada

IAF2: Actitudes componente i.
IAF3: Emociones

Idoneidad afectiva
(IAF)

Nota. Elaboracion propia

Latabla 25 muestra la adaptacién de los indicadores por componentes de la idoneidad

afectiva, los cuales fueron tomados a partir de las investigaciones de referencia mencionadas

y los significados de referencia propuestos en la seccién anterior y su relacion con

economia.

la
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Tabla 25

Componentes e indicadores para el analisis de la idoneidad afectiva

5 —Indicadores de idoneidad afectiva (IAF)

Componentes Indicadores
o (IAF11) Se presenta el tema de optimizacion de funciones de dos variables como una herramienta util en la
Intereses resolucion de problemas matematicos en el area econdmica para la toma de decisiones, relacionando los
. y términos econdmicos vistos en clase (ingresos, costos, beneficios, produccién, capital, trabajo, marginalidad,
necesidades entre otros)
IAF ' o . . .

(IAF) o (IAF12) Se proponen problemas o tareas de modelizacion relacionados con los conceptos econdmicos vistos
previamente para los estudiantes.

o (IAF21) Se promueve la participacion en actividades de clase (discusiones, trabajos académicos, asesorias,
Actitudes evaluaciones u otros), asi como la perseverancia y responsabilidad.

(IAF2) o (IAF22) Se promueve y favorece el razonamiento l6gico, la argumentacién, analisis y otras destrezas para resolver
problemas, de manera que se evite que el alumno no se mecanice al resolver un problema de optimizacion sin
analizar lo que resuelve.

Emociones o (IAFs1) Se promueve y refuerza el compromiso del estudiante con el curso, evitando el rechazo al estudio del

(IAF3) tema de optimizacion de funciones de dos variables.

Nota. Elaboracion propia
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4.6. Indicadores de idoneidad ecolégica

Segun lo descrito en el capitulo 2, la idoneidad ecolégica permite valorar qué tanto se
adecla el proceso de instruccion al proyecto educativo institucional, considerando los
curriculos, el entorno social y profesional, entre otros. La tabla 26 muestra la codificacion de
cada indicador de esta faceta de la idoneidad didactica.
Tabla 26
Coadificacion de indicadores de idoneidad por componente de la idoneidad ecolégica

Faceta de idoneidad Codificaciéon de cada componente de la Codificacién de
y su codificacion idoneidad ecolbgica indicadores

IECi, donde i el nUmero de la componente

IEC1: Adaptacion al curriculo

IEC,: Apretura hacia la innovacién y oo
numero de indicador

didactica
., . ) propuesto para cada
IECs: Adaptacion social, profesional vy componente i.

cultural
IEC.4: Conexiones intra e interdisciplinares

IECi;, donde j es el
Idoneidad ecoldgica

(IEC)

Nota. Elaboracion propia

Latabla 27 muestra la adaptacién de los indicadores por componentes de la idoneidad
ecolégica, los cuales fueron tomados a partir de las investigaciones de referencia
mencionadas y los significados de referencia propuestos en la seccién anterior y su relacion

con la economia.
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Tabla 27

Componentes e indicadores para el andlisis de la idoneidad ecoldgica

6 — Indicadores de idoneidad ecoldgica (IEC)

Componentes

Indicadores

Adaptacion al
curriculo

(IECy)

(IEC1.1) Los significados de las derivadas parciales y aquellos conceptos relacionados con la optimizacion se
implementan y evalian segun las directrices de la institucion. Por ejemplo, tomando como referencia el silabo del
curso “Matematica para Gestion y Economia” se verifica que se desarrollan los temas y aspectos propuestos de
las derivadas parciales, asi como su aplicacién a la carrera Economia.

Apertura hacia la
innovacion didactica
(IECy)

(IEC21) Se promueve el uso de tecnologias 0 nuevos softwares como apoyo para la comprension de la
optimizacion de funciones de dos variables.

(IEC22) Se promueve la investigacion o reflexion practica del tema en contexto matematico, econémico u otras
areas.

Adaptacién social,
profesional y cultural

(IEC5)

(IECs.1) Los significados de las derivadas parciales y el concepto de optimizacion contribuyen a la formacion
profesional de los estudiantes. Los significados pretendidos estan orientados hacia un contexto econémico.

Conexiones intra e
interdisciplinares

(IECa)

(IEC4.1) Se vincula la optimizacién de funciones reales de dos variables con otros objetos que se dictaron antes
o se dictaran posteriormente en el curso, asi como en cursos futuros relacionados con la carrera Economia

Nota. Elaboracién propia
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En el Anexo 1, se muestra la guia de observacion de clase, la cual consiste en las
tablas de los indicadores de idoneidad didactica que se usaron para la observacién y andlisis
del proceso de instruccion.

A modo de sintesis, los indicadores propuestos en las tablas anteriores para cada
faceta de la idoneidad didactica describen el proceso de instruccion idéneo segun los
significados de referencia identificados para la derivada parcial y su aplicacion en la
economia. Estos indicadores permiten hacer una comparacion entre el proceso idéneo y lo
observado en el proceso implementado por el profesor. Por medio de este andlisis, se
determina aquello que el profesor logra desarrollar y cumplir, asi como aquello que se puede

mejorar para futuras clases donde el tema se dicte a alumnos de la carrera de Economia.
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Capitulo V: Recoleccién de datos del proceso de instrucciéon de
optimizacion de funciones de dos variables con alumnos de

Economia

En este capitulo, se describe el proceso de instruccion considerando lo siguiente:
datos generales relacionados con el aula de clases y el profesor; planificacion de la clase;
proceso de instruccion implementado; evaluacién y resultados; e informacién complementaria
al desarrollo de las sesiones. En cada caso, se indica la documentacion recolectada, la cual
se encuentra clasificada en el Anexo 3.

5.1. Datos generales del proceso de instruccién

El proceso de instruccion observado corresponde a una serie de sesiones teorico-
practicas del curso “Matematicas para Economia y Gestion 27, el cual se imparte de forma
presencial en una universidad privada. Este curso se dicta en cinco horarios diferentes a
cargo de diferentes profesores y esta dirigido a estudiantes de las carreras de Administracion,
Gestién y Economia. Para la carrera de Economia, el curso “Matematicas para Economia y
Gestiodn 2” se ubica como requisito en el segundo semestre de estudios superiores. La tabla
28 muestra la relacién que hay entre este curso y otros dentro de la malla curricular de
Economia durante los dos primeros afos.

Tabla 28

Cursos del area de matematica relacionados con “Matematica para Economia y Gestion 2”

Semestre Curso del semestre Curso requisito

Matematica para

1 . . -
Economia y Gestion 1
Matematica para Matematica para
2 . L . 9
Economia y Gestion 2 Economia y Gestion 1
L . . Matematica para
Introduccién a la Microeconomia . o
Economia y Gestion 2
., . Matematica para
3 Introduccion a la Macroeconomia . L
Economia y Gestion 2
Matematicas avanzadas Matematica para
para economistas Economia y Gestién 2
L, . L Matematicas avanzadas para
Optimizacién y métodos dinamicos .
economistas
Microeconomia 1 Introduccién a la Microeconomia
4
Macroeconomia 1 Introduccién a la Macroeconomia

Matematica para
Economia y Gestion 2

Nota. Informacion revisada a partir del silabo del curso y malla curricular de la carrera.

Estadistica para Gestion 1
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Como se observa en la anterior tabla, el curso de “Matematica para Economia y
Gestion 27 esta presente de manera directa durante los dos primeros afios. Toma como
conocimientos previos los temas revisados en “Matematica para Economia y Gestion 17, asi
como es un requisito directo para cursos como “Introducciéon a la Microeconomia”,
“Introduccién a la Macroeconomia”, “Matematicas avanzadas para economistas” y
“Estadistica para Gestion 1”. De manera indirecta, durante estos cuatros semestres,
“Matematica para Economia y Gestién 2” es un curso requisito para “Optimizacién y métodos
dinamicos”, en el cual se desarrollan temas y técnicas de optimizacidon matematica aplicados
a la economia para la toma de decisiones a cierto plazo en el futuro. En los semestres
posteriores, el estudiante lleva cursos relacionados con su especialidad como
Microeconomia, Macroeconomia, Econometria, entre otros, para los cuales los temas
“Matematica para Economia y Gestiéon 2” son considerados como conocimientos previos.

Para llevar el curso “Matematica para Economia y Gestion 27, el estudiante debe haber
cursado y aprobado “Matematica para Economia y Gestion 17, el cual es un curso del primer
semestre de la carrera que aborda cuatro unidades:

1) Matrices y determinantes

2) Topicos de matematica basica y plano cartesiano

3) Funciones reales de una variable

4) Limite de funciones y continuidad de funciones reales de una variable

Estos temas corresponden a los conocimientos previos que el estudiante debe tener
para el curso “Matematica para Economia y Gestidon 2”7, el cual aborda tres unidades segun
el silabo del curso:

1) Calculo diferencial de funciones de una variable

2) Calculo diferencial de funciones de varias variables

3) Integracioén de funciones reales de una variable

El curso “Matematica para Economia y Gestion 2” tiene como objetivo que el
estudiante logre aplicar los temas abordados de las unidades anteriormente descritas a
problemas matematicos que modelen situaciones relacionadas con la administracion vy
economia, segun el silabo del curso.

Para la presente investigacion, los temas de derivadas parciales y su aplicacion en la
optimizacion se desarrollan en la segunda unidad del curso. La figura 29 muestra el contenido
desarrollado para las semanas 9 y 10 en cuanto a la relacion de las derivadas parciales para

optimizar funciones reales de dos variables.
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Figura 29
Programacion académica del curso de Matematica para Gestion y Economia 2

Nota. Esta figura fue tomada del silabo del curso, el cual fue brindado por el profesor.

El docente del proceso de instruccion observado esta a cargo de dos de los cinco
horarios del curso, para lo cual Unicamente se observa uno de sus horarios. El profesor es
titulado y magister en la carrera de Ingenieria Mecanica de la Pontificia Universidad Catdlica
del Pert y cuenta con mas de 10 afios de experiencia en el apoyo educativo en el area de
matematicas y el dictado de cursos de educacién superior, tanto de estudios generales como
propiamente de carreras de ingenieria y economia. Para el presente trabajo de investigacion,
el docente aceptdé de forma voluntaria que se realicen observaciones, grabaciones y
recoleccién de materiales didacticos y evaluativos del curso de Matematica para Economiay
Gestién 2 dictado presencialmente en el salén de clases.

El horario seleccionado del profesor participante cuenta con 36 alumnos matriculados
de las carreras de Administracién y Economia, y se dicta en tres sesiones semanales. Las
dos primeras sesiones son teorico-practicas y se dictan los lunes de 7:00 a 8:40 am y martes
de 8:50 a 10:30 am. Mientras que la tercera sesién es completamente practica y se dicta los
jueves de 8:50 a 10:30 am.

5.2.  Planificacion de las sesiones del proceso de instruccion

Las clases observadas se sitllan después de haberse tomado un examen parcial,
segun el cronograma, en el cual se evaltan temas de diferenciabilidad de funciones reales
de varias variables (FVV) y optimizacion de funciones reales de una variable. Segun la
programacion del curso, los temas de célculo de maximos y minimos y optimizacién se dictan
durante cuatro clases teérico-practicas y dos sesiones practicas. Esto implica observar seis
sesiones y recolectar datos acerca de estas sesiones. En el horario seleccionado, el profesor
en cuestién se encarga tanto del dictado de las sesiones teorico-practicas como de las
sesiones practicas. El profesor planifica los temas de cada sesiébn como se muestra en la
tabla 29.
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Tabla 29

Temas planificados por sesion observada

Sesién observada

Contenido

Contenido desarrollado

Sesion 1

Tedrico-préactico

Resolucion del examen parcial
Funciones homogéneas

Sesién 2

Tedrico-préactico

Méaximos y minimos de FVV
(Primera y segunda condicidn necesaria) sin
restricciones

Sesion 3

Préctico

Resolucion de problemas con funciones
homogéneas

Resolucion de problemas de calculo de
maximos y minimos y aplicacién de la
optimizacion sin restricciones

Sesién 4

Tedrico-préactico

Optimizacién de FVV con el método de los
multiplicadores de Lagrange
(con restricciones)

Andlisis del multiplicador de Lagrange

Sesién 5

Teorico-practico

Resolucion de problemas de optimizaciéon de
FVV con restricciones

Sesion 6

Practico

Resolucion de problemas de optimizacién de
FVV con o sin restricciones

Nota. Esta tabla muestra los temas planificados segun la observacion de clases.

Para la implementacién de sus clases, el profesor planifica cada sesion elaborando

una presentacién de diapositivas por tema, para lo cual toma como referencia el libro

“‘Matematicas para el analisis econdmico” (Sydseeter et al., 2012). Asimismo, el profesor

elabora separatas de ejercicios con anticipacion como parte de la planificacién de sus clases

para resolverlas durante las sesiones préacticas.

Los temas considerados durante el desarrollo de estas seis sesiones se evalGan en la

Evaluacién Continua 3, el cual se toma durante la sesién practica de la semana 11, posterior

a las sesiones observadas. Ademas, el profesor elabora con anticipacién el contenido de las

evaluaciones como parte de la planificacion del curso.

91



5.3.  Implementacion y observacion del proceso de instruccion

Se describe cada una de las sesiones observadas tomando en cuenta lo observado
en las grabaciones de clase y las anotaciones realizadas segun lo esperado de cada indicador
propuesto en el capitulo anterior.
5.3.1. Primera sesion observada

Durante la primera sesion observada, el profesor resuelve el examen parcial que
evalu6 temas de diferenciabilidad y optimizacién de funciones reales de una variable, asi
como representaciones graficas y diferenciabilidad de funciones de dos variables. Estos
temas representan parte de los conocimientos previos que debe tener el estudiante para el
tema de optimizacion de funciones de dos variables. ElI examen parcial consta de cinco
problemas, los cuales se describen en la tabla 30.
Tabla 30

Problemas evaluados en el examen parcial

Problema del
examen Problema
parcial

Grafique la funcion f(x) = x* + 8x3 + 18x2 — 8, analizando intervalos de
Problema 1l  crecimiento/decrecimiento, valores extremos, puntos de inflexion,
intervalos de concavidad y convexidad.

Sea C(q) = 380000 + 5g — 0.001¢? la funcién del costoy p = 350 — 0.06q

la funcién de demanda de una empresa monopolista, siendo g el nimero
Problema 2 de unidades producidas y vendidas de cierta mercancia. Determine el

precio p y la cantidad g en los cuales se alcanza el beneficio maximo.

Nota: Debe justificar por qué el maximo obtenido de global o relativo.

Sea f:R? - R esta definida por f(x;y) = 5x3y3 + 10y2.
a) Determine las derivadas parciales de f.

b) Determine de manera aproximada, usando diferenciales, el valor de
Problema 3 £(2.1;1.2).

c) Supongaquex =vV1+t,y= et” + 1, usando la Regla de la Cadena,
determine Z| .
dtle=g

Para z=In(x*—-1y3), donde x =u%-2v2Ay=u3+3v* determine,

Problema 4
usando la Regla de la Cadena, g—i + Z—i.

Cuando se producen g, unidades del producto A y gz unidades del
producto B, una empresa tiene una funcién de costo C = C(q4; qg), la cual
esta definida implicitamente por la ecuacion:

Problema 5
C++C =20+10qp /48+q§1

Determine, usando derivacion implicita, :TC cuando gy =4yqg =5.
B

Nota. Tomado de la resolucién del examen parcial durante la clase.
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En el contenido evaluado previo al tema de optimizacion de funciones reales de dos
variables, se observa que parte de los conocimientos trabajados en clase corresponde al
significado de la derivada parcial como expresion algebraica y la derivada parcial como tasa
de variacion, como se nota en el problema del examen parcial. El profesor recuerda a sus
alumnos los procedimientos correspondientes para determinar una derivada parcial: “una
variable se mantiene constante”. Ademas, el profesor el recuerda las reglas de derivacion
como es el caso de la regla de la cadena, el cual es utilizado en los cinco problemas del
examen.

Asimismo, durante esta resolucién, el profesor hace referencia a las funciones
marginales en economia para resolver el problema 2 de optimizacién de funciones reales de
una variable. Se mencionan ingreso, costo y beneficio marginales.

Posterior a la resolucion del examen parcial, el profesor explica el tema “funciones
homogéneas” donde hace uso de las derivadas parciales para determinar el grado de cierta
funcién. Se menciona que este tipo de funciones cuentan con una gran aplicaciéon econémica
siendo la funcion Cobb-Douglas la funcién homogénea que se relaciona con la produccion.
5.3.2. Segunda sesion observada

Al comenzar la segunda sesion, el profesor devuelve los examenes parciales
corregidos a cada estudiante. Se observa que el profesor conoce a todos los alumnos y no
realiza algun comentario general para la devolucion.

El tema que se desarrolla en esta sesion es “Maximos y Minimos”. Se les recuerda a
los alumnos el procedimiento del calculo de maximos y minimos de funciones de una variable
donde se trabajan los criterios de la primera y segunda derivada. Para abordar este tema, el
profesor muestra una imagen, la cual se observa en la figura 30 con la finalidad de evidenciar
en la grafica de la superficie la existencia de maximos y minimos. Una vez mostrada esta
imagen, les indica a los alumnos que recordaran el tema de “Matrices y determinantes”
trabajado en el curso anterior.

Figura 30
Grafica de una funcién real de varias variables para introducir el tema de maximos y

minimos

Nota. Tomado de la observacion de clases
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El profesor presenta el tema estructurado de la siguiente manera:

Al

Definicion

Teorema (condicién necesaria de primer orden)
Ejemplos

Matriz Hessiana para funciones de dos variables
Teorema (condicion necesaria de segundo orden)

Matriz Hessiana para funciones de tres variables

mencionar las condiciones necesarias de primer y segundo orden, el profesor

comenta gque esto se recuerda parecido al procedimiento de maximos y minimos de funciones

de una variable, asi como también el recuerda el concepto de matriz. El profesor da a

entender a los alumnos que no es complicado debido a que el procedimiento se parece a lo

trabajado en funciones reales de una variable.

Posteriormente, se presenta la definicion de maximos y minimos globales para

funciones reales de varias variables como se muestra en la figura 31, la cual coincide con la

definicion que esta presente en el significado de “la derivada parcial para calcular maximos y

minimos de funciones de dos variables”.

Figura 31

Definicion de maximos y minimos globales utilizada en el proceso de instruccion

Nota. Tomado de las diapositivas de clase.

El profesor realiza analogias con el tema de optimizacion de funciones reales de una

variable, a lo cual los alumnos responden asintiendo como sefial de comprensién y

conformidad. Incluso se observa en la pizarra que el profesor ejemplifica los criterios de

optimizacion de funciones reales de una variable segin se muestra en la figura 32.
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Figura 32
Ejemplo utilizado como analogia entre la optimizacion de funciones reales de una variable y

funciones reales de dos variables

Nota. Tomado de las observaciones de clase.
Esta analogia permite que el profesor pueda proponer un procedimiento de resolucion
similar a las condiciones de primera y segunda derivada en funciones reales de una variable.
En la figura 33, el profesor explica los conceptos de méximos o minimo locales, de
manera que diferencia ambos tipos de (locales o globales) mediante el uso de las
representaciones graficas siendo “el maximo global un valor que esta por encima de todos
los puntos y el minimo global un valor que esta por debajo de los demas puntos”, mientras
que “los locales son aquellos que esta dados en una regién cercana de puntos”.
Figura 33

Definicion de maximos y minimos locales utilizada en el proceso de instruccion

Nota. Tomado de las diapositivas de clase
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No se utiliza algan ejemplo adicional en estos casos de maximos y minimos. Después
de definir lo que son maximos y minimos, el profesor continda a explicar las condiciones
necesarias, las cuales estan relacionadas con las propiedades y procedimientos del
significado de la derivada parcial para hallar maximos y minimos.

En la figura 34, se muestra la condicion necesaria de primer orden trabajada por el
profesor. En esta parte, menciona que las derivadas parciales de primer orden f, f, se
igualan a cero para obtener los puntos estacionarios, haciendo referencia a los puntos criticos
de maximos y minimos de funciones reales de una variable. El profesor no menciona el
concepto de gradiente Vf(x,y) = (fs, f,) igual a (0,0).

Figura 34

Teorema de la condicidon necesaria de primer orden utilizada en el proceso de instruccion

Nota. Tomado de las diapositivas de clase

En este caso, diferencia el caso de optimizacion de funciones de una variable
seflalando que no necesariamente al resolver esta primera condicién se obtiene de manera
directa el maximo o minimo. Para ello, menciona el concepto de punto de silla como se
evidencia en la figura 35.
Figura 35

Ejemplo de punto estacionario que no necesariamente cumple que sea maximo o minimo

Nota. Tomado de las diapositivas de clase
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El profesor justifica este caso comprobando que (0,0) cumple con la primera condicién
necesaria de maximos y minimos. Posteriormente, evalla otros dos puntos f(2,1) =3y
f(2,3) = =5, los cuales resultan valores mayores y menores a f(0,0) = 0, lo cual evidencia
gue a pesar de verificarse esta condicion, no necesariamente serd un maximo o minimo.
Posteriormente, recurre a la grafica de trazas para tener una idea de como seria su grafica y
dar a entender el concepto de “punto silla” como se observa en la figura 36.

Figura 36
Justificacion del ejemplo del punto silla propuesto para la condicién necesaria de primer

orden

Nota. Tomado de la observacién de clases

Asimismo, posteriormente, ejemplifica el caso mediante el uso del software GeoGebra
lo que le permite manipular la representacién gréfica en tres dimensiones y explicar la
analogia con el “punto silla” como se ve en la figura 37.
Figura 37

Representacion grafica de un punto de silla

Nota. Tomado de la observacién de clases
De esta manera, el profesor indica que, en tres dimensiones, al buscar maximos y
minimos segun la primera condicion necesaria, se podrian obtener puntos estacionarios que

representen maximos, minimos o puntos silla. Para ello, recurre al concepto de matriz
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Hessianay, asi presentar la condicion necesaria de segundo orden como se ve en las figuras
38y 39.

Figura 38

Definiciéon de la Matriz Hessiana para funciones de dos variables utilizada en el proceso de

instruccién

Nota. Tomado de las diapositivas de clase

En esta diapositiva, el profesor presenta la matriz Hessiana como aquella que esta
conformada por las derivadas parciales de segundo orden. Ademas, el profesor menciona el
teorema de Clairout, el cual indica que las derivadas parciales cruzadas son idénticas si las
derivadas de primer orden son continuas. A pesar de que se indica la notacién de gradiente,
el profesor no lo menciona.
Figura 39

Teorema de la condicion necesaria de segundo orden utilizado en el proceso de instruccion

Nota. Tomado de las diapositivas de clase
Con este segundo teorema, el profesor indica que los puntos estacionarios se utilizan
para evaluarlos en la determinante de la matriz Hessiana para, segun las reglas de la figura

39, validar si el punto es minimo, maximo o punto silla.
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Luego de presentar las condiciones necesarias, el profesor procede a sintetizar el
procedimiento del calculo de maximos y minimos de funciones de dos variables de la
siguiente manera:

1) Se determinan las derivadas parciales de primer y segundo orden.

2) Se determinan los puntos estacionarios (Teorema de la primera condicién

necesaria) igualando las derivadas parciales de primer orden con cero.

3) Se construye la matriz Hessiana y se expresa el determinante con las derivadas

parciales de segundo orden.

4) Se evalla cada punto estacionario en la determinante de la matriz Hessiana

5) Se evalla cada punto estacionario obtenido en la matriz Hessiana y se determina

si es punto maximo, punto minimos o punto silla de la funcion (Teorema de la
segunda condicién necesaria).

En las diapositivas de la clase teorico-practica de “Maximos y minimos sin
restricciones”, el profesor propone dos problemas intramatematicos para el calculo de puntos
maximos, minimos y puntos silla, los cuales se describen en la tabla 31.

Tabla 31
Problemas intramatematicos de maximos y minimos de funciones reales de dos variables

sin restricciones trabajados en la sesion tedrico-practica

Problema Descripcién

Determine los maximos y minimos locales
de la funcién f definida por

flx,y)=2x3+3y? —4xy—4

En este problema se obtienen un punto silla

para (0,0) y un minimo local para (%%)

Determine los extremos locales de la
funcion f
flx,y) =x*+y*—2x%2y+1—xy

En este problema se obtienen un punto silla
para (0,0).

Nota. Tomado de las observaciones y diapositivas de clase.
La figura 40 muestra el desarrollo del primer ejemplo de la tabla anterior. Primero, el
profesor determina las derivadas parciales. Se observa que el profesor hace uso del lenguaje

algebraico presente en la notacién de las derivadas parciales de primer y segundo orden

=0

2 2 2 2
8f 67 5 5f 5F 5f Segundo, el profesor resuelve el conjunto de ecuaciones {]fcx —0
=

dx’ oy’ 0x2’ 9y2’ oxoy’ dyox

Tercera, una vez hallados los puntos criticos, el profesor construye la matriz Hessiana Hy
para calcular su determinante con cada punto critico hallado. Por ltimo, evalla el resultado
de la determinante para concluir si es maximo, minimo o silla. En este desarrollo no se
observa ningun error de calculo segun los procedimientos propuestos anteriormente por el

profesor.
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Figura 40
Ejemplo trabajado en pizarra para la resolucién para hallar méaximos y minimos de funciones

reales de dos variables sin restricciones trabajados en la sesion tedrico-practica

Nota. Tomado de las observaciones de clase

Posteriormente, el profesor generaliza el método para funciones reales de tres
variables adaptando cada uno de los pasos descritos anteriormente. En la figura 41 se
muestra como queda la matriz Hessiana para funciones reales de tres variables reales y
cuales serian los posibles resultados de su determinante segun la segunda condicion
necesaria.
Figura 41
Matriz Hessiana para funciones reales de tres variables reales segun la segunda condicion
necesaria para hallar maximos y minimos sin restricciones trabajados en la sesion teérico-

practica

Nota. Tomado de las observaciones de clase

En esta otra resolucion, el profesor usa otra notacion de la derivada parcial:

fx: fy' fxx: fyy» fxy» fyx-
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5.3.3. Tercera sesion observada

La tercera sesion es practica, para lo cual el profesor elabora una lista de ejercicios
gue desarrollara con los alumnos con la finalidad de repasar los temas de la semana. En esta
sesion, el profesor resuelve problemas de funciones homogéneas, con la intencién de
practicar las derivadas parciales de primer orden, y problemas de maximos y minimos de
funciones reales de dos variables. Entre los problemas de maximos y minimos, el profesor
trabaja tanto problemas intramatematicos como extramatematicos, los cuales estan

relacionados a situaciones aplicadas a la economia. En la tabla 32 se muestran aquellos

problemas propuestos en la separata de ejercicios de esta sesion.

Tabla 32

Problemas intramatematicos y extramatematicos de maximos y minimos de funciones

reales de dos variables sin restricciones trabajados en la sesion practica

Tipo de
problema

Problema

Intramatematico

Determine los puntos criticos de las siguientes funciones y pruebe si
son maximo o minimo local:

a) fO,y)=x*+y?+2x+4y+7
b) f(x,y) = 2x%+ xy + 2y?
c) flx,y)=x3+y3—12x—3y

d) flxy) =xy—§—§

e) flby)=x-2)(y—-2)(x+y—3)
f) flx,y) =xe™ +ye™?

Extramatematico

Una empresa produce dos tipos de productos, A y B. El costo diario total (en délares)
de producir x unidades de A y y unidades de B esta dado por
C(x,y) 250 — 4x — 7y + 0.2x% + 0.1y?

a) Determine el nimero de unidades de A y B que la empresa debe producir al dia con
el propdsito de minimizar el costo total.

b) Sila empresa del ejercicio 23 anterior puede vender cada unidad de A a $20 y cada
unidad de B a $16, encuentre los niveles de produccion de A y B que maximizarian
las utilidades de la empresa. ¢ Cudl es la utilidad diaria méaxima?

Una empresa produce dos tipos diferentes de juguetes de plastico con un costo de $10 y
$30 cada uno. Las demandas anuales x, y x, (en miles) estan dadas por

x; = 30 + 2p, — 5py y x, = 100+ p; — 2p,

con p; Y p, los precios unitarios (en centavos) de los dos tipos de jugetes. Determine los
precios p; ¥ p, que la empresa debe fijar para maximizar sus utilidades.

Usando L unidades de mano de obra y K unidades de capital, la producciéon semanal total
de una empresa esta dada por

P(L,K) = 20K + 32L + 3LK — 21* — 2.5K?

Determine el numero de unidades de mano de obra y de capital que la empresa debe utilizar
para maximizar su produccién.
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Tipo de

problema Problema

Una empresa utiliza dos tipos de materias primas, Xy Y, en su producto. Usando x unidades
de X e y unidades de Y, la empresa puede elaborar P unidades del producto, con:

P = 0.52x + 048y — 0.12xy — 0.07x% — 0.06y>

Si el costo de cada unidad de X es de $5.10 y de $1.80 por cada unidad utilizadade Y, y la
empresa puede vender todas las unidades que produce a $15 cada una. ;Qué cantidades

L. de X e Y deberia utilizar la empresa con el propésito de maximizar sus utilidades?
Extramatematico

En el tratamiento de cierta enfermedad se usan simultineamente dos medicamentos. La
reaccién R medida en unidades adecuadas para x unidades de la primera droga e y
unidades de la segunda es:

R= x%y*(a— 2x—y)

Encuentre los valores de x e y que hacen a R maxima.

Nota. Tomado de las observaciones de clase y separata de ejercicios propuestos.

Entre los problemas de contexto econémico (llamados optimizacién por el profesor),
se observa que el profesor propone funciones que modelan utilidad (segin cantidades,
precios) y produccion (capital y mano de obra). No profundiza en estos conceptos, pero
asume que los alumnos los conocen. En algunos casos, la funciéon objetivo que se busca
optimizar no esta explicitamente planteada como se puede observar en el segundo problema
extramatematico de la tabla anterior. Ademas, la mayoria de estos problemas son del tipo
maximizacion sin restricciones, pero no se encuentra variedad de problemas de minimizacion
sin restricciones.

En esta sesién practica, el profesor resuelve algunos problemas mediante el apoyo de
una tableta gréfica y el uso del proyector. En las siguientes figuras, se muestran las
resoluciones de algunos problemas tomados de los documentos “Anotaciones de clase”.

La figura 42 muestra la resolucion de un problema intramatematico donde se utilizan
las dos condiciones necesarias para determinar maximos y minimos, lo cual es coherente con
el procedimiento propuesto por el profesor y con el significado de la derivada parcial para
hallar maximos y minimos. Para este ejercicio, se asume que el alumno conoce a la derivada

parcial como expresion algebraica y las reglas de derivacion para funciones de dos variables.
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Figura 42

Ejemplo de resolucion de un problema intramatematico para determinar puntos criticos

Nota. Tomado de las anotaciones de clase del profesor.

La figura 43 muestra la resolucién de un problema extramatematico donde se utilizan
las dos condiciones necesarias para minimizar y maximiza. La funciéon que modela el costo
de produccién sera minimizada, mientras que la funcion que modela la utilidad sera
maximizada. El procedimiento utilizado es coherente con el propuesto del profesor.

Figura 43

Ejemplo de resolucion de un problema extramatematico para minimizar y maximizar

Nota. Tomado de las anotaciones de clase del profesor.
Durante la sesion practica, de manera similar a las sesiones anteriores, el profesor da

tiempo para que el estudiante intente resolver los problemas.
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5.3.4. Cuarta sesion observada

El profesor trabaja el subtema de méaximos y minimos sujetos a restricciones de
igualdad. Para ello, introduce el ejemplo de la gréfica de una funcién cortada por un plano, el
cual representaria la restriccion del problema como se observa en la figura 44.
Figura 44
Ejemplo introductorio en pizarra para la resolucion de maximos y minimos de funciones

reales de dos variables con restricciones trabajado en la sesion tedrico-practica

Nota. Tomado de las observaciones de clase.

A continuacion, el profesor presenta el procedimiento de optimizacion de funciones de
dos variables sujetas a restricciones de igualdad como se observa en la figura 45 mediante
el Teorema de Lagrange.

Figura 45

Condicion necesaria de primera orden del Teorema de Lagrange

Nota. Tomado de las diapositivas de clase.

En este modelo de optimizacion, el profesor trabaja la funcién lagrangiana como una
funcién real de tres variables. Con esta nueva funcion, se vuelve a aplicar las condiciones
presentadas en la optimizacion de funciones de dos variables sin restricciones. El profesor
sintetiza que el método de Lagrange se resolvera convirtiendo una funciéon de dos variables
en una de tres variables donde la nueva variable es el multiplicador de Lagrange A. En la

figura 46 se muestra el sistema de ecuaciones que se obtendria al aplicar la condicién
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necesaria de primer orden. Asimismo, aplicando la condicién de segundo orden, se obtiene
la matriz Hessiana.

Figura 46

Sistema de ecuaciones obtenido al aplicar la condicion necesaria de primer orden a la

funcion lagrangiana

Nota. Tomado de las diapositivas de clase.

En la figura 47, el profesor presenta las condiciones suficientes para extremos local
en los problemas de optimizacién con restricciones, las cuales determinaran los valores
maximos y minimos del problema.

Figura 47
Condiciones suficientes para extremos locales de funciones sujetas a restricciones de

igualdad

Nota. Tomado de las diapositivas de clase.
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De esta manera, el procedimiento que utiliza el profesor para resolver problemas de

mMAaximos y minimos con restricciones de igualdad se resume en los siguientes pasos:

1)
2)

3)

4)

5)
6)

Se construye la funcion Lagrangiana £(x,y,4) = f(x,y) — A(g(x,y) — ¢).

Se determinan las derivadas parciales de primer y segundo orden de la funcion
lagrangiana L(x,y, 1) para cada una de sus tres variables.

Se determinan los puntos estacionarios (Teorema de la primera condicion
necesaria) igualando las derivadas parciales de primer orden con cero y se
considera la restriccion g(x,y) = ¢ como una ecuacion mas para resolver y hallar
los puntos estacionarios.

Se construye la matriz Hessiana y se expresa el determinante con las derivadas
parciales de segundo orden.

Se evalla cada punto estacionario en la determinante de la matriz Hessiana

Se evalla cada punto estacionario obtenido en la matriz Hessiana y se determina
si es punto maximo o punto minimo de la funcién f (Teorema de la segunda

condicion necesaria).

En este procedimiento, comparado con el indicado en el significado de la derivada

parcial para hallar maximos y minimos para funciones de dos variables sujetas a restricciones

de igualdad, se observa que el paso nimero 3 difiere con el propuesto en el capitulo anterior,

pero da el mismo resultado. En el procedimiento propuesto por el profesor, se busca una

funcion de tres variables L(x,y,A), mientras que en el procedimiento propuesto por el

significado de referencia, la funcion lagrangiana es de dos variables L(x,y) donde 1 es una

constante. Asimismo, el profesor incluye el paso de la construccién de la matriz Hessiana del

procedimiento de maximos y minimos sin restricciones para la funcién lagrangiana de

L(x,y,A). De esta manera, el procedimiento planteado por el profesor es convertir un

problema de méximos y minimos de funciones de dos variables sujetas a restriccién de

igualdad en un problema de maximos y minimo de funciones de tres variables sin

restricciones.
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En la figura 48, se muestra la resolucion del profesor para el ejemplo optimizacion
mostrado al inicio de la sesion: Optimizar f(x,y) =9 —x? —y? sujetoa x + y = 3.
Figura 48

Resolucion de un ejemplo de optimizacion con restricciones de igualdad

Nota. Tomado de las observaciones de clase
Se observa que la resolucién es coherente con el procedimiento propuesto por el
profesor. Se reconoce la restriccion de igualdad x + y = 3 y se plantea la funcién lagrangiana

flx,y,2) =9 — (x? + y?) — A(x + y — 3). Posteriormente, se calculan las derivadas parciales

fr=0
de primer y segundo orden para resolver el sistema de ecuaciones{ f, =0 'y construir la
x+y=3

. . . . L. 3 3
matriz Hessiana para evaluar Se concluye que el ejemplo tiene un valor maximo en (5; E) con

un valor A = 3.

Posteriormente, el profesor presenta la interpretacién del multiplicador de Lagrange
cuando el valor de la restriccion cambia. Esto se relacionaria con el concepto de precio
sombra de la restriccion, el cual a su vez esta relacionado con el significado de la derivada
parcial como tasa de variacion. El profesor indica que el valor A es una tasa de cambio
instantaneo del valor 6ptimo de la funcidn antes un pequefio cambio en el valor de la
restriccion c. Este cambio mostrado en la figura 49 es aproximado.

Figura 49

Interpretacion del multiplicador de Lagrange presentado en el proceso de instruccién

Nota. Tomado de las diapositivas de clase
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Para ejemplificar esta situacion, el profesor propone el siguiente caso, el cual se
muestra en la figura 50.
Figura 50
Ejemplo de optimizacién con restricciones de igualdad para explicar la interpretacion del
multiplicador de Lagrange.

Nota. Tomado de las diapositivas de clase

Este ejemplo es resuelto en pizarra y se observa que el procedimiento utilizado es
coherente con el propuesto por el profesor. El profesor pide resolver el problema, da un
tiempo a los alumnos y pide determinar también el valor A. En la figura 51 se muestra la
resolucion del problema en pizarra donde la solucién de la optimizacién resulta un maximo
para (2,2), f(2,2) = 1 con un valor 1 = —4. Para ello, el profesor comienza creando
Figura 51
Resolucion de un ejemplo de optimizacién con restricciones de igualdad para explicar la
interpretacion del multiplicador de Lagrange.

Nota. Tomado de las observaciones de clase

En la figura 52, se muestra la resolucion del problema tomando en cuenta el cambio
del valor de la restriccion en Ac = 0.01. Con ello, tomando en cuenta el valor éptimo de la
funcién anterior, el nuevo valor éptimo resulta 0.96. Para resolver este problema, el profesor
usa la expresion f*(c + Ac) = f*(c) + (1)(Ac)
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Figura 52
Resolucion de un ejemplo de optimizacion con restricciones de igualdad e interpretacion del
multiplicador de Lagrange.

Nota. Tomado de las diapositivas de clase.
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5.3.5. Quinta sesiéon observada

En las diapositivas de la parte tedrica de la cuarta sesion, el profesor propone
problemas intra-mateméticos para ejemplificar este método e interpretacion del multiplicador
de Lagrange, los cuales se muestran en la tabla 33. Sin embargo, debido al tiempo limitado
de la cuarta sesion, estos problemas se trabajan en la quinta sesion.
Tabla 33
Problemas intra-matematicos de maximos y minimos de funciones reales de dos variables

con restricciones trabajados en la sesion tedrico-practica

Problema Descripcion

Resuelva el problema:
Maximizar  f(x,y) =9 —x% —y?
sujeto a x+y=4

En este problema se obtiene un méaximo para
(2,2).

En este problema se aproxima el incremento
de la funcion mediante la interpretacién del
multiplicador de Lagrange. Se obtiene valor
Optimo igual a 0.96.

Aproxime el nuevo valor 6ptimo si el lado
derecho de la restriccion del problema
anterior es 4.01.

Resuelva el problema de minimizacion

siguiente: . -
_ 5 5 En este problema se obtiene un minimo para
minf(x,y) =x*+vy (g z_a)
sujetaax+2y=a 5'5
(a es constante)

Nota. Tomado de las observaciones y diapositivas de clase.
A modo de ejemplo, la resolucién del tercer ejemplo de la tabla anterior, el profesor
sigue el procedimiento utilizado por el profesor para resolver célculos de maximos y minimos

de funciones de dos variables sujetas a restricciones de igualdad. Con ello, se obtiene un
minimo para (ﬂ,z—a).
5°5

Adicionalmente a estos problemas, el profesor resuelve una lista adicional de
ejercicios propuestos en otra diapositiva, cuyos problemas se muestran en la tabla 34. Hay
problemas de optimizacion con o sin restricciones de igualdad con el método de
multiplicadores de Lagrange, tanto intra como extramatematicos, los cuales estan
relacionados a situaciones aplicadas a la economia. Estos problemas, mostrados en las
diapositivas de clase no estan resueltos, por lo que el profesor utilizé la tableta grafica para

resolverlos y proyectarlos.
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Tabla 34

Problemas de méaximos y minimos de funciones reales de dos variables con o sin

restricciones trabajados en la sesién practica

Problema

Descripcion

Dado el problema de optimizacion:

Maximizar  f(x,y) =In(x+1)+In(2y + 1)

sujeto a %x+y=c

Siendo ¢ >0 un parametro positivo. Resuelva este

problema empleando la técnica de los multiplicadores de
Lagrange.

La solucion de este problema es

(e2)

Dado el problema de optimizacion:

Maximizar  f(x,y) = xy
sujeto a 2x2+y?2 =14
Resuelva el problema aplicando la técnica de los

multiplicadores de Lagrange.

En este problema se obtienen dos

soluciones: (1,v2) y (—1,—v2).

Supermercados Mikro vende arroz y lentejas, en bolsas de
1 kg. Cada bolsa de arroz le cuesta al supermercado 3
soles, mientras que cada bolsa de lentejas le cuesta 4
soles. La gerencia del supermercado estima que si vende
la bolsa de arroz a x soles y la bolsa de lentejas a y soles,
al dia se venderan aproximadamente 7 — 5x + 4y bolsas de
arroz y 8+ 6x— 7y bolsas de lentejas. Determine los
precios (en soles) a los que Supermercados Mikro debe
vender el arroz y las lentejas para maximizar su ganancia
diaria.

Observacion: suponga que supermercados Mikro vende
todo lo que compra.

En este problema, la modelacion
de la funciébn ganancia no esta
sujeta a una restriccion de
igualdad, por lo que corresponde
a la optimizacién sin restricciones.
Los resultados son x = 5.4 soles,
y = 5.5 soles.

La funcion de utilidad del consumo de dos productos Ay B
esta dada por U(x,y) = x%y donde x e y son las cantidades
de los productos A y B adquiridos. El precio de una unidad
de A es S/ 2000 y el de una unidad de B es S/ 3000.
Determine las cantidades de cada presupuesto que debera
adquirir el consumidor a fin de maximizar su utilidad si su
presupuesto de compra es de S/ 30 000.

En este problema, la modelacion
de la funcién utilidad esta sujeta a
una restriccion de igualdad
(presupuesto), por lo que
corresponde a la optimizacion con
restricciones. Los resultados son

x =10 soles, y = ?

Sea la funcién utilidad U:V - R donde V = {(x,,x,) €
R:x; > 0,x, > 0}

U(xy,xy) = x¢x2,  donde0<a<1,0<b<1
siendo x; Yy x, las cantidades consumidas de dos bienes
CUyos precios son p; y p, respectivamente. Suponiendo
que el consumidor dispone de una renta M, calcule las
cantidades que se demandaran de cada bien en términos
de renta M y precios con el objetivo de maximizar la utilidad.

En este problema, la modelacion
de la funcién utilidad esta sujeta a
una restriccion de igualdad (renta
M), por lo que corresponde a la
optimizacién con restricciones.

Los resultados son
Ma

~ pi(a+b)

Mb

x =
! Y pz2(a+ b)
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Problema

Descripcion

Una empresa de cOmputo tiene un presupuesto mensual
para publicidad de 60 000 ddélares. Su departamento de
marketing estima que, si se gastan x miles de délares cada
mes en publicidad en periodicos, e y miles de délares cada
mes en publicidad por televisidn, entonces las ventas
mensuales estaran dadas por

13
V(x,y) = 90x4y% (ddblares)

Ademas, la utilidad es el 10% de las ventas, menos el costo

de la publicidad.

a) Determine cdmo se debe asignar el presupuesto
publicitario con el objetivo de maximizar la utilidad
mensual y cuanto seria tal utilidad maxima.

b) Determine, aproximadamente, la utlidad méaxima
obtenida si el presupuesto publicitario es de 61 000
dolares.

En este problema, la modelacion
de la funcién utilidad esta sujeta a
una restriccion de igualdad
(presupuesto), por lo que
corresponde a la optimizacion con
restricciones.

a) Los resultados son x = 15,y =
45. La utilidad méxima es
216.17 mil délares aprox.

b) Se obtuvo A1=359. Se
aproxima la utilidad 219.76 mil
ddlares aprox.

Nota. Tomado de las observaciones de clase y diapositivas de clase.

En la figura 53, se muestra la resolucion del primer ejemplo de esta tabla. Esta

resolucion es coherente con el procedimiento propuesto por el profesor: construir la funcion

lagrangiana L(x,y, 1), determinar los puntos estacionarios a partir del sistema :

L,=0
L,=0
%x+y=c

construir la matriz Hessiana de £ y hallar su determinante para encontrar el maximo o minimo.

Figura 53

Resolucion de un ejemplo de optimizacion con restricciones de igualdad para una funcion

con parametro a

Nota. Tomado de las anotaciones del profesor
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5.3.6. Sexta sesién observada

En la separata adicional de ejercicios, los cuales se muestran en la tabla 35, que se
resuelve en la sesién practica, se observan problemas tanto intramatematicos como
extramatematicos. En estos Ultimos, se observan problemas donde se pide plantear la funcion
objetivo o las restricciones. Ademas, en este tipo de problemas, se observa también casos
donde se pide minimizar o maximizar, sean utilidades o producciones.
Tabla 35
Problemas intramatematicos y extramatematicos de maximos y minimos de funciones

reales de dos variables con restricciones trabajados en la sesidn practica

Tipo de

problema Problema

Mediante el método de multiplicadores de Lagrange, determine los puntos criticos de las
funciones sujetos a las restricciones dadas:

a) fix,y) =x*+y?
restriccion: 2x + 3y =7
b) f(x.y) =x?+y? - 3xy
restriccion: 2x + 3y = 31
c) flx,y)=3x+2y
restriccion: x2 + y% = 13
Intramatematico d) fCx,y) = 2x? + 3y?
restriccion: xy = V6

Mediante el método de multiplicadores de Lagrange, determine los puntos criticos de las
funciones sujetos a las restricciones dadas:

a) f(x,v,z) =x2+y?+z?
restriccion: 2x + 3y + 4z = 29
b) f(x,y,2) = xyz
restricciones: xy +yz +2zx =24 ;xyz = 0

Una empresa desea construir un tanque rectangular con capacidad de 1500 pies cubicos
de agua. La base y las paredes verticales deberan ser de concreto y la tapa de acero. Si el
costo del acero es el doble por unidad de area que el del concreto, determine las
dimensiones del tanque que minimizan el costo total de construccion.

Al emplear L unidades de mano de obra y K unidades de capital, una empresa puede

elaborar P unidades de su producto, con:
Extramatematico P(LK) = S0L2/3K1/3
Se sabe que a la empresa le cuesta $100 por cada unidad de mano de obra y $300 por
cada unidad de capital empleado. Ademas, la empresa dispone de una suma de $45,000
para propésitos de produccion.

Determine las unidades de mano de obra y de capital que la empresa deberia utilizar con
el objetivo de maximizar su produccion.
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Tipo de

problema Problema

Una companiia puede destinar su planta a la elaboracién de dos tipos de productos: Ay B.
Obtiene una utilidad de $4 por unidad de A y de $6 por unidad de B. Los numeros de
unidades de los dos tipos que puede producir mediante la planta estan restringidos por la
ecuacion de transformacion del producto, que es:

x2+y24+2x+4y—4=0

con x e y los nimeros de unidades (en miles) de A y B, respectivamente, producidas por
semana. Determine las cantidades de cada tipo que deben producirse a fin de maximizar la
utilidad.

El costo de producir x modelos regulares e y modelos de lujo del producto de una empresa
esta dado por la funcién conjunta de costo:

—_ a2 2
Extramatematico C(x,y) = x* + 1.5y + 300

¢ Cuantas unidades de cada tipo deben producirse para minimizar los costos totales, si la
empresa decide producir un total de 200 unidades?

La funcion de produccion de una empresa es:
P(L,K) = 72L + 30K + 5LK — 21? — 3K?

en donde L y K representan el nimero de unidades de mano de obra y de capital utilizadas,
y P es el nimero de unidades elaboradas del producto. Cada unidad de mano de obra tiene
un costo de $80 y cada unidad de capital cuesta $150, y la empresa dispone de $5,640
destinados a produccién.

Determine las unidades de mano de obra y de capital que la empresa deberia utilizar con
el objetivo de maximizar su produccion.

Nota. Tomado de las observaciones de clase y separata de ejercicios propuestos

A continuacion, se muestra el desarrollo trabajado por el profesor para dos tipos de
problemas: intramatematico y extramatematico.

En la figura 54 se muestra la resolucién de uno de los problemas intramatematicos de
esta separata de ejercicios, el cual Unicamente consiste en determinar los puntos criticos de
la funcion propuesta. Este ejercicio se da con la finalidad de que el alumno pueda practicar la

resolucion de sistemas de ecuaciones y el calculo de las derivadas parciales de primer orden.

Para el ejemplo 1d, se obtuvieron como puntos criticos a (v3,v2) y (—v3,—v2).
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Figura 54
Resolucion de un ejemplo de optimizacion con restricciones de igualdad para determinar

puntos criticos

Nota. Tomado de las anotaciones del profesor.

La figura 55 muestra la resolucion del problema 5 de esta separata de ejercicios, el
cual es un problema en contexto extramatematico donde se pide determinar los valores que
maximizan la utilidad. Explicitamente la funcién de utilidad no esta dada en el problema, pero
se dan los datos suficientes para plantearla. De esta manera, se obtienen los valores

/i3

6 .. ., 13
— — 2 que maximizan la funcién con un valor 1 = - Con ello, se observa

9
x=7z-Ly= Vi3
gue el profesor resuelve el problema de manera coherente segun el procedimiento propuesto
en clase.

Figura 55
Resolucion de un ejemplo de optimizacion con restricciones de igualdad aplicado a la

economia

Nota. Tomado de las anotaciones del profesor.
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5.4. Evaluacién del temay resultados

Los temas relacionados con lo observados en las seis sesiones se evallan en la
Evaluacion Continua 3. El profesor elabora dos versiones, Ay B, las cuales se diferencian en
una pregunta con el resto de las preguntas ordenadas de forma aleatoria. Ambas versiones
evaltan el mismo tipo de problemas. Asimismo, el profesor elabora un solucionario que
cuenta con criterios de evaluacion de cada pregunta. En la tabla 36 se muestra el contenido
evaluado por cada tipo de pregunta/tema de las dos versiones de la evaluacion.
Tabla 36

Problemas evaluados en Evaluacién Continua 3

Problema Enunciado en ambas versiones Version

Sea f:R? - R una funcion homogénea de grado % tal que
f(3,6) = 6. Calcule:

1 1 AyB
2 f(5i1) ’
307 (3, o (3,
> 2(5:3) +3ay(2’3)
2 Encuentre los extremos locales de la funcion
AyB

flx,y) =x%+2xy + 2y% + 2x — 2y

Optimizar (x — 1)% + 2y? sujeta a 2x +y = 20. Indique si se trata
de méaximo o minimo.

Optimizar (x — 1)? + y? sujeta a x + y = 9. Indique si se trata de
maximo o minimo.

Usando L unidades de mano de obra y K unidades de capital, una
empresa puede elaborar P unidades de su producto, en donde:

2 1
P(K,L) = 60L3K3
Suponga que la empresa decide elaborar 2160 unidades de su

producto y que los costos de mano de obra y de capital son de $64
4 y $108 por unidad, respectivamente. AyB

a) Por medio del método de multiplicadores de Lagrange halle
el nimero de insumos de mano de obra y de capi tal que
deben emplearse con el objetivo de minimizar el costo total.

b) Demuestre que, en este nivel de produccion, la razén de
costos marginales de mano de obra y de capital es igual a
la razon de sus costos unitarios.

Una empresa puede elaborar su producto en dos de sus plantas.
El costo de producir x unidades en su primera planta y de producir
5 y unidades en la segunda planta esta dado por la funcion conjunta
de costo C(x;y) = x2+ 2y? + 5xy + 700. Si la empresa tiene una
orden de suministrar 500 unidades, ¢cuantas unidades de be
producir en cada planta con el objetivo de minimizar el costo total?

AyB

Nota. Tomado de la evaluacion implementada después de las clases.
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Se observa que la pregunta 1 corresponde al tema de funciones homogéneas, el cual
se desarrollé durante la primera sesidén observada después del examen parcial. Este tema

permite que el alumno practique y se familiarice con el lenguaje utilizado para el célculo de

: . . . df B : . .
derivadas parciales mediante la notacion é y é de la derivada parcial de primer orden, el

cual es util para resolver problemas de optimizacion.

Las preguntas 2 y 3 corresponden a problemas intra-mateméaticos donde la derivada
se utiliza para calcular méaximos y minimos sin restricciones y con restricciones,
respectivamente. En cada caso se sigue el procedimiento descrito y desarrollado por el
profesor en la seccion anterior: condiciones necesarias de primer y segundo orden, y el
método del multiplicador de Lagrange. Cada paso del procedimiento de cada caso de
maximos y minimos es considerado en los criterios de calificacién.

Las preguntas 4 y 5 corresponden a problemas de optimizacién extra-matematicos
gue modelizan situaciones econdémicas de produccién y costo total. En el problema 4, la
funcién a optimizar no se encuentra planteada en explicitamente en el enunciado, pero se da

informacion para plantear el costo total C(L,K) = 64L + 108K sujeta a la restriccion de

produccion 6OL§K§ = 2160. En el problema 5, la funcion a optimizar est4 planteada
explicitamente como costo total C(x,y) = x? + 2y? + 5xy + 700, pero la restriccion a la cual
esta sujete se debe plantear como x + y = 500. Ambos problemas corresponden a problemas
de optimizacién con restricciones, para lo cual el estudiante debe utilizar el método de
multiplicadores de Lagrange.

No se observa al menos un problema de optimizacién que modelice un contexto
econdémico que no esté sujeto a restricciones. Ademas, no se observa que se evalle la
interpretacion del multiplicador de Lagrange como precio sombra, es decir, donde la derivada
parcial se interprete como tasa de variacion. No se observan problemas de optimizacion con
representacion geométrica donde se use la interpretacion del plano tangente en los valores
maximos y minimos.

En cuanto a los resultados de la evaluacién, se describe un resumen de las
resoluciones de cada uno de los 36 alumnos.

En la pregunta 1, si bien no guarda relacion directa con el tema de optimizacion de
funciones de dos variables, se observa que al menos 20 alumnos no responden esta
pregunta. Esta pregunta permite que el alumno utilice y se familiarice con la notacién de la
derivada parcial, el cual es un lenguaje simbdlico necesario para la derivada parcial para los
problemas de optimizacion.

En la pregunta 2, al menos 15 alumnos respondieron correctamente. La gran mayoria
de alumnos determin6 correctamente las derivadas de primer y segundo orden, pero el error

mas frecuente se da al resolver el sistema de ecuaciones que se construye al igualar las
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fx=0

primeras derivadas parciales con cero {f —0 Se observa que el procedimiento seguido por
=

los estudiantes es el correcto segun lo descrito en lo implementado por el profesor durante
las clases, pero el error de célculo frecuente hace que los alumnos arrastren errores hasta
concluir respuestas incorrectas. Pese a ello, los alumnos demuestran conocer los
procedimientos adecuados para hallar maximos y minimos de funciones de dos variables sin
restricciones. En la figura 56 se muestra un ejemplo del tipico error donde los estudiantes
tienen dificultades para resolver el sistema de ecuaciones indicado como errores de despeje,
reemplazo u operaciones en las ecuaciones.

Figura 56

Error mas frecuente al resolver el sistema de ecuaciones en un problema intra-matematico

de maximos y minimos de una funcién que no esta sujeta a restricciones

Nota. Tomado de la recoleccion de respuestas de la evaluacién continua 3.
En la pregunta 3, se observa que al menos 13 estudiantes respondieron correctamente
el calculo de maximos y minimos sujeto a una restriccion de igualdad. La mayoria de los

estudiantes plantea adecuadamente la funcion lagrangiana, pero los errores mas frecuentes

L,=0
se encuentran en la resolucion del sistema de ecuaciones L, =0 | Pese a ello, se
g,y)=0

observa que los estudiantes comprenden el procedimiento el método de los multiplicadores
de Lagrange, pero presentan errores de cdlculo en las derivadas parciales y, por lo tanto, la

resolucién del sistema de ecuaciones, como se muestra en la figura 57.
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Figura 57
Error mas frecuente al plantear la funcién lagrangiana en un problema intra-matematico de

méaximos y minimos de funciones de dos variables sujeta a restriccion de igualdad

Nota. Tomado de la recoleccion de respuestas de la evaluacion continua 3.
En la pregunta 4, se observa que al menos 12 estudiantes respondieron correctamente

el problema de optimizacion de la funcién C(L,K) = 64L + 108K sujeta a la restriccion de

2 1
produccion 60L3Ks = 2160. Se observa un mayor intento para responder por el resto de los

alumnos; sin embargo, entre los errores mas frecuentes encontrados es el planteamiento de
2 1
la funcion lagrangiana L£(L,K) = 64L + 108K — /1(60L5K§ - 2160) donde se observa que

algunos estudiantes confunden la funcion objetivo con la restriccibn como se muestra en la

figura 58. Asimismo, se observa que hay errores en la determinacion de las derivadas

2 1
parciales £L; y Ly al aplicar las reglas de derivacion adecuadas en el término 60L3K3. Esto

arrastra error en varios de los procedimientos observados para plantear y resolver el sistema

LL = 0
de ecuaciones{ Ly =0 . Debido a que algunas expresiones de la derivada parcial estan
P(K,L) =0

mal calculadas, la matriz Hessiana, segin el método implementado por el profesor, presenta
errores en las derivadas de segundo orden.

Figura 58

Error mas frecuente al plantear la funcién lagrangiana en un problema extra-matematico de

optimizacion de funciones de dos variables

Nota. Tomado de la recoleccion de respuestas de la evaluacion continua 3.
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En la pregunta 5, se observa que la tasa de respuesta es mejor que la de la pregunta
4: al menos 22 estudiantes responden correctamente determinando los valores x = 125 e
y = 375 que minimizan la funcion. Esto se puede dar debido a que la funcién lagrangiana que
se debe plantear L(x,y)=x%+ 2y?+ 5xy+700— A(x +y —500) tiene términos que
conforman una expresion polinémica en comparacion con la funcion lagrangiana del problema
anterior. En cuanto al procedimiento empleado por la mayoria de los alumnos, se siguen
correctamente los pasos implementados por el profesor en cuanto al método de los
multiplicadores de Lagrange. En cuanto a los errores frecuentes, en menor cantidad que el
problema anterior, se observa que algunos alumnos plantean incorrectamente la funcion
lagrangiana y se determinan incorrectamente las expresiones de derivada parcial para
determinar la matriz Hessiana. La figura 59 muestra la resolucién de un alumno para un
problema de optimizacion con restricciones aplicada a la economia, el cual esta
correctamente resuelto.
Figura 59
Resolucion de un alumno de un problema extra-matematico de optimizacién de funciones

de dos variables sujetas a una restriccion de igualdad

Nota. Tomado de la recoleccion de respuestas de la evaluacion continua 3.
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5.5. Informacién complementaria al proceso de instruccién

Por un lado, en cuanto al espacio fisico del salon y los recursos fisicos con que esta
equipado, la figura 60 muestra una fotografia del salon principal de clases donde se evidencia
gue el salén no es tan amplio. Se cuenta con un proyector y pizarra acrilica, pero el proyector
no funciona bien debido a los colores de tonalidad amarilla proyectados. Ademas, la imagen
proyectada se encuentra a un lado de la pizarra. Aun asi, el profesor prefiere utilizar la tableta
gréfica para dictar y proyectar sus resoluciones. Ademas, en la observacién de clase, se
escucha que el salon se encuentra muy préximo a la calle, por lo que a veces existen
distracciones de los ruidos de autos pasando al lado.
Figura 60

Disposicion del salon de clases para el dictado de clases tedrico-practicas

Nota. Tomado de las observaciones de clase.

En la figura 61 se muestra el salon de clases de las sesiones practicas donde el
proyector se encuentra centrado. De igual manera, el salén no es del todo amplio para la
cantidad de alumnos matriculados (36). Ademas, el salén se encuentra ubicado a un lado de
la calle, por lo que el ruido de los automdviles puede ser un obstaculo para el dictado de las
clases, el cual también se escucha durante las grabaciones.

Figura 61

Disposicion del salon de clases para el dictado de clases practicas

Nota. Tomado de las observaciones de clase.

121



En cuanto al horario y los alumnos, el profesor cuenta con 36 alumnos matriculados
de las carreras de Administracion y Economia, y se dicta en tres sesiones semanales. Las
dos primeras sesiones son tedrico-practicas y se dictan en los siguientes horarios:

- Los lunes de 7:00 a 8:40 am, el cual es un horario de dictado muy temprano para
los alumnos. Previo a la grabacion de la clase, se observa que no hubo gran
cantidad de alumnos a las 7:00 am cuando el sal6n se abri6. El salén para esta
sesion tedrico-practica es el C101.

- Los martes de 8:50 a 10:30 am, el cual es un horario de dictado adecuado para la
asistencia en comparacion con el lunes. Se observa que la gran mayoria de los
alumnos se encontraba esperando mientras el profesor llegaba a clases. El salon
para esta sesion teorico-practica es el C101.

- Latercera sesién es completamente practica y se dicta los jueves de 8:50 a 10:30
am. Este salén es el C102 y se ubica en un piso por encima del salén utilizado en
las otras dos sesiones. De igual manera que en la segunda sesion, el horario es
adecuado para la asistencia en comparacion con el lunes, puesto que se observo
gue la gran mayoria de los alumnos se encontraba esperando fuera del salon
mientras el profesor llegaba debido a que se estaba terminando otra clase previa
a este horario.

Por otro lado, para complementar lo descrito en este capitulo, se lleva a cabo una
entrevista semiestructurada con el profesor, a dos semanas de haberse tomado la evaluacion
para recabar informacion necesaria acerca de su perspectiva y resultados obtenidos en el
curso. En el anexo 2, se muestra la estructura y preguntas consideradas en esta entrevista
como lo son la experiencia docente, planificacion de clase, desarrollo de clase, evaluacion
del aprendizaje y reflexion acerca de la importancia del curso en la carrera de economia. En
el anexo 3, se presenta la transcripcion de la entrevista semiestructurada donde el profesor
responder a estas preguntas.

En esta entrevista, al profesor se le pregunta por los conocimientos previos que debe
tener un estudiante que cursa “Matematica para Gestion y Economia 2”. Ante ello, el profesor
responde que no solo es necesario reforzar el célculo de derivadas parciales y las
representaciones graficas de las funciones de dos variables, sino que también son relevantes
la teoria de polinomios, técnicas de factorizacion y aplicacién de propiedades de exponentes.
Ademas, el profesor indica que las definiciones de los términos econémicos (como ingreso,
costo, beneficio, marginalidad, produccién, entre otros) vistos en los problemas de aplicacion
son parte de los conocimientos previos del curso anterior “Matematica para Gestion y
Economia 1”, asi como funciones seno, coseno, tangente, exponencial, entre otras, las cuales
son necesarias para que el alumno se acostumbre a este tipo de problemas de matematicas

avanzadas.
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Asimismo, para las sesiones practicas, el profesor indica que publica una separata
adicional de ejercicios en la plataforma de clases para trabajar en el salon. Estos ejercicios
gue incluye en la separata los obtiene de diferentes fuentes como libros, publicaciones en
internet haciendo adaptaciones segun el nivel académico del grupo y el avance que realice
en clase. Estas fuentes son utilizadas por el profesor para crear las evaluaciones del curso.

Como parte de la evaluacién del tema “optimizacién de funciones de dos variables”,
el calculo de maximos y minimos, sujetos 0 no a restricciones de igualdad, es anunciado por
el profesor durante las clases para la Evaluacién Continua 3, el cual es el Unico instrumento
de medicién del aprendizaje observado exclusivamente para este tema.

Segun la observacion de clases y la entrevista del profesor, trata de dar tiempo a los
alumnos para resolver problemas por cuenta propia de cada uno para intentar los ejercicios
propuestos de las diapositivas y las separatas de clase. Aun asi, el profesor sostiene gque es
dificil determinar el interés del alumno con el tema y reconoce que la participacion es escasa
durante las clases. Asimismo, anticipa que el tipico error de operaciones que le cuesta a la
mayoria de sus alumnos es el uso de nuevas letras para expresar algin término econémico

como capital (K) o trabajo (L) en lugar de utilizar x, y.
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Capitulo VI: Analisis de datos

En este capitulo, se realiza el analisis de la informacién presentada en el capitulo
anterior en cuanto a la observacién del proceso de instruccion. Este andlisis se realiza para
cada una de las seis facetas de la idoneidad didactica tomando en cuenta los indicadores
propuestos en el capitulo V. Asimismo, se tomara en cuenta la codificacion propuesta para
identificar cada indicador propuesto.

6.1. Idoneidad epistémica

La idoneidad epistémica (IEP) permite analizar qué tan representativos son los
significados implementados por el profesor en una clase de optimizacion de funciones reales
de dos variables respecto de los significados de referencia de la derivada parcial y su relacion
con la optimizacion en economia. Esa faceta consta de seis componentes, las se analizan a
continuacion.

6.1.1. Situaciones-problema

La tabla 37 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada como
IEP;: (situaciones-problema) de la idoneidad epistémica segun el cédigo de cada indicador
asignado en el capitulo 4.

Tabla 37
Andlisis de cada indicador de la componente “situaciones-problema” de la idoneidad

epistémica

Indicador Comentario

Se evidencia que el profesor refuerza el significado de las derivadas
parciales como expresiones algebraicas al resolver el examen parcial previo
al tema de optimizacién. En este reforzamiento se determinan las derivadas

IEP11 parciales de primer orden f, y f,,. Asimismo, en la introduccion del tema se
evidencia el logro de este indicador al considerar problemas intra-
matematicos para hallar puntos criticos. No se observan problemas o
ejemplos para hallar Gnicamente f.., fxy, fyx fyy-

No se observa variedad de problemas donde se aproveche o evidencie el
significado de la derivada parcial como tasa de variacion, asi como tampoco
se evidencian ejemplos donde se pida la ecuacion del plano tangente en un
IEP,, punto particular o su interpretacion como plano tangente paralelo al plano
XY en el caso de problemas de optimizacion.
Pese a ello, se aborda directamente la interpretaciéon del multiplicador de
Lagrange como tasa de variacion del valor éptimo de una funcién durante
una clase teorica.
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Indicador

Comentario

IEP13

No se evidencian suficientes problemas de representaciones graficas de
funciones de dos variables, asi como las representaciones graficas de sus
derivadas de primer y segundo orden. La mayoria de los ejemplos se limita,
en la clase tedrica, a hallar derivadas parciales. En algun caso, el profesor
muestra graficamente cémo se ve un punto silla y ejemplifica un problema
de construccién de la grafica a partir de sus trazas a modo de repaso.

IEP14

Se evidencian problemas intra-matematicos, tanto en las clases teoricas
como en las practicas donde se manifiesta el significado de la derivada
parcial para hallar maximos y minimos sin plantear restricciones en
cualquiera de las siguientes formas: max f (x,y) 0 min f(x, y).

IEP1s

Se evidencia que el profesor presenta, tanto en clase como en sesiones
practicas, problemas donde no se obtengan méaximos ni minimos. Para el
tema, se presentan problemas cuyos resultados resultan en puntos sillas.

IEP16

Se evidencian ejemplos intra-matematicos sujetos a restricciones de
igualdad usando el método de Lagrange. Esto se desarroll6 durante la
cuarta y quinta sesiones. Por ejemplo, en clase se trabajaron el siguiente
par de problemas:
Maximizacion:

Maximizar  f(x,y) =9 — x? — y?

sujeto a x+y=+4
Minimizacion:

min f(x,y) = x> + y?

Ssujetaax+2y=a

IEP17

Se evidencias problemas extra-matematicos de optimizacién sin
restricciones de igualdad que modelicen situaciones econémicas como
costo total, beneficio y produccién como funciones de dos variables.

IEP.s

Se evidencia que en la clase practica se resuelven problemas de
optimizacion con restricciones de igualdad en contexto extra-matematico
donde se modelicen funciones como el costo, la utilidad u otros. Se utiliza
el método de los multiplicadores de Lagrange. Asimismo, se evidencian
problemas donde las restricciones no esta planteadas explicitamente.

IEP1.9

No se observaron problemas ni momentos para que el alumno genere o
cree un problema de modelacién aplicada a la economia. La mayoria de los
problemas plantean parte de las funciones o restricciones modeladas.

Nota. Elaboracién propia

En resumen, segun las situaciones-problema del proceso de instruccion, se observa

gue el profesor utiliza una gran variedad de problemas, entre intra 0 extra-matematicos, para

presentar la teoria y los métodos de resolucién donde se evidencian los significados de la

derivada parcial como expresion algebraica y la derivada parcial para hallar maximos y

minimo. Sin embargo, segun el proceso idéneo descrito en los indicadores, es ideal que el

profesor presente el uso de los significados de la derivada parcial para determinar un plano
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tangente y la derivada parcial como tasa de cambio y su relacion con los problemas de
optimizacion. Asimismo, es importante, considerar ejercicios para que el estudiante refuerce
el calculo de derivadas parciales de primer y segundo orden, puesto que es uno de los errores
mas frecuentes encontrados en la evaluacion. Por ultimo, seria ideal que el estudiante tenga

un espacio para creas problemas de modelizacion aplicada a la economia.
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6.1.2. Lenguaje

La tabla 38 muestra el analisis por cada indicador de la componente codificada como
IEP: (lenguaje) de la idoneidad epistémica segun el codigo de cada indicador asignado en el
capitulo 4.
Tabla 38

Andlisis de cada indicador de la componente “‘lenguaje” de la idoneidad epistémica

Indicador Comentario

Se usan pocas representaciones graficas para explicar el significado de la

IEP,, derivada parcial para hallar maximos y minimos aplicados a la optimizacion.
Se menciona la interpretacion el punto méas alto y el punto méas bajo. El
contenido se limita a representaciones algebraicas.

Se evidencia que el profesor maneja adecuadamente las distintas
notaciones de derivadas parciales (las mas utilizadas por el profesor son

[EP2. . - L,
frr fys Fxxr ey fyao fyy), Multiplicador de Lagrange 4, notacion de funcion
lagrangiana, simbolo de aproximacién y matrices.

IEP, 5 Se evidencia que el profesor utiliza y maneja adecuadamente los conceptos

econdémicos como ingreso, costo, capital, trabajo, marginalidad, entre otros.

Nota. Elaboracion propia

A modo de resumen, los distintos lenguajes (notaciones en su mayoria) empleados
por el profesor son adecuados y repetitivamente utilizados por el profesor para resolver los
problemas y presentar la teoria. Asimismo, en cuanto a conceptos propios de la economia, el
profesor utiliza adecuadamente las palabras correctas para, por ejemplo, modelizar
problemas que traten de costo, ingreso, beneficio, entre otros. Pese a ello, es importante que
el profesor pueda utilizar distintas representaciones (no solo la algebraica, sino también la
grafica) en la resolucién de los problemas para que el alumno conozca la interpretacion

adecuada de lo que implica optimizar.
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6.1.3. Reglas o elementos regulativos

La tabla 39 muestra el analisis por cada indicador de la componente codificada como
IEP; (reglas o elementos regulativos) de la idoneidad epistémica segun el cédigo de cada
indicador asignado en el capitulo 4.
Tabla 39
Andlisis de cada indicador de la componente “reglas o elementos regulativos” de la

idoneidad epistémica

Indicador Comentario

El profesor presenta correctamente las definiciones, propiedades y teoremas
previstos para el significado de la derivada parcial para hallar maximos y
minimos: ¢ qué es optimizar, maximo y minimo?, ¢ cual es la diferencia entre
local o absoluto?, ¢qué es una restriccion de igualdad, ¢qué es el
multiplicador de Lagrange?, entre otras preguntas que responde
correctamente ante clase.

IEP3.1

El profesor presenta adecuadamente los procedimientos de optimizacion sin
IEP3.2 restricciones y con restricciones. Ademas, sintetiza estos procedimientos
durante la resolucién de los ejemplos de las clases tedricas.

Nota. Elaboracién propia

En sintesis, el profesor posee adecuados conocimientos acerca de las definiciones,
proposiciones, procedimientos, teoremas y otras propiedades relacionadas con el tema de
optimizacion, lo cual se evidenci6 en los extractos de las diapositivas brindadas por el profesor

y en el testimonio de la observacion de clases.
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6.1.4. Argumentos

La tabla 40 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IEP4 (argumentos) de la idoneidad epistémica segun el codigo de cada indicador asignado en
el capitulo 4..
Tabla 40

Andlisis de cada indicador de la componente “argumentos” de la idoneidad epistémica

Indicador Comentario

Las explicaciones son adecuadas para el nivel educativo superior al cual
pertenece el profesor. Se evidencia el uso de una formalidad algebraica para
dirigirse hacia las derivadas parciales y los términos utilizados en los

|EP4.1 procedimientos de optimizacién (funcion objetivo, restricciones, maximizar,
minimizar). Asimismo, el profesor usa adecuadamente los términos
econdmicos empleados en los problemas como costo, beneficio,
presupuesto, entre otros.

Los problemas propuestos por el profesor corresponden a situaciones donde
el estudiante justifique sus calculos mediante los procedimientos adecuados
para optimizar (sin o con restricciones) funciones de dos variables y
determinar su solucion.

|EP,.2

Nota. Elaboracion propia

En resumen, las explicaciones y problemas propuestos por el profesor son adecuados
para el nivel académico de alumnos de la carrera de economia que se encuentran en
formacion durante sus primeros ciclos. Asimismo, las situaciones propuestas en los ejercicios

obligan a que el alumno utilice adecuadamente los procedimientos para llegar a la respuesta.
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6.1.5. Relaciones

La tabla 41 muestra el analisis por cada indicador de la componente codificada como
IEPs (relaciones) de la idoneidad epistémica segun el codigo de cada indicador asignado en
el capitulo 4.
Tabla 41
Andlisis de cada indicador de la componente “relaciones” de la idoneidad epistémica

Indicador Comentario

Los problemas propuestos evidencian que existe una relacién directa con la
teoria presentada en clase en cuanto a la aplicacion de los significados de

|EPs.1 la derivada parcial como expresion algebraica y la derivada parcial para
hallar maximos y minimos. Asimismo, se presenta variedad de casos intra-
matematicos como extra-matematicos, con o sin restricciones.

Se observa que en la resolucion planteadas por el profesor, el significado de
|EPs.2 la derivada parcial como expresion algebraica esta presente en cada paso
del procedimiento de optimizacion.

Nota. Elaboracién propia

En resumen, se relaciona adecuadamente los conceptos abordados en los
significados de la derivada parcial como expresion algebraica y la derivada parcial para hallar
maximos y minimos para resolver diferentes tipos de problemas, ya sean intra o extra-
matematicos, asi como problemas donde se apliquen diferentes procedimientos cuando

aparece 0 no una restriccion de igualdad.
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6.1.6. Errores, ambigiiedades y creencias

La tabla 42 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IEPs (errores, ambigliedades y creencias) de la idoneidad epistémica segun el codigo de cada
indicador asignado en el capitulo 4.
Tabla 42
Andlisis de cada indicador de la componente “errores, ambigliedades y creencias” de la

idoneidad epistémica

Indicador Comentario

No se evidencian suficientes problemas que impliquen hallar maximos o
minimo, u optimizar, haciendo uso de representaciones gréaficas. Gran parte

|EP6.1 de los problemas se limite Gnicamente al trabajo algebraico. Se usan pocos
ejemplos para explicar la optimizacién de manera grafica. No se promueve
esta interpretacion para los problemas

Se evidencia que el profesor resuelve y propone ejercicios no solo de tipo
|EPs.2 intra, sino también extra-matematicos. Incluso, aquellos problemas donde se
modelicen funciones bajo conceptos econémicos.

No se presentan suficientes problemas donde el grafico sea dificil de
determinar de manera que se resuelva el problema por métodos algebraicos.

|EPs.5 Esto se da asi porque no se promueve el uso de representaciones gréficas
para pensar lo problemas de esa representacion. En algun caso, el profesor
recurre a GeoGebra para ver un problema similar, pero posteriormente no
vuelve a suceder.

Nota. Elaboracion propia

A modo de resumen, se evidencia variedad de problemas, intra 0 extra-matematicos,
con o sin restricciones, entre otros, pero la gran mayoria de problemas propuestos y los
revisado en clase se limitan Unicamente a representaciones algebraicas. Asimismo, no se

promueve comprender el problema desde un punto de vista gréfico.
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6.2. ldoneidad cognitiva

La idoneidad cognitiva (ICO) permite analizar qué tanto se relacionan e instruyen los
significados de referencia implementados por el profesor en los estudiantes. Esta faceta
consta de cuatro componentes, las cuales se analizan a continuacion.
6.2.1. Conocimientos previos

La tabla 43 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada como
ICO1 (conocimientos previos) de la idoneidad cognitiva segun el cddigo de cada indicador
asignado en el capitulo 4.
Tabla 43
Andlisis de cada indicador de la componente “conocimientos previos” de la idoneidad

cognitiva

Indicador Comentario

Se evidencia que los alumnos tienen conocimientos previos a partir de haber
rendido un examen parcial donde se evaluaron preguntas de derivadas

ICOL4 parciales, el cual es un requisito para que se desarrollen procedimientos para
hallar maximos y minimos. Asimismo, en la entrevista, el profesor indicé que
algunos de los términos econdmicos vistos en los problemas son ensefiados
en el curso previo

Se evidencia que el profesor vincula los conocimientos previos de reglas de

ICOL, derivacion de funciones de una variable, la optimizacion de funciones de una
variable y de derivadas parciales haciendo uso de esas notaciones durante
su explicacion y resolucién de problemas.

Nota. Elaboracion propia

En sintesis, se evidencia que los alumnos cuentan con conocimientos previos debido
a los cursos pasados relacionados como requisito para los temas del curso “Matematica para
Gestion y Economia 2”. Ademas, la toma del examen parcial permite reforzar los
conocimientos relacionados con la derivada parcial como expresion algebraica y las reglas

de derivacion de funciones de una variable.
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6.2.2. Adaptaciones curriculares a las diferencias individuales

La tabla 44 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
ICO. (adaptaciones curriculares a las diferencias individuales) de la idoneidad cognitiva segun
el cédigo de cada indicador asignado capitulo 4.
Tabla 44
Andlisis de cada indicador de la componente “adaptaciones curriculares a las diferencias

individuales” de la idoneidad cognitiva

Indicador Comentario

Se evidencia que el profesor introduce el procedimiento de la derivada
ICO2.1 parcial hallar méximos y minimos de funciones reales de dos variables
haciendo la analogia con la optimizacién de funciones reales de una variable.

Las clases tedricas son reforzadas con clases précticas, las cuales se dieron

ICO2.2 )
durante las sesiones observadas 3y 6.

Nota. Elaboracién propia

En resumen, se evidencia que el profesor utiliza analogias para presentar similitudes
entre procedimientos de optimizacién de funciones de una variable y funciones de dos
variables. Asimismo, dentro de la programacion, el profesor cuenta con sesiones practicas y

sube separatas de ejercicios a modo de reforzamiento.

6.2.3. Aprendizajes

La tabla 45 muestra el analisis por cada indicador de la componente codificada por
ICOs (aprendizajes) de la idoneidad cognitiva segun el codigo de cada indicador asignado en
el capitulo 4.
Tabla 45
Analisis de cada indicador de la componente “aprendizajes” de la idoneidad cognitiva

Indicador Comentario

Se evidencia que hay un Unico instrumento de evaluacién, el cual es la
evaluacion continua 3. Esta evaluacion, en 4 de 5 problemas, considera en
gran parte el significado de la derivada parcial para hallar maximos y
minimos, con o sin restricciones

ICOa1

Nota. Elaboracion propia
A modo de resumen, el curso cuenta con varias evaluaciones que permitan verificar
gue el alumno se haya apropiado de los significados pretendidos del profesor. La evaluaciéon

continua 3 considera los temas de las dos semanas siguientes al parcial.
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6.2.4. Alta demanda cognitiva

La tabla 46 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
ICOs4 (alta demanda cognitiva) de la idoneidad cognitiva segun el cédigo de cada indicador
asignado en el capitulo 4.
Tabla 46
Andlisis de cada indicador de la componente “alta demanda cognitiva” de la idoneidad

cognitiva

Indicador Comentario

Si se observan problemas donde se requiera plantear expresiones
ICO4.1 (funciones objetivo) que modelicen situaciones econémicas como la utilidad
o0 el costo total, con la intencién de optimizarla.

Si se incluyen problemas donde la restriccibn no esté planteada
explicitamente. Por ejemplo, en la evaluacion continua aparece un problema

ICO..2 donde se debe plantear la restriccion para posteriormente plantear la funcién
lagrangiana. Esto también se observa en varios problemas de las separatas
de ejercicios.

En la evaluacion continua 3, se evidencié un problema donde se le pedia al

alumno “Indique si se trata de maximo o minimo” para un problema de
ICQOa4s optimizacion con restricciones de igualdad.

Asimismo, en la seccion anterior, se describid6 que en las separatas de

ejercicios propuestos se encontraron problemas de este tipo.

Nota. Elaboracién propia

En resumen, se logra encontrar problemas donde se requiera de una alta demanda
cognitiva para resolverlos. Por ejemplo, este tipo de problemas aparecen tanto en las
separatas de ejercicios como en la evaluacién y se caracterizan porque hay ciertas funciones
0 restricciones que explicitamente no estan planteados, pero que el estudiante debe hacerlo.
Asimismo, también se plantean expresiones donde no se indique si se busca maximizar o

minimizar, para lo cual el estudiante debe recordar el procedimiento adecuado.
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6.3. Idoneidad interaccional

La idoneidad interaccional (IIN) permite analizar qué tanto se resuelven y promueven
las interacciones entre docentes y estudiantes en el proceso de instruccion. Esta faceta
consta de cuatro componentes, las cuales se analizan en esta seccion.
6.3.1. Interaccion docente-estudiante

La tabla 47 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IIN; (interaccion docente-estudiante) de la idoneidad interaccional segun el cddigo de cada
indicador asignado previamente.
Tabla 47
Andlisis de cada indicador de la componente “‘interaccién docente-estudiante” de la

idoneidad interaccional

Indicador Comentario

Se observa que el profesor dicta con calmay lento segun lo planificado para
sus sesiones. Ademas, segun lo descrito en el capitulo anterior, el profesor
usa la pizarra y el proyector para mostrar sus diapositivas y escribir tanto con

1INy 1 plumén como con ayuda de una tableta grafica para mostrar la resolucion de
los problemas. Sin embargo, en varias ocasiones la organizacion del
procedimiento no es clara, lo cual es importante para que el alumno pueda
tomar notas adecuadamente en caso se desconcentre en parte de la
explicacion.

No se observa frecuentemente que el profesor enfatice sobre los conceptos

1IN{5 y aplicaciones de la optimizacion de funciones reales de dos variables en
contexto econdmico, por lo que deberia mencionarse la importancia de estos
y no limitarse a la resolucién de ejercicios.

IINys El profesor anticipa escenarios donde los alumnos puedan cometer errores
' y plantea ejemplos para despejar dudas al determinar derivadas parciales.

[IN1.4 No se evidencia, durante la observacion de clases, que el profesor interprete
el silencio u otras distracciones de los alumnos.

[IN15 Se evidencia el uso de analogias para presentar los procedimientos de
optimizacion de funciones de dos variables, sin y con restricciones,
comparandolos con lo realizado en optimizacion de funciones de una
variable y la idea de “punto mas alto o bajo” o “silla de montar” para explicar
algunas formas e interpretaciones necesarias.

[IN16 No se evidencia frecuentemente la participacion en clases. Los momentos
donde el profesor fomenta la participacién son para que entre los alumnos
discutan los problemas que deja durante clase.

Nota. Elaboracion propia

En resumen, la interaccion entre el profesor y sus estudiantes durante las clases tiene
varios aspectos por mejorar, los cuales implican la mejora de las resoluciones de los
problemas, fomentar la participacion, interpretacion del silencio o inactividad de los alumnos

y el énfasis por relacionar la aplicacion de la optimizacion en la economia. Pese a ello, el
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profesor utiliza recursos retéricos que mejoran la interpretacién y comprension del tema por

parte de los alumnos.

6.3.2. Interacciones entre estudiantes

La tabla 48 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IIN2 (interacciones entre estudiantes) de la idoneidad interaccional segun el cédigo de cada
indicador asignado en el capitulo 4.
Tabla 48
Andlisis de cada indicador de la componente “interacciones entre estudiantes” de la

idoneidad interaccional

Indicador Comentario

No es frecuente en las clases observadas que se promueva el dialogo y
comunicacion entre alumnos, debido a que no se presenta variedad de

[IN2.1
dinamicas como la discusién de algun concepto tedrico, sino que se limita
Unicamente a comprobar resoluciones de algun problema.
No se observa participacion grupal a pesar de que previamente el profesor
1IN indique que si suele realizar dinAmicas grupales para otros temas. Seria

favorable para la experiencia y comprension del tema por parte de los
alumnos.

Nota. Elaboracion propia

En resumen, hay aspectos por mejorar en cuanto a la interaccion entre alumnos. Se
promueve el didlogo en pocos escenarios que se limitan a comprobar o discutir la resolucion
de algun problema. Sin embargo, seria favorable para el alumno que esto se realizara para

conceptos tedricos mediante algunas dinamicas grupales en clase.
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6.3.3. Autonomia

La tabla 49 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IIN3 (autonomia) de la idoneidad interaccional segun el cédigo de cada indicador asignado en
el capitulo 4.
Tabla 49

Andlisis de cada indicador de la componente “autonomia” de la idoneidad interaccional

Indicador Comentario

Durante las clases tedérico-précticas si se evidencian momentos para que el
alumno pueda resolver individualmente los problemas propuestos. Sin

1IN3.1 embargo, esto Unicamente se limita a resolver lo propuesto, mas no a
creacion de nuevos ejemplos o proponer contraejemplos relacionados con
el tema.

Si se evidencia que el docente promueve el estudio y practica del curso

INs.» mediante el recordatorio y publicaciéon de las separatas de ejercicios para
gue los alumnos avancen los problemas y, asi, se puedan revisar durante
las sesiones practicas.

Nota. Elaboracién propia

En resumen, se evidencia que el profesor da espacios donde el alumno trabaja de
manera autbnoma y pone en practica lo aprendido, tanto dentro del horario de clases como
fuera de este. Sin embargo, estas situaciones podrian incluir propuestas o generacién de
ejemplos y contraejemplos que cuestionen la teoria u otros conceptos del tema por parte del
alumno.
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6.3.4. Evaluacion formativa

La tabla 50 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
[IN4 (evaluacion formativa) de la idoneidad interaccional segun el codigo de cada indicador
asignado en el capitulo 4.
Tabla 50
Andlisis de cada indicador de la componente “evaluacién formativa” de la idoneidad

interaccional

Indicador Comentario

El profesor si esta dispuesto a supervisar el desarrollo de clases, incluso
cuando da aquellos breves momentos para que sus alumnos intenten la
resolucion de problemas. Ademas, facilita su correo a sus estudiantes para
cualquier comunicacion relacionada con las clases. El profesor es quien
controla sus propias evaluaciones en el horario que él dicta, por lo que esta
presente para responder dudas durante las evaluaciones.

1IN4.1

Nota. Elaboracion propia

En sintesis, el profesor esta presente como observador, supervisor y guia durante todo
el proceso de instruccion para sus alumnos, de manera que les facilita separatas de ejercicios
gue les permita practicar, espacios para responder dudas tanto durante clases, fuera de

clases mediante el correo y evaluaciones.
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6.4. Idoneidad mediacional

La idoneidad mediacional (IME) permite analizar qué tanta disponibilidad hay de
recursos, materiales o temporales, y qué tanto es el uso y aprovechamiento de estos durante
el proceso de instruccion. Esta faceta consta de tres componentes, las cuales se analizan a
continuacion.
6.4.1. Recursos materiales

La tabla 51 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IME: (recursos materiales) de la idoneidad mediacional segun el cédigo de cada indicador
asignado en el capitulo 4.
Tabla 51
Andlisis de cada indicador de la componente “recursos materiales” de la idoneidad

mediacional

Indicador Comentario

A pesar de que se utiliza la proyeccién de la computadora, no se evidencia
variedad de ocasiones cuando el profesor se apoye en representaciones
gréaficas de las funciones trabajadas donde manipule ello. Estos momentos
IME1.1 se dan cuando el profesor presenta la idea de maximos y minimos (punto
mas alto o bajo) y ejemplificar el punto silla, donde manipula y rota la imagen
en GeoGebra para mostrar la idea de “silla de montar”. Posterior a estos dos
casos, no se vuelve a evidenciar el uso de estos recursos para tal fin,

Se evidencian pocos ejemplos donde se usen representaciones graficas
IMEL» como parte del procedimiento de la optimizacién de funciones de dos

variables. Esto se limita Gnicamente a la introduccion del tema. Por parte del

estudiante, tampoco se promueve el uso de estas visualizaciones.

Nota. Elaboracion propia

En resumen, no se evidencia el uso de representaciones graficas que puedan
manipularse o comprobar los valores maximos o minimos hallados, tanto para el profesor
como para el alumno. Esto es una herramienta Util para ambos para explicar y comprender

ciertos conceptos relacionados con la optimizacién como es el caso de maximos y minimos.
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6.4.2. Numero de alumnos, horario y condiciones del aula

La tabla 52 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IME2 (nmeros de alumnos, horario y condiciones del aula) de la idoneidad mediacional segun
el cédigo de cada indicador asignado en el capitulo 4.
Tabla 52
Andlisis de cada indicador de la componente “nimeros de alumnos, horario y condiciones

del aula” de la idoneidad mediacional

Indicador Comentario

En este horario hay 36 alumnos distribuidos en carpetas personales (durante

IME.4 las clases teoéricas) y bipersonales (durante las sesiones practicas), cuyas
superficies no son amplias, por lo que esto influye en la toma de anotaciones.
Esta distribucion no es adecuada para las clases.

Cada semana se dan tres sesiones de clase. La primera sesién comienza a
las 7:00 am, para el cual se evidencia que no es un horario apropiado debido

IME:.. a la gran cantidad de ausentismo durante la primera hora. Las otras dos
sesiones se dictan a partir de las 8:50 am, para lo cual se observa gran
asistencia a clases, por lo que son apropiados.

Las aulas tienen un aforo muy limitado para los 36 alumnos del horario. A
pesar de estar equipadas con proyector, pizarra y computadora, no son

IME: .3 espacios idéneos debido a lo pequefio que puede resultar el espacio y que
en las sesiones tedricas el proyector no se encuentra centrado. Ademas, el
espacio se ve interrumpido por el ruido exterior de la avenida.

Nota. Elaboracién propia

En resumen, las condiciones del aula no son del todo adecuadas debido al espacio
limitado de las carpetas y aforo para el nimero de alumnos del horario. Asimismo, uno de los
dias de dictado no cuenta con un horario adecuado para la asistencia del alumno debido a
gue comienza muy temprano en comparacion con los otros dos dias. Pese a tener salones
equipados, el ruido del exterior y ciertas configuraciones del proyector pueden resultar

incbmodas o inadecuadas para el desarrollo de la clase.
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6.4.3. Tiempo

La tabla 53 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IME3 (tiempo) de la idoneidad mediacional segun el codigo de cada indicador asignado en el
capitulo 4.
Tabla 53

Andlisis de cada indicador de la componente “tiempo” de la idoneidad mediacional

Indicador Comentario

Si se cumple con la programacion de clases teéricas segun el silabo y lo

IMEs4 planificado por el profesor. El tema de optimizacién con restriccidén se terminé
en una sola sesién y pudo desarrollarse ejercicios adicionales durante las
dos ultimas sesiones observadas.

El tiempo de las sesiones practicas es adecuado para la resolucién de

IMEs. algunos ejercicios propuestos por el profesor en sus separatas. Si bien no
se llega a resolver todo, se resuelven problemas similares variados (intra o
extra-matematicos, con o sin restricciones, entre otros).

Si se dispone tiempo para asesorias durante las sesiones practicas, para lo
IMEs.3 cual estd programado, puesto que no es exclusivamente para la resolucion
de problemas, sino también para consultas.

Nota. Elaboracion propia

En resumen, el tiempo asignado para las sesiones tedricas y practicas es el adecuado
para la ensefianza del tema de optimizacién de funciones de dos variables en contexto
econdémico, particularmente, el significado de la derivada parcial para hallar maximos y
minimos. Asimismo, se dispone de un espacio de asesoria y consulta durante las sesiones

practicas.
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6.5. ldoneidad afectiva

La idoneidad afectiva (IAF) permite analizar qué tan implicado o comprometido esté el
estudiante durante todo el proceso de instruccion. Esta faceta consta de tres componentes,
las cuales se analizan en esta seccion.
6.5.1. Intereses y necesidades

La tabla 54 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IAF; (intereses y necesidades) de la idoneidad afectiva segun el cédigo de cada indicador
asignado en el capitulo 4.
Tabla 54
Andlisis de cada indicador de la componente “intereses y necesidades” de la idoneidad

afectiva

Indicador Comentario

Se introduce el tema de optimizacion en un contexto matematico; sin
embargo, no se menciona su conexion con la economia durante las sesiones

|AFL1 tedricas. En las sesiones practicas se revisan problemas de aplicacién
donde el profesor asume que los alumnos conocen los términos econémicos
(ingreso, costo, beneficio, produccién, capital, entre otros).

Si se proponen problemas o tareas de modelizacién relacionados con
conceptos econdmicos. Esto se evidencia durante las sesiones practicas y

IAFL, los problemas propuestos en las separatas de ejercicios donde se hace
referencia a conceptos como beneficio, costo, capital, trabajo y produccién.
Asimismo, en estos problemas no solo se plantean funciones objetivo, sino
también restricciones en contexto econémico.

Nota. Elaboracion propia

En resumen, se observa que tanto el tema como los problemas de optimizacién
guardan relacion con la economia al usarse términos como el beneficio, costo, capital, trabajo
y produccion, para los cuales los estudiantes estan familiarizados debido a que guarda
relacion con curso anteriores. Un aspecto por mejorar se relaciona con la presentacion de
estos conceptos y su aplicacion durante las sesiones practicas haciendo una conexion entre

el temay su utilidad en la economia.
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6.5.2. Actitudes

La tabla 55 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IAF, (actitudes) de la idoneidad afectiva segun el cédigo de cada indicador asignado en el
capitulo 4.
Tabla 55

Andlisis de cada indicador de la componente “actitudes” de la idoneidad afectiva

Indicador Comentario

Si se observa gran asistencia de los alumnos a las sesiones tedricas,
IAF21 practicas y evaluaciones, los cuales son promovidos por el profesor para que
los alumnos aprovechen esos momentos.

En gran parte de los problemas, el procedimiento seguido por el profesor es
como una “receta” que implica que el alumno se mecanice para resolverlos
lo cual favorece la comprension y adaptacién de los procedimientos. En

IAF>., pocos ejemplos si se evidencia el andlisis que se requiere para modelar
funciones o restricciones de un problema de optimizacién. El andlisis de
problemas mediante el planteamiento de expresiones debe ser considerado
como parte de un andlisis mas exigente aparte del procedimiento repetitivo
gue el estudiante espera de este tipo de problemas.

Nota. Elaboracién propia

En resumen, si se observa que el profesor promueve adecuadamente la asistencia a
clases y evaluaciones. Sin embargo, falta considerar mas la parte de andlisis de problemas
que de “mecanizacion” al resolver la optimizacion o al modelar funciones y restricciones segun

el enunciado.
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6.5.3. Emociones
La tabla 56 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por

IAF3 (emociones) de la idoneidad afectiva segun el cédigo de cada indicador asignado en el

capitulo 4.

Tabla 56
Andlisis de cada indicador de la componente “emociones” de la idoneidad afectiva

Indicador Comentario

El profesor promueve el estudio del curso indicando que “no es dificil debido
a que el procedimiento se asemeja al de optimizacién de funciones de una
variable”. En algunos momentos, el profesor da comentarios de refuerzo
positivo como “muy bien”, “excelente participacion”, “es correcto”.

IAF3.1

Nota. Elaboracién propia
En resumen, el profesor si refuerza el compromiso y estudio, asi como la motivacién

del estudiante con el curso mediante frases de refuerzo positivo y afirmando que el tema no

es complicado, sino que se parece al caso visto en la unidad anterior.
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6.6. Idoneidad ecolégica

La idoneidad afectiva (IEC) permite analizar qué tanto se adapta el proceso de
instruccion al proyecto de la carrera de Economia propuesto por la institucion. Esta faceta
consta de cuatro componentes, las cuales se analizan en esta seccion.
6.6.1. Adaptacion al curriculo

La tabla 57 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IEC, (adaptacion al curriculo) de la idoneidad ecoldgica segun el codigo de cada indicador
asignado en el capitulo 4.
Tabla 57

Andlisis de cada indicador de la componente “intereses y necesidades” de la idoneidad

ecologica
Indicador Comentario
Las presentaciones de clase, separatas de ejercicios y evaluaciones si se
IEC14 relacionan con la optimizacion de funciones de dos variables y lo indicado

segun las directrices de la institucion. Esto se verifica con el silabo propuesto
para el curso.

Nota. Elaboracion propia

En resumen, se evidencia que el tema de optimizacién de funciones de dos variables
se encuentra adaptado segun la formacion académica de la carrera de Economia mostrando
ejemplos y aplicaciones en el contenido trabajado durante las clases, asi como el contenido

evaluado.
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6.6.2. Apertura hacia lainnovacion didactica

La tabla 58 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IEC; (apertura hacia la innovacién didactica) de la idoneidad ecolégica segun el codigo de
cada indicador asignado en el capitulo 4.
Tabla 58
Andlisis de cada indicador de la componente “apertura hacia la innovacion didactica” de la

idoneidad ecolégica

Indicador Comentario

No se promueve el uso de tecnologias como softwares que solucionen o

IEC.4 grafiquen los problemas para interpretar lo resuelto en la optimizacion de
funciones de dos variables. Si bien el profesor lo usa en una ocasion, no se
vuelve a utilizar, ni se da la sugerencia para que el alumno lo use.

No se evidencia que el profesor promueva la investigacion o reflexion de los
IEC2. estudiantes acerca de la importancia de la optimizacion en el contexto
economico

Nota. Elaboracién propia

A modo de resumen, no se evidencia una apertura hacia la innovacion didactica tanto
en la promocidn del uso de herramientas tecnoldgicas que resuelva o grafiquen los problemas
como la reflexién del tema y su aplicacién en la economia. Esto Gltimo es importante segun
lo encontrado en las investigaciones del capitulo porque permite que el alumno relacione la

carrera que estudia con aquello que ve en los cursos.
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6.6.3. Adaptacion social, profesional y cultural

La tabla 59 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IECs (adaptacion social, profesional y cultural) de la idoneidad ecolégica segun el cédigo de
cada indicador asignado en el capitulo 4.
Tabla 59
Andlisis de cada indicador de la componente “adaptacion social, profesional y cultural” de la

idoneidad ecolégica

Indicador Comentario

Si se evidencia que las aplicaciones de los significados de la derivada parcial
en la optimizacién estdn orientados a problemas en contexto econémico
donde se modelizan funciones objetivo y restricciones de tipo costo,
beneficio y produccion.

IECz1

Nota. Elaboracion propia

A modo de resumen, si se evidencia una adaptacion profesional del significado de la
derivada parcial para hallar maximos y minimos en la optimizacion bajo un contexto
econdémico. De esta manera, el alumno se familiariza cada vez con los términos propios de

Su carrera.

6.6.4. Conexiones intra e interdisciplinares

La tabla 60 muestra el andlisis por cada indicador de la componente codificada por
IEC. (conexiones intra e interdisciplinares) de la idoneidad ecoldgica segun el cédigo de cada
indicador asignado en el capitulo 4.
Tabla 60
Andlisis de cada indicador de la componente “conexiones intra e interdisciplinares” de la

idoneidad ecolégica

Indicador Comentario

Se hace referencia a cursos a temas previos donde se abordan temas de
optimizacion de una variable y funciones en contexto econémico. Sin

IEC4.1 embargo, no se evidencia el vinculo del tema de optimizaciéon con futuros
cursos como los son la microeconomia, macroeconomia u optimizacion
dinamica.

Nota. Elaboracion propia
A modo de resumen, si existe conexién del proceso de instruccién con temas o cursos
previos, pero falta conectarlo con cursos posteriores para que el alumno tenga una idea de lo

gue estudia en su carrera y la importancia de la optimizacion en el ambito econémico.
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Capitulo VI: Consideraciones finales

En este capitulo, se presentan las conclusiones en cuanto al logro de los objetivos
formulados en el trabajo de investigacion y las conclusiones del analisis del proceso de
instruccién descrito en el capitulo anterior. Ademas, se detallan algunas limitaciones vy
recomendaciones que deben tomarse en cuenta para futuras investigaciones relacionadas
con la optimizacion de funciones de dos variables.

En este trabajo, se formula como pregunta de investigacion lo siguiente: “¢Qué
aspectos se pueden mejorar de un proceso de instruccién sobre optimizacion de funciones
de dos variables para estudiantes de Economia?”. Para ello se propone como objetivo
principal el de valorar la idoneidad didactica de un proceso de instruccion de optimizacion de
funciones reales de dos variables con alumnos de la carrera de Economia. El logro de este
objetivo depende de tres objetivos especificos relacionados con la idoneidad didactica. Para
ello, y sobre la base de lo presentado en los capitulos anteriores, se analiza en qué medida
se logré cada uno de los objetivos propuestos, lo cual se detalla a continuacién:

El primer objetivo especifico propuesto es el “identificar los significados de referencia
de la derivada parcial involucrados en problemas de optimizacién de funciones reales de dos
variables en instituciones educativas que forman economistas”. Para el logro de este objetivo,
se busca informacion en articulos de investigaciones relacionadas con la derivada parcial y
su aplicacién en la optimizacion, asi como textos académicos utilizados frecuentemente
utilizados en la ensefianza de este tema en los primeros ciclos de universidad. Con ello, se
identificaron cuatro significados de la derivada parcial relacionados y utilizados en problemas
de optimizacién de funciones de dos variables en Economia: “la derivada parcial como
expresion algebraica”, “la derivada parcial para determinar planos tangentes a un punto”, “la
derivada parcial como tasa de variacion”, y “la derivada parcial para hallar maximos y minimos
de funciones de dos variables”. Posteriormente, se muestra la relacion que hay entre estos
significados y la optimizacién en economia. Se concluye que los significados de “la derivada
parcial como expresion algebraica” y “la derivada parcial para hallar maximos y minimos”
estan mas presentes que los otros dos significados en problemas de optimizacion
relacionados con la economia. Aun asi, los significados de “la derivada parcial para
determinar planos tangentes” y “la derivada parcial como tasa de variacién” pueden usarse
en problemas de optimizacién para profundizar la interpretacion de algunos de sus conceptos
como es el caso de las funciones marginales y la interpretacion del multiplicador de Lagrange
como precio sombra.

El segundo objetivo especifico propuesto es el de “adaptar y construir indicadores de
idoneidad did4ctica para un proceso de instruccion idoneo de optimizacion de funciones

reales de dos variables”. Para ello, se toma como referencia los trabajos de Pino-Fan y Parra-
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Urrea (2021) y Veron et al. (2024), los cuales proponen indicadores de idoneidad did4ctica
para procesos de instruccion de funciones reales de una variable y derivadas de funciones
reales de una variable, puesto que las funciones y las derivadas son conceptos utilizados en
la optimizacion de funciones. Con ello, se proponen indicadores de idoneidad didactica para
cada uno de los componentes de las facetas epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional,
afectiva y ecolégica que conforman la idoneidad didactica.

El tercer objetivo especifico propuesto es el de “comparar y analizar las semejanzas y
diferencias entre el proceso de instruccién idéneo y el proceso de instruccion realizado por el
profesor”. Para ello se recopila, mediante la triangulaciéon, diversas fuentes de informacion
relacionadas con el proceso de instruccion: silabo, presentaciones del profesor, anotaciones
de clase, separatas de ejercicios, evaluaciones y respuestas de los alumnos. Para
complementar la informacién, se videograban las sesiones necesarias relacionadas
directamente con la optimizacion de funciones de dos variables y su aplicacién con la
economia, y se realiza una entrevista semiestructurada con el profesor. Tomando como base
los indicadores de idoneidad didactica que describen un proceso de instruccién idéneo, se
comparan y analizan las semejanzas y diferencias cada indicador con la informacion
recabada acerca del proceso de instruccién implementado por el profesor. El analisis y sus
conclusiones se presentan a continuacion.

Con relacion a la idoneidad epistémica del proceso de instruccion, se observa que el
profesor presenta situaciones-problema variados de la derivada parcial aplicada a la
optimizacion en economia mediante la modelizacion de funciones, presenta adecuadamente
las definiciones y procedimientos de optimizacién para optimizacidon sin restricciones y
optimizacion con restricciones. Sin embargo la gran mayoria de problemas se limitaban a un
trabajo en representacion algebraica de la optimizacidon de funciones en comparacion las
representaciones graficas de las funciones y su explicacibn de maximos, minimos y
restricciones. Las representaciones graficas Unicamente se utilizaron en la introduccion de
cada tipo de optimizacién y para ejemplificar el punto silla. Ademas, el significado de derivada
parcial como tasa de cambio no se evidencié en los ejemplos con excepcion de la
interpretacion del multiplicador de Lagrange en un par de problemas. Asimismo, tampoco se
evidencié espacios para que el estudiante cree problemas de optimizacion o situaciones
donde se pueda plantear el procedimiento de la optimizacién para consolidar la comprension
del tema. En general, se concluye que la idoneidad epistémica del proceso de instruccion
muestra una buena representatividad entre los que el profesor implementé en sus clases
comparado con lo que seria idoneo implementar debido a que varios de los indicadores se
cumplen y son evidenciados segun lo observado.

Con relacion a la idoneidad cognitiva del proceso de instruccién, se observa que los

estudiantes si cuentan con los conocimientos previos para llevar el tema de optimizacion de
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funciones de dos variables, debido a que previamente se evaluaron temas de reglas de
derivacién, optimizacion de funciones reales de una variable y el céalculo de derivadas
parciales. Ademas, el profesor suele hacer analogias entre el procedimiento utilizado para
optimizar funciones de una variable con el procedimiento propuesto para optimizar funciones
de dos variables para que el estudiante pueda comprender que el tema tiene similitudes con
un tema antes visto y que, por lo tanto, no es dificil, segun afirma el profesor. Segun la
programacion del curso y del profesor, se incluyen dos sesiones practicas para revisar
problemas relacionados con la optimizacion de funciones de dos variables. Asimismo, estos
conocimientos son evaluados en la Evaluacién Continua 3 para verificar la apropiaciéon de los
significados por parte de los alumnos, lo cual se evidencia en el analisis de las respuestas de
los alumnos gue lograron comprender, en su mayoria, el procedimiento de optimizacién con
restricciones y optimizacién sin restricciones pese a los errores de calculo relacionados con
la resolucion de sistemas de ecuaciones u otros. También se encontraron problemas que
exigen alta demanda cognitiva donde el estudiante requiera plantear funciones y restricciones
a partir de cierto contexto. En general, se concluye que la idoneidad cognitiva del proceso de
instruccidbn muestra una buena relacion e instruccion de los significados de la derivada parcial
y su aplicacion con la optimizacion en los estudiantes debido a que varios de estos indicados
se cumplen y son evidenciados segun lo observado.

Con relacion a la idoneidad interaccional del proceso de instruccion, se observa que
el profesor da espacios de autonomia a sus alumnos para resolver problemas en clase, asi
como da su disposicion a supervisar el proceso formativo mediante las actividades de clase
en las sesiones practicas y las evaluaciones. Sin embargo, a pesar de que la presentacion
del tema es lento y calmado, pero la organizacion realizada por el profesor en pizarra puede
dificultar la interaccién con el alumno al hacer anotaciones. Ademas, no se evidencian
espacios para actividades de interaccién entre alumnos, como trabajos grupales u otras
dindmicas, los cuales son aspectos para tomar en cuenta debido a que son relevantes para
gue la interaccién sea idonea. En general, se concluye que la idoneidad interaccional del
proceso de instruccién muestra que a pesar de que se fomenta la autonomia del estudiante
y la presentacién del tema es claro y calmado, es importante considerar la realizacién de
interacciones grupales y mantener un orden al presentar resoluciones de problemas en
pizarra debido para mantener una buena interaccién en clase que asegure la comprension
del tema.

Con relacion a la idoneidad mediacional del proceso de instruccién, se encuentra que,
a pesar de contar con los recursos tecnoldgicos necesarios, no es frecuentemente utilizado
para presentar representaciones graficas de la optimizacion y que no se limiten Gnicamente
a representaciones y calculo algebraicos. Asimismo, las condiciones del aula no son propicias

debido al espacio limitado de las carpetas y extension del salén, el horario temprano de la
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clase, asi como factores externos como el ruido, puesto que estos factores pueden influir en
la comprension del estudiante e, incluso, en su ausentismo en clase. Pese a ello, el tiempo
asignado y planificado para cada sesion fue éptimo para cubrir los temasy, asi, revisar varios
problemas de optimizacion. salvo para introducir el tema, explicar el concepto de punto silla
y ejemplificar qué es optimizar con restricciones de igualdad. A pesar de ello, se concluye que
la idoneidad mediacional evidencia aspectos positivos como el tiempo ideal para dictar el
tema de optimizacion de funciones de dos variables en menos de 6 sesiones, pero también
se evidencian otros aspectos de mejora como el horario, la disposicién del espacio y el
aprovechamiento de herramientas tecnolégicas de manera mas frecuente para la clase.

Con relacién a la idoneidad afectiva del proceso de instruccion, se observa que los
temas y la introduccion al tema de optimizacién de funciones de dos variables es orientado
mas hacia al &rea matematica y sin enfatizar su relevancia en el area econémica, sino hasta
resolver problemas de aplicacion trabajados en la sesién practica, lo cual es un aspecto que
debe considerarse para un proceso de instruccién de estudiantes que siguen la carrera de
Economia. Ademas, Se encontrd que el procedimiento propuesto por el profesor es repetitivo
como un “receta”, lo cual es favorable para que el estudiante tenga mas confianza en recordar
el método, pero que los problemas no se limiten Unicamente a aplicar “recetas”, sino también
a considerar analisis como es el caso de problemas donde se requiera plantear expresiones
gue modelicen un contexto el cual no esté explicito en el enunciado. Asimismo, el profesor se
encuentra pendiente con que el estudiante se sienta cémodo y no rechace el tema. En
general, se concluye la idoneidad afectiva del proceso de instruccion describe un buen
compromiso por parte del estudiante durante todo el proceso de instruccién, pero aun asi hay
aspectos por mejorar como la necesidad de enfatizar la importancia de la optimizacién en la
economiay la promocién del analisis de problemas donde se requiera plantear expresion que
no estén explicitamente en el enunciado.

Con relacion a la idoneidad ecoldgica del proceso de instruccion, se observa que los
significados de las derivadas parciales propuestos en este trabajo se implementaron
adecuadamente segun el silabo del curso y los problemas propuestos abarcan situaciones
aplicadas a la economia donde se modelizan funciones como utilidad, ingreso, costo,
produccién, entre otros. Sin embargo, no se evidencian espacios hacia el uso de tecnologias
gue permitan que el estudiante comprenda la optimizacion desde otra perspectiva y manipule
gréficas. Asimismo, no se evidencia que el profesor promueva la reflexion por la investigacion
del tema de optimizacion en la economia. Ademas, el profesor relaciona el tema de
optimizacion de funciones de dos variables con temas y cursos previos, mas no con cursos
posteriores como la “Microeconomia”, “Macroeconomia”, “Matematica avanzada para
economistas” u “Optimizacion y métodos dinamicos”. En general, se concluye que la

idoneidad ecoldgica del proceso de instruccion muestra una buena adaptacién con lo
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esperado por la institucion en cuanto a la formacion de economistas profesionales; sin
embargo, hay aspectos por mejorar como la promocion de la reflexion del tema de
optimizacion en la economia y la conexién del tema con cursos posteriores para evidenciar
su importancia.

En resumen, se concluye que se alcanza el logro de cada uno de los objetivos
especificos, los cuales permiten alcanzar el objetivo general mediante el analisis realizado.
Asimismo, se logra responder a la pregunta de investigacion de manera que, por cada faceta
de la idoneidad didactica, se encuentran aspectos por mejorar en futuros proceso de
instruccién de la optimizacién de funciones de dos variables en estudiantes de Economia.

De esta manera, se concluye también que el marco teérico EOS utilizado y las
nociones de sistemas de practicas e idoneidad didactica son herramientas tedricas Utiles para
el andlisis de un proceso de instruccidon mediante la comparacion entre un proceso idéneo y
un proceso implementado por medio de indicadores de idoneidad.

Algunos aspectos que limitaron este trabajo de investigaciéon son el tiempo para
coordinar las observaciones de clase y entrevista con el profesor debido a la programacion
de las seis sesiones observadas y los permisos requeridos para llevar a cabo la investigacion.
A pesar de que no se encontraron suficientes investigaciones de referencia que abordaran
temas del calculo multivariable haciendo uso de la idoneidad didactica del EOS, el presente
trabajo resulta un gran aporte a la investigacion en didactica de las matematicas en el calculo
multivariable, particularmente, en la optimizacion de funciones de dos variables en
estudiantes de Economia, puesto que propone indicadores de idoneidad didactica, asi como
la identificacion de significados de referencia de la derivada parcial involucrados en la
optimizacion.

Se recomienda, para futuros analisis de procesos de instruccién de optimizacion de
funciones de dos variables, adaptar los indicadores propuestos en este trabajo para el grupo
objetivo de estudiantes que se pretenda analizar, sean alumnos de diferentes carreras o en
instituciones educativas que usen otros libros de texto. Asimismo, se plantea ampliar esta
investigacion a procesos de instruccion donde se ensefie optimizacion de funciones de mas
de dos variables, asi como optimizacién cuando las restricciones no son de igualdad, sino de
desigualdad. Ademas, se sugiere investigar qué otras herramientas tecnoldgicas existen y se
utilicen en procesos de instruccion donde se ensefie la optimizacion matematica aplicada a
diferentes rubros profesionales como la ingenieria o la administracién. Finalmente, se
recomienda investigar qué otros métodos de optimizacién matematica, donde no se utilicen

las derivadas parciales, existen y cuales son sus aplicaciones en el ambito profesional.
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Anexos

Anexo 1 Guia de observaciéon de clases

1 — IDONEIDAD EPISTEMICA (IE)

Componente — Indicador

Comentarios

Situaciones-
problema

(IE11)

Se presentan problemas que refuerzan el uso de las derivadas parciales
como expresiones algebraicas. Por ejemplo, determinar las derivadas
parciales de primer y segundo orden para funciones de dos variables
mediante el célculo de expresiones de derivadas parciales

fx:fy:fxxrfxy:fyx’fyy'

Situaciones-
problema

(IE12)

Se presentan problemas donde se use el significado de la derivada
parcial como tasa de variacion (la aproximacion del incremento Az de la
funcion f segun sus variables, precio sombra de la restriccion o funcion
marginal), asi como el significado de la derivada parcial para determinar
un plano tangente (ecuacion del plano tangente P en un punto (x,, vo))-

Situaciones-
problema

(IE13)

Se presentan problemas que ejemplifiquen y refuercen el manejo e

interpretacion de representaciones algebraicas y gréficas de funciones

de dos variables, sus derivadas parciales y el plano tangente. Por
ejemplo:

e Se pide graficar la funcion f(x,y) =x%+y?, determinar sus
derivadas parciales de primer y segundo orden respecto de sus
variables x,y. Se pide graficar o visualizar sus graficas y el plano
tangente en cierto punto.

Situaciones-
problema

(IE1.4)

Se presentan problemas intra-matematicos que aborden el significado

de referencia de “la derivada parcial para para hallar maximos y

minimos” sin restricciones de la forma max f(x,y) 0 min f(x,y). Por

ejemplo:

e Determine los valores maximos y minimos de la funcién f(x,y) =
x*+y*—4xy + 1.




Se presentan problemas intra-matematicos que aborden el significado
de referencia de “la derivada parcial para hallar maximos y minimos”,

Sg?ggl'g:;& pero que no tengan maximos ni minimos. Por ejemplo:
(IEvs) e Se pide optimizar y determinar si la siguiente funcién tiene valores
Lo maximos o minimos f(x,y) = x? — y2. En este ejemplo, se obtiene
gue el punto (0, 0) es un punto silla.
Se presentan problemas intra-matematicos que aborden el significado
de referencia de “la derivada parcial para hallar maximos y minimos” con
restricciones de igualdad mediante el método de los multiplicadores de
Situaciones- Lagrange de algunas de las siguientes formas:
problema max f (x,y) sujetoa g(x,y) =c
(IE1s) min f(x, y) sujetoa g(x,y) = ¢
Por ejemplo:
e Determine los valores maximos y minimos de la funcién f(x,y) =
x% +2y? sujeto a x? + y% = 1.
Se presentan problemas extra-matematicos que aborden el significado
de referencia de “la derivada parcial para hallar maximos y minimos”
aplicados a contextos econdémicos donde se requiera optimizar
Situaciones- funciones que modelen situaciones econdémicas de dos variables como
problema ingreso, costo o produccién, sin restricciones de igualdad. Por ejemplo:
2 3
(IE17) e Minimice la funcién C(x,y) = % —10x + ;E —9y + 300, la cual
modela el costo de produccién de cierta empresa donde x,y
corresponden a los numeros de unidades de producciéon de dos de
sus sedes mas importantes.
Se presentan problemas extra-matematicos que aborden el significado
Situaciones- de referencia de “la derivada parcial para hallar maximos y minimos”
problema aplicados a contextos econdémicos donde se requiera optimizar
= funciones que modelen situaciones econémicas de dos variables como
1.8

ingreso, costo o produccion, sujetas a restricciones de igualdad. Por
ejemplo:
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2 3
e Minimice la funcion C(x,y) =-——10x + 3 —9y +300, la cual
modela el costo de produccién de cierta empresa donde x,y
corresponden a los nimeros de unidades de produccion de dos de
sus sedes mas importantes si la produccion total debe ser igual a
1000 unidades.

Situaciones-
problema

(IE19)

Se proponen espacios para la generacién de problemas tanto intra como

extra-matematicos de los significados de las derivadas parciales de

funciones de dos variables y, particularmente, de problemas de

optimizacion. Por ejemplo:

e Busque o modele un problema de optimizacion de una funcién cuyas
variables se relacionen con conceptos econémicos como el ingreso
o el costo.

Lenguaje
(IE21)

Se utilizan diferentes representaciones para ejemplificar y explicar en
gué consiste la optimizacion de funciones de dos variables: algebraica
(expresion f(x,y)) y grafica en tres dimensiones (encontrar el punto mas
alto o bajo de la gréfica).

Lenguaje
(IE2.2)

Se utiliza un lenguaje apropiado para dirigirse a los significados de
referencia de “derivada parcial para hallar maximos y minimos” (uso
adecuado de las notaciones de derivadas parciales, multiplicador de
Lagrange y funciones especiales como la funcion lagrangiana).

Lenguaje
(IE223)

Se utiliza un lenguaje apropiado para explicar y dirigirse a los términos
econdémicos presentes en problemas que modelen situaciones
econémicas: ingreso, costo, capital, trabajo, beneficio, produccion,
marginalidad, precio sombra, optimizacion.

Reglas o
elementos
regulativos

(Definiciones,
proposiciones,
procedimientos)

(IE3.1)

Se presentan las definiciones y propiedades del significado de “derivada
parcial para hallar maximos y minimos”. Entre sus definiciones, se
presentan los conceptos de optimizacion, maximos, minimos, punto silla,
funcion objetivo, restriccion de igualdad, multiplicador de Lagrange,
condiciones necesarias de optimizacion, funciéon lagrangiana, método
del multiplicador de Lagrange para optimizacion.
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Reglas o
elementos
regulativos

(Definiciones,
proposiciones,
procedimientos)

(IEs2)

Se presentan los procedimientos para optimizar funciones de dos
variables sin y con restricciones.

e En el caso de que no existan restricciones, se presenta el
procedimiento: determinar los puntos criticos con las derivadas
parciales de primer orden; luego, evaluar los valores maximos y
minimos a partir del determinante de la matriz Hessiana.

e En el caso de que existan restricciones, se presenta el método del
multiplicador de Lagrange, donde se construye la funcion
lagrangiana y se calculan las derivadas parciales de primer orden
para, posteriormente evaluar los resultados en la funcion y resolver
el problema.

Argumentos
(IE4.1)

Las explicaciones son adecuadas para el nivel académico superior de
estudiantes de economia. Se mantiene una formalidad algebraica de las
operaciones y expresiones utilizadas como féormulas o métodos.

Argumentos
(IE42)

Se proponen situaciones donde el estudiante tiene que utilizar las
definiciones y procedimientos de la optimizacion de funciones de dos
variables para justificar sus respuestas.

Relaciones
(IEs.1)

Las definiciones, procedimientos y problemas (intra o extra-
matematicos) se relacionan entre si.

Relaciones
(IEs.)

Se identifican y articulan el significado de la derivada parcial para hallar
maximos y minimos con el significado de la derivada parcial como
expresion algebraica.

Errores,
ambigiiedades y
creencias

(IEs.1)

Se evita que el trabajo con la optimizacion de funciones reales de dos
variables se limite Unicamente al uso de procedimientos algebraicos al
presentarse procedimientos de tipo algebraico, sino también se
promueve la interpretacion grafica de la optimizacion.

Errores,
ambigiiedades y
creencias

(IEs.2)

El trabajo con la optimizacion de funciones de dos variables no se limita
Unicamente a un contexto intra-matematico, sino también extra-
matematico relacionado con funciones que modelizan situaciones
economicas.
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Errores,
ambigiiedades y
creencias

(IE6.3)

Se presentan problemas cuyas funciones de dos variables pueden
resultar ambiguas al parecer resultan complicadas de graficar a lapiz y
papel o incluso no parecerian graficables mediante el uso de un
software, por lo que se hace necesario utilizar los métodos algebraicos
para su resolucion. Por ejemplo:

e “Se pide graficar f(x,y) = x? — y3 — 2xy y evaluar si posee maximos
y minimos. En caso no se pueda graficar, determinar
algebraicamente si se puede optimizar la funcién”. En este ejemplo,
la funcion no es facil de dibujarla o puede resultar complicada
mediante las trazas de XY, YZ o XZ y curvas de nivel. Aunque se
recurra a programas tecnoldgicos para mostrar la gréafica, esta no
seria util para identificar sus valores maximos y minimos a no ser
gue se modifique la escala. Por lo que los métodos algebraicos de
optimizacion serian Gtiles para demostrar que si se puede optimizar.
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2 — IDONEIDAD COGNITIVA (IC)

Componente — Indicador

Comentarios

Conocimientos
previos

(IC11)

Se comprueba que los alumnos tienen los conocimientos previos y
necesarios para introducir el tema de optimizacion de funciones de dos
variables: reglas de derivacion en una variable, optimizacién de
funciones reales de una variable, representacion algebraica y grafica de
una funcién de dos variables, célculo de derivadas parciales, funciones
gue modelan situaciones econdmicas (tales como ingreso, costo,
beneficio, produccion), tasa de cambio de una funcién de dos variables,
marginalidad de funciones y plano tangente.

Conocimientos
previos

(IC12)

Se vinculan los conocimientos previos (matrices, las reglas de derivaciéon
de funciones de una variable, el procedimiento para optimizar funciones
de una variable, representaciones algebraico-graficas de funciones
reales de dos variables) con la optimizacion de funciones de dos
variables.

Adaptaciones
curriculares a las

Se incluyen actividades de ampliacién y analogias. Por ejemplo, se

diferencias presentan similitudes entre los procedimientos de optimizacién de
individuales funciones de una y dos variables.
(IC24)
Adaptaciones
curriculares a las | Se incluyen actividades de refuerzo para las clases teéricas donde se
diferencias implique trabajar con el célculo de derivadas parciales como ejemplos
individuales de optimizacién de funciones de dos variables.
(IC22)

Aprendizajes
(IC31)

Se emplean instrumentos de evaluacién que verifiquen la apropiacion de
los significados pretendidos por el profesor como parte de los
significados personales de los estudiantes.
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Alta demanda
cognitiva

(1C4.1)

Se incluyen problemas mateméaticos donde no se dé la funcion
explicitamente y el alumno deba interpretar el enunciado y modelar una
funcion de dos variables en determinada situaciébn econdmica para,
posteriormente, optimizarla. Por ejemplo:

e Se establecen reglas para determinar la funciéon ingreso en
diferentes sedes de una empresa. En una sede, el precio de x
unidades es igual a (2x — 1) soles. En otra sede, el precio de y
unidades es igual a (1.5y + 2) soles. Determine el ingreso total por
ambas sedes.

Alta demanda
cognitiva

(IC42)

Se incluyen problemas matematicos donde no se dé explicitamente la
restriccion de optimizacion y el alumno deba interpretar el enunciado y
modelar la restriccion de una funcién de dos variables en determinada
situacién econdémica para, posteriormente, optimizarla. Por ejemplo,

e En una funcion de costos de produccion que depende de las
cantidades producidas x,,x, se indica que estas dos cantidades
deben sumar entre si 12 000 unidades de produccion. (De esta
forma, se modela la restriccion
x1 +x, =12 000.)

Alta demanda
cognitiva
(1Ca3)

Se incluyen problemas donde no se indique explicitamente el objetivo de
maximizar o minimizar una funcién, por lo que el alumno se ve obligado
a comprobar el tipo de problema de optimizacion (si se busca maximizar
0 minimizar una funcién de dos variables). Por ejemplo:

e Se pide optimizar la funcion f(x,y) = x* + 3xy? + 2x?y. (En este
caso, en el enunciado no se indica si se busca maximizar o
minimizar, por lo que el estudiante debera determinarlo mediante los
procedimientos algebraicos con el resultado de los puntos criticos de
la matriz hessiana.)
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3 —Indicadores de idoneidad interaccional (ll)

Componente — Indicador

Comentarios

Interaccion
docente- El profesor hace una presentacion clara y organizada del tema: buena
estudiante organizacion en la pizarra, y dicta con calmay lento.
(M4.1)
Interaccion . o
docente- El profesor enfatiza sobre los conceptos y aplicaciones de la
estudiante optlmJ261_0|on de funciones reales de dos variables en situaciones
econdmicas.
(I12)
Interaccion El profesor anticipa conceptos erréneos, preguntas y respuestas de los
doce_nte- alumnos que puedan surgir durante la explicacién y predice como
estudiante resolverlos. Para ello, propone ejemplos adicionales que permitan
(I1.3) despejar las dudas.
Interaccion . L
docente- El profesor comprende e interpreta la participacion de los alumnos:
estudiante silencio, expresiones faciales, preguntas, tomar notas de clase,
distracciones u otros.
(I11.4)
Interaccion . L L, ,
docente- Se usan diversos recursos retoricos para captar atencion. Por ejemplo,
estudiante se usan analogias para explicar los conceptos de optimizacion,
(ll1s) maximizacion, minimizacion y restricciones.
1.5
Interaccion
docente- Se facilita la inclusion de los alumnos en la clase mediante la
estudiante participacion o incentivacion al didlogo entre diversos alumnos.
(M)
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Interacciones
entre estudiantes

(N2.1)

Se promueve el didlogo y comunicacién entre estudiantes para las
dindmicas de clase, como parte de la discusién de alguin concepto o
resolucién de algun problema.

Interacciones
entre estudiantes

Se promueve la participacion grupal y se evita la exclusion al dar algun
espacio para resolver problemas.

(I22)
Autonomia Se observan momentos donde los estudiantes resuelven problemas por
! su cuenta, exploran/proponen nuevos ejemplos y contraejemplos, vy
(I131) conectan el concepto de optimizacion con los temas 0 cursos previos.
Autonomia El profesor promueve el estudio y practica de las separatas de ejercicios
(I3.2) por cuenta propia del alumno fuera del horario de clases.
Evaluacion El docente observa y supervisa sistematicamente el progreso cognitivo
formativa de los estudiantes a través de las actividades de clase, tareas, atencion
(Il4.1) de consultas y control de evaluaciones.
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4 — Indicadores de idoneidad mediacional (IM)

Componente — Indicador

Comentarios

Recursos
materiales

(IM1.1)

Se utilizan diversos recursos manipulativos y tecnoldgicos que permitan
introducir e interpretar el significado de “derivada parcial para hallar maximos
y minimos” de dos variables (entre ellas, sus definiciones, representaciones y
sus procedimientos). Por ejemplo, se pueden utilizar representaciones graficas
de libros de texto (en una presentacién de diapositivas) o graficadoras
gratuitas en linea como GeoGebra y WolframAlpha.

Recursos
materiales

(IM1.2)

El profesor o estudiante emplean distintas visualizaciones de la optimizacion
de funciones de dos variables. Por ejemplo, se utiliza un recurso en linea que
permita graficar una funcion vy, asi, se logra observar que el valor que maximiza
0 minimiza la funcién corresponde al punto mas alto o bajo de la grafica de la
funcion.

Namero de
alumnos, horario
y condiciones del

aula

(IM2.1)

El namero y distribucién de alumnos permite llevar a cabo la ensefianza
pretendida por el profesor.

Namero de
alumnos, horario
y condiciones del

aula

(IM2.2)

El horario es apropiado y se adecua el proceso de instruccion segun la hora.

Namero de
alumnos, horario
y condiciones del

aula

(IM2.3)

El espacio educativo es adecuado para el desarrollo de la clase.

168




Los significados pretendidos de la derivada parcial y sus relaciones con la

Tiempo , , . .
M P economia se desarrollaron adecuadamente durante el tiempo disponible de la
(IMs.1) clase.
Tiempo El tiempo empleado para las sesiones practicas es el adecuado para reforzar
(IM32) los problemas de optimizacion de funciones de variables.
Tiempo . . . L
(IMs3) Se dispone de tiempo para asesorias o resolucion de problemas.
3.3
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5 —Indicadores de idoneidad afectiva (I1A)

Componente Indicador Comentarios
Se presenta el tema de optimizacion de funciones de dos variables como una
Intereses y herramienta atil en la resolucion de problemas matematicos en el area
necesidades economica para la toma de decisiones, relacionando los términos econémicos
(1A11) vistos en clase (ingresos, costos, beneficios, produccion, capital, trabajo,
marginalidad, entre otros).
Intereses y o .
necesidades Se proponen problemas o tareas de modelizacién relacionados con los
(A1) conceptos econdmicos vistos previamente para los estudiantes.
1.2
Actitudes Se promueve la participacién en actividades de clase (discusiones, trabajos
A académicos, asesorias, evaluaciones u otros), asi como la perseverancia y
(1A22) responsabilidad.
_ Se promueve y favorece el razonamiento I6gico, la argumentacion, analisis y
Actitudes otras destrezas para resolver problemas, de manera que se evite que el
(1A22) alumno no se mecanice al resolver un problema de optimizacion sin analizar
lo que resuelve.
Emociones Se promueve Yy refuerza el compromiso del estudiante con el curso, evitando
(1A31) el rechazo al estudio del tema de optimizacién de funciones de dos variables.
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6 — Indicadores de idoneidad ecolégica (IE)

Componente — Indicador

Comentarios

Adaptacion al
curriculo

(IE11)

Los significados de las derivadas parciales y aquellos conceptos relacionados
con la optimizacion se implementan y evallan segun las directrices de la
institucion. Por ejemplo, tomando como referencia el silabo del curso
“Matematica para Gestion y Economia” se verifica que se desarrollan los temas
y aspectos propuestos de las derivadas parciales, asi como su aplicacion a la
carrera Economia.

Apertura hacia la

innovacion Se promueve el uso de tecnologias o nuevos softwares como apoyo para la
didactica comprension de la optimizacion de funciones de dos variables.
(IE2.1)
Apertura hacia la
innovacion Se promueve la investigacion o reflexion practica del tema en contexto
didactica matematico, econdémico u otras areas.
(IE2.2)
Adaptacién
social, Los significados de las derivadas parciales y el concepto de optimizacién
profesional y contribuyen a la formacion profesional de los estudiantes. Los significados
cultural pretendidos estan orientados hacia un contexto econémico.
(IE31)
Conexiones intra _ L, . :
e Se vincula la optimizacion de funciones reales de dos variables con otros
interdisciplinares objetos que se dictaron antes o se dictaran posteriormentq en el curso, asi
(IEa1) como en cursos futuros relacionados con la carrera Economia
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Anexo 2 Cuestionario de entrevista semiestructurada

Informacion

Preguntas

Experiencia de
docencia

¢, Qué nivel de conocimientos matematicos previos considera que
debe tener un alumno que llevara el curso “Matematica para
Gestion y Economia 2” y cudl es su perspectiva con este grupo?

¢Qué aspectos de la matematica toma en cuenta para dictar a
un grupo de alumno de economia en comparacion con alumnos
que llevan cursos similares en otras carreras, como ingenieria?

Planificacién de la
clase

¢, Qué fuentes utilizo para preparar la teoria del tema?

¢, Qué aspectos considera necesarios que deben abordarse en la
optimizacion de funciones reales de varias variables para este
grupo de alumnos que cursan carreras de administracion o
economia?

¢, Qué fuentes utilizé para preparar los documentos de ejercicios
adicionales para el tema?

Desarrollo de las
clases

¢, Qué preguntas, dudas, errores anticipa de los alumnos y como
las resuelve?

¢, COmo noto la participacion e interés por el tema por parte de
los alumnos?

Evaluacion del
aprendizaje

¢, Qué tipo de preguntas selecciona para evaluar a los alumnos y
de donde obtiene dichas preguntas?

¢, Cémo considera el desempefio de sus estudiantes en este
horario comparado con otros grupos, incluso en otros ciclos?

Reflexion del tema

¢, Qué tan relevante considera este tema para un estudiante de
la carrera de economia, tanto académica como
profesionalmente?




Anexo 3 Matriz de documentacion

N° Tipo de Nombre del documento Contenido Formato Relevangla para Fuente Observaciones
documento tesis
Datos generales, sumilla, objetivos Contextualllza el .
. . del curso, contenidos tematicos tema en e curso, asl
1 | Silabo Silabo-Mate-Econ-Gest-2 ' SR PDF como el disefio Docente -
cronograma, metodologia, sistema .
o - . curricular del curso
de evaluacion, bibliografia .
en el ciclo.
Funciones homogéneas de dos
variables (definicién, teorema de Clase tedrico- Incluye algunos
Diapositiva de Euler y aplicaciones econémicas) practica ejemplos. El documento
2 claspes 00 09.1 Clase 1-SEM9 Maximos y minimos (definicion de | PDF Introduccion teérica, | Docente corresponde a
global y local, teorema de la definicion y teorema diapositivas tomadas de
condicién necesaria de primer del tema un libro.
orden)
Maximos y minimos (matriz Clase teorico- Incluye algunos
. . practica k
Diapositiva de Hessiana, tema de la condicidn Teoria del ejemplos. El documento
3 claspes 00 09.2 Clase 2-SEM9 suficiente de segundo orden y PDF eonad_e tema Docente corresponde a
resolucién para mas de dos (p“?c‘f‘ Imientos para diapositivas tomadas de
variables) Opt'”_“z‘?“ sin un libro.
restricciones)
Clase tedrico-
Optimizacién con restricciones de practica Incluye algunos
Diapositiva de igualdad (teorema de Lagrange, Teoria del tema ejemplos. El documento
4 claspes 00 10.1 Clase 1-SEM 10 condiciones suficientes para PDF (procedimientos para | Docente corresponde a
extremo local, significado del optimizar con diapositivas tomadas de
multiplicador A y aplicaciones) restricciones de un libro.
igualdad)
Clase teorico. Incluye Unicamente
. iy L practica ;
5 Diapositiva de 00 10.2 Clase 2-SEM10 Optimizacion (ejemplos) PDF Docente ejemplos tomados de

clases

Ejemplos adicionales
de optimizacion

un libro.




Separata de
ejercicios

00 09.3 Sem 9 Clase 3

Problemas:
- funciones homogéneas (3)
- determinacién de puntos criticos

(1)
- aplicaciones de la optimizacién
sin restricciones (5)

PDF
Word

Clase practica
Problemas

Docente

No se incluyen solucion
ni respuestas.

Separata de
ejercicios

00 10.3 Sem 10 Clase 3

Problemas:

- determinacion de puntos criticos
con el método de multiplicadores
de Lagrange (2)

- aplicaciones de la optimizacion
con restricciones (5)

PDF
Word

Clase practica
Problemas

Docente

No se incluyen solucién
ni respuestas.

Evaluacion

Evaluacion continua 3

Contiene 5 preguntas:

1.Problema con funciones
homogéneas

2.Problema extramatematico de
optimizacién con restriccion

3.Problema intramatematico de
optimizacién con restriccion

4.Problema extramatematico de
optimizacién con restriccion

5.Problema intramatematico de
optimizacién sin restriccién

Imagenes
JPG)

Recurso evaluativo

Docente

Se tiene fotos de las
respuestas de los
alumnos.

Anotaciones del
profesor

00 09.3 Sem 9 Clase 3
solucionario

Resolucién de la separata de
ejercicios 00 09.3 Sem 9 Clase 3:

- funciones homogéneas (3)

- determinacién de puntos criticos
1)

- aplicaciones de la optimizacion
sin restricciones (5)

PDF

Clase préctica
Problemas resueltos

Docente

Se resuelven solo
algunos problemas de
la separata de
ejercicios.

10

Anotaciones del
profesor

00 10.1 Sem 10 Clase 1
solucionario parte A

Resolucién de los problemas
finales de 00 10.1 Clase 1-SEM 10

PDF

Clase tedrico-
practica

Docente

Se resuelven los
problemas finales
algunos problemas de
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Problemas finales de
la diapositiva

la diapositiva de la clase
anterior.

Anotaciones del

00 10.3 Sem 10 Clase 3 -

Resolucién de la separa de
ejercicios 00 10.3 Sem 10 Clase 3:

- determinacion de puntos criticos

Clase practica

Se resuelven algunos

11 rofesor solucionario con el método de multiplicadores | PDF bl | Docente problemas de la

P de Lagrange (2) Problemas resueitos separata de ejercicios.

- aplicaciones de la optimizacién
con restricciones (5)
Se responden

Entrevista con el Entrevista_profesor- . . MP4 preguntas de un . Duracién aproximada
12 . . Entrevista semiestructurada . . . Investigador . . .

profesor investigador (video) cuestionario del video: 41 minutos.

semiestructurado.
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Anexo 4 Transcripcion de la entrevista semiestructurada entre investigador y profesor

Investigador

Buenos dias, José Luis ...

2 | Profesor ¢Coémo estas?

3 | Investigador | Por favor, que te presentes brevemente. Comentandonos un poco
acerca de tu experiencia en el dictado de cursos similares a
Matematica y Gestion, de Economia o en otras carreras o cursos
de Matematicas en este tipo de Calculo.

4 | Profesor ¢ Esta bien el enfoque de la cdmara?

5 | Investigador | Si, esta bien.

6 | Profesor Esta bien. Ya.. este... bueno. Yo soy José Luis Rojas. Yo soy

ingeniero mecanico industrial, magister en prevenciéon de riesgos
y, bueno ... Tengo experiencia en el campo docente desde que
estaba en la universidad, séptimo ciclo.

Yo ya era instructor asistente de docencia. Y, bueno he trabajado
pues en matematica, fisica, dibujo que es la aplicacién. Y después
de acabar mi carrera, también este ... tenia la experiencia en la
industria, pero también alternaba siempre con pre de la catélica o
la jefatura de practicas, pues siempre he hecho la la alternancia.
No ha sido continuo la labor académica pero por periodos si.

Y bueno este ... Ya estoy mas abocado a la docencia desde 2015
porque trabajaba yo en petréleo y pozos en la selva pero la
inversiony los precios del crudo bajaron y hasta el momento no se
recuperan. Me dediqué a hacer una maestria y en paralelo entré,
retorné a lo que era la pre retornar a lo que eran las jefaturas. Y ya
después me incorporé a a trabajar en la Universidad Ruiz de
Montoya, donde tenia conocidos de la Catdlica y me convoco.
Trabajamos con un grupo de personas de ya de edad mediana,
adultos, porque eran [ininteligible] técnicos que querian, pues
tener una promocion en sus trabajos, y las conseguian a través de
incrementar sus capacidades académicas, sus conocimientos.
Querian optar por una carrera. En paralelo también segui con
jefaturas con la Catdlica y después ya me dice profesor de la
Catdlica. Y en la Ruiz de Montoya, tuve la otra experiencia. Me
invitaron para participar en lo que era el dictado en Economia y
Gestion Ambiental. Asi es, entonces ahi he empezado a dictar con
Matematica 1, después con Matematica 2. He dictado también
Estadisticas.

Entonces he estadoviendo un poco el perfil del estudiante, que era
justo lo que en lo que estabas interesado. Poco que he trabajado
con chicos de Beca 18 de Ruiz de Montoya, que es diferente a lo
que es Catolica. En Catdlica es un concurso donde discriminan.
Digamos que tienes una gente media con base; en cambio aqui en
la Ruiz de Montoya, no. Antes, se mantuvo una preparacion
preuniversitaria en la Ruiz, asi hubieran sido aceptados se les
hacia una nivelacion extensa de varios meses, pero se recorto.
Con los chicos que tuve, se notaba que le faltaba conocimientos




basicos de secundaria como factorizacién, entre ellos, que es
importantisimo en el area de Matematicas que somos nosotros.
Entonces, ya de ahi empieza por una cuestién de la voluntad de
modular también la voluntad de evaluar al inicio porque tener que
ser responsable de un grupo y después en medio ciclo darse
cuenta de que fallaste pero también fallaron ellos, ¢no? No venian
preparados. Entonces ... este ... ya desde ahi como que empieza
pues la apreciacion del grupo de trabajo serio porque después a mi
me preocupaba “Oye tienes muchos desaprobados, ;qué pasé?”.
Y aveces es el material que tu tienes con el que vas a trabajar. Eso,
por ejemplo, tengo siempre eso en consideracion. Ya entonces eso
es por ahi elinicio.

Investigador

Claro, claro. Entiendo. Por alli has mencionado un poquito acerca
de los conocimientos matematicos. Y en base a esta experiencia
que tienes, ¢no?, que me has mencionado, ¢no?, que estabas
trabajando en Matematica 1, en Matematica para Economia o
Estadistica, ¢no?. En estos cursos donde si se ve un tema de
calculo. También por ahi mencionaste algunos conocimientos
como factorizacién, ¢no?, que son temas basicos de Educacion
Basica Regular. Y no sé qué otros, desde tu perspectiva de toda
esta experiencia, ¢qué otro tipo de conocimientos matematicos
deberia, consideras que deberia saber previamente un alumno
para llevar puede temas [de este tipo de Matematicas]?

Profesor

Por ejemplo, lo que son polinomios porque hay un momento en el
que tu trabajas funciones y trabajas rapido (funciones también es
otro conocimiento previo que deben de tener), y muchos alumnos
no conocen absolutamente nada de funciones, de relaciones.
Vienen de colegios que tienen, o de una realidad de baja economia
pero si los colegios no acompaian con buen conocimiento
necesariamente. O sea, el que uno le dé una beca a un muchacho,
le estas ayudando muchisimo, pero no significa que haya
desarrollado todas sus habilidades y competencias en el colegio.
En el colegio pudo haber creado. Entonces me pasa eso yo
siempre doy las advertencias. “Por favor, factorizacion,
polinomios, teoria de exponentes ...”

He tenido la experiencia de ver Vx? + 2x + 5, ya. El exponente del
término cuadratico se va con la raizy sale toda la raiz. He visto eso.
Imaginate. Es gente que no maneja teoria de exponentes. Y se nota
en Mate 1 de economistas cuando tu vas a, digamos, a lo que es la
parte de limites. Y tu dices: “;cuanto es el limite?”, entendiendo
pues que el valor del limite es el valor de la variable dependiente,
¢no?, cuando la independiente se acerca a otro valor. Y te quedas
pues a veces impactado porque no pueden evaluar. Entonces ya
habiendo visto varios ciclos eso. Este ... digamos que incido en
algun momento en polinomios, en cémo se evalia un polinomio ...
Voy ... voy como que haciéndome el camino.
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Pero la realidad es que en ese entorno hay algunos chicos que no
no se preparan, piensan que es colegio, que le dan una leidita no
mas al cuaderno lo van a hacer, ;no? Siempre también se insiste
en la preparacién personal. Se le deja a veces este ... Yo les he
dejado parte de libros, ¢no?, como ayuda, complemento porque ...
no ... el estudiante no maneja bibliografia, no le gusta revisar libros
[este] aparte, ¢,n0? Eso también hay.

Investigador

Bien y ¢ estas observaciones que me haces [¢,n0?] los ha visto en
todos los grupos de alumnos, particularmente en los grupos de
alumnos que has tenido en Matematicas para Gestiény Economia
2 en este ano, no sé, has visto eso también o ha sido mas notorio o
ha habido mas deficiencias de estos conocimientos que faltaban?

10

Profesor

Bueno, el hecho de pasar Matematica 1 ya filtra. Ya por lo menos
te saben pues [este] la factorizacidon. Pero veo que todavia tienen
problemas en la parte operacional. Cuando expongo, estan bien
emocionales, les gusta mucho, pero no practican lo suficiente,
¢ok?

Los que si practican lo suficiente [este] lo veo pero contentos,
como que me han entendido y como que siguieron y van para
adelante y se siente pues [este] que han progresado. Los que veo
mas [este] quedaditos y todo porque ellos no ponen de si tanto.
Entonces se nota clarito, ;,no? No hay ese ese resultado que ellos
deberian de obtener porque tengo chicos asi [que]. Por ejemplo
hay un chico que hajalado el ciclo pasado. Bueno se hajalado con
10; 9, asi con las justas [pero se ve bien chicos]. Y este ciclo si ...
este ... se puso las pilas practico: 18 de parcial, 17 de practicas. O
sea, esta muy bien. O sea, un chico que tenga buenas capacidades
atiende bien su clase y avanza ... que es el objetivo.

También algo bien importante es que digamos me ha pasado con
varios chicos que venian de otras universidades: de UPC
[ininteligible], de otros sitios que han venido para aca. Creo que
usando ya la beca de situaciones familiares ... este ... salian
contentos. Me decian que estadbamos bien, que estabamos,
comparando con otra universidad, me decian que si aprenden.

Y también tengo una un libro guia con el que trabajamos. Bueno
pero para alguien que sabe leer un libro, para alguien que sabe
notacidon matematica, ;no? Ya tienes experiencia. Entonces eso
también se trabaja con los chicos, ¢no?, de resolver desde otra
perspectiva, después ver lo que dice el libro, comparar, darse
cuenta que alguna notacién matematica es utilizada y, para
resumir bastantes partes de la comunicacién. Entonces ahi van
enganchandose también varios, ;no? Entonces como que “si profe
ya, ya, ya sé leee el libro de matematica y ya entiendo ya”. Eso
también es otro aspecto. Por ahi va.

11

Investigador

Bien. Y en cuanto a este grupo alumnos, ¢no? Por ejemplo, en
Matematica para Gestion y Economia 2, ¢no?, y la 1 también que
va orientado hacia alumnos de Administracidon y Economia, ¢qué
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aspectos de la Matematica consideras que se deberian, seglin esa
experiencia, se deberian diferenciar entre alumnos que van a estas
carreras y les quieren ensenar ese calculo con alumnos que van
por ejemplo a carreras de ingenieria y también ven el mismo tipo
de calculo, sno? [pero obviamente ...]

12

Profesor

No, no ven lo mismo. No ven lo mismo. Aqui hay una cosa: los de
Economia con los de Administracién lleva el mismo curso, pero en
los de administracion los Calculos aqui quedan. Deberia haber
una diferencia. Y para los de Economia deberia ser hasta un
poquito mas ... este ... exigente. Nos dimos cuenta ya hace como
dos, tres o cuatro aflos de que les enseflamos algo parecido a
matematicas. Por ejemplo, la parabola, la recta (si), la
circunferencia también, pero le poniamos tangentes a la
circunferencia, un poquito exigentes, ¢no?, con ecuaciones
simultaneas paraver, de repente, discriminante. Entonces eso, por
ejemplo, lo sacamos. Eso vamos a preguntar a un industrial. Otra
cosa que sacamos fue elipse e hipérbola. Mas para industrial.
Hipérbola no va a ver un administrador.

Ahora estoy ensefiando. Tengo la suerte de ensefiar un curso de
tercer ciclo para ingenieria industrial. El primer ciclo ellos llevan
complementos de matematica donde se ven, por ejemplo,
inecuaciones, inecuaciones polindmicas, lineales, valores
absolutos, grafica de funciones. En segundo ciclo ven ya sus
derivadas y hasta un poco de integrales. En cambio, matematica
para los de Gestion Ambiental y a los de Administracion y
Economia, lo que ven ellos: inician, por ejemplo, con matrices,
como para entrar a calculo, {no?, para operaciones basicas, reglas
y todo. Después vamos avanzando hacia inecuaciones, a veces
con valor absoluto, pero me tomo el trabajo de ponerle la las
ecuaciones, las reglas para que ellos lo sigan [y] no se pierdan
tanto, y asitodo a veces pierdo alguno. Y también un poquito de ...,
un poco de funciones, sobre todo lo que va a ser base para el
Mateco 2.

Bueno, y mira en Mateco 2 de Administracion, ya arrancamos con,
por ejemplo, con las derivadas con una variable y derivadas con
varias variables, con dos variables generalmente, y optimizacion.
Y después vienen con Lagrange, ;no?

Yo estoy viendo ahora en el tercer curso de industrial, el tercer
ciclo. Ellos, les voy a ensefar ahora. Les estaba ensefando
derivada, reglas de la cadena con funciones de 2 variables y hasta
con 3. Y vamos a hacer maximos, ¢no? Imaginate una mezcla.
Como que ese programa hay que modificar. El de los de
Administraciény Economia lo veo mas coherente. Unavez que han
terminado sus varias variables, entran a integrales y con una
variable no mas. No va mas. Por partes, fracciones parciales,
tratando de no usar unas funciones muy complicadas. Por
ejemplo, ;te acuerdas del criterio de convergencia para integrales?
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No se les toma eso, por ejemplo, tanto los de Mateco 2 [como] asi
a los de industrial. Sin embargo, he visto falencias ahi en sus
cursos iniciales porque me fallan a veces en las integrales. Mejor
estan los Mateco 2, mas formaditos. jIncreible!

¢Qué les quitaria? Les quitaria, por ejemplo, Administracion y
Economia usan funciones de Cobb-Douglas, por ejemplo, esa si
conoces. K a la no sé cuanto, L a la no sé cuantos. Ya, a ver si es
una funcién a escala o no se acabaria. Ahi se ve. Pero [con] eso se
asusta mucho la Administracion. Lo trato de de poner mas sencillo
diciendoque Ky L sonx ey,yvamos a trabajar una funciéon de esa
de ese tipo, ¢no? Entonces ya viendo, ya yendo a lo que conocen,
ellos si pisan tierra, pero eso le cuesta mucho cambiar. Los de
Economia deberian de tener esa fortaleza. Por ahi eso de Cobb-
Douglas.

Después tal vez, integrales impropias le quitaria porque eso es lo
que hacemos al ultimo. Lo mantendria para Economia, pero se lo
quitaria pues a Administracion porque otra vez me pone limite y le
haces artificio. Por ahi, después ... este ... algunas exigencias en
problemas donde tengas que elaborar demasiado, pues los chicos
[ininteligible], pero a veces piden que elaboren o que hagan un
cambio de variable un poco dificil y les cuesta. Por ejemplo, u por
tan x, ¢no? Ese tipo de cosas no. Aunque tenemos problemas con
arcotangente [ininteligilble]. Se les ensefa con logaritmos. Eso va
enganchado al primer ciclo que tiene que ensenar funcién. Si
tienen los chicos muy caidos, ahi donde funciones los resiente
bastante. Pero si, tal vez de repente tenemos que cortar un poco lo
de matrices y determinantes existentes y darles un poquito méas de
tiempo para funciones también en en Mateco 1 tal vez. Sino que
como que lo vemos como un salvavidos porque de alli sacan
puntos.

13

Investigador

Claro, claro. Entiendo entonces. Si hay una diferencia entre el tipo
de temas que se deberian seleccionar. Ahora mencionaste por ahi
que habia un libro que usabas. No sé. ;Qué fuentes utilizar para
preparar la teoria? Por ejemplo, en el tema particular de esta
investigacion que es el de optimizacién de funciones de varias
variables, ¢no?, funciones reales de varias variables ...

14

Profesor

Usamos el Stewart, por ejemplo [ya ... este ...]. Como bibliografia
... este ... tenemos también ... [no] me acuerdo como se llama este
libro. Permiteme ver mi campus virtual. El libro es este ...

15

Investigador

¢Sydseaeter?

16

Profesor

Ah, el Sydseeter es. Ya esta. Lo que yo, por ejemplo, tu estas
entrando un poco mas a Mateco 2, aveces le jalo para el libro que
es el Mitacc, de calculo 2 o del calculo 3. Aunque tengo algunas
criticas, algunas reservas de mi coordinador porque me dice que
hay algunos ejercicios que son copia, que son una traduccion de
un libro brasilero que él ha visto, ¢no? Este ..., pero, bueno, para
mi, me gusta, me soluciona, tanto para los cursos de Mateco 2 de
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Administracién como para los Ingenieria. O esa, esta bien
explicado y tiene ejercicios de menos a mas. Entonces,
apoyandome en los ejercicios de menos a mas es de que lo tomo
en consideracion.

Eh, justamente me has hecho acordar que en la san Marcos hay
este tipo de inconvenientes también. No tienes, aveces lagente es
bien bien este afinadita y me han pedido que colabore en la
elaboracion de un libro pues para matematicas basicas. Te invito
también si por ahi tienes tiempo para para ir entrando por ahi, ¢ no?
Puedo presentar por ahi algunas autoridades con las que vamos a
trabajar eso. Y la idea es esa, ¢no? Fijarse cuales son los puntos,
eh ... digamos, un poquito mas dificultosos para brindarles
ejercicios, explicaciones ahi. Queria hacer eso también ahi en la
en la Ruiz de Montoya, pero no hay un fondo pues. En la san
Marcos, no sé si habra un fondo, pero este como ahi me hacen
también una evaluaciéon por la publicacion, entonces me
conviene. El otro lado no es mas que nada si hacemos un libro,
tiene que ser de investigacion, profundizar un tema, pero eso a los
alumnos no les va a ayudar. A mi como desarrollo si, pero en los
alumnos no.

17

Investigador

Claro, ¢no? [ininteligible]

18

Profesor

Por ahi, ahi que tu estudias de varios ciclos, ¢no?

19

Investigador

Bien, y ahora siguiendo con este tema de optimizacién, ;no? ;Qué
otros aspectos consideras para abordar los problemas de
optimizacion que deberias ensefarle a los alumnos?

Por ejemplo, hay problemas 100% matematicos y hay otros
problemas que estdan mas contextualizados en un ambiente
econdmico. Tomando como referencia ello, ;qué aspectos
consideras que deberia saber el alumno para entender problemas
de optimizacién?

20

Profesor

Mira, lo que justo yo he recibido observaciones de algunos
alumnos es “profe, yo entiendo cuando esta la formula, todo,
porgque es un camino seguro, pero cuando hay la aplicacién a la
economia, ahora industria, me pierdo porque no sé como
interpretar bien cuél es la independiente, cual es la dependiente.
Cuando tengo Lagragne, también condicionado, no sé cual es la
funcién o me cuesta”. Esa es la observacion.

Entonces el primer camino para mi debe ser este manejar una
optimizacion con variables independiente y dependiente, ;no? por
ahi, por ahi, va la cosa por una variable. Después vamos con dos
variables. Bueno, este ... clarificar bien de qué se tratan o qué es
un maximo, qué es un minimo, qué es un absoluto, qué es un local,
¢no? Entonces, por ahi, en la medida que tengamos eso.

Otro, una pequena dificultad que tenemos es que a veces las
férmulas que utilizamos nos llevan a sistemas de variables. Y en el
sistema de variables se pierden. A veces hay que ver los puntos de
interés son combinaciones, entonces hay que escoger ejercicios
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adecuados para poder darle eso. Esa es la dificultad de buscar
ejercicios adecuados que te permita, pues, tener paredes
ordenados o pares sencillos que evaluar. Cuando evalulas si tienes
un 1/4; 1/3 o una raiz, ouna una mixta. Entonces [ininteligible] ahi
se pierde la gente. Si los ejercicios son directos, sencillos,
[entonces] entienden, te siguen. Y de ahi ya puedes pasar pues a
la parte de la aplicacion, ;no? Y también a la parte de Lagrange.
Tu tienes que también quitarles el miedo. El procedimiento es tal,
voy a sacar una determinante y de aqui ... Tienes que tratar de
simplificar el asunto. Si empiezas a hablar en términos
matematicos, ya lo perdiste. Primero simplificale la vida y
después, mira, el respaldo matematico es esto, ;qué dice la
matematica, squé dice el libro?, ; por qué? Sino estas hablando en
chino. Sino le das un montén de expresiones que no se entienden
en pruebas a resolver un ejercicio donde tiene que volver a repetir
y poner las expresiones en sencilloy después tiene que, para hacer
el cierre, tienes que volver a repetir para llevarlo a las expresiones
matematicas. Si alguien no tiene la paciencia, entonces acaba no
mas y de repente el alumno no sabe realmente [0] no cerrd su
experiencia, no tuvo la retroalimentacion. Yo empiezo asi. Ahora
tengo que cambiar para que me entiendan un poco mas. Empiezo
con los ejercicios directos, aplicados. Empiezo a resolver y
después lo llevo a la mate[matica]. Resumamos: hemos hecho
esto, ya, vamos al librito, mira qué dice el librito. Da igual.

21

Investigador

¢ Estos ejercicios también los obtienes de de esos libros que me
estabas [comentando]?

22

Profesor

El mismo ejercicio, pero lo hago directo, ordenadito, explicando
cada paso, explicando las variantes que a veces en el libro no lo
puedes encontrar. No, no te das cuenta, esta ahi. Aveces note das
cuenta.

23

Investigador

O aveces no es muy obvio y simplificado el procedimiento.

24

Profesor

También. Entonces ese es mi chambita ;no? Ese es mi trabajo, es
lo que yo trato de de llegar con los chicos y es lo que ellos aprecian.
Alfinal es lo que ellos aprecian.

25

Investigador

Ahora cuando resuelves este tipo de problemas ...

26

Profesor

[ininteligible]

27

Investigador

Disculpa, disculpa. Cuando resuelves este tipo problemas,
aplicados a la Economia, he visto que en las en las separatas de
ejercicios hay problemas donde hablan de capital, de mano de
obra, de trabajo, de beneficio, de costo. {Has notado alguna
dificultad con que el alumno también interprete qué es eso, el
problema? ;O te han preguntado alguna vez qué es capital ...?

28

Profesor

No. Si estan orientados. Si, si manejan mas o menos esos
conceptos. Si por ahi, pero lo que no entienden es por qué capital
en K, por qué mano de obra es L y entonces yo les hago la
traduccién: L de labor. A veces, ¢ por qué beneficio de utilidad es
P? Profit en inglés significa beneficio. Entonces, ah, por eso es, 0
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sea por eso estd usando esas esas letras. También ya los vas
enganchando porqgue lo van a encontrar en otros libros.

29

Investigador

Claro [a veces] lo ven como 7 el beneficio.

30

Profesor

Claro, como productividad, a veces beneficio como productividad.
Le ponen my también a veces si. Depende del ejercicios cémo los
ponen. Se le va haciendo también ese enganche porque lo van a
encontrar en los libros.

31

Investigador

¢Y estos términos econdmicos los ven en alguna parte de este
curso oya los ven en el curso previo?

32

Profesor

Mira, en Mateco 1, a veces les hacemos, les haciamos problemas
asi de aplicacion. Hemos restringido un poco porgue el tema de
funciones los confundia, ¢{no? Porque con una funcién cuadratica
tu puedes hacer la utilidad, el costo, el ingreso puedes juntar ahi.
A veces les hacemos asi. Poco tiempo, pero si lo hacemos.
Usamos depreciacidon también, como una funcién lineal. Con esa
lo modelamos. Este, pero creo que si voy a proponer reducir un
poco determinantes y todo, y darle un poco mas de tiempo porque
teniamos a veces ejemplos de aplicaciény como que no le hemos
metido tanta dedicacidn, entonces por ahi podria poner un poco.
Pero pero si les manejamos un poquito los términos. Si, si le
ponemos, entonces ya de ahi van captando. Es importante, pues
ese curso de Mateco 1. Ahi ensefnamos, por ejemplo, una funcion
exponencial, una funcion logaritmica, cémo se dibuja una funcién
polinomial, unaracional para que yala trascendente seno, coseno.
Ahi, ahi, por ejemplo, en Mateco 1, ensefhamos seno, coseno,
tangente, arcoseno, arcotangente también, rapidamente con el
concepto de funcioén inversa, rapidamente. No no para que se lo
aprendan de memoria, sino para que tengan una nocién, porque a
veces te viene una arcotangente, arcoseno.

33

Investigador

Ok, ok.

34

Profesor

Pero que si [por ahi] les vamos dando inputs. Pues ese es el
objetivo de Mateco 1 ... darles ya las bases para el otro curso.

35

Investigador

Y respecto de este tema de optimizacion, tanto en los problemas
intra o extra, donde hay matematica, donde hay aplicaciones ...
¢como has notado el interés en estos grupos? ;Coémo que
abandonan...?

36

Profesor

Es un poco dificil de decirlo lo de interés, ¢ no?, porque tendria que
tomar una encuesta, un referente, pero digamos en lo que es las
evaluaciones, se nota que tienen a veces dificultad [se les causa
dificultad]. Cuando es un ejercicio x,y es mas directo. Como te
decia la interpretacion, eso es lo que les cuesta a algunos.

37

Investigador

¢La participacion en clase?

38

Profesor

Es mas, ...

39

Investigador

¢ Por ejemplo?

40

Profesor

En clase no hay tanta duda. La cuestidon es cuando van solos. Ahi
esta la cosa. Ahora, experiencia, el ciclo pasado teniamos los
chicos que estaban mal y queriamos ayudarlos. Entonces, en la
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tercera y cuarta practica que justo son esos temas, se metieron
ejercicios, ¢no? Ya, de aca, de estos ejercicios va a venir uno. Uno
parecido. En la otra, va a venir parecido. Entonces se ponen a
estudiary asi, y todo, si, sirendian. Pero en los ejercicios aplicados
era justo donde habian posibilidad de problemitas. Y la parte
operacional también, la parte operacional que también tiene que
ver. Les cuesta. Elcambio de x,y a K, L es mas fuerte. jIncreible!

41

Investigador

¢Y este tipo de observaciones que me estas haciendo también los
anticipas cuando dictas una clase? No sé vas con una mentalidad
de que puede ocurrir eso, ¢no?

42

Profesor

No de que van a ir mal, no, pero si de que tiene que hacer la
semejanza entre variables x, y con K, L en el que es lo mismo, pero
con otra camiseta, con otro nombre, nada, pero es lo mismo.
Entonces para que pierdan el miedo, sino también les da panicoy
podria promover que abandonen, que nadie haga esa pregunta.
Algunos seguramente si les cueste y he visto. No lo hacen. Pero lo
que digamos que son un poco mas fuertecitos en matematicay en
su preparacion le daban para adelante. Si, si, siguiente.

43

Investigador

¢Y para esas practicas que me estaba comentando, en las
evaluaciones continuas 3 y 4 que son las que vienen después del
parcial, qué tipo de preguntas seleccionan para evaluar a los
alumnos o de dénde las obtienes o qué modificaciones les haces?
Porque me comentaste por alli que ahora les daban un separata y
les decias que de ahiviene uno. ;Y las demas preguntas?

44

Profesor

Bueno, hay otros libros mas que yo manejo. Que no digo que estan
en la bibliografia donde puedo tener una pregunta o una
resolucion. Veo que digamos sea manejable por el alumno. Le
hago una variacion. A veces corro unos valores para variar y
presentar en otros turnos y que tengan por ahi la misma
intensidad. Pero entonces si, si tengo por ahi otro banco de
preguntas y hago algunas modificaciones. Pero tengo que
obligarme a solucionarlo porques algunas veces me ha pasado
que lo he puesto muy rapido y se volvié fea la pregunta, ;no? De
ahi he tenido, caballero, que hacer una curva, a hacer un punto de
bonificacidon o dos puntos porque se me fue. Puede pasar. Puede
pasar, pero generalmente si tomo una pregunta, la trabajo,
modificé un poquito y hago su solucion para confirmar que no hay
inconveniente. Por ahi va.

45

Investigador

¢ Recuerdas cuales son esos otros tipos de libros que comentas?

46

Profesor

[Se rie] A ver. Por ejemplo, ...

47

Investigador

Aparte del Stewarty Sydseeter ...

48

Profesor

Déjame un segundo. A ver, un segundito. ;Te puedo compartir
pantalla?

49

Investigador

A ver. Si se puede.

50

Profesor

Por ejemplo, yo aca tengo Calculo de Conamat que por ahi alguna
vez lo vimos, ¢te acuerdas? De integrales, no me acuerdo cual es
este libro. Este es Marco Jara. Calculo integral de Ecotec. Ya. Tengo
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Mateco 1. El Lazaro, por ejemplo es bueno. Este es fuerte. Este
libro es buenazo, tiene buenas cosas: hay calculo, hay sistemas
estandar. Tengo varios varios libros aca y yo voy viendo por topicos.
Mira, por ejemplo, ejercicios resueltos de optimizacién. Ahiesta un
Lagrange condicionado por ahi, ¢ves? Entonces se puede cambiar
el contexto y todo eso. Pero bueno, no es uno, tengo un montén,
porque, por ejemplo, también. tengo segun el tema, ¢no? Tengo
funciones homogéneas, integrales impropias. Tengo, aqui hay otra
de la Universidad Pacifico. Este es el Ricardo Siu Koochoy. Este es
de la Pacifico. Tengo algunos libritos que voy, voy mirando los
capitulos segun me parecen interesantes, aplicables los
ejercicios. [ininteligible] Integrales de Espinoza Ramos. Quierouna
integral sencilla, por partes, ;no?. Asi, para reglas de la cadena,
para maximo y minimos. Diversos libros que yo tengo. Tengo el
Sydsaeter. De la web también eventualmente. Mira, tengo hasta
Devidovich. Tengo bastante por ahi. En calle Tomas. Acé esta el
calculo de Mitacc, ¢no? Tengo tengo varios. Si.

51

Investigador

OK

52

Profesor

Entonces asi es, 0 sea tengo que he estado mirando en la weby he
estado bajando los libros y ahi voy escogiendo, y voy
seleccionando los ejercicios que me parezcan apropiados en
intensidad y en la carga académica que nos pueda transferir.

53

Investigador

Y en la practica 3, porque segun lo que veo en silabo de la practica
3 es la que ha estado evaluando tema de optimizacion [y]
funciones homogéneas, ,como has visto los resultados finales de
la practica en general? ; Aprobados, desaprobados?

54

Profesor

A ver, espérate un segundo, déjame ver un ratito. Quiero ver si ya
subio las notas el ... justo la tuvimos en semanade APECy ...y sino
que ahorayo ya no estoy corrigiendo, lo estan corrigiendo ni jefe de
practica

Quiero ver, para Dios mio, esta cortando la calle ... Un ratito, sya?
[ininteligible]

55

Investigador

Ok. Retomamos

56

Profesor

Ya te imaginaras qué cosas estan haciendo estos. Aver, a ver, a ver,
a ver. Voy a compartir pantalla. Bueno. Ahi esta. Una practica que
hacemos nosotros, es siempre en darles su nota aca a los
alumnos. Evaluacion 1, evaluacion 2, evaluacién parcial,
evaluacion 3, para que no diga que no le dimos las notas. Y por
ejemplo, no fue un alumno, se abandond, ahi esta su nota
publicada. Ttendra que recoger, pues, en secretaria con el profesor
del curso. Vamos a ver las notas de uno de los salones ... 17 ... [el
profesor da informacién de las notas mostrando informacién de
nombres completos de los alumnos. Sus comentarios generales
fueron que los alumnos han respondido bien].

57

Investigador

En general, ¢ han aprobado mas de la mitad?

58

Profesor

Si. Que cuando a ti te ha tocado observar no viste asi. Ahora estan
mucho mejor, pero aca hay bastante gente por segunda. Recuerda
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que el ciclo anterior tuvimos 5 salones. De los 5 salones aprobaron
casi 3 salones y medio. Este ciclo hay bastantes repitentes y hay
gente por primera que son pocos. O por primera seran, pues,
cuantos. De los 2 salones, eran 15. Y esto es como mucho, 7 en
cada saldn. Estos son por segunda, por eso también. Ahora han
sido la mayoria mis alumnos por ahi. Hay otros que no, pero unas
alumnas muy buenas: 18 [de nota]

59

Investigador

Y en el ciclo anterior, ¢el rendimiento fue menor en esa practica?

60

Profesor

Si, lo que pasa es que algunos que si les les fue bien, le fue muy
bien, asi como a esto que estan aca; pero otros no. Les costaba
todavia, pero ahora si lo veo que les han despegado. Ya me estoy
asustando, me voy a quedar sin alumnos el préoximo ciclo [Se rie].
Es que en Mateco 1, yatengo gente con Mateco 1 que esta portrica
y por cuarta. Hay uno que me ha pedido “profesor, una practica
para que le hagamos entre 3y en micasa”. No, pues. No es asi. Ya,
si quieres en clase, entre 3, pero tengo otra experiencia. Te cuento.
Estabamos asi en Mateco 1, me daban pena. Ya, bueno, vamos a
hacer que la practica la hagan “; entre cuantos quieren?”. “Ya entre
cuatro”. Y habia, por ejemplo, chicos, no tanto, pero asi un grupo
de 6 que sacaba 17; 18; 16, el resto caia, muy relegados. Y los 17y
18 se sacaron 13.Y los que tenia 04; 03, y sacaron 04; 03 de nuevo.
Y seguian mal, pues ¢no? La siguiente practica, la practica cuatro,
“¢como hacemos, grupos?”, “Si, profe de 2”. Lo que sacaban 17;
18; 16 volvieron a sacarse esas notas. Lo que tenia en 04; 03, uno
que otro se junté con alguien y subid, pero o sea, no, no subieron.
¢Qué te dice? Que algunos no son déciles, digamos, para entender
y, al contrario, perjudica al grupo. No te deja que trabaje, sino te
empiezan a preguntar “por qué”, “dime”, “explicame”. Empieza su
desesperacion porque no entienden. O sea, hay gente que no
entiende, nada de nada. Y eso es lo que hace que baje el resto. Ya
entonces eso entonces ya no, ya digamos no, no hago, no hago
grupos. Muy dificil para mi es esto. Eso lo voy a ver en otro curso.
Por ejemplo en seguridad cuando ensefiaba en la San Marcos,
“hagan grupo de 2, maximo 3”. ;Por qué? Porque a veces tienes
que analizar un problemay necesita mas criterio. Por criterio. Con
herramientas en web y todo puedes encontrar, pero necesitar
criterio para enfocar el problema acéa. Son pasos que tiene que
seguir una metodologia. Imaginate, entonces ya estos chicos,
como que algunos han estado conmigo en Mateco 1y en Mateco
2, no se habian dado cuenta bien de la metodologia, ya han afinado
su metodologia de trabajo y asi el problema no debe ser para mi el
ponerte a veces en paz, que se te pase un ejercicio con mucha
accién, mucha risa, sale horrible, ;no? Ese no debe ser el
problema. No, ya, pues yo o qué cosa te detiene para que tu tengas
tu nota. ¢(Es que no se entendié la metodologia? Si si lo has
entendido, ya esta tu nota, ya estas. Al otro lado, entonces ya te
das cuenta que ya han entendido, ya esta. También cuando acaba
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el curso sali contento porque ya, ya saben de qué se trata. Es una
de mis metas. No es poner el ejercicio tan dificil. Tu puedes poner
un ejercicio facil si no hay que hacer, ahi esta frito jalados. Por ahi
estoy viendo un poco el asunto.

61

Investigador

Entiendo, entiendo y ya para cerrar un poco esta entrevista. En
particular con ese tema optimizacion, ¢;qué tan relevante lo
consideras para un alumno que va particularmente a la carrera de
economia tanto en el ambito académico, o sea para futuros
cursos, como en el ambito profesional?

62

Profesor

Claro, es basico, pues es basico. Lovas ausar siempre. Unalumno
de Economiacomo un alumno de Ingenieria que lleva mas calculo,
mas derivadas con varias variables tiene que dominar este tema.
Es un es un hito para para ellos. Ademas, esta metodologia
también recibe de molde de plantilla para otras que van a venir. Y
en la que va a trabajar y aprendiendo una forma de desarrollo y las
otras le van a parecer sencilla no aparecer este. Que es una forma
de trabajo y va a seguir para adelante. Me parece que si es recontra
recontra util importantisimo.

63

Investigador

¢Para cursos posteriores, por ejemplo, no sé si has escuchado de
algun curso que lo requiera?

64

Profesor

No, si, en los cursos de economia de mate avanzada lo requieren.
Requieren derivacion, integracién y optimizacioén. Si se requiere.

65

Investigador

Ok.

66

Profesor

No los ensefno yo, sino, ya te diria exactamente qué tema, ;no?,
pero si, si.

67

Investigador

No, si, por lo que he podido también revisar se requieren cursos
también como microeconomia.

68

Profesor

En micro cruza, cruza también. Tienes razén cruza con micro. Me
dicen algunos “profe, esto hemos visto en micro y mira, recién lo
estamos viendo aca”. Este es un poquito desfase. Tienes razon.

69

Investigador

Ok, ok. Entonces, José Luis, muchas gracias por tu tiempo. Esto
seriatodo y queda para la investigacion y lo agradezco bastante.

70

Profesor

Listo, cuidate.
Un gusto.
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