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RESUMEN

En el presente trabajo, se desarrollan aplicaciones en MATLAB a modo de herramientas
didacticas, que permitan ilustrar de manera sencilla y amigable los conceptos del curso

de Mecanica Estructural para facilitar el aprendizaje de los alumnos.

El cddigo de las aplicaciones esta escrito en MATLAB y compilado en archivos
ejecutables (archivos *.exe) de tal forma que no se requiera del programa principal para

ser utilizados.

Se desarrollan aplicaciones para los siguientes temas:

Teoria de esfuerzos y deformaciones en el rango elastico, se abarca desde las
definiciones basicas, la transformacion de esfuerzos y deformaciones en general y

en particular para encontrar los valores principales y direcciones principales.

Ley de Hooke generalizada para distintos materiales, Incluyendo los efectos de cambios

de temperatura.

Teoria de falla para materiales fragiles y ductiles: Maximo esfuerzo normal (Rankine
Coulomb), Maxima deformacion unitaria (Saint Venant), Densidad de energia de
deformacién (Beltrami), Maximo esfuerzo cortante (Tresca), Densidad de Energia de
Distorsion (Von Mises). Se analiza los factores de seguridad y se grafica las

superficies de fluencia de cada criterio de falla.

Vigas con cimentacion elastica y cargas variables, se calcula la deflexién, giro, fuerza

cortante, momento flector y el esfuerzo maximo. Se desarrolla la teoria para “n

cargas aplicadas.

Pandeo, enfoque clasico y con polinomios para diversas condiciones de apoyo,
obteniendo la carga critica y la forma modal de pandeo. Se analiza ademas la carga
critica de pandeo para elementos esbeltos de seccién variable y de seccion

compuesta.

En el analisis de teorias de falla se puede comparar los factores de seguridad y las
superficies de falla para distintos criterios, observando que en bajo cierta combinacién

de cargas uno resulta mas conservador que otro.
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En el analisis de pandeo de elementos esbeltos, se presenta tablas de la carga critica
obtenida para varias condiciones de apoyo, para elementos de seccion constante,
variable y de seccién compuesta. La precisién de estos valores depende directamente

de la exactitud de la ecuacion de la deformada asumida.

Al tener una viga apoyada sobre una cimentacion elastica se obtiene esfuerzos en su
seccion. Se puede analizar el maximo de estos esfuerzos con alguno de los criterios de
falla dependiendo del material en estudio. Asi por ejemplo si es un material fragil se
pude usar el criterio de Rankine, si es un material ductil se puede usar el criterio de

Tresca.
El codigo de las aplicaciones también es presentado en archivos script (archivos *.m)

de libre acceso. Se propone al final de este documento un nuevo alcance para

complementar y mejorar el codigo desarrollado en el presente trabajo.
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CAPITULO 1
1.1. INTRODUCCION

En el curso de Mecanica Estructural, dictado en el programa de maestria en ingenieria
Civil de la PUCP, se desarrolla conceptos y métodos de la Mecanica de Materiales, se
estudia la teoria de esfuerzos y deformaciones, temas de mecanica como torsion,

flexién, corte y pandeo de elementos esbeltos.

Matlab es un software matematico que permite realizar analisis numéricos, calculo
matricial y visualizacion grafica. Posee un lenguaje de programacion propio con el cual

es posible desarrollar aplicaciones con interfaz de usuario personalizadas.

En el presente trabajo se desarrollan aplicaciones en MATLAB que permitan ejemplificar

de manera numérica y grafica los conceptos impartidos en el curso.

El cédigo desarrollado puede ser utilizarlo como archivo script (archivo *.m) o usar el
compilador interno de Matlab y convertirlo en un ejecutable (archivo *.exe). La ventaja
de este ultimo tipo de archivo es que no requiere la instalacién del programa principal

para poder ser utilizado.

Las aplicaciones desarrolladas emplean una interfaz grafica de usuario conocida como
GUI, las cual permite un facil uso de las aplicaciones desarrolladas. Estas GUI incluyen
menus, botones y cuadros de didlogo que pueden ser programados para definir su
comportamiento dentro de la aplicacion. Para mostrar los resultados numéricos se hace

uso de tablas y graficos en 2D y 3D segun sea requerido.

Para el desarrollo de las aplicaciones se ha tomado como base el libro de texto del curso
de Mecanica Estructural, Guzman Barron, L. D.; Quiun, D. R. y Acero, J. A. (2010).
Apuntes de clase del Curso Mecanica Estructural (1a Edicién). Lima: PUCP. Se usa los

conceptos tedricos, ecuaciones y graficos desarrollados.

El cédigo final de cada aplicacion es también presentado en archivos script para que

pueda ser modificado y mejorado en futuros trabajos.



1.2. ANTECEDENTES

Actualmente existe software desarrollado por docentes de la PUCP y diversas
aplicaciones escritas por los alumnos, como trabajos individuales o como parte de
proyectos de tesis. Estos programas al presentar resultados numéricos y graficos

permiten una mejor conceptualizacién de los conceptos tedéricos involucrados.

En el afio 2003 se desarroll6 el curso Multimedia de Resistencia de Materiales (REMM),
Munoz, J. A. (2004). REMM Curso Multimedia de Resistencia de Materiales. Fondo
editorial PUCP, que consiste en un CD del curso de pregrado dictado en la PUCP. Este
trabajo es utilizado por docentes y alumnos para afianzar los conocimientos impartidos
en clase proporcionando no solo una mejor perspectiva con resultados numéricos, sino

también empleando una interfaz grafica.

En internet se encuentra disponible el Instructor companion site del libro Advanced
Mechanics of Materials de Boresi y Schmidt como herramienta de ayuda para el docente
en: http://bcs.wiley.com/he-bcs/Books?action=index&bcsld=1591&itemId=0471438812

También se puede encontrar en internet paginas web involucradas en ofrecer y facilitar
el calculo numérico de temas relacionados con la Mecanica Estructural como en el sitio:

https://www.ecomputingx.com/SM-03.jsp, que permite calcular el pandeo de elementos

esbeltos para diferentes condiciones.

1.3. OBJETIVOS

Objetivo general:
El objetivo principal de la tesis es proporcionar herramientas a modo de aplicaciones
escritas en MATLAB, que faciliten el dictado del curso de Mecanica Estructural por parte

del docente y ayuden al aprendizaje de los alumnos.

Las aplicaciones seran de ejecucion independiente, pues no requerira de MATLAB para
ser ejecutadas. Contaran con una interfaz amigable (GUI), salida numérica y grafica

para conceptualizar mejor los resultados.

Objetivo especifico:
Desarrollar aplicaciones que ilustren la teoria del curso de manera didactica y grafica de

los siguientes temas:


http://bcs.wiley.com/he-bcs/Books?action=index&amp;bcsId=1591&amp;itemId=0471438812
https://www.ecomputingx.com/SM-03.jsp

o Teoria de esfuerzos y deformaciones en el rango elastico, se abarca desde las
definiciones basicas, la transformacion de esfuerzos y deformaciones en general

y en particular para encontrar los valores principales y direcciones principales.

e Ley de Hooke generalizada para distintos materiales, Incluyendo los efectos de
cambios de temperatura.

o Teoria de falla para materiales fragiles y ductiles: Maximo esfuerzo normal,
Maxima deformacion unitaria, Densidad de energia de deformacién, Maximo

esfuerzo cortante (Tresca), Densidad de Energia de Distorsion (Von Mises).

e Vigas con cimentacion elastica y cargas variables, se calcula la deflexion, giro,
fuerza cortante, momento flector y el esfuerzo maximo en la seccién analizada.

¢ Pandeo, enfoque clasico y con polinomios para diversas condiciones de apoyo,

obteniendo la carga critica y la forma modal de pandeo.

1.4. JUSTIFICACION E IMPORTANCIA

Para dictar satisfactoriamente un curso es necesario contar con herramientas que
permitan explicar los conceptos tedricos, estas herramientas comprenden libros de

texto, ejemplos numéricos y medios graficos.

Existe un libro para el dictado del curso, pero algunos conceptos y métodos de la
Mecanica de Materiales son complicados de explicar por el docente y de ser asimilados
por los alumnos. Por ejemplo, existen expresiones matematicas involucradas que

requieren interpretacion grafica o manipuleo numérico intensivo.

Actualmente no existe una herramienta como la que se presenta para la ensefianza del

curso Mecanica Estructural.

Es por ello que se ve la necesidad de desarrollar aplicaciones que permitan el ingreso y
manipulacién de datos para obtener resultados numéricos y graficos para de este modo
ilustrar los conceptos de manera amigable y establecer las limitaciones y restricciones

en las aplicaciones.



1.5. METODOLOGIA

La metodologia a seguir para el desarrollo del presente trabajo sera la siguiente:

1. Revision bibliografica y recopilacién de la base tedrica de los temas a desarrollar.
La base de la revision bibliografica sera el libro del curso de Mecéanica
Estructural, Guzman Barrén, L. D.; Quiun, D. R. y Acero, J. A. (2010). Apuntes
de clase del Curso Mecanica Estructural (1a Edicién). Lima: PUCP,

complementado con bibliografia afin.

2. Desarrollo de programas y aplicaciones interactivas.
El cédigo de las aplicaciones sera escrito en MATLAB, haciendo uso de la

interfaz GUI, con salida numérica y grafica de facil uso.

3. Compilacién de las aplicaciones desarrolladas en un paquete multimedia.
Las aplicaciones desarrolladas seran finalmente compiladas en archivos
ejecutables (archivos *.exe), que podran ser usados sin requerir la instalacion de
MATLAB.



CAPITULO 2

TEORIA DE ESFUERZOS Y DEFORMACIONES

2.1. DEFINICIONES GENERALES

21.1. Esfuerzo en un punto

Sea un cuerpo sujeto a fuerzas actuando sobre su superficie y un plano Q que lo
corta sobre la superficie A, dividiendo el cuerpo en dos partes, positivo y negativo.
Se tiene una fuerza AF actuante sobre una porcion de area AA, dicha fuerza AF se

descompone sobre el plano Q en AFny AFs.

Figura 2.1. Cuerpo general cargado cortado por el plano Q.

En concordancia con la tercera ley de Newton la fuerza AF producira en el lado
contrario al plano una fuerza - AF. La fuerza en AFy es llamada fuerza normal y AFs

es llamada fuerza cortante, ambas aplicadas en el area AA.

Las magnitudes de las fuerzas AF, AFny AFspor unidad de area AA corresponden

al esfuerzo promedio, esfuerzo promedio normal y esfuerzo promedio cortante.



Figura 2.2. Cuerpo general cargado cortado por el plano Q.

La definicion de esfuerzo en un punto viene dada al definir AA infinitesimal, entonces
las fuerzas AF, AFny AFstienden a cero. Se define entonces el vector de esfuerzo

cuando AA tiende a cero.

. AF
o=lim —

AA—0 AA

. AFy
oy=lim —

A-0 AA

. AFg
os=1lim —

AAS0 AA (2.1)

21.2. Tensor de esfuerzos

Sea el diagrama de cuerpo libre de un elemento diferencial en forma de
paralelepipedo (Figura 2.3), de lados dx, dy, dz, con sus caras paralelas a los ejes
X, Y, Z. Se tiene por lo tanto tres componentes de esfuerzo perpendiculares entre si,
dos de esfuerzo cortante y una de esfuerzo normal, actuando en cada cara del

paralelepipedo.

Se tiene por lo tanto 9 componentes de esfuerzo actuando en el elemento diferencial,

3 esfuerzos normales y 6 esfuerzos cortantes.



Figura 2.3. Componentes de esfuerzo en un punto de un cuerpo cargado.

Las nueve componentes descritas de esfuerzo pueden presentarse en un arreglo

matricial denominado tensor de esfuerzos:

O xx xy xz

[o] = [Tyx Oyy Oy

O-ZX

2.2)

Donde:

Esfuerzos normales: oxx, 0yy, 022

Esfuerzos cortantes: gy, 0xz Oyx, Oyz 02y 02y

2.1.3. Esfuerzos actuando en un plano

Los vectores de esfuerzo en planos perpendiculares a los ejes X, y, Z son Ox, Oy,

o0z. Pueden escribirse como:

Ox =0xx L+ OxyJ+ 0y k
Oy =0yx i+ 0y, j+ 0,k

0, =01+ 0, ] +0,k (2. 3)



Figura 2.4. Componentes de esfuerzo en un punto de un cuerpo cargado.

Donde i, j y k son los vectores unitarios correspondientes a los ejes X, v, z.

Para obtener el esfuerzo gp correspondiente a un plano cualquiera, el vector unitario
a dicho plano es:

N=li+mj+nk.
Donde (/, m y n) son los cosenos directores del vector N, por lo tanto, se puede
describir a Gp como:

oP=lox+moy+noz (2.4)

Conocidos los esfuerzos ox, oy, 6z se puede reescribir cp como:
OoPx = loxx + moxy + n oxz
oPy = loxy + moyy + noyz

oP; = loxz + moyz + nozz (2.5)

2.1.4. Esfuerzo normaly esfuerzo cortante en unplano

La componente normal del esfuerzo oren el plano P se denomina esfuerzo normal

(oPN) y se obtiene proyectando P en esa direccidn, la proyeccion sobre el plano
P se denomina esfuerzo cortante (aPS).

8



oPN

0

PLANO P

Figura 2.5. Componentes de esfuerzo en un punto de un cuerpo cargado.

Por lo tanto:

OPN=0P-N

OPN = [2 oxx + m? oyy + m? 0zz + 2mn oyz + 2ln oxz

+ 2lm oxy (2.6)

El esfuerzo cortante sera:

oP? = oPS? + oPN? 2.7)

Ejemplo:

Dado el tensor de esfuerzos [a].

100 40 50
c=[40 80 —30]MPa
50 —30 150

Determinar el esfuerzo normal y cortante para un plano:

N =(0.6157,0.3746,0.6935)

Solucion:

Se tiene:

OPx =1 oxx + m oxy + n oxz = 0.6157(100) + 0.3746(40) + 0.6935(50)

9



oPy =1 oxy + m oyy + n oyz = 0.6157(40) + 0.3746(80) + 0.6935(—30)
oP; =1 oxz+m oyz + n ozz = 0.6157(50) + 0.3746(—30) + 0.6935(150)
oPx =111.2MPa
oPy =33.8MPa
oP; =123.6MPa

Luego:
OPN = oP - N =(111.2,33.8,123.6)(0.6157, 0.3746, 0.6935)

OPN =166.84MPa

oP =VoP,2+ P2+ oP,}=169.7

Finalmente:

opS = VopP? — oPN? =V169.72 — 166.842

oPS =31.02MPa
2.1.5. Transformacion de esfuerzos

Se desea conocer el tensor de esfuerzos en un sistema (X, Y, Z) a partir de un

sistema (x, y, z) conocido. Ambos sistemas tienen el mismo origen comun “o0”.

Z
A

Figura 2.6. Componentes de esfuerzo en un plano perpendicular al eje X rotado.
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Sean dos sistemas de ejes rectangulares (x,y,z) y (X, Y, Z) con el mismo origen

comun, los cosenos de angulos que forman dichos ejes son los siguientes:

Iy = cos 0.y, I = cos Oy, 13=cos0,,
ml = cos 0y, m2 = cos 0y, m3 = cos 0,
n3 = cos O,, n2 = cos Oy, n3 =cosf,y (2.8)

Dado que ambos sistemas rectangulares son ortogonales debe cumplirse que:

liZ + mi2 + ni2 =1, i=1,23 (2.9)

Los cosenos directores que definen la direccién de (X, Y, Z) respecto a (x, y, z) son:
N1 = (I1,m1,n1)
N2 = (I2,m2,n2)

N3 = (I3, m3,n3) (2.10)

Se tiene entonces que oxx, oyy, ozz representan la componente de esfuerzo normal

y oxy, oyz, oyz son los esfuerzos cortantes en los planos X, Y, Z. Por lo tanto,

aplicando la teoria de esfuerzo normal y cortante en un plano:

Oxx = llzaxx + mlzayy + n,%0,,+ 2lymy0yy + 2l1n10y, + 2minqo,y,
Oyy = l220'xx + mzz()'yy + TlZZO'ZZ + lemzaxy + 2l2n20xz + ZmznzO'yZ

2
Oz7 = l3 Oxx + mgzayy + 7'1320'22 + 213m30xy + 213n30xz + 2m3n3ayz (2 11)

Se tiene entonces que:

Oxx =Gx'N1
Oyy :(Ty'NZ

6,y =0y N3 (2.12)

El esfuerzo cortante oxgse descompone en un plano perpendicular al eje X en las
direcciones Y y Z, obteniéndose:
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UXYZUx'NZ

Oxz7 :Ux'N3

De manera similar para oxsy oxs:

Oyx =0'y'N1
Oyz :O'y'N?)
Ozx :Uz'Nl

Ozy =0'2'N2

Ademas oy puede escribirse como:

ox=loytmo,+no,

0x = [(l10xx + M1Oxy + N10xz), (L10xy + M1ayy + N10y;), (LiOxz + M0y,

+ nlo-zz)]

Desarrollando la ecuacioén (2.11) se tiene:
Oxy = lllzo'xx 2y mlmzayy + ninyo,, + (l1m2 + lzml)O'xy
+ (linz + LNy oy, + (Miny + myny)oy,

Oxz = 11304 + Mmym30yy, + NN30,, + (lymz + l3mq) oy,

+ (linz + l3ny) oy, + (Minz + many)o,,

Oyz = l2l30'xx + mzmgo'yy + no)n3o,, + (lzm3 + l3m2)o'xy

+ (nz + I3ny) oy, + (Manz + many)o,y,
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Estas ecuaciones pueden escribirse matricialmente como:

oxx Oxy Oxz li mi ny Oxx Oxy Oxz 11 my my (2.18)
[Oyx Oyy Oyz]l=[lz mz nz]-[Oyx Oyy Oyz]-[l2 my ng]
Ozx Ozy Ozz l3 m3 nj O2zx Uzy 02z l3 m3 ns

Se define entonces la matriz de transformacion [T] como:

ll m nq (2 19)
[TT=1[l m2 ns]
13 ms3 ns3

Por lo tanto, la transformacién de un sistema de coordenadas (x,y,z) a uno (X,Y,Z)

se obtiene aplicando la siguiente ecuacion de transformacion:

[oy] = [T]- [oy] - [T]" (2. 20)

Ejemplo:

Dado el tensor de esfuerzos [o].

80 —-20 100
o=[-20 40 70]MPa
100 70 40

Calcular los esfuerzos y direcciones para:
N1=(0.4126,0.4136,—0.8116)
N2 = (0.4295, 0.6974, 0.5738)
N3 =(0.8033,-0.5853,0.1101)

Solucion:

Se tiene:

[oy] =[T]" [oy] - [T]"
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Donde:
11 ml nil
[T]=[12 m2 n2]
I3 m3 n3

04126 04136 —0.8116
[T]1=1[0.4295 0.6974 0.5738]
0.8033 —-0.5853 0.1101

Operando se tiene:

04126 04136 —0.8116 80 —-20 100

[oy] =[0.4295 0.6974 0.5738 ]-[-20 40 70]
0.8033 -0.5853 0.1101 100 70 40

04126 0.4295 0.8033
‘[ 0.4136 0.6974 —0.5853]
—-0.8116 0.5738 0.1101

13.6191  —3.5528 —65.1958
[oy] =[—3.5528 19.4547 —23.5092]
—65.1958 —23.5092  0.4849

2.1.6. Esfuerzos principales y sus direcciones

Para un trio de esfuerzos en un sistema de ejes ortogonales, existe un plano donde
el esfuerzo normal es maximo, en dicho plano para que el esfuerzo normal sea

maximo se debe cumplir que el esfuerzo cortante asociado sea cero.

Figura 2.7. Composicion vectorial del esfuerzo maximo oP.
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En la figura 2.7 se muestra el plano P donde el esfuerzo cortante para el sistema de

cargas (ox, oy, 0z) es cero y el esfuerzo oP es maximo.

Los esfuerzos actuando en el plano P son:
OPy, = 10w + MOy, + N0y, (2.21)
oP, = Loy, + moy, + noy,
oP, =10y, + moy, + noy,

Se define “c6” como el médulo del esfuerzo maximo op, siendo:

o =Nl (2.22)
OPy = om
oP: = on

Se obtiene entonces tres ecuaciones homogéneas con cuatro incognitas “c”, “I’, “m”

y n:
(O'xx—O')l+O'xym+O'szl =0 (2. 23)
Oxyl+ (Oyy —0)m+0yzn =0

O'le+0_yzm+(0_zz _O')n =0

Para obtener el valor de “c” se debe cumplir que el determinante de los coeficientes

del sistema anterior sea cero. La direccion de “c” esta dada porelvector N = (I, m, n)

que debe cumplir [2 + m2 + n2 = 1. Por lo tanto, debe cumplirse que:

Oxx =0 Oxy  Ox (2. 24)
Oxy Oyy =0 Oyz| =0
Oy, o o

yz zz

El calculo de este determinante nos lleva a tener tres valores o tres raices posibles
para satisfacer el sistema. Por lo tanto, se tiene:

o—lo*—lLo—13=0 (2. 25)
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Los términos I, I, e I3son las invariantes de esfuerzos, donde:

Ih=0xx+t0yy+ 0y

I = Oxx O-xyl la-xx szl Uyy
2 O-xy Oyy Oxz Oz Uyz
Oxx Oxy Oxz
I3 = |9xy Oyy Oyz
Oy Oy, O

vz zz

(2. 26)

Oy,

o, (2. 27)
(2. 28)

Resolviendo los determinantes anteriores y definiendo los tres valores de esfuerzos
principales como ¢1, 02 y 03, los esfuerzos maximos son:

Iy = 0xx + 0y, +0,,

) 2 2
I2= 054"+ 02" + 0y;" = Oxx* Oyy = Oxx* Oyy = Oy Opy

— 2 2 2
13—O—xx'0—yy'o—zz+2 *Oxy Oxz0y; = Oxx*Oyz —Oyy Ox; —0z7° Oyxy

(2. 29)

Las direcciones principales se obtienen de reemplazar el valor de los esfuerzos

principales en las ecuaciones homogéneas anteriormente definidas (2.23) que

incluyen [, myn.

(Oxx —01) L1+ Oxym+ Oxzny =0
Oxyly + (Oyy—01) my + 0yzn = 0
Oxzly + 0yzmq + (022 — 01) nq
L2+ mi+n2=
Luego se obtiene:

N1 = (ll, my, Tll)

N2 = (12' mZ;”’Z)

N3 = (l3r m3;n3)
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Ejemplo:

Dado el tensor de esfuerzos [o], calcular los esfuerzos principales y sus direcciones.

—-90 70 =55
oc=[70 —-60 —40]MPa
—55 —40 40

Solucioén:

Se halla las invariantes:

I =-90-60+40 =-110

-90 70 -90 =55 —-60 —40

I, =— - 2 = 1012
2 70 6ol Tl_ss 40! Tl_g0 40 |7 10125
—-90 70 -55
I3=|70 —60 —40|= 653500
—55 —40 40

Luego:

03— (—=110)02 — 101250 — 653500 = 0

Se obtiene las 3 raices:

o1 = 88.34MPa, o, = —49.80MPa, 03 =—148.54MPa

Las direcciones principales se obtienen de:

(Oxx—01) L1 +Oxym+0xzny = 0

|
o

Oxyly + (0yy—01) my + Oyzn =
Oxzly + 0yzmq + (0zz —01)ny =0

l12 +m12 +Tl12 =1
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Por lo tanto:
(-90-88.34)[;+70m+—-55n; =0
701 + (=60 -88.34) m; + —40n =0
—554+—-40m;+ (40 -01)n;1=0
llz +mi?+n=1
De donde se obtiene:

I, = —0.4126 m; = —0.4136 n,= 0.8116

De manera similar se resuelve:
l, = 0.4295 m, = 0.6974 ny= 0.5737

I; = —0.8033 ms = 0.5853 ny=—0.1102

21.7. Circulo de Mohr para el estado general de esfuerzos

La falla de un cuerpo cargado viene asociada a un esfuerzo normal o cortante

maximo en un punto. El esfuerzo normal maximo es el mayor de los tres esfuerzos

principales c1, 62 y 63, ordenados de mayor a menor.

El circulo de Mohr es una técnica que se usa para representar el estado de esfuerzos

en un punto en forma grafica, para ello se asume conocidos los ejes principales 1, 2

y 3, asociados a los esfuerzos principales c1, 62 y 63.

Para graficar los tres circulos se define un plano “P”, dado por los cosenos directores
(I, m, n), con un esfuerzo normal oPn y un esfuerzo cortante oPs. Siendo 61, 62 y

o3 los esfuerzos principales, se tiene entonces:

oPn = 201 + m20, 4+ n?o;

oPn? + oPs? = oP? (2.32)
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Siendo:

+m2+n2=1

(2. 33)
oP2 = [20,% + m20,% + n203®
Las ecuaciones anteriores pueden representarse matricialmente como
o1 02 03 2 oPn
[01* 03° 03%] - [m?] = [oPn?]
1 1 1 n2 1
De donde se obtiene:
1= oPs?2 + (oPn — 0,)(0Pn — 03)
(01— 03)(01—07)
, oPs?2 + (oPn — o1)(oPn — 0g3)
més =
(02— 03)(02— 01)
_ 0oPs?+ (oPn— g,)(cPn — 03)
(03— 01)(03—07) (2.34)

Los valores de (2, m2, n2 deben ser mayores a cero y siendo ag; > g, > g3 se concluye

que los denominadores de [2 y n2 son mayores a cero y el de m2 menor de cero.
Por lo tanto, se obtiene las siguientes inecuaciones:

oPs2+ (oPn—o03)+ (6Pn—o03) = 0

(2. 35)
oPs2+ (oPn—o01)+ (6Pn—03)< 0

oPs2+ (oPn—o01)+ (6Pn—0;3)= 0

De estas inecuaciones se puede desarrollar ecuaciones cartesianas de

circunferencias tomando los ejes normales como abscisas y los esfuerzos cortantes
como ordenadas:

o1+ g, 2 01— 0p)2
1 2)] +0P522(1 2) _

[cPn — (- = 732 (2. 36)
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2

01+ 03 01— 03)2
[oPn — ( )] +oPs2> % = 1,°
02+03)]2 - (01— 03)?
Pn — t+oPstz2 — ;2
[0Pn — ( > 4 T1
El maximo esfuerzo cortante absoluto es:
(01— 03)

OPSmax = Tmax = 2 (2.37)

Figura 2.8. Circulo de Mohr para el estado general de esfuerzos.

El area sombreada de la figura 2.8 representa la interseccién de las 3 inecuaciones
(2.29), cada inecuacion se representa como puntos (oPn, oPS). Cada circulo
representa la rotacién alrededor de uno de los ejes principales, asi, el circulo (61 —
02) representa todos los ejes que se dan en la rotacion alrededor del eje 3, cuando
(n=0).

Existen dos opciones para graficar los ejes del circulo de Mohr, con el eje de
esfuerzos cortantes hacia arriba o hacia abajo. La ventaja de graficar el eje de
esfuerzos cortantes hacia abajo es que las rotaciones tienen signo positivo en la
direccion contraria a las agujas del reloj, lo que concuerda con la convencién de

signos para esfuerzos cortantes.
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21.8. Circulo de Mohr para el estado plano de esfuerzos

En algunos problemas de esfuerzos, es necesario realizar ciertas simplificaciones,
tal es el caso de una placa delgada sujeta a esfuerzos en su plano. Una placa
delgada se define como un cuerpo prismatico con un espesor muy pequefio, como

en el caso de una plancha de acero sometida a traccion.

Figura 2.9. Estado plano de esfuerzos.

Si consideramos que el eje z se ubica en la direccién del espesor de la placa delgada

y en este no actuan cargas, se tiene:

0zz=0zx=0zy=0 (2. 38)

Entonces el tensor de esfuerzos se convierte en una funciéon dependiente de dos
direcciones (x, y). A esta condicion se llama estado plano de esfuerzos, siendo el

tensor plano de esfuerzos:

O Oy O (2. 39)
[o] = [oyx 0y, O]
0 0 o0
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(12,m2,n2)

6 (1,m1,n1)

(13,m3,n3)

)

Z.Z

Figura 2.10. Estado plano de esfuerzos.

Si transformamos estos esfuerzos de un sistema (x,y,z) a otro (x’,y’,z’) con cosenos
directores:
(I3, my,nq) = (cos 0, sen 6, 0) (2. 40)
(I;,my,ny) =(—sen9,sin 0, 0)

(13, mgs, n3) = (0, 0.1)

Utilizando las ecuaciones de transformacién de esfuerzos y relaciones

trigonométricas se obtiene las siguientes ecuaciones:

Ox+ 0y, 0x— 0y (2. 41)
Oy = > + > cos(26) +oyysen(26)
Ox+ 0y, 0x—o0y
oy = > + > cos(260) — oy, sen(26)
Oxt 0y
Oxy = =~ sen(260) + ox,cos(26)

22



Para hallar los valores maximos se deriva las ecuaciones anteriores con respecto a

0 y se iguala a cero, por lo tanto:

O, +0 1 2 (2.42)
o =M +\/-_ (O' -0 +0 2
1 2 4 xXx yy) xy
0. +0 1 2 (2. 43)
g =X +\/_ (c —o +o0 2
2 2 4  xx yy) xy

2.44
Tmax = \/;l-o-xx - O-yy) _%_ nyz ( )

Siendo g,y o, los esfuerzos principales y 7,5, €l maximo esfuerzo cortante en el
plano (x, y).

El circulo de Mohr para un estado plano de esfuerzos se obtiene de graficar g4, o,y
Tmax SObDre los ejes (o, o) y el cortante a,,. Siendo el radio del circulo “R™ y el centro
“C”.

= (Oxx + ayy)
2

c (2. 45)

Oxx — Oyy 2 (2. 46)
R= \/% ) +05”
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Figura 2.11. Circulo de Mohr para el estado plano de esfuerzos.

2.2 APLICACIONES EN MATLAB

Esta aplicacién permite calcular los esfuerzos principales, rotar los ejes de
esfuerzos, calcular los esfuerzos en un plano determinado y graficar el circulo de

Mohr para un estado general de esfuerzos.

Figura 2.12. Menu principal.
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Al ejecutar la aplicacion se despliega el menu principal del programa (Figura 2.12).

221 Esfuerzos Principales

Para calcular los esfuerzos principales se debe ingresar los esfuerzos normales

Oxx Oyy Oz Y cortantes o,y Ox. Gy, Solicitados, en MPa. (Figura 2.13).

Figura 2.13. Ventana de ingreso de datos.
Los esfuerzos ingresados corresponden al tensor de esfuerzos:

Oxx Oxy Oxz

[o] =[9yx Oyy Oy

O-Z X O-Z X O-ZZ

Al ejecutar el programa se obtiene:

a) Eltensorde esfuerzos. Muestra los valores ingresados en un arreglo matricial
de 3x3.

Figura 2.14. Tensor de esfuerzos.
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b) Los esfuerzos principales. Muestra los esfuerzos principales 1, 62y 63

calculados a partir del tensor de esfuerzos.

Figura 2.15. Esfuerzos principales.

c) Direccion de esfuerzos principales. Muestra los cosenos directores

correspondiente a la direccion de los esfuerzos principales.

Figura 2.16. Cosenos directores de los esfuerzos principales.

d) Eltensorde esfuerzos principales. Muestra el tensor de esfuerzos principales

en un arreglo matricial de 3x3.

Figura 2.17. Tensor de esfuerzos principales.
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e) Grafica de esfuerzos. Muestra graficamente el tensor de esfuerzos

(ox, oy, gz) en color negro y el tensor de esfuerzos principales (oX, a¥, Z)
de colores rojo, verde y azul.

Figura 2.18. Esfuerzos principales (GX, GY, GZ)

2.2.2 Rotar ejes de esfuerzos

Un tensor de esfuerzos se puede rotar a partir de un vector unitario con
cosenos directores (I, m, n). Se ingresa el vector unitario de rotacion
(Fig. 2.19), los esfuerzos normales ogxx, oyy, ozz y cortantes oxy, oxz, oyz,
en MPa (Fig.2.20).

4\ Vector Unitario — O X

N1{1, m1, n1)
0.4126 0.4136 -0.8116]

N2 (12, m2, n2)
[0.4295 0.6974 0.5735]

Cancel

Figuras 2.19. Ingreso del vector unitario de rotacion.

El vector unitario de rotacion ingresado corresponde a:
N1 = (I1,m1,nl)
N2 = (12,m2,n2)

27



El vector N3 es calculado perpendicular al plano N1xN2.

N3 = (I3, m3,n3)

Los esfuerzos ingresados corresponden al tensor de esfuerzos:

Oxx Oxy Oxz

o] =[9yx OTyy Oy

O-Z X sz

Figuras 2.20. Ingreso del tensor de esfuerzos.

Se obtiene:

a) Eltensor de esfuerzos rotado. Muestra los valores del tensor de

esfuerzos rotados a partir de los cosenos directores de rotacion.

Figura 2.21. Esfuerzos rotados.

b) El vector unitario de rotacién. Muestra los valores del vector unitario de

rotacion (N1, N2,N3).
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Figura 2.22. Esfuerzos rotados.

c) Grafica de esfuerzos. Muestra graficamente el tensor de esfuerzos
(ox, oy, az) en color negro y el tensor de esfuerzos rotado (ox', 0y, 02"
de colores rojo, verde y azul.

Figura 2.23. Esfuerzos rotados (Ox’, 0y, 0Z7").
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2.2.3 Esfuerzos en unplano

Para un tensor de esfuerzos, se puede calcular los esfuerzos en un plano
definido por sus cosenos directores (I, m, n). Se ingresa el tensor de
esfuerzos (Fig. 2.24) y los cosenos directores del plano correspondiente
(Fig. 2.25).

Tensor de esfuerzos:

o o o

xx xy Xz
[o] = [Oyx Oyy Oy
o o o

zX zX Y44

Figura 2.24. Ingreso del tensor de esfuerzos.

Figura 2.25. Ingreso de los cosenos directores.
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Se obtiene:

a) Eltensor de esfuerzos rotado. Muestra los valores del tensor de

esfuerzos rotado a partir de los cosenos directores de rotacién (I, m,n).

Figura 2.26. Esfuerzos en un plano dado.

b) Direccion del tensor de esfuerzos rotado.

Figura 2.27. Esfuerzos en un plano dado.
224 Circulo de Mohr

Esta aplicacidon calcula los esfuerzos principales y su direccién, ademas

grafica el circulo de Mohr del estado de esfuerzo.
Se ingresar el tensor de esfuerzos en MPa (Figura 2.28) y la aplicacion
determina de acuerdo a los datos ingresados si se trata de un estado general

o un estado plano de esfuerzos.

Tensor de esfuerzos:

xx xy Xz
[o] =[Fyx Oyy Oy]
O-ZX O-Zx O-ZZ
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Figura 2.28. Ingreso del tensor de esfuerzos.

Se obtiene:

a) Grafico del circulo de Mohr. Muestra los esfuerzos principales, normales

y cortantes maximos para el estado de esfuerzos dado.

Figura 2.29. Circulo de Mohr en 3D.
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b) Esfuerzos principales. Muestra los esfuerzos principales 1, 62 y 63

calculados a partir del tensor de esfuerzos.

Figura 2.30. Esfuerzos principales.

c) Direccion de esfuerzos principales. Muestra los cosenos directores

correspondiente a los esfuerzos principales.

Figura 2.31. Direccion de esfuerzos principales.

d) Direccion de esfuerzos principales. Muestra los cosenos directores

correspondiente a los esfuerzos principales.

Figura 2.32. Tensor de esfuerzos principales.
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CAPITULO 3

LEY DE HOOKE GENERALIZADA CON APLICACIONES DE
TEMPERATURA

3.1 DEFINICIONES GENERALES

3.1.1 Tensor de deformaciones

La ley generalizada de Hooke establece que es posible conocer la deformacién de
un cuerpo elastico a partir del tensor de esfuerzos, conociendo el modulo de Young,

el coeficiente de Poisson y la variaciéon de temperatura para un sistema coordenado

(x.y2).

Figura 3.1. Cuerpo que sufre una deformacion sometido a cargas.

Se tiene:

1
Sxx = E_[O-xx - v(o-yy + O-zz)] +(ZAT
1

1
EZZ = E[O-ZZ - U(O-xx + O-yy)] + CZAT
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gxy E O-xy
1+v

Exz = E Oxz (3. 1)
1+v)

&2 =" Oy

Donde:

E = Mébdulo de Young.

v = Coeficiente de Poisson.
ij = deformacidon unitaria en la direccion i, j.

AT = Variacion de temperatura.

a = Coeficiente de temperatura.

Se define entonces el tensor de deformaciones como:

Exx €xy Exz (3.2)
[e] = [Exy Eyy &yl

Exz gyz €22
3.1.2 Deformaciones Principales y sus direcciones

Cuando un cuerpo se deforma los puntos contiguos P(x,y,z)y Q(x +dx,y + dy, z +
dz) pasan a las posiciones P*(x*, y*, z*) y Q*(x* + dx*, y* + dy*, z* + dz¥). El
elemento infinitesimal definido por estos dos puntos PQ=ds en la deformacién pasa

a ser P*Q*=ds*.
Se define entonces la deformacion unitaria de PQ=ds como:

ds*—ds (3.3)

€ = ds
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Figura 3.2. Segmento de linea PQ=ds, en un cuerpo después de deformarse.

Deformacion Unitaria (eg) es la relacién existente entre la deformacion total del

elemento (ds* — ds) y la longitud inicial del elemento.

Ademas se tiene que la posicion final de (x*,y*,z*) sera una funcién de (x,y,z).

X* = X* (X,y,2) (3.4)

y*=y*(xY,2)
zF=2z"(x,Y,2)

Se define el gradiente de deformacién como la derivada de las coordenadas en la
configuracion deformada respecto de las coordenadas en la configuracién
informada. Al aplicar este gradiente sobre vectores definidos en el estado no

deformado, los transforma en los correspondientes a su estado deformado.

El gradiente de deformacion incluye la deformacién por esfuerzos y las producidas

por cambio de temperatura (aAT).

Por lo tanto, el gradiente de deformacion sera:

dx* dx* dx* 3.5
dx*= —dx+—dy+—dz (3-9)
x dy z
* a * *
dy*:ldx+ld +ldz
ox dy z

36



az*d +62*d +az*
x X dy Y 0z

dx* =

dz

Se reemplaza los valores x* =x + u, y* =y + v, z* = z + w, donde (u, v, w) son las
componentes de desplazamiento de (x, y, z). Se tendra entonces:

dx* = (1 + 7 dx) + dy dy +° dz (3.6)
ox ay 0z
ov dv ov
dy=_dx+(1+__dy)+__ dz
dx dy 0z
ow aw ow
dx*=__dx+__dy+(1+__ dz)
0x dy 0z
Ademas, se tiene:
(ds)? = (dx)? + (dy)? + (dz)? (3.7)

(ds*)? = (dx*)? + (dy*)? + (dz*)?
Se puede definir la deformacion de un cuerpo como (ds*)?- (ds)>.

(ds?)? = (ds)? = (dx*)? — (dx)* + (dy*)* — (dy)? + (dz*)* — (dz)? (3.8)

Operando (3.8) se obtiene:

(ds*)? — (ds)? (3.9)

22+ & 2 O+ O @
— - _ = - X
dx dx 0x ox

dv 2

ou
+ [2— + (—) + (—)
dy ady

+ @22+ &+ &+ &) o
dy 0z 0z 0z 0z
6v au ou au ov 617 ow dw
ox "oy Y axay Taxay Taxay Y
ow Odu Oudu OJv av ow ow
gttt et ax Tr PRk

+2 [aw+ 6v+ odu au Jv 617 —‘jfd d
-+ z
dy 0z 0Jy 62 dy ¢ az

+2 [
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Entonces se define las siguientes cantidades:
Ju 1 Jdu? dv 2 dw 2 (3.10)
e =5 +5 (G + (5 + (5]

v 1 oJu? ov 2 ow 2
Syyza—y"'—z[F) () ( )]

aw 1 Ou? v 2 ow 2

€2z = 571G T Gt (7T
1 0dv oJu Odudu dvdv OJwiw (3.11)
= &= ol oy T axay T oxay | ox dy

1 ow 0du Odudu Jdvov OJOwadw

—[_+ _-Faxaz_{—axaz_;axaz

_ A _1[6414: iz auili 61}2 ow ow
2= Sy T ogy T 97 9y dz | 9y oz | dyoz

0‘)

Definimos entonces el factor de amplificacion M como:

1 1
:E[(L)_l]_ €E+§€E (312)

M = 12g,, + m2€,, + n2€,, + 2lme,, + 2Ine,, + 2mne,, (3.13)

Elfactor de amplificacion M es una medida de la deformacion de una linea del cuerpo

con los cosenos directores (I, m,n), siendo los cosenos directores:

dx dy dz (3.14)
l=— m=_"_,n=_
ds ds ds

Al igual que para el caso de un estado de esfuerzos existe un estado principal de
deformacion. En un punto cualquiera de un elemento no deformado existen tres ejes
perpendiculares que permanecen perpendiculares en la deformaciéon. La

deformacién de estos tres ejes se llama deformacion principal.

Se tiene asi 3 deformaciones principales (g1, ez, €e3) y 3 factores de amplificacion
(M4, M2, M3).
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De manera analoga a la teoria de esfuerzos, lo valores principales del factor de

amplificacién se obtiene de las tres raices del determinante de la ecuacion:

Exx —M Exy Exz (3.15)
| Exy &y —M yz | =0
Xz €yz £,—M

El calculo de este determinante nos lleva a tener tres valores o tres raices posibles

para satisfacer el sistema. Por lo tanto, se tiene:

M3—I;M2+1,M —13=0 (3.16)

M=¢+ g2 (3.17)
E EE

Los términos (I 4, I 2, I3) son las invariantes de deformaciones, donde:

[1=¢&xt+ &yt &y (3.18)

Exx gxy Exx  Exz gyy gyz

== 20 syyl - 5= |syZ e
Exx Exy Exz
I3=[xy &y &yz

Exz gyz €22

En el caso en que los ejes principales coincidan con los ejes (x,y,z) se cumplira que

M1 = &y, M2 = &,,, M3 = ¢,,. Por lo que las deformaciones principales pueden

calcularse con las siguientes ecuaciones.

(3.19)
I =€ + &y + &,

— 2 2 2
IZ_Exx'Eyy'I' Exx* €2zt Eyy &2 Exy” — Exz — &Eyy

— 2 2 2
13—€xx'8yy'gzz+2'gxy'gxz'gyz_gxx'gyz _gyy'gxz _Szz'gxy
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Debido a la simetria del determinante de la ecuacion:

Exx — M gxy Exz (3.20)
| Exy €y — M &z =0
£ & E,,—M

Xz zZZ

yz

Las direcciones principales pueden obtenerse de resolver las ecuaciones:

(Exx = M)l + exym + €xzn = 0 (3.21)
Sxyl + (gyy - M)m + Eyzn = 0

Exzl + Eyzm + (EZZ - M)Tl =0

M =&k +}€EZ (322)
2
Con:
+m2+n2=1 (3.23)
Ejemplo:

Dado el tensor de deformacion [¢]

0.00148 —0.00026 0.00130
[e] =[-0.00026 0.00122 0.00091]
0.00130 0.00091 0.00122

Calcular las deformaciones principales y sus direcciones.

Solucién:

Se halla las invariantes:
I; =—0.002 4+ 0.0025

—0.00148 —-0.00026
—0.00026 0.00122

—0.00148 0.00130
0.00130 0.00122

0.00122 0.00091

I, =—
2 | 0.00091 0.00122

0.00148 —0.00026 0.00130
I3=1-0.00026 0.00122 0.00091|
0.00130  0.00091 0.00122
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Luego:

M3—I,M2— 1,6 —I3=0

Se obtiene las 3 raices:

g1 = 0.0028, g = 0.0015, e3=0.00041

3.1.1 Rotacion de deformaciones

Se tiene el factor de amplificaciéon M en el sistema coordenado (x, y, z) de cosenos

directores (I, m, n).
M = 12y, 4+ m2€,, + n%€,, + 2lmeyy, + 2Ine,, + 2mney, (3.24)

El cual se transformara a un sistema (X, Y, Z) definido por los cosenos directores:
X(11,m1,n1), Y(I2,m2,n2) y Z(I13, m3,n3).

El factor de amplificacién, orientado segun los ejes (X,Y, Z) sera:

Exx = llzsxx + mlzeyy + nqe,, + 2lym€xy + 2l1n1€x, + 2minq€y, (3.25)
eyy = lple,, + ma?eyy + note,, + 2lamaeyy, + 21pn26y, + 2monzey,
€77 = 3% ey + M32eyy + n3%€,, + 213mae,y, + 213036, + 2manzey,
La deformacion por corte entre dos elementos lineales se calcula como:
Y12= (1 + eg1)(1 + &g2) cos 01, (3.26)

Por lo tanto:

Yxy = 2&xc1ly + 26yymymy + 2€,,n115 + 26, (lymy + 1;my) (3.27)

+ ZEXZ(llTlZ + lznl) + ZGyZ(mlnz + mznl)
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1 (3.28)
EVXY = &xy = Exdily + €,ymimy + €,,n1n5 + €4 (Iymy + [hmy)

+ €x,(ling + [rng) + €,,(Mny + mony)

De manera similar:

1 (3.29)
SVxz= Exz= Exxlilz + €yymimz + €,,n1n3 + €, (lymz + l3my)

+ €x,(lin3 + l3nq) + €,,(Mnz + many)

1 (3.30)
EVYZ = &yz = Exxlalz + €yymamz + €,,n5n3 + €4 (lom3z + l3my)

+ €x,(lanz + I3ny) + €,,(man3z + m3ny)
La transformacion de deformaciones es entonces similar a la transformacion de

esfuerzos. Por lo tanto la transformacion de un sistema de coordenadas (x, y, z) a

uno (X,Y, Z) se obtiene aplicando la siguiente ecuacion de transformacion:

[exy] = [T] " [exy] - [T]T (3.31)

Siendo:
(3.32)

xz (3.33)

Ejemplo:

Dado el tensor de deformacion [¢], calcular los esfuerzos principales y sus

direcciones.

0.00148 —0.00026 0.00130
[e] = [-0.00026 0.00122 0.00091]
0.00130 0.00091 0.00122
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Calcular los esfuerzos y direcciones para:

N1=(0.4126,0.4136,—0.8116)
N2 =(0.4295, 0.6974, 0.5735)
N3 =(0.8033,—-0.5853,0.1101)

Solucién:
Se tiene:
loy] =I[T1] - [oy] - [T]"
Donde:
1 ml nil
[T]=[12 m2 n2]
I3 m3 n3

04126 04136 —0.8116
[T]=[0.4295 0.6974 0.5735 ]
0.8033 —0.5853 0.1101

Operando se obtiene:

04126 04136 —0.8116 0.00148 —0.00026 0.00130
[ey] = [0.4295 0.6974  0.5735 ]-[—0.00026 0.00122 0.00091]
0.8033 —0.5853 0.1101  0.00130  0.00091 0.00122

04126 04136 —0.8116

-[0.4295  0.6974 05735 ]

0.8033 —0.5853 0.1101

—0.00031 —0.0052 —0.00025
[ey] = [-0.00052 0.0025  0.00043 ]
—0.00025 0.00043 0.00170
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3.1.2 Deformacion Plana

En algunos problemas de deformacién, como en el caso de dos planchas de acero
empernadas, se considera que no se presentan deformaciones en la direccién de su

espesor, por lo que solo tendran deformaciones en su plano.

Se considera entonces que el eje z, en la direccidon de su espesor no presenta

deformaciones, por lo tanto:
€22 = Ezx = Ezy = 0

Con lo que el tensor de deformaciones se convierte en una funcion dependiente de

dos direcciones (X, y).

3.2 APLICACIONES EN MATLAB

Esta aplicaciéon permite calcular las deformaciones unitarias principales, rotar los
ejes de deformaciones y graficar el circulo de Mohr para un estado general de

deformacion.

Figura 3.3. Menu principal.

Al ejecutar la aplicacion se despliega el menu principal del programa.
3.21 Deformaciones Unitarias

Como se definié anteriormente, la deformaciéon Unitaria (gz) es la relacion
existente entre la deformacién total del elemento (ds* — ds) y la longitud

inicial del elemento.
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Eg =
ds

ds*—ds

Para calcular las deformaciones unitarias se ingresa el tensor de esfuerzos

(Fig.3.4) y las propiedades del material (Fig. 3.5).

Tensor de esfuerzos:

Oxx Oxy
[0] =[0yx Oyy
O-ZX O-ZX

Propiedades del material:

E = Médulo de Young
v = Coeficiente de Poisson
a = Coeficiente de dilatacion

At = Variacién de temperatura

O-XZ

Oyz]
O-ZZ

Figura 3.4. Ingreso del tensor de esfuerzos.
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Figura 3.5. Ingreso de las propiedades del material.

Se obtiene:

a) Eltensor de esfuerzos. Muestra los valores ingresados en un arreglo

matricial de 3x3.

Figura 3.6. Tensor de esfuerzos.

b) Deformaciones unitarias. Muestra las deformaciones unitarias para el

estado de esfuerzos dado.

Figura 3.7. Deformaciones unitarias.
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3.2.2 RotarEjes

Dado un tensor de deformaciones se puede rotar a partir de un vector
unitario (I, m, n). Se ingresa el tensor de deformaciones unitarias (Fig. 3.8) y

el vector unitario de rotacion (Fig.3.9).

Tensor de deformaciones unitarias:

Exx  Exy Exz

[e] =[xy Eyy Eyz]
xz Eyz €zz

Vector unitario de rotacion:
Eje X: N1 = (I11,m1,nl)

EjeY: N2 = (12, m2,n2)
EjeZ: N3 = (I3, m3,n3)

Figuras 3.8. Ingreso del tensor de deformaciones.

Figuras 3.9. Ingreso del vector unitario de rotacion.
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Se obtiene:

a) El tensor de deformaciones rotado. Muestra los valores del tensor de

deformaciones unitarias rotados a partir de los cosenos directores de

rotacion.

Figura 3.10. Deformaciones unitarias rotadas.

3.2.3 Circulo de Mohr

Esta aplicaciéon calcula las deformaciones unitarias principales, direccién

asociada y grafica el circulo de Mohr del estado de deformacion dado.

Se ingresar el tensor de deformaciones unitarias (Figura 3.11), la aplicacion
determina de acuerdo a los datos ingresados si se trata de un estado plano
o tridimensional.

Tensor de deformaciones unitarias:

Exx  Exy Exz

[e] =[xy Eyy Eyz]
€z Eyz €z
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Figura 3.11. Ingreso del tensor de esfuerzos.

Se obtiene:

a) Grafico del circulo de Mohr. Muestra los esfuerzos principales, normales

y cortantes maximos para el estado de deformacion dado.

Figura 3.12. Circulo de Mohr en 3D.
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b) Esfuerzos principales. Muestra los esfuerzos principales 1, 62 y 63

calculados a partir del tensor de esfuerzos.

Figura 3.13. Deformaciones principales.

c) Direccion de esfuerzos principales. Muestra los cosenos directores

correspondiente a los esfuerzos principales.

Figura 3.14. Direccion de deformaciones unitarias principales.

d) Tensor esfuerzos principales. Muestra los cosenos directores

correspondiente a los esfuerzos principales.

Figura 3.15. Tensor de esfuerzos principales.
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CAPITULO 4

CRITERIOS DE FALLA PARA MATERIALES FRAGILES Y DUCTILES

4.1 DEFINICIONES GENERALES
4.1.1 Criterio de falla
En un estado multiaxial de cargas, representado por el tensor de esfuerzos, un

cuerpo puede presentar comportamiento inelastico, aun si ninguno de los esfuerzos

individuales supera el esfuerzo de fluencia del material.

Figura 4.1. Estado multiaxial de esfuerzos y estado uniaxial de esfuerzo equivalente.

La falla de un cuerpo se produce cuando se inicia el comportamiento inelastico, por
fluencia o fractura. Se define entonces el criterio de falla a una funcion que relaciona
el esfuerzo de fluencia del material con un esfuerzo equivalente del estado multiaxial

de esfuerzos.

Es necesario entonces obtener un esfuerzo equivalente (ce) que corresponda al
estado multiaxial de esfuerzos (cij) y compararlo con el esfuerzo uniaxial de fluencia

(of) del material para predecir comportamiento inelastico.

Un criterio de fluencia viene definido matematicamente por una funcion de fluencia
f(cij,of), donde oij es el estado de esfuerzos y of el esfuerzo de fluencia uniaxial del
material. La funcion de fluencia satisface al criterio de falla si f(cij,of)=0, por lo tanto,

cuando f(oij,of)<0 se produce comportamiento elastico.
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Para obtener el esfuerzo equivalente a partir del tensor de esfuerzos, existen varios

criterios, tanto para materiales ductiles y para materiales fragiles.
Materiales fragiles

a) Criterio del maximo esfuerzo normal - Rankine Coulomb
b) Criterio de la maxima deformacion unitaria lineal - Saint Venant

c) Criterio de la densidad de energia de deformacién - Beltrami.

Materiales Ductiles
a) Criterio del Maximo Esfuerzo Cortante — Tresca

b) Criterio de la densidad de energia de distorsion - Von Mises.
412 Superficie de fluencia

Para facilitar la comprension de un criterio de falla se desarrolla el concepto de
superficie de fluencia, el cual representa graficamente la funcién de fluencia. De esta
forma se ilustra graficamente la ubicacién del esfuerzo para el cual la funcion de

fluencia es cero (f=0).

Para un estado general de esfuerzos, la superficie de fluencia se grafica tomando la

direccion de los esfuerzos principales (a1, 62, 3) como ejes principales.

Conocida la superficie de fluencia es posible determinar el factor de seguridad, que

sera el cociente entre la resistencia del material y la tension existente.

Fs=" (4.1
o
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Figura 4.2. Superficie de fluencia y de rotura.

Se muestra la superficie de fluencia definida por el cilindro alrededor del eje *“L”
(Figura 4.2), toda combinacion de esfuerzos dentro del cilindro se encuentra en

deformacion elastica.

Definida una superficie con combinacion de esfuerzos en la que se producira la falla, la

parte de esta superficie dentro del cilindro de fluencia presentara falla fragil.

La combinacion de esfuerzos fuera del cilindro de fluencia y dentro de la superficie de rotura

producira deformacion permanente.

413 Criterio de falla para materiales fragiles

4.1.3.1 Criterio del maximo esfuerzo normal - Rankine Coulomb

Este criterio considera que la fluencia ocurre cuando el maximo esfuerzo

principal alcanza el valor del esfuerzo de fluencia of. Es decir la fluencia ocurre

cuando o1 alcanza el valor de of, ignorando los otros dos esfuerzos principales.

Este criterio puede ser usado para predecir fracturas por traccion como en el

caso del concreto.

La funcién de fluencia del criterio de maximo esfuerzo normal se expresa como:
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f=max (c1,02,03) -0of 4.2)

Siendo (o1, 02, 03) los esfuerzos principales.

El esfuerzo efectivo sera entonces:

oe=max (c1,02,03) (4.3)

Por lo tanto la funcion de fluencia queda definida como:

f=o0e-of (4.4)

Si se considera que el criterio de fluencia debe satisfacer que (f=0), entonces la

superficie de fluencia viene definida por:

01 = oy 0, = oy 03 = tof (4.5)

Figura 4.3. Superficie de fluencia, para el criterio de maximo esfuerzo normal.

4.1.3.2 Criterio de la maxima deformacion unitaria lineal - SaintVenant.

Este criterio considera que la fluencia ocurre cuando la maxima deformacién

unitaria principal alcanza el valor de deformacién de fluencia, es decir ocurre
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cuando €1 =¢f = of /JE .

Esta teoria predice la falla de materiales dentro del rango elastico, por lo que

puede aplicarse en materiales fragiles como el vidrio o el concreto.
Se sabe que la maxima deformacién unitaria se calcula como:

el=(e1/E)—v(e2/E)—v(e3 / E) (4.6)

Siendo €1 la mayor deformacioén principal, se iguala a la deformacién de fluencia

ef, de donde se obtiene las ecuaciones:

fl=01- vo2 — vao3 = + of (4.7)
f2 =02 - vol — vo3 = £ of
f3 =03 —-vol — vo2 = £ of
El esfuerzo efectivo es entonces:
oce=max|oi— vaj— vok| (4.8)
Por lo tanto la funcion de fluencia queda definida como:
f=o0e—of (4.9)

La superficie de fluencia se obtiene de igualar (f=0)
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Figura 4.4. Superficie de fluencia para el criterio de la maxima deformacion unitaria lineal.

4.1.3.3 Criterio de la densidad de energia de deformacién - Beltrami.

Este criterio considera que la fluencia ocurre cuando la densidad de energia de

deformacion en un punto iguala a la densidad de energia de deformacion de

fluencia de un estado uniaxial de esfuerzos.

Este criterio al considerar el trabajo interno de deformacién y compararlo con el

de fluencia considera Unicamente materiales elasticos. Por consiguiente se usa

para materiales fragiles con rotura elastica sin fluencia.

Escrito en términos de esfuerzos principales, la densidad de energia de

deformacion se calcula como:

[0'12+O'22+0'32—2U(O'1O'2+O'10'3+0'20'3)] (410)

Uo = 2E

>0

Para un estado uniaxial de esfuerzos se tiene que c1 = of, 62=63=0, entonces

la densidad de energia de deformacion resulta ser:
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o (4.11)

UOf:E

La funcién de fluencia se obtiene de igualar Uo con Uof, de donde se obtiene:

012+ 0%+ 032 — 2v(0102 + 0103+ 0203) — 04 =0 (4.12)
Ya que se debe igualar el esfuerzo de fluencia con o, el esfuerzo efectivo sera:

0o = 01>+ 0% + 03% — 2v(010, + 01035 + 0,03) (4.13)

Por lo tanto la funcion de fluencia queda definida por:
f=0'ez—0'f2 (4.14)

La superficie de fluencia se obtiene de igualar (f=0).

Figura 4.5. Superficie de fluencia para el criterio de la densidad de energia de

deformacion.
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Ejemplo:

Dado el tensor de esfuerzo [o] en un punto y el oy = 460MPay v =0.2.

-60 80 15
[6c]=[70 80 90]
15 90 30

Determinar el factor de seguridad para los criterios de Rankine, Saint Venant y

Beltrami.

Solucion:

a) Criterio del maximo esfuerzo normal — Rankine.
Se obtiene los esfuerzos principales:
ol =167.26MPa
02 = —23.28MPa

03 = —93.97Mpa

Segun el criterio de Rankine:

oe=max (01,02,03) =167.26MPa

El factor de seguridad sera:
_ oyLT _ 460 =275

FS = =
OMAx 167.26

b) Criterio de la maxima deformacién unitaria — Saint Venant

0= 01%+ 0,° + 03> — 2v(0105 + 0103 + 0,03)

190.71

1
1 =—(167.26 — 0.2(—23.28) — 0.2(—93.97)) =
E
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1
£2 = E(—23.28 —0.2(167.26) — 0.2(=93.97)) = 37Eﬁ

1 —
3= —(~93.97 ~ 0.2(167.26) - 0.2(23.28)) = - —122.77

190.71

Emax = T
460
gyt = E

El esfuerzo efectivo es entonces:

ge=max|oi— vaj— vok|

oe = 190.71E
El factor de seguridad sera:
pg 2dur _ 400 54
oyax  190.71

c) Criterio de la densidad de energia — Beltrami

El esfuerzo efectivo es:

Oo=01%+ 05° + 03> — 2v(010, + 0103 + 0203)

Por lo tanto:
0.2 =167.262 + (—23.28)2 + (—93.97)2
—2x0.2(167.26x — 23.28) + 167.26x — 93.97
+ (—23.28)x(—93.97))
o, =210.52MPa

El factor de seguridad sera:
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41.4 Criterio de falla para Materiales ductiles

4.1.4.1 Criterio del Maximo Esfuerzo Cortante - Tresca.

Este criterio considera que la fluencia ocurre cuando el maximo esfuerzo cortante
en un punto alcanza el maximo esfuerzo cortante de fluencia. Este criterio se usa

para predecir fallas en materiales ductiles como el acero.
El cortante maximo para un estado multiaxial de esfuerzos se calcula como:

_ (O-méx - O-min) (4.15)
Tmax = - 2

Considerando los esfuerzos principales, los esfuerzos maximos y minimos

corresponderian a o1 y 63 respectivamente.

Dado que para la traccion uniaxial ocurre cuando o1 = of, entonces el esfuerzo

de fluencia debe ser:

of (4.16)

Tf = 2
Por lo tanto la funcion de fluencia queda definida como:
= Toix— 7 (4.17)
Definiendo: o, = 7,4, S€ tiene:

f=0e 9 (4.18)

El valor de 7,44, €s el mayor de:

01— 0y = io'f (419)
0, — 03 = oy

03 — 01 = *oy

La superficie de fluencia se obtiene de igualar (f=0).
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Figura 4.6. Superficie de falla para el criterio de Tresca.

4.1.4.2 Criterio de la densidad de energia de distorsiéon - Von Mises.

Este criterio considera que la fluencia ocurre cuando la densidad de energia de
distorsién en un punto iguala a la densidad de energia de distorsion de fluencia

de un estado uniaxil de esfuerzos.

La densidad de energia de deformacion Uo se divide en dos, la energia de
distorsién es la asociada a la deformacion del cuerpo y la energia asociada con

el cambio volumétrico.

U,=Uy+Up (4.20)

Escrito en términos de esfuerzos principales, la densidad de energia de
deformacion se calcula como:
[0'12+O'22+0'32—2U(O'1O'2+O'10'3+0'20'3)] (421)

U, = 2F >0
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Se define Uy como el cambio volumétrico del cuerpo, siendo c1=62=c3 y Up

como el cambio de forma siendo ex+ey+ez=0.

Por lo tanto, bajo estas condicines Uv sera:

(0'1 + (o) + 0'3)2 (422)
UV =
18K
K= E (4.23)
[3(1 - 2v)]
Luego se calcula Uy:
Up=U,— Uy (4.24)

Entonces la densidad de energia de deformacion es:

U. = (01— 02)*+ (02— 03)%* + (03— 01)? (4.25)
b= 12G
G= E (4.26)
[2(1 + v)]

En el caso particular de fluencia uniaxial, se tiene: c1=cf, 62=63=0, por lo tanto:

ot (4.27)

Up = Unr =gg

Para satisfacer el criterio de falla, se debe igualar Up en el estado multiaxial de
esfuerzos a la energia de fluencia Upr, de donde se obtiene:

(01— 02)*+ (02— 03)2 + (03— 01)2 = 20/° (4.28)

Se define entonces el esfuerzo equivalente como:
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(01— 02)?+ (02— 03)* + (03— 01)? (4.29)

2

Op =

Por lo tanto la funcion de fluencia se expresa como:

f=0,2— afz (4.30)

La superficie de fluencia se obtiene de igualar (f=0).

Figura 4.7. Superficie de fluencia para el criterio de Von Mises.

415 Otros criterios de falla para materiales ductiles

Existen otro tipo de materiales con comportamiento distinto al de los materiales
ductiles, teniendo una respuesta no lineal fragil cuando no existe una presion de
confinamiento relativamente alta. Entre estos materiales se tiene a los suelos, la

roca o el concreto.

Por lo tanto debe definirse criterios de falla que incluya en su an{alisis el esfuerzo
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de presiéon hidrostatico, siendo que el incremento de este ultimo aumenta la
capacidad de estos materiales a resistir la fluencia. Entre estos criterios de falla
se tiene al Criterio de Mohr-Coulomb, el cual es una generalizacion del criterio
de Tresca.

En el caso de materiales anisotrdpicos, la fluencia depende de la direccién de
los esfuerzos respecto a los ejes del material. Para el caso particular de un

material ortotrépico se tiene el Criterio de Hill, el cual es una generalizacion del
criterio de Von Mises.

Ejemplo:

Dado el tensor de esfuerzo [o] en un punto y el o= 250MPa.

80 25 55
[6] =[25 —40 30]
55 30 60

Determinar el factor de seguridad para los criterios de Tresca y Von Mises.

Solucion:

a) Criterio del esfuerzo cortante maximo - Tresca
Se calcula los esfuerzos principales:
0l =134.38MPa
02 =14.82MPa

03 =—49.21MPa

Para el criterio, el cortante maximo para un estado multiaxial de esfuerzos se
calcula como:

A — ¢ 134.38 — (—49.21
Tmax = (Gmax Zo-mln) = (2 ) = 91.79MPa

Y el esfuerzo se calcula como:
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El factor de seguridad sera:

b) Criterio de la densidad de energia de distorsion — Von Mises

Para el criterio el esfuerzo equivalente se calcula como:

(01— 02)*+ (02— 03)* + (03— 01)?

O, = 2

(134.38 — 14.82)% + (14.82 — (—49.84))2 + ((—49.84) — 134.38)2

o, = - =1614
El factor de seguridad sera:
250
= ——=1.55
161.4
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4.2 APLICACIONES EN MATLAB

Esta aplicacién calcula los esfuerzos principales, el esfuerzo maximo, el factor de

seguridad y grafica la superficie de fluencia para un estado plano de esfuerzos.

Figura 4.8. Menu principal.

Al ejecutar la aplicacion se despliega el menu principal del programa.

4.21 Rankine — Coulomb: Criterio del maximo esfuerzo normal.

Se ingresa el tensor de esfuerzos en un punto y el esfuerzo ultimo del

material (Figura 4.9).

Tensor de esfuerzos:
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Figura 4.9. Ingreso de esfuerzos.

Se obtiene:

a) Grafico de la superficie de fluencia, para un estado plano de esfuerzos.

4 Figure 3 - [m] X

Eile Edit View |Insert Tools Desktop Window Help ~

_juda‘J h * _\ff‘@ﬂaf' @ DE] m 0

600
400

200

o (MPa)
o

-200

-400

-600

500

500

0

g (MEa) 200 -500 & (MPa)

Figura 4.10. Superficie de fluencia para un estado multiaxial de esfuerzos.
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b) Esfuerzos principales. Muestra los esfuerzos principales 61, 62 y 63

calculados a partir del tensor de esfuerzos.

Figura 4.11. Esfuerzos principales.

c) Elesfuerzo maximo, asociado al estado de esfuerzos y su factor de

seguridad.

Figura 4.12. Esfuerzo maximo y factor de seguridad.
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4.2.2 Saint Venant: Criterio de la maxima deformacion unitaria lineal.

Se ingresa el tensor de esfuerzos en un punto y el esfuerzo ultimo del

material (Figura 4.13)

Tensor de esfuerzos:

Figura 4.13. Ingreso de esfuerzos.
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Se obtiene:

a) Grafico de la superficie de fluencia, para un estado plano de esfuerzos.

(4 Figure 4 = m} X

Eile Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

NEdS | RRNKNUDEL- S/ 0E O

o (MPa)

& (MPa)

Figura 4.14. Superficie de fluencia para un estado multiaxial de esfuerzos.

b) Esfuerzos principales. Muestra los esfuerzos principales 1, 62 y 63

calculados a partir del tensor de esfuerzos.

Figura 4.15. Esfuerzos principales.
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c) Deformaciones principales, asociado al estado de esfuerzos.

Figura 4.16. Esfuerzo maximo y factor de seguridad.

d) El esfuerzo maximo, asociado al estado de esfuerzos y su factor de

seguridad.

Figura 4.17. Esfuerzo maximo y factor de seguridad.
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4.2.3 Beltrami: Criterio de la densidad de energia de deformacién.

Se ingresa el tensor de esfuerzos en un punto y el esfuerzo ultimo del

material (Figura 4.18)

Tensor de esfuerzos:

Figura 4.18. Ingreso de esfuerzos.
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Se obtiene:

a) Grafico de la superficie de fluencia, para un estado plano de esfuerzos.

(4 Figure 3 = m) X

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

NEHdS M ARNUPDEL-E 0B D

600

400

200

o (MPa)
o

-200

-400 .|

-600

500

0

o(MpPay 900 -500

Figura 4.19. Superficie de fluencia para un estado multiaxial de esfuerzos.

b) Esfuerzos principales. Muestra los esfuerzos principales 61, 62y 63

calculados a partir del tensor de esfuerzos.

Figura 4.20. Esfuerzos principales.

c) Elesfuerzo méaximo asociado al estado de esfuerzos y su factor de

seguridad.
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Figura 4.21. Esfuerzo maximo y factor de seguridad.

4.2.4 Tresca: Criterio del Maximo Esfuerzo Cortante.

Se ingresa el tensor de esfuerzos en un punto y el esfuerzo ultimo del

material (Figura 4.22)

Tensor de esfuerzos:

Oxx Oxy Oxz
[o] = [Oyx Oyy Oy

O-Z X O-Z X O-ZZ

Figura 4.22. Ingreso de esfuerzos.
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Se obtiene:

a) Grafico de la superficie de fluencia, para un estado plano de esfuerzos.

4 Figure 3 = [m] X

Eile Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

NEede | b RN RL- S/ 0E8| el

200

-200

500

g(MEa) -500 -500 o (MPa)

Figura 4.23. Superficie de fluencia para un estado multiaxial de esfuerzos.

b) Esfuerzos principales. Muestra los esfuerzos principales 61, 62 y 63

calculados a partir del tensor de esfuerzos.

Figura 4.24. Esfuerzos principales.
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c) El esfuerzo maximo, asociado al estado de esfuerzos y su factor de
seguridad.

Figura 4.25. Esfuerzo maximo y factor de seguridad.

425 Von Mises: Criterio de la densidad de energia de distorsion.

Se ingresa el tensor de esfuerzos en un punto y el esfuerzo ultimo del
material (Figura 4.26)

Tensor de esfuerzos:
Oxx Oxy O
[o] =[Fyx Oyy Oyl

O-Z X sz o

Figura 4.26. Ingreso del tensor de esfuerzos.
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Se obtiene:

a) Grafico de la superficie de fluencia, para un estado plano de esfuerzos.

(4 Figure 3 = m] X

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

DEde[h N 09EL (208D

300

200

100

-100

-200

-300

Figura 4.27. Superficie de fluencia para un estado multiaxial de esfuerzos.

b) Esfuerzos principales. Muestra los esfuerzos principales 61, 62y 63

calculados a partir del tensor de esfuerzos.

Figura 4.28. Esfuerzos principales.
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o El esfuerzo maximo, asociado al estado de esfuerzos y su factor de

seguridad (Figura 4.21).

Figura 4.29. Esfuerzo méaximo y factor de seguridad.
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CAPITULO 5

VIGAS CON CIMENTACIONES ELASTICAS Y CARGAS VARIABLES

5.1 DEFINICIONES GENERALES

5.1.1 Viga sobre cimentacion elastica

En estructuras en forma de viga, sometidas a carga y apoyadas sobre una superficie
elastica, la falla se produce en ocasiones sobre el elemento y no sobre el suelo. Tal
es el caso de canales, cimentaciones superficiales, lineas de ferrocarriles o losas de

cimentacion sometida a carga vehicular.

Para el estudio de este tipo de estructuras se plantea una viga de longitud infinita
apoyada sobre una cimentacion elastica y sometida a cargas transversales. Se

asume que la cimentacién es capaz de resistir las cargas transmitidas por la viga.

Se aplica una carga “P” a la viga la cual produce deflexion y desplazamiento (figura
5.1), como respuesta se desarrolla una carga distribuida “q” entre la viga y la
cimentacion. Esta carga “q” depende directamente de la fuerza “P” aplicada y de la

rigidez de la viga.

|

7
\/ \/

i —T_ [T~

LTI IIIIIIIIIILY e

= [ | ‘ ‘ | ¥ o
\k, | | | |
N ‘ I ‘ 1] i/}//

g 1 [15%

Figura 5.1. Viga cargada sobre cimentacion elastica.

“_9

Por conveniencia se define los ejes cartesianos, con el eje “z” a lo largo del eje de

“y M

la viga y el eje “y” en la direccion positiva de la aplicacion de la carga P y con la

deformacion de la viga.
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Figura 5.2. Diagrama de cuerpo libre de la seccion de la viga.

JAvA

Se plantea el diagrama de cuerpo libre de un elemento diferencial Az, sometido a

una carga q.Az. Las ecuaciones de equilibrio seran entonces:

Sumatoria de fuerzas:

Sumatoria de momentos:

Curvatura de la viga:

Tangente a la curvatura:

_dVy
dz

Vy.dz=dMx

dMx

Vv =
Y dz

_d¥y  Mx
dz2  El,

|-

d
_y=tan9z9
Z
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q.dz=-Vy+Vy+dlVy

(5. 1)

(5. 2)

(5. 3)

(5.4)

(5. 5)

(5. 6)



Para el diagrama de cuerpo libre dado y las ecuaciones planteadas anteriormente

se obtiene:

d

_y —0 (5.7)

dz

dzy (5. 8)
EIXE= -M,

d3y (5.9)
Elxﬁz —Vy

dty (5.10)
Elx——dz4— —q

En el caso de una viga apoyada sobre una cimentacion elastica, la carga “q”
resultante de aplicar la carga “P” es linealmente proporcional a la deflexion de la
viga, siendo:

q=k.y (5.11)

Donde “k” es una constante que depende de las propiedades del suelo por lo que

puede escribirse como:

k=b.ko (5.12)

Siendo “b” el ancho de la viga y “ko” la constante elastica de rigidez del suelo, con
unidades de fuerza/longitud?.

5.1.2 Deflexion y reacciones en una viga apoyada sobre cimentacion elastica

[Pl

Relacionando la carga “q”, la constante elastica de rigidez del suelo “k” y las
ecuaciones diferenciadas anteriormente planteadas se obtiene la ecuacion

diferencial de la deformada:

d*y (5.13)



Donde:
E = Médulo de Young.
Ix = Inercia de la seccion

k = Constante elastica del suelo

La solucién general de la ecuacion diferencial viene dada por:

y = efz(Cysen Bz + C,cos Bz) + e~Fz(C3sen Bz + C4CoS Bz) (5.14)
Siendo B:
S T (5.15)
=+
4EI,
pz [z
: l
' z
=~
y
Deflexion
y
3n/4 y 3/ 4

Pendiente,
0=dy/dz 0
Momento Flector L ]
Mx = -Elx(dy*/dz?) AN

Mx
Cortante \
Vy =-Elx(dy*/dz’)

Vy

Figura 5.3. Viga con carga puntual sobre cimentacion elastica.
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Los valores de Cq, Cy, Cszy Cs de la ecuacion (5.14) vienen dados por las

condiciones de borde
Para el caso de una viga infinita sometida a carga concentrada, es posible conocer
deflexiéon y, la pendiente 6 el momento flector Mx derivando dos veces y el cortante

Vy derivando 3 veces.

Se tiene entonces una viga infinita sometida a una carga P, el origen de

coordenadas se ubica en el punto de aplicacion de la carga.
Se plantea la ecuacioén y con coeficientes C1, Cz, Czy Ca.
y = efz(Cysen Bz + C, cos Bz) + e~Fz(C3sen Bz + C,coS Bz) (5.16)

Para determinar los coeficientes C1y C,, se plantea las condiciones de borde: para

y=0, z=«. Se obtiene entonces C1=C,=0.

Para determinar los coeficientes Csy C4, se plantea las condiciones de borde: para

dy/dz=0, x=0. Se obtiene entonces C3=C..

Se tiene entonces una constante Unica “C”. La ecuacién se puede escribir entonces
como:

y = Ce~Fz(sen Bz + cos Bz) (5.17)

Por simetria la carga “P” se reparte en dos mitades, con lo que resolviendo la

ecuacion para el valor de “C”, se tiene:

_PB (5.18)

C=__
2k

Por lo tanto, la ecuacion de la deformada sera:
(5.19)

]
Y= e P?(sen pz+cosPz), z=0

Por simetria de la viga respecto a la carga aplicada se tiene que:
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y(=z) =y(2) (5.20)
—0(=2)=06(2)
Mx(—2z) =Mx(2)
—Vy(=2) =Vy(2)

Siendo:
Pp (5.
=—A >
PR2
0= i BB, z=0
k
P
Me=35Ch 220
P
Vy=-5DB, 220
Donde:
AB, = e-F (senfz + cospz) (5.22)

Bf,=e-fzsenfiz
CB,= e Fz(—senfz + cosfz)

Df,= e Fzcosfiz

Para el caso en que haya multiples cargas actuando sobre la viga, se usa el principio

de superposicidon para calcular el efecto de todas las cargas sobre un punto.

Figura 5.4. Cimentacion sometida a multiples cargas puntuales.
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Asi supongamos que son aplicadas las cargas P1, P2 y P3 actuando en z=-a, z=-b

y z=—c, el desplazamiento resultante es:

B (5.23)
y(z) = o [P148+a) T P2Agzsn) T P340

Ejemplo:

Los rieles de un tren tienen médulo de elasticidad E = 200GPa, peralte h = 184mm,
Inercia de su seccion I = 36.9x106mm*y se soportan sobre suelo con un valor de

k = 14N/mmaz2. Se requiere calcular la deflexion, momento y cortante maximos para
una carga aplicada P = 170kN. Se sabe ademas que la distancia al centroide de la

seccion es ¢ = 99.1mm.

Solucién:
Se tiene:
4 4 14
_ | AVTERWTR, —*
B =4t =Y 5000036506 = 829410
Siendo:
Pp
il >
y T AB, z >0
P 2
6 = B Bf, z =0
k
P
MX = Ecﬁz Z >O
P
Vv, = _ED‘BZ z =20
Entonces:
PB  170000(8.29x10-4)
Yoy = = 5.04mm
max T o 2x14
Pp2 170000(8.29x10-4)2
gméx — k = 12 = 8.34-3rad
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P 170000

Maman= 45— 4xg20x10-3 - 20N mm
P 170000
v == = —85kN
Ymax 2 2
Mc  51.2x106(99.1)
= = 137.53Mpa

Oz, ——
maxoog 36.9x10°6

Como comentario se puede destacar que con este esfuerzo maximo obtenido
(omax = 137.53Mpa) se puede aplicar uno de los criterios de falla para materiales
ductiles. Conociendo el esfuerzo de fluencia se puede conocer el factor de
seguridad de los rieles para la carga aplicada P = 170kN.

5.2 APLICACIONES EN MATLAB

Esta aplicacion permite calcular la deflexion maxima, el giro, la fuerza cortante, el
momento flector y el esfuerzo bajo una cimentacion elastica con cargas variables,

aplicadas en varios puntos.

Figura 5.5. Ingreso de datos.

Al ejecutar la aplicacion se despliega el menu principal del programa, para luego

aparecer la ventana de ingreso de datos (Figura 5.6).
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Figura 5.6. Ingreso de datos.

Donde:

K = Rigidez del suelo

E = Médulo de elasticidad

I = Inercia de la seccion

¢ = Distancia al centroide de la seccion
Pi= Carga P aplicada en el punto “i’

zi = Distancia de aplicacién de la carga Pi

z = Distancia z en la que se desea obtener los resultados.

Se obtiene:

a) La deflexion (Yi), la pendiente 6, La fuerza cortante Vy, el momento flector Mx,

el esfuerzo normal en la seccién g, y el coeficiente .
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Figura 5.7. Resultados obtenidos en la viga de cimentacion.

88




CAPITULO 6

PANDEO, ENFOQUE CLASICO PARA VARIAS CONDICIONES DE APOYO

6.1

6.1.1

DEFINICIONES GENERALES
Pandeo

En elementos sometidos a carga axial se presenta fallas por compresién, por
fluencia y en algunos casos fallas por pandeo. El pandeo se manifiesta como
deflexién lateral, perpendicular a la aplicacion de la carga, produciendo
inestabilidad elastica. La falla se da dentro del rango elastico con esfuerzos

menores al de fluencia.

Al producirse la deflexidn lateral, esta puede continuar hasta llegar a deformaciones
plasticas para luego llegar al colapso. Para cuerpos perfectamente elasticos, la
carga critica que produce pandeo depende del médulo de elasticidad y de la

geometria de la seccién del elemento.

La falla por pandeo se produce teéricamente cuando la carga axial alcanza un valor

denominado “carga critica” (Pcr).

¢P

DN
TSR

Figura 6.1. Elemento esbelto sometida a carga de compresion.
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6.1.2 Carga critica

Para obtener la carga critica que produce pandeo en un elemento sometido a
compresion puede aplicarse métodos de equilibrio, que conduce a un problema de

valores propios o0 métodos de energia.

Aplicando el método de equilibrio, Euler definié la siguiente ecuacién para una

columna sometida a compresién con un extremo y libre en el otro empotrado.

Se estudia entonces el equilibrio en la posicion deformada, asumiendo

desplazamientos pequefios.

Columna Biarticulada

NNANNANINNN

'y

Figura 6.2. Columna con apoyos articulados.
Por sumatoria de fuerzas y momentos se tiene:
P-y+M=0 (6. 1)

M(x)=-P-y (6.2)
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La curvatura del elemento es:

dzy (6. 3)
G2
23/2

(H(%))
X

1
p

Si se considera deformaciones pequenas, (dy/dx)=0, por lo tanto, la curvatura del

elemento deformado se puede reescribir como:

QU
N
<

(6. 4)

=
QU
=
N

Relacionando la curvatura de deformacién con el momento flector aplicado a la

seccion, las propiedades del material y su geometria, se tiene:

1 d?y M(x) —-P-y (6. 5)
p dx* El El

Lo cual lleva a plantear la siguiente ecuacion diferencial:

dzy P 6.6
» s (6.6)

0
dx?  El

Se define la variable auxiliar u2 = P/EI, por lo que la solucién de la ecuacion

diferencial puede expresarse como:

y=C1-sen(ux) + C2 - cos(ux) (6.7)
Los valores de C1 y C2 se obtienen de las condiciones de borde del elemento en
estudio. En el caso de una columna biarticulada no se produce desplazamiento en
sus extremos, por lo tanto, para x=0, y=0 y para x=L, y=0.
Se obtiene entonces que €2 =0, C1 # 0y sen(uL) =0.

La solucién menor para sen(ul) =0es: y-L=m

Se tiene entonces:
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w2=PJEl, u-L=m (6. 8)

mt P (6. 9)
L

Se define entonces la carga critica de pandeo como:

Elm? (6.10)
P,= 2
Y la forma de la curva deflectada sera:
X
y=Cl-sen(T) (6.11)

La ecuacion general de la deformacién de una columna viene dada por:

v=Cysen ux + C,sen ux + Csx + Cy (6.12)

Con esto se puede deducir la carga critica de pandeo para diferentes condiciones

de borde, con apoyos libres, articulados, méviles y empotrados.

Columna Biempotrada

Y
AW >

Figura 6.3. Columna con apoyos empotrados.
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Deformacion de la viga:

v=_CySsen ux + Cysen ux + C3x + Cy (6.13)
Por condiciones de borde:
Para x=0, v=0y v’=0

Para x=L, v=0y v’=0

Por lo tanto, de la condicidon x=L, se tiene:

C, =—C,4 (6.14)
cosuL—1
G —
senul
Cip =—C3
(cos uL — 1)2
L—ulL+—————) =
Ci(senul — ulL + — )=0
Por lo tanto ul. = 2nm, entonces:
4n2m2E] (6.
P, = —7 15)
Para n=1:
4m2El (6.16)
Po=""73

6.1.3 Longitud efectiva

Los casos anteriormente analizados pueden expresarse con una férmula genérica

tomando como base la ecuacion:

Elm? (6.17)
LZ

Fo=

Se tiene entonces, para las 4 condiciones de borde planteadas la ecuacion general:
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Eln?2  Elm?  Elm? (6.18)
L2~ (kL)Z - I 2

Pop=a
e

Se define entonces Le como el valor que relaciona EIn? con la carga critica Pcr,

dependiendo de las condiciones de borde.

Donde:

Pcr = carga critica de pandeo.
E = Médulo de Young.
I = Inercia de la seccion

Le = Longitud efectiva del elemento

Figura 6.4. Pandeo de elementos esbeltos sometidos a cargas axiales,

para diferentes condiciones de apoyo.

La longitud efectiva (Ls) depende de las condiciones de apoyo en cada extremo del

elemento. Se tiene apoyo libre, articulado, mévil y empotrado.

A N
4§

Libre Articulado Movil Empotrado
(1) (2) (3) (4)

N

N N

Figura 6.5. Tipos de apoyo.
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6.1.4 Forma modal de pandeo

La carga critica Pcr aplicada a un elemento producird deformacién lateral. Esta
deformacién lateral depende de las propiedades del material, geometria de la

seccion y condiciones de borde del sistema.

M—‘U il
o

F3 > Y

Figura 6.6. Forma de pandeo de una columna comprimida.

Con cada combinacion de condicion de borde (tipo de apoyo), viene asociado una
forma modal de pandeo. Conociendo la forma modal de pandeo, se puede predecir
la forma de la deformacién lateral que se producira en el elemento sometido a carga

axial.

Se presenta a continuacion la forma modal de pandeo para diferentes condiciones
de borde.

Condiciones de borde Longitud efectiva Forma modal de pandeo
(Le)

. TTX
Libre — Libre L S —
. X
Articulado — Libre L sin_
. X
Articulado — Articulado L smT
. X
s ps . sin__
Mo6vil — Libre 2-L 5L
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X

Movil — Articulado 2-L cos o
X
Moévil — Movil L COST
TX
Empotrado — Libre 2-L 1- COSZ
. X
sin kx — kL cos kx + kL (1 —i
Empotrado — Articulado 0.7-L T
k=1.4318 _
L
X
Empotrado — Mévil L 1- COST
2mx
Empotrado — Empotrado 05-L 1- COST

6.1.5 Pandeo de columnas cargadas excéntricamente

Dentro del estudio de elementos sometidos a compresion se tiene el caso particular

de pandeo de columnas bajo cargas excéntricas. Al existir una carga “P” con un

excentricidad “e” se genera un momento igual a “P x e”.

Se analiza entonces las condiciones bajo las cuales se produce la carga critica

“Pcr” bajo las condiciones mencionadas.

lumna excéntricamen

xtremos fij

Figura 6.7. Elemento esbelto con carga excéntrica.
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La columna excéntricamente cargada tendra un momento igual a:

dzy (6.19)
M=E] —
dx?
La carga “P” con la deflexién de la columna y la excentricidad “e” produce el
momento M:
M=-P(y+e) (6.20)
De igualar estas dos ecuaciones se tiene:
d2y (6.21)
El— + Py = —Pe
dx?
La solucién de la ecuacion diferencial es:
\/; \/? (6.22)
= Asin(V—x) + Bcos(V—x) —e
y ( T ) ( L )
Se tiene dos condiciones de borde:
Para y=0 en x=0, se obtiene:
\/; \/? (6.23)
= Asin(V—x) + e|lcos(V—x) —1
y ( T ) +e[cos( EI ) —1]
Para y=0 en x=L, se obtiene:
- (6.24)

PL
A = etan VA
( EIZ)
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Reemplazando (2) en (1) se tiene:

- - - (6.25)
y=e][tan (\/;g) Asin(\/; x) + cos (\/; x) —1]

Se observa que la deflexion de cada tramo de la columna es directamente
dependiente de la excentricidad “e”. También es interesante notar que el resultado
obtenido predice que la deflexion sera cero cuando “e=0" aun en presencia de carga
“P.

%y 9

En el caso de “e#0”, la deflexion “y” tiende a ser infinita cuando el valor dentro de
la tangente se aproxima a 7/2. Por lo tanto, la deflexién de la columna se vuelve

infinita cada vez que:

- (6.26)
.
EI2 2
Resolviendo la ecuacion anterior se tiene:
m2El (6.27)
P, = I

Se demuestra entonces que la carga critica es independiente de la excentricidad

de la carga aplicada.

Es necesario entonces analizar los esfuerzos internos producidos en la seccion de
la columna para definir bajo qué condiciones se producira la falla, si debido a la

aplicacion de una carga critica o a la fluencia de la seccion.

El esfuerzo maximo se produce en la fibra externa de la seccion, a una distancia

“0

c” del eje.

P MpaxXc (6.28)

Omax = Z+ I
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Siendo:

Mipax = P(ymax + e) (6.29)

La deflexion maxima se producira en x = L/2, siendo entonces la deflexién maxima:

Pl PL PL (6.30)
max = tan \/—— Asi \/__ + \/__ -1
Y el ( EIZ) sin EIZ) cos ( EIZ) |
\/;L (6.31)
y efsec(V =) —1]
Reemplazando en (4) se tiene:
"y (6.32)

1 exXc
O-maxzp[A_‘i'

PL
i sec (\/H—Z—)]

Se observa que la funcién secante tiende a infinito cuando su argumento tiene a
/2, lo que resulta en o,,,, = . Esto nos lleva a concluir que la falla de la columna

estara gobernada por el esfuerzo de fluencia.

Se tiene:

T2El (6.33)
Po =3

La ecuacion (6.32) se puede escribir como:

1 exc m P (6.34)
Omax = P [A—+ [ sec (5 \FBT)]

Se demuestra entonces que la columna en realidad fallara cuando oy = Gyicids

lo que ocurrira para cargas menores que Pe;.
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6.1.6 Pandeo de columnas de seccion variable

a
la
: . ha
. _Aa__
L
X la+L
T ha+L
Aa+L
Ly ‘ _hatl
|
\

Figura 6.8. Columna de seccion variable.

Se analiza el caso particular de columnas de seccion variable. Una vez definida su

geometria es necesario definir una ley de variacion de inercia.
Timoshenko propuso la siguiente ley general de variacion de inercia.

1) =1, (g @ (6.35)

Donde:

x = Longitud de la barra

I,= Momento de inercia menor de la barra

a = Longitud ficticia de la prolongacion de aristas.

n = Coeficiente que depende de la forma de la seccion.
El valor de n=2 se usa para secciones cuadradas, 1o T.

Para relacionar la longitud de la barra “L” y la distancia ficticia “a” se define el

coeficiente de ahusamiento, vy, de la barra:
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_L ha+L — ha (6-36)
a

Para x =L + a se tiene:

a+l? (6.37)
I(L+a)=1aT):Ia(1 +V)2

Entonces la relacion entre la inercia de las dos secciones sera:

lay _1047F_ L (6.38)
lo e
T (6.39)
la

Se analiza el caso de la carga axial P y columna con un extremo empotrado y el

otro libre.

P

Z":LL"\.
} Mint = -Ely"

/

/

X=a /

|
|
|
|
|/
l'll

| |

- | M=PA
S
P

Figura 6.9. Diagrama de cuerpo libre de columna con apoyos empotrado-libre.
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Figura 6.10. Columna de seccion variable sometida a compresion.

Apoyos empotrado-libre.

La ecuacion diferencial del caso analizado en la figura es:

x dzy (6.40)
Eli(-)"_~ =—(Py+ PA)
a “dx?
Se define:
oz (6.41)
El,
Se tiene:
dzy (6.42)
x2 + k2a%y — k2a2A= 0
dx?
Se hace el cambio de variable para:
e (6.43)
a

dy dydt 1dy

(6.44)
dx dtdx xdt
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Se obtiene la ecuacion diferencial:
y"(t) — y'(t) + k2a2y(t) — k2a2A= 0

Cuya solucién es:

y(t) = AVetsin 8t + BVet cos 6t + A

Donde:

CVka)? — L= v T
5=Vl - =V - 5

(6.45)

(6.46)

(6.47)

Se realiza un nuevo cambio de variable se obtiene la ecuaciéon de la deformada:

x X x x
y(x) = AVsin (6 In )+ BV cos (61n) +A
a a a a

Los valores de A y B se obtienen de las condiciones de borde.

y=A, parax=a
y =0, parax =atL

y' =0, parax =a+L

(%) b \/zin (61In ))_C+A
x) =
Y Vi+ysin(§Iln(1+y)) a a

Donde:
kL 2 1
s=V() -
y 4
Y habiendo definido:
r
k2=
El,
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Tty (6.52)

= o

Se puede despejar el valor de “P”, siendo la carga critica:

2 (62 +—Z) El, (6.53)
PCT = L2

Se analiza entonces el pandeo de una columna de seccién variable para las

siguientes condiciones de apoyo.

N N
L

Libre Articulado Movil Empotrado
(1) (2) (3) (4)

Figura 6.11. Tipos de apoyo.

6.1.6.1 Columna de inercia variable biarticulada

P

Figura 6.12. Columna de seccion variable. Apoyos articulado-articulado.

104



Ecuacion diferencial:
x2y"(x) + k?2a?2y(x) =0

Cuya solucién es:
y(x) = A\/Zsin Q) lnf) + B\Z cos (6 lnf)
a a a a

Para las condiciones de una columna bi-articulada se tiene:

I

o In(1+7y)

J (4% + In2(1 + y)) y?

k = .
4L210°(1 + 7)

Se halla la carga critica:

B [(4n2 +In2(1+y) v El

cr

aln2(1+y)  L*

Y la ecuacion de forma:

My m x
(@) =AVEin ( Gy ) o
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(6.56)

57)
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6.1.6.2 Columna de inercia variable empotrada-libre

P
N il
| hatL =Y _T
| Aa+L P
\‘I‘ L1
/ i \ Mint = -Ely
L | T |
L |
I"\, ,“"‘ X-a } , /
I"\I I“Ic ‘L
B N la T M=PA
) J
Aa p
a L
P

Figura 6.13. Columna de seccion variable. Apoyos empotrado-libre.

Ecuacion diferencial:

EI")2y"(x) + Py(x) — PA=0 (6.60)
““a

Cuya solucién es:

x 4 A X 6.61

y(x) = AVsin (8 In )+ BV ces (6 In) +A (6.61)
a a a a
Para las condiciones de una columna empotrada-libre se tiene:
S = T N 6—3In(1+y) (6.62)
ntt=7p) —
24

b — 3T Ty) (6.63)

J (4r” Gat (m?—12) In(1 + y§ Ha )y

k =

412 In2(1 +y)
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Se halla la carga critica:

b—3In(L+7Y)

42 +1n2(1 + ) y2 (6.64)

P = [( " (24+(n£ -12) ln(1+y)) A+ ]Ela
41n%2(1+7y) L?

Y la ecuacion de forma:

A \/’x | X N X 1 X (6.65)
=— i A A
y(x) 5 —gm(& n)a— c%s(6n)-|&
6.1.6.3 Columna de inercia variable libre-empotrada
P
5 O
1k la
f . ha
| : WA _Aa__
=y
P
L/‘v\ Mint = -Ely"
L T |
|
x-a |
la+L |
ha+L }
4 _AatL
/N R:]\J M=PA
P
P
Figura 6.14. Columna de seccion variable. Apoyos libre-empotrado.
Ecuacioén diferencial:
EI "()_Zy"(x) + Py(x) — PA=0 (6.66)
“a
Cuya solucion es:
(6.67)

X X X X
y(x) = AVsin (6 In =+ BV cos (6 In) +A
a a a a
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Para las condiciones de una columna libre-empotrada se tiene:

s= T 4 6+3In(1+y)
7)o —(r

) 6+ 3 Fy)
J (47 %4—(n2—12)1n(1+y3
k

+In2(1 + y)) y?

412 In2(1 +y)

Se halla la carga critica:

o+ 3In(L+7Y)

42 +1n2(1 + 2
; _[( T s | la
41n%2(1+y) L?
Y la ecuacion de forma:
(x) = Vasin (5 1n Y4 A
x) =— sin n
Y V1+45sin(6In(1+y)) a a

6.1.6.4 Columna de inercia variable empotrada-empotrada

ha+L =Y *{
Aa+L P
s
f ) Mint = -Ely’
‘ / TE—
L ; T |
\ / \
\ | xa |/
\ f I/
L AT S T
la
ha = _/Ma
Aa p
a .

L

Figura 6.15. Columna de seccion variable. Apoyos empotrado-empotrado.
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Ecuacion diferencial:

El A)_Zy"(x) +Py(x) —Ma—-T(x—a)=0
““a

Cuya solucion es:

Ma T(x-—a
y(x) = A\/Xsm Q) ln_) + B\/’)z cos (8 ln_) +T (T)
Para las condiciones de una columna libre-empotrada se tiene:
- 21
T In(@+y)
(16m? + In2(1 + y)) y?
o A ;
4L2In°(1 + y)
Se halla la carga critica:
% [(16n2 +1In2(1 + y)) y2 3
cr 7
41n2(1+7y) L
Y la ecuacion de forma:
Ma — 2aT =x
y(x) = \/sm (61n )—
T(x—a)

——\/_cos (51n ) +_a
P P
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6.1.6.5 Columna de inercia variable empotrada-mévil

la+L
ha+L Y ]
Aa+L P
"4 ) Mint=-£ly”
\ | T| ¥
L ‘ | | /
“‘J | //
| xa |/
\ / |
\ |
| 1 (O L [
la P
ha ~. /Ma
Aa 2]
a

Figura 6.16. Columna de seccion variable. Apoyos empotrado-movil.
Ecuacion diferencial:

El ”()_Zy"(x) + Py(x) —Ma=0 (6.78)

a

Cuya solucion es:

M
y(x) = AVsin (61n )f+ BV cos (61n) A (6.79)
a a a a P

Para las condiciones de una columna libre-empotrada se tiene:

5= T (6.80)
In(1+y)

6.81
(4% + In2(1 + y)) y? ( )
K="V

4121n°(1 +7)
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Se halla la carga critica:

a

41n%2(1+y) o

B [(4n2 +In2(1+y) v2EI

cr

Y la ecuacion de forma:

) lx Ma\/x | X Ma
sin (6 na)—T gos (61n %Tl_ —

Ma\/’x
286P ' a P

y() =55pV5

6.1.6.6 Columna de inercia variable empotrada-articulada

P

|
L/
x-a | /
| I/
\ |
| T A ‘HT
/N la )
A I Jm
Aa P
a

d

Figura 6.17. Columna de seccion variable. Apoyos empotrado-articulado.

Ecuacion diferencial:
X M
El,(-)2y"(x) + Py(x) — M + " (x—a)=0
a
Cuya solucién es:
. X X M
y(x) = A\/zsm (6 1In-) + B\/’_Y cos (61In-) + — —
a a a a P

P
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Para las condiciones de una columna libre-empotrada se tiene:

_om 14311 — 38y
In(T+y)° 10000

14311 — 38y 2
(47> 19oop ) tIn (1 +¥)y?

412 In2(1 +y)

Se halla la carga critica:

o 14311 —38y 2 2
p - (47T ( 10000 ) +1n (1 +)/))y EI
cr —
41n2(1+7y) L2
[ ]
Y la ecuacion de forma:
M +2aT x M M(x—a
yx) =———— b \/_sin (6 In— )—_\/_cos (6 In— )+F_ (LP )

6.1.6.7 Columna de inercia variable articulada-empotrada

Figura 6.18. Columna de seccion variable. Apoyos articulado-empotrado.
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Ecuacion diferencial:

Cuya solucién es:

X M
EIa(E)Zy"(x) + Py(x) — M + T (x—a)=0

Para las condiciones de una columna libre-empotrada se tiene:

\F 14311 — 38y
“In(T+y)° 10000

14311 — 38y 2
(4m% ( 10000 ) +1n (1 )%

412 In2(1 +y)

Se halla la carga critica:

Y la ecuacion de forma:

o 14311 —38y 2 2
X (4r (10000 ) tIn (1 +Y))V Ela
41n2(1+7) L2
]
M

y(x) =

\/sm (6 1n )_+
P\/l +ysin(6In(1+7y)) a

M(a+L—x)
LP
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y(x) = A\/xsm (6 ln_) + B\/’Y cos (8 ln_) +1PVI m

P

M
P

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)
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Se presenta a continuacion la carga critica de pandeo para diferentes condiciones

de borde.

Condiciones de borde

Carga critica (Pcr)

Articulado — Articulado

(4m?2 +1In2(1 + y))y? El,
o 41n2(1+7y) 2

Libre — Empotrado

(42 (

6+3In(1+vy) )+ In2(1 +y)) y?
24— (7 —12) (1 +y) He

Po =1 41In2(1+7y) I

Empotrado — Libre

) 6—-3In(1+7y) ) )
(4m (24+(n _12)1n(1+y))+1n A+r)y Ela

41n2(1+7y) I

Empotrado — Articulado

2 14311 — 38y 2 2 2
=[(47T C 10000 ) *tIn Q+v)y El,

41n2(1+7y) 2

cr

Articulado — Empotrado

, 14311-38y 2 ,
_[(4” ( 10000 ) +tIn (A+¥)y El,

41n?(1+7y) L?

Per

Empotrado — Movil

(4m?2 +1In2(1 + y))y? El,
@ 41nZ2(1+7y) Iz

Empotrado

— Empotrado

(16m2 + In2(1 + y))y? El,
o« 41n?(1+y) Nz
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6.1.7 Pandeo de columnas compuestas

Figura 6.19. Columna de seccion Compuesta.

Se estudia el pandeo de elementos sometidos a compresién compuesto por dos

elementos de diferente inercia (I1, 12) y diferente modulo de elasticidad (E1, E2).

Se realiza el andlisis con varias condiciones de soporte usando el método de

energia.

Se define la energia de deformacion por flexion como:

El Ldzy = (696)
AU=_J) (—)dx
2, dx?
Lm%d Lpt(y)ed i
AU = [ X _ [ (y)- dx (6.97)
o Z2EI 0 2EI

El trabajo realizado por la fuerza externa “P” es:

p Liy* 6.98
AT =_ [ (y_) dx (6:99)
2 dx

0

Siendo AU = AT, se halla el valor de la carga critica P tomando como como
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primera aproximacion de la deformada “y” las ecuaciones halladas en columnas de

seccion constante.

Condiciones de borde Ecuacion de la deformada

. TX
Libre — Libre SIHT
. mXx
Articulado — Libre SlnT
. Tx
Articulado — Articulado SmT
4
jvil — Li sin—
Movil — Libre 7L
X
Mévil — Articulado CoSs —
2L
X
Movil — Movil COST

X

Empotrado — Libre 185 COSE

X
sin kx — kL cos kx + kL (1—?:

Empotrado — Articulado

T
k=1.4318 _
I

X

Empotrado — Mévil 1= COST
27X

Empotrado — Empotrado 1—cos—_
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6.1.7.1 Columna compuesta articulado-articulado

P

!

L
L2
E2
12
A Lz
L e )r

Figura 6.20. Columna de seccion compuesta. Apoyos articulado-articulado.

Ecuacioén de la deformada:

5 (si nx)
= 0 (sin—
Y L

Por el método de energia:

AU = AT
Lp2(y)zd
T )0
P
Lq 4
AT =_ (y_) dx
o dx

Se tiene:

L2 P2(§ (sinn—f))z dx  LP2(S (sinLZ“))z dx
AU = +J
0 2Eq1I4 L 2E>I
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P252(2L 7 — LSin [““2"])

P252(2(L — L) + LSin E“Z“])

AU = 2 L 4 & L
8E2127'[ 8E111TL’
Luego:
des sin 55
L Sin
AT:ff (((—LD) dx
27 dx
Pé%m?
AT =
4L
Siendo:
AU = AT

P282(2L m — LSin ““2"])
2 [ I

P282(2(L — L)m + LSin “*2"))

2 [ I

8E, I, i
_ Pz

4L
Se despeja el valor de Pe:

2E212E1117T3
== gy
+ E1L)Sin
22

8E1117T

/(2(E2I>(L — Ly) + EqlLy)m + (—Eq/4L
2L,m

D
I
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6.1.7.2 Columna compuesta mévil-libre

<o

= o T

[

P

Figura 6.21. Columna de seccion compuesta. Apoyos movil-libre.

Ecuacién de la deformada:

X
s\ T (6.110)
y =6 (sin 2L)
Por el método de energia:
AU = AT (6.111)
Lp2(y)2dx 6.112
AU= [ ») (6.112)
R WaE
P Ldy“ 6.113
AT =_ [ (y_) dx ( )
2, dx
Se tiene:
L2 P2(5 (sin™))2dx  LP2(8 (sin""))zdx (6.114)
AU = f 2L +f 2L
0 2E1 1y L 2E51,
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L,m LSin[L ]

P252((L — L )m + LSin "2"])  P252(L —
AU = 2 L 4 : r )
4E1117T 4E2]2
Luego:
Ld(s sin, 5
sin
AT =Bf (M) dx
27 dx
Pé%m?
AT =
16L
Siendo:
AU = AT
Lsinf2)
m
P2852((L — Ly)m + LSin[ QL—’b Psaly - LY pgag2
4E Iy ' 4E,I, ),
Se despeja el valor de Pq:
E212E1117T3

Pa = 41,

_Lom
+EIL)Sin " ])

22 [L

120

/(Ezlz(L .~ Lz)T[ + E1]1L27T + (—ElllL

(6.115)

(6.116)

(6.117)

(6.118)

(6.119)
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6.1.7.3 Columna compuesta movil-articulado

|

e o T

[

P

Figura 6.22. Columna de secciéon compuesta. Apoyos movil-articulado.

Ecuacién de la deformada:

X
y=20 (cosz)

Por el método de energia:

Se tiene:

Lz P2(8 (cos™™5))2 dx
2L

LP2(§ (cosﬂ))2 dx
2L

AU = +f
0 2Eq14 Ly 2E51,
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inrL
P262(L w+ LSin[ b7 P2zl —1L _ LSIn[Z2T

AU = 2 L + 2 T E )
B 4E,l,m AE L
Luego:
mx - (6.124)
Ld(s (cos
ar=L (((—ZL)) dx
27 dx
Pé2m2
AVEE=NN I
16L
Siendo:
AU =AT
. Lom (6.125)
b LSin[~7-]
P262(Lym + LSin[ 2 1) N el T =L3) sz
4E,Ihm 4Eq14 16L
Se despeja el valor de Pe:
EI,Eq14m3 (6.126)
Py = AL [(E2Do(L — L) + EqlhLom + (E1lq
L,m
—E [ LSin ")
22 [ 1.
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6.1.7.4 Columna compuesta mévil-movil

P

Figura 6.23. Columna de secciéon compuesta. Apoyos moévil-mévil.

Ecuacién de la deformada:

X
y=294 (COST)

Por el método de energia:

Se tiene:

leP%&(amﬂfDde LP%@(amﬂ%Dde

AU = | + [
0 2E114 Ly 2E5I;
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P22l — 21— LSin[2lpm] 2 LSin[2L2m
QL+ — 11
ps -

2 )
AU = TT
8E1l, + 8E,l,
Luego:
nx - 6.130
p Ld(6 (cos ) ( )
AT=_f (—— L7 ) dx
27 dx
P&
AvEE=N T
4L
Siendo:
AU = AT (6.131)
LSin 212 LSin[*“2"]
P252(2L — 2L, — ——1—) | PrrQLs + ——L—)  psp2
8E, 1, 8E,l, 4L
Se despeja el valor de Pe:
2E212E1]1T[3 (6132)

P, = /(2(E212(L — L2) + E111L2)7

L

. 2L2m
+ (E111 — E212)LSin[——_])
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6.1.7.5 Columna compuesta empotrada-libre

P

<

P

Figura 6.24. Columna de seccion compuesta. Apoyos empotrada-libre.

Ecuacioén de la deformada:

X
=6 (1—cos— (6.133)
y=6( 2L)

Por el método de energia:
AU = AT (6.134)

Lp2(§ — y)2dx
N
0 2EI

P ldy®
AT =_ [ (y_)dx
2, dx

Se tiene:

LP2(5 — 6 (1 — cos”—;pz dx (6.135)

AU = [
0 2E114

LP2(§ — 5 (1 — cos™5))2 dx
2L

+J
L 2E51,
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P82 (Ely(L — L) + EqliLom + (Eql; — EZIZ)LSin[Z

AU = P
4E212E1117T
Luego:
mx ¢ (6.136)
Ld(é (1 —cos
a7 =P (10« 21) 5 ax
27 dx
P&2m2
AT =____
16L
Siendo:
AU = AT (6.137)
P282(El1 (L—L)t+EILn+(EI —El)LSin%) 22
VA Z I I T VA [
4E, 1, E T P
Se despeja el valor de Pq:
E,I,E{I 3 (6.138)

P = Lo
4L(E212(L = Lz)TL’ + E1[1L27T + (E111 =3 E212)L51n I I )
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6.1.7.6 Columna compuesta empotrada-articulada

[

P

Figura 6.25. Columna de seccion compuesta. Apoyos empotrado-articulado.

Ecuacién de la deformada:

X
y =6 (sin—) (6.139)
L
Por el método de energia:
AU = AT (6.140)
Lp2(y)2dx
CANAN G
A WeE

P L dy?
AT =2.046_ [ (_y) dx
2, dx

Se tiene:

L2 P2(§ (sin”—Z‘))z dx  LP%6 (sinLZ‘))z dx (6.141)
AU = [ + [
0 2E114 Ly 2E,1;
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2 2 2L,m 22 2L,
AU = Pé6 (2Lym — LSln[TD P 2(L-Lym+ LSln[—,D
8E,I,m + 8E1Im
Luego:
. omx 6.142
P 1d(s (sin ) (6.142)
AT=2.046_ f (—— L7 Ydx
2 dx
Pé&2m2
AT=___
2L
Siendo:
AU = AT (6.143)
P282(2L 7 — LSin 2“2%))  P282(2(L — L )m + LSin 2-2))
2 [ L 2 [L
8E, I, = 8E I
_ P&
2L
Se despeja el valor de Pq:
4.092E212E1]1TE3 (6144)
Py = ) [2(E2L>(L — Lp) + E1lhL)m + (—E1]4L
. 2L,m
+ E I L)Sin D
22 [ L
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6.1.7.7 Columna compuesta empotrada-moévil

[

P

Figura 6.26. Columna de secciéon compuesta. Apoyos empotrado-movil.

Ecuacioén de la deformada:

y=6(1—cos?) (6.145)

Por el método de energia:
AU = AT (6.146)

_ fLP2(6 —y)zdx

AU =
0 2EI
P ldy’
AT =_ [ (y_) dx
2, dx
Se tiene:
L2P2(§ — 8§ (1 — cos”—i‘))z dx (6.147)
AU = [
0 2Eq11
LP2(§ — 5 (1 — cos™5))2 dx
L
+J
L 2E51,
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P82 (2(Eylo(L — Ly) + E1l1L)m + (E1lq — El5)LSin[2L2T

AU = T
8E2]2E1]1T[ L
Luego:
mx - 6.148
P Ld(6(1—cos;)) ( )
AT=_{ ( ) dx
27 dx
P&
AT=___
4L
Siendo:
AU = AT (6.149)
. 2L,m
P252(2(EI (L—L)+EIL)r+ (EI—EI)LSin D
22 2 112 11 22 I
8E212E111TC
R o
4L
Se despeja el valor de Pq:
P = 2E212E1]1TL’3 (6150)
a VAR s

L2(El2(L = L2) + EqlhLo)m + (E1l1 — Eal3) LSinf 1)
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6.1.7.8 Columna compuesta empotrada-empotrada

P

Figura 6.27. Columna de seccion compuesta. Apoyos empotrado-empotrado.

Ecuacioén de la deformada:

2
y:(s(l_wS#) (6.151)

Por el método de energia:
AU = AT (6.152)

LPx(6 - y)2dx
AU = [ i
’ 2EI

P ldy?
AT =_ [ (y_) dx
2, dx

Se tiene:

L2P2(§ — 8 (1 —cos™))2dx (6.153)

LTTX
L

AU = |
0 2E114

LP2(8 — 5 (1 — cos 2™™))2 dx
L

+
sz 2E51
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P82 (4(Eylo(L — Ly) + E1l1L)w + (E1lq — El,)LSin[ 4127

AU = T
16E,1,E Iy L

Luego:
Ld(s (1 % 2 (6.154)
— CO0S
ar=L ¢ L ) dx
27 dx
P&2m2
AT =
L
Siendo:
AU = AT (6.155)
. 4L,m
P252(4(EI(L—L)+EIL)T+ (EI—EI)LSin D
22 2 11 2 11 22 I
16E212E1[17’[
_ P2
L
Se despeja el valor de Pe:
P = 16E2[2E1117T3 (6156)
a AT,

L(4(E2l2(L — L2) + ExliLo)m + (E1l1 — Ealp) LSinf 1)

132



Se presenta a continuacion la carga critica de pandeo para diferentes condiciones

de borde.

Condiciones de

Carga Critica (Pcr)

borde
. 2E212E1117T3
Articulado = Py = =7 /QE2la(L — L) + Erhlo)m + (=Exl1L
Articulado 2L,m
+ Ez[zL)Sll’l[’_]T
E212E111T[3
Mévil — Libre Pcr = T /(Ez[z(L - Lz)T[ + E111L2T[ + (—E1I1L
LzT[
o . EyloEq I3 Lo
Mévil — Articulado 21251 ) 2
PL-,« = — A /(Ezlz(L - Lz)T[ + E111L2T[ + (ElIl_ E212LSII'1[ ,—]%
2E2[2E111T[3
Mévil — Movil P, = I J(2(E212(L — L2) + E111L2)m + (E1I1
E212)LSin[> 2"
)Lsin[ 7))
E212E1[1T[3
Empotrado — Libre P, =
4L(E212(L - Lz)T[ + E111L2T[ + (E111 - EzIz)LSlnm)
Empotrado 4.092E2]2E111T[3
Py = —L—/(Z(Ezlz(L —Ly) + E1l1Ly)m + (—E1l4L
— Articulado 2L,m
+ Ez]zL)Sln[T];_
3
Empotrado — Mévil P, = 2ExlzEam ol
L(2(EIy(L — Lp) + E1l1Ly)m + (E1l; — EoI,)LSin] ; )
Empotrado P 16E,1,E I3
a = Al o1
— Empotrado 2

L(4(E212(L - Lz) + E]_Ile)TT + (Elll - Ezlz)LSll’l ' )
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6.2 APLICACIONES EN MATLAB

Esta aplicacion calcula la carga critica, de elementos esbeltos de seccién
constante, variable y compuesta sometidos a cargas axiales. Ademas, para

elementos de seccién constante grafica el modo principal de deformacién.

4 MENU — ¢

Pandeo de elementos

esbeltos

Seccion Constante

Seccion Variable

Seccion Compuesta

Figura 6.28. Ingreso de datos.

6.2.1 Seccion constante.

Al ejecutar la aplicacion se despliega el menu principal del programa para luego

abrirse la ventana de ingreso de datos (Figura 6.29).

Figura 6.29. Ingreso de datos.

Donde.
L = Longitud de la columna.
E = Médulo de elasticidad

I = Inercia de la seccion
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Libre, articulado, movil o empotrado.

Condicion del borde i
Libre, articulado, movil o empotrado.

Condicion del borde j

Se obtiene:

a) Grafica de la forma modal de pandeo, correspondiente a las condiciones de

borde.

Figura 6.30. Forma del modo de pandeo.

b) La carga critica de pandeo vy la longitud efectiva, correspondiente a las

condiciones de borde.

Figura 6.31. Carga critica de pandeo.
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6.2.2 Seccion variable.

Al ejecutar la aplicacion se despliega el menu principal del programa para luego

abrirse la ventana de ingreso de datos (Figura 6.32).

Figura 6.32. Ingreso de datos.
Donde.
L = Longitud de la columna.

E = Mébdulo de elasticidad

I = Inercia de la seccion (a,a + L)

Se obtiene:

a) La carga critica de pandeo, correspondiente a las condiciones de borde.

Figura 6.33. Carga critica de pandeo.

136



6.2.3 Seccién Compuesta.

Al ejecutar la aplicacion se despliega el menu principal del programa para luego

abrirse la ventana de ingreso de datos (Figura 6.34).

Figura 6.34. Ingreso de datos.
Donde:
L1, L2 = Longitudes de la columna.
E1, E2 = Médulos de elasticidad.

11,12 = Inercia de la seccidnes.

Se obtiene:

a) La carga critica de pandeo, correspondiente a las condiciones de borde.

Figura 6.35. Carga critica de pandeo.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y ECOMENDACIONES

7.1 CONCLUSIONES

El usar el método de energia para analizar elementos esbeltos de seccion variable
y seccion compuesta, la precision de los resultados obtenidos depende de la

ecuacion de la deformada que se utiliza para cada caso.

Los resultados obtenidos al analizar una seccién variable linealmente, con inercias
(I I(a+1y) coincide con los resultados obtenidos de analizar un elemento similar de

seccion constante.

Al analizar el pandeo de elementos esbeltos con carga excéntrica, se demuestra

que la carga critica es independiente de la excentricidad.

En las graficas obtenidas de los criterios de falla, se observa que el criterio de la
densidad de energia de deformacion (Criterio de Beltrami) es el mas conservador
para un estado plano de esfuerzos, mientras que el criterio del maximo esfuerzo
normal (Criterio de Rankine) es el mas conservador para fallas por traccidon o

compresion.

En los criterios de falla para materiales ductiles, el criterio de maximo esfuerzo
cortante (Tresca) es mas conservador que el Criterio de Densidad de energia
distorsionante (Von Mises), pues la superficie del segundo queda circunscrita en el

primero.

Las graficas tridimensionales obtenidas de las teorias de falla, al ser proyectadas

sobre el plano (x, y), coincide con los empleados en un estado plano de esfuerzos.

Al analizar una viga apoyada sobre una superficie elastica sometida a cargas, se
puede evaluar el valor obtenido del esfuerzo maximo (o,,s,) con alguno de los

criterios de falla para obtener el factor de seguridad del elemento.

En una viga apoyada sobre una superficie elastica se puede usar el principio de

superposicion cuando hay varias cargas aplicadas, del mismo modo se puede
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7.2

discretizar una carga distribuida en varias cargas puntuales aplicadas a una

distancia zi.

En MATLAB se puede desarrollar herramientas didacticas y de facil uso, obteniendo
resultados numéricos y graficos que facilitan la conceptualizaciéon de los temas

desarrollados.

La compilacion de las aplicaciones en archivos ejecutables (.exe) permite al usuario
utilizarlas sin necesidad de instalar MATLAB. Esto representa una gran ayuda, pues

facilita el acceso a los programas del publico en general.

RECOMENDACIONES

Los programas al haber sido escritos en MATLAB pueden ser editados y
modificados, por lo que se sugiere ampliar el alcance de los mismos en un futuro

trabajo de tesis.

En el capitulo “Teoria de esfuerzos y deformaciones” se sugiere abarcar también

los esfuerzos octaédricos, calculo numérico y grafico.

En el capitulo “Ley de Hooke generalizada con aplicaciones de temperatura” se
sugiere ampliar el alcance de la aplicacion para materiales ortotropicos y

anisotroépicos.

En el capitulo “Criterios de falla para materiales fragiles y ductiles” se debe abarcar
también los criterios de falla de Mohr-Coulomb, Drucker-Prager y el criterio de Hill

para materiales ortotrépicos.

En el capitulo “Vigas con cimentaciones elasticas y cargas variables” se
recomienda desarrollar una interfaz grafica que permita observar cémo varia la

deformacioén de la viga al modificar las cargas.

En el capitulo “pandeo, enfoque clasico para varias condiciones de apoyo” se ha
calculado la carga critica y la forma modal de pandeo para el primer modo, se debe

ampliar el alcance del programa para los demas modos.

En el analisis del pandeo de elementos esbeltos de seccion compuesta, por la
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complejidad de las ecuaciones se ha considerado solo dos secciones, debe

ampliarse el cddigo de analisis para “n” secciones.

En el analisis de pandeo debe ampliarse el analisis para condiciones de apoyo

elastico, para secciones compuestas y variables.
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