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Resumen

Durante la evolucion de un cubit, su estado cuantico puede adquirir una fase total (Pancharat-
nam), compuesta por una contribucion dindmica y una contribucién geométrica. La contribucion
geométrica a la fase total es determinada inicamente por la trayectoria seguida en el espacio de
parametros. Debido a esta dependencia geométrica, dichas fases han sido propuestas como un
recurso potencialmente robusto frente a ciertos tipos de ruido y errores de control en sistemas
cuanticos.

En esta tesis se estudia la robustez de las fases de Pancharatnam y geométrica asociadas
a la evolucion de un cubit, considerando trayectorias ruidosas sobre la esfera de Bloch. Para
ello, se emplean circuitos cudnticos andlogos a arreglos interferométricos utilizados para la me-
dicion de estas fases en cubits de polarizacion. Se muestra la implementacion de estos circuitos
cuanticos, ejecutados en las computadoras cuanticas y simuladores de IBM, es decir, utilizando
cubits superconductores.

Se analiza la influencia del ruido en dos escenarios: (i) promediando sobre un conjunto
de trayectorias ruidosas y (ii) considerando una tnica trayectoria ruidosa. En el primer caso, los
resultados muestran escenarios en los que la fase de Pancharatnam presenta una mayor robustez
que la fase geométrica. En el segundo caso, las simulaciones revelan que la sensibilidad de las
fases depende de la trayectoria elegida y de su parametrizacion, observandose que la robustez
de los parametros medidos esta correlacionada con la derivada de la fase respecto al parametro
que controla la evolucion.

Estos resultados sugieren que la robustez observada de las fases en la metodologia em-
pleada no es general, sino que depende tanto de la trayectoria como de su parametrizacion,
siendo la estabilidad de cada fase una propiedad relacionada a la forma en que se implementa

la evolucion del cubit.
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Motivacion

En las ultimas décadas, las fases geométricas han adquirido un papel central en el estudio
de sistemas cuanticos, tanto desde un punto de vista conceptual como aplicado, incluyendo su
relevancia en la computacion cuantica topologica (Nayak et al., 2008; Aghaee et al., 2023). El
desarrollo del concepto de fase geométrica se remonta a los trabajos pioneros de Pancharatnam
sobre interferencia Optica (Pancharatnam, 1956) y el estudio realizado por Berry para evolu-
ciones adiabaticas ciclicas (Berry, 1984), los cuales revelaron que un sistema cudntico puede
adquirir una fase adicional que depende exclusivamente de la geometria del camino recorrido
por su estado en el espacio de parametros.

La fase geométrica ha sido medida en una amplia variedad de sistemas fisicos, incluyendo
optica clasica (Tomita y Chiao, 1986; Loredo, 2011; Bhandari y Samuel, 1988), 6ptica cuantica
(Machuca, 2025; Sjoqvist et al., 2000; Carollo y Pachos, 2003), sistemas de RMN (Suter et al.,
1988; Jones et al., 2000), neutrones (Rauch y Werner, 2000), iones atrapados (Leibfried et al.,
2003) y cubits superconductores (Leek et al., 2007; Abdumalikov et al., 2013). Historicamente,
Pancharatnam introdujo una nocién de fase total asociada a secuencias discretas de estados en
el contexto de la polarizacion de la luz. En el caso particular de una secuencia de proyecciones,
la contribucion dindmica se anula, de modo que la fase total coincide con una fase de carac-
ter geométrico. Posteriormente, Berry identifico una fase geométrica en evoluciones ciclicas y
adiabaticas, donde su aparicion no era inicialmente esperada. Trabajos posteriores mostraron
que la fase geométrica no requiere que la evolucion sea ciclica o adiabatica, y que la fase geo-
métrica constituye, en general, una contribucion de la fase total asociada a la trayectoria del
estado en el espacio de pardmetros (Shapere y Wilczek, 1989). Mas adelante, se demostrd que
bajo ciertas condiciones estas fases pueden presentar propiedades de robustez frente a clases es-
pecificas de ruido y errores de control, lo que motivd la propuesta de esquemas de computacion

cuantica holonémica, en los cuales las operaciones dependen inicamente de la geometria de la



evolucion (Sjoqvist et al., 2012; Y.-C. Zhou et al., 2025).

En afios recientes, la computacion cuédntica se ha consolidado como una de las areas mas
activas de la ciencia y la tecnologia contemporaneas. Los cubits, permiten manipular superposi-
ciones coherentes de dos estados, habilitando esquemas de procesamiento que no tienen analogo
clasico (Nielsen y Chuang, 2010). Sin embargo, los dispositivos cuanticos actuales operan en el
régimen Noisy Intermediate-Scale Quantum (NISQ) , caracterizado por la presencia inevitable
de ruido, errores de compuerta y decoherencia, los cuales limitan severamente la fidelidad de
las operaciones cuanticas (Lau et al., 2022). Este escenario ha motivado un intenso esfuerzo
por identificar estrategias que mitiguen el impacto del ruido y permitan aprovechar de manera
eficiente los recursos cuanticos disponibles.

En este contexto, el estudio de la robustez de las fases geométricas adquiere una relevancia
particular, ya que ofrece una alternativa para disefiar procesos cuanticos con mayor tolerancia a
errores. Existen diversos trabajos que han analizado la robustez de las fases geométricas frente
a errores de control y decoherencia (Solinas et al., 2003; Zhu y Zanardi, 2005; Carollo y Pachos,
2003; De Chiara y Palma, 2003; Lombardo y Villar, 2010). Motivado por estos desarrollos, este
trabajo tiene como objetivo investigar la robustez de las fases de Pancharatnam y geométrica
mediante la implementacion de circuitos cudnticos analogos a interferémetros (Loredo, 2011),
empleando los dispositivos cuanticos de IBM (IBM Quantum, 2025). Este enfoque permite
reproducir resultados experimentales previamente reportados y, al mismo tiempo, introducir de
manera controlada variaciones paramétricas para estudiar sistematicamente la influencia del
ruido sobre la fase de Pancharatnam y la fase geométrica, comparando su estabilidad.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se presentan los fundamentos tedricos y experimentales necesarios pa-
ra el desarrollo de la tesis. En primer lugar, se introducen los conceptos basicos del cubit, su
representacion geométrica en la esfera de Bloch y las transformaciones unitarias asociadas al
grupo SU(2). Asimismo, se discuten la descripcion de sistemas de dos cubits, las mediciones
proyectivas y el método de tomografia cuantica de un ctbit. Posteriormente, se describe el fun-
cionamiento basico de la computadora cuantica de IBM, las compuertas cuanticas de uno y dos

cubits, la ejecucion de circuitos cudnticos y el proceso de la tomografia en un circuito cuénti-



co. Finalmente, se introducen los conceptos de fase de Pancharatnam y fase geométrica, junto
con su formulacion interferométrica, estableciendo el marco teorico que sustenta los capitulos
posteriores.

El Capitulo 3 estd dedicado al estudio de la fase geométrica mediante métodos interfe-
rométricos Opticos. En este capitulo se presenta la codificacion de un cibit en los grados de
libertad de polarizacién y camino, asi como el disefio de un interferometro tipo Mach—Zehnder
para la medicion de la fase de Pancharatnam. Se describen detalladamente los dispositivos 6p-
ticos empleados y los diagramas simplificados de los arreglos experimentales. Posteriormente,
se presenta el interferometro usado para medir fases geométricas, junto con el analisis de los
elementos Opticos involucrados y su implementacion experimental.

En el Capitulo 4 se mide la fase de Pancharatnam y la fase geométrica utilizando los
dispositivos cudnticos provistos por IBM. En primer lugar, se presenta el protocolo para la me-
dicién de la fase de Pancharatnam mediante un circuito cudntico. Luego, se aborda la medicion
de la fase de Pancharatnam y geométrica usando la parametrizacion (, 3) y un segundo circuito
cuantico propuesto. Este capitulo establece un paralelismo entre los esquemas interferométricos
opticos y su implementacion equivalente en circuitos cuanticos.

El Capitulo 5 se centra en el estudio de la influencia del ruido sobre la fase de Pancharat-

nam y la fase geométrica usando la computadora cuantica de IBM.



Introduccion

2.1. El cubit

El procesamiento de la informacién es un campo de gran relevancia en las tecnologias de la
informacion y las comunicaciones. Durante la ultima década, se ha observado un notable avance
en el disefio y construccion de una tecnologia disruptiva: la computadora cuéntica (Sanders,
2025; Madsen et al., 2022). En un contexto donde la velocidad y la eficiencia son fundamentales,
la computacion cudntica surge como una alternativa prometedora, capaz de procesar datos a
escalas y velocidades que la informética cldsica no puede igualar.

El funcionamiento de una computadora cuantica se basa en la manipulacion de cubits (la
unidad basica de informacidn cudntica) y se rige por los principios de la mecéanica cudntica.
Estos principios permiten impulsar avances significativos en areas como la optimizacion (L.
Zhou et al., 2020), la ciberseguridad (Rodriguez et al., 2025) y las finanzas (Bova et al., 2021).
A diferencia del bit cléasico, que solo puede encontrarse en los estados 0 o 1, el ctbit puede
estar en una superposicion de ambos estados. El vector de estado asociado a un cubit suele ser

representado usando la notacion de Dirac:
|4) = al0) + b[1) (2.1)

donde a y b son nimeros complejos, y cuya magnitud al cuadrado representa la probabilidad de
obtener el resultado 0 o 1 al medir el cubit. La posibilidad de tratar a los cubits como objetos
matematicos permite construir una teoria general de la computacion cudntica, independiente
de la plataforma. Entre las plataformas desarrolladas para esta tecnologia se encuentran los
circuitos superconductores (Wu et al., 2021), los fotones (Madsen et al., 2022; Zhong et al.,

2020) y los iones atrapados (Bruzewicz et al., 2019).



2.1.1. Representacion geométrica de un cubit

El estado |¢) descrito en la ecuacion (2.1) puede expresarse mediante la siguiente para-

metrizacion:
v VA
|L/J)=cos§|0)+sin§e [1) (2.2)

donde ¥ y ¢ son nimeros reales que representan los angulos polar y azimutal, respectivamen-
te (figura 1.1). Cada estado |¢) tiene asociado un vector r~, denominado vector de Bloch. Este

vector es calculado mediante los valores esperados de las matrices de Pauli {oy, 0y, 0;}:

r™ = ((ox), {oy), (02)) (2.3)

con lo cual el vector de Bloch para la parametrizacion de la ecuacion (2.2) es
r~ = (sind cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ) (2.4)

En el caso de estado puros, |r"| = 1, el estado se representa sobre la superficie de la esfera de

Bloch.

Figura 2.1: Esfera de Bloch.

Una descripcion mas general del estado de un cubit, se obtiene mediante la matriz densidad.

Para el caso de estados puros

p = Y)Y (2.5)



y para estados mixtos
> >

p= PPk, pr =1 (2.6)
k k

donde cada |¢«) representa un estado puro y px representa la probabilidad de que el sistema
se encuentre en dicho estado. Para cualquier estado de un cuibit, su matriz densidad puede

escribirse como
1
p=2(l+r'-o') 2.7)

donde ¢ = (o, 0y, 0;) y |r"| determina si el estado es puro |r| = 1 o mixto |r7| < 1.

2.1.2. Transformaciones SU(2) sobre un cubit

En computacion cuantica es fundamental la manipulacion de cubits; es decir, debemos
tener la capacidad de transformar un estado |0) en uno de tipo superpuesto, como en la ecuacion
(1.2). Esto puede lograrse mediante transformaciones del estado |¢), lo cual corresponde a

rotaciones del vector de Bloch. Consideremos la siguiente transformacion Ua(a) € SU(2):
Us(a) = e'2(7-9) (2.8)

donde f es un vector en R3, dado por /1 = (sin 8, cos @n, sin J, sin @, cos ¥,), y donde 9y ¢@n
son los angulos azimutal y polar en la esfera de Bloch. Ademas, o = (oy, 0y, 0;) corresponde
a las matrices de Pauli, y a es el angulo de giro alrededor del vector 7 .

Para ciertos valores de i en la transformacion Ua(a), es posible obtener las transforma-
ciones de rotacidn Ry, Ry y R;, las cuales generan rotaciones en la esfera de Bloch alrededor

de los ejes X, Y y Z, respectivamente (Nielsen y Chuang, 2010):

a ncosfts —isin £
Rx(a) = e2%* =[] 0 (2.9)
—isin§ cos%

Rfa) = e?% = L+ (2.10)

Riat) = e-15% = ¢ @.11)



Figura 2.2: Esfera de Bloch. Principales estados sobre el ecuador.

En la esfera de Bloch, los polos representan los estados base |0) y |1) mientras que los puntos
cos 7|0) + e sin 2|1)

del ecuador corresponden a superposiciones de la forma 2 v > 2— (figura 1.2).

A partir de las rotaciones de las ecuaciones (2.9-2.11), es posible obtener la transformacion de

rotacion al rededor de cualquier eje sobre la esfera de Bloch Ua(a) (Nielsen y Chuang, 2010):
Un(a) = Rz(pn)Ry(On)Rz(a)Ry(—Tn)Rz(—pn) (2.12)

No obstante, podemos usar dos parametrizaciones para descomponer cualquier transformacion

U € SU(2) en funcion de los angulos de Euler, tales como laZzY Z
U = R:ca1)Ry(a2)Rz(a3) (2.13)

olayzy

U = Ry(61)R:(62)Ry(65) (2.14)

donde los pardmetros a; y 8 (i = 1, 2, 3) corresponden a los angulos de giro. Dado el estado
p de la ecuacidn (2.3), caracterizado por su vector de Bloch r~, y una transformacion unitaria

U € SU(2), se obtiene un nuevo estado p’ mediante la transformacion unitaria
p —— p =UpUt (2.15)

El estado transformado puede escribirse como

’

1 .o
p="(+r"g), (2.16)
2



donde r' = Tr(p'a) es el vector de Bloch asociado al estado final después de aplicar la transfor-

macién U. Si consideramos la ecuacion (2.12), los vectores r™y r~ se pueden relacionar mediante
r'=Rr (2.17)

donde R es una matriz del grupo SO(3). Es decir, la transformacion U € SU(2) genera una

rotacion del vector de Bloch r™ — 7', tal como se muestra en la figura 1.3.

Figura 2.3: Esfera de Bloch. Rotacion del vector de Bloch.

2.1.3. Representacion de dos cubits

Si ahora tenemos dos cubits, debemos considerar cuatro posibles resultados: 00,01, 10 y
11. Es decir, el sistema de dos ctbits posee cuatro estados posibles en la base computacional:
|00), |01), |10) y |11). Ademas, el sistema puede encontrarse en una superposicion de estos
estados, dada por:

|Y) = aoo|00) + a01|01) + t10]/10) + a11]|11) (2.18)

Donde los ajj son nimeros complejos, y su modulo cuadrado representa la probabilidad de
medir el estado |if). La representacion geométrica de dos cubits no es tan sencilla como en
el caso de un solo cubit; sin embargo, es posible realizar una parametrizacion para un estado

general de dos ctbits Wharton, 2016, similar a la de la ecuacion (1.2).



2.1.4. Mediciones proyectivas

Para realizar mediciones sobre un estado arbitrario, se introduce un conjunto de opera-
dores de medicion mim, conocidos como proyectores, definidos como m = |[m){(m|, donde m
etiqueta el posible resultado de la medicion. Si |¢) denota el estado del sistema inmediatamente

antes de la medicion, la probabilidad de obtener el resultado m est4 dada por (Kasirajan, 2021):

pm = (Y|rtm| ) (2.19)

y el estado luego de la medicion es:

)y = Zpldd (2.20)

Prm

Si consideramos los operadores de medicion en la base computacional de un cubit, o = |0)(0|,

1 = |1)(1| y la ecuacion (1.1), las probabilidades de medir O o 1 son:
po = (Y|mo| ) = |a|? (2.21)

p1=(Y|m|Y) = |b|? (2.22)

Para el caso de un sistema de dos cubits, se puede definir un conjunto de operadores de
medicion 7tj; asociados a la base computacional, dados por moo = |00){00], 1110 = |10)(10|,
o1 = |01)(01| y r11 = |11)(11]. Si se desea medir tnicamente el primer ctbit en el estado |0),
independientemente del estado del segundo cubit, se deben considerar los proyectores asociados

a los resultados |00) y |01). En este caso, el operador de medicién efectivo se define como

(Kasirajan, 2021):
IT(SO) =Jloo + 7To1 = |00>(00| + |01)<01| (223)
ng) = |0)(0] @ |0){0] + [0){0] ® |1)(1] (2.24)
ngo) =|0){0| ® 1 (2.25)

para medir el primer cubit en el estado |1)

1i{® = 110 + 7111 = |10)(10] + |11){11] (2.26)
i = [111] ® [0)(0] + |1)(1] & |1)(1| (2.27)
=111 ® 1 (2.28)



Donde el super indice k del proyector % representa el cubit sobre el cual se va a medir, siendo
la numeracién del primer cubit como 0 y del segundo cubit como 1. Los ultimos resultados nos
indican que si queremos medir la probabilidad del primer cubit cuando se encuentra en el estado

|0) es igual a la suma de las probabilidades de medir |00) y |01)
pi? = poo + po1. (2.29)
De manera similar para el caso de medir el primer cubit cuando se encuentra en el estado |1)
p® = p1o + p1a. (2.30)

2.1.5. Tomografia de 1 cubit

La tomografia de un cubit corresponde a la medicion del vector de Bloch. Cada compo-

nente del vector de Bloch r; (ecuacion 2.4) corresponde al resultado de un par especifico de

mediciones proyectivas (Altepeter et al., 2005):

r1 = (Ylod) = (Yl(m - )| ¢) (2.31)
r2 = (yloy|) = (P|(m2 — ;) |¢h) (2.32)
rs = (Yloz|) = (Y|(rts — r137) ) (2.33)

Donde 1 son los proyectores formados por la base {|¢)} y los ;> formados por la base orto-

gonal a la anterior, de modo que:

0+ 1
1) = 1_1\7251_) (2.34)
0, +i
|$2) = HVZZII% (2.35)
|¢3) = |0) (2.36)

En el contexto de los fotones, el vector r™ corresponde al llamado vector de Stokes, com-

puesto por los parametros de Stokes S = (S1, Sy, S3), y la base en la cual se los calcula es

0o)+]1
|D) = 7 (2.37)

5
0, +j
IRY = H—szl) (2.38)

|H) = 10) (2.39)

10



donde |H) es la polarizacion horizontal, |D) es la polarizacion diagonal y |R) es la polarizacion

circular.

2.2. Lacomputadora cuantica de IBM

2.2.1. Funcionamiento basico

Los procesedores cuanticos de IBM se basan en cubits superconductores. Estos cubits se
originan en circuitos eléctricos construidos con materiales superconductores como aluminio o
niobio, depositados sobre sustratos de silicio o zafiro mediante técnicas de microfabricacion y
litografia (Manenti y Motta, 2023). Cada cubit se basa en una uniéon Josephson, un delgado ais-
lante que separa dos superconductores, permitiendo que los pares de Cooper tunelen y generen
niveles energéticos discretos que representan los estados |0) y |1). Estos circuitos superconduc-
tores requieren temperaturas ultrabajas ( 1020 mK) alcanzadas con refrigeradores de dilucion
(Stancil y Byrd, 2022), para mantener la superconductividad, mitigar la decoherencia causada
por excitacion térmica y preservar la coherencia de los estados cudnticos. La manipulacion y
lectura de los cubits se realiza mediante pulsos de microondas enviados a resonadores supercon-
ductores acoplados, permitiendo rotaciones controladas y la deteccion de los estados (Bardin
et al., 2021; Naeij, 2025).

No obstante, uno de los principales desafios en el desarrollo de computadoras cuanticas
es la decoherencia, un fendmeno mediante el cual los cubits pierden su estado cudntico debido a
interacciones con el entorno. Esta pérdida de coherencia limita el tiempo durante el cual un cubit
puede mantener informacion cudntica util. Para caracterizar este comportamiento se emplean
dos métricas fundamentales: T1 (tiempo de relajacion) y T> (tiempo de decoherencia).

El tiempo T1 corresponde al tiempo que tarda un ctbit en decaer desde su estado excitado
hasta su estado base (figura 2.4). Por su parte, el tiempo T (figura 2.5) cuantifica cuanto tiempo
puede mantenerse la superposicion de estados antes de perderse debido a perturbaciones exter-
nas (Kasirajan, 2021). Ambos tiempos constituyen indicadores clave de la calidad y estabilidad
de un cubit y, en los procesadores cuanticos actuales de IBM como Eagle, Heron y Nighthawk,

suelen encontrarse en la escala de los microsegundos (IBM Quantum, 2025).
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Figura 2.4: Caracterizacion del tiempo de relajacion. El clbit se prepara en el estado ( ,)se le aplica
una transformacion X y se espera un tiempo para medir la probabilidad de que el estado se encuentre en
|1), se realiza un ajuste exponencial y se obtiene el tiempo T1 de este ajuste.

Figura 2.5: Tiempo de decoherencia Ts. (a) El cubit se encuentra en un estado superpuesto (flecha verde)
y comienza a perder coherencia. (b) El cubit ha perdido toda coherencia, es decir en promedio el vector
de bloch (flecha verde) no tiene una direccion definida. El tiempo que le toma al cubit en perder toda
coherencia es llamado tiempo de decoherencia T».

IBM dispone de una plataforma en la nube llamada IBM Quantum, la cual permite que
cualquier persona con acceso a internet pueda interactuar de forma remota con una computadora
cuantica. Esta interaccion se realiza mediante un entorno de codificacion denominado Qiskit

(Aleksandrowicz et al., 2019), un kit de desarrollo de software basado en Python que, ademas,

puede integrarse con Jupyter Notebooks.
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Todas estas caracteristicas hacen que los procesadores cudnticos constituyan una alterna-

tiva versatil en comparacioén con un laboratorio experimental tradicional.

2.2.2. Implementacion de compuertas cuanticas en cubits superconduc-
tores

La manipulacion de cubits es esencial para el funcionamiento de los algoritmos cuanticos.
Esta manipulacion se realiza mediante el uso de compuertas cuanticas, las cuales modifican el
estado de los cubits. Los sistemas cuanticos de IBM incorporan compuertas cuanticas basicas
que actian sobre uno o dos cubits. En particular, el backend utilizado en este trabajo cuenta con
las compuertas de un cubit: /D (compuerta identidad), RZ (compuerta de rotacion), X y SX,

las cuales estan asociadas a las transformaciones:

X = [[ (2.40)
10
(] J
11+i 1-—in
SX = - 1] d (2.41)
2 10 1+i
Ademés, posee la compuerta ECR, la cual actia sobre 2 cubits:
0 0 1
1.0 0 /i 1
ECR = +/5 1 0 (2.42)
r1l1 —-i 0 O
-i 1 00

Con estas compuertas basicas, los sistemas cudnticos de IBM pueden adaptar (transpilar) cual-
quier circuito cuantico que disefiemos. Sin embargo, si empleamos compuertas cudnticas dis-
tintas de las mencionadas, o utilizamos compuertas que involucren 2 cubits que no estén co-
nectados fisicamente (figura 2.6), entonces el transpilador de IBM implementara una secuencia
de compuertas cudnticas basicas para reescribir el circuito deseado. Este proceso, no obstante,
incrementa el tiempo de ejecucion del circuito y reduce la fidelidad del estado cuantico debido

a la decoherencia.
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Figura 2.6: Mapa de conectividad de los cubits del backend ibm_sherbrooke. Cada nodo representa
un cubit fisico y cada enlace indica la posibilidad de implementar una compuerta de dos cubits entre
pares especificos, de acuerdo con la conectividad del dispositivo. La escala de color representa métricas
experimentales de error obtenidas durante la calibracion del hardware, donde las tonalidades violetas
indican mayores tasas de error, mientras que las tonalidades azules corresponden a un menor error y, por
tanto, a una mayor fidelidad. (AbuGhanem, 2025).

En un algoritmo cuédntico podemos emplear diversas compuertas cudnticas, las cuales
operan de manera analoga a las compuertas logicas de las computadoras clasicas, pero con la
capacidad de manipular estados cuanticos. Las transformaciones de rotacion de las ecuaciones
(2.9-2.11) tienen su correspondiente representacion como compuertas cuanticas, tal como se
muestra en la figura 2.7.

Con el objetivo de evidenciar como compuertas estdndar pueden implementarse a par-
tir de rotaciones elementales y factores de fase, se presentan a continuacion algunos ejemplos
de descomposicion de compuertas. En particular, al considerar el producto de dos rotaciones
acompafiado de un factor de fase global, de la forma —i Rx(rt)Ry(rt/2), se obtiene una trans-
formacion equivalente a la compuerta Hadamard H, la cual genera los estados de superposicion
19)%7%1 y 19>:~V—12> a partir de los estados |0) y |1), respectivamente. De manera analoga, la trans-

formacion e/2R,(¢) es equivalente a la compuerta de fase P (¢), mientras que la combinacion

e™/*R,(rt/2) reproduce la accién de la compuerta S.
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— Rx(a) —

— Ry(9) —

—— Rz(a) —

Figura 2.7: Compuertas cuanticas R(3), R,(J) y R.(9), representando rotaciones alrededor de los ejes
x, ¥y y z del espacio de Bloch.

— P() —

Figura 2.8: Compuerta de Hadamard H, S y P.

Ahora podemos estudiar las compuertas que involucran dos cubits, entre las cuales des-
tacan las compuertas controladas, ya que incorporan un cubit de control. En este tipo de com-
puertas, una transformacion U se aplica sobre el segundo ctbit inicamente cuando el ctbit de

control se encuentra en el estado |1). La transformacion se describe como:

Uetri = [0)(0] ® 1+ [1)(1| ® U (2.43)

Donde la transformacion U puede ser una transformacion arbitraria del tipo SU(2). La figura
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2.9 muestra la compuerta control-U aplicada sobre el segundo cubit, siento el primer cubit el

de control.

U_

Figura 2.9: Compuerta controlada U, donde el qubit de control (en el primer registro) controla la apli-
cacion de la compuerta U sobre el qubit objetivo (en el segundo registro).

2.2.3. Ejecucién de un circuito cuantico

IBM ofrece acceso a sus backends, los cuales pueden ser simuladores o computadoras
cuanticas reales; sin embargo, los usuarios gratuitos disponen solo de 10 minutos de acceso.
En este trabajo se ha utilizado el backend ibm_sherbrooke, una computadora cudntica de 127
cubits superconductores basada en el procesador Eagle 13, con tiempos promedio T1 y T, de
275.67us y 190.58us, respectivamente (AbuGhanem, 2025).

La estadistica de los resultados obtenidos en una computadora cuantica depende del nt-
mero de shots, los cuales representan la cantidad de veces que un circuito es ejecutado. Es decir,
la precision de las distribuciones de probabilidad resultantes depende directamente del nimero
de shots. Cada ejecucion de un circuito con una cantidad fija de shots constituye un experimen-
to. El nimero méaximo de experimentos que pueden enviarse simultdneamente a la computadora
cuantica es 100. Por lo tanto, existe una limitacion en los recursos disponibles, y es necesario
optimizar la cantidad de shots requerida para cada experimento, dado que un mayor niimero de
shots implica un mayor tiempo de computo.

Para determinar la cantidad adecuada de shots, podemos realizar la siguiente estimacion:
Sea y el resultado de cada medicion en la base computacional, el cual sigue una distribucion

de tipo Bernoulli (KET.G, 2021). La probabilidad de medir |1) es p, y 1 — p es la probabilidad

de medir |0). El valor esperado de y es p y su desviacion estandar es  p(1 — p). Si se consi-
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dera un gran nimero de mediciones —es decir, shots— la desviacion estandar de la media es
p(1 — p)/n. Ademas, la media de las mediciones sigue una distribuciéon normal con media
p y desviacion estandar p(1 — p)/n. Podemos entonces establecer el siguiente intervalo de

confianza para la media de y a un nivel de confianza ¢

r—
1 pT=P)
iz PE=P) G, PETPY (2.44)
2 n 2 n

donde & representa un estimador para la media de y, z1-c es el nivel critico de confianza c para
2
una distribucion normal con media 0 y desviacion estdndar de 1. El error en la media de y se

puede aproximar a:
o
p(1 - p)

Ex Zic
2 n

(2.45)

De la ultima ecuacion podemos determinar el nimero de shots en funcion del error de la media

y dar un valor maximo para la desviacion estandar con p = 1.

Zic
n ~ (72
2¢€

)2 (2.46)

Para un nivel de confianza del 95 %, el valor critico es zq,025 = 1,96, con un error € entre 2 % -

3 % podemos estimar un naumero de shots n = 2000.

2.2.4. Tomografia de un cubit en la computadora cuantica

Si tenemos el estado de un cubit descrito por la ecuacion (1.2), al cual se le aplica una serie
de compuertas cuanticas representadas por las transformaciones U;, tal que U = U1 - Uz U3 -. . .,
el estado final sera |W) = U |¢). Si deseamos reconstruir la matriz densidad de este estado final,
debemos calcular el vector de Bloch (ecuacion 1.25). Para ello, primero recordemos que al medir

la salida de un circuito cuantico se obtiene lo siguiente:
pi = (W]N){i|W) (2.47)

Siendoi=0, 1.
Si ahora queremos contruir los proyectores de las ecuaciones (1.27-1.29), debemos aplicar una

transformacion a los proyectores de la siguiente forma:

(WIT - )il - TTW) (2.48)
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Notar que si T = 1 recuperamos la ecuacion (1.45), con los cual obtenemos po, p1 y el parametro
r3 = po— pi. Siahora T = H, T = St - H obtenemos los parametros r1 y r2, respectivamente.

De manera que los parametros de r~ en funcion de las compuertas cudnticas serian:

ri=(W|H - [0){O] - H|W) — (W[H - |1)(1] - H|W) (2.49)
ra=(W|St-H-|0ON0| - H-S- W)= (W|St-H-|1N1]-H-S-|W) (2.50)

rs =(W|0)O0[|W) — (W[1)(1|W) (2.51)

Por lo tanto, podemos implementar la tomografia de un estado arbitrario |W) mediante el circui-
to cuantico de la figura 1.10, donde se muestra la compuerta T, la cual genera los proyectores
mencionados anteriormente. La compuerta T representa distintas compuertas cuanticas segun

los parametros r que se necesiten calcular (tabla 1.1).

|0) U T —~

Figura 2.10: Circuito cuantico para realizar la tomografia de un estado.

Compuerta T Valor esperado

— H — (Ox)

—1 ST H (oy)
(02)

Tabla 2.1: Compuerta G necesaria para indicar la polarizacion inicial que tendra el ctbit.

Ademas, con ayuda de la tomografia podemos estimar el error asociado a los pardmetros angu-
lares de las compuertas cuanticas luego de ejecutar un experimento en la computadora cudntica.

En particular podemos estimar el error de la compuerta de fase P (¢). Si aplicamos la compuerta

a un estado superpuesto 1R obtenemos:
2

i}
. (2.52)

2
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Ahora podemos calcular los valores de esperados de Pauli

(0x) =cos ¢ (2.53)

(oy) = sing (2.54)

Donde podemos denotar como u = (ox) y v = (0oy), de tal manera que podemos calcular ¢

como:

(]5 = arctanz (2.55)
u

Estimamos el error de ¢ a partir de considerar los errores asociados a los parametros u y v luego
de la ejecucion de un experimento en la computadora cudntica y considerando una propagacion

de errores:

\/
v2o, +Uu%oy

= (2.56)
o9 u? +v?

Donde oy y ov corresponden a los errores de los valores esperados del ox y oy, respectivamente.

2.3. Fase de Pancharatnam

La fase de Pancharatnam fue introducida originalmente por S. Pancharatnam en el con-
texto de la oOptica clasica de la polarizacion (Pancharatnam, 1956). En su formulacion, Pan-
charatnam defini6 una fase relativa entre estados de polarizacion no ortogonales, asociada a la
condicion de interferencia constructiva entre ellos. Si bien esta fase corresponde a la fase total
adquirida en el proceso, su analisis contiene una componente de caracter geométrico que se ma-
nifiesta en ciertos experimentos de polarizacion y que serd examinada en detalle en la siguiente

seccion.

2.3.1. Interferometro de Mach-Zhender

Si consideramos dos estados no ortogonales |/} y |f) tal que |f) = U i), donde U es
una transformacion arbitraria. La fase de Pancharatnam relativa es ®p = arg({i|f)). Basados
en el trabajo de Pancharatnam es posible hacer un estudio interferométrico para observar esta
fase al considerar los estados no ortogonales mencionados |i) y |f). Para esto, consideremos el

interferémetro Mach-Zhender, donde un estado |/} de divide en dos caminos debido a un divisor

19



de haz (BS). En uno de los brazos se anade una transformacion U que actia sobre el estado |i),
se regula el desfase entre ambos los caminos Opticos de ambos brazos ¢ y se recombina los

haces en un segundo divisor de haz (BS).

BS

D

Laser

—

Figura 2.11: Interferometro de Mach Zehnder. Se muestra un laser, el cual es dividido por un Beam
splitter (BS) en 2 partes, para luego ser recombinados en otro Beam splitter (BS).

BS

La intensidad a la salida del interferometro es:
1= 1e®|iy + |f)I* = 2 + 2|{ilf)| cos(¢ — arg({ilf))) (2.57)
Este resultado muestra que el maximo de interferencia ocurre cuando:

®r = ¢ = arg((ilf)) (2.58)

Es decir, la fase de Pancharatnam se manifiesta como un corriemiento en el interferograma.

2.4. Fase geométrica

En 1984 Berry (Berry, 1984), mostroé que un sistema cudntico sometido a una evolucion
ciclica adiabatica adquiere una fase dindmica (asociada a la energia del sistema y el tiempo de
evolucion) y una fase adicional que depende de la trayectoria seguida en el espacio de parame-
tros. Mas adelante, el concepto fue generalizado para evoluciones no adiabaticas y no necesa-
riamente ciclicas (Samuel y Bhandari, 1988). Esta fase depende exclusivamente de la geometria
de la trayectoria que recorre el estado en el espacio de parametros, lo que dio lugar a la denomi-

nacion de fase geométrica. Por lo tanto, segiin Berry, la fase total o de Pancharatnam se puede
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descomponer en una fase dinamica y una fase geométrica:

br = g + Guin (2.59)

A continuacién mostraremos como surge esta fase geométrica. Consideremos el experimento
de Pancharatnam, donde un haz de luz pasa por N polarizadores, donde cada polarizador actua

como |Y){Pi| conk =1,2,3,..., N. Siel estado inicial es |¢o), el estado final resulta:
[r) = [Wn KN [Wn-1).. (2| 1) (]| o) (2.60)
La fase relativa entre |o) y |r) es:

® = arg(o|gr) = arg{Po| Yn Y{(Yn |Pn-1)... 2| Y1) o) (2.61)

El argumento de la ecuacion 2.58 corresponde a una invariante de Bargmann (Bargmann, 1964),
es decir no cambia bajo transformaciones de fase global e*. Ademas, esa ecuacion puede ser

escrita como

M1 !
® =arg (Po|Yn) (2.62)
o {Wir1| i)
donde la ecuacion anterior puede ser reescrita
b2
© = arg(oln) - arg(Pr|Pis1) (2.63)
k=0

El primer termino de la ecuacion 2.60 muestra la fase total y el segundo termino corresponde a

la fase dindmica. De modo que, si consideramos la ecuacion 2.56, la ecuacion 2.60 es

&=
O =arg(o|Yn) - arg(PYk|Pis1) = Dp — Ddin = Dg (2.64)

k=0

Por lo tanto, esta fase se denomina fase geométrica, ya que, como se menciond anteriormen-
te, es invariante bajo transformaciones de fase globales y depende tinicamente de la trayectoria
descrita en el espacio proyectivo de estados. Posteriormente, Mukunda y Simon (Mukunda y Si-
mon, 1993) desarrollaron un enfoque cinematico, el cual permite definir la fase geométrica en
evoluciones generales, sin conocimiento del Hamiltoniano.

Si consideramos los estados |¢(s)) € H, s € [s1, s2]. Dado los estados inicial |i) y final
|f) de una curva Co: |((s1)) y |¢(s2)), respectivamente. La fase de Pancharatnam entre dichos

estados es:

®p = arg(P(s1)|P(s2)) (2.65)
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Y la fase geométrica adquirida por el estado es:

J S2
®g = arg(P(s1)|P(s2)) = Im  (Y(s1)|g(s2)) (2.66)

S

q)g =Qp — q)dyn (267)
Donde la ecuacion 2.63 es invariante bajo transformaciones U(1) (llamado gauge)
[(s)) = [¢/(s)) = €| ¢(s)) (2.68)

Siusamos |¢'(s) en la ecuacion 2.63 la curva Co se transforma en otra curva C o y ademas:

Vs,
@'y = arg(Y'(s)|¥'(s2)) = Im  (P'(s1)[¢ (s2) (2.69)
.. S2 .
D', = arg(P(s1)|P(s2)) + (a(s1) —als2)) —Im  (P(s1)|P(s2)) — (a(s1) — a(s2))
(2.70)
q),g = q)P - q)din (271)
por lo tanto:
D, =D, (2.72)

Este resultado, nos permite elegir el gauge adecuado para poder anular la fase dindmica @gyn,

esto es cuando a(s) cumple la condicion:
Im((s1)ld(s2)) + &(s) = 0 (2.73)
Considerando el gauge que cumpla la condicion anterior, se demuestra que:
Oy = Op (2.74)

Es decir, es posible medir esta fase geométrica con un método interferométrico similar a como

se mide la fase de Pancharatnam.
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Estudio de la fase geométrica por métodos
Interferomeétricos

En este capitulo se estudia la medicion de fases geométricas en sistemas Opticos mediante
arreglos interferométricos. En particular, se analizan esquemas basados en el interferometro de
Mach—Zehnder, los cuales permiten acceder a fases relativas asociadas a la evolucion de estados
de polarizacion. Estos arreglos constituyen la base experimental para la medicion de la fase de
Pancharatnam y de la fase geométrica, y sirven como punto de partida para la implementacion

de esquemas analogos mediante circuitos cuanticos.

3.1. Caodificacion de un cubit en polarizacion y camino

Un haz de luz posee distintos grados de libertad que pueden ser utilizados para codificar
informacion, entre los cuales destacan el camino (asociado a las trayectorias espaciales que
sigue la luz dentro de un sistema optico) y la polarizacion (relacionada con la orientacion del
campo eléctrico). Cada uno de estos grados de libertad puede emplearse para codificar un cubit.
En particular, se consideran los estados ortogonales {|x), |y)} para el camino y {|h), |v)} para la
polarizacion. De este modo, el sistema completo se describe como un sistema de dos cubits, cuyo
estado total puede representarse en el espacio producto de ambos grados de libertad mediante

el formalismo de Dirac:
@) = ai|xh) + az|xv) + as|yh) + aa|yv) 3.1)

donde los coeficientes a; € C. La ecuacion (3.1) describe el estado mas general del sistema,
asociado a los grados de libertad de camino y polarizacidon de un haz laser. En lo que sigue, se
analizara la accion de distintos elementos Opticos sobre estas bases, con el objetivo de describir

la evolucion del estado a lo largo de los arreglos interferométricos considerados en este trabajo.
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3.2. Interferometro para medir la fase de Pancharatnam

En la literatura se ha reportado la medicion de la fase de Pancharatnam mediante interfe-
rometros del tipo Mach—Zehnder (Loredo et al., 2009), como el mostrado en la figura 3.1. En
este arreglo experimental se emplea un laser He—Ne cuya luz, tras atravesar un polarizador y un
expansor de haz, se divide en dos haces que posteriormente son preparados con polarizaciones
ortogonales: uno con polarizacion horizontal y el otro con polarizacién vertical.

Ambos haces ingresan a un interferdmetro Mach—Zehnder. En una de las ramas del inter-
ferometro se colocan tres placas retardadoras (Q: placa de cuarto de onda, H: placa de media
onda), dispuestas de tal manera que permiten implementar una transformacion arbitraria del gru-
po SU (2) sobre el estado de polarizacion. Como consecuencia de esta transformacion, el haz
polarizado horizontalmente adquiere una fase de Pancharatnam ®p = &, mientras que el haz
con polarizacion vertical adquiere una fase opuesta ®p = -8, de modo que la fase relativa entre
ambos haces es 26. Finalmente, este desfase relativo se determina a partir del interferograma

registrado por una cdmara CCD.

3.2.1. Descripcion de los dispositivos opticos

En la figura 3.1 se muestran todos los elementos dpticos empleados en el experimento.
Los elementos que actlian sobre el espacio de camino son el divisor de haz (beam splitter, BS)

y los espejos (M), a los cuales se les asocian las siguientes transformaciones:

Bs = =1 (32)
2 1 1
[
1 0
M= (3.3)
0 e

Las placas Q y H corresponden a placas retardadoras de cuarto de onda y de media onda, res-
pectivamente. Estos elementos actuan sobre el espacio de polarizacion, modificando el estado
de polarizacion del haz laser. La secuencia de placas retardadoras mostrada en la figura 3.1
permite implementar cualquier transformacion perteneciente al grupo SU (2) sobre el estado de

polarizacion.
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Figura 3.1: Arreglo interferométrico usado para determinar la fase de Pancharatnam, desarrollado por
Loredo et al. (Loredo et al., 2009), se muestra el haz que proviene de un laser He-Ne (L) pasa por un
polarizador (P) y un expansor de haz (E), se obtiene dos haces, uno de ellos pasa por un polarizador
(P1) y el otro por un segundo polarizador (P2), orientado ortogonalmente respecto del primero. Los dos
haces ingresan a un interferometro del tipo Mach-Zehnder (BS: beam splitter, M: espejo), en la rama
de la izquierda se ubica tres placas retardadoras (Q: placa de cuarto de onda, H: placa de media onda),
de modo que se realiza cualquier transformacion SU(2) deseada. Esta transformacion afiade una fase
de Pancharatnam @, = 6 al haz con polarizacion horizontal y una fase opuesta ®p =—6 al haz con
polarizacion vertical, de modo que la fase relativa es igual a 26. Por ulitmo se puede medir este desfase
relacionado a 6 con una cdmara CCD.

En particular, la parametrizacion empleada en el experimento corresponde a la denomi-

nada descomposicion Y ZY, dada por

UEn=exp —iS6, exp i 6, exp —i;:c?y (3.4)

) 2

A partir de esta parametrizacion y utilizando angulos de Euler (Englert et al., 2001), es posible

expresar los angulos de orientacion de las placas retardadoras como

=3+ 2¢ H E—n—-7-n Q n—27 (3.5)
4 4 4

Uin g =qQ

Alternativamente, puede emplearse otra parametrizacion, definida en la esfera de Bloch, cono-

cida como descomposicion ZY Z:

S+vy S—y
U(s,y, 6)=exp i( )G exp(—iB6 )exp i( )G 3.6)
2 z y 2 z
la cual admite la representacion matricial - .
. ebcos6 —eV sin 6D
U(8,y,8) =t i (3.7)

e"sin8 e cosB
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Esta parametrizacion permite identificar de manera directa la fase de Pancharatnam 6. En efecto,
si se considera un estado inicial |i), el estado final viene dado por |[f) = U (6, y, 8)|i), y la fase

de Pancharatnam se obtiene a partir de la fase relativa

O = arg(ilf) 3.8)
®r = arg(e’® cos B) (3.9)
®p =6 + arg(cos B) (3.10)

Por lo tanto, para valores de 8 tales que cos 8 > 0, la fase de Pancharatnam coincide con el
parametro 6 (mddulo ). En consecuencia, en dicho trabajo se midi6 experimentalmente la fase
de Pancharatnam 6.

Esta descripcion experimental para medir la fase de Pancharatnam resulta relevante en el
contexto de esta tesis, ya que permite establecer una correspondencia directa entre la descripcion
interferométrica del sistema Optico y su implementacion analoga en términos de compuertas
cudnticas sobre un cubit.

Cada uno de los elementos del montaje experimental descrito anteriormente puede aso-
ciarse a una compuerta cuantica. En particular, el divisor de haz (BS) es equivalente a la com-
puerta de Hadamard H. La secuencia de placas retardadoras QHQ implementa una rotacion
general en el espacio de polarizacion y puede descomponerse en una sucesion de compuertas
de rotacion R,(—6 — y), Ry(28) y R:(-6 + y), donde el parametro 6 corresponde a la fase de

Pancharatnam. Finalmente, el elemento M es equivalente a una compuerta de fase P (¢).

3.2.2. Diagrama simplificado del arreglo interferométrico

La figura 2.11 muestra un diagrama simplificado del arreglo interferométrico empleado
para la medicion de la fase de Pancharatnam (figura 3.1). A continuacién, se describe la evo-
lucion del estado inicial a lo largo del interferometro, considerando explicitamente los grados
de libertad de polarizacion y de camino. Asimismo, se emplean las transformaciones asociadas
a compuertas cuanticas, las cuales son analogas a las transformaciones dpticas implementadas
en el experimento descrito previamente.

Denotaremos por |(;) el estado del sistema en cada etapa de la evolucion. El estado inicial

se considera con polarizacion horizontal y propagandose en la direccion x:
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|1) = |xh) (3.11)

Tras el primer divisor de haz (BS), el estado se transforma en

1
|2) = VLE (Ixh) + |yh)). (3.12)

En la rama y del interferometro actuan la transformacion U sobre la polarizacion y el

elemento de fase M, dando lugar al estado

e —iy
|3 = v]’-£|xh> + ¥ €7 cos(6) Iyh) + €™ sin(6) Iyv) (3.13)
Luego, tras el segundo divisor de haz, el estado resulta
1 oit

ay = (1) + ) [hy + = (%) = 1) € cos(B)|h) + e~V sin(B)|v) . (3.14)

Expandiendo la expresion anterior, se obtiene

1 + e(5*®) cos(B) 1 — e/l6*9) cos(B)
L L Rt ) 1)
e®e~v sin(B) e®e-v sin(B)
+ —2 [xv) — —2 [yv).

La ecuacion (3.15) describe el estado final del sistema, correspondiente a la salida del interfe-
rometro. A partir de este estado, se calculan las probabilidades asociadas a detectar el ctbit en

el camino x con polarizacion horizontal y vertical, respectivamente:

1
Pxn =Y drtx® rtn|da) = Z 1 + cos® B8 + cos B cos(¢p + 6) , (3.16)
1102
Pov = (Walrte @ 1| a) = S“; 8 (3.17)

Utilizando la medicion proyectiva definida en la ecuacion (2.25),
Tix=Tix Q 1th + 1ty @ 1y, (3.18)
la probabilidad total de deteccion en el camino x viene dada por

1
P.=P, ,+P,, = _[1+cosBcos(p+6)]. (3.19)
# X,V 2

En el experimento mostrado en la figura 3.1, la fase de Pancharatnam se determina a partir

de la comparacion de dos patrones de interferencia obtenidos para diferentes estados iniciales de
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polarizacion. De manera analoga a lo discutido anteriormente, se realizan los calculos para un
estado inicial con polarizacion vertical y se evalua la probabilidad Px para esta nueva condicion
inicial:
1
Px = 2—[1 + cos B cos(¢p — 8)]. (3.20)

De este modo, para un estado inicial con polarizacion horizontal se obtiene

ph = 1_[1+cos6cos(¢)+6)], (3.21)
X 2

mientras que para un estado inicial con polarizacion vertical resulta
1
Py = _2[1 + cos B cos(¢p —9)]. (3.22)

Aqui, el superindice j en P/ indica el estado inicial de polarizacion del laser, conj = h
para polarizacion horizontal y j = v para polarizacion vertical. Las ecuaciones (3.21) y (3.22)
muestran que la fase relativa entre ambos patrones de interferencia es 26, es decir, el doble de

la fase de Pancharatnam.
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3.3. Interferometro para medir fases geomeétricas

Figura 3.2: Interferometro desarrollado por Loredo et al. (Loredo, 2011) para medir la fase geométrica en
cubits de polarizacion. Se muestra un haz que proviene de un laser He-Ne, este haz pasa por un expansor,
se obtiene 2 haces que ingresan al interferometro Mach-Zehnder, un haz con polarizacién horizontal
(linea continua) y el otro haz con polarizacion vertical (linea discontinua). En la rama izquierda se ubica
tres placas retardadoras (QHQ), de modo que pueden generar la transformacion Uy(s), luego se afiade
2 placas (QH) para generar la transformacion Ugn el cual produce un estado polarizado superpuesto y
por ultimo se anade 5 placas retardadoras (QQHQQ) para generar la transformacion U(s). En la rama
derecha solo se afiade 2 placas (QH) para generar el mismo estado superpuesto que en la rama izquierda.
Estas transformaciones introducen la fase geométrica a los haces que ingresaron al interferometro, —®q
y @y a cada haz con polarizacion horizontal y vertical, respectivamente. Por ulitmo se puede medir este
desfase relativo con una camara CCD.

La figura 3.2 muestra el interferometro desarrollado por Loredo et al. (Loredo, 2011) para
la medicion de fases geométricas adquiridas por un cubit de polarizacion. En este esquema, la
fase geométrica se induce mediante la transformacion Ua(s), mientras que la transformacion
Uen se emplea para preparar el estado inicial. Por su parte, la eleccion del gauge se implementa
a través de la transformacion Ug(s).

La transformacion Us(s) es andloga a la definida en la ecuacion (2.9) y describe una

rotacion alrededor del eje 71 en la esfera de Bloch:
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Us(s) = e /207 (Onén) (3.23)

donde A = (sin ¥, cos ¢n, sin Ty sin ¢n, cos n), y On y ¢n corresponden a los angulos polar y
azimutal en la esfera de Poincaré. La transformacion Ugy prepara al cubit de polarizacion en

un estado eliptico

|@o) = Uen |H), (3.24)

donde |H) representa el estado de polarizacion horizontal.

El gauge aplicado durante la evolucion se define como

S
a(s) = 2'((/)0|5 -AlYo). (3.25)

Con esta eleccion del gauge, la contribucion dindmica a la fase se anula, de modo que la fase

geométrica coincide con la fase de Pancharatnam, tal como se discutio en la Seccién 2.4:

Dy = Op = arg(P(s1)|Y(s2)), (3.26)
Dg = arg(Wol €I Ua(s)|¢o), (3.27)
)

g = {Wo|G - o) + arg(do|Ua(s)|do) (3.28)

3.3.1. Descripcion de los elementos opticos del experimento

De manera andloga al experimento de medicion de la fase de Pancharatnam, el divisor de
haz (BS) y los espejos (M) actiian sobre el espacio de camino. Por su parte, las transformaciones
Ua(s) y Uen operan sobre el espacio de polarizacion del ctbit. La transformacion Uq(s), la cual
denominaremos gauge, introduce una fase relativa entre las trayectorias del interferometro, la
cual puede representarse como una transformacion en la base de camino.

En este trabajo se considera un caso particular de la transformacion Us(s), correspondien-

te a un eje de rotacion h = (0, 0, 1), para el cual se obtiene
Ua(s) = Ur(s) = e (3.29)

La transformacion Uen prepara al cubit de polarizacion en un estado eliptico, lo cual

puede expresarse mediante la rotacion
Usen = e-2%. (3.30)
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Por lo tanto, a cada elemento dptico del interferometro puede asociarsele una transforma-

cion unitaria. En particular, las transformaciones consideradas en este trabajo para Uq(s), Uen

y Uz (s) son
[ C
-1 0
Uatey = ° iy (331)
0 eia(s)
L C
u = [cos 3 _Smﬁé, (3.32)
sin?  cos?
2 2
0
0 .0
el 2 , (3.33)
U(s)= - 0
0 eé?

Cada uno de estas transformaciones puede interpretarse como una compuerta cuantica.
En particular, Uys) corresponde a una compuerta de fase P (a(s)). La transformacion U, +(s) es
equivalente a una compuerta de rotacion R,(s), mientras que Ugy corresponde a una compuerta

de rotacion Ry(9).

3.3.2. Diagrama simplificado del arreglo interferométrico

BS

Uz (s)

Uen Uen

Ud
Laser )

BS

Figura 3.3: Arreglo interferometrico simplificado, se muestran las transformaciones U(s), Ry a aso-
ciados a Un(s), Uen y Uq(s), respectivamente.
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En la figura 3.3 se muestra el esquema simplificado del interferometro utilizado para
medir fases geométricas en cubits de polarizacion. Es posible estudiar la evolucion del estado

del haz en cada etapa del interferometro. Consideramos como estado inicial

|h1) = |xh). (3.34)

Tras el primer divisor de haz (BS) se obtiene

[xh) + |yh)
|2) = . (3.35)

2

La aplicacién del gauge introduce una fase relativa entre los caminos:

_ |xh) + Ve"“‘” lyh)
> .

|¢3) (3.36)

Las transformaciones Uey y Uz (s) actlian sobre la base de polarizacion, dando lugar al estado
154 J%fll g %\Q
= + 1
[fay=cos , N, #sin N, (3.37)
i(a(s)-2) i(a(s)+%)
veos T T 0 €T
2 2 2 2

Luego, el espejo introduce una fase adicional ¢:

g |xh g |xv
|s) = cos ) JV—Z) + sin 17_1

2 2 (3.38)
g elerals)-IIvh g ell®+rals)+3)yy
+Cos T ‘V[—z ly > +sin = ‘v[—z ly )
2 2 2
Finalmente, tras el segundo divisor de haz (BS), el estado a la salida del interferémetro es
9 1+ eld+rals)-3) g 1 - eile+als)-3)
= - h =+ - h
|he) = cos 5 |xh) +cos 5 5 lyh) (3.39)
.9 14+ ellorals)+y) g 1 - ellerals)+y)
+ sin —2 5 [xv) + sin 5 > lyv).

Este estado corresponde al estado final del interferometro. Las probabilidades de deteccion en

x con polarizacion horizontal y vertical son

g 1+cos(¢p+a(s)—=*
Pxh = (Ps|rtx @ 1tn|Ps) = cos? ; . 5), (3.40)
. 9 1+cos(¢p+a(s)+?2
Pyv = (Ps|rx @ my|Pe) = sin? = (¢ (5) 2). (3.41)
2 2
Usando la medicion proyectiva
Ty = 1ty @ mtn + 11 Q@ 11y, (3.42)
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la probabilidad total en x es

1
P, = 5 1+ cos SE cos(¢ + a(s)) + cos % sin % sin(¢ + a(s)) . (3.43)

Reordenando la expresion, se obtiene

1
Py = > [1+Acos(p + als) —y)], (3.44)
donde S
s v . s
A= cos? 5 +cos? = sin? — , (3.45)
s
y =arctan cos — tan > (3.46)

Esta expresion tiene la forma de un patron de interferencia, donde la fase efectiva a(s)-y

puede ser medida de manera andloga a la fase de Pancharatnam.
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Estudio de la fase geométrica usando la compu-
tadora cuantica de IBM

En este capitulo se disefian e implementan circuitos cuanticos que son analogos a los inter-
ferometros utilizados para medir la fase de Pancharatnam y fases geométricas. En la Seccion 4.1
se describe la metodologia empleada para la medicion de fases, tomando como caso particular
la fase de Pancharatnam. Posteriormente, en la Seccion 4.2, se aplica esta misma metodologia

para la medicion de la fase geométrica.

4.1. Medicién de la fase de Pancharatnam

A partir del anélisis de las transformaciones asociadas a los elementos opticos del inter-
ferometro utilizado para medir la fase de Pancharatnam, es posible disefar un circuito cuantico
andlogo. Como primera propuesta, se presenta un circuito cuantico (figura 4.1) que emplea la

parametrizacion ZY Z descrita en el capitulo anterior.

|0c) — H ] ] P(¢) H

10 ) G Rz(=6 - y) Ry(26) Rz(=6 +y)

Figura4.1: Circuito cuantico analogo al arreglo interferométrico usado para medir la fase de Pancharat-
nam en cubits de polarizacion.

El disefio del circuito cudntico (figura 4.1) se desarrolla en varias etapas. En primer lugar,
se determina el nimero de cubits a utilizar; en este caso se emplean dos: uno asociado a la base
de camino, inicialmente en el estado |Oc), y otro asociado a la base de polarizacion, inicialmente
en el estado |0p ). A continuacion, se prepara la polarizacion inicial mediante la compuerta G,

de acuerdo con la Tabla 4.1.
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Posteriormente, siguiendo el orden de accidon de los elementos Opticos del arreglo expe-
rimental (figura 3.3), se incorporan las compuertas cudnticas equivalentes. La compuerta de
Hadamard se aplica al cabit de camino, replicando la funcion del primer divisor de haz. Se-
guidamente, se emplean las compuertas controladas R; y Ry, correspondientes a la secuencia
QHQ del interferometro, que actua inicamente sobre una de las ramas.

Finalmente, se afiade la compuerta de fase P (¢), que introduce un desfase en el cubit de
camino equivalente a la diferencia de camino 6ptico del experimento, y se aplica una segunda

compuerta de Hadamard al ctbit de camino, replicando la acciéon del segundo divisor de haz.

Compuerta G | Polarizacion
Horizontal
Vertical

_X_

Tabla 4.1: Compuerta G necesaria para indicar la polarizacion incial que tendra el cubit.

Se desarroll6 un codigo en Qiskit en el cual se varia el parametro ¢ y se mide cada cubit a la
salida del circuito cuantico, obteniéndose asi una secuencia de probabilidades poo, p1o, po1, P11
para cada valor de ¢. Segln las ecuaciones (3.16-3.19), el patron de interferencia para una

polarizacion inicial horizontal esta dado por:

Pn(¢) = poo + po1 “4.1)

De manera analoga, el patron de interferencia para polarizacion inicial vertical se obtiene como

P.(¢). Los algoritmos se ejecutaron para cada polarizacion inicial fijando § = Zy § = 137
18 18

considerando 20 experimentos y 2000 shots por cada punto experimental. Los resultados (puntos
rojos y azules) se muestran en la figura 4.2 y coinciden con lo esperado tedricamente; el desfase
entre ambos interferogramas es de 26.

A continuacion, se realiza un ajuste de los patrones Py y Py de la forma:
P =A+Bcos(¢p+0C) “4.2)

donde C corresponde a la fase de Pancharatnam 6. Finalmente, la fase de Pancharatnam se

obtiene a partir de la diferencia de fases de cada ajuste. Cabe destacar que, con el fin de repro-
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ducir la metodologia empleada en el trabajo experimental (Loredo et al., 2009), se utilizd este
procedimiento; sin embargo, es posible determinar la fase de Pancharatnam utilizando un solo

interferograma, que serd el método aplicado en los resultados posteriores.

=
18
/’I‘\ ’I‘ e
% \\ 'Ii I’i\\I I\\
0'8- i\ \I\ Ii ,i i\ }‘
X ) i 4 ¥ o0
0.6 VR ;o
\ \ ! ; \
I \ 7
: A ;o7 %
0 . 4 1 “\3: ‘\\ :Z"I lll “\‘
\ i\ / ? ----- Pol. Horizontal
AU f | - Pol. Vertical
r K .
0.21 5 :t\ 7 /,;’: ¥ QC-Horizontal
T X _F T QC-Vertical
0 2 4 6 8
¢ (rad)

Figura 4.2: Resultados experimentales. Se observan los patrones de interferencia para la polarizacion
incial horizontal y vertical. La curva teorica (linea discontinua) y los resultados experimentales (puntos).

Ademas, se realiz6 una estimacion del error asociado a cada resultado experimental. El error
principal proviene de la distribucion binomial que sigue cada medida en la computadora cuan-

tica, cuya desviacion estandar para el i-€simo resultado se expresa como:
o

(1 — pi
Ouhotss = p‘n—p’ 4.3)

donde n es el numero de shots y p; representa la probabilidad obtenida en la i-ésima medicién
del circuito cuantico para un determinado resultado (poo, po1,p10 0 p11).

Adicionalmente, se deben considerar los errores introducidos por las compuertas cudnti-
cas. En este trabajo se emplearon las compuertas R; y Ry, cuyos errores pueden estimarse de

acuerdo con la ecuacion (2.56). Finalmente, el error total asociado a cada medicion se calcula

como una suma en cuadratura de las contribuciones anteriores:

E dP 2 dPx 2 dPx 2 1 N p/(l_p/)
Op, = = X of+ oz + o2+ — —
06 08 oy ¥'oON2 1 n

(4.4)

donde N corresponde al nimero de experimentos y Px representa el resultado tedrico segln las

ecuaciones (3.21) y (3.22).
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4.2. Medicion de la fase geometrica

A partir del analisis de las transformaciones asociadas a los elementos del interferometro
empleado para la medicion de fases geométricas, es posible disefar un circuito cudntico equi-
valente. La figura 4.3 muestra el circuito propuesto para la determinacion de fases geométricas,

considerando el caso particular Uy~ = U;".

|0c) H P (a(s)) * P(¢) H—-A

[0p) —1 RW(D) R:(s) A

Figura 4.3: Circuito cuantico equivalente al arreglo interferométrico para medir fases geométricas.

De manera similar al circuito propuesto para la medicion de la fase de Pancharatnam, se
describen a continuacion las distintas etapas del circuito cudntico. En primer lugar, se establece
el numero de cubits a utilizar; en este caso se emplean dos cubits: uno asociado a la base de
camino, inicialmente en el estado |Oc), y otro asociado a la base de polarizacion, inicialmente
en el estado [Op ).

Siguiendo el orden de accion de los elementos Opticos del arreglo experimental, se incor-
poran las compuertas cuanticas equivalentes a cada uno de dichos elementos. Primero, se aplica
una compuerta de Hadamard al cubit de camino, de manera equivalente a la accion del primer
divisor de haz. A continuacion, se prepara el estado en una polarizacion eliptica, es decir, en una
combinacion lineal de la base de polarizacion, mediante la aplicacion de la compuerta Ry(9)
sobre el cubit de polarizacion.

Posteriormente, se introduce la compuerta de fase P (a(s)) sobre el cibit de camino, la
cual representa la eleccion de gauge destinada a anular la fase dindmica. Luego, se aplica la com-
puerta R;(s), correspondiente a un caso particular de la transformacion Us(s) cuando 1 = z".
Cabe destacar que esta es una compuerta controlada, ya que dicha transformacion actua tinica-
mente sobre uno de los brazos del interferometro (figura 3.2).

Finalmente, se afiade una compuerta de fase P (¢) y una segunda compuerta de Hadamard

sobre el cubit de camino, lo cual es equivalente al segundo divisor de haz del experimento.
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Como se menciond anteriormente, es necesario elegir un gauge adecuado a(s) para anular

la fase dinamica; en este caso, el gauge calculado a partir de la ecuacion (3.25) esta dado por:
s
a(s) = — €os 1V 4.5)
2
De manera analoga al procedimiento descrito en la seccion anterior, se desarrollé un co-
digo en Qiskit en el cual se varia el pardmetro ¢, manteniendo fijos los valores de s y &. A partir
de la medicion de la salida del circuito cuantico, se obtiene un interferograma para cada par de
valores (3, s).
El error asociado a cada resultado experimental del interferograma puede estimarse con-

siderando, por un lado, el error derivado de la distribucion binomial que siguen los resultados

de la computadora cuéntica y, por otro, los errores introducidos por las compuertas de rotacion
Ry y Rz

a ‘N
Uoop C,, 9P, 17 pll-p)

" o ° 99 " N2_ N

(4.6)

donde n representa el nimero de shots, N corresponde al nimero de experimentos, Py es el
resultado tedrico de las ecuaciones (3.43)-(3.46) y p; representa la probabilidad obtenida en la
i-ésima medicion del circuito cuantico para un determinado resultado (poo, po1,p10 O p11).

Por ultimo, se realiza un ajuste no lineal a cada interferograma segun la ecuacion (4.2),
con lo cual se obtiene el valor de la fase geométrica. El error de la fase ® se estima como una

suma en cuadratura con el error de ¢:

Q-
Oo= O, + 7 (4.7)

Para fines de comparacion, podemos calcular la curva teorica de la fase geométrica a partir

de la ecuacion (3.28):

S
Dg = 2‘(LP0|5 - 1 |go) +arg(Po|Un(s)| o) (4.8)
S
Dy(s, 9) = 2§COS ¢ - arctan tan'z cos (4.9)

Para el caso en que no se aplica el gauge, se puede obtener la fase de Pancharatnam para
la evolucion U (s, 9):

S
®p (s, 9) = —arctan tAN , cos v (4.10)

38



A continuacion, en las figuras 4.4 y 4.5 se muestran los resultados experimentales de la
medicion de la fase de Pancharatnam y de la fase geométrica para U (s, ), considerando 20

experimentos y 2000 shots por cada resultado.
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4.2.1. Medicién de la fase de Pancharatnam con U(s, 9)
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Figura 4.4: Resultado experimentales para la fase de Pancharatnam adquirida por un cubit, medidos

en grados sexagesimales. Se muestran los resultados de la computadora cuantica (puntos rojos) y para
comparacion la curva tedrica (linea discontinua azul).
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4.2.2.

Medicién de la fase geométrica con U(s, 9)
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para comparacion la curva tedrica (linea discontinua azul).

Figura 4.5: Resultado experimentales para la fase geométrica adquirida por un cubit, medidos en grados

sexagesimales. Se muestran los resultados experimentales de la computadora cuantica (puntos rojos) y
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Influencia del ruido sobre las fases funda-
mentales usando la computadora cuantica
de IBM

En este capitulo estudiaremos como un entorno ruidoso afecta a las fases geométricas.
Para ello, introduciremos perturbaciones en los parametros angulares de las transformaciones
utilizadas para generar tanto la fase de Pancharatnam como la fase geométrica, previamente
analizadas en el capitulo anterior. Ademas, consideraremos dos casos relevantes: en el primero,
evaluaremos la robustez promedio de estas fases, es decir, el comportamiento obtenido al pro-
mediar un conjunto de trayectorias afectadas por ruido; en el segundo, analizaremos la robustez

de las fases considerando una unica trayectoria ruidosa.

5.1. Influencia promedio del ruido sobre la fase de Pancha-
ratnam

Primero consideremos la transformacion U (¢, n, {) con parametrizacion Y ZY vista en el
capitulo anterior y comparemosla con la parametrizacion ZY Z, es decir U (B, 6, y), las cuales

son equivalentessié = 1,8 =3yy = -1, con ¢ = 0. Podemos usar la primera parametri-

2

zacion para disefiar un nuevo circuito cuantico que use menos compuertas y que calcula la fase

de Pancharatnam (figura 5.1).

|Oc) H I I P (o) H A

10 ) G Ry(€) Rz(—n) A

Figura 5.1: Circuito cuantico para medir la fase de Pancharatnam, considerando la parametrizacion
YZzy .

Ademads, podemos analizar como influye un entorno ruidoso sobre la fase de Pancharatnam,
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cuando usamos la transformacion U (¢, n, {), vista anteriormente. Para esto, podemos conside-

rar que el ruido genera una perturbacion en los parametros angulares § y n de la forma:
U(§ n) = U +rbg n +téy) (5.1)

Donde r y t son parametros aleatorios entre =1 y 1 con distribucién uniforme, é¢ y 6, son los
errores introducidos de € y n respectivamente. Si consideramos que este error introducido es un

multiplo de 0,1 rad:
8¢ =6, =0,1m (5.2)

Donde m puede tomar valores enteros. Estas perturbaciones introducidas pueden anardirse a los
errores experimentales estimados para las compuertas de rotacion usadas en el circuito cuantico

(Ry(&) : 05 RAn) : onp):

1
tot
3
tot T
Op =0Ont ’V%&l (5.4)

Donde el termino % es un factor de conversion para las distribuciones uniformes de las varia-
bles £ y n. Asi es posible definir un error total 0™ para cada parametro angular y obtener el

error asociado a cada resultado que conforma un interferograma:

ﬁ 2 ‘N
_ Y op tot\2 Px 2 tot)2 i‘ pi(1 - pi)
Op, = = o (06 )2 + on (0,) )2 + N e — (5.5)

i

Donde Py corresponde al resultado teodrico del interferometro usando la transformacion U (€, n, ).
De manera similar al capitulo anterior, ejecutamos un algoritmo donde cada par § y n es pertur-
bado segun la ecuacion (5.1), obtenemos un conjunto de interferogramas, realizamos un ajuste

no lineal a cada uno y obtenemos la fase promedio ®p con sus respectivos errores:

q

Oop = GZC+G§>

(5.6)
Donde oc es el error del pardmetro C del ajuste no lineal y oy es el error estimado de la com-
puerta de fase P (¢).

La figura 5.2 muestra los resultados experimentales del cos?(®p ) con las respectivas ba-

rras de error, donde se ha considerado 20 experimentos con 2000 shots. Los puntos rojos re-

presentan los resultados sin ruido inducido (resultados que replican los medidos en (Loredo et
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al., 2009)), los puntos negros y verdes los resultados con ruido inducido. Para comparacion se

muestra la curva teorica con linea azul discontinua.

=0 T8
10 Tedrico 10 Teérico 10 Teérico
Qc Qc Qc
08 QC(m=1) 08 QC(m=1) 08 QC(m=1)
QC(m=2) QC(m=2) QC(m=2)
= 0.6 = 0.6 = 0.6
3 3 3
© 04 C 04 S 04
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0
0 4 2 4 2 34 4
= = 2
6 9
10 Tedrico 10 Tedrico
Qc QC
038 QC(m=1) 08 QC(m=1)
QC(m=2) QC(m=2)
= 0.6 2 0.6
T T
< 8]
C 04 C 04
0.2 0.2
0.0 0.0
0 3 0 3
4 2 4 4 2 4

Figura 5.2: Resultados experimentales de la fase de Pancharatnam, con ¢ fijado en cero y variando los
parametros & y n. Se presentan las curvas correspondientes a cada valor de §, donde cada punto representa
el valor de cos® ®p. Se muestran tres conjuntos de datos: sin ruido inducido (puntos rojos) y con ruido
inducido, m = 1 (puntos negros) y m = 2 (puntos verdes)

44



Figura 5.3: Resultados experimentales para la fase de Pancharatnam. Se observa la superficie formada
por cos?(®p ) donde varian € y n con ¢ fijado a cero.

5.2. Influencia promedio del ruido sobre la fase Geométrica

En esta seccion analizaremos como un entorno ruidoso afecta las trayectorias de un cubit
sobre la esfera de Bloch. Presentaremos primero una descripcion tedrica de estas trayectorias
cuando el cubit evoluciona bajo la transformacion U (s, 8), y posteriormente mostraremos los

resultados experimentales obtenidos mediante la computadora cudntica.

5.2.1. Trayectorias sobre la esfera de Bloch

Para obtener la trayectoria de un ctbit sobre la esfera de Bloch cuando evoluciona bajo
la transformacion Ua(s) (considerando Us(s) = Uz (s).), se realiza la tomografia del estado
evolucionado |W), tal que |W) = R;(s)R,(F)|0), esto es, determinar el vector de Bloch r™ =

(ry, ra, r3) de |W). Usamos las ecuaciones de la seccion 2.2:

ri = (W[H[O)(O|H|W) - (WIH[1)(1|H|W) (5.7)
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e’; cos?Z + e-"sisin L4 e";cos o4 e’; sin 2
= 2./ 2 . 2/ 2 _
7 2 (5.8)
B e’z cos ‘2—9 ;/i'e—"sisin —‘; . e~'3 cos ZQ;\/t ies sin212
2 2
ri=sin (9) cos(s) (5.9)
ra = (W|SH|0){O|HSt|W) — (W|SH|1){1|HSt|W) (5.10)
e";cos LA ieisisin 4 e’; cos 2 + ie—"SE sin 2
ro = 2/ 2 . 2 o/ 2 _
2 7 (5.11)
B e> coszﬁﬂj_ie—'g sin2‘—7 . e coszfir iet sin,ZQ
2
r, = sin (9) sin (s) (5.12)
r3 =(W[0)(0|W) — (W[|1)(1|W) (5.13)
9 g
r; =cos?= —sin?~ 5.14
3 5 5 (5.14)
r3 = cos(9) (5.15)

Por lo tanto el vector de Bloch es r™(s, ) = (sin(9) cos(s), sin(d) sin(s), cos(3)).

5.2.2. Trayectorias ruidosas de un cubit sobre la esfera de Bloch

Si ahora el estado evoluciona en un entorno ruidoso, la trayectoria mostrara un compor-
tamiento erratico. Esta trayectoria perturbada se puede obtener si consideramos una variacion

aleatoria en los parametros s y U de la transformacion U (s, §):
U(s, ) » U(s + rés, O + tdy) (5.16)

Donde r y t representan nimeros aleatorios entre =1 y 1 con distribucion uniforme, és 'y 69
corresponden a los errores de s y ¢ introducidas para inducir el ruido. Es decir, el vector de

Bloch sera perturbado de tal manera que:

r(s,9) = r(s+rés 9+ tbs) (5.17)
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Similar a la seccion 5.1, el error total debido a las compuertas de rotacién (Ry : 0s, R; : 0s) y

el error inducido, sera:

1
tot
0, = 05+ V=6 (5.18)
3
tot 1
Oy =09 + «%5@ (5.19)

Con esto es posible determinar el error asociado a las componentes del vector de Bloch:

ﬁ 2 ~
u 9 orn 2 tory2, 1 N

On == S (atot)? + vy (017 )2+ m GSZhotS’i (5.20)
a 2
w 9, ora 2 ( tot\2 1z

Or, = = E (O-got)z + 5 (O'ﬁ )2 + m O-:fhots,i (521)
a 2
u or 3 or: 3 2 tot)2 1 :N

i

De la ecuacion 5.16, podemos concluir que el cubit describird trayectorias perturbadas
sobre la esfera de Bloch, lo cual representa la influencia del ruido en la evolucion, asimismo
este ruido afectard a la fase de Pancharatnam y geométrica.

A continuacion, estudiaremos la fase de Pancharatnam y geométrica cuando aplicamos un
ruido aleatorio con 2 métodos: Primero vamos a promediar el resultado de la fase geométrica y
Pancharatnam para diferentes trayectorias perturbadas y por ultimo estudiaremos la influencia

del ruido en estas fases considerando una sola trayectoria ruidosa. Con el primer método, cada

10) — U(s, O) T ——

Figura 5.4: Circuito cuantico para realizar la tomografia del cubit evolucionado por U (s, ).

par (6s,65) es ejecutado (n=2000 shots, N=5 experimentos) en el circuito cuantico de la figura
5.4, donde la evolucion se genera con la transformacion U (s, §). La compuerta T corresponde
a la tomografia (Tabla 2.1) del estado luego de la transformacion U (s, §). El resultado de este
circuito cuantico es un conjunto de valores esperados de Pauli: {(ox), (0,) y {(0;) que correspon-

den a cada par (s,9), por ultimo se promedia cada conjunto de resultados correspondiente a cada
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Tebrico
Experimental

0 +11 0 +i|1)

1)

Figura5.5: Trayectoria promedio con ruido. Se muestra la trayectoria promedio obtenida experimental-
mente (puntos rojos) de un cubit y para comparacion se muestra la trayectoria teérica sin ruido (color
azul).

par. Es decir, obtenemos la trayectoria perturbada promedio descrita por el cubit. La figura 5.5
muestra la trayectoria promedio con ruido (puntos rojos) con sus respectivas barras de error en
los 3 ejes y para comparacion la curva teorica (linea discontinua azul).

Ademas, usamos estos mismos pares (8s5,09) y el circuito cuantico de la figura 4.3 para estu-
diar la influencia promedio del ruido sobre la fase geométrica y de Pancharatnam. Las figuras
5.6-5.7 muestran los resultados con ruido inducido (puntos negros), los resultados vistos en las
figuras 4.4-4.5 (puntos rojos) y para comparacion la curva teorica (linea discontinua azul). Don-

de se ha donsiderado la siguiente propagacion de errores para cada resultado que conforman los

interferogramas:
a 2 ~
u ap, OPx % (stoty2 4 1z )
Op, = = s (o-l_;Ot)Z + 35 (O-19 ) m . ashots,i (523)

/
donde N corresponde al nimero de experimentos y Px corresponde al resultado tedrico de las

ecuaciones (3.43)-(3.46). Por ultimo, el error estimado para cada fase luego del ajuste no lineal
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€S
q
oo= 02+ o2 (5.24)

Donde oc es el error del pardmetro C del ajuste no lineal y oy es el error estimado de la com-

puerta de fase P (¢).

49



5.2.3. Resultados experimentales para la fase geométrica

La figura 5.6 muestra los resultados experimentales de la fase geométrica en funcion del
parametro s. Se observa que la influencia promedio del ruido no perturba de manera significativa

a la fase geométrica. Se utiliza la notacion QC: Quantum Computer.

-5 —1iz
=2 = 56
0 0
_20 -20
= 50 -40
S 40 = -
Teobrico Tedrico
Qc -60 QC
-60 QC-Noisy " QC-Noisy
9 12 15 18 21 24 27 9 12 15 18 21 24 27
0 fe fs 16 16 16 B 16 16 16 0 ie ?5 16 16 16 B 16 16 16
N N
- — 137
0=3 =%
0 0
—25 -25
) &, -50
%50 &
Teobrico 75 Tedrico
-75 Qc Qc
QC-Noisy -100 QC-Noisy
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
N N
7 _ 157
H_T8 o= 36
0 0
o -50 ~ 0
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_150 Q Y Q Y
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N N

Figura5.6: Influencia promedio sobre la fase geométrica. Se muestra la fase geométrica con ruido indu-
cido (puntos negros), la fase geométrica sin ruido inducido (puntos rojos) y para comparacion se muestra
la trayectoria tedrica sin ruido (color azul).
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5.2.4. Resultados experimentales para la fase de Pancharatnam

La figura 5.7 muestra los resultados experimentales de la fase de Pancharatnam en fun-

cion del parametro s, donde se utilizo la transformacion U (s, 8). Se observa que la influencia

promedio del ruido no perturba de manera significativa esta fase. Se utiliza la notacién QC:

Quantum Computer.
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Figura 5.7: Influencia promedio sobre la fase de Pancharatnam. Se muestra la fase geométrica con ruido
inducido (puntos negros), la fase geométrica sin ruido inducido (puntos rojos) y para comparacion se

muestra la trayectoria teorica sin ruido (color azul).
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5.3. Influencia del ruido sobre la fase geométrica

Ahora estudiaremos la influencia del ruido sobre las fases de Pancharatnam y geométrica
considerando unicamente una trayectoria ruidosa. Para este analisis utilizaremos el simulador
de Qiskit, el cual ejecutara los circuitos cuanticos en un backend con caracteristicas de deco-
herencia similares a las de un dispositivo real. Aplicaremos esta metodologia debido al tiempo

limitado disponible para el uso de la computadora cuantica de IBM.

5.3.1. Trayectoria ruidosa de un cubit sobre la esfera de Bloch

La figura 5.8 muestra el resultado de perturbar la trayectoria de un cubit cuando evolucio-
na con la transformacion U (s, 9), fijando & = 2y variando s. Los resultados de la simulacion
se representan con puntos verdes, junto con el resultado numérico (puntos amarillos) obtenido

a partir de las ecuaciones (5.7)—(5.15).

Teorico
e Numeérico
e e T Simulacién
g \ \
' Y
o A2 % ’/”/’/
O +i|1)
10 + |1 2
2

1)

Figura 5.8: Trayectorias ruidosas sobre la esfera de Bloch. Se muestra la trayectoria obtenida numérica-
mente (puntos amarillos) de un cubit, la trayectoria obtenida de la simulacion (puntos rojos) de un cubit
y para comparacion se muestra la trayectoria tedrica sin ruido (color azul).
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A continuacion, empleamos los valores de &s y 8s utilizados en la figura 5.8 para analizar
la influencia del ruido en las fases de Pancharatnam y geométrica. Para ello, ejecutamos el
circuito cuantico de la figura 4.3 y seguimos el mismo procedimiento descrito en la seccion 5.2,
considerando una Unica trayectoria.

Las figuras 5.9 y 5.10 muestran los resultados de la simulacién para la fase de Pancha-
ratnam y geométrica, sin ruido inducido (puntos rojos) y con ruido inducido (puntos verdes).
Observamos que la fase de Pancharatnam presenta menor resilencia al ruido inducido cuando s
toma valores cercanos a it y mayor resilencia cuando esta proximo a 0 y 27t. Para la fase geomé-
trica, se observa una menor resilencia cuando s va aumentado y una mayor resilencia cuando s
toma valores pequefios. Ademas, se puede observar que la fase de Pancharatnam acumulada no

varia, a comparacion de la fase geométrica acumulada.
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5.3.2. Resultados de la simulacion para la fase geométrica

Tedrico
20 Simulacién
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Figura 5.9: Medicién de la fase geométrica para U (s, 9). Se muestra el resultado de la simulacion sin
ruido inducido (puntos rojos), con ruido inducido (puntos negros) y para comparacion la curva tedrica
(lineas azules discontinuas).
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5.3.3. Resultados de la simulacion para la fase de Pancharatnam

0 Tedrico
Simulacién
Simulacion (Ruido)
-50
e
Q
2 =100
-150
-6
18
O 2t 4t 61 8r 10r 12¢ 147 16r 187 20z 227 24r 267 287 27
5 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
S
0 Tedrico
Simulacion
Simulacion (Ruido)
-50
e
Q
£ -100
-150
-7
18
27 4t 67 8r 10r 12¢ 14z 16r 187 20z 227 247 267 287 2
75 5 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
S
0 Tedrico
Simulacién
Simulacion (Ruido)
-50
e
Q
& -100
-150
—8
18

Q 2r 4r 6 8 10r 12¢ 14r 16; 18 20r 22r 24r 26r 287 2

15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
S

Figura 5.10: Medicion de la fase de Pancharatnam para U (s, 9). Se muestra el resultado de la simulacion

sin ruido inducido (puntos rojos), con ruido inducido (puntos negros) y para comparacion la curva teorica
(lineas azules discontinuas).
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5.3.4. Anadlisis de sensibilidad

Las fases adquiridas con la transformacion U (s, 3) dependen de los parametros s y &. Por

tanto, pueden escribirse como una funcion diferenciable de dos variables,
O© =D(s, 9). (5.25)
Si aplicamos una perturbacion a los parametros
s > s+ 6s, g - 0+ 60

donde 6s y 60 son las perturbaciones, la funcion ®(s, §) puede expandir en serie de Taylor hasta

primer orden:

oo oo
D(s + b6s, 8 + 69) =~ O(s, 9) + — 6s+ — 0. (5.26)
0s o9
De aqui se obtiene la variacion de la fase:
lo]0)} oo
P~ —06s+ — 60 (5.27)
os od

Esta relacion muestra que, en el régimen lineal, la variacion de la fase es una combinacion lineal
de las perturbaciones en s y 3, ponderadas por las derivadas parciales.

Si los errores son independientes, la ecuacion anterior se reduce a
s

2 2
_ 0o ", 007,
oo = 55 05t 35 o (5.28)

De este modo, las derivadas parciales cuantifican la sensibilidad local de la fase a pequenas
perturbaciones en cada parametro. Para estudiar de manera global el comportamiento de la fase

frente a fluctuaciones arbitrarias en el espacio (s, 9), es util definir la sensibilidad total como:
s

R(s,9) =

2 2
‘% + % . (5.29)
El valor R(s, §) representa la magnitud del cambio de la fase por unidad de perturbacion en
los parametros, constituyendo una medida directa de la robustez local frente al ruido. Regiones
con valores pequefios de R(s, ¥) indican que la fase es resistente a variaciones paramétricas,
mientras que valores grandes sefialan zonas de alta sensibilidad, donde incluso pequefios errores
en los parametros pueden generar cambios significativos en la fase observada. La Figura 5.11

ilustra las regiones en las que la fase de Pancharatnam y la fase geométrica son mas o menos

sensibles a variaciones en los parametros s y U.
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Figura 5.11: Mapa de calor para observar la sensibilidad de la fase de Pancharatnam y geométrica ad-

Lo} [0}
)2 4 (22

y(

0S

- 40

r30

F20

- 80

- 60

L 40

L 20

F 100

- 80

- 60

L 40

F20

20,
as |

© m/2
0 T
0 n 2n
S
|
m 260
@ 12 A
0 T
0 n 2n
S
[ 00, oD
. V G2 + (e
@ m/2 A
0 T
0 n 2n

quirida por un cubit cuando evoluciona con la transformacion U (s, 9).
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Conclusiones

En esta tesis se estudio la medicion de la fase de Pancharatnam y de la fase geométrica
en sistemas de un cubit, tanto desde un punto de vista tedrico como experimental, mediante la
implementacion de circuitos cuanticos en dispositivos cuanticos de IBM. Asimismo, se estudid
la influencia del ruido sobre estas fases.

Uno de los resultados centrales de este trabajo es que los arreglos interferométricos pro-
puestos originalmente para medir las fases de Pancharatnam y geométrica pueden ser reproduci-
dos de manera consistente mediante circuitos cuanticos. En particular, se demostrd que los cir-
cuitos disenados son equivalentes a los interferometros utilizados por Loredo et al., permitiendo
medir tanto la fase de Pancharatnam como la fase geométrica. Los resultados experimentales
obtenidos reproducen las predicciones teoricas, validando la implementacioén propuesta.

Un segundo resultado relevante es el estudio de la influencia del ruido sobre estas fases.

Al considerar un conjunto de trayectorias ruidosas sobre la esfera de Bloch, se observo que,
en promedio, tanto la fase de Pancharatnam como la fase geométrica presentan una notable
robustez frente a perturbaciones en los parametros de la evolucion. Este comportamiento sugiere
que el promedio sobre realizaciones ruidosas atenua los efectos del ruido, haciendo que ambas
fases permanezcan practicamente inalteradas. Este resultado es particularmente significativo en
el contexto de dispositivos cudnticos actuales, donde el ruido y la decoherencia son inevitables.

Sin embargo, al analizar la evolucion de una Unica trayectoria ruidosa sobre la esfera de
Bloch, se observé que dicha robustez no es absoluta. En este caso, tanto la fase de Pancharatnam
como la fase geométrica muestran regiones de alta sensibilidad a pequeas variaciones en los
parametros de la evolucion. En particular, la fase de Pancharatnam resulta mas sensible al rui-

do en regiones cercanas a s = 7t, mientras que la fase geométrica presenta mayor sensibilidad
cuando s — 27 Este resultado nos sugiere que tal comportamiento estd directamente relacio-

nado con la parametrizacion de la evolucidon y no con una propiedad intrinseca de las fases en
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si mismas.

El analisis tedrico de la sensibilidad, cuantificado mediante la funcidon de sensibilidad
R(s, 9), permiti6 comprender y respaldar los resultados experimentales. Se mostr6 que las re-
giones de mayor sensibilidad coinciden con aquellas donde las derivadas parciales de las fases
respecto a los pardmetros de la evolucion son méaximas. En este sentido, la aparente robustez de
las fases geométricas no es universal, sino que depende criticamente de la trayectoria seguida
por el estado cuantico.

En conclusion, los resultados de esta tesis indican que tanto la fase de Pancharatnam como
la fase geométrica pueden ser medidas en los dispositivos cuanticos de IBM y que, bajo ciertas
condiciones, presentan una robustez significativa frente al ruido. No obstante, esta robustez es
de caracter estadistico y depende de la eleccion de la trayectoria en el espacio de parametros.
Esto es relevante para posibles aplicaciones de fases geométricas en computacion cuantica, ya
que muestra la importancia del disefio en las evoluciones unitarias para minimizar la sensibilidad

al ruido.
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