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Resumen

Esta tesis presenta una exploracién detallada y técnica de los modelos espaciales auto-
rregresivos condicionales (CAR) y autorregresivos simultdneos (SAR) para analizar los datos
de inversién publica del ano 2022, especificamente para estudiar la distribucién espacial del
monto del gasto devengado de inversién publica en Peri. A través de una combinacién de
andlisis tedricos y simulaciones, la investigacién establece metodologias para evaluar cémo
variables como la corrupcion, los niveles de inversién del gobierno local, cartera priorizada
y avance fisico de la inversién, influencian el gasto devengado en diferentes provincias. Este
estudio contribuye significativamente al entendimiento de la distribucion espacial del gasto
publico y los factores que lo afectan, utilizando técnicas estadisticas avanzadas para mejorar
la precisién y eficacia de las estimaciones de los modelos utilizados. Los resultados del analisis
ofrecen perspectivas criticas sobre la gestion y asignacién de fondos publicos, proporcionando
una herramienta valiosa para los planificadores y responsables de la formulacién de politicas
publicas.

Palabras-clave: datos de dreas, estadistica espacial, inversién publica, modelo CAR, modelo

SAR, monto devengado.
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Abstract

This thesis presents a detailed and technical exploration of the Conditional Autoregres-
sive (CAR) and Simultaneous Autoregressive (SAR) spatial models to analyze the data on
public investment from the year 2022, specifically to study the spatial distribution of accrued
expenditure in public investment in Peru. Through a combination of theoretical analysis and
simulations, the research establishes methodologies to evaluate how variables such as corrup-
tion, levels of local government investment, prioritized portfolio, and physical progress of the
investment influence the accrued expenditure in different provinces. This study significantly
contributes to the understanding of the spatial distribution of public spending and the factors
that affect it, using advanced statistical techniques to improve the accuracy and effectiveness
of the estimates of the models used. The results of the analysis provide critical perspectives
on the management and allocation of public funds, offering a valuable tool for planners and
policymakers in public policy formulation.

Keywords: accrued amount, areal data, CAR model, public investment, SAR model, spatial

statistics.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones preliminares

Segun el Boletin anual de ejecucién de la inversién publica 2022 elaborado por el Minis-
terio de Economia y Finanzas (MEF) el afio 2022, se consider6 como un ano importante para
el cierre de brechas (Pichihua Serna, 2022). En efecto el conjunto el MEF y las Unidades
Ejecutoras de Inversiones del Sistema Nacional de Programacién Multianual de Inversiones
(SNPMGI) se ejecuté S/ 46,592 millones en los tres niveles de gobierno. Esto refleja un im-
pacto significativo para el pafs si consideramos que dicha cifra representa un 20 % mads que el
2021 (dltimo registro). Asimismo, se llegd a ejecutar el 72 % del presupuesto total asignado
para inversiones en dicho ano, siendo el monto més alto desde el ano 2018. Este logro se debe
en gran parte a una mayor asignacién de recursos presupuestales, asi como a la estrategia de
acompanamiento intensivo y continuo liderada por el MEF durante los tltimos anos destina-
da a fortalecer los equipos técnicos, principalmente en las regiones, para contribuir a mejorar
la gestion de la inversién publica en el pafs.

Las entidades del SNPMGI de los tres niveles de gobierno tienen la tarea de identificar
las principales necesidades y carencias en infraestructura y servicios bdsicos que tiene la
poblacion y de disponer el presupuesto necesario para la ejecucion de inversiones publicas,
con el objetivo de contribuir al cierre de brechas. El Gobierno Nacional ha ejecutado en el
2022 S/ 16,841 millones, siendo los sectores con mayor porcentaje de avance en la ejecucién:
Desarrollo e Inclusién Social (99.7 %), Junta Nacional de Justicia (98.4 %), Presidencia del
Consejo de Ministros (98.2 %), Defensoria del Pueblo (98 %) y, Transportes y Comunicaciones
(96 %). Los gobiernos regionales han ejecutado de manera acumulada S/ 9,247 millones,
siendo los de mayor ejecucién: el Gobierno Regional de Apurimac (90.8 %), Gobierno Regional

de Tacna (87.8 %), Gobierno Regional de Loreto (87 %), Gobierno Regional de Junin (84.3 %),
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y el Gobierno Regional de Cusco (82.3%). Los gobiernos locales de manera acumulada han
ejecutado S/ 20,504 millones, siendo los departamentos con mayor ejecucién: Loreto (75.8 %),
Apurimac (73.4 %), la Provincia Constitucional del Callao (72.9 %), Tacna (72.7 %), y Cusco
(71.5%)

En la literatura existen estudios que analizaron la importancia de la inversién piblica en la
deisigualdad econémica (Costa-i Fon y Rodriguez-Oreggia, 2005), en el crecimiento econémico
regional (Rodriguez-Pose et al., 2012), asi como trabajos de investigacién de los principales
factores que explicarian el comportamiento en el monto ejecutado en las inversiones publicas
en el Perd, Jimenez et al. (2020) y Lastra (2017).

Costa-i Fon y Rodriguez-Oreggia (2005) investiga la contribucién de la inversién piblica
a la reduccién de las desigualdades regionales en México. Examina el impacto de la inversion
publica segin la posicién de cada regién en la distribucién condicional del ingreso regio-
nal utilizando la regresion por cuantiles como técnica empirica. Los resultados confirman la
hipétesis de que las desigualdades regionales si pueden atribuirse a la distribucién regional
de la inversion publica; el patrén observado muestra que la inversién piblica ayudé princi-
palmente a reducir las desigualdades regionales entre las regiones mas ricas.

Rodriguez-Pose et al. (2012) estimaron el impacto que tiene la inversién publica en el
crecimiento econdémico regional en Grecia. Utilizaron una base de datos de gasto publico
por regién del ano 1978 al anio 2007. Ellos usaron un modelo que captura el impacto de
la inversién publica en las prefecturas griegas y los efectos indirectos relacionados con las
regiones vecinas.

Segun el estudio realizado por Lastra (2017), indican haber identificado y cuantificado qué
factores estan asociados a la ejecucién de la inversién publica de los gobiernos locales en el
Pert, en particular por categoria de municipalidad y con especial énfasis en la infraestructura
bésica, es decir, en salud, saneamiento, educacién, agropecuario, transporte y electrificacién.
Para ello usaron una data panel a nivel de 1834 municipalidades para entre los anos 2008 y
2014.

Jimenez et al. (2020) estimaron un modelo de datos de panel dindmico para 1796 gobiernos
locales del Perti entre los anos 2010 y 2018 en el andlisis del comportamiento de la inversién
publica. Encontraron que los factores més relevantes para impulsar la inversiéon ptblica local
citan las siguientes: “la disponibilidad de fuentes de financiamiento, en especial las asociadas
a ingresos de recursos naturales no renovables; las variables asociadas a la capacidad de
cada gobierno local tanto para planificar, presupuestar como ejecutar la inversién publica;

y finalmente los efectos del ciclo presupuestario politico, sobretodo durante el afio siguiente
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a las elecciones locales”. Ademads, se preocupan por analizar la diferencia entre gobiernos
locales con autoridades reelectas y no reelectas, asi como agrupando a los gobiernos locales
segun su tamano economico.

En este contexto, en esta tesis se propone estudiar cémo ha evolucionado el promedio del
monto devengado de ejecucion de las inversiones piublicas en las provincias del Perti. Cabe
mencionar que el gasto devengado hace mencion al reconocimiento de una obligacion de pago
derivado del gasto comprometido previamente registrado !. Para ello, es importante entender
primero las caracteristicas de la variable de interés. Ademéas un modelo estadistico apropiado
tomard en cuenta qué otras variables explican la variacién del monto promedio de ejecucién
en las regiones.

Formalmente, se asume que la variable dependiente Y; representa el promedio de monto
devengado en inversiones publicas en la provincia i-ésima para ¢ = 1,...,n, donde n es el
numero de provincias en Perd. Primero, se plantea modelar Y; tomando en cuenta que el
monto de ejecucién promedio en una provincia puede depender esencialmente de los montos
de ejecucién promedio de las provincias vecinas, es decir puede haber evidencia de autocorre-
lacién espacial. En este sentido se propone ajustar estos datos usando los modelos espaciales
para datos de dreas mas aplicados son el modelo condicional autoregresivo (CAR) y el modelo
autoregresivo simultdneo (SAR).

Debido a la distribuciéon normal multivariada de la variable dependiente es viable usar
inferencia clasica para estimar los parametros de los modelos ajustandos usando estimacién
por maxima verosimilitud. Aunque otros métodos de estimacién para modelos de datos de
areas también son viables tales como los métodos de inferencia bayesiana (Banerjee et al.,

2014; Rue y Held, 2005).

1.2. Objetivos de la tesis

El objetivo general de la tesis es realizar una aplicacién del modelos espaciales para
analizar datos de las inversiones publicas del Sistema Nacional de Programaciéon Multianual

y Gestién de Inversiones a nivel provincial en el Perid. De manera especifica:
= Revisar la literatura acerca de los diferentes propuestas de modelos CAR y SAR.

= Proponer, estudiar propiedades, e implementar la estimacién de los modelos CAR y

SAR con la variable dependiente gaussiana desde la perspectiva clésica.

1Se formaliza a través de la conformidad del drea correspondiente en la entidad piiblica o Unidad Ejecutora
que corresponda respecto de la recepcion satisfactoria de los bienes y la prestacién de los servicios solicitados
y se registra sobre la base de la respectiva documentacién sustentatoria.
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» Implementar la estimacion de los parametros a través de inferencia clasica.
= Realizar estudios de simulacién acerca del modelo CAR y SAR.

= Aplicar el modelo a un conjunto de datos reales, especificamente para estimar el monto

devengado en inversién ptblica a nivel provincial en el Pert.

1.3. Organizacién del trabajo

En el capitulo 2 se presentan los conceptos que nos permitird estudiar el modelo CAR
asi como también el modelo SAR. En el capitulo 3 se aborda la inferencia clasica de ambos
modelos. El capitulo 4 muestra los resultados de las simulaciones realizadas. Finalmente, en
el capitulo 5 se presentan los resultados de la aplicacién de los modelos espaciales a los datos

de inversién publica en el Pert para el ano 2022.



Capitulo 2

Conceptos y modelos

Los modelos estadisticos para analizar datos espaciales que se recolectan en una red
(posiblemente irregular) son llamados modelos para datos de drea. Estos modelos espaciales
para datos de areas se utilizan en muchos campos, incluyendo la cartografia de las tasas de
infecciones, (Elliott y Wartenberg, 2004), agricultura (Besag y Higdon, 1999), econometria
(LeSage y Thomas-Agnan, 2015), ecologia (Arslan y Akyiirek, 2018), entre otras.

Varios autores han propuesto modelos para datos de areas, mostrando las caracteristi-
cas de las correlaciones dada una estructura espacial (Besag, 1986; Wall, 2004; Assungao y

Krainski, 2009). En este capitulo se presenta una revision de modelos para datos de dreas.

2.1. Introduccion a datos de areas

Segun Banerjee et al. (2014) los datos pueden considerarse como una realizacién (parcial)
de un fenémeno aleatorio (es decir, un proceso estocastico) {Y (s) : s € D}, en el caso de datos
de &reas el conjunto de indices D es una coleccion contable de areas en las que se observan
datos. La coleccién D de dichas areas se denomina lattice, que luego se complementa con
informacién del vecindario. Matematicamente, los centroides de las dreas se convierten en
vértices, que estan conectados por aristas (esta es la estructura de vecindad). El formalismo

se basa en la teoria de grafos y se brinda una discusién al respecto.

2.1.1. Lattices

El lattice de sitios que indexa Y (.) se obtiene (ya sea implicita o explicitamente) con
informacién del vecindario sobre las areas. Aqui ”lattice”se refiere a una coleccién contable
de areas (espaciales), las cuales pueden ser espacialmente regulares o irregulares. La Figura

2.1 muestra un mapa de los 67 condados de Pensilvania. La numeracién de los condados esta
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Figura 2.1: Mapa que muestra los estados de Pensilvania, la numeracion es de orden alfabético.

en orden alfabético, el condado 1 es Adams y el condado 67 es Sussex. A continuacién se

brinda una definicion formal del lattice.

Definicién 2.1.1 (Lattice) Sea una malla del tipo de (lattice o grid) D € R™ que contiene
una coleccion contable de dreas espaciales D = {s; :i =1,...,n} , donde la variable respuesta

se observa en cada drea

gl g KN

Cabe mencionar que los lattice pueden ser regulares o irregulares. Asimismo, la estruc-
tura de las areas vecinas es importante. Por ello una herramienta que puede ser 1til en la

exploracién inicial de datos de unidades de areas y para construir la matriz de vecindad.

2.1.2. Matriz de vecindad

Antes de definir la matriz de vecindad definimos la matriz de distancias.

Definicién 2.1.2 (Matriz de distancias D) Nos permite representar la nocién de pro-
rimidad entre las distintas observaciones en una region determinada. En la que cada dato
alojado en una determinada celda (i,7) de la matriz corresponderd con la distancia entre esa
determinada drea i, respecto a un drea j. Esta matriz de distancias es diagonal y simétrica,

de la forma:
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0 dig - dij - din
dyy 0 oo dy; oo dap
D pr—
dian dig -+ 0 e diy
At dpy o+ dpy oo O

A partir de la matriz de distancias D, se puede especificar informacién de vecindad
(basada por ejemplo en la distancia euclidiana).
Dadas las medidas Y7, Y3, ..., Y, asociadas con las regiones o areas 1,2, ..., n, especifica-

mos una matriz de vecindad W con entradas w;; referente a las dreas i y j, tal que:

0 wl? DY wl] DY wln
w21 0 DY WQ]' DY WQn
W = )
wit wizg - 0w
wnl wn2 DY wn] DY O

donde asumimos la diagonal principal w;; = 0. Algunas posibilidades para w;; son: i) w;;
es la inversa de la distancia entre las unidades; ii) también se podria asumir que w;; = 1
si la distancia entre las unidades es menor a una distancia fija (0 caso contrario); iii) O de
forma méds simple w;; = 1 para las m areas vecinas con mayor proximidad (0 caso contrario).
Los elementos de W pueden ser vistos como pesos; siendo el peso es mayor cuando i y j
son areas proximas. Asi W brinda un mecanismo para introducir la estructura espacial en
el modelado.
Asi existen multiples formas de transformar una matriz de distancias en una matriz de
proximidad o de “pesos espaciales”. A continuacién se muestran algunos ejemplos en detalle.
Ejemplo 1: (Transformacién basada en relaciones de conectividad)
En el caso ii) puede definirse w;; como:
1 sidy <dist Vi, je{l,...,n},i#j,
Wij =
0 caso contrario.
Una variante en la relacién de conectividad donde la distancia varia para cada una de las

observaciones tal que se ajusta con un nimero determinado de k adyacentes (criterio de las
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adyacencias mas cercanas), luego,

L sidy <distyyy Vi,j €{1,...,n},i#j,
Wij =
0 caso contrario.

Ejemplo 2: (Transformacién basada en contiguidades)

En el caso iii) puede definirse w;; como:

1 siiy json regiones adyacentes Vi,j € {1,...,n},i# j,
wij =
0 caso contrario.

Por ejemplo, el cuadro 2.1 define las regiones A, B, C y D, sus regiones vecinas.

Regién Adyacencia
A B,C
B A.CD
C AB
D B

Cuadro 2.1: Regiones adyacentes

A partir de esta informacién se obtiene la matriz de vecindad o de pesos espaciales dada

por:

01 1 0

1 01 1
W =

1 1 00

01 0 0

Ejemplo 3: (Matriz de pesos estandarizados)
Se puede estandarizar la matriz de pesos del caso anterior, tal que la suma de las filas de
la matriz sea igual a uno. En el ejemplo estandarizando la matriz de pesos inicial, se obtiene

la estructura de la nueva matriz de vecindad dada por:

@)
a)

e N
@) S W= N
) O Wi

O NI Wl
— ol
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2.1.3. Medidas de asociacién espacial

Existen dos estadisticas que son las més usadas para medir la fuerza de asociacién espacial

entre unidades de areas, el indice de Moran y C de Geary.

= Indice de Moran: Sean las medidas Y7, Ys, ..., Y, asociadas con las unidades de area

1,2,...,n. La estadistica I de Moran tiene la siguiente forma:

_n D im1 D=1 Wij (Y= Y) (v; - )

! (Z?:l Z?:l Wij) > i (YZ - ?)2 7

donde Y es el valor de la media muestral y wj; son los pesos de la matriz de vecindad.
En general tenemos que I € [—1,1], donde I = —1 sugiere una distribucién espacial
perfectamente dispersa o inversa, I = 0 significa patron espacial aleatorio e I = 1

significa autocorrelacién espacial perfecta.

En términos practicos, un valor de I cercano a 1 significa si un 4rea tiene un valor
alto para una variable particular, sus areas vecinas también tendran valores altos, y lo

mismo aplica para valores bajos.

s C de Geary: Sean las medidas Y7,Ys,...,Y,, asociadas con las unidades de area

1,2,...,n. La estadistica C de Geary tiene la siguiente forma:

(n—1)>7, Z?:l wij (Y; — YJ)2
2 <Z?:1 Z?:l Wij) > i (Y; 2 ?)2

donde Y es el valor de la media muestral y wj; son los pesos de la matriz de vecindad.
La estadistica C' toma cualquier valor positivo, C' > 0. Valores bajos de C (es decir,

entre 0 y 1) indican la presencia de asociacién espacial.

2.1.4. Independencia Condicional

Para comprender el modelo condicional autoregresivo se revisa brevemente el concepto
de la independencia condicional implicita en una cadena de Markov, o méas generalmente
en el caso espacial, un campo aleatorio de Markov (Rue y Held, 2005). La independencia
condicional se discute en el contexto de modelos autorregresivos de series de tiempo.

Ejemplo: Proceso Autoregresivo de orde 1 - AR(1).

Sea el modelo AR(1) definido por:

Y, =pYii+ea e X N(©O1), |p<1.
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Este modelo puede ser expresado en la forma condicional por:

}/t|Yla”'aYthlNN(th*171) t:27"°7n5

asumiendo que la distribucién marginal de Y7 es normal con media cero y varianza 1/ (1 — p2).
Luego la fdp conjunta de Y = (Y7,...,Y,) puede ser calculada a partir de las distribu-

ciones condicionales de Y;,

fy (y) = f () f(w2lyr) - f (Ynlyn-1)

1 _ 1 _
fy (y) = (2 )n/2 ’2 1|1/2 exp <_2y/2 1y> 7
T

donde X! es una matriz tridiagonal, de la forma:

1 —p
—p 1+p° —p

< EIFG

—p 1

Como se vera con mas detalle en la siguiente seccién, definir las distribuciones condi-
cionales completas permite una especificacién alternativa, pero equivalente, para derivar la
densidad conjunta de Y. Esto no es tan obvio como usar las densidades condicionales para
formar las densidades conjuntas como un producto de estas densidades condicionales por la
densidad marginal de Y7, lo que requiere el nivel de detalle proporcionado por el Lema de

Brook en campos aleatorios de Markov.

2.1.5. Lema de Brook y campos aleatorios de Markov (MRF)

Un resultado técnico 1til para obtener la distribucién conjunta de la Y en algunos de los
modelos que discutimos a continuacién es el lema de Brook (Brook, 1964). La utilidad de
este lema se expone en el articulo de Besag (1974) sobre modelos condicionalmente autorre-
gresivos.

Sea un vector de variables aleatorias Y = (Y7,...,Y},)". Segtn el lema de Brook se dice

que el conjunto de las condicionales completas son compatibles, si se verifica que:

n

FWilyr, - Yie1, Yit1,0,... Yn0)
fyla"'ay = e fyl,Oa"wy,O 5 2.1
( 2 l—‘[ fWiolyss -5 ¥i-1,¥i410,....Yn0) ( o) (21)

1=
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o en forma mas desarrollada el Lema de Brook se puede rescribir como

Filyas - syn) P (21Y1,0,¥3,- - Yn)
Froly2, - un) f(Y2,0ly1,0,435 -+ Un)

f(ylv"'ayn):

f Ynl|Y1,05- -+, Yn—1,0
(5 . )f(yl,m
F Wnoly1,05- - Un—1,0)

donde (y1,0,---,Yno0) es definida en el soporte de Y. Es decir, f (y1,...,yn) estd deter-

.. >yn,0)7

minada por las distribuciones condicionales completas y la constante de proporcionalidad

fW1,05- - Yn0)-

Para probar el Lema de Brook se usa el resultado béasico de fdp condicionales y luego se

aplica el método de induccién. Por ejemplo, en el caso de dos variables aleatorias:

F o) = £ () £ ) = £ (o) 5202
_ fnly2) f (ya2lyro)
— F(yoly2) f (y2,0ly1,0

f(ly2) f(y21y10)

- I Woly2) f(y2,0ly10

)f (¥2,0ly1,0) P (y1,0)

)f (y1,0,y2,0) -

Luego es evidente que se puede construir una distribucién conjunta para Y = (Y7,Y3),
dado un conjunto completo de distribuciones condicionales (univariadas) completas.

Aunque Brook (1964) ilustra cémo crear la densidad conjunta a partir las distribuciones
condicionales completas hasta una constante de proporcionalidad, a menudo es engorroso
para un gran numero de areas geograficas. Asi el campo aleatorio de Markov es la clave para
pasar de las distribuciones condicionales completas a una distribucion conjunta para Y.

Un campo aleatorio de Markov (MRF) es un proceso estocéstico. A cualquier MRF de
este tipo le corresponde un grafo aciclico con aristas no dirigidas ! (Whittaker 1990). Antes
de que podamos definir el MRF en el campo espacial, primero debemos definir el concepto
de un sistema de vecindad. Sea S un conjunto de dreas de lattice con centroides s € S. Luego
usamos la notacién ds para denotar los vecinos de s.

Definicién (Markov random field): Sea X, un campo aleatorio de valores discretos
definido en la lattice S con un sistema de vecindad Js. Ademds, suponga que X es una
realizacién del campo aleatorio de Markov (MRF) X y tiene una funcién de probabilidad o
densidad (fdp) f (x). Entonces decimos que X es un MRF, si la fdp de X tiene la propiedad

de que para todo x € 2:

'Un grafo no dirigido G es un par ordenado G = (V, &) que estd sujeto a las siguientes condiciones: (i)
V es un conjunto, cuyos elementos se denominan vértices o nodos, y (ii) £ es un multiconjunto de pares
desordenados de vértices (no necesariamente distintos), llamados aristas o lineas.
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f (ws’xr parar # 3) =f (xs’xar) .

En el contexto del modelo espacial, se espera que la distribucién condicional completa para
Y; dependa solo de los vecinos del area i es decir del sistema vecindad 0; tal que se puedan

definir las distribuciones condicionales completas de la siguiente forma:

fWily—i) = f (il {y; : jedi}),

donde y_; representa al vector Y sin y;.
El Teorema de Hammersley-Clifford establece que para la fdp de Y definida sobre el
lattice S y el sistema de vecindad Js, entonces Y es un MRF. Los MRF que son gaussianos

forman una clase de modelo introducido por Besag (1974).

2.2. Modelos de datos de areas

Una vez definida la estructura de vecindad, se consideran modelos que se asemejan a
los modelos autorregresivos en series de tiempo. Dos de estos modelos muy populares que
incorporan esta informacion de vecinos se conocen como modelos autorregresivos condicional

y simultédneo, es decir, los modelos CAR y SAR.

2.2.1. Modelos condicionales autoregresivos (CAR)

Primero se especifica directamente la distribucién condicional de Y; condicionada por
el resto de observaciones como promedio ponderado de los valores en tales observaciones y
presencia de heterocedasticidad para cada observacién. Asi primero se asume que las distri-

buciones condicionales completas siguen una distribucién normal:
. . 2 .
yi]yj,j#sz Zbijyj,ﬂ- ,1:1,...,n. (2.2)
J

Las condicionales completas definidas en la ecuacién (2.2) son compatibles, es decir, a

través del lema de Brook podemos obtener una “funcién de densidad conjunta” de la forma:

f(yl,...,yn)ocexp{—;y/D1 (I—B)y}, (2.3)

donde B = {b;;} y D es diagonal con D;; = 772.

La expresién en la ecuacién (2.3) sugiere una distribucién normal multivariada para Y
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. . .., _ 1 . .
con media 0 y matriz de precisién Eyl = (I — B)" " D. Sin embargo, son necesarias con-
diciones que aseguren que la matriz de covarianza D! (I — B) es una matriz simétrica,

especificamente:

bij _ bji
= =2Z (2.4)
T T
i J
para todo i, j.
bir b1z -+ bin
B bor b2 -+ boy
bnl bn2 brm
7 0 0
0 72 0
D= 2
0 0 - 72

A partir de la matriz de vecindad W, las ecuaciones se definen por b;; = wj;j/wit y

72 = 7%/w;;, entonces resulta que p (yily;,7 #i) = N (ZJ Wijyj/wi+a7_2/wi+)- Luego se

tiene que:

F W, yn) OCexp{—;fzy’ (Dw—W)y}, (2.5)

donde D, es diagonal con (Dy,);; = wiy.

Notemos un segundo aspecto (D, — W)1 = 0, es decir, 3, ! es singular, por lo que su
inversa X, no existe y la distribucién en 2.5 es llamada impropia.

Bajo las definiciones previas de B y D, para abordar la impropiedad de la distribu-
cién en la ecuacién (2.5), se redefine X 1 = 7—12(Dw — pW) donde para cierto parametro
de autocorrelacion espacial p se tenga que X, ! sea no singular. En particular, esto se cum-

ple si p € (i,i> , donde A1) < Ay < -+ < Agy,) son los autovalores ordenados de

A1) ” An)
D;V*w D Y2,
Bajo la definicién de 3 ' = D, —pW ,la distribucién condicional completa f (vilyj,J # 1)
se convierte en N (p Zj WijYj /wi+,7'2/w¢+). Por lo tanto, la media condicional de Y; es

proporcional al promedio de los valores de sus vecinos. Esto permite una interpretacién

espacial sensata para el modelo CAR.
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Ejemplo : CAR simple con dos vecinos:

Y1|Yz ~ N (pwigye, 72 /wi)

Y1|Ys ~ N (pwaryr, 7 /way)

[ (ily2) f (y2lyr = 0)
f(y17y2> X f(y1 :O]yg)

exp (—1;% (y1 — pw123/2)2) exp (—% (y2 — ,0w210)2>

x 2
exp (—2%2 (0 — pwi2y2) )

1
“ [ —
272

W1+ —pwi2
(y—0) (y—0).
—pwiz Wy
De este ejemplo se muestra que si:
1 w —pwi2 1
27127 1+ pPwW1 :f(Dw—pW),

2 2
T T
—pwiz w2y

entonces

Y =72(Dy—pW) L.

Y podemos concluir que Y = (Y7, Yg)T sigue una distribucién normal:
Y ~ N (o,T2 (D, — pW)_1> :

Se pueden obtener limites més simples que los dados anteriormente para el parametro
de autocorrelaciéon p si reemplazamos la matriz de vecindad W por la matriz de vecindad
“escalada” o “estandarizada” W = Diag (1/wiy) W. Luego X' puede escribirse entonces
como %2 <Dw — pW) Entonces si [p| < 1, 3 ! es diagonalmente dominante y simétrica, por

lo tanto es definida positiva.

2.2.2. Modelo Autoregresivo Simultaneo - SAR

El modelo autoregresivo simultdaneo (SAR) fue introducido por Whittle (1954) y se define
por un modelamiento simultdneo de la autocorrelacion espacial en la variable respuesta.

El modelo SAR asume que

Yi:Zbi]’Y}-l-Ei;i:l,Q,...,n
J
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donde ¢; ~ N (0,7'2) son errores independientes, o equivalentemente, (I — B)Y = € con

€= (e1,... ,en)T. Por lo tanto, si (I — B) es de rango completo se tiene que:

Y ~ N <o, (I-B)™'D ((I—B)1>T>, (2.6)

donde D = 721, entonces la ecuacién (2.6) se simplifica a
-1
Y ~N (o,f2 [(I—B) (I—B)T} ) .

Para garantizar una fdp normal multivariada en la ecuacién (2.6), (I — B) debe ser de
rango completo. Dos opciones se discuten con mayor frecuencia en la literatura. El primero
enfoque asume B = pW donde W es una matriz de vecindad. Aqui p también se denomina
pardmetro de autorregresién espacial y, evidentemente, Y; = p > ;Y51 (j € ;) + €, donde 0;
denota el conjunto de vecinos de i. De hecho, se puede usar cualquier matriz de vecindad
simétrica y, paralelamente como se explicd para el modelo CAR, se tiene que I — pW sera no
singular si p € (%, ﬁ) donde A1) < ... < A(,) autovalores ordenados de D;l/ZWDgl/Q.

De esta forma se puede puede definir el modelo SAR de forma matricial,

Y = pWY +e,
Yy Wil w12 o WIN pr 0 - 0 Y, €1
Yo B W21 W22 - W2N 0 p2 0 Y5 n €9
YN WN1 WN2 ' WNN 0 s % ON YN EN
donde p = diag (p1,...,pnN), el vector € tiene media E (€) = 0 y covarianza Cov (€) = 721.

Alternativamente, el segundo enfoque indica que W puede ser reemplazada por la matriz
‘estandarizada” W donde para cada i, la i-ésima fila ha sido “normalizada” para sumar 1,
es decir, Wij = wjj/wit. Si establecemos que B = pV[Nf, donde p se llama pardametro de

autocorrelacién espacial, I — pﬁ; serd no singular si p € (—1,1). Luego

Yi=p> Vi (j€d)/wit + e
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J

y se garantiza la distribucién normal multivariada

Y ~ N <0,T2 (I—pVT/>_1 ((I—pW)_1>T> .



Capitulo 3

Estructura del modelo espacial

En esta tesis se propone estudiar cémo ha evolucionado el promedio del monto devengado
de ejecuciéon en inversiones publicas a nivel de provincias del Peri. Cabe mencionar que el
gasto devengado hace mencion al reconocimiento de una obligacién de pago derivado del
gasto comprometido previamente registrado ! . Para ello, es importante entender primero las
caracteristicas de la variable de interés. Un modelo estadistico apropiado tomara en cuenta
qué otras variables explican la variaciéon del monto promedio de ejecucién en las regiones.

Entre las variables potenciales para el estudio se encuentran las siguientes:

= Si la inversién ha tenido declaratoria de Estado de Emergencia por Desastre: Hace men-
cion al estado de excepcién ante la condicion de desastre ocasionado por un fenémeno
de origen natural o inducido por la accién humana, con la finalidad de ejecutar acciones

inmediatas y necesarias para la respuesta y rehabilitacion.

= Latitud: Desde la perspectiva de la geografia, las latitudes son simplemente una medida
de qué tan lejos estd uno de Ecuador. Por lo que las ubicaciones que estan lejos del

Ecuador son propensas al clima frio.

= Longitud: Mide qué tan alto estd uno sobre el nivel del mar, por lo que las ubicaciones
que tienen una gran elevacién son propensas al clima frio. Esto explica la distribucién

desigual de la precipitacién en la parte norte y sur del Pert.
= Indice de Desarrollo Humano.

= Si la inversién ha presentado obras paralizadas.

!Se formaliza a través de la conformidad del 4rea correspondiente en la entidad ptiblica o Unidad Ejecutora
que corresponda respecto de la recepcion satisfactoria de los bienes y la prestacién de los servicios solicitados
y se registra sobre la base de la respectiva documentacién sustentatoria.

17
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= Si la inversién ha sido beneficiaria de fondos provenientes del Reconocimiento de Eje-

cucion de Inversiéon de parte del MEF.

= Si la inversién pertenece a la cartera priorizada de inversiones de seguimiento por el

MEF.

= Nivel de gobierno: Comprendida por las entidades adscritas al Sistema Nacional de

Programaciéon Multianual de Inversiones del gobierno nacional, regional y local.

Por otro lado, se espera que el monto (o logaritmo) promedio devengado en inversiones
publicas sea similar en provincias vecinas. Esta dependencia espacial tendria que incorporarse
en el modelo estadistico espacial para datos de dreas (Cressie, 1993; Banerjee et al., 2014).
Diversos modelos para datos de areas han sido propuestos, por ejemplo el modelo condicional
autoregresivo (CAR), modelo autoregresivo espacial (SAR), modelo Besag-York (BYM), mo-
delo direccionado aciclico autoregresivo (DAGAR) propuesto por Datta et al. (2019), entre
otros.

Formalmente, se asume que la variable dependiente Y; representa el logaritmo del pro-
medio de monto devengado de ejecucién en inversiones piiblicas de la provincia i-ésima para

i=1,...,n, donde n es el nimero de provincias en Per.

3.1. Modelo CAR

Primero, se plantea modelar Y; a través del modelo autoregresivo condicional (CAR) el

cual asume que sigue la siguiente distribucién condicional:

ww

-2
) para j # 1, (3.1)
Wi+ ’LUH_

Vi|Yj ~ sz

donde w;; corresponde a la relacién de vecindad entre las provincias ¢ y j de la matriz de pesos
W de las provincias del Pert, w;4 es el nimero de vecinos de la i-ésima provincia, 72 es un
parametro de escala y p es un parametro de autocorrelacién espacial. Esta definicién asume
que el monto de ejecuciéon promedio en una provincia depende esencialmente de los montos
de ejecucién promedio de las provincias vecinas. A partir de estas funciones de densidad
condicionales, se puede definir la funcién de densidad conjunta de Y = (Y1,...,Y;,)" bajo
condiciones especificas. En particular la distribucion de Y es normal con vector de medias
cero y matriz de precisién (inversa de la matriz de covarianza) conocida derivada de la

ecuacién (3.1). Generalizando este modelo, se puede incluir covariables a través de un vector

de covariables X, de tal forma que Y continua teniendo una distribucién normal, pero ahora
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el vector de medias esta definido por X 3, y tiene la misma matriz de precisién derivada de

la ecuacién (3.1). Asi, el modelo espacial usando CAR tiene la siguiente forma:
Y~N(X82=Q7"),

donde 3 es el vector de coeficientes de regresién y Q = %2 (Dw — pW) es llamada matriz de
precision. Para facilitar la interpretacién del parametro de autocorrelacion espacial, se puede
reemplazar W por W = Diag (1/wiy) W, luego Q = %2 (DW — pﬁ?), con D, es diagonal
con (Dy,);; = Wit-

Definido el modelo se deben estimar los pardmetros 8 = {3, 72, p}, asf como evaluar la

precision de los estimadores. En esta tesis se propone que la estimacion se realice mediante

maxima verosimilitud.

3.1.1. Inferencia clasica del modelo CAR

La funcién de verosimilitud del modelo CAR es definida por:

1
L6Y) = L = |22 exp
(2m)2

5 (¥ - X8 = (v - xp)

Aplicando el logaritmo a la funcién de verosimilitud se tiene que:
1 —~ 1 —~
() x —gln () + ;In ‘DW - pW’ - {(Y —xp8)7 (DW - pW) (v — X,B)} .
T

Estimacién de 8 y 72

Las derivadas de primer orden necesarias para hallar los estimadores de 3 y o2.

Primero se deriva la funcién de log-verosimilitud respecto a :

d(e(9))  d[-2In(r?)] 1d[1n\Dw—pf/‘7H d[ziz {(Y—Xﬁ)T (Dw—pﬁ?) (Y—Xﬁ)H
B~ a2 aB B i3
Ci(il(ﬂe)) o —XT (Dw - pW) (Y -X8)-X' (Dw - ,oﬁ7> (Y — XB)

o —2X T (DW - pW) (Y — XB)
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d(£(9))
B

Luego en la ecuacién 3.2 se iguala 8 = B, se iguala a cero y despejando B se obtiene el

x —XT (DW _ pVTf) Y+ X7 <DW - va/) X3 (3.2)

estimador de 3:

3= (XT (DW — pﬁ7) X)_l xT (DW - pﬁ?’) Y. (3.3)

De forma similar, se deriva la funcién de log-verosimilitud respecto a 72:

ae©) _d[-3u ()] 1d[m[Dw - W] a5 { -X8) (Dw—oW) (¥ - Xp)]
a2 dr? +§ dr2 \l dr? ’

Luego el estimador por maxima verosimilitud de 72 es:
b ® AT ! B A
72— 2 (Y . XB) (DW 4 pW> (Y - Xﬁ) (3.4)
n

Se observa que los estimadores para 3 y 72 en las ecuaciones (3.3) y (3.4), respectiva-
mente, dependen del pardmetro p que no es conocido. Y para el pardmetro p no se obtiene
su estimador analiticamente por lo tanto se estima a través de otros métodos. Una opcién es
estimarlo numéricamente a través del algoritmo de Fisher-Scoring y reemplazando los EMV
de B y 72 iterativamente, hasta estimar los tres pardmetros. Otra opcién es usar los EMV de
B y 72 iterativamente y estimar p por maxima verosimilitud restringida como se presenta a

continuacion.

Estimacién de p

En la préactica los estimadores B y 72 de las ecuaciones 3.3 y 3.4 se reemplazan en la

funcién de verosimilitud restringida, definida por:

Fp*) = —gln (#2) —i—%ln’DW —p*W‘ _ % {(Y—XB)T (DW —p*vNV) (Y—XB)}.

Para estimar p se maximiza numéricamente la funcién de verosimilitud restringida.
Sea S (p*) = Vf(p*) la funcién score y H la matriz Hessiana correspondiente a las
segunda derivada de f (p*). La informacién de Fisher esperada es I (p*) = —FE [H (p*)]. La

informacién de Fisher y funcién Score se emplean en el algoritmo de Fisher-Scoring para la
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estimacién de p,

P — ) [I <p*(t)>]—1 g (p*(t)> 7

donde p*(®) es el valor del pardmetro en la i-ésima iteracién. Comenzando con el valor inicial

de p*(©) iteramos la ecuacién hasta que cierto criterio de convergencia es alcanzado (es decir,
*#(t+1) ~ *(t) solucié ko~ %(t) : 1 d 1 1 cri io d

p ~ p*"). La solucién es p* ~ p para cierto valor de ¢ que cumple el criterio de

convergencia.

3.2. Modelo SAR

Por otro lado, se plantea modelar Y; a través del modelo SAR:

Yi= PZWUY]' + €, (3.5)
J#i

donde ¢; ~ N (0,7’2), wj; corresponde a la relacién de vecindad entre las provincias i

y j de la matriz de pesos W de las provincias del Pert, 72

es un parametro de escala
y p es un parametro de autocorrelacién espacial. Esta definicién asume que el monto de
ejecucién promedio en una provincia depende de todos los montos de ejecucién promedio

de las provincias vecinas. A partir de esta definicién, se puede definir el modelo para ¥ =

(Y1,...,Y,)T de forma matricial tal que
Y = pWY +e,

donde E (€) = 0 y covarianza Cov (€) = 72I. Luego la distribucién de Y es normal con vector

de medias cero y matriz de precisién (inversa de la matriz de covarianza) conocida, es decir,
—1
Y~N (0, Q ) )

donde Q = %2 (I — pW) (I — pW)". Adicionalmente, se requieren condiciones especificas pa-
ra que (I—pW) sea positiva definida, en particular, se reemplaza W por W= Diag (1/wiy) W,
luego Q = %2 (I — pﬁvf) (I — pﬁ;)T.

Generalizando este modelo (ecuacién (3.5)), se puede incluir covariables a través de una

matriz de covariables X, asi el modelo espacial SAR toma la siguiente forma matricial,

Y = pWY + XB+e,
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tiene distribucién normal, tal que si R = (I — pﬁvf) entonces Y ~ N (RleB, Y= Qfl),
— \T
donde Q = 7—12 (I — pW) <I — pW) . Los pardmetros del modelo son: 8 = (,8, 72, p) .

3.2.1. Inferencia clasica del modelo SAR

Se tiene la siguiente expresién para la funcién de verosimilitud:

L(0)=(2r)2 \2*1\% exp { (Y - R*lxpa)T =Y - RlXﬁ)} ,

1
2
La funcién de log-verosimilitud es:

n 1
0(0) x —§ln (7’2) + iln

1

272

(1) (1)’

{(Y ~R'xp) (1-pW) (T pW)T (Y - R‘lXﬁ)} .

(3.6)

El procedimiento implica estimar analfticamente 3 y 72 en funcién de p, mientras que
la estimacion de p necesita de algin método numérico. A continuacién se presentardn los

estimadores para 3y 72.

3.2.2. Estimacién de 8 y 72
Derivando la funcion de log-verosimilitud en la ecuacién (3.6) respecto a 3 e igualando a
cero, obtenemos el estimador de maxima verosimilitud:

3= (XTX>_1 (XTR*1Y)

. -, .l
3= (XTX) (XT (I -~ Wp> Y) :
Derivando la funcién de log-verosimilitud en la ecuacién (3.6) respecto a 72 e igualando

a cero, obtenemos el estimador de méaxima verosimilitud:
, 1 AT AT
222 (RY _ Xﬁ) (RY _ X,B)
n

2oL (1-wo)y - xp) (- W)Y -x5) .

n
3.2.3. Estimacion de p

El parametro p no se puede estimar analiticamente, por lo tanto se estima numéricamente
como se ha explicado previamente. Para estimar p, se reemplaza los estimadores de 3 y 72

en la funcion de verosimilitud restringida:
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1 N N
F(p7) = fgln (277%) + 5 In ‘(I — W - p*W)T‘ -
1 AT o) | “Tir -1
2%2{(Y RXp) (I P W) (I P W) (Y —~Rx8)}.
Sea S (p*) = Vf(p*) la funcién score y H la matriz Hessiana correspondiente a las
segunda derivada de f (p*). La informacién de Fisher esperada es I (p*) = —FE [H (p*)]. La

informacién de Fisher y funcién Score se emplean en el algoritmo de Fisher-Scoring para la

estimacién de p,
D) pr(0) [I <p*(t)>]_1 g <p*(t)> ’

donde p*(®) es el valor del pardmetro en la i-ésima iteracién. Comenzando con el valor inicial
de p*(©) iteramos la ecuacién hasta que cierto criterio de convergencia es alcanzado (es decir,
D = p*®). La solucién es p* ~ p**) para cierto valor de ¢t que cumple el criterio de

convergencia.

3.3. Calculo de Intervalos de Confianza

Sea = (61,...,04) un vector de pardmetros a estimar y /(#) la funcién de log-verosimilitud,

entonces la matriz de informacién de Fisher Esperada es definida por:

E[—aglg(;)] E[_%g’@)d} |
3 AN
TN B .
B [—5);;5%)1} E [_a;z;g)}

Bajo ciertas condiciones de regularidad, para tamanos de muestra grande, es decir cuando
n — oo, entonces el estimador de maxima verosimilitud de # sigue una distribucién normal
asintéticamente:
0~ N(0,1Ip(0)7).
Luego la ecuacién para el intervalo de confianza al (1 — a) % para un pardmetro 6; se
define como:
O, = 0; — zl,mﬁ iy = 0 + zl,a/Qin

1,07
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donde 6; es el estimador de maxima verosimilitud (EMV), z1_q/2 es el quantil de la distri-
1 .
bucién normal estdndar y J?; es la desviacién estandar del EMV 6;, el i-ésimo elemento de

la diagonal de la matriz J = Ig(6)~ .



Capitulo 4

Estudio de Simulacion

En este capitulo, realizaremos un estudio de recuperacién de pardmetros con el objetivo
de mostrar la idoneidad del método de estimaciéon propuesto. Se desarrollan dos casos de
estudios de simulacién usando los modelos CAR y SAR planteados en el capitulo 3. Cada
estudio se divide en un escenario para un conjunto prametros inciales. Bajo los estudios
de simulacién buscamos simular la variables de respuesta del modelo espacial y verificar la

correcta estimacién de los parametros e hiperparametros usando inferencia clasica.

4.1. Simulacion del modelo CAR

En esta seccion se simulan datos provenientes del modelo CAR definido en la seccién 3.1.

4.1.1. Generacién de Datos

En la simulacién de un modelo espacial autorregresivo condicional se genera datos es-
paciales que exhiben autocorrelacion espacial basada en una estructura CAR especifica. A

continuacién se describe la implementacién realizada para simular los datos:
= Delimitacion del area de estudio

Para la simulacién de los datos espaciales se establece un tamano de muestra n = 171
distritos del departamento de Lima (Figura 4.1). Donde se asume asume que Y; representa

la variable aleatoria de interés en el i-ésimo distrito tal que i =1,...,n.
» Especificacién de las relaciones de vecindad y creacién del grafo

Para cada unidad geografica del conjunto de datos espaciales de los distritos de Lima, se

identifica sus unidades vecinas. Estas unidades se determinan por la contigiiidad directa (es

25
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Figura 4.1: Mapa de los distritos del departamento de Lima.

decir, compartir un limite). Con la identificacién de estas relaciones espaciales se construye la
matriz de pesos espaciales W. Esta matriz codifica las relaciones espaciales entre las unidades,
y es central en el modelo CAR. Las ponderaciones elegido en W es del tipo binaria (donde
se asigna 1 si dos unidades son vecinas y 0 si no lo son).

En R, con el paquete spdep a través de la la funcién poly2nb() se identifica los vecinos
basdandose en la contigliidad de las unidades geograficas. En particular, se opta por la con-
tigiiidad de tipo “queen”, que considera dos unidades como vecinas si comparten al menos
un punto en comun. A modo ilustrativo, para nuestra data de estudio para el distrito de
Chorrillos en la provincia de Lima, las unidades vecinas identificados son Villa el Salvador,
Barranco, San Juan de Miraflores y Santiago de Surco.

Una vez determinados los vecinos (Figura 4.2), se construye la matriz de vecindad W.
En nuestro contexto, esta matriz es de 171 x 171, reflejando el ntmero total de distritos
considerados. Cada entrada en W indica si un par de distritos son vecinos (representado por
un 1) o no (representado por un 0).

La matriz W se puede visualizar de manera eficiente usando técnicas de mapeo, donde se
muetran las relaciones de vecindad. En la Figura 4.3 podemos observar la matriz W, donde

los cuadrados rojos representan que los distritos ¢ y j son vecinas, ademas de contar con la
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Figura 4.2: Grafo de los distritos del departamento de Lima.

diagonal con cuadrados rojos.

Finalmente, para convertir la lista de vecinos en una matriz binaria, se utiliza la funcién
nb2mat() del paquete spdep. Esta matriz codifica relaciones espaciales y es instrumental en
el calculo de métricas de autocorrelacién espacial. En este estudio particular, se encontré

que, en promedio, cada distrito tiene 5.2 vecinos.
s Definicion del vector de medias y matriz de precisiéon

Para la simulacién de la covariable, x; es simulada de una variable aleatoria con dis-
tribucién normal estdndar x; ~ N (0,1), tal que X; = (1,z;). Los coeficientes de regre-
sién se definen como S = (fy, 1) = (0.5,2). Se genera X3, para i = 1,...,n a partir de
X ;r B = Bo + Pix;. Para la generacién de la matriz de precisién (inversa de la covarianza)

2 un valor igual a 1. Luego se obtiene

se asigna al pardametro p un valor igual a 0.8 y para 7
Q= %2 (DW — pﬁv/) Finalmente se simulan datos de la v.a. Y; para ¢ =1,...,n a partir de
la distribucién del vector aleatorio Y ~ N (X 3, Q_l) . En la Figura 4.4 se puede observar

la simulacién de la variable respuesta en los distritos del departamento de Lima.
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Figura 4.3: Matriz de vecindad de la provincia de Lima.

Figura 4.4: Simulacién de la variable de estudio en cada distrito de la provincia de Lima.
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4.1.2. Estimacion

Se implementé y ajusté en R la inferencia del modelo CAR para datos de areas. En
el cuadro 4.1 se muestran las estimaciones por el método de maxima verosimilitud de los
parametros. Se encontraron resultados deseados pues se logré recuperar los parametros pre-
determinados, es decir, se obtuvieron estimaciones aproximadas a los valores reales. De los
resultados obtenidos también observamos que los intervalos de confianza (en adelante IC)

contienen al valor real del pardmetro.

Cuadro 4.1: Resultados de las estimaciones puntuales: media, desviacién estandar e invervalos
de confianza (IC) al 95 % del modelo CAR.

Pardmetro Real Estimado Desviacién Estédndar IC (95 %)
Bo 0.500 0.428 0.067 (0.299, 0.558)
51 2.000 2.022 0.031 (1.962, 2.082)
p 0.800 0.734 0.121 (0.497, 0.970)
P 1.000 1.042 0.118 (0.811, 1.272)

En la Figura 4.5 se muestra que para una grid valores del p y 72, el valor méximo del
logaritmo de la funcién de verosimilitud se obtiene aproximadamente para p € (0.5,1) y 72 €

(0.8, 1.3).

Figura 4.5: Gréfico de contorno de la funcién de log-verosimilitud para los

pardmetros espaciales p e 72.
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4.2. Simulacion del modelo SAR

En esta seccién se simulan datos provenientes del modelo SAR definido en la seccién 3.2.
Se procede de forma similar a la simulacién de datos del modelo CAR, se delimita el drea de
estudio, se especifica las relaciones de vecindad y se crea el grafo.

Luego se define el vector de medias y simula datos de simulacién de la covariable, x; es
simulada de una variable aleatoria con distribucién normal estdndar x; ~ N (0, 1), tal que
X, = (1,z;). Los coeficientes de regresion se definen como 5 = (fp, 1) = (0.5,2). Se genera
XpB, para i = 1,...,n a partir de XZT,B = Bo + Pix;. Para la generacion de la matriz de
precisién (inversa de la covarianza) ahora del modelo SAR se asigna al pardmetro p un valor
igual a 0.8 y para 72 un valor igual a 1. Luego se obtiene Q = %2 (I — pW/) (I - pW)T.
Finalmente se simulan datos (Figura 4.6) de la v.a. Y; para ¢ = 1,...,n a partir de la

distribucién del vector aleatorio Y ~ N (R_lX 3, Q_l) , donde R = (I — pW) .

Figura 4.6: Simulacién de la variable de estudio del modelo SAR en cada distrito de Lima.

Se implementd y ajusté en R la inferencia del modelo SAR para datos de areas. El cua-
dro 4.2 muestra las estimaciones de los parametros, los intervalos de confianza y la desviacion
estdndar de cada pardmetro de la simulacién de una distribucién SAR. Podemos observar
que las estimaciones se acercan a los valores originales de los pardmetros, y el valor original

de los pardmetros se encuentran dentro del intervalo de confianza al 95 %.
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Cuadro 4.2: Resultados de las estimaciones puntuales: media, desviacion estandar e invervalos
de confianza (IC) al 95 % del modelo SAR

Parametro Real Estimado Desviacién Estandar IC (95 %)
Bo 0.500 0.541 0.059 (0.425,0.657)
B 2.000 2.112 0.078 (1.960, 2.265)
P 0.800 0.789 0.023 (0.744, 0.834)
72 1.000 1.043 0.114 (0.820, 1.266)

En la Figura 4.7 se muestra que para una grid valores del p y 72 el valor maximo del
logaritmo de la funcién de verosimilitud se obtiene aproximadamente para p € (0.5,1) y

2 € (1,1.5).

Figura 4.7: Grafico de contorno de la funcién de log-verosimilitud para los

pardmetros espaciales p e 72.

4.3. Comparacion de IC : CAR - SAR

El modelo autorregresivo condicional (CAR) y el modelo autorregresivo simultdneo (SAR)
se emplean para simular datos correlacionados espacialmente. Bajo los supuestos del escenario
del estudio de simulacién se estudian los intervalos (IC) al 95% de confianza (Figura 4.8).
Observamos que el valor original de cada pardmetro se encuentra dentro del IC con 95 %

nivel de confianza.
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En el modelo CAR, los intervalos de confianza para el parametro 1 es mas estrecho
en comparacion con los del modelo SAR. En contraste, el intervalo de confianza para el
parametro p muestra una mayor amplitud en el modelo CAR.

Los resultados indican una precisién diferencial en los modelos CAR y SAR con respecto
a la autocorrelacién espacial y las estimaciones de los coeficientes de regresién. Un intervalo
de confianza mayor para p en el modelo CAR sugiere menos certeza en la captura de la
dependencia espacial, mientras que el intervalos mas estrecho para el coeficiente de regresion
[B1 sugiere una comprension mas clara de la relacién de la covariable en este modelo.

Estos resultados sugieren una mayor precisién en torno a esas estimaciones de pardme-
tros especificos. Sin embargo, la decision sobre qué modelo utilizar debe tener en cuenta otros
factores como el ajuste general del modelo y la naturaleza de los datos. Seria conveniente pro-
fundizar en otras métricas de diagnéstico y considerar el contexto y los objetivos especificos

del analisis al decidir entre modelos.

Figura 4.8: Intervalo de confianza al 95 % para Sy, f1, p y 72 para los modelos ajustados.
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4.4. Estimacion de la variable respuesta

Finalmente, la Figura 4.9 compara los valores originales simulados de la variable respuesta
(observado) con sus estimaciones usando el modelo CAR y el modelo SAR. En ambos casos,
se observa que se ha recuperado bien los valores originales, presentandose una ligera mayor
variabilidad en el modelo SAR. Para corroborar este resultado se calculé la raiz del error
cuadratico medio estimado (RMSE), se obtuvieron los valores 0.5166268 y 1.432582, para el

modelo CAR y SAR, respectivamente.
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Figura 4.9: Estimacién de la variable respuesta versus el valor original (observado) de la
variable respuesta para los modelos ajustados: CAR (arriba) y SAR (abajo).



Capitulo 5
Aplicaciéon

En este capitulo, se presenta los resultados del modelo espacial CAR, empleado para
analizar datos del monto devengado en inversion publica, especificamente de las inversiones
registradas en el aplicativo de Banco de invesiones del Sistema Nacional de Programacién
Multianual y Gestién de Inversiones- SNPMGI. El estudio abarca informacion recopilada
de todos los departamentos del Pert correspondiente al ano 2022. Se detalla la informacién
y andlisis empleado en la elaboracién de esta investigacion, abordando: las dependencias
espaciales ligadas al desempeno de las inversiones, la pertinencia de los modelos espaciales,
culminando con el proceso de modelado, estimacién de parametros y valoracién del modelo

seleccionado.

5.1. Descripcion de la variable respuesta

La base de datos ha sido extraida del Sistema Nacional de Programacién Multianual y
Gestién de Inversiones - SNPMGI donde muestra datos de las inversiones publicas georefe-
renciadas de todo el Peri. En particular, se seleccionaron para esta tesis los datos corres-
pondientes al ano 2022, encontrandose dentro de ese periodo que los gobiernos locales han
devengado de manera acumulada un total de S/ 21,245 millones, siendo los departamentos
con mayor monto devengado: Cusco (S/. 2,752.6 millones), Ancash (S/. 2,143.6 millones),
Lima (S/. 1,852.9 millones ), Piura (S/. 1422.8 millones), y Arequipa (S/. 1,375.8 millones).

Los datos se inversiones se encuentran organizados por ubicacién geogréfica (departa-
mento, provincia y distrito) y para obtener los valores de interés de las variables a nivel de
provincia, se realizé el promedio de las variables continuas. Asimismo, este conjunto de datos
estd compuesto por los campos descritos en el cuadro 5.1 correspondiente a la inversiones

publicas del SNPMGI.

35
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Cuadro 5.1: Organizacién de la data de las inversiones publicas del SNPMGI.

CAMPO DEFINICION
Cédigo de Inversiones Clave tunica asignada a cada inversién
para su identificacion geografica
Departamento Identificacion y localizacién de la
inversion por departamento.
Provincia Identificacion y localizacion de la
inversion por provincia.
Distrito Identificacion y localizacién de la
inversion por distrito.
Nivel de gobierno Clasificacién de la inversion segin el
nivel de gobierno (nacional, regional,
local).
Monto de devengado Se refiere al monto devengado de los

gastos derivados por la ejecucién obra,
la adquisicion de los bienes, la
prestacion de los servicios y otros costos
asociados a la inversion.

5.2. Analisis exploratorio

En la Figura 5.1 se muestra el histograma de los datos de variable de estudio, el logaritmo
del monto devengado promedio Y;, en inversiéon publica por provincia. Podemos observar que
los datos y; tienen una ligera asimetria hacia la derecha, pero sigue aproximadamente una
distribucién normal. Por ello como se explicé en el capitulo 3, la presente tesis utilizara la
variable de respuesta Y; , la cual se asume que sigue una distribucién normal.

El mapa de la Figura 5.2 muestra una distribucién claramente desigual del monto de-
vengado en inversién publica en las provincias, en la escala logaritmica. Las provincias con
colores mas oscuros, indican mayores montos de inversién. Mientras que otras areas mues-
tran significativamente menos inversién (colores més claros). Ademds se puede observar que
cuando una provincia tiene un monto de inversién elevado, las provincias vecinas también
tienen montos de inversién elevados, por ello a partir de este andlisis exploratorio tenemos
evidencia de autocorrelacion espacial.

Para ajustar los modelos espaciales de regresion CAR y SAR, la matriz de vecindad W de
las provincias en Peru fue construida asumiendo que dos provincias son vecinas si comparten
algin limite geografico. Segin la matriz de vecindad de la Figura 5.3 se muestra que hay
una cantidad moderada de vecindades, indicando una distribucién razonable de conexiones

entre provincias. Cada cuadrado rojo representa que dos provincias son vecinas.
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Figura 5.1: Histograma del logaritmo del monto devengado promedio en inversién publica.

Figura 5.2: Mapa del monto devengado promedio en inversién ptublica a nivel de provincias
en escala logaritmica.
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Figura 5.3: Matriz de vecindad de provincias en Per.

5.2.1. Medidas de asociacién espacial

En esta seccion se describe la dependencia espacial encontrada a partir de estadisticas que
nos resumen la autocorrelacién espacial de la variable dependiente el logaritmo del monto
devengado en inversién publica entre las provincias del Perti. Estas son el indice de I de
Moran y la C de Geary. Las estadisticas mencionadas anteriormente miden la dependencia
espacial, la cual supone la existencia de correlacién entre los valores de la variable respuesta
en provincias proximas entre si.

Con el test de I de Moran se busca contrastar la hipétesis nula de distribucién espacial
aleatoria, comparando los valores de cada provincia del Pertd. El cuadro 5.2 muestra los
valores de las estadisticas mencionadas y valor-p del indice I de Moran. El valor del indice de
Moran de 0.219 indica una autocorrelacién espacial positiva leve en los datos. Esto significa
que hay cierta tendencia de que las provincias cercanas tengan valores similares de montos de
inversién, pero esta tendencia no es fuerte. Los resultados encontrados confirman evidencia
estadistica para afirmar que la variable de estudio (Y;, monto promedio devengado en escala
logaritmica, posee correlacién espacial a un nivel de significancia del 5 %, dado que el valor-p

es inferior a 0.05 rechazamos la hipdtesis nula.
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Cuadro 5.2: Test I de Moran.

I-Moran valor-p
0.219 3.521e-07

El segundo estadistico estimado es el C de Geary, el resultado obtenido es menor a uno,
ver cuadro 5.3. Cabe mencionar que el valor de C nunca es negativo y valores pequenos (entre
0 y 1) indican asociacién espacial positiva. En particular, la estadistica sugiere que hay una
tendencia moderada a que las provincias vecinas tengan montos devengados promedios mas
similares entre si de lo que se esperaria bajo una distribucién aleatoria. Sin embargo, dado

que el valor no estd extremadamente cerca de cero, la tendencia no es muy fuerte.

Cuadro 5.3: Test C de Geary.

C de Geary valor-p
0.757 4.852e-07

De los test de medidas de asociacion se muestran indicaciones sobre la naturaleza de la
autocorrelacién espacial en los datos para Y;. Estos datos pueden tener una tendencia general
hacia la autocorrelacion espacial.

En conclusién los tests de asociacién espacial realizados indican que existe una auto-
correlacién espacial positiva en los datos de monto devengado en escala logaritmica Y;. Es
decir, las provincias con valores similares de Y; tienden a estar espacialmente cerca unas de
otras. Este agrupamiento espacial de valores similares puede ser debido a factores geogréficos,

econdémicos, sociales u otros que afectan a las provincias de manera similar.

5.3. Descripcion de las covariables

Se tiene un total de 16 covariables recolectadas principalmente del SNPMGI. En el cuadro
5.4 se muestra la estructura de datos que se ha utilizado.

La variable “Cartera Priorizada” denota el porcentaje de inversiones designadas como
prioritarias de seguimiento por el Ministerio de Economia y Finanzas (MEF). Como pode-
mos observar en la Figura 5.4, el histograma para esta covariable revela un sesgo positivo,
indicando que una minoria de las inversiones ha sido clasificada como prioritaria. Adicional-
mente, la visualizacién en el mapa resalta las provincias peruanas con los niveles mas altos
de esta variable, facilitando la identificacién geografica de las regiones donde se concentran
estas inversiones.

La covariable “Inversion Gobierno Local” se refiere al porcentaje de inversiones ejecuta-

das directamente por entidades de gobierno local. El histograma asociado a esta covariable,
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Cuadro 5.4: Descripcion de las covariables.

CAMPO DEFINICION TIPO
Latitud Georeferenciaciéon de la Continua
inversion
Longitud Georeferenciacién de la Continua
inversién
Saneamiento Inversién es de la tipo- Binaria
logia de saneamiento

Tiene Formato N° F12B Inversién tiene Formato Binaria
12 B: Seguimiento a la
Ejecucion de Inversiones

Tiene avance fisico Inversién presenta avance Binaria
fisico de ejecucién obra

Beneficiario REI 2022 Inversiéon cuenta con Re- Binaria
conocimiento de ejecucién
de inversiones x MEF

Cartera priorizada Inversién pertenecié a Binaria
cartera priorizada x MEF

Tiene expediente técnico Inversion tiene expediente Binaria
técnico

Inversién Gobierno Local Responsable de ejecucion Binaria
de inversién Gobierno Lo-
cal

Transporte y Comunica- Inversién es de la tipo- Binaria

ciones logia de transporte y co-
municaciones

Tiene Formato N° 09 La inversion tiene Forma- Binaria
to N° 09: Registro de cie-
rre de Inversién

IDH Indice de Desarrollo Hu- Continua
mano para 2019 provin-
cial (BID)

Indice de corrupcién Nivel de corrupcién pro- Binaria
vincial, Contraloria Gene-
ral de Repuiblica

Tiempo programado eje- Menor a 1 ano entre la fe- Binaria

cucién cha de inicio y fecha de fin
de ejecucidn fisica

Ratio sobrecosto Mide la diferencia entre el Continua
monto viable y el costo
actualizado: mayor 15 %

Costo de inversién entre El costo de inversion ac- Continua

50 y 300 millones tualizado




5.3. DESCRIPCION DE LAS COVARIABLES 41

Figura 5.4: Inversiones publicas que estuvieron en Cartera priorizada en 2022.

presentado en la Figura 5.5, muestra una distribucién sesgada hacia la izquierda, indican-
do que una proporcién significativa de provincias ha realizado un alto porcentaje de estas
inversiones. Por otro lado, el mapa ilustra visualmente las provincias con mayores ratios de
inversién por parte de gobiernos locales, destacando las areas con mayor actividad en este

ambito.

Figura 5.5: Inversiones publicas ejecutado por una entidad del Gobierno Local - GL 2022.

Otra de las covariables destacadas en el andlisis es el “Avance fisico de las inversiones”,
que indica el porcentaje de inversiones que han reportado un avance fisico sustancial. El
histograma de esta variable, como se observa en la Figura 5.6, muestra una distribucién
simétrica, lo que sugiere que, aunque variado, un nimero considerable de provincias ha in-
formado de avances significativos. El mapa adjunto proporciona una visualizacion geografica,
destacando las provincias del Pert con mayores proporciones de este indicador.

La covariable “Indice de Corrupcién” corresponde al Indice de Corrupcion e Inconducta
Funcional (INCO), una medida desarrollada por la Contraloria General de la Republica del

Pert para estimar los niveles de corrupcién en las provincias del pais. El INCO se expresa en
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Figura 5.6: Inversiones publicas que reportaron avance fisico en 2022.

una escala de 0 a 100 puntos, donde un valor més alto indica mayor percepcién de corrup-
cion. Esta covariable muestra una notable variabilidad en su distribucién, como se observa
en la Figura 5.7. El histograma de esta covariable revela una distribucién asimétrica hacia la
derecha, indicando que un numero significativo de provincias presenta niveles de corrupcion
menores a la media (en comparacién con otras provincias del pais, los niveles de corrupcién
percibida son menores). Simultdneamente, el mapa de distribucién espacial del Indice de Co-
rrupcién permite visualizar como se distribuyen geograficamente estos niveles de corrupcién.

Las dreas con tonos mas oscuros representan provincias con indices mas altos de corrupcién.

Figura 5.7: Indice de Corrupcién a nivel provincial en 2022.

La matriz de correlaciéon de Pearson en la Figura 5.8 muestra los coeficientes de co-
rrelacién entre varias variables clave en el estudio del monto promedio devengado en escala
logaritmica. El coeficiente de -0.57 entre “Inversién Gobierno Local” y “Cartera priorizada”
sugiere una correlacion negativa moderada, lo que implica que a medida que el nivel de go-

bierno aumenta, la probabilidad de que las inversiones pertenezcan a la cartera priorizada
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disminuye. En contraste, el coeficiente de 0.39 entre “Cartera priorizada” y “Monto deven-
e s . . .. . .

gado” indica una correlacién positiva, sugiriendo que las inversiones dentro de la cartera

priorizada tienden a tener montos devengados mas altos. Estos coeficientes ayudan a identifi-

car posibles dependencias entre las variables. Es importante mencionar, que mientras que las

correlaciones pueden informar sobre las relaciones entre variables, no sustituyen el analisis

espacial detallado que considera la autocorrelacién espacial y otras caracteristicas unicas de

los datos espaciales.

Figura 5.8: Matriz de correlacién de Pearson entre las variables de estudio.

5.4. Modelos aplicados

En esta seccion, se discuten los resultados obtenidos a partir de la implementacion de
las dos propuestas de modelos descritas en el Capitulo 3. Posteriormente, se realiza una
comparativa entre ambas, empleando el criterio del error cuadrético medio (RMSE) para
determinar cudl de los dos modelos ofrece un mejor ajuste.

En particular, Y; representa el logaritmo del monto devengado promedio en inversién

publica en la provinciai = 1,...,n = 196. A continuacién se describen los modelos ajustados.
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5.4.1. Modelo CAR

Se asume que el vector aleatorio
Y =(MY,....Y,)" ~N(XB,Q7")

donde Q = %2 (DW - pﬁv/), W es la matriz de vecindad estandarizada, (D ),; = wit. Los

parametros del modelo estan definido por el vector 8 = (6 T2, p).

= Modelo CAR-1 con tres covariables: Inversién gobierno local, Cartera priorizada, e

Indice de corrupcion.

= Modelo CAR-2 con cuatro covariables: Inversiéon gobierno local, Cartera priorizada,

Tiene avance fisico, e Indice de corrupcion.

5.4.2. Modelo SAR

Se asume que el vector aleatorio
Y =(Y,....Y,)' ~N(R'X3,Q7),

donde R = (I - pW) yQ = %2 (I = pﬁv/) (I = pW)T, W es la matriz de vecindad

estandarizada.

= Modelo SAR-1 con tres covariables: Inversién gobierno local, Cartera priorizada, e In-

dice de corrupcién.

= Modelo SAR-2 con cuatro covariables: Inversion gobierno local, Cartera priorizada,

Tiene avance fisico, e Indice de corrupcién.

5.5. Resultados

Los parametros a estimar de todos los modelos estan definidos por el vector 8 = (,8, 72, p).
Se ajustaron los modelos y como criterios de seleccién de modelos se usé el criterio de infor-
macién de Akaike (AIC) y el criterio de informacién bayesiano (BIC). También se calculd la

raiz del error cuadréatico medio de estimacion (RMSE) definido de la siguiente manera :

i (i — 9)?
MSE = {/ &=
RMS \/ 196
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donde y; es el el logaritmo del monto promedio devengado para la i-ésima provincia, e §; es
su estimacion, es decir la media de Y; de acuerdo a cada modelo.

Los resultados de estas medidas se muestran en el cuadro 5.5. Segin estos resultados,
el modelo SAR-2 fue el que mejor se ajusté a los datos pues tiene los menores valores de
AIC, BIC y RMSE, seguido del modelo CAR-2. Segun el criterio de BIC el mejor modelo
resulté ser el modelo SAR-2, seguido del modelo SAR-1. Ademsds, es notable que el modelo
CAR-2, con un RMSE de 0.459, exhibe una precisién comparable al del modelo SAR-2, lo
cual resalta su capacidad para proporcionar una estimacién precisa de los valores observados,
posiblemente debido a una mejor gestion de la variabilidad de los datos y a una especificacién

mas acertada en términos de las variables incluidas y la estructura del modelo.

Cuadro 5.5: Criterios de seleccién de modelos.

Modelo CAR-1 Modelo CAR-2 Modelo SAR-1 Modelo SAR-2
AIC 259.4401 253.4729 254.695 250.622
BIC 279.1088 276.419 274.363 273.569
RMSE 0.464 0.459 0.462 0.458
5.5.1. Estimacion de parametros

Los valores estimados de los pardmetros de los tres mejores modelos seleccionados se mues-
tran en el cuadro 5.6. Los modelos CAR-2 y SAR-2 incluyen cuatro covariables. A diferencia
del modelo SAR-1, estos modelos incorporan la variable “Tiene avance fisico”, permitiendo
una evaluacién maés detallada de como las inversiones que muestran progreso tangible en
términos fisicos influyen en el logaritmo del monto devengado promedio en inversién piblica
por provincia.

En el Cuadro 5.6 se muestran las estimaciones puntuales para el modelo SAR con tres
covariables (modelo SAR-1) y las estimaciones para el modelo con cuatro covariables (modelo
SAR-2). En relacién a la significancia estadistica de las covariables, la inversién de gobierno
local es estadisticamente significativa en ambos modelos, aunque el Modelo SAR-2 presenta
un valor-p més bajo, sugiriendo una menor probabilidad de error. La cartera priorizada
es significativa en ambos modelos; sin embargo, el Modelo SAR-2 muestra un coeficiente
menor. El indice de corrupcién es altamente significativo en ambos modelos, indicando un
efecto robusto en las predicciones. En relacién al parametro de autocorrelacién espacial p
ambos modelos reconocen la importancia de modelar la autocorrelacién espacial pues su
valor estimado es significativamente diferente de cero. Mientras que el valor de 72 al ser

mucho menor que uno, indica evidencia de varianza espacial (1/72) mayor que uno.
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Segun los resultados del Cuadro 5.6 correspondientes al modelo CAR-2, todas las variables
incluidas muestran significancia estadistica, indicando que influyen de manera confiable en
la variable de respuesta, el logaritmo del monto devengado promedio. El valor estimado del
pardmetro de autocorrelacién espacial p es ligeramente mayor que en el modelo CAR-1 (ver
anexo D). Ademads se observa que el modelo CAR tiende a estimar con un valor més alto
el parametro de autocorrelacion espacial. Sin embargo los modelos SAR. tienen menor valor
de estimacién para 72 indicando que la varianza espacial ( 1/72) es mayor para los modelos

SAR, es decir la variabilidad espacial es capturada mejor por los modelos SAR.

Cuadro 5.6: Resultados de las estimaciones puntuales: media, desviacién estandar e intervalos
de confianza (IC) al 95% de los modelos CAR-2, SAR-1 y SAR-2.

Pardmetro Estimaciéon Desv. Estdndar valor-p IC (95 %)
Modelo CAR-2

Intercepto 13.633 0.375 < 2.2e-16 ***  (12.897,14.370)
Inversién gobierno local -1.054 0.394 0.0074951 ** (—1.827,—0.281)
Cartera priorizada 5.434 1.985 0.0061975 **  (1.542,9.325)
Tiene avance fisico 0.732 0.262 0.0052375 **  (0.218,1.246)
Indice de corrupcién -0.321 0.087 0.0002148 *** (—0.492,—0.151)
P 0.642 0.145 1.01e-05 ***  (0.357,0.927)

72 0.943 0.098 < 2.2e-16 ¥ (0.749,1.136)

Modelo SAR-1

Intercepto 10.034 1.190 < 2.2e-16 ***  (7.700, 12.367)
inv gobierno local -1.170 0.389 0.0026833 **  (-1.933, -0.406)
cartera priorizada 6.450 1.886 0.0006268 *** (2.753, 10.147)
indice corrupcién -0.298 0.085 0.0004876 *** (-0.466, -0.130)
P 0.302 0.083 0.0002789 *** (0.139, 0.465)
2 0.198 0.020 < 2.2e-16 ***  (0.158, 0.237)
Modelo SAR-2

Intercepto 9.945 1.175 < 2.2e-16 ***  (7.641, 12.250)
inv gobierno local -1.281 0.386 0.0009073 ***  (-2.037, -0.524)
cartera priorizada 5.061 1.931 0.0087596 **  (1.277, 8.846)
tiene avance fisico 0.521 0.210 0.0130224 *  (0.109, 0.933)
indice corrupcién -0.297 0.084 0.0004190 ***  (-0.462, -0.132)
p 0.302 0.082 0.0002406 *** (0.140, 0.463)
72 0.192 0.019 < 2.2e-16 ***  (0.153, 0.230)

Como el modelo SAR-2 fue el mejor en términos del AIC, BIC y RMSE por ello se inter-
pretan los pardametros solo para este modelo. La inversién del gobierno local muestra un efecto
negativo (-1.281) sobre el logaritmo del monto devengado, sugiriendo que un aumento en la
gestion local de las inversiones podria asociarse con una reduccién en el monto devengado. En
contraste, la cartera priorizada exhibe un impacto positivo considerable (5.061), indicando

que las inversiones catalogadas como prioritarias tienden a reportar montos devengados méas
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altos. El avance fisico también muestra un efecto positivo (0.521), mientras que el indice de

corrupcion presenta un efecto negativo (-0.297).

5.5.2. Estimacion de la variable respuesta

Con los valores estimados de los pardmetros, se calcula el valor estimado de la variable
respuesta ¢; = E(Y;) segin cada modelo. La Figura 5.9 muestra la relacién entre los valores
observados y los valores estimados de la variable respuesta Y; utilizando los modelos CAR-2,
SAR-1 y SAR-2. Los resultados muestran un ajuste razonable a los datos observados aunque
como trabajo futuro se propone usar mas covariables o usar la distribucién de la variable

respuesta sin transformaciones para mejorar dicha estimacion.

Figura 5.9: Grafica de Y; versus las estimaciones de Y; con el Modelo CAR-2 (arriba izquierda),
SAR-1 (arriba derecha) y SAR-2 (abajo). La linea roja representa z = y.

La Figura 5.10 presenta mapas de estimaciones de la variable Y; para los modelos ajusta-
dos. Estos mapas contrastan los valores originales observados de Y; con los valores estimados
Y; = E(Y;) para cada modelo, con el objetivo de comparar la eficacia de la distribucién
espacial de la variable de interés segin cada modelo ajustado. En general los mapas reflejan
adecuadamente las estimaciones de Y;, estimado valores altos del logaritmo del monto de-

vengado en varias provincias de la selva y Lima metropolitana. Mientras que en la sierra se
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observan mas provincias donde el logaritmo del monto devengado es menor. Estos resultados
sugieren que los modelos son capaces de reflejar la estructura espacial de los datos de manera

efectiva.

(a) Y; Original (b) Y; estimado - Modelo CAR-2

(¢) Y; estimado - Modelo SAR-1 (d) Y; estimado - Modelo SAR-2

Figura 5.10: Mapa de valores observados Y; (a) y sus estimaciones obtenidas con los modelos
CAR-2 (b) , SAR-1 (c), SAR-2 (d).

5.5.3. Analisis de residuos

La Figura 5.11 muestra la representacién de los residuos de los modelos ajustados, uti-
lizando dos métodos de visualizacion: diagramas de cajas y mapas espaciales. Estos gréficos
tienen el propdsito de evaluar la distribucion y la dispersiéon de los residuos generados por
cada modelo para determinar su ajuste y efectividad en modelar la variable dependiente en
el contexto espacial. Los residuos en los diagramas de cajas (Figura 5.11) se concentran
alrededor de cero, sin mostrar muchos residuos atipicos, lo que es un indicador positivo de
la estimacion del logaritmo del monto devengado por los modelos. En base al anélisis de los
mapas de residuos de la Figura 5.11, el Modelo SAR-2 parece ofrecer un mejor ajuste en
términos de distribuciéon mas uniforme y menos variabilidad en los residuos. Los residuos

del Modelo SAR-2 también muestran una distribucién més dispersa y menos agrupada es-
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pacialmente, lo que indica que captura mejor la autocorrelacién espacial en los datos. Esto
sugiere que el Modelo SAR-2 podria ser preferible para utilizar en la estimacién y analisis de
datos donde la estructura espacial es una consideracién importante. La presencia de residuos
atipicos en los modelos resalta la necesidad de una evaluacién mas profunda, posiblemente

ajustando los modelos o reconsiderando algunas de las covariables incluidas en el analisis

exploratorio.
(a) Diagrama de cajas CAR-2 (b) Residuos est. - Modelo CAR-2
(c¢) Diagrama de cajas SAR-1 (d) Residuos est. - Modelo SAR-1

(e) Diagrama de cajas SAR-2 (f) Residuos est. - Modelo SAR-2
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Figura 5.11: Representacién de los residuos de los modelo CAR-2 (primera fila), SAR-1
(segunda fila) y SAR-2 (tercera fila) mediante un diagrama de cajas (izquierda) y un mapa
(derecha).



Capitulo 6

Conclusiones

6.1.

Conclusiones

Al aplicar medidas de asociacién espacial, como el indice de Moran y el test de Geary
en los datos del logaritmo de monto devengado en inversién publica en el 2022, los
resultados indicaron una leve autocorrelacién espacial positiva (indice de Moran de
0.219), sugeriendo que las provincias vecinas tienden a tener valores de monto deven-
gado similares. Este hallazgo subraya la importancia de utilizar modelos que capturen

la dependencia espacial.

Se realizé6 una comparacién entre los modelos CAR y SAR con covariables. Ambos
modelos demostraron ser eficaces para manejar la autocorrelacion espacial en los datos.
Sin embargo, es importante resaltar que en los modelos CAR la autocorrelacién espacial
(p) resulté ser mayor a 0.5, indicando una posible sobreestimacién de la dependencia
espacial. Asimismo, el modelo SAR mostré un ajuste general similar al modelo CAR,
sin embargo este dltimo obtuvo valores més bajos en los criterios de informacién como
AIC y BIC y RSME;, lo que sugiere que el modelo SAR, en particular, el Modelo SAR-2

podria ser preferido para la interpretaciéon y estimacién en contextos similares.

Las covariables consideradas en el modelo de mejor ajuste (Modelo CAR-2) mantuvie-
ron su significancia estadistica en los diferentes modelos, con la inversién del gobierno
local y el indice de corrupciéon mostrando efectos negativos, mientras que la cartera

priorizada y el avance fisico mostraron un impacto positivo.

Al analizar los intervalos de confianza de las covariables, podemos concluir que la es-
timacién del parametro para el indice de corrupcion es la més precisa y confiable,

mientras que la estimacién para la cartera priorizada es la menos precisa debido a la
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mayor amplitud del intervalo de confianza. Esta informacion es crucial para entender

la estabilidad y la significancia de los predictores en el modelo.

Los residuos también fueron evaluados para verificar la adecuacion de los modelos a los

datos.

Las visualizaciones a través de mapas proporcionaron una representacién clara de como
ambos modelos estimaban los valores de Y; en comparacion con los valores observados.
Esto subraya la utilidad de los modelos espaciales en la interpretacién de la distribucién

espacial del gasto publico.

Sugerencias para investigaciones futuras

Se plantea varias mejoras para la evaluacion de los modelos CAR y SAR utilizados en el

andlisis de la distribucion del gasto devengado de la inversién publica a nivel provincial en

Peri. Algunas mejoras sugeridas se mencionan a continuacién:

= Se sugiere incluir més variables socioeconémicas y politicas que puedan tener un im-

pacto en la inversion publica para capturar mejor la complejidad de los factores que

influyen en el gasto devengado.

Se recomienda explorar diferentes especificaciones de la matriz de pesos espaciales para
mejorar la incorporaciéon de la autocorrelacion espacial en los modelos, lo que podria
mejorar la precisién de las estimaciones y proporcionar una vision mas detallada de las
dependencias espaciales. En Earnest et al. (2007), se ha evaluado el efecto de diferentes
matrices de peso de vecindario en los modelos CAR. Para modelos bayesianos y su

impacto en la inferencia matriz de pesos se puede consultar Duncan et al. (2017).

En este estudio, se selecciond el estilo de ponderacion “Binaria” por ser simple y efectiva,
pero no tiene en cuenta diferencias de tamano o forma entre las unidades. Al respecto
se realizo un re-escalamiento de la matriz para controlar la influencia de unidades con

muchos o pocos vecinos.



Apéndice A

Modelo CAR: Esperanza Condicional F (Y;|Y_;)

Para calcular la esperanza condicional E (Y;|Y_;) en un modelo de regresién espacial
condicional autoregresivo (CAR) , necesitamos usar la estructura del modelo CAR junto con
la teoria de distribuciones condicionales en modelos multivariados normales. En un modelo
CAR, como el presentado, la variable Y sigue una distribucién normal multivariada Y ~
N (X 3,%) donde X es la matriz de covarianza que depende de la estructura espacial del

modelo.

zfle:i(DW—pﬁ?)

T2

La esperanza condicional E (Y;|Y_;) se expresa como

EY|Yo) =i+ 320 (Y — uy),

donde

w; es la i-ésima entrada del vector de medias X 3,

p—; es el vector de medias sin la i-ésima entrada,

¥i,—; es la fila i de la matriz 3 excluyendo la columna i,
XY _i,—i es la matriz ¥ excluyendo la fila ¢ y la columna i,
Y _; es el vector de observaciones excluyendo Y;.

Luego, la media condicional de Y; estimada es dada por:

fij—i = X' B+ Zi,—iﬁii,—i (Y—i N XIZB) ’

En el modelo de regresién condicional autoregresivo (CAR), la prediccién de valores en
una nueva localizacién no requiere directamente la estimacién de la esperanza condicional de

manera explicita como en otros modelos estadisticos.Esto se debe a cémo estd estructurado
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el modelo CAR y la forma en que maneja la dependencia espacial.

El modelo ya incorpora la estructura de dependencia mediante la inclusién directa de los
valores de los vecinos en la férmula del modelo, no es necesario realizar un paso adicional
para estimar la esperanza condicional de Y; dado Y .

Esta caracteristica simplifica la implementacion del modelo y la hace computacionalmente
eficiente, especialmente en escenarios donde la red de dependencias espaciales es compleja y

extensa.



Apéndice B

Apéndice B: Modelo SAR: Estimacién de Y

Consideramos la estimacién en el modelo SAR autorregresivo espacial. Dada una matriz

de peso espacial W y variables exégenas X, este modelo se puede escribir:
Y =pWY + XB+e¢
.\ -1 -1
Y — (I—pW) X8+ (I—pw) €.
Como € ~ N(0,72I) entonces la media condicional de Y en este modelo viene dada por

p=E(Y)= (I—va/>_1X5.

Luego el valor estimado de la media de Y es:

j= (I - f)ﬁ?)fl XA
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Apéndice C

Apéndice C: Estudio de Simulacién de Montecarlo

El propdsito de utilizar la simulacién de Monte Carlo es estimar la distribucion de Y;

bajo el modelo de regresién condicional autoregresivo CAR de cuatro covariables (modelo

CAR-2), teniendo en cuenta la incertidumbre y la autocorrelacién espacial.

Pasos para la Simulacion de Monte Carlo en el Modelo CAR

Se establece una semilla para garantizar la reproducibilidad de las simulaciones.

Se define 1000 simulaciones para obtener una estimacién robusta de las predicciones de
Y;

Se extraen los coeficientes estimados del modelo ajustado modelo CAR-2. Esto incluye

interceptos y coeficientes para cada covariable, ademads de los parametros de la estruc-

tura espacial (p y 72).

Se construye la matriz de disefio X con las covariables de interés extraidas del conjunto

de datos.

Para cada simulacién, se generan errores espaciales a partir de una distribucién multi-

variante normal con media cero y una matriz de covarianza derivada de la inversa de

Q. donde Q = & (DW _ pﬁ?*)

Para cada simulacién, se calcula Y; utilizando la combinacién lineal de covariables y los

errores espaciales simulados.

Se calcula la media de las predicciones de todas las simulaciones para obtener una

estimacién estable de Y;.

Se calculan los intervalos de confianza al 95 % para las estimaciones, proporcionando

una medida de la incertidumbre asociada con Y;.
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Figura 1: Grafica de estimaciones de Y; con Modelo CAR-2.

Cuadro 1: Error del modelo predictivo Modelo CAR-2.

Modelo 2

RMSE

0.4588012




Apéndice D

Apéndice D: Modelo CAR-1 en aplicacion

En el cuadro 2 se muestran las estimaciones puntuales para el modelo CAR-1 con tres
covariables.

El andlisis de las estimaciones puntuales en el Modelo CAR-1 revela que las variables
Inversion gobierno local, Cartera priorizada, e Indice de corrupcion poseen significancia es-
tadistica, lo que indica que son predictores relevantes del logaritmo del monto devengado
promedio en inversién publica por provincia. Con respecto a los parametros de autocorre-
lacién espacial (p y 72), el valor estimado de la autocorrelacién espacial igual a 0.6 indica,
que hay autocorrelacion espacial entre los valores de Y; en provincias vecinas, mientras que
el valor estimado de la varianza es aproximadamente 1 siendo significativamente diferente de
cero, estos resultados subrayan la presencia de dependencia espacial en los datos y refuerza la

validez del modelo en capturar la interaccion entre observaciones cercanas geograficamente.

Cuadro 2: Resultados de las estimaciones puntuales: media, desviacién estandar e intervalos
de confianza (IC) al 95 % del modelo CAR-1.

Pardmetro Estimacion Desv. Estandar valor-p IC (95 %)
Intercepto 13.871 0.368 < 2.2e-16 *** (13.150, 14.592)
inv gobierno local -1.006 0.399 0.0118 * (-1.790, -0.222)
cartera priorizada 6.888 1.954 0.0004 *** (3.057, 10.719)
indice corrupcién -0.342 0.088 9.962e-05 *** (-0.515, -0.170)
p 0.599 0.149 6.064e-05 *** (0.306, 0.892)
72 0.989 0.103 < 2.2e-16 *** (0.787, 1.191)

La inversion del gobierno local muestra un efecto negativo significativo con un coeficiente
de -1.006, sugiriendo que un incremento en la gestién local de las inversiones puede estar
relacionado con menores montos devengados. Por otro lado, la cartera priorizada, con un
coeficiente de 6.888, tiene un impacto positivo considerable, indicando que las inversiones
clasificadas como prioritarias tienden a asociarse con montos devengados més altos. El indice

de corrupcion, con un coeficiente de -0.342, revela un efecto negativo, donde niveles mas altos
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de corrupcién se asocian con reducciones en los montos devengados.

La Figura 2 correspondiente al modelo CAR-1 sugiere que mientras el modelo maneja la
dependencia espacial a un grado satisfactorio, podria haber una variabilidad en los residuos
que indica la posible mejora en la especificacién del modelo o en la inclusion de otras variables

explicativas.

Figura 2: Grafica de estimaciones de Y; con Modelo CAR-1. La linea roja representa x = y.

El mapa de estimacién de Y; usando el modelo CAR-1 se muestra en la Figura 3. En el
mapa del observamos una concentracién mas marcada de valores altos en regiones especificas,

indicando una variabilidad mas amplia en las estimaciones de Y.

(a) Y; Original (b) Y; estimado - Modelo CAR-1

Figura 3: Mapa de estimaciones de Y; con Modelo CAR-1.

El mapa de residuos para al modelo CAR-1 se muestra en la Figura 4.
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(a) Diagrama de cajas (b) Residuos est. - Modelo CAR-1

Figura 4: Representacién de los residuos del modelo CAR-1 mediante un diagrama de cajas
(izquierda) y un mapa (derecha).
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Apéndice E

Apéndice E: Niimero de Vecinos por Provincia

En la Figura 5, se presenta un histograma que muestra la distribuciéon del ntimero de
vecinos por provincia en Pert cuando se asume que dos provincias son vecinas si comparten

algin limite geogréfico.

Figura 5: Perti: Histograma de Ntmero de Vecinos por Provincia.

La Figura 6 presenta un grafo que muestra las relaciones de vecindad entre las provincias
de Maynas, Requena, Putumayo, Loreto, y Mariscal Ramén Castilla. Cada nodo del grafo

representa una provincia, mientras que las aristas indican la conexién de vecindad entre ellas.
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DATEM a,R_aS'ox

Figura 6: Grafo de las provincias de Maynas, Requena, Putumayo, Loreto, y Mariscal Ramon
Castilla .



Apéndice F

Apéndice F: Comparacién de Intervalos de Confianza

El grafico presentado en la Figura 7 muestra una comparacion de los intervalos de
confianza al 95% para los parametros estimados en los modelos CAR-2 y SAR-2. Cada
punto en el grafico representa la estimaciéon puntual del pardmetro, mientras que las lineas
que se extienden desde los puntos indican los intervalos de confianza, reflejando la precisién

de estas estimaciones.

Figura 7: Comparacion de Intervalos de Confianza de los pardmetros estimados para el Modelo
CAR-2 y SAR-2.
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