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Resumen

En este trabajo estudiaremos el problema de valor inicial asociado al sistema de

Ablowitz, Kaup, Newell y Segur (AKNS)

∂tu+ ∂3xu+ ∂x (uv
2) = 0, x, t ∈ R

∂tv + ∂3xv + ∂x (u
2v) = 0

u (x, 0) = φ (x) ,

v (x, 0) = ψ (x) .

(1)

Nuestro objetivo es estudiar la buena formulación local, global y su comportamiento

asintótico del problema (1)

Empezaremos demostrando que el problema (1) está bien formulado localmente, cuan-

do los datos iniciales pertenecen a Hs ×Hs con s > 3
2
, y que el tiempo de existencia de

solución, no depende del orden s del espacio de Sobolev, para ello usaremos la teoŕıa

cuasi-lineal de Kato.

A continuación se adaptaron las ideas desarrolladas en Bisognin-Menzala para con-

seguir los estimados del conmutador, y obtener un “estimado a priori”, que junto con el

“principio de extensión” nos permite para datos iniciales pequeños en Hs×Hs con s ≥ 2,

probar la existencia de una solución global y su comportamiento asintótico.

Finalmente, usando los estimados lineales (de tipo Kenig-Ponce-Vega) extendemos la

solución local para datos iniciales en espacios Hs ×Hs con s ≥ 1
4
.

Palabras clave: sistema dispersivo no lineal; ecuación de Korteweg-de Vries modificada;

buena formulación local; buena formulación global; decaimiento en el tiempo de las solu-

ciones.



Abstract

In this work, we study the initial value problem associated with the Ablowitz, Kaup,

Newell and Segur (AKNS) system

∂tu+ ∂3xu+ ∂x (uv
2) = 0, x, t ∈ R

∂tv + ∂3xv + ∂x (u
2v) = 0

u (x, 0) = φ (x) ,

v (x, 0) = ψ (x) .

(1)

Our objective is to study the well-posedness local,and global and asymptotic behavior of

problem (1). We will begin by demonstrating that problem (1) is well-posed locally when

the initial data belongs to Hs × Hs with s > 3/2, and that the existence time of the

solution does not depend on the order s of the Sobolev space; for this, we will use Kato’s

quasi-linear theory.

The ideas developed in Bisognin-Menzala were then adapted to obtain the commutator

estimates, and obtain an .a priori estimate”which, together with the extension principle,

allows us to prove the existence of a global solution and its asymptotic behavior inHs×Hs

for small initial data with s ≥ 2.

Finally, using Kenig-Ponce-Vega type linear estimates, we extend the local solution to

initial data in spaces Hs ×Hs with s > 1
4
.

Keywords: nonlinear dispersive system; modified Korteweg-de Vries equation; local well-

posedness; global well-posedness; decay in time of solutions.
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II. Teoŕıa local 20

II.1. Resultados principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

II.2. Demostración del teorema II.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

II.3. Demostración del teorema II.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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IV. Teoŕıa local revisada 55

IV.1.Resultado principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

1



IV.2.Estimados lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

IV.3.Demostración del teorema IV.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Comentarios 71
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Introducción

En este trabajo se estudia el problema de valor inicial asociado al sistema

∂tu+ ∂3xu+ ∂x (uv
2) = 0,

∂tv + ∂3xv + ∂x (u
2v) = 0

u (x, 0) = φ (x) ,

v (x, 0) = ψ (x) .

(1)

donde u = u (x, t) y v = v (x, t) son funciones reales y (x, t) ∈ R × [0,+∞[, además φ

y ψ son funciones dadas. El sistema en (1) tiene la estructura de un par de ecuaciones

de Korteweg-de Vries modificadas (mKdV) acopladas a través de los efectos no lineales,

fue presentado por Ablowitz, Kaup, Newel y Segur [1, 2] como uno de los sistemas que

pueden resolverse mediante el método de dispersión inversa para datos iniciales que decaen

rápidamente en el infinito.

Los objetivos de este trabajo consisten en estudiar en los espacios de Sobolev Hs (R)×

Hs (R) , la buena formulación local, la buena formulación global y el comportamiento

asintótico en el tiempo de la solución global del problema de valor inicial (1).

Se dice que el problema (1) está bien formulado localmente en estos espacios Hs (R)×

Hs (R) si genera un flujo local continuo, es decir, si se cumplen las condiciones de exis-

tencia, unicidad, persistencia y dependencia continua de los datos iniciales. El problema

(1) está bien formulado globalmente si el flujo local se puede continuar indefinidamente

en la variable temporal, definiendo aśı una solución de (1) válida para todo t ≥ 0. Esta

teoŕıa es fundamental para el estudio anaĺıtico o numérico del sistema.

Dos art́ıculos importantes para el logro de los objetivos de este trabajo son [6] y [7].

Bona-Ponce-Saut-Tom [7] analizaron el problema de valor inicial asociado al sistema ∂tu+ ∂3xu+ a3∂
3
xv + u∂xu+ a1v∂xv + a2∂x (uv) = 0

b1∂tv + b2a3∂
3
xu+ ∂3xv + b2a2u∂xu+ v∂xv + b2a1∂x (uv) = 0

(2)



Este sistema que tiene la estructura de dos ecuaciones de Korteweg-de Vries acopladas a

través de los efectos dispersivos y los no lineales, fue derivado por Gear y Grimshaw [23]

como un modelo que describe la fuerte interacción de ondas largas de gravedad interna

que se propagan sobre capas vecinas en un fluido estratificado. También mostraron que

las soluciones de (2) satisfacen las siguientes leyes de conservación

Φ1 (u) =

∫
R
udx Φ2 (v) =

∫
R
vdx Φ3 (u, v) =

∫
R

(
b2u

2 + b1v
2
)
dx

Bona, Ponce, Saut y Tom [7] usaron la teoŕıa cuasi lineal Kato [34, 35] para demostrar la

buena formulación local en Hs (R)×Hs (R) para cualquier s ≥ 2 y con la teoŕıa desarrolla-

da por Kenig, Ponce y Vega [37, 38, 39] consiguieron el resultado local en H1 (R)×H1 (R).

Además derivaron la ley de conservación

Φ4 (u, v) =

∫
R

[
b2

(
u2x + 2a3uxvx −

1

3
u3 − a2u

2v − a1uv
2

)
+ v2x −

1

3
v3
]
dx

y a continuación, usando las cantidades conservadas Φ3 y Φ4, obtuvieron un estimado a

priori en el espacio H1 (R)×H1 (R) que junto con los estimados de Kenig, Ponce y Vega

les permitió extender la solución local a una global en Hs (R)×Hs (R) con s ≥ 1.

Por otro lado, Bisognin y Menzala [6] consideraron el sistema formado por dos ecua-

ciones de Korteweg-de Vries generalizadas, acopladas a través de los efectos dispersivos y

no lineales  ∂tu+ ∂3xu+ a3∂
3
xv + up∂xu+ a1v

p∂xv + a2∂x (u
pv) = 0

b1∂tv + b2a3∂
3
xu+ ∂3xv + b2a2u

p∂xu+ vp∂xv + b2a1∂x (uv
p) = 0

(3)

en donde p ≥ 1 es un entero. Bisognin y Menzala estudiaron el comportamiento asintótico

en el tiempo de las soluciones del sistema (3). Con ese fin derivaron un teorema de buena

formulación local en Hs (R)×Hs (R) con s ≥ 1, siguiendo las ideas de [7]. Para extender

la solución local mostraron un estimado a priori válido para p ≥ 2, con el cual dedujeron

la existencia de la solución global para valores de p > 4, y mediante el método de fase

estacionaria obtuvieron el comportamiento asintótico en el tiempo de la solución global.

Con el proposito de presentar los resultados, hemos organizado el trabajo de la sigu-

iente forma. En el primer caṕıtulo proporcionamos definiciones y proposiciones necesarias

en caṕıtulos posteriores del trabajo, las demostraciones serán omitidas, sin embargo, in-

dicaremos las referencias pertinentes.

ii



En el segundo caṕıtulo se demuestran la existencia local de soluciones, su unicidad

y la dependencia continua de los datos iniciales del problema de valor inicial (1). Los

principales resultados son los teoremas II.1 y II.2. El primero establece que el problema

(1) está bien formulado localmente bajo el supuesto de que los datos iniciales φ, ψ ∈ Hs (R)

con s > 3
2
. El segundo teorema se refiere al tiempo de existencia Ts del teorema II.1, el cual

puede ser elegido independientemente del orden del espacio de Sobolev Hs (R)×Hs (R) .

Para las demostraciones de ambos teoremas, se siguió las ideas de Kato [35] adaptadas

para el problema (1).

En el tercer caṕıtulo se demuestra la existencia de la solución global y su compor-

tamiento asintótico, en el teorema III.2. La existencia de la solución global será conse-

cuencia del estimado a priori para la solución del problema (1), probado en el teorema

III.1, y del principio de extensión [27, pág 269]. Para obtener el estimado a priori, inicial-

mente se intentó deducirlo con el procedimiento de [35], sin embargo, esto no fue posible

porque se necesitan “suficientes” cantidades conservadas de las que carece el sistema (1).

Es por ello que seguimos las ideas desarrolladas en [6] para obtener los teoremas III.1 y

III.2. El estimado a priori para la solución local del problema (1) garantiza que la nor-

ma de la solución local permanece acotada en un intervalo de tiempo finito, información

que combinada con el principio de extensión prueba que para datos iniciales pequeños

φ, ψ ∈ Hs (R) con s ≥ 2, el problema de valor inicial (1) tiene una única solución global.

En el teorema III.2 también se estudió el comportamiento asintótico de la solución y se

demostró que la solución decae con un orden de decaimiento de
(
t−

1
3

)
.

En el caṕıtulo cuatro se demuestra el teorema IV.1, el cual representa un avance en la

teoŕıa local del problema (1) presentada en el teorema II.1 Como sabemos, la proposición

I.24, Hs (R) es un álgebra respecto a la multiplicación de funciones siempre que s sea

mayor que 1
2
. La desigualdad (I.3) es fundamental para la prueba del teorema II.1, por

ejemplo en las desigualdades (II.14) o (II.15). Por otro lado, la demostración del teorema

IV.1, se obtendrá como una aplicación del Teorema de Contracción, para esto se requiere

sustituir la desigualdad (I.3) por un estimado trilineal adecuado. Tal estimado se presen-

tará en el teorema IV.6 y se probará usando los estimados lineales debidos a Kenig, Ponce

y Vega [37, 38, 39, 40].

Finalmente expreso mi especial y profundo agradecimiento al Dr: Juan Montealegre
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Scott por haber dedicado su valioso tiempo por su asesoramiento en el desarrollo de este

trabajo.
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Notaciones

Utilizaremos notación estándar.

Lp (Rn) espacio de Lebesgue en Rn de orden p, 1 ≤ p <∞.

∥u∥Lp =

(∫
Ω

|u (x)|p dx
)1/p

norma de u en Lp (Ω).

L∞ (Rn) espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas en Rn.

∥·∥L∞ = ı́nf {C > 0 : |u (x)| ≤ C, casi en todo Ω} = ess sup
x∈Ω

|u (x)| norma en L∞ (R).

⟨·, ·⟩L2 producto interno en L2 (R).

Js potencial de Bessel de orden −s, Ĵsu (ξ) =
(
1 + |ξ|2

) s
2 û (ξ).

Ds = (−∂2x)
s
2 potencial de Riesz de orden −s, D̂su (ξ) = |ξ|s û (ξ) .

Hs
p (R) = J−sLp (R) espacio de Sobolev de orden s basado en Lp (R) y norma

∥·∥Hs
p
= ∥Js·∥LP .

Hs (R) = Hs
2 (R) espacio de Hilbert de orden s con base en L2 (R) y producto interno

⟨·, ·⟩Hs = ⟨Js·, Js·⟩L2 .

X = X ×X espacio de Banach producto cartesiano de X por X con norma ∥·∥2X =

∥·∥2X+∥·∥2X , si X sea espacio de Banach, y producto interno ⟨·, ·⟩X = ⟨·, ·⟩X+ ⟨·, ·⟩X .

C ([0, T ] : X) espacio de funciones continuas de [0, T ] en X.

[A,B] = AB −BA conmutador de los operadores A y B.



LpxL
q
T = Lp (R : Lq [0, T ]) =

{
u : R× [0, T ] → R : ∥u∥Lp

xL
q
T
< +∞ con 1 ≤ p, q <∞

}
donde ∥u∥Lp

LL
q
T
=

(∫ +∞

−∞

(∫ T

0

|u(x, t)|qdt
) p

q

dx

) 1
p

. Si p = ∞ o q = ∞ usaremos

una notación similar, incluyendo la norma del supremo esencial.

C es una constante cuyo valor puede cambiar de una linea a otra.

Observación. Cuando n = 1 escribiremos Ck
0 , C

k
1 , S, L

p en vez de Ck
0 (R) , Ck

1 (R) ,

S (R), Lp (R).
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Caṕıtulo I

Preliminares

En este caṕıtulo presentaremos la teoŕıa necesaria para el desarrollo de caṕıtulos pos-

teriores de este trabajo. Las demostraciones de algunos teoremas y proposiciones serán

omitidas, sin embargo, indicaremos donde encontrarlas. Las principales referencias son los

libros de Arbogast-Bona [4], Cazenave-Haraux [15], Folland [20] y Linares-Ponce [43].

I.1. Espacios de Lebesgue Lp

Sea Ω ⊆ Rn un conjunto abierto. Si 1 ≤ p ≤ ∞ y u : Ω → C es una función medible,

definimos las normas

∥u∥Lp =


(∫

Ω

|u (x)|p dx
)1/p

si 1 ≤ p <∞

ı́nf {C ≥ 0 : |u (x)| ≤ C casi en todo x ∈ Ω} si p = ∞.

Definición I.1. Sean Ω ⊆ Rn un conjunto abierto y 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos

Lp (Ω) = {u : Ω → C : u es medible y ∥u∥Lp <∞} .

Proposición I.2 (Desigualdad de Hölder). Sean u ∈ Lp (Ω) y v ∈ Lq (Ω) con 1 ≤ p ≤ ∞

y 1
p
+ 1

q
= 1. Entonces uv ∈ L1 (Ω) y

∥uv∥L1 ≤ ∥u∥Lp ∥v∥Lq

es decir ∫
Ω

|u (x) v (x)| dx ≤
(∫

Ω

|u (x)|p dx
)1/p(∫

Ω

|v (x)|q dx
)1/q

.



En general, si u ∈ Lp y v ∈ Lq, entonces uv ∈ Lr siempre que 1
r
= 1

p
+ 1

q
. Además,

∥uv∥Lr ≤ ∥u∥Lp∥v∥Lq .

Demostración. [20, Lema 6.2]. �

La condición 1
p
+ 1

q
= 1, presente en la desigualdad de Hölder, aparece con frecuencia

en la teoŕıa de los espacios Lp. Si 1 ≤ p ≤ ∞ es tal que 1
p
+ 1

q
= 1, q es llamado exponente

conjugado de p.

Proposición I.3. Lp (Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, con la norma ∥·∥Lp es un espacio de Banach.

Además, el espacio C0 (Ω) de las funciones continuas que se anulan en el infinito es denso

en Lp (Ω) siempre que 1 ≤ p <∞.

Demostración. [20, Teorema 6.6]. �

Para u ∈ L1 (Rn) y v ∈ Lp (Rn) con 1 ≤ p ≤ ∞ se define el producto de convolución

de u y v por

u ∗ v (x) =
∫
Rn

u(x− y)v(y)dy

Distintas condiciones se pueden imponer a las funciones u y v para definir su convolución,

como las que son dadas a continuación.

Proposición I.4. Sean u ∈ Lp (Rn) y v ∈ Lq (Rn) con 1 ≤ p, q <∞ y 1
r
= 1

p
+ 1

q
− 1 ≥ 0.

Entonces u ∗ v ∈ Lr (Rn) y se cumple la desigualdad de Young

∥u ∗ v∥Lr ≤ ∥u∥Lp ∥v∥Lq .

Demostración. [28, Teorema A.2]. �

El producto de convolución de funciones medibles, cuando esta definido, tiene las

siguientes propiedades:

(1) u ∗ v = u ∗ v,

(2) λ (u ∗ v) = u ∗ (λv), λ ∈ R,

(3) (u ∗ v) ∗ w = u ∗ (v ∗ w), y

(4) u ∗ (v + w) = (u ∗ v) + (u ∗ w).

2



Proposición I.5 (Riesz-Thorin). Sean p0 ̸= p1 y q0 ̸= q1. Si T : Lp0 → Lq0 es un operador

lineal acotado con norma M0 y también T : Lp1 → Lq1 es un operador lineal acotado con

norma M1, entonces T : Lpθ → Lqθ es acotado con norma Mθ tal que

Mθ ≤M1−θ
0 M θ

1

con 1
pθ

= 1−θ
p0

+ θ
p1

y 1
qθ

= 1−θ
q0

+ θ
q1

donde 0 ≤ θ ≤ 1.

Demostración. [43, Teorema 2.1]. �

I.2. Distribuciones temperadas

1. Espacio de Schwartz

Denotaremos por Nn el conjunto de n-uplas de enteros no negativos

α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn

es llamado un multi-́ındice. El orden del multi-́ındice α es

|α| = α1 + α2 + · · ·+ αn.

Para u : Ω ⊆ Rn → R definida sobre un conjunto abierto Ω, definimos

∂αu (x) =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂xαn

n

u (x)

y para x = (x1, x2, . . . , xn),

xα = xα1
1 x

α2
2 · · ·xαn

n .

Definición I.6. El espacio de Schwartz es el conjunto de funciones complejas infinita-

mente diferenciables rápidamente decrecientes, es decir,

S (Rn) =
{
u ∈ C∞ (Rn) : ∥u∥α,β <∞, para todo (α, β) ∈ Nn × Nn

}
,

en donde, para (α, β) ∈ Nn × Nn

∥u∥α,β = sup
x∈Rn

∣∣xα∂βu (x)∣∣ .
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S (Rn) con la métrica

d (u, v) =
∑
|α|,|β|

∥u− v∥α,β
2|α|+|β|

(
1 + ∥u− v∥α,β

)
es un espacio métrico completo.

Son conocidas las relaciones

C∞
0 (Rn)  S (Rn)  Lp (Rn) si 1 ≤ p ≤ ∞

Además,

C∞
0 (Rn) y S (Rn) son densos en Lp (Rn) si 1 ≤ p <∞

entonces, dada u ∈ Lp (Rn) existen una sucesión {uk}k∈N en S (Rn) y una sucesión {vk}k∈N
en C∞

0 (Rn) tales que

ĺım
k→∞

∥uk − u∥Lp = 0 y ĺım
k→∞

∥vk − u∥Lp = 0.

Notemos que C∞
0 (Rn) y S (Rn) no son densos en L∞ (Rn) pues en caso contrario toda

función de L∞ (Rn) seŕıa continua desde que el limite uniforme de funciones continuas es

una función continua.

2. Distribuciones Temperadas

El propósito de esta subsección es estudiar la clase de los funcionales lineales asociados

con el espacio de Schwartz.

La topoloǵıa en S (Rn) es determinada por la siguiente definición de convergencia en

S (Rn) .

Definición I.7. La sucesión {uk}k∈N en S (Rn) converge a u ∈ S (Rn) si

∀ (α, β) ∈ Nn × Nn : ∥uk − u∥α,β → 0 cuando k → ∞.

Con esta definición tenemos al conjunto de las distribuciones temperadas.

Definición I.8. Una aplicación T : S (Rn) → R es una distribución temperada si

1. T es lineal, y

2. T es continua: uk → u en S (Rn) ⇒ Tuk → Tu en R.
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Definición I.9. El conjunto de las distribuciones temperadas, representado por S ′ (Rn),

es el dual topológico de S (Rn).

Si T ∈ S ′ (Rn) para u ∈ S (Rn) escribiremos ⟨T, u⟩ o ⟨T, u⟩S′,S en vez de T (u).

Proposición I.10. Los elementos de Lp (Rn), con 1 ≤ p < ∞, son distribuciones tem-

peradas.

La proposición implica que

C∞
0 (Rn)  S (Rn)  Lp (Rn)  S ′ (Rn) si 1 ≤ p <∞

La distribución δ de Dirac centrada en el punto x ∈ Rn definida por

⟨δx, v⟩ = v (x) , v ∈ S (Rn)

es una distribución temperada que no es una función.

I.3. Transformada de Fourier

1. Transformada de Fourier en L1 (Rn)

Definición I.11. Sea u ∈ L1 (Rn).

(1) La función Fu definida por

Fu (ξ) = 1

(2π)n/2

∫
Rn

e−i⟨x,ξ⟩u (x) dx, ξ ∈ Rn,

en donde ⟨x, ξ⟩ =
n∑
j=1

xjξj, es llamada transformada de Fourier de u.

(2) La función F−1u dada por

F−1u (x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

ei⟨x,ξ⟩u (ξ) dξ, ξ ∈ Rn,

es llamada transformada inversa de Fourier de u.

Por ejemplo, si f es la función caracteŕıstica en el intervalo [−1, 1], es claro que f ∈

L1 (R) y

f̂ (ξ) =
1√
2π

∫
R
e−i⟨x,ξ⟩f(x)dx =

1√
2π

∫ 1

−1

e−i⟨x,ξ⟩dx = −
√
2√
π

(
e−iξ − eiξ

2iξ

)
,

5



entonces
√
π√
2
f̂(ξ) =


sen ξ

ξ
, si ξ ̸= 0

1, si ξ = 0.

Notemos que f̂ /∈ L1 (R) y ĺım
|ξ|→∞

f̂(ξ) → 0.

La siguiente proposición nos muestra que este comportamiento es cierto para cualquier

f ∈ L1(R).

Proposición I.12 (Teorema de Riemann-Lebesgue). La aplicación

F : L1 (Rn) → C0
∞ (Rn)

es una transformación lineal acotada y

∥Fu∥L∞ ≤ (2π)−n/2 ∥u∥L1 .

Demostración. [43, Teorema 1.1]. �

Proposición I.13. Si u ∈ L1 (Rn) y ∂αu ∈ L1 (Rn) con α ∈ Nn, entonces

F (∂αu) (ξ) = (iξ)αFu (ξ) .

Demostración. [43, Proposición 1.1]. �

En general,

F [P (∂)u] (ξ) = P (iξ)Fu (ξ) ,

donde P es un polinomio de n variables y P (∂) es el operador diferencial asociado al

polinomio P .

2. Transformada de Fourier en S (Rn) y en L2 (Rn)

Como el espacio S (Rn) es denso en L2 (Rn), una consecuencia inmediata de este hecho

es que la definición de la transformada de Fourier, aśı como las propiedades establecidas

en la subsección anterior también se cumplen en el espacio de Schwartz.

La relación entre la transformada de Fourier y el espacio S (Rn) está descrita en el

siguiente resultado.

Proposición I.14. La transformada de Fourier F es un isomorfismo de S (Rn) en śı mis-

mo.
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Demostración. [43, Teorema1.6]. �

Proposición I.15. Si u ∈ S (Rn), entonces Fu ∈ L2 (Rn) y

∥Fu∥L2 = ∥u∥L2 .

Demostración. [43, Teorema 1.3]. �

Por lo tanto F : S (Rn) → L2 (Rn) es un operador lineal acotado, aśı tiene una (única)

extensión lineal acotada

·̂ : L2 (Rn) → L2 (Rn) .

llamada la transformada de Fourier sobre L2 (Rn).

Proposición I.16. La transformada de Fourier sobre L2 (Rn) es un operador lineal,

isométrico y sobreyectivo.

Demostración. [43, Teorema 1.3]. �

En consecuencia, existe la transformada de Fourier inversa
∨· : L2 (Rn) → L2 (Rn), si

u ∈ L2 (Rn) y {uk}k∈N ⊂ S (Rn) es una sucesión tal que

ĺım
k→∞

∥uk − u∥L2 = 0,

la transformada de Fourier de u en L2 (Rn) y la transformada de Fourier inversa de u

sobre L2 (Rn) son calculadas respectivamente por

û (ξ) = ĺım
k→∞

Fuk (ξ) en L2 (Rn) (I.1)

y

ǔ (x) = ĺım
k→∞

F−1uk (ξ) en L2 (Rn) . (I.2)

(I.1) y (I.2) son independientes de la sucesión {uk}k∈N elegida en S (Rn). Entonces, si

u ∈ L2 (Rn)

û (ξ) = ĺım
k→∞

1

(2π)n/2

∫
B(0,k)

e−i(x,ξ)u (x) dx ≡ 1

(2π)n/2

∫
Rn

e−i(x,ξ)u (x) dx

y

ǔ (x) = ĺım
k→∞

1

(2π)n/2

∫
B(0,k)

ei(x,ξ)u (x) dx ≡ 1

(2π)n/2

∫
Rn

ei(x,ξ)u (ξ) dξ.

Para u ∈ S ′ (Rn) su transformada de Fourier se define como sigue.

7



Definición I.17. Si u ∈ S ′ (Rn), la transformada de Fourier û y la transformada de

Fourier inversa ǔ de u se definen por

⟨û, v⟩ = ⟨u, v̂⟩ y ⟨ǔ, v⟩ = ⟨u, v̌⟩

para v ∈ S (Rn).

Proposición I.18. Sean u ∈ S ′ (Rn) y v ∈ S (Rn), de define

u ∗ v (x) = u (v (x− ·))

Entonces u ∗ v ∈ C∞ (Rn) ∩ S ′ (Rn) y

û ∗ v = ûv̂

donde ûv̂ ∈ S ′ (Rn) es definido como ûv̂ (φ) = û (v̂φ) para cualquier φ ∈ S (Rn).

Demostración. [43, Proposición1.3]. �

I.4. Espacios de Sobolev de tipo L2 (Rn)

Para s ∈ R, sea Js : S ′ (Rn) → S ′ (Rn) dado por

Ĵsu (ξ) =
(
1 + |ξ|2

)s/2
û (ξ)

para todo u ∈ S ′ (Rn). Llamamos a Js el potencial de Bessel de orden s.

Definición I.19. El espacio de Sobolev de orden s ∈ R de tipo L2 (Rn) es el conjunto

Hs (Rn) definido por

Hs (Rn) =
{
u ∈ S ′ (Rn) : Jsu ∈ L2 (Rn)

}
,

con la norma ∥·∥Hs definida como

∥u∥Hs = ∥Jsu∥L2 =

(∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)s |û (ξ)|2 dξ)1/2

.

Además, H0 (Rn) = L2 (Rn).
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Estos espacios son un caso particular de

Hs
p (Rn) = {u ∈ S ′ (Rn) : Jsu ∈ Lp (Rn)} ,

1 ≤ p ≤ ∞ en donde

∥u∥Hs
p
= ∥Jsu∥Lp

Proposición I.20.

(1) Si s1 ≤ s2 entonces Hs2 (Rn) ↪→ Hs1 (Rn) continuamente y densamente. Además

∀u ∈ Hs2 (Rn) : ∥u∥Hs1 ≤ ∥u∥Hs2 .

(2) Hs (Rn) es un espacio de Hilbert separable con el producto interno definido para

todo u, v ∈ Hs (Rn) por

⟨u, v⟩Hs = ⟨Jsu, Jsv⟩L2 =

∫
Rn

(
1 + |ξ|2

)s
û (ξ) v̂ (ξ) dξ.

Es decir, v́ıa la transformada de Fourier

Hs (Rn) = L2
(
Rn :

(
1 + |ξ|2

)s
dξ
)
.

(3) Para todo s ∈ R el espacio S (Rn) es denso en Hs (Rn).

(4) Si r ≤ s ≤ t con s = (1− θ)s1 + θs2 y θ ∈ [0, 1], entonces

∥u∥Hs ≤ ∥u∥1−θHs1 ∥u∥
θ
Hs2 .

Demostración. [43, Proposición 3.1]. �

También tenemos el siguiente resultado.

Proposición I.21 (de convolución). Si u, v ∈ Hs (Rn), s ≥ 0, entonces

F (u ∗ v) (ξ) = (2π)n/2 F (u) (ξ)F (v) (ξ) , ξ ∈ Rn

y

F (uv) (ξ) = (2π)−n/2F (u) (ξ) ∗ F (v) (ξ) , ξ ∈ Rn.
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Proposición I.22 (de Inmersión de Sobolev). Si s > n
2
+ k entonces Hs (Rn) está con-

tenido continuamente en el espacio Ck
∞ (Rn) de las funciones con k derivadas continuas

que se anulan en el infinito, y

∥u∥Ck
∞
≤ C(s) ∥u∥Hs

en donde

∥u∥Ck
∞
= máx

0≤|α|≤k
∥∂αu∥L∞ .

Demostración. [43, Teorema 3.2]. �

En consecuencia, si n = 1 y s > 1
2
+ k,

∥u∥L∞ ≤ C(s) ∥u∥Hs , ∥∂xu∥L∞ ≤ C(s) ∥u∥Hs ,
∥∥∂2xu∥∥L∞ ≤ C(s) ∥u∥Hs , · · · etc.

Proposición I.23. Para cualquier s ∈ R y para todo α ∈ Nn, ∂α : Hs (Rn) → Hs−|α| (Rn)

es un operador acotado, y

∥∂αu∥Hs−|α| ≤ ∥u∥Hs .

Demostración. [43, Teorema 3.3]. �

De la desigualdad anterior es claro que

∥∂αu∥Hs ≤ c ∥u∥Hs+|α|

para todo α ∈ Nn y para todo s ∈ R.

La siguiente propiedad es esencial.

Proposición I.24. Si s > n
2
entonces Hs (Rn) es un álgebra respecto a la multiplicación

funciones, es decir, uv ∈ Hs (Rn) siempre que u, v ∈ Hs (Rn), y

∥uv∥Hs ≤ Cs ∥u∥Hs ∥v∥Hs . (I.3)

Además, si {un}n∈N y {vn}n∈N son sucesiones débilmente convergentes a u y v en Hs (Rn),

respectivamente, entonces w–lim
n→∞

unvn = uv.

Demostración. [43, Teorema 3.4]. �
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Proposición I.25. Sean 1 < p0, p1 <∞, s0, s1 ≥ 0 y ϕ ∈ S (Rn). Si s = θs0 + (1− θ) s1

y
1

p
=

θ

p0
+

1− θ

p1
donde 0 ≤ θ ≤ 1 entonces existe C = C (s0, s1, θ, p0, p1) > 0 tal que

∥Jsϕ∥Lp ≤ C ∥Js0ϕ∥θLp0 ∥Js1ϕ∥
1−θ
Lp1 .

Además, si ϕ ∈ Hs (Rn), s < 3
2
tenemos

∥ϕ∥L∞ ≤
√
2 ∥ϕ∥

1
2

L2 ∥∂xϕ∥
1
2

L2 .

Demostración. Véase [28, Lema 14]. �

Proposición I.26. Sean f, g ∈ S(Rn) reales, s > 1 + n
2
y t ≥ 1. Entonces existe C =

C (s, t, n) > 0 tal que

|⟨u, f∂αu⟩Ht | ≤ C
[
∥▽f∥Hs−1 ∥u∥2Ht + ∥▽f∥Ht−1 ∥u∥

Hs
∥u∥

Ht

]
donde |α| = 1.

Demostración. [28, Teorema A.10]. �

Proposición I.27. Sea f una función real definida sobre Rn, si s > 3
2
entonces

∥[Js :Mf ]u∥L2 ≤ C ∥∂xf∥Hs−1 ∥u∥Hs−1 , si s >
n

2
+ 1, (I.4)

donde Mf es el operador de multiplicación por f .

Demostración. Véase [36, Lema A.4]. �

Proposición I.28. Si f, g ∈ S (Rn), s > 0 y 1 < p <∞ y, entonces

∥Js(fg)∥Lp ≤ c (∥f∥Lp1 ∥Jsg∥Lp2 + ∥Jsf∥Lp3 ∥g∥Lp4 )

y

∥[Js : f ] g∥Lp ≤ c
(
∥∂f∥Lp1

∥∥Js−1g
∥∥
Lp2

+ ∥Jsf∥Lp3 ∥g∥Lp4

)
donde p2, p3 ∈ ]1,∞[ y p1, p4 son tales que

1

p1
+

1

p2
=

1

p
=

1

p3
+

1

p4
.

Demostración. Véase [28, Lemas A.11 y A.14]. �

Proposición I.29. Si f, g ∈ S (Rn), s > 1 y r > 1
2
, entonces c = c (s, r, n) tal que

∥[Ds, f ] g∥L2 ≤ c
(
∥f∥s ∥g∥r + ∥f∥r+1 ∥g∥s−1

)
.
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Demostración. Véase [49, Lema 1.1]. �

Proposición I.30 (Regla de Leibniz). Sean α ∈ ]0, 1[, α1, α2 ∈ [0, α] con α = α1 + α2.

Sean p, p1, p2, q, q2 ∈ ]1,∞[ y q1 ∈ ]1,∞] tales que

1

p
=

1

p1
+

1

p2
y

1

q
=

1

q1
+

1

q2
.

Entonces

∥Dα
x (fg)− fDα

xg − gDα
xf∥Lp

xL
q
T
≤ C ∥Dα1

x f∥Lp1
x L

q1
T
∥Dα2

x g∥Lp2
x L

q2
T
. (I.5)

Demostración. [43, Lema 7.6]. �

Proposición I.31 (Regla de la cadena). Sea α ∈ ]0, 1[ y p, q, p1, p2, q2 ∈ ]1,∞[, q1 ∈ ]1,∞]

tales que
1

p
=

1

p1
+

1

p2
y

1

q
=

1

q1
+

1

q2

Entonces

∥DαF (f)∥Lp
xL

q
T
≤ c ∥F ′ (f)∥Lp1

x L
q1
T
∥Dαf∥Lp2

a L
q2
T
. (I.6)

Demostración. [43, Lema 7.7]. �

Proposición I.32. Sea f ∈ Hr (Rn) para r > n
2
+ 1, entonces

∥∥J−s [Js+t+1 :Mf

]
J−t∥∥

L(L2)
≤ C ∥∇f∥Hr−1 ,

donde |s| , |t| ≤ r − 1 y Mf es el operador de multiplicación por f .

Demostración. Véase [35, Lema 2.6]. �

Proposición I.33. Sean s, t ∈ R tales que −s < t ≤ s. Si f ∈ Hs (Rn) y g ∈ H t (Rn)

entonces

C ∥f∥Hs ∥g∥Ht ≥

 ∥fg∥Ht si s > n
2

∥fg∥
Hs+t−n

2
si s < n

2

,

donde C es una constante positiva que depende solamente s, t y n.

Demostración. [32, Lema A.1]. �
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I.5. Semigrupos de operadores fuertemente continu-

os

Definición I.34. Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados

sobre un espacio de Banach X es una familia {U (t)}t≥0 tal que

(i) ∀t ≥ 0 : U (t) ∈ L (X),

(ii) U (0) = I, el operador identidad sobre X,

(iii) ∀s, t ≥ 0 : U (s+ t) = U (s)U (t), y

(iv) para cada x ∈ X fijo, U (·)x : [0,+∞[ → X es continua.

Proposición I.35. Si {U (t)}t≥0 es un semigrupo sobre X, existen M ≥ 1 y ω ≥ 0 tales

que

∀t ≥ 0 : ∥U (t)∥L(X) ≤Meωt.

Demostración. [47, Teorema 2.2]. �

Cuando M = 1 y ω = 0 el semigrupo se denomina de contracciones.

Definición I.36. El generador de un semigrupo {U (t)}t≥0 sobre X es la aplicación A :

Dom (A) ⊆ X → X definida por

Dom (A) =

{
x ∈ X : ĺım

t→0+

U (t)x− x

t
existe

}
y

Ax = ∂+t U (t)x
∣∣
t=0

Proposición I.37. Si A es el generador del semigrupo {U (t)}t≥0 sobre X, entonces para

todo x ∈ Dom (A) tenemos que U (t)x ∈ Dom (A) para todo t ≥ 0 , y

∂tU (t)x = AU (t)x = U (t)Ax .

Demostración. [47, Teorema 2.4]. �
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Proposición I.38. Sean X e Y dos espacios de Banach. Si A : Y ⊆ X → X es el

generador del semigrupo {U (t)}t≥0 sobre X, entonces para todo u0 ∈ Y la función

u : [0,+∞[ → Y,

definida por

u (t) = U (t)u0,

es la única solución del problema de Cauchy lineal ∂tu (t) = Au (t) , t ≥ 0

u (0) = u0.

Además,

u ∈ C ([0,+∞[ , Y ) ∩ C1 ([0,+∞[ , X) .

Demostración. [15, Teorema 3.2.1]. �

Definición I.39. Un operador A : Dom (A) ⊆ X → X se denomina m-disipativo en el

espacio de Banach X si

(i) ∀λ > 0,∀u ∈ Dom (A) : ∥u− λAu∥X ≥ ∥u∥X , y

(ii) ∀λ > 0,∀x ∈ X,∃u ∈ Dom (A) : u− λAu = x.

Proposición I.40 (Caracterización en espacios de Hilbert). A : Dom (A) ⊆ X → X es

m-disipativo en el espacio de Hilbert X si, y sólo si

(i) ∀u ∈ Dom (A) : ⟨Au, u⟩X ≤ 0, y

(ii) ∃λ0 > 0, ∀x ∈ X,∃u ∈ Dom (A) : u− λ0Au = x.

Demostración. [15, Proposición 2.2.6]. �

Proposición I.41 (Lumer-Phillips). El operador A : Dom (A) ⊆ X → X es generador

de un semigrupo de contracciones sobre X si y sólo si A es m-disipativo y Dom (A) es

denso en X.

Demostración. [15, Proposición 2.2.6]. �
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Proposición I.42. Sean A el generador de un semigrupo fuertemente continuo de con-

tracciones, B un operador disipativo A -acotado, es decir, Dom(B) ⊃ Dom(A) y

∥Bx∥ ≤ α ∥Ax∥+ β ∥x∥ para x ∈ Dom(A) (I.7)

donde 0 ≤ α < 1 y β ≥ 0. Entonces A+ B es el generador de un semigrupo fuertemente

continuo de contracciones.

Demostración. [47, Corolario 3.3.3]. �

Grupos de Operadores Fuertemente Continuos

Definición I.43. Un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios sobre un espacio

de Banach X es una familia {U (t)}t∈R tal que

(1) ∀t ∈ R : U (t) ∈ L (X),

(2) U (0) = I, el operador identidad sobre X,

(3) ∀s, t ∈ R : U (s+ t) = U (s)U (t), y

(4) para cada x ∈ X fijo, U (·)x : R→ X es continua.

(5) ∀x ∈ X, ∀t ∈ R : ∥U (t) x∥X = ∥x∥X .

Definición I.44. El generador de un grupo de operadores unitarios {U (t)}t∈R sobre X

es la aplicación A : Dom (A) ⊆ X → X definida por

Dom (A) =

{
x ∈ X : ĺım

t→0

U (t)x− x

t
existe

}
Ax = ∂tU (t)x|t=0

Proposición I.45. Si A : Dom (A) ⊆ X → X es un operador m−disipativo y anti-

simétrico en el espacio de Hilbert X, entonces A es antiadjunto en X.

Proposición I.46. Sean X e Y espacios de Hilbert. Si A : Y ⊆ X → X es un operador

m-disipativo y antiadjunto en X, entonces el semigrupo {U (t)}t≥0 generado por A se

extiende a un grupo de operadores unitarios {U (t)}t∈R. Además, para todo u0 ∈ Y la

función

u : R→ Y
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definida por

u (t) = U (t)u0

es la única solución del PVI lineal ∂tu (t) = Au (t) , t ∈ R

u (0) = u0.

Además,

u ∈ C (R : Y ) ∩ C1 (R : X) .

Proposición I.47 (Teorema de Stone). El operador A es el generador de un C0 grupo de

operadores unitarios sobre un espacio de Hilbert H si y solamente si iA es auto-adjunto.

Demostración. [43, Teorema 4.1 ]. �

I.6. Espacios de normas mixtas y propiedades

Sean 1 ≤ p ≤ ∞. El espacio de Banach LpxL
q
T de clases de equivalencia de funciones

medibles f : R× [−T, T ] → R tales que ∥f∥Lp
xL

q
T
<∞, donde

∥f∥Lp
xL

q
T
=

(∫
R

(∫ T

−T
|f (x, t)|q dt

)p/q
dx

)1/p

(I.8)

Cuando p = ∞ o q = ∞, usaremos las siguientes definiciones adaptadas de (I.8)

∥f∥Lp
xL

∞
T
=

(∫
R

(
sup

t∈[−T,T ]
|f(x, t)|

)p

dx

)1/p

(I.9)

y

∥f∥L∞
x Lq

T
= sup

x∈R

(∫ T

−T
|f (x, t)|q dt

)1/q

. (I.10)

Si T = t, entonces (I.8) significa

∥f∥Lp
xL

q
t
=

(∫
R

(∫
R
|f (x, t)|q dt

)p/q
dx

)1/p

.

A continuación, unos resultados que serán utilizados en los caṕıtulos siguientes.
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Proposición I.48. Sean f ∈ L2
xL

∞
T y g ∈ L∞

x L
2
T , entonces fg ∈ L2

xL
2
T y

∥fg∥L2
xL

2
T
≤ ∥f∥L2

xL
∞
T
∥g∥L∞

x L2
T

(I.11)

∥fg∥L2
xL

2
T
≤ ∥f∥

L
20/9
x L10

T
∥g∥

L20
x L

5/2
T

(I.12)

∥fg∥L2
xL

∞
T
≤ ∥f∥L4

xL
∞
T
∥g∥L4

xL
∞
T

(I.13)

∥fg∥
L
20/9
x L10

T
≤ ∥f∥L4

xL
∞
T
∥g∥L5

xL
10
T

(I.14)

Demostración. Aplicando la definición de norma mixta se tiene

∥fg∥2L2
xL

2
T

=

∫
R

∫ T

−T
|(fg) (x, t)|2 dt dx

=

∫
R

∫ T

−T
|f (x, t)|2 |g (x, t)|2 dt dx

≤
∫
R

sup
t∈[−T,T ]

|f(x, t)|2
∫ T

−T
|g(x, t)|2 dtdx

≤
∫
R

sup
t∈[−T,T ]

|f(x, t)|2 dx · sup
x∈R

∫ T

−T
|g(x, t)|2 dt

=

∫
R

(
sup

t∈[−T,T ]
|f (x, t)|

)2

dx · sup
x∈R

∫ T

−T
g |(x, t)|2 dt

= ∥f∥2L2
xL

∞
T
∥g∥2L∞

x L2
T .
.

con lo que se prueba (I.11).

Ahora probaremos la segunda desigualdad (I.12).

∥fg∥2L2
xL

2
T
=

∫
R

(∫ T

−T
|f (x, t)|2 |g (x, t)|2 dt

)
dx

aplicando la desigualdad de Holder, se tiene

∥fg∥2L2
xL

2
T

≤
∫
R

[(∫ T

−T
|f (x, t)|2 dt

) 1
2

·
(∫ T

−T
|g (x, t)|2 dt

) 1
2

]
dx

≤

(∫
R

(∫ T

−T
|f (x, t)|20 dt

) 1
9

dx

) 9
20

·

(∫
R

(∫ T

−T
|g (x, t)|

5
2 dt

)8

dx

) 1
20

≤ ∥f∥2
L
9/20
x L10

T

∥g∥2
L20
x L

5/2
T

.

Ahora probaremos la tercera desigualdad (I.13).

∥fg∥2L2
xL

∞
T

≤
∫
R

(
sup

t∈[−T,T ]
|f(x, t)| |g(x, t)|

)2

dx

≤
∫
R

(
sup

t∈[−T,T ]
|f(x, t)|

)2

.

(
sup

t∈[−T,T ]
|g(x, t)|

)2

dx

17



entonces aplicando la desigualdad de Holder al segundo miembro se obtiene

∥fg∥2L2
xL

∞
T

≤

∫
R

(
sup

t∈[−T,T ]
|f(x, t)|

)4

dx

1/2∫
R

(
sup

t∈[−T,T ]
|g(x, t)|

)4

dx

1/2

≤ ∥f∥2L4
xL

∞
T
∥g∥2L4

xL
∞
T
.

Por ultimo demostramos la cuarta desigualdad (I.14).

∥fg∥
L
20/9
x L10

T
=

∫
R

(∫ T

−T
|f (x, t)|10 |g (x, t)|10 dt

)( 1
10)(

20
9 )
dx

 9
20

≤

∫
R

(∫ T

−T

(
sup

t∈[−T,T ]
|f(x, t)|10

)
|g(x, t)|10 dt

)( 1
10)(

20
9 )

dx


9
20

≤

∫
R

(
sup

t∈[−T,T ]
|f(x, t)|10 .

∫ T

−T
|g(x, t)|10 dt

)( 1
10)(

20
9 )

dx


9
20

≤

∫
R

(
sup

t∈[−T,T ]
|f(x, t)|10 dt

) 2
9 (∫ T

−T
|g(x, t)|10 dt

) 2
9

dx


9
20

entonces aplicando la desigualdad de Holder se tiene

∥fg∥
L
20/9
x L10

T
≤

∫
R

(
sup

t∈[−T,T ]
|f(x, t)|

) 20
9p


1
p
∫

R

(∫ T

−T
|g(x, t)|10 dt

) 2q
9

 1
q

≤

∫
R

(
sup

t∈[−T,T ]
|f(x, t)|

) 20
9p


9

20p
∫

R

(∫ T

−T
|g(x, t)|10 dt

) 2q
9

 9
20q

Entonces para p = 9
5
y q = 9

4
se obtiene

∥fg∥
L
20/9
x L10

T
≤ ∥f∥L4

xL
∞
T
∥fg∥L5

xL
10
T

I.7. Otros resultados

Proposición I.49 (teorema de contracción). Sean (X, d) un espacio métrico completo y

F : X → X una contracción, entonces F tiene solamente un punto fijo.

Demostración. [4, Teorema 8.8]. �
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Proposición I.50. Sean h ∈ L1 ([a, b]), h ≥ 0 y f, g ∈ C ([a, b]) tales que

f (t) ≤ g (t) +

∫ t

a

h (τ) f (τ) dτ , a ≤ t ≤ b

entonces

f (t) ≤ g (t) +

∫ t

a

h (τ) exp

[∫ τ

a

h (s) ds

]
g (τ) dτ , a ≤ t ≤ b

si g (t) = C es constante se tiene en particular que

f (t) ≤ C exp

[∫ t

a

h (τ) dτ

]
, a ≤ t ≤ b

Demostración. [15, Lema 4.2.1].
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Caṕıtulo II

Teoŕıa local

II.1. Resultados principales

En este caṕıtulo iniciamos el estudio del problema de valor inicial
∂tu+ ∂3xu+ ∂x (uv

2) = 0,

∂tv + ∂3xv + ∂x (u
2v) = 0

u (x, 0) = φ (x) , v (x, 0) = ψ (x) ,

(II.1)

donde u = u (x, t) y v = v (x, t) son funciones reales, (x, t) ∈ R× [0,+∞[ y φ, ψ son

funciones conocidas. Formalmente, el problema (II.1) se puede escribir en la forma ∂tu⃗ (t) + A0u⃗ (t) + F (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t) = 0⃗

u⃗ (0) = ϕ⃗0

(II.1)

donde u⃗ = (u, v), A0 =

 ∂3x 0

0 ∂3x

, F (u⃗) =

 v2 2uv

2uv u2

 y ϕ⃗0 = (φ, ψ).

El objetivo de este caṕıtulo consiste en demostrar la buena formulación local del prob-

lema de valor inicial asociado al sistema (II.1) es decir la existencia local de soluciones, su

unicidad y la dependencia continua de los datos iniciales del problema (II.1). EL teorema

II.1 establece que el problema (II.1) está bien formulado localmente bajo el supuesto de

que los datos inciales φ, ψ ∈ Hs (R)×Hs (R) con s > 3
2
. El segundo teorema II.2 se refiere

al tiempo de existencia Ts del teorema II.1, el cual puede ser elegido independientemente

del orden del espacio de Sobolev Hs (R).
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Teorema II.1. Si ϕ⃗0 = (φ, ψ) ∈ Hs×Hs, s > 3/2 , existen Ts = Ts

(∥∥∥ϕ⃗0

∥∥∥
Hs×Hs

, s

)
> 0

y

u⃗ = (u, v) ∈ C ([0, Ts] : H
s ×Hs) ∩ C1

(
[0, Ts] : H

s−3 ×Hs−3
)
,

única solución real del problema de valor inicial (II.1). Además, u⃗ depende continuamente

de ϕ⃗0 en el sentido que la aplicación ϕ⃗ 7→ u⃗ es continua de Hs × Hs en el espacio

C ([0, Ts] : H
s ×Hs) ∩ C1 ([0, Ts] : H

s−3 ×Hs−3).

Entre las conclusiones del teorema II.1 se tiene que el tiempo Ts depende del orden

del espacio de Sobolev Hs, lo cual no es una buena información si se va a probar la buena

formulación global de (II.1). Sin embargo, el siguiente teorema mejora esta información.

Teorema II.2. El tiempo de existencia de la solución Ts del teorema II.1 puede ser

elegido independiente de s, en el siguiente sentido: si ϕ⃗0 ∈ Hr ×Hr con r > s, entonces

u⃗ ∈ C
(
R+

0 : Hr ×Hr
)
∩ C1

(
R+

0 : Hr−3 ×Hr−3
)
.

Para las demostraciones de los teoremas II.1 y II.2 se sigue las ideas del Teorema I del

art́ıculo de Kato [35], adaptadas al problema (II.1).

II.2. Demostración del teorema II.1

Definimos el operador A0 por Dom (A0) = Hs ×Hs = Hs, s ≥ 0

A0v⃗ = (∂3xv1, ∂
3
xv2) , v⃗ = (v1, v2) .

Proposición II.3. El operador −A0 genera un grupo de operadores unitarios
{
U⃗ (t)

}
t∈R

sobre Hs, s ≥ 0, y

U⃗ (t) v⃗ = (U (t) v1, U (t) v2)

para todo v⃗ = (v1, v2) ∈ Hs donde

Û (t) v (ξ) = ê−t∂3xv (ξ) = eiξ
3tv̂ (ξ) .

Además, la función U⃗ (·) ϕ⃗ : R+
0 → Hs es la única solución del problema lineal ∂tv⃗ (t) + A0v⃗ (t) = 0⃗, x ∈ R, t ≥ 0

v⃗ (x, 0) = ϕ⃗0 (x) .

21



Demostración. La linealidad del operador −A0 y la densidad de su dominio son inmedi-

atas. Además, −A0 es anti-adjunto. Del teorema de Stone, proposición I.47, sigue que A0

es el generador de un grupo de operadores unitarios sobre Hs. �

La proposición anterior implica que el problema de valor inicial (II.1) se escribe en la

forma matricial  ∂tu⃗ (t) + A0u⃗ (t) + F (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t) = 0⃗, t ≥ 0

u⃗ (0) = ϕ⃗0

(II.2)

donde u⃗ = (u, v),

F (u⃗) =

 v2 2uv

2uv u2

 (II.3)

y ϕ⃗0 = (φ, ψ) .Para aplicar la teoŕıa de Kato hacemos el cambio de variable

u⃗ (t) = U⃗ (t) v⃗ (t) . (II.4)

De este modo, al sustituir (II.4) en el primer miembro de la ecuación (II.2) se tiene

∂t

(
U⃗ (t) v⃗ (t)

)
+ A0U⃗ (t) v⃗ (t) + F

(
U⃗ (t) v⃗ (t)

)
∂xU⃗ (t) v⃗ (t)

= U⃗ (t) ∂tv⃗ (t)− A0U⃗ (t) v⃗ (t) + A0U⃗ (t) v⃗ (t) + F
(
U⃗ (t) v⃗ (t)

)
∂xU⃗ (t) v⃗ (t)

= U⃗ (t)
[
∂tv⃗ (t) + U⃗ (−t)F

(
U⃗ (t) v⃗ (t)

)
∂xU⃗ (t) v⃗ (t)

]
Por lo tanto se obtiene la ecuación de evolución cuasi-lineal para la incógnita v⃗, ∂tv⃗ (t) + A (t, v⃗ (t)) v⃗ (t) = 0⃗

v⃗ (0) = ϕ⃗0,
(II.5)

donde

A (t, v⃗ (t)) = U⃗ (−t)F
(
U⃗ (t) v⃗ (t)

)
∂xU⃗ (t) . (II.6)

Acontinuación verificaremos las hipótesis del teorema A.2, para el problema II.1 en el

espacio Hs ×Hs con s > 3
2
.

Hipótesis (X)

Elegimos los espacios básicos

X = L2 y Y = Hs (II.7)
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Sabemos que Y está contenida densamente y continuamente en X .

Sean s > 3
2
un numero real fijo, definimos el operador S : Hs → L2 por

Su⃗ = (Jsu1, J
su2) para u⃗ = (u1, u2) ∈ Hs. (II.8)

Proposición II.4. S ∈ L(Hs,L2) es un isomorfismo isométrico.

Demostración. Es obvio que S es un operador lineal y por la definición de norma Hs

∥Su⃗∥2L2 = ∥Jsu1∥2L2 + ∥Jsu2∥2L2

= ∥u1∥2H2 + ∥u2∥2H2 = ∥u⃗∥2Hs

Entonces S : Hs → L2 es un isomorfismo lineal isométrico, aśı existe S−1 : Ran (S) ⊂

L2 → Hs operador inverso de S.

Adémas dado v⃗ = (v1, v2) ∈ L2 si definimos u⃗ = S−1v⃗ = (J−sv1, J
−sv2) tenemos

Su⃗ = S
(
S−1v⃗

)
= v⃗

y por la definición de norma Hs

∥Su⃗∥2Hs =
∥∥S−1v⃗

∥∥2
Hs =

∥∥Js (J−sv1
)∥∥2

L2 +
∥∥Js (J−sv2

)∥∥2
L2

= ∥v1∥2L2 + ∥v2∥2L2 = ∥v⃗∥2L2

Por lo tanto u⃗ ∈ Hs. En consecuencia, S es un operador lineal sobreyectivo. �

Esto prueba la hipótesis (X).

Hipótesis (A.1)

Dado ϕ⃗ ∈ Hs, sea R >
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

Hs
un numero real fijo y consideremos la bola

W = {w⃗ ∈ Hs : ∥w⃗∥Hs < R} .

La siguiente proposición es consecuencia del teorema de Perturbación de Generadores,

proposición I.42

Proposición II.5. Para cada w⃗ ∈ W el operador −A (t, w⃗) es el generador de un semi-

grupo de tipo (1, ω) sobre L2 que satisface

⟨A (t, w⃗) v⃗, v⃗⟩L2 ≥ −ω ∥v⃗∥2L2 (II.9)

para todo ω ≥ CsR
2, donde Cs es una constante que no depende de w⃗.
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Demostración. Por lo tanto será suficiente probar (II.9).

En efecto, para todo w⃗ = (w1, w2) ∈ W y v⃗ = (v1, v2) ∈ Hs tenemos

⟨A (t, w⃗) v⃗, v⃗⟩L2 =
⟨
U⃗ (−t)F

(
U⃗ (t) w⃗

)
∂xU⃗ (t) v⃗, v⃗

⟩
L2

=
⟨
F
(
U⃗ (t) w⃗

)
∂xU⃗ (t) v⃗, U⃗ (t) v⃗

⟩
L2

= ⟨F (w̃1, w̃2) ∂x (ṽ1, ṽ2) , (ṽ1, ṽ2)⟩L2

=
⟨
w̃2

2∂xṽ1 + 2w̃1w̃2∂xṽ2, ṽ1
⟩
L2 +

⟨
2w̃1w̃2∂xṽ1 + w̃2

1∂xṽ2, ṽ2
⟩
L2 (II.10)

donde

U⃗ (t) w⃗ = (U (t)w1, U (t)w2) = (w̃1, w̃2) y U⃗ (t) v⃗ = (U (t) v1, U (t) v2) = (ṽ1, ṽ2) .

(II.11)

Vamos a estimar cada sumando de (II.10), por la definición del producto interno en L2,

integración por partes y la derivada de un producto, para el primer sumando de tenemos⟨
w̃2

2∂xṽ1 + 2w̃1w̃2∂xṽ2, ṽ1
⟩
L2

=
1

2

⟨
w̃2

2, ∂xṽ
2
1

⟩
L2 − ⟨∂x (2w̃1w̃2ṽ1) , ṽ2⟩L2

= −1

2

⟨
∂xw̃

2
2, ṽ

2
1

⟩
L2 − ⟨ṽ1∂x2w̃1w̃2, ṽ2⟩L2 − ⟨2w̃1w̃2∂xṽ1, ṽ2⟩L2

= −
(
1

2

⟨
∂xw̃

2
2, ṽ

2
1

⟩
L2 + ⟨ṽ1∂x2w̃1w̃2, ṽ2⟩L2 + ⟨2w̃1w̃2∂xṽ1, ṽ2⟩L2

)
. (II.12)

Dado que s > 3
2
, por el lema de Sobolev, se tiene

E =
1

2

⟨
∂xw̃

2
2, ṽ

2
1

⟩
L2 + ⟨ṽ1∂x2w̃1w̃2, ṽ2⟩L2 + ⟨2w̃1w̃2∂xṽ1, ṽ2⟩L2

≤ 1

2

∥∥∂xw̃2
2

∥∥
L∞ ∥ṽ1∥2L2 + ∥∂x2w̃1w̃2∥L∞ |⟨ṽ1, ṽ2⟩L2 |

+ ∥2w̃1w̃2∥L∞ |⟨∂xṽ1, ṽ2⟩L2 |

≤ Cs
∥∥∂xw̃2

2

∥∥
Hs−1 ∥ṽ1∥

2
L2 + Cs ∥∂x2w̃1w̃2∥Hs−1 ∥ṽ1∥L2 ∥ṽ2∥L2

+ ∥2w̃1w̃2∥Hs ∥∂xṽ1∥L2 ∥ṽ2∥L2

≤ Cs
(∥∥w̃2

2

∥∥
Hs + ∥2w̃1w̃2∥Hs

) (
∥v1∥2L2 + ∥v2∥2L2

)
+ ∥2w̃1w̃2∥Hs

(
∥v1∥2H1 + ∥v2∥2L2

)
,

Entonces

E ≤ Cs
(∥∥w̃2

2

∥∥
Hs + ∥2w̃1w̃2∥Hs

) (
∥v1∥2H1 + ∥v2∥2H1

)
≤ Cs

(∥∥w̃2
2

∥∥
Hs + ∥2w̃1w̃2∥Hs

)
∥v⃗∥2H1 . (II.13)
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Usando la proposición I.24, se tiene

∥∥w̃2
2

∥∥
Hs = ∥w̃2∥2Hs ≤ CsR

2, (II.14)

∥2w̃1w̃2∥Hs ≤ 2 ∥w̃1∥Hs ∥w̃2∥Hs ≤ CsR
2. (II.15)

Entonces, usando (II.15) en (II.13), tenemos

E =
1

2

⟨
∂xw̃

2
2, ṽ

2
1

⟩
L2 + ⟨ṽ1∂x2w̃1w̃2, ṽ2⟩L2 + ⟨2w̃1w̃2∂xṽ1, ṽ2⟩L2 ≤ CsR

2 ∥v⃗∥2H1 , (II.16)

entonces (II.16) en (II.12) y la desigualdad ∥v⃗∥2L2 ≤ ∥v⃗∥2H1 , implican

⟨
w̃2

2∂xṽ1 + 2w̃1w̃2∂xṽ2, ṽ1
⟩
L2 ≥ −CsRp ∥v⃗∥2L2 (II.17)

En forma similar, para el segundo sumando de (II.10) tenemos

∥∥w̃2
1

∥∥
Hs ≤ ∥w̃1∥2Hs ≤ CsR

2, (II.18)

que implican ⟨
2w̃1w̃2∂xṽ1 + w̃2

1∂xṽ2, ṽ2
⟩
L2 ≥ −CsR2 ∥v⃗∥2L2 . (II.19)

Usando (II.17) y (II.19) en (II.10)

⟨A (t, w⃗) v⃗, v⃗⟩L2 ≥ −2CsR
2 ∥v⃗∥2L2 ≥ −ω ∥v⃗∥2L2

donde ω ≥ 2CsR
2 = CsR

2, entonces

⟨−A (t, w⃗) v⃗ − ωv⃗, v⃗⟩L2 = −⟨A (t, w⃗) v⃗, v⃗⟩L2 − ω ∥v⃗∥2L2 ≤ 0

Si probamos (II.9), se concluye que −A (t, w⃗)− ωI es disipativo siempre que ω ≥ Cs,R
2,

además el operador ωI es el generador de un semigrupo de tipo (1, ω). En consecuncia,

por el teorema de perturbación de generadores (proposición I.42) el operador −A (t, w⃗)

es el generador de un semigrupo de tipo (1, ω). �

La proposición II.5 verifica la hipótesis (A.1).

Hipótesis (A.2)

Si w⃗ = (w1, w2) ∈ W y v⃗ = (v1, v2) ∈ Hs definimos el operador lineal

B (t, w⃗) v⃗ = [S : A (t, w⃗)]S−1v⃗ (II.20)
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pero,

[S : A (t, w⃗)] v⃗ = U⃗ (−t)
[
S : F

(
U⃗ (t) w⃗

)]
∂xU⃗ (t) v⃗

= U⃗ (−t)

 [Js : w̃2
2] [Js : 2w̃1w̃2]

[Js : 2w̃1, w̃2] [Js : w̃2
1]

 U⃗ (t) ∂xv⃗

implica que

B (t, w⃗) v⃗ = U⃗ (−t)

 [Js : w̃2
2] [Js : 2w̃1w̃2]

[Js : 2w̃1, w̃2] [Js : w̃2
1]

 U⃗ (t)S−1∂xv⃗

=

 [Js : w̃2
2] J

−s∂xṽ1 + [Js : 2w̃1, w̃2] J
−s∂xṽ2

[Js : 2w̃1w̃2] J
−s∂xṽ1 + [Js : w̃2

1] J
−s∂xṽ2

 (II.21)

Proposición II.6. Para cada w⃗ ∈ W y v⃗ ∈ Hs se cumple

SA (t, w⃗)S−1 = A (t, w⃗) +B (t, w⃗) (II.22)

y para algun λB > 0 se cumple que

∥B (t, w⃗)∥L(L2) ≤ CsR
2 = λB.

Demostración. Observese que II.20 implica II.22 la igualdad (II.21) implica

∥B (t, w⃗) v⃗∥L2 ≤
∥∥[Js : w̃2

2

]
J−s∂xṽ1

∥∥
L2 +

∥∥[Js : 2w̃1w̃2] J
−s∂xṽ2

∥∥
L2

+
∥∥[Js : 2w̃1w̃2] J

−s∂xṽ1
∥∥
L2 +

∥∥[Js : w̃2
1

]
J−s∂xṽ2

∥∥
L2

Usando el estimado del conmutador, proposición I.27, y propiedades de la norma en Hs,

tenemos ∥∥[Js : w̃2
2

]
J−s∂xṽ1

∥∥
L2 ≤ C

∥∥∂xw̃2
2

∥∥
Hs−1

∥∥∂xJ−sṽ1
∥∥
Hs−1

≤ C
∥∥w̃2

2

∥∥
Hs

∥∥J−sṽ1
∥∥
Hs

≤ C
∥∥w̃2

2

∥∥
Hs ∥v1∥L2 ,

del mismo modo, ∥∥[Js : 2w̃1w̃2] J
−s∂xṽ2

∥∥
L2 ≤ C ∥2w̃1w̃2∥Hs ∥v2∥L2 ,∥∥[Js : 2w̃1w̃2] J

−s∂xṽ1
∥∥
L2 ≤ C ∥2w̃1w̃2∥Hs ∥v1∥L2 ,∥∥[Js : w̃2

1

]
J−s∂xṽ2

∥∥
L2 ≤ C

∥∥w̃2
1

∥∥
Hs ∥v2∥L2 .
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Por lo tanto, con los estimados (II.14), (II.15) y (II.18) obtenemos,

∥B (t, w⃗) v⃗∥L2 ≤ C
(∥∥w̃2

2

∥∥
Hs + ∥2w̃1w̃2∥Hs

)
∥v1∥L2

+ C
(
∥2w̃1w̃2∥Hs +

∥∥w̃2
1

∥∥
Hs

)
∥v2∥L2

≤ CsR
2 ∥v1∥L2 + CsR

2 ∥v2∥L2

≤ CsR
2 ∥v⃗∥L2 .

En consecuencia,

∥B (t, w⃗)∥L(L2) ≤ CsR
2 = λB.

Esta proposición demuestra la primera parte de la hipótesis (A.2) . Probaremos ahora la

segunda parte.

Proposición II.7. Existe µB > 0 tal que para todo t ∈ [0, T ] se cumple

∥B (t, w⃗1)−B (t, w⃗2)∥L(L2) ≤ µB||w⃗1 − w⃗2||Hs

para cada w⃗1, w⃗2 ∈ W .

Demostración. Por II.20 y (II.21) y la identidad [A : B − C] = [A : B]− [A : C] tene-mos

B (t, w⃗1) v⃗ −B (t, w⃗2) v⃗ = U⃗ (−t)
[
S : F

(
U⃗ (t) w⃗1

)
− F

(
U⃗ (t) w⃗2

)]
∂xU⃗ (t)S−1v⃗.

Ahora, si v⃗ ∈ Dom (B (t, w⃗)) con w⃗1 = (w1, z1) y w⃗2 = (w2, z2), entonces por (I.4)

∥B (t, w⃗1) v⃗ −B (t, w⃗2) v⃗∥L2

=
∥∥∥[S, F (U⃗ (t) w⃗1

)
− F

(
U⃗ (t) w⃗2

)]
S−1∂xU⃗ (t) v⃗

∥∥∥
L2

≤
∥∥[Js : z̃21 − z̃22

]
J−s∂xṽ1

∥∥
L2 +

∥∥[Js : 2w̃1z̃1 − 2w̃2, z̃2] J
−s∂xṽ1

∥∥
L2

+
∥∥[Js : 2w̃1z̃1 − 2w̃2z̃2] J

−s∂xṽ2
∥∥
L2 +

∥∥[Js : w̃2
1 − w̃2

2

]
J−s∂xṽ2

∥∥
L2

≤ C
∥∥z̃21 − z̃22

∥∥
Hs ∥ṽ1∥L2 + C ∥2w̃1z̃1 − 2w̃2z̃2∥Hs ∥ṽ1∥L2

+ C ∥2w̃1z̃1 − 2w̃2z̃2∥Hs ∥ṽ2∥L2 + C
∥∥w̃2

1 − w̃2
2

∥∥
Hs ∥ṽ2∥L2

Luego,

∥B (t, w⃗1) v⃗ −B (t, w⃗2) v⃗∥L2 ≤ C
(∥∥z̃21 − z̃22

∥∥
Hs + 2 ∥w̃1z̃1 − w̃2z̃2∥Hs

)
∥v⃗∥L2

+ C
(
2 ∥w̃1z̃1 − w̃2z̃2∥Hs +

∥∥w̃2
1 − w̃2

2

∥∥
Hs

)
∥v⃗∥L2 . (II.23)
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Estimando cada una de las normas en (II.23), teniendo en cuenta que todo elemento

w⃗ ∈ W está acotado por el radio de la bola, es decir ∥w⃗∥Hs < R, obtenemos

∥∥z̃21 − z̃22
∥∥
Hs ≤ ∥z̃1 − z̃2∥Hs (∥z̃1∥Hs + ∥z̃2∥Hs)

≤ ∥z1 − z2∥Hs (∥z1∥Hs + ∥z2∥Hs)

≤ 2R ∥z1 − z2∥Hs ≤ 2R ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs , (II.24)

Similarmente tenemos ∥∥w̃2
1 − w̃2

2

∥∥
Hs ≤ 2R ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs . (II.25)

También,

∥w̃1z̃1 − w̃2z̃2∥Hs ≤ ∥z̃1 − z̃2∥Hs ∥w̃1∥Hs + ∥w̃1 − w̃2∥Hs ∥z̃2∥Hs

≤ R ∥z̃1 − z̃2∥Hs +R ∥w̃1 − w̃2∥Hs

≤ 2R ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs . (II.26)

Reemplazando (II.24), (II.25) y (II.26) en (II.23) obtenemos

∥(B (t, w⃗1)−B (t, w⃗2)) v⃗∥L2 ≤ 12CR ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs ∥v⃗∥L2

que implica

∥B (t, w⃗1)−B (t, w⃗2)∥L(L2) ≤ 12CsR ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs ≤ µB ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs

donde µB = 12CsR. �

Las proposiciones II.6 y II.7 demuestra la hipótesis (A.2).

Hipótesis (A.3)

Proposición II.8. Para todo w⃗ ∈ W , Hs ⊆ Dom (A (t, w⃗)), A (t, w⃗) es un operador lineal

de Hs en L2 . Para cada w⃗ ∈ W, t ∈ [0, T ] el operador A (t, w⃗) es fuertemene continua y

existe µA > 0 tal que

∥A (t, w⃗1)− A (t, w⃗2)∥L(Hs,L2) ≤ µA ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs

para cada w⃗1, w⃗2 ∈ W .
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Demostración. Desde que s > 3
2
es fácil ver que

Hs ⊆ Dom (A (t, w⃗)) =
{
v⃗ ∈ L2 : U⃗ (−t)F

(
U⃗ (t) w⃗

)
∂xU⃗ (t) v⃗ ∈ L2

}
para cada w⃗ ∈ W . También, para w⃗ = (w1, w2) ∈ W y v⃗ = (v1, v2) ∈ Hs, tenemos

∥A (t, w⃗) v⃗∥L2 =
∥∥∥U⃗ (−t)F

(
U⃗ (t) w⃗

)
∂xU⃗ (t) v⃗

∥∥∥
L2

=
∥∥∥F (U⃗ (t) w⃗

)
∂xU⃗ (t) v⃗

∥∥∥
L2

≤
∥∥w̃2

2∂xṽ1
∥∥
L2 + ∥2w̃1w̃2∂xṽ2∥L2 + ∥2w̃1w̃2∂xṽ1∥L2 +

∥∥w̃2
1∂xṽ2

∥∥
L2

≤
∥∥w̃2

2

∥∥
L∞ ∥∂xṽ1∥L2 + 2 ∥w̃1w̃2∥L∞ (∥∂xṽ1∥L2 + ∥∂xṽ2∥L2)

+
∥∥w̃2

1

∥∥
L∞ ∥∂xṽ2∥L2

≤
∥∥w̃2

2

∥∥
Hs ∥v1∥Hs + 2 ∥w̃1w̃2∥Hs (∥v1∥Hs + ∥v2∥Hs) +

∥∥w̃2
1

∥∥
Hs ∥v2∥Hs

≤ CsR
2 ∥v1∥Hs + 2CsR

2 (∥v1∥Hs + ∥v2∥Hs) + CsR
2 ∥v2∥Hs

≤ 3CsR
2 (∥v1∥Hs + ∥v2∥Hs)

entonces por (II.14), (II.15) y (II.18) obtenemos,

∥A (t, w⃗) v⃗∥L2 ≤ 3CsR
2 (∥v1∥Hs + ∥v2∥Hs) ≤ λ (R) ∥v⃗∥Hs .

Luego

sup
∥v⃗∥Hs=1

∥A (t, w⃗) v⃗∥L2 ≤ sup
∥v⃗∥Hs=1

λ (R) ∥v⃗∥Hs ≤ λ (R) ,

y por tanto A (t, w⃗) es un operador lineal acotado de Hs en L2.

Además, si w⃗1, w⃗2 ∈ W con w⃗1 = (w1, z1) y w⃗2 = (w2, z2), entonces para v⃗ = (v1, v2) ∈

Hs de II.6 se tiene

∥A (t, w⃗1) v⃗ − A (t, w⃗2) v⃗∥L2 =
∥∥∥(F (U⃗ (t) w⃗1

)
− F

(
U⃗ (t) w⃗2

))
∂xU⃗ (t) v⃗

∥∥∥
L2

=
∥∥(z̃21 − z̃22

)
∂xṽ1 + (2w̃1z̃1 − 2w̃2z̃2) ∂xṽ2

∥∥
L2

+
∥∥(2w̃1z̃1 − 2w̃2z̃2) ∂xṽ1 +

(
w̃2

1 − w̃2
2

)
∂xṽ2

∥∥
L2

Procediendo como en las deducciones de (II.23), (II.24), (II.25) y (II.26), obtenemos

∥A (t, w⃗1) v⃗ − A (t, w⃗2) v⃗∥L2 ≤
∥∥z̃21 − z̃22

∥∥
Hs−1 ∥∂xṽ1∥Hs−1 + 2 ∥w̃1z̃1 − w̃2z̃2∥Hs−1 ∥∂xṽ2∥Hs−1

+ 2 ∥w̃1z̃1 − w̃2z̃2∥Hs−1 ∥∂xṽ1∥Hs−1

+
∥∥w̃2

1 − w̃2
2

∥∥
Hs−1 ∥∂xṽ2∥Hs−1

≤ 6CsR ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs ∥ṽ1∥Hs + 6R ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs ∥ṽ2∥Hs

≤ CsR ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs ∥v⃗∥Hs .
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Por lo tanto,

∥A (t, w⃗1)− A (t, w⃗2)∥L(Hs,L2) ≤ µA ∥w⃗1 − w⃗2∥Hs

donde µA = CsR. �

La desigualdad conseguida anteriormente muestra que la aplicación t 7→ A (t, w⃗) es

fuertemente continua y por lo tanto la hipótesis (A.3) queda verificada.

Hipótesis (A.4)

Se satisface trivialmente desde que el centro de W es 0⃗.

II.3. Demostración del teorema II.2

Sabemos que la transformación (II.4) transforma (II.1) en el problema de valor inicial

cuasi-lineal  ∂tv⃗ (t) + A (t, v⃗ (t)) v⃗ (t) = 0⃗

v⃗ (0) = ϕ⃗0,

donde F (u⃗ (t)) y A (t, v⃗ (t)) = U⃗ (−t)F (u⃗ (t)) ∂xU⃗ (t) se han definido en (II.3) y (II.6) y,

respectivamente.

Si

z⃗ (t) = ∂tv⃗ (t) + U⃗ (−t)F (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t)

entonces

∂xz⃗ (t) = ∂t∂xv⃗ (t) + U⃗ (−t) ∂xF (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t) + U⃗ (−t)F (u⃗ (t)) ∂2xu⃗ (t)

y

∂2xz⃗ (t) = ∂t∂
2
xv⃗ (t) + U⃗ (−t) ∂2xF (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t)

+2U⃗ (−t) ∂xF (u⃗ (t)) ∂2xu⃗ (t) + U⃗ (−t)F (u⃗ (t)) ∂3xu⃗ (t) .

Usando (II.4) sustituimos u⃗ (t) por U⃗ (t) v⃗ (t) ,

∂2xz⃗ (t) = ∂t∂
2
xv⃗ (t) + U⃗ (−t) ∂2xF (u⃗ (t)) ∂x

(
U⃗ (t) v⃗ (t)

)
+ 2U⃗ (−t) ∂xF (u⃗ (t)) ∂2x

(
U⃗ (t) v⃗ (t)

)
+ U⃗ (−t)F (u⃗ (t)) ∂3x

(
U⃗ (t) v⃗ (t)

)
= ∂t∂

2
xv⃗ (t) + U⃗ (−t) ∂2xF (u⃗ (t)) U⃗ (t) ∂xv⃗ (t) + 2U⃗ (−t) ∂xF (u⃗ (t)) U⃗ (t) ∂2xv⃗ (t)

+ U⃗ (−t)F (u⃗ (t)) U⃗ (t) ∂3xv⃗ (t) .
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Entonces, escribiendo w⃗ (t) = ∂2xv⃗ (t) se tiene

∂2xz⃗ (t) = ∂tw⃗ (t) + U⃗ (−t)F (u⃗ (t)) ∂xw⃗ (t) + 2U⃗ (−t) ∂xF (u⃗ (t)) U⃗ (t) w⃗ (t)

+U⃗ (−t) ∂2xF (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t)

= ∂tw⃗ (t) + A (t) w⃗ (t) +B (t) w⃗ (t)− G⃗ (t)

donde

A (t) = U⃗ (−t)F (u⃗ (t)) U⃗ (t) ∂x,

B (t) = 2U⃗ (−t) ∂xF (u⃗ (t)) U⃗ (t) ,

G (t) = −U⃗ (−t) ∂2xF (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t) ,

(II.27)

Además,

F (u⃗ (t)) = F
(
U⃗ (t) v⃗ (t)

)
= F (U (t) v1, U (t) v2) = F (ṽ1, ṽ2) =

 ṽ22 2ṽ1ṽ2

ṽ1ṽ2 ṽ21

 ,

∂xF (u⃗ (t)) =

 2ṽ2∂xṽ2 2ṽ1∂xṽ2 + 2ṽ2∂xṽ1

2ṽ1∂xṽ2 + 2ṽ2∂xṽ1 2ṽ1∂xṽ1


=

 0 2ṽ2∂xṽ1

2ṽ2∂xṽ1 2ṽ1∂xṽ1

+

 2ṽ2∂xṽ2 2ṽ1∂xṽ2

2ṽ1∂xṽ2 0


=

 0 2ṽ2

2ṽ2 2ṽ1

 ∂xṽ1 +

 2ṽ2 2ṽ1

2ṽ1 0

 ∂xṽ2

= D1F (u⃗) ∂xṽ1 +D2F (u⃗) ∂xṽ2, (II.28)

31



y

∂2xF (u⃗ (t)) = ∂x (D1F (u⃗) ∂xṽ1 +D2F (u⃗) ∂xṽ2)

= ∂x (D1F (u⃗) ∂xṽ1) + ∂x (D2F (u⃗) ∂xṽ2)

= ∂x (D1F (u⃗)) ∂xṽ1 +D1F (u⃗) ∂2xṽ1 + ∂x (D2F (u⃗)) ∂xṽ2 +D2F (u⃗) ∂2xṽ2

=

 0 2∂xṽ2

2∂xṽ2 2∂xṽ1

 ∂xṽ1 +D1F (u⃗) ∂2xṽ1 + 2∂xṽ2 2∂xṽ1

2∂xṽ1 0

 ∂xṽ2 +D2F (u⃗) ∂2xṽ2

=

 0 0

0 2

 (∂xṽ1)
2 + 2

 0 2

2 0

 ∂xṽ2∂xṽ1 +D1F (u⃗) ∂2xṽ1

+

 2 0

0 0

 (∂xṽ2)
2 +D2F (u⃗) ∂2xṽ2

= D11F (u⃗) (∂xṽ1)
2 + 2D12F (u⃗) ∂xṽ1∂xṽ2 +D22F (u⃗) (∂xṽ2)

2

+D1F (u⃗) ∂2xṽ1 +D2F (u⃗) ∂2xṽ2. (II.29)

Considerando que ∂2xz⃗ (t) = 0⃗, obtenemos la ecuación semilineal

∂tw⃗ (t) + A (t) w⃗ (t) +B (t) w⃗ (t) = G⃗ (t) . (II.30)

Nuestro objetivo ahora es resolver la ecuación semilineal (II.30) en espacios adecuados.

Proposición II.9. Sean s > 3
2
, −s ≤ h ≤ s− 2, |k| ≤ s− 1, k ≥ h+ 1 y S : Hk → Hh el

isomorfismo isométrico definido por S =
(
Jk−h, Jk−h

)
. Entonces,

(1) El operador −A (t) genera un semigrupo de tipo C0 tal que∥∥e−sA(t)∥∥L(Hh) ≤ eβs

para todo s ∈ [0,+∞[.

(2) Existe Q (·) es fuertemente continua de [0, T ] a L
(
Hh
)
tal que

SA (t)S−1 = A (t) +Q (t) .

(3) Hk ⊆ Dom (A (t)) para 0 ≤ t ≤ T y t 7→ A (t) es fuertemente continua de [0, T ] a

L
(
Hk,Hh

)
.

32



Demostración.

(1) Por la definición de A (t) en (II.27) e integración por partes se tiene

⟨A (t) w⃗ (t) , w⃗ (t)⟩Hh =
⟨
∂xU⃗ (−t)F (u⃗ (t))U (t) w⃗ (t) , w⃗ (t)

⟩
Hh

= −⟨F (u (t))U (t) w⃗ (t) , ∂xU (t) w⃗ (t)⟩Hh

= −
⟨
u22U (t)w1 (t) + 2u1u2U (t)w2 (t) , ∂xU (t)w1 (t)

⟩
Hh

−
⟨
2u1u2U (t)w1 (t) + u21U (t)w2 (t) , ∂xU (t)w2 (t)

⟩
Hh

= −
(⟨
u22U (t)w1 (t) , ∂xU (t)w1 (t)

⟩
Hh + ⟨2u1u2U (t)w1 (t) , ∂xU (t)w2 (t)⟩Hh

)
−
(
⟨2u1u2U (t)w2 (t) , ∂xU (t)w1 (t)⟩Hh +

⟨
u21U (t)w2 (t) , ∂xU (t)w2 (t)

⟩
Hh

)
Como Js (fg) = [Js : f ] g + fJsg tenemos

⟨A (t) w⃗ (t) , w⃗ (t)⟩Hh = −
⟨
u22J

hU (t)w1 (t) , J
h∂xU (t)w1 (t)

⟩
L2

−
⟨
2u1u2J

hU (t)w1 (t) , J
h∂xU (t)w2 (t)

⟩
L2

−
⟨[
Jh : u22

]
U (t)w1 (t) , ∂xJ

hU (t)w1 (t)
⟩
L2

−
⟨[
Jh : 2u1u2

]
U (t)w1 (t) , ∂xJ

hU (t)w2 (t)
⟩
L2

−
⟨
2u1u2J

hU (t)w2 (t) , J
h∂xU (t)w1 (t)

⟩
L2

−
⟨
u21J

hU (t)w2 (t) , J
h∂xU (t)w2 (t)

⟩
L2

−
⟨[
Jh : 2u1u2

]
U (t)w2 (t) , ∂xJ

hU (t)w1 (t)
⟩
L2 .

−
⟨[
Jh : u21

]
U (t)w2 (t) , ∂xJ

hU (t)w2 (t)
⟩
L2 . (II.31)

Si

I =
⟨
u22J

hU (t)w1 (t) , J
h∂xU (t)w1 (t)

⟩
L2

+
⟨
u21J

hU (t)w2 (t) , J
h∂xU (t)w2 (t)

⟩
L2

y

II =
⟨
∂x
[
2u1u2 · JhU (t)w2 (t)

]
, JhU (t)w1 (t)

⟩
L2

+
⟨
∂x
[
2u1u2 · JhU (t)w1 (t)

]
, JhU (t)w2 (t)

⟩
L2 ,
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la identidad
⟨
fJhg, ∂xJ

hg
⟩
L2 = −1

2

⟨
∂xf,

(
Jhg

)2⟩
L2

y la desigualdad de Cauchy-

Schwarz implican

2I ≤
⟨
∂x
(
u22
)
,
(
JhU (t)w1 (t)

)2⟩
L2

+
⟨
∂x
(
u21
)
,
(
JhU (t)w2 (t)

)2⟩
L2

≤
∥∥∂x (u22)∥∥L∞

∥∥JhU (t)w1 (t)
∥∥2
L2 +

∥∥∂x (u21)∥∥L∞

∥∥JhU (t)w2 (t)
∥∥2
L2

y

II ≤
∥∥∂x [2u1u2 · JhU (t)w2 (t)

]∥∥
L∞

∥∥JhU (t)w1 (t)
∥∥
L2

+
∥∥∂x [2u1u2 · JhU (t)w1 (t)

]∥∥
L∞

∥∥JhU (t)w2 (t)
∥∥
L2 .

Aśı, por el Lema de Sobolev resulta

I ≤ 1

2

∥∥∂x (u22)∥∥Hs−1 ∥w1 (t)∥2Hh +
1

2

∥∥∂x (u21)∥∥Hs−1 ∥w2 (t)∥2Hh

≤ 1

2

(∥∥u22∥∥Hs +
∥∥u21∥∥Hs

) (
∥w1 (t)∥2Hh + ∥w2 (t)∥2Hh

)
y

II ≤
∥∥∂x (2u1u2 · JhU (t)w2 (t)

)∥∥
Hs−1 ∥w1 (t)∥Hh

+
∥∥∂x (2u1u2 · JhU (t)w1 (t)

)∥∥
Hs−1 ∥w2 (t)∥Hh

≤ ∥2u1u2∥Hs ∥w1 (t)∥Hh ∥w2 (t)∥Hh + ∥2u1u2∥Hs ∥w1 (t)∥Hh ∥w2 (t)∥Hh .

≤ 4 ∥u1u2∥Hs

(
∥w1 (t)∥2Hh + ∥w2 (t)∥2Hh

)
.

Por lo tanto,

I + II ≤ C
(∥∥u22∥∥Hs + 2 ∥2u1u2∥Hs +

∥∥u21∥∥Hs

)
∥w⃗ (t)∥2Hh . (II.32)

Además, integración por partes y la identidad

[
Jh : f

]
g =

[
Jh+1 : f

]
g −

[
J1 : f

] (
Jhg

)
implican

⟨[
Jh : u22

]
U (t)w1 (t) , ∂xJ

hU (t)w1 (t)
⟩
L2

= −
⟨
∂x
[
Jh : u22

]
U (t)w1 (t) , J

hU (t)w1 (t)
⟩
L2

= −
⟨[
Jh+1 : u22

]
U (t)w1 (t)−

[
J1 : u22

]
JhU (t)w1 (t) , J

hU (t)w1 (t)
⟩
L2
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Entonces, por la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwarz,∣∣⟨[Jh : u22]U (t)w1 (t) , ∂xJ
hU (t)w1 (t)

⟩
L2

∣∣
≤
∣∣⟨[Jh+1 : u22

]
U (t)w1 (t) , J

hU (t)w1 (t)
⟩
L2

∣∣
+
∣∣⟨[J1 : u22

]
JhU (t)w1 (t) , J

hU (t)w1 (t)
⟩
L2

∣∣
≤
∥∥[Jh+1 : u22

]
U (t)w1 (t)

∥∥
L2

∥∥JhU (t)w1 (t)
∥∥
L2

+
∥∥[J1 : u22

]
JhU (t)w1 (t)

∥∥
L2

∥∥JhU (t)w1 (t)
∥∥
L2

≤
∥∥[Jh+1 : u22

]
U (t)w1 (t)

∥∥
L2 ∥w1 (t)∥Hh

+
∥∥[J1 : u22

]
JhU (t)w1 (t)

∥∥
L2 ∥w1 (t)∥Hh .

Usando la proposición I.32 con |h| ≤ s− 1, tenemos∥∥[Jh+1 : u22
]
U (t)w1 (t)

∥∥
L2 ∥w1 (t)∥Hh

=
∥∥[Jh+1 : u22

]
J−hJhU (t)w1 (t)

∥∥
L2 ∥w1 (t)∥Hh

≤
∥∥[Jh+1 : u22

]
J−h∥∥

L2

∥∥JhU (t)w1 (t)
∥∥
L2 ∥w1 (t)∥Hh

≤ C
∥∥∂x (u22)∥∥Hs−1 ∥w1 (t)∥2Hh

y ∥∥[J1 : u22
]
JhU (t)w1 (t)

∥∥
L2 ∥w1 (t)∥Hh

≤ C
∥∥∂x (u22)∥∥Hs−1

∥∥JhU (t)w1 (t)
∥∥
L2 ∥w1 (t)∥Hh

≤ C
∥∥u22∥∥Hs ∥w1 (t)∥2Hh .

Entonces∣∣⟨[Jh : u22]U (t)w1 (t) , ∂xJ
hU (t)w1 (t)

⟩
L2

∣∣ ≤ C
∥∥u22∥∥Hs ∥w1 (t)∥2Hh

≤ C
∥∥u22∥∥Hs ∥w⃗ (t)∥2Hh . (II.33)

Del mismo modo∣∣⟨[Jh, 2u1u2]U (t)w2 (t) , ∂xJ
hU (t)w1 (t)

⟩
L2

∣∣ ≤ C ∥2u1u2∥Hs ∥w⃗ (t)∥2Hh , (II.34)∣∣⟨[Jh, 2u1u2]U (t)w1 (t) , ∂xJ
hU (t)w2 (t)

⟩
L2

∣∣ ≤ C ∥2u1u2∥Hs ∥w⃗ (t)∥2Hh (II.35)

y ∣∣⟨[Jh : u21]U (t)w2 (t) , J
h∂xU (t)w2 (t)

⟩
L2

∣∣ ≤ C
∥∥u21∥∥Hs ∥w⃗ (t)∥2Hh (II.36)
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Por lo tanto, de (II.31) y (II.32) a (II.36) sigue

⟨A (t) w⃗ (t) , w⃗ (t)⟩Hh ≥ −C
(
2
∥∥u22∥∥Hs + 3 ∥2u1u2∥Hs + 2

∥∥u21∥∥Hs

)
∥w⃗ (t)∥2Hh .

Como 2 ∥u22∥Hs + 3 ∥u1u2∥Hs + 2 ∥u21∥Hs ≤ 7 ∥u⃗∥2Hs resulta que

⟨A (t) w⃗ (t) , w⃗ (t)⟩Hh ≥ −C ∥u⃗∥2Hs ∥w⃗ (t)∥2Hh

donde C > 0, s ≥ 3
2
y |h| ≤ s− 1.

(2) Debemos demostrar que

Q (t) = [S : A (t)]S−1

es un operador acotado en L
(
Hh
)
. Pero,

[S : A (t)]S−1w⃗ (t)

= U⃗ (−t) ∂x [S : F (u⃗ (t))U (t)]S−1w⃗ (t)

= ∂x [S : F (u⃗ (t))]S−1U⃗ (t) w⃗ (t)

=

 ∂x
[
Jk−h : u22

]
∂x
[
Jk−h : 2u1u2

]
∂x
[
Jk−h : 2u1u2

]
∂x
[
Jk−h : u21

]
 Jh−kU (t)w1 (t)

Jh−kU (t)w2 (t)


=

 ∂x
[
Jk−h : u22

]
J−kJhU (t)w1 (t) + ∂x

[
Jk−h : 2u1u2

]
J−kJhU (t)w2 (t)

∂x
[
Jk−h : 2u1u2

]
J−kJhU (t)w1 (t) + ∂x

[
Jk−h : u21

]
J−kJhU (t)w2 (t)

 ,

entonces

∥Q (t) w⃗ (t)∥Hh =
∥∥∥∂x [S : F (u⃗ (t))]S−1U⃗ (t) w⃗ (t)

∥∥∥
Hh

≤
(∥∥Jh+1

[
Jk−h : u22

]
J−kJhU (t)w1 (t)

∥∥
L2

+
∥∥Jh+1

[
Jk−h : 2u1u2

]
J−kJhU (t)w2 (t)

∥∥
L2

)
+
(∥∥Jh+1

[
Jk−h : 2u1u2

]
J−kJhU (t)w1 (t)

∥∥
L2

+
∥∥Jh+1

[
Jk−h : u21

]
J−kJhU (t)w2 (t)

∥∥
L2

)
.

La proposición I.32 con s = h+ 1, t = k y r = s, implica

∥Q (t) w⃗ (t)∥Hh ≤
∥∥∂x (u22)∥∥Hs−1

∥∥JhU (t)w1 (t)
∥∥
L2

+ ∥∂xF (u⃗)∥Hs−1

∥∥JhU (t)w2 (t)
∥∥
L2 + ∥∂x (2u1u2)∥Hs−1

∥∥JhU (t)w1 (t)
∥∥
L2

+
∥∥∂x (u21)∥∥Hs−1

∥∥JhU (t)w2 (t)
∥∥
L2

≤ 8C ∥u⃗∥2Hs ∥w⃗ (t)∥Hh
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donde |h+ 1| , |k| ≤ s− 1.

(3) Sea w⃗ = (w1, w2) en Hk, entonces

∥A (t) w⃗∥Hh = ∥∂x (F (u⃗ (t))U (t) w⃗)∥Hh +
∥∥∥∂xU⃗ (−t)F (u⃗ (t))U (t) w⃗

∥∥∥
Hh

=
∥∥∂x (u22U (t)w1 (t) + 2u1u2U (t)w2 (t)

)∥∥
Hh +∥∥∂x (2u1u2)U (t)w1 (t) + u21U (t)w2 (t)
)∥∥

Hh

≤
(∥∥u22U (t)w1 (t)

∥∥
Hk + ∥2u1u2U (t)w2 (t)∥Hk

)
+(

∥2u1u2U (t)w1 (t)∥Hk +
∥∥u21U (t)w2 (t)

∥∥
Hk

)
≤ C

(∥∥u22∥∥Hs ∥U (t)w1 (t)∥Hk + ∥2u1u2∥Hs ∥U (t)w2 (t)∥Hk

)
+C

(
∥2u1u2∥Hs ∥U (t)w1 (t)∥Hk +

∥∥u21∥∥Hs ∥U (t)w2 (t)∥Hk

)
donde usamos la proposición I.33. Por lo tanto,

∥A (t) w⃗∥Hh ≤ C
(∥∥u22∥∥Hs + 2 ∥2u1u2∥+

∥∥u21∥∥) ∥w⃗ (t)∥Hk ≤ C ∥u⃗ (t)∥Hs ∥w⃗ (t)∥Hk ,

aśı A (t) ∈ L
(
Hk,Hh

)
para cada t ∈ [0, Ts]. De la misma forma se demuestra que

∥A (t) w⃗ − A (t) z⃗∥Hh ≤ C ∥u⃗ (t)∥Hs ∥w⃗ (t)− z⃗∥ Hk .

Por lo tanto, según el teorema A.1, la familia {A (t)}t∈[0,Ts] tiene un único operador de

evolución {U (t, t′)}(t,t′)∈∆ asociado a los espacios Hh y Hk en si mismo, con −s ≤ r ≤

s− 1.

Proposición II.10. Si s > 3
2
, −s ≤ h ≤ s − 2, |k| ≤ s − 1 y k ≥ h + 1, entonces

B (t) ∈ L
(
Hh,Hk

)
es un operador continuo en t ∈ [0, Ts] y G ∈ C

(
[0, Ts] : Hs−1

)
.

Demostración. Mostraremos que B (t) ∈ L
(
Hh,Hk

)
. Si t ∈ [0, Ts] y w⃗ ∈ Hh, entonces por

la definición de B (t) en (II.27) y la desigualdad triangular

∥B (t) w⃗∥Hk = 2
∥∥∥U⃗ (−t) (∂xF (u⃗)) U⃗ (t) w⃗

∥∥∥
Hk

= 2
∥∥∥(∂xF (u⃗)) U⃗ (t) w⃗

∥∥∥
Hk

= 2
∥∥∥(D1F (u⃗) ∂xu1 +D2F (u⃗) ∂xu2) U⃗ (t) w⃗

∥∥∥
Hk

≤ 2
∥∥∥(D1F (u⃗) ∂xu1) U⃗ (t) w⃗

∥∥∥
Hk

+ 2
∥∥∥(D2F (u⃗) ∂xu2) U⃗ (t) w⃗

∥∥∥
Hk

(II.37)

donde las derivadas están definidas por

D1F (u⃗) =

 0 2u2

2u2 2u1

 y D2F (u⃗) =

 2u2 2u1

2u1 0

 . (II.38)
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Estimando el primer sumando∥∥∥(D1F (u⃗) ∂xu1) U⃗ (t) w⃗
∥∥∥
Hk

≤

∥∥∥∥∥∥
 0 2u2

2u2 2u1

 ∂xu1

 U⃗ (t) w⃗

∥∥∥∥∥∥
Hk

≤ 2 ∥u2∂xu1U (t)w2∥Hk + 2 ∥u2∂xu1U (t)w1∥Hk + 2 ∥2u1∂xu1U (t)w2∥Hk

≤ 2 ∥u2∥Hs−1 ∥∂xu1∥Hs−1 ∥w2∥Hs−1 + 2 ∥u2∥Hs−1 ∥∂xu1∥Hs−1 ∥w1∥Hs−1

+ 2 ∥u1∥Hs−1 ∥∂xu1∥Hs−1 ∥w2∥Hs−1

≤ 2 ∥u2∥Hs ∥u1∥Hs ∥w2∥H + 2 ∥u2∥Hs ∥u1∥Hs ∥w1∥Hs + 2 ∥u1∥2Hs ∥w2∥Hs

≤ 2 ∥u2∥Hs ∥u1∥Hs (∥w2∥Hs + ∥w1∥Hs) + 2 ∥u1∥2Hs ∥w2∥Hs (II.39)

y el segundo sumando∥∥∥(D2F (u⃗) ∂xu2) U⃗ (t) w⃗
∥∥∥
Hk

≤

∥∥∥∥∥∥
 2u2 2u1

2u1 0

 ∂xu2

 U⃗ (t) w⃗

∥∥∥∥∥∥
Hk

≤ 2 ∥u2∂xu2U (t)w1∥Hk + 2 ∥u1∂xu2U (t)w2∥Hk + 2 ∥u1∂xu2U (t)w1∥Hk

≤ 2 ∥u2∥
Hs−1

∥∂xu2∥
Hs−1

∥w1∥
Hs−1

+ 2 ∥u1∥
Hs−1

∥∂xu2∥
Hs−1

∥w2∥
Hs−1

+ 2 ∥u1∥
Hs−1

∥∂xu2∥
Hs−1

∥w1∥
Hs−1

≤ 2 ∥u2∥2
Hs

∥w1∥
Hs

+ 2 ∥u1∥
Hs

∥u2∥
Hs

(
∥w1∥

Hs
+ ∥w2∥

Hs

)
(II.40)

Por lo tanto, de (II.37), (II.39) y (II.40) resulta

∥B (t) w⃗∥Hk ≤ 2
∥∥∥(D1F (u⃗) ∂xu1) U⃗ (t) w⃗

∥∥∥
Hk

+ 2
∥∥∥(D2F (u⃗) ∂xu2) U⃗ (t) w⃗

∥∥∥
Hk

≤ 4 ∥u2∥Hs ∥u1∥Hs (∥w2∥Hs + ∥w1∥Hs) + 4 ∥u1∥2Hs ∥w2∥Hs

+4 ∥u2∥2
Hs

∥w1∥
Hs

+ 4 ∥u1∥
Hs

∥u2∥
Hs

(
∥w1∥

Hs
+ ∥w2∥

Hs

)
≤ 12 ∥u⃗∥2Hs ∥w⃗∥Hk

≤ Cs ∥w⃗∥Hk ,

donde Cs = 12 ∥u⃗∥2Hs , entonces Ran (B (t)) ⊆ Hk.
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Además, si τ ∈ [0, Ts] como

B (t) w⃗ −B (τ) w⃗ = 2U⃗ (−t) ∂xF (u⃗ (t)) U⃗ (t) w⃗ − U⃗ (−τ) ∂xF (u⃗ (τ)) U⃗ (τ) w⃗

= 2U⃗ (−t) [∂xF (u⃗ (t))− ∂xF (u⃗ (τ))] U⃗ (t) w⃗

+U⃗ (t− τ)
[
U⃗ (τ − 2t) ∂xF (u⃗ (τ)) U⃗ (t) w⃗

− U⃗ (−t) ∂xF (u⃗ (τ)) U⃗ (τ) w⃗
]

entonces

∥B (t) w⃗ −B (τ) w⃗∥Hk

≤ 2
∥∥∥U⃗ (−t) [∂xF (u⃗ (t))− ∂xF (u⃗ (τ))] U⃗ (t) w⃗

∥∥∥
Hk

+ 2
∥∥∥U⃗ (t− τ)

[
U⃗ (τ − 2t) ∂xF (u⃗ (τ)) U⃗ (t) w⃗ − U⃗ (−t) ∂xF (u⃗ (τ)) U⃗ (τ) w⃗

]∥∥∥
Hk

.

(II.41)

Estimando los sumandos, tenemos∥∥∥U⃗ (−t) [∂xF (u⃗ (t))− ∂xF (u⃗ (τ))] U⃗ (t) w⃗
∥∥∥
Hk

≤ Cs ∥u⃗ (t)− u⃗ (τ)∥Hs ∥w⃗∥Hk

y∥∥∥U⃗ (t− τ)
[
U⃗ (τ − 2t) ∂xF (u⃗ (τ)) U⃗ (t) w⃗ − U⃗ (−t) ∂xF (u⃗ (τ)) U⃗ (τ) w⃗

]∥∥∥
Hk

≤ Cse
ω|t−τ | ∥w⃗∥Hk

Por lo tanto, en (II.41) obtenemos

∥B (t) w⃗ −B (τ) w⃗∥Hk ≤ Cs
(
∥u⃗ (t)− u⃗ (τ)∥Hs + eω|t−τ |

)
∥w⃗∥Hk ,

de donde se concluye que B (t) ∈ L
(
Hh,Hk

)
.

Demostremos que G ∈ C ([0, Ts] : Hs−1). Dado t ∈ [0, Ts] tenemos

∥G (t)∥Hs−1 =
∥∥∥−U⃗ (−t) ∂2xF (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t)

∥∥∥
Hs−1

=
∥∥∂2xF (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t)

∥∥
Hs−1

pues

∂2xF (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t) =

 ∂x (4u2) ∂xu1∂xu2 + (∂x2u1) (∂xu2)
2

(∂x2u2) (∂xu1)
2 + ∂x (4u1) ∂xu1∂xu2


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Luego, (II.38) implica

∥G (t)∥Hs−1 ≤ ∥∂x (4u2)∥Hs−1 ∥u1∥Hs ∥u2∥Hs + ∥∂x2u1∥Hs−1 ∥u2∥2Hs

+ ∥∂x2u2∥Hs−1 ∥u1∥2Hs + ∥∂x (4u1)∥Hs−1 ∥u1∥Hs ∥u2∥Hs

≤ ∥4u2∥Hs ∥u1∥Hs ∥u2∥Hs + ∥2u1∥Hs ∥u2∥2Hs

+ ∥2u2∥Hs ∥u1∥2Hs + ∥4u1∥Hs ∥u1∥Hs ∥u2∥Hs

≤ 4 ∥u2∥2Hs ∥u1∥Hs + 2 ∥u1∥Hs ∥u2∥2Hs

+ 2 ∥u2∥Hs ∥u1∥2Hs + 4 ∥u1∥2Hs ∥u2∥Hs

≤ 12 ∥u⃗∥2Hs .

Por lo tanto, Ran (G (t)) ⊆ Hk.

Además, si τ ∈ [0, Ts] se tiene

∥G (t)−G (τ)∥Hs−1 =
∥∥∥U⃗ (−t) ∂2xF (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t)− U⃗ (−τ) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (τ)

∥∥∥
Hs−1

≤
∥∥∥U⃗ (−t)

[
∂2xF (u⃗ (t))− ∂2xF (u⃗ (τ))

]
∂xu⃗ (t)

∥∥∥
Hs−1

+
∥∥∥U⃗ (t− τ)

[
U⃗ (τ − 2t) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (t)− U⃗ (−t) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (τ)

]∥∥∥
Hs−1

≤
∥∥[∂2xF (u⃗ (t))− ∂2xF (u⃗ (τ))

]
∂xu⃗ (t)

∥∥
Hs−1

+
∥∥∥U⃗ (τ − 2t) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (t)− U⃗ (−t) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (τ)

∥∥∥
Hs−1

. (II.42)

Estimando el primer sumando de (II.42),

∥∥[∂2xF (u⃗ (t))− ∂2xF (u⃗ (τ))
]
∂xu⃗ (t)

∥∥
Hs−1 ≤ 2 ∥∂x [2u2 (t)− 2u2 (τ)] ∂xu1∂xu2∥Hs−1

+
∥∥∂x [2u1 (t)− 2u1 (τ)] (∂xu2)

2
∥∥
Hs−1 +

∥∥∂x [2u2 (t)− 2u2 (τ)] (∂xu1)
2
∥∥
Hs−1

+ 2 ∥∂x [2u1 (t)− 2u1 (τ)] ∂xu1∂xu2∥Hs−1

Por lo tanto,

∥∥[∂2xF (u⃗ (t))− ∂2xF (u⃗ (τ))
]
∂xu⃗ (t)

∥∥
Hs−1 ≤ C (∥u⃗ (t)∥Hs , ∥u⃗ (τ)∥Hs) ∥u⃗ (t)− u⃗ (τ)∥Hs .

(II.43)
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Estimando el segundo sumando de (II.42) obtenemos∥∥∥U⃗ (t− τ)
[
U⃗ (τ − 2t) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (t)− U⃗ (−t) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (τ)

]∥∥∥
Hk

≤ eω|t−τ |
∥∥∥U⃗ (−2t)

[
U⃗ (τ) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (t)− U⃗ (t) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (τ)

]∥∥∥
Hk

≤ eω|t−τ |
(∥∥∥U⃗ (τ) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (t)

∥∥∥
Hk

+
∥∥∥U⃗ (t) ∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (τ)

∥∥∥)
Hk

≤ eω|t−τ |
(∥∥∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (t)

∥∥
Hk +

∥∥∂2xF (u⃗ (τ)) ∂xu⃗ (τ)
∥∥)
Hk

≤ Ceω|t−τ | ∥u⃗∥Hk . (II.44)

Usando (II.43) y (II.44) en (II.42), resulta

∥G (t)−G (τ)∥Hs−1 ≤ C (∥u⃗ (t)∥ Hs , ∥u⃗ (τ)∥Hs) ∥u⃗ (t)− u⃗ (τ)∥Hs + Ceω|t−τ | ∥u⃗∥Hk ,

lo que concluye la demostración de la proposición. �

Observamos que en las proposiciones II.9 y II.10 podemos considerar X = Hs−3 y

Y = Hs−2, con {U (t, s)} representando el operador de evolución asociado a X e Y , y

verificar que cualquier solución w⃗ (t) de la ecuación lineal (II.30) también será solución de

la ecuación integral

w⃗ (t) = U (t, 0) w⃗ (0) +

∫ t

0

U (t, τ) [−B (τ) w⃗ (τ) +G (τ)] dτ (II.45)

en la clase C ([0, Ts] : Hs−2), con w⃗ (0) = (∂2xϕ, ∂
2
xψ) ∈ Hs′ y s′ > s. En efecto,

d

dτ
U (t, τ) w⃗ (τ) = U (t, τ)A (τ) w⃗ (τ) + U (t, τ)

d

dτ
w⃗ (τ)

= U (t, τ) [−B (τ) w⃗ (τ) +G (τ)]

Integrando desde 0 hasta t obtenemos (II.45) . Por lo tanto, si aseguramos la unicidad

para a ecuación integral (II.45), tendremos

w⃗ (t) = U⃗ (t) w⃗ (t) =
(
U (t) ∂2xu1, U (t) ∂2xu2

)
como la única solución de la ecuación integral en la clase C

(
[0, Ts] : Hs′−2

)
.

La siguiente proposición, como w⃗ (0) = (∂2xϕ, ∂
2
xψ), asegura la existencia y unicidad de

solución de la ecuación integral (II.45) en la clase C
(
[0, Ts] : Hs′−2

)
, de forma que

w⃗ (t) =
(
U (t) ∂2xu1, U (t) ∂2xu2

)
∈ C

(
[0, Ts] : Hs′−2

)
,

es decir, u⃗ ∈ C
(
[0, Ts] : Hs′

)
lo que completa la demostración del teorema II.2 .
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Proposición II.11. Existe solamente una solución de la ecuación integral (II.45) en la

clase C ([0, Ts] : Y ) donde U (t, τ) es el operador de evolución asociado a los espacios X e

Y definidos en la proposición II.9 con w⃗ (0) ∈ Y .

Demostración. Consideremos la aplicación

Φ : C ([0, Ts] : Y ) −→ C ([0, Ts] : Y )

definida por

Φw⃗ (t) = U (t, 0) w⃗ (0) +

∫ t

0

U (t, τ) [−B (τ) w⃗ (τ) +G (τ)] dτ (II.46)

donde en C ([0, Ts] : Y ) definimos la métrica

d (w⃗, z⃗) = sup
0≤t≤Ts

∥w⃗ (t)− z⃗ (t)∥Y .

Por la proposición II.10 podemos afirmar que la aplicación Φ esta bien definida, pues

k ≤ s− 1. Además,

∥Φw⃗ (t)− Φz⃗ (t)∥Y =

∥∥∥∥∫ t

0

U (t, τ)B (τ) [w⃗ (τ)− z⃗ (τ)] dτ

∥∥∥∥
Y

≤
∫ t

0

eω|t−τ | ∥B (τ) [w⃗ (τ)− z⃗ (τ)]∥Y dτ

≤ Cse
ωTs

∫ t

0

∥w⃗ (τ)− z⃗ (τ)∥Y dτ

≤ TsCsd (w⃗, z⃗) . (II.47)

Luego Φ es continua y

d (Φw⃗,Φz⃗) ≤ TsCsd (w⃗, z⃗) . (II.48)

Usando (II.46) y (II.47) por inducción matemática fuerte se prueba que

d (Φnw⃗,Φnz⃗) ≤ T nCn
s

n!
d (w⃗, z⃗) ,

para todo n ∈ N. En efecto,

∥∥Φn+1w⃗ (t)− Φn+1z⃗ (t)
∥∥
Y

= ∥Φn (Φw⃗ (t))− Φn (Φz⃗ (t))∥Y

≤ T nCn
s

n!
d (Φw⃗,Φz⃗)

≤ TCs
T n+1Cn+1

s

n!
d (w⃗, z⃗) .
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Entonces, si n0 es suficientemente grande,
T n0Cn0

s

n0!
< 1, aśı la aplicación Φn0 será una

contracción. Por lo tanto, el teorema de contracción I.49 implica que Φ tiene un único

punto fijo w⃗ ∈ C ([0, Ts] : Y ) y

w⃗ (t) = U (t, 0) w⃗ (0) +

∫ t

0

U (t, τ) [−B (τ) w⃗ (τ) +G (τ)] dτ . (II.49)

Puesto que w⃗ es continua, el segundo miembro de (II.49) es diferenciable. De esto, w⃗ es

diferenciable y su derivada, obtenida de (II.49), satisface (II.30). Aśı, w⃗ es una solución

del problema de valor inicial (II.30) . Puesto que toda solución de (II.30) también es una

solución de (II.45), la solución de (II.30) es única. �

Ahora, basta observar que si s ≤ s′ ≤ s + 1 entonces podemos considerar Y = Hs′−2

en la proposición II.11.
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Caṕıtulo III

Teoŕıa global y comportamiento

asintótico

III.1. Resultados principales

En este caṕıtulo mostraremos que el problema de valor inicial para el sistema AKNS
∂tu+ ∂3xu+ v2∂xu+ 2uv∂xv = 0

∂tv + ∂3xv + 2uv∂xu+ u2∂xv = 0, x, t ∈ R

u (x, 0) = φ (x) , v (x, 0) = ψ (x) ,

(III.1)

es globalmente bien formulado en Hs (R) si s ≥ 2, y además estudiaremos el compor-

tamiento asintótico de la solución del sistema en (III.1).

Como fue demostrado en el teorema II.1, el problema (III.1) es localmente bien for-

mulado en Hs (R) si s > 3/2, es decir, existe Ts = T (∥ ϕ⃗0 ∥Hs×Hs , s) > 0 y una única

u⃗ ∈ C ([0, Ts] : H
s ×Hs) ∩ C1 ([0, Ts] : H

s−3 ×Hs−3) solución real del problema (III.1)

que depende continuamente de ϕ⃗0.

Teniendo en cuenta el teorema II.2, el resultado de existencia de solución global

será consecuencia del “principio de extensión” [27, página 269] y del siguiente “esti-

mado a priori” para la solución del problema (III.1).

Teorema III.1. Sea u⃗ = (u, v) la solución local del sistema (III.1) con la condición inicial

ϕ⃗0 = (ϕ, ψ) ∈ Hs × Hs con s > 3
2
, obtenida del teorema II.1. Entonces para cualquier s



con s ≥ 2,

sup
t∈[0,T ]

∥u⃗ (t)∥Hs×Hs ≤ C
∥∥∥ϕ⃗0

∥∥∥
Hs×Hs

exp

(
C

∫ T

0

Ψ(r) dr

)
(III.2)

donde

Ψ(t) = ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ + ∥∂xu∥L∞ ∥v∥L∞ + ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ + ∥u∥L∞ ∥∂xu∥L∞ . (III.3)

De esta forma, para datos pequeños tenemos el resultado principal del caṕıtulo.

Teorema III.2. Sea u⃗ = (u, v) la solución local del problema de valor inicial (III.1) y

condición inicial ϕ⃗ = (ϕ, ψ) ∈ H1
1 ∩Hs, s ≥ 2, obtenida del teorema II.1. Si existe δ > 0

tal que ∥∥∥ϕ⃗∥∥∥
H1

1

+
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

Hs
< δ (III.4)

entonces el problema de valor inicial (III.1) tiene una solución global única

u⃗ ∈ C ([0,+∞[ : Hs)× C ([0,+∞[ : Hs)

satisfaciendo

sup
t∈[0,+∞[

(1 + t)1/3 ∥u⃗ (t)∥H1
∞
< +∞.

Para la demostración de los teoremas III.1 y III.2 adaptamos al problema (III.1) las

ideas de los teoremas 2.4 y 3.2 de [6], respectivamente..

III.2. Demostración del teorema III.1

Probemos (III.2) usando los resultados sobre conmutadores de la proposición I.28.

Tenemos que

1
2
∂t ∥u⃗ (t)∥2Hs×Hs = 1

2
∂t
(
∥u (t)∥2Hs + ∥v (t)∥2Hs

)
= ⟨u (t) , ∂tu (t)⟩Hs + ⟨v (t) , ∂tv (t)⟩Hs

= ⟨Jsu (t) , Js∂tu (t)⟩L2 + ⟨Jsv (t) , Js∂tv (t)⟩L2 . (III.5)

Aplicando el operador Js a las ecuaciones del sistema (III.1) , tenemos

∂tJ
su+ ∂3xJ

su+ Js (v2∂xu) + 2Js (uv∂xv) = 0

∂tJ
sv + ∂3xJ

sv + 2Js (uv∂xu) + Js (u2∂xv) = 0.
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Entonces, la identidad Js (fg) = [Js : f ] g + fJsg implica que

∂tJ
su+ ∂3xJ

su+ [Js : v2] ∂xu+ v2∂x (J
su) + 2 [Js : uv] ∂xv + 2uv∂x (J

sv) = 0

∂tJ
sv + ∂3xJ

sv + 2 [Js : uv] ∂xu+ 2uv∂x (J
su) + [Js : u2] ∂xv + u2∂x (J

sv) = 0

Aśı, para cada sumando de III.5 se tiene

⟨Jsu, Js∂tu⟩L2 = ⟨Jsu, ∂tJsu⟩L2

= −
⟨
Jsu, ∂3xJ

su
⟩
L2 −

⟨
Jsu,

[
Js : v2

]
∂xu
⟩
L2 −

⟨
Jsu, v2∂x (J

su)
⟩
L2

−2 ⟨Jsu, [Js : uv] ∂xv⟩L2 − 2 ⟨Jsu, uv∂x (Jsv)⟩L2 (III.6)

y de forma similar

⟨Jsu, Js∂tu⟩L2 = −
⟨
Jsv, ∂3xJ

sv
⟩
L2 − 2 ⟨Jsv, [Js : uv] ∂xu⟩L2 − 2 ⟨Jsv, uv∂x (Jsu)⟩L2

−
⟨
Jsv,

[
Js : u2

]
∂xv
⟩
L2 −

⟨
Jsv, u2∂x (J

sv)
⟩
L2 (III.7)

Sustituyendo (III.6) y (III.7) en (III.5), teniendo en cuenta la propiedad de integración

por partes ⟨
Jsu, ∂3xJ

su
⟩
L2 = 0 y

⟨
Jsv, ∂3xJ

sv
⟩
L2 = 0

obtenemos

1
2
∂t ∥u⃗ (t)∥2Hs×Hs = −

⟨
Jsu,

[
Js : v2

]
∂xu
⟩
L2 −

⟨
Jsu, v2∂x (J

su)
⟩
L2

−2 ⟨Jsu, [Js : uv] ∂xv⟩L2 − 2 ⟨Jsu, uv∂x (Jsv)⟩L2

−2 ⟨Jsv, [Js : uv] ∂xu⟩L2 − 2 ⟨Jsv, uv∂x (Jsu)⟩L2

−
⟨
Jsv,

[
Js : u2

]
∂xv
⟩
L2 −

⟨
Jsv, u2∂x (J

sv)
⟩
L2 (III.8)

Ahora estimemos cada uno de los términos del segundo miembro de (III.8). Para el

primer sumando, usando la desigualdad de Hölder y la proposición I.28 se tiene

⟨
Jsu,

[
Js : v2

]
∂xu
⟩
L2 ≤ ∥Jsu∥L2

∥∥[Js : v2] ∂xu∥∥L2

≤ C ∥Jsu∥L2

(∥∥∂xv2∥∥L∞

∥∥Js−1∂xu
∥∥
L2 +

∥∥Jsv2∥∥
L2 ∥∂xu∥L∞

)
≤ C ∥Jsu∥L2

(
2 ∥v∂xv∥L∞ ∥Jsu∥L2 +

∥∥Jsv2∥∥
L2 ∥∂xu∥L∞

)
≤ C ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥Jsu∥2L2 + C ∥Jsu∥L2

∥∥Jsv2∥∥
L2 ∥∂xu∥L∞

≤ C ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥2Hs + C ∥u∥Hs

∥∥Jsv2∥∥
L∞ ∥∂xu∥L∞
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Como la proposición I.28 implica que

∥∥Jsv2∥∥
L2 = ∥Js (vv)∥L2 ≤ C (∥v∥L∞ ∥Jsv∥L2 + ∥Jsv∥L2 ∥v∥L∞) = C ∥v∥L∞ ∥Jsv∥L2

= C ∥v∥L∞ ∥v∥Hs

Por lo tanto, para el primer sumando resulta

⟨
Jsu,

[
Js : v2

]
∂xu
⟩
L2 ≤ C ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥2Hs+C ∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs (III.9)

En forma similar, para el séptimo sumando de (III.8) se tiene

⟨
Jsv,

[
Js : u2

]
∂xv
⟩
L2 ≤ C ∥u∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥v∥2Hs + C ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs

(III.10)

Ahora, usando la definición de ⟨., .⟩L2 ,integración por partes y la desigualdad de Hölder

para estimar el segundo sumando de (III.8) se tiene

⟨
Jsu, v2∂x (J

su)
⟩
L2 =

⟨
v2, Jsu∂x (J

su)
⟩
L2 =

1

2

⟨
v2, ∂x (J

su)2
⟩
L2

=
⟨
v∂xv, (J

su)2
⟩
L2

≤ C ∥v∂xv∥L∞ ∥Jsu∥2L2 ≤ C ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥Jsu∥2L2

≤ C ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥2Hs . (III.11)

En forma análoga, estimando el octavo sumando se obtiene

⟨
Jsv, u2∂x (J

sv)
⟩
L2 ≤ C ∥u∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥v∥2Hs , (III.12)

Con el mismo procedimiento empleado para obtener (III.9), en el tercer sumando de

(III.8) se tiene

⟨Jsu, [Js : uv] ∂xv⟩L2 ≤ ∥Jsu∥L2 ∥[Js : uv] ∂xv∥L2

≤ C ∥Jsu∥L2

(
∥∂x (uv)∥L∞

∥∥Js−1∂xv
∥∥
L2 + ∥Js (uv)∥L2 ∥∂xv∥L∞

)
≤ C ∥u∥Hs [∥∂x (uv)∥L∞ ∥v∥Hs + ∥Js (uv)∥L2 ∥∂xv∥L∞ ]

Como

∥Js (uv)∥L2 ≤ C (∥u∥L∞ ∥Jsv∥L2 + ∥Jsu∥L2 ∥v∥L∞)

≤ C (∥u∥L∞ ∥v∥Hs + ∥u∥Hs ∥v∥L∞)
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y

∥∂x (uv)∥L∞ ≤ C (∥v∂xu∥L∞ + ∥u∂xv∥L∞)

≤ C (∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞ + ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞)

entonces

⟨Jsu, [Js : uv] ∂xv⟩L2 ≤ C ∥u∥Hs [C (∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞ + ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞) ∥v∥Hs

+ C (∥u∥L∞ ∥v∥Hs + ∥u∥Hs ∥v∥L∞) ∥∂xv∥L∞ ]

≤ C ∥u∥Hs [∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥v∥Hs + ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥v∥Hs

+ ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥v∥Hs + ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥Hs ]

≤ C ∥u∥Hs [∥∂xu∥L∞ ∥v∥L∞ ∥v∥Hs + ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥v∥Hs

+ ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥Hs ]

= C ∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs + C ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs

+C ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥2Hs (III.13)

Del mismo modo, para el quinto sumando de (III.8) se obtiene

⟨Jsv, [Js : vu] ∂xu⟩L2 ≤ C ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs + C ∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs

+C ∥u∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥v∥2Hs (III.14)

Además,

⟨Jsu, uv∂x (Jsv)⟩L2 + ⟨Jsv, uv∂x (Jsu)⟩L2

= ⟨uv, Jsu∂x (Jsv)⟩L2 + ⟨uv, Jsv∂x (Jsu)⟩L2

= ⟨uv, Jsu∂x (Jsv) + Jsv∂x (J
su)⟩L2

= ⟨uv, ∂x (JsuJsv)⟩L2

= ⟨u∂xv, JsuJsv⟩L2 + ⟨v∂xu, JsuJsv⟩L2

≤ C ∥u∂xv∥L∞ ∥Jsv∥L2 ∥Jsu∥L2 + C ∥v∂xu∥L∞ ∥Jsv∥L2 ∥Jsu∥L2

≤ C (∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ + ∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞) ∥u∥Hs ∥v∥Hs (III.15)

48



Usando en (III.8) los estimados obtenidos desde (III.9) hasta (III.15), se tiene

1
2
∂t ∥u⃗ (t)∥2Hs×Hs ≤ C ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥2Hs + C ∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs

+C ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥2Hs + C ∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs

+C ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs + C ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥2Hs

+C ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs + C ∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs

+C ∥u∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥v∥2Hs + C ∥u∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥v∥2Hs

+C ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥Hs ∥v∥Hs + C ∥u∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥v∥2Hs

+C (∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ + ∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞) ∥u∥Hs ∥v∥Hs

Simplificando

1
2
∂t ∥u⃗ (t)∥2Hs×Hs ≤ C ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ ∥u∥2Hs

+C (∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ + ∥v∥L∞ ∥∂xu∥L∞) ∥u∥Hs ∥v∥Hs

+C ∥u∥L∞ ∥∂xu∥L∞ ∥v∥2Hs

entonces

∂t ∥u⃗ (t)∥2Hs×Hs ≤ CΨ(t) ∥u⃗ (t)∥2Hs×Hs (III.16)

donde

Ψ (t) = ∥v∥L∞ ∥∂xv∥L∞ + ∥∂xu∥L∞ ∥v∥L∞ + ∥u∥L∞ ∥∂xv∥L∞ + ∥u∥L∞ ∥∂xu∥L∞

Finalmente, integrando a (III.16) desde cero hasta t ≤ T∫ t

0

∂t ∥u⃗ (r)∥2Hs×Hs dr ≤ C

∫ t

0

Ψ(r) ∥u⃗ (r)∥2Hs×Hs dr

se obtiene que

∥u⃗ (t)∥2Hs ≤
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥2

Hs
+ C

∫ t

0

Ψ(r) ∥u⃗ (r)∥2Hs dr (III.17)

y aplicando la desigualdad de Gronwall en (III.17) se tiene que

∥u⃗ (t)∥Hs ≤
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

Hs
eC

∫ t
0 Ψ(r)dr, (III.18)

ahora tomamos el supremo en (III.18)

sup
t∈[0,T ]

∥u⃗ (t)∥Hs ≤ C
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

Hs
e
∫ t
0 Ψ(r)dr

con lo cual concluimos la prueba del teorema. �
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III.3. Demostración del teorema III.2

En esta sección usaremos los resultados proporcionados en las secciones anteriores para

estudiar la existencia global y el comportamiento asintótico de pequeñas soluciones del

problema de valor inicial no lineal (III.1).

Proposición III.3. Sean φ ∈ S (R) y u la única solución del problema lineal ∂tu (x, t) + ∂3xu (x, t) = 0 x, t ∈ R

u (x, 0) = φ (x)
(III.19)

entonces

∥u(t)∥L∞ ≤ Ct−1/3∥φ∥L1 . (III.20)

Demostración. De la proposición II.3 implica que

û (ξ, t) = eitξ
3

φ̂ (ξ)

De la proposición I.18 se sigue que si u es solución del problema lineal entonces usando

transformada de fourier tenemos

u (t) =
(
eitξ

3

φ̂ (ξ)
)∨

=
(
eitξ

3
)∨

∗ φ = St ∗ φ (III.21)

donde St es definido por la integral oscilatoria

St (x) =

∫
R
ei(xξ+tξ

3)dξ (III.22)

Entonces por la desigualdad de Young (proposición I.4)

∥u(t)∥L∞ = ∥St ∗ φ∥L∞ ≤ ∥St∥L∞ ∥φ∥L1 (III.23)

Haciendo el cambio de variable ξ = θ
3√3t

se tiene que

St (x) =
1

3
√
3t

∫
R
e
i

(
xθ
3√3t

+ θ3

3

)
dθ = Ct−1/3

∫
R
e
i

(
x
3√t
θ+θ3

)
dθ

Luego, la proposición B.4 con β = 0 implica

∥St∥L∞ ≤

∥∥∥∥∥Ct−1/3

∫
R
e
i

(
x
3√t
θ+θ3

)
dθ

∥∥∥∥∥
L∞

≤ C |t|−1/3

∥∥∥∥∥
∫
R
e
i

(
x
3√t
θ+θ3

)
dθ

∥∥∥∥∥
L∞

≤ C |t|−1/3

(III.24)
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lo que junto con (III.23) prueba la proposición. �

Ahora iniciamos la demostración del teorema III.2. Usando notaciones del caṕıtulo

anterior y con el mismo procedimiento similar, al utilizado para deducir (II.45), se prueba

que la solución local u⃗ del problema de valor inicial (III.1), encontrada en el teorema II.1,

es solución de la ecuación integral

u⃗ (t) = U⃗ (t) ϕ⃗+

∫ t

0

U⃗ (t− τ) F⃗ (τ) dτ (III.25)

donde

F⃗ (τ) =
(
v2∂xu+ 2uv∂xv , 2uv∂xu+ u2∂xv

)
= (f1, f2) . (III.26)

De la proposición III.3 se deduce que∥∥∥U⃗ (t) ϕ⃗
∥∥∥
L∞

≤ Ct
−1/3

∥∥∥ϕ⃗∥∥∥
L1

(III.27)

Como ∂xU⃗ (t) ϕ⃗ es solución del problema de valor inicial ∂t (∂xu⃗ (t)) + ∂4xu⃗ (t) = 0,

∂xu⃗ (0) = ∂xϕ⃗
(III.28)

entonces por la proposición III.3 deducimos que∥∥∥∂xU⃗ (t) ϕ⃗
∥∥∥
L∞

≤ Ct−1/3
∥∥∥∂xϕ⃗∥∥∥

L1
(III.29)

Por la igualdad ∥u∥H1
∞

= ∥u∥L∞ + ∥∂xu∥L∞ , la definición de H1
∞ = H1

∞ × H1
∞, y de

(III.27) y (III.29), se tiene∥∥∥U⃗ (t) ϕ⃗
∥∥∥
H1

∞

=
∥∥∥U⃗ (t) ϕ⃗

∥∥∥
L∞

+
∥∥∥∂xU⃗ (t) ϕ⃗

∥∥∥
L∞

≤ Ct
−1/3

∥∥∥ϕ⃗∥∥∥
L1

+ Ct
−1/3

∥∥∥∂xϕ⃗∥∥∥
L1

≤ Ct
−1/3

(∥∥∥ϕ⃗∥∥∥
L1

+
∥∥∥∂xϕ⃗∥∥∥

L1

)
< Cδt−1/3. (III.30)

Por otro lado, (III.25), la proposición II.3 y la proposición III.3 implican∥∥∥∥∫ t

0

U⃗ (t− τ) F⃗ (τ) dτ

∥∥∥∥
H1

∞

≤
∫ t

0

∥∥∥U⃗ (t− τ) F⃗ (τ)
∥∥∥
H1

∞

dτ

≤
∫ t

0

∥∥∥U⃗ (−1) U⃗ (1 + t− τ) F⃗ (τ)
∥∥∥
H1

∞

dτ

≤
∫ t

0

∥∥∥U⃗ (1 + t− τ) F⃗ (τ)
∥∥∥
H1

∞

dτ

≤ C

∫ t

0

(1 + t− τ)−1/3
∥∥∥F⃗ (τ)

∥∥∥
H1

1

dτ (III.31)
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Ahora, estimamos la norma de
∥∥∥F⃗ (τ)

∥∥∥ en H1
1. La desigualdad triangular implica que

∥f1 (τ)∥H1
1
= ∥Jf1∥L1 ≤

∥∥J (v2∂xu)∥∥L1+2 ∥J (uv∂xv)∥L1 = ∥vJ (v∂xu)∥L1+2 ∥uJ (v∂xv)∥L1

entonces, la desigualdad de Hölder implica

∥f1 (τ)∥H1
1

≤ ∥v∥L∞ ∥J (v∂xu)∥L1 + 2 ∥u∥L∞ ∥J (v∂xv)∥L1

= ∥v∥L∞ ∥vJ (∂xu)∥L1 + 2 ∥u∥L∞ ∥vJ (∂xv)∥L1

≤ ∥v∥2L∞ ∥J (∂xu)∥L1 + 2 ∥u∥L∞ ∥v∥L∞ ∥J (∂xv)∥L1

= ∥v∥2L∞ ∥∂xu∥H1 + 2 ∥u∥L∞ ∥v∥L∞ ∥∂xv∥H1

≤ C
[
∥v∥2L∞ ∥u∥H2 +

(
∥u∥2L∞ + ∥v∥2L∞

)
∥v∥H2

]
≤ C

[(
∥u∥2L∞ + ∥v∥2L∞

)
(∥u∥H2 + ∥v∥H2)

]
(III.32)

De forma similar para f2

∥f2 (τ)∥H1
1
≤ C

[(
∥u∥2L∞ + ∥v∥2L∞

)
(∥u∥H2 + ∥v∥H2)

]
(III.33)

Entonces de (III.32) y (III.33) implican que

∥∥∥F⃗ (τ)
∥∥∥
H1

1

= ∥f1 (τ)∥H1
1
+ ∥f2 (τ)∥H1

1

≤ C
[(
∥u∥2L∞ + ∥v∥2L∞

)
(∥u∥H2 + ∥v∥H2)

]
≤ C ∥u⃗∥2L∞ ∥u⃗∥H2 . (III.34)

Por lo tanto, de (III.30) , (III.31) y III.34 se obtiene

∥u⃗ (t)∥H1
∞
≤ Cδt−1/3 + C

∫ t

0

(1 + t− τ)−1/3 ∥u⃗∥2L∞ ∥u⃗∥H2 dτ. (III.35)

Sea [0, T ∗[ el intervalo máximo de existencia de la solución u⃗ del problema (III.1). La

desigualdad III.35 muestra que para cualquier 0 ≤ t ≤ T ∗ la solución u⃗ ∈ Hs ∩H1
∞.

Acontinuación definimos la función m (.) dada por

m (T ) = sup
0≤t≤T

(1 + t)1/3 ∥u⃗ (t)∥H1
∞

(III.36)

Donde 0 ≤ T ≤ T ∗. De ello se deduce que m esta bien definida, es continua no negativa

y no decreciente.
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En el integrando (III.35) , la definición m (T ) ,la desigualdad ∥u⃗∥L∞ ≤ ∥u⃗∥H2 que se

deduce de la proposición 1.22 y el teorema III.1 se tiene

C ∥u⃗∥2L∞ ∥u⃗∥H2 ≤ C (∥u⃗∥L∞ + ∥∂xu⃗∥L∞) ∥u⃗∥2H2

≤ C (1 + τ)1/3 ∥u⃗∥H1 (1 + τ)−1/3 ∥u⃗∥2H2

≤ Cm (T ) (1 + τ)−1/3 ∥u⃗∥2H2

≤ Cm (T ) (1 + τ)−1/3 ∥ϕ⃗0∥2H2 exp

(
C

∫ T

0

Ψ(r) dr

)
≤ Cδ2m (T ) (1 + τ)−1/3 exp

(
C

∫ T

0

Ψ(r) dr

)
(III.37)

Luego, reemplazando en (III.35)

∥u⃗ (t)∥H1
∞

≤ Cδt−1/3 + Cδ2
∫ t

0

(1 + t− τ)−1/3 (1 + τ)−1/3m (T ) exp

(
C

∫ T

0

Ψ(r) dr

)
dτ

≤ Cδt−1/3 + Cδ2m (T ) exp

(
C

∫ T

0

Ψ(r) dr

)∫ t

0

(1 + t− τ)−1/3 (1 + τ)−1/3 dτ

(III.38)

Luego la integral I (t) =
∫ t
0
(1 + t− τ)−1/3 (1 + τ)−1/3 dτ , para τ ∈ [0, t] → (1 + t− τ)−1/3 ≤

1∫ t

0

(1 + t− τ)−1/3 (1 + τ)−1/3 dτ ≤
∫ t

0

(1 + τ)−1/3 dτ ≤ 3 (1 + T )

2
(1 + t)2/3 ≤ C (1 + t)−1/3

Como consecuencia, por (III.38)

∥u⃗∥H1
∞

≤ Cδt−1/3 + Cδ2m (T ) exp

(
C

∫ T

0

Ψ(r) dr

)
C (1 + t)−1/3 . (1 + t)2/3

≤ Cδt−1/3 + Cδ2m (T ) exp

(
C

∫ T

0

∥u⃗ (t)∥2H1
∞
dr

)
C (1 + t)−1/3

≤ Cδt−1/3 + Cδ2m (T ) exp

(
C

∫ T

0

(1 + r)2/3 ∥u⃗ (t)∥2H1
∞
(1 + r)−2/3 dr

)
(1 + t)−1/3

≤ Cδt−1/3 + Cδ2m (T ) exp
(
Cm2 (T )

)
(1 + t)−1/3

Ahora multiplicando en ambos miembros por (1 + t)1/3

(1 + t)1/3 ∥u⃗∥H1
∞
≤ Cδt−1/3 (1 + t)1/3 + Cδ2m (T ) exp

(
Cm2 (T )

)
(III.39)

Como la función g (t) = t−1/3 (1 + t)1/3 es decreciente para todo t > 0 y alcanza el maximo

valor cuando t se aproxima a cero.

(1 + t)1/3 ∥u⃗∥H1
∞
≤ Cδ + Cδ2m (T ) exp

(
cm2 (T )

)
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Tomemos el supremo a la desigualdad (III.38)

sup
0≤t≤T

(1 + t)1/3 ∥u⃗∥H1
∞
≤ sup

0≤T≤T ∗

{
Cδ + Cδ2m (T ) exp

(
cm2 (T )

)}
Luego se tiene

m (T ) ≤ sup
0≤T≤T ∗

{
Cδ + Cδ2m (T ) exp

(
cm2 (T )

)}
entonces, deducimos que m (T ) es acotado para todo 0 ≤ T ≤ T ∗.

Por lo tanto, mientras δ sea suficientemente pequeño, existe una constante K tal que

m (T ) < K para todo 0 ≤ T < T ∗. Este estimado a priori combinado con el teorema III.1

muestra que la solución u⃗ existe globalmente y satisface el decaimiento deseado. �
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Caṕıtulo IV

Teoŕıa local revisada

IV.1. Resultado principal

El principal objetivo de este caṕıtulo consiste en mejorar el resultado de buena for-

mulación local obtenido en el caṕıtulo 2. Con mayor precisión se probará que el problema

de valor inicial 

∂tu+ ∂3xu+ ∂x (uv
2) = 0

∂tv + ∂3xv + ∂x (u
2v) = 0

u (x, 0) = φ (x)

v (x, 0) = ψ (x) .

(IV.1)

está bien formulado localmente en Hs con s ≥ 1/4.

Para motivar el resultado local que obtendremos en este caṕıtulo, primero observamos

que si u⃗ = (u, v) es solución del problema (IV.1), entonces, para λ > 0, también es solución

(uλ (x, t) , vλ (x, t)) = λ
(
uλ
(
λx, λ3t

)
, vλ
(
λx, λ3t

))
con datos

(uλ (x, 0) , vλ (x, 0)) = λ (uλ (λx, 0) , vλ (λx, 0)) .

Notemos que

∥(uλ (·, 0) , vλ (·, 0))∥Ḣs = λs+
1
2 ∥Dsu (·, 0)∥L2 + λs+

1
2 ∥Dsv (·, 0)∥L2

= λs+
1
2 ∥(u (·, 0) , v (·, 0))∥Ḣs



Esto sugiere que el óptimo de s es −1
2
, sin embargo, el mejor resultado de buena formu-

lación local conocido para la ecuación de KdV modificada en espacios de Sobolev Hs es

para s ≥ 1/4.

En este caṕıtulo probaremos el siguiente teorema.

Teorema IV.1. Para cualquier ϕ⃗ = (φ, ψ) ∈ Hs × Hs con s ≥ 1/4, existe T =

T (∥ϕ⃗∥Hs) > 0, y una única solución u⃗ = (u, v) del problema de valor inicial (IV.1)

tal que

u⃗ = (u, v) ∈ C ([−T, T ] : Hs ×Hs) (IV.2)∥∥Ds−1/4∂xu
∥∥
L20
2 L

5/2
T

<∞ ;
∥∥Ds−1/4∂xv

∥∥
L20
x L

5/2
T

<∞ (IV.3)

∥Ds
xu∥Ls

xL
10
T
<∞ ; ∥Ds

xv∥L5
xL

20
T
<∞ (IV.4)

∥u∥L4
xL

∞
T
<∞ ; ∥v∥L4

xL
∞
T
<∞ (IV.5)

∥Ds∂xu∥L∞
x L2

T
<∞ ; ∥Ds∂xv∥L∞

x L2
T
<∞ (IV.6)

Además, existe una vecindad V de ϕ⃗ en Hs ×Hs tal que la aplicación
(
φ̄, ψ̄

)
7→ (ū, v̄) de

V en la clase definida por (IV.2)-(IV.6) es suave.

Para la demostración del teorema (IV.1) se sigue las ideas del art́ıculo [39] y del libro

[43]. Aśı, utilizaremos los estimados lineales que obtendremos en la siguiente sección junto

con un argumento de punto fijo que se aplicará en la tercera sección de la ecuación a la

ecuación integral asociada con el problema (IV.1).

IV.2. Estimados lineales

El principal objetivo de esta sección consiste en demostrar que el problema que estamos

estudiando está bien formulado localmente en Hs para s ≥ 1/4. Para esto consideremos

alguna propiedades del operador U⃗ (t) y sus estimados lineales.

Proposición IV.2. Sean u y v en Hs, entonces

∥U (t)u∥L2 = ∥u∥L2 (IV.7)

∂xU (t)u (x) = U (t) ∂xu (x) (IV.8)

DαU (t)u (x) = U (t)Dαu (x) (IV.9)

56



donde D̂αu (ξ) = |ξ|αû (ξ),

⟨U (t)u, v⟩L2 = ⟨u, U (t) v⟩L2 (IV.10)

⟨DαU (t)u, v⟩L2 = ⟨u,DαU (t) v⟩L2 . (IV.11)

Demostración. Empezaremos la demostración de cada una de las propiedades. Para pro-

bar (IV.7), usando el teorema de Plancherel,

∥U (t)u∥L2 =
∥∥∥Û (t)u

∥∥∥
L2

=
∥∥∥ei(·)3tû∥∥∥

L2
= ∥û∥L2 = ∥u∥L2 .

Para la demostración de (IV.8) tenemos

̂∂xU (t)u (ξ) = iξeiξ
3tû (ξ) = eiξ

3t (iξ) û (ξ) = eiξ
3t∂̂xu (ξ) = ̂U (t) ∂xu (ξ) .

Ahora demostraremos la propiedad (IV.9), para ello usaremos la propiedades de la trans-

formada de Fourier

̂DαU (t)u (ξ) = |ξ|α eiξ3tû (ξ) = U (t) |ξ|α û (ξ) = ̂U (t)Dαu (ξ) .

Para demostrar (IV.10), por las propiedades del producto interno en L2 y propiedades de

la transformada de Fourier obtenemos

⟨U (t)u, v⟩L2 =
⟨
ei(·)

3tû (ξ) , v̂ (ξ)
⟩
L2

=
⟨
û (ξ) , ei(·)

3tv̂ (ξ)
⟩
L2

= ⟨u, U (t) v⟩L2 .

Finalmente, para la demostración de la propiedad (IV.11), usando las propiedades del

producto interno en L2 ⟨
|·|α ei(·)

3tû, v̂
⟩
L2

=
⟨
û, |·|α ei(·)

3tv̂
⟩
L2

entonces por el teorema de Plancherel,

⟨DαU (t)u, v⟩L2 =
⟨
̂DαU (t)u, v̂

⟩
L2

=
⟨
û, ̂DαU (t) v

⟩
L2

= ⟨u,DαU (t) v⟩L2 .

En esta sección empezaremos con un teorema muy útil para nuestro objetivo.

Teorema IV.3. Si u ∈ L2 entonces

∥∂xU (t)u∥L∞
x L2

t
≤ C ∥u∥L2

x
(IV.12)

∥Ds
x∂xU (t)u∥L∞

x L2
t
≤ C ∥Ds

xu∥L2
x
, s ∈ R (IV.13)

Si g ∈ L1
xL

2
t , entonces para cualquier T > 0∥∥∥∥∂x ∫ t

0

U (t− τ) g (·, τ) dτ
∥∥∥∥
L∞
t L2

x

≤ C ∥g∥L1
xL

2
t

(IV.14)
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Demostración. Por (IV.8) y propiedad de la transformada de Fourier

̂∂xU (t)u (ξ) = U (t) iξû (ξ)

entonces por definición de la transformada inversa de Fourier y el cambio de variable

η = ξ3 se obtiene

∂xU (t)u (x) = 1
3

∫
R
η−1/3ei(η

1/3x+ηt)û
(
η1/3

)
dη.

Usando el teorema de Plancherel en la variable t se tiene

∥∂xU (t)u∥2L2
t

= 1
9

∫
R

∣∣∣eiη1/3xη−1/3û
(
η1/3

)∣∣∣2 dη ≤ C

∫
R

∣∣η−2/3
∣∣ ∣∣û (η1/3)∣∣2 dη

= C

∫
R

∣∣ξ−2
∣∣ |û (ξ)|2 ξ2dξ = C ∥u∥2L2

x
.

Por lo tanto,

∥∂xU (t)u∥L∞
x L2

t
= sup

x∈R
∥∂xU (t)u∥L2

t
≤ C sup

x∈R
∥u∥L2

x
= C ∥u∥L2

x

lo que prueba (IV.12).

Para probar la propiedad (IV.13) observamos que de (IV.8) y (IV.9) se tiene

Ds
x∂xU (t)u (x) = ∂xU (t)Ds

xu (x)

entonces, usando las desigualdades anteriores concluimos

∥Ds
x∂xU (t)u∥L∞

x L2
t
= ∥∂xU (t)Ds

xu∥L∞
x L2

t
≤ C ∥Ds

xu∥L2
x

Para demostrar (IV.14) afirmamos que∥∥∥∥∂x ∫
R
U (−τ) g (·, τ) dτ

∥∥∥∥
L2
x

≤ C ∥g∥L1
xL

2
t

(IV.15)

Luego por el teorema de dualidad tenemos∥∥∥∥∂x ∫
R
U (−τ) g (·, τ) dτ

∥∥∥∥
L2
x

= sup

{∣∣∣∣∫
R

(
∂x

∫
R
U (−τ) g (x, τ) dτ

)
f (x) dx

∣∣∣∣ : ∥f∥L2
x
= 1

}
.

Una integración por partes, la desigualdad de Cauchy Schwartz y la desigualdad (IV.12)
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implican que∣∣∣∣∫
R

(
∂x

∫
R
U (−τ) g (x, τ) dτ

)
f (x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
R

(∫
R
g (x, τ) ∂xU (−τ) f (x) dτ

)
dx

∣∣∣∣
≤
∫
R

(∫
R
|g (x, τ)|2 dτ

)1/2(∫
R
|∂xU (−τ) f (x)|2 dτ

)1/2

dx

≤ sup
x∈R

(∫
R
|∂xU (−τ) f (x)|2 dτ

)1/2 ∫
R

(∫
R
|g (x, τ)|2 dτ

)1/2

dx

≤ ∥∂xU (−τ) f∥L∞
x L2

t
∥g∥L1

xL
2
t

≤ c ∥f∥L2
t
∥g∥L1

xL
2
t

de donde obtenemos la desigualdad (IV.15).

Ahora, repitiendo los argumentos anteriores y usando la desigualdad de Cauchy-

Schwartz, para t ∈ [0, T ] se tiene∥∥∥∥∂x ∫ t

0

U (t− τ) g (·, τ) dτ
∥∥∥∥
L∞
x L2

t

=

∥∥∥∥∂x ∫ t

0

U (t)U (−τ) g (·, τ) dτ
∥∥∥∥
L∞
x L2

t

=

∥∥∥∥∂xU (t)

∫ t

0

U (−τ) g (·, τ) dτ
∥∥∥∥
L∞
x L2

t

pero (IV.12) y (IV.15) implican que∥∥∥∥∂xU (t)

∫ t

0

U (−τ) g (·, τ) dτ
∥∥∥∥
L∞
x L2

t

≤ C

∥∥∥∥∫ t

0

U (−τ) g (·, τ) dτ
∥∥∥∥
L2
x

≤ C ∥g∥L1
xL

2
t
.

Proposición IV.4. Si u ∈ Ḣ1/4(R) entonces

∥U (t)u∥L4
xL

∞
t
≤ C

∥∥D1/4u
∥∥
L2
x

(IV.16)

Demostración. Si D
1/4
x u = v entonces u = D

−1/4
x v. Por tanto, la desigualdad (IV.16) es

equivalente a ∥∥D−1/4
x U (t) v

∥∥
L4
xL

∞
t
≤ C ∥v∥L2

x
. (IV.17)

Ahora demostraremos que (IV.17) es equivalente a∥∥∥∥∫
R
D−1/4
x U (t) g (·, t) dt

∥∥∥∥
L2
x

≤ C ∥g∥
L
4/3
x L1

t
(IV.18)

siempre que g ∈ L
4/3
x L1

t . Para esto, por el teorema de dualidad se tiene∥∥∥∥∫
R
D−1/4
x U (t) g (·, t) dt

∥∥∥∥
L2
x

= sup

{∣∣∣∣∫
R

∫
R
D−1/4
x U (t) g (x, t) v (x) dtdx

∣∣∣∣ : ∥v∥L2
x
= 1

}
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y las desigualdades (IV.12) y (IV.17) se obtiene∥∥∥∥∫
R
D−1/4
x U (t) g (·, t) dt

∥∥∥∥
L2
x

≤ sup
{
∥g∥

L
4/3
x L1

t

∥∥D−1/4
x U (t) v

∥∥
L4
xL

∞
t

}
≤ C ∥g∥

L
4/3
x L1

t
∥v∥L2

x

≤ C ∥g∥
L
4/3
x L1

t

Por otro lado, usando los mismos argumentos, se obtiene las desigualdades

∥∥D−1/4
x U (t) v (x)

∥∥
L4
xL

∞
x
= sup

{∣∣∣∣∫
R

∫
R
D−1/4
x U (t) g (·, t) v (x) dxdt

∣∣∣∣ : ∥g∥L4/3
x L1

t
= 1

}
≤ sup

∣∣∣∣∫
R
v (x)

∫
R
D−1/4
x U (t) g (·, t) dtdx

∣∣∣∣
≤ sup

{
∥v∥L2

∥∥∥∥∫
R
D−1/4
x U (t) g (·, t) dt

∥∥∥∥}
≤ C ∥v∥L2 ∥g∥L4/3

x L1
t

≤ C ∥v∥L2 .

Queda por mostrar la desigualdad (IV.18). En efecto,∥∥∥∥∫
R
D−1/4
x U (t) g (·, t) dt

∥∥∥∥2
L2
x

=

∫
R

∣∣∣∣∫
R
D−1/4
x U (t) g (x, t) dt

∣∣∣∣2 dx
=

∫
R

(∫
R
D−1/4
x U (t) g (x, t) dt

)(∫
R
D

−1/4
x U (τ) g (x, τ) dτ

)
dx

=

∫
R

(∫
R
D−1/4
x U (t) g (x, t) dt

)(∫
R
D−1/4
x U (−τ) g (x, τ) dτ

)
dx

=

∫
R

∫
R
g (x, t)

(∫
R
D−1/2
x U (t− τ) g (x, τ) dτ

)
dtdx

≤ ∥g∥
L
4/3
x

∥∥∥∥∫
R
D−1/2
x U (t− τ) g (·, τ) dτ

∥∥∥∥
L4
xL

∞
t

donde se usó la desigualdad de Hölder en el último paso. Aśı, basta comprobar que∥∥∥∥∫
R
D−1/2
x U (t− τ) g (·, τ) dτ

∥∥∥∥
L4
xL

∞
t

≤ C ∥g∥
L
4/3
x L1

t
.
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Para ello, se observa que∣∣∣∣∫
R
D−1/2
x U (t− τ) g (·, τ) dτ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
R

(
|ξ|−1/2 ei(t−τ)ξ

3

ĝ (ξ, τ)
)∨

dτ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
R

(
|ξ|−1/2 ei(t−τ)ξ

3
)∨

∗ g (·, τ) dτ
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
∫
R

(∫
R
ei(xξ−(t−τ)ξ3) dξ

|ξ|1/2

)
∗ g (·, τ) dτ

∣∣∣∣∣
≤
∫
R

∣∣∣∣∣
(∫

R
ei(xξ−(t−τ)ξ3) dξ

|ξ|1/2

)
∗ g (·, τ)

∣∣∣∣∣ dτ
≤
∫
R

∣∣∣∣∣
∫
R

(
ei(xξ−(t−τ)ξ3)

) dξ

|ξ|1/2

∣∣∣∣∣ ∗ |g (·, τ)| dτ (IV.19)

Pero

∀x ∈ R :

∣∣∣∣∣
∫
R
ei(xξ−tξ

3) dξ

|ξ|1/2

∣∣∣∣∣ ≤ C

|x|1/2
,

y el operador C

|x|1/2
∗ (·) : L4/3

x → L4
x y∥∥∥∥∥ C

|x|1/2
∗
∫
R
|g (·, τ)| dτ

∥∥∥∥∥
L4
x

≤ C

∥∥∥∥∫
R
|g (·, τ)| dτ

∥∥∥∥
L
4/3
x

como se prueba en [38].

Entonces, de (IV.19) se tiene∥∥∥∥∫
R
D−1/2
x U (t− τ) g (·, τ) dτ

∥∥∥∥
L4
x

=

(∫
R

∣∣∣∣∫
R
D−1/2
x U (t− τ) g (x, τ) dτ

∣∣∣∣4 dx
) 1

4

≤

∫
R

∣∣∣∣∣ C

|x|1/2
∗
∫
R
|g (x, τ)| dτ

∣∣∣∣∣
4

dx

 1
4

≤

∥∥∥∥∥ C

|x|1/2
∗
∫
R
|g (·, τ)| dτ

∥∥∥∥∥
L4
x

≤ C

∥∥∥∥∫
R
|g (·, τ)| dτ

∥∥∥∥
L
4/3
x

lo que demuestra (IV.16).

Proposición IV.5. Si u ∈ L2

∥U (t)u∥L5
xL

10
t
≤ C ∥u∥L2

x
(IV.20)
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y

∥DxU (t)u∥
L20
x L

5/2
t

≤ C
∥∥D1/4

x u
∥∥
L2
x

(IV.21)

Demostración. Las demostraciones de estas desigualdades se puede ver en [40, Corolario

3.8 y Proposición 3,17].

Estimado trilineal

Para w⃗ = (u, v) ∈ C ([−T, T ] : Hs) definimos

∥|w⃗|∥T =
5∑
j=1

∥w⃗∥T(j) (IV.22)

donde

∥w⃗∥T(1) = ∥u∥L∞
T L2

x
+ ∥v∥L∞

T L2
x

(IV.23)

∥w⃗∥T(2) = ∥Ds∂xu∥L∞
x L2

T
+ ∥Ds∂xv∥L∞

x L2
T

(IV.24)

∥w⃗∥T(3) =
∥∥Ds−1/4∂xu

∥∥
L20
x L

5/2
T

+
∥∥Ds−1/4∂xv

∥∥
L20
x L

5/2
T

(IV.25)

∥w⃗∥T(4) = ∥Ds
xu∥L5

xL
10
T
+ ∥Ds

xv∥L5
xL

10
T

(IV.26)

∥w⃗∥T(5) = ∥u∥L4
xL

∞
T
+ ∥v∥L4

xL
∞
T
. (IV.27)

Probemos el siguiente estimado trilineal.

Teorema IV.6. ∥∥D1/4
x ∂x

(
fg2
)∥∥

L2
xL

2
T
< C ∥|(f, g)|∥3T (IV.28)

Demostración. Como ∂x (fg
2) = g2∂xf + 2fg∂xg, aplicando la desigualdad triangular

obtenemos∥∥D1/4
x ∂x

(
fg2
)∥∥

L2
xL

2
T
≤ C

∥∥D1/4
x

(
g2∂xf

)∥∥
L2
xL

2
T
+ C

∥∥D1/4
x (fg∂xg)

∥∥
L2
xL

2
T

(IV.29)

Para acotar el primer sumando del segundo miembro de (IV.29), usamos la regla de

Leibniz con las funciones f y g sustituidas por g2 y ∂xf , respectivamente, α = α1 = 1
4
,

α2 = 0, p = q = 2, p2 = 20 y q2 =
5
2
. Entonces,∥∥D1/4

x

(
g2∂xf

)∥∥
L2
xL

2
T

≤
∥∥D1/4

x

(
g2∂xf

)
− g2D1/4

x ∂xf − ∂xfD
1/4
x g2

∥∥
L2
xL

2
T
+
∥∥g2D1/4

x ∂xf + ∂xfD
1/4
x g2

∥∥
L2
xL

2
T

≤
∥∥D1/4

x g2
∥∥
L
20/9
x L10

T
∥∂xf∥L20

x L
5/2
T

+
∥∥g2D1/4

x ∂xf
∥∥
L2
xL

2
T
+
∥∥∂xfD1/4

x g2
∥∥
L2
xL

2
T

(IV.30)
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Por (I.11) y (I.13)∥∥g2D1/4
x ∂xf

∥∥
L2
xL

2
T
≤
∥∥g2∥∥

L2
xL

∞
T

∥∥D1/4
x ∂xf

∥∥
L∞
x L2

T
≤ ∥g∥2L4

xL
∞
T

∥∥D1/4
x ∂xf

∥∥
L∞
x L2

T

y por (I.12) ∥∥∂xfD1/4
x g2

∥∥
L2
xL

2
T
≤ ∥∂xf∥L20

x L
5/2
T

∥∥D1/4
x g2

∥∥
L
20/9
x L10

T
.

Entonces, de (IV.30)∥∥D1/4
x

(
g2∂xf

)∥∥
L2
xL

2
T
≤ C

∥∥D1/4
x g2

∥∥
L
20/9
x L10

T
∥∂xf∥L20

x L
5/2
T

+ C ∥g∥2L4
xL

∞
T

∥∥D1/4
x ∂xf

∥∥
L∞
x L2

T

(IV.31)

Para acotar a
∥∥∥D1/4

x g2
∥∥∥
L
20/9
x L10

T

usamos la regla de Leibniz con α = α2 =
1
4
, α1 = 0, p = 20

9
,

q = 10, p2 = 5 y q2 = 10. Aśı obtenemos∥∥D1/4
x g2

∥∥
L
20/9
x L10

T
≤ C ∥g∥L4

xL
∞
T

∥∥D1/4
x g

∥∥
L5
LL

10
T
+ C

∥∥gD1/4
x g

∥∥
L
20/9
x L10

T

≤ C ∥g∥L4
xL

∞
T

∥∥D1/4
x g

∥∥
L5
xL

10
T

(IV.32)

donde se usó (I.14) para controlar a
∥∥∥gD1/4

x g
∥∥∥
L
20/9
x L10

T

. Finalmente reemplazando (IV.32)

en (IV.31) obtenemos∥∥D1/4
x

(
g2∂xf

)∥∥
L2
xL

2
T
≤ C ∥g∥L4

xL
∞
T

∥∥D1/4
x g

∥∥
L5
xL

10
T
∥∂xf∥L20

x L
5/2
T

+ ∥g∥2L4
xL

∞
T

∥∥D1/4
x ∂xf

∥∥
L∞
x L2

T

y por (IV.22) concluimos que∥∥D1/4
x

(
g2∂xf

)∥∥
L2
xL

2
T
≤ C ∥|(f, g)|∥3T . (IV.33)

Para acotar el segundo sumando del segundo miembro de (IV.29), usando la regla de

Leibniz con las funciones f y g sustituidas por fg y ∂xg respectivamente, α = α1 = 1
4
,

α2 = 0, p = q = 2, p2 = 20 y q2 =
5
2
, se obtiene∥∥D1/4

x (fg∂xg)
∥∥
L2
xL

2
T

≤
∥∥D1/4

x (fg)
∥∥
L
20/9
x L10

T
∥∂xg∥L20

x L
5/2
T

+
∥∥fgD1/4

x ∂xg
∥∥
L2
xL

2
T
+
∥∥∂xgD1/4

x (fg)
∥∥
L2
xL

2
T

Por (I.11) y (I.13)∥∥fgD1/4
x ∂xg

∥∥
L2
xL

2
T
≤ ∥fg∥L2

xL
∞
T

∥∥D1/4
x ∂xg

∥∥
L∞
x L2

T
≤ ∥f∥L4

xL
∞
T
∥g∥L4

xL
∞
T

∥∥D1/4
x ∂xg

∥∥
L∞
x L2

T

y por (I.12) ∥∥∂xgD1/4
x (fg)

∥∥
L2
xL

2
T
≤ ∥∂xg∥L20

x L
5/2
T

∥∥D1/4
x (fg)

∥∥
L
20/9
x L10

T

63



entonces

∥∥D1/4
x (fg∂xg)

∥∥
L2
xL

2
T

≤ C
∥∥D1/4

x (fg)
∥∥
L
20/9
x L10

T
∥∂xg∥L20

x L
5/2
T

+ ∥f∥L4
xL

∞
T
∥g∥L4

xL
∞
T

∥∥D1/4
x ∂xg

∥∥
L∞
x L2

T

(IV.34)

Para acotar el término
∥∥∥D1/4

x (fg)
∥∥∥
L
20/9
x L10

T

usamos la regla de Leibniz con α = α2 = 1
4
,

α1 = 0, p = 20
9
, q = 10, p1 = 4, q1 = ∞, entonces

∥∥D1/4
x (fg)

∥∥
L
20/9
x L10

T
≤ ∥f∥L4

xL
∞
T

∥∥D1/4
x g

∥∥
L5
xL

10
T
+
∥∥gD1/4

x f
∥∥
L
20/9
x L10

T
+
∥∥fD1/4

x g
∥∥
L
20/9
x L10

T

y por (I.14) tenemos

∥∥D1/4
x (fg)

∥∥
L
20/9
x L10

T

≤ ∥f∥L4
xL

∞
T

∥∥D1/4
x g

∥∥
L5
xL

10
T
+ ∥g∥L4

xL
∞
T

∥∥D1/4
x f

∥∥
L5
xL

10
T
+ ∥f∥L4

xL
∞
T

∥∥D1/4
x g

∥∥
L5
xL

10
T

≤ C ∥f∥L4
xL

∞
T

∥∥D1/4
x g

∥∥
L5
xL

10
T
+ C ∥g∥L4

xL
∞
T

∥∥D1/4
x f

∥∥
L5
xL

10
T

(IV.35)

Aśı, al reemplazar (IV.35) en (IV.34) obtenemos

∥∥D1/4
x (fg∂xg)

∥∥
L2
xL

2
T

≤ C ∥f∥L4
xL

∞
T

∥∥D1/4
x g

∥∥
L5
2L

0
T
∥∂xg∥L20

x L
5/2
T

+ C ∥g∥L4
xL

∞
T

∥∥D1/4
x f

∥∥
L5
xL

10
T
∥∂xg∥L20

x L
5/2
T

+ ∥f∥L4
LL

∞
T
∥g∥L4

xL
∞
T

∥∥D1/4
x ∂xg

∥∥
L∞
x L2

T

y de acuerdo con (IV.22) concluimos que

∥∥D1/4
x (fg∂xg)

∥∥
L2
xL

2
T
≤ C ∥|(f, g)|∥3T . (IV.36)

Por lo tanto, (IV.33) y (IV.36) en (IV.29) demuestra (IV.28).

IV.3. Demostración del teorema IV.1

Definamos

YT = {w⃗ ∈ C ([−T, T ] : Hs) : ∥|w⃗|∥T <∞}

y

Y a
T = {w⃗ ∈ YT : ∥|w⃗|∥T 6 a} .
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Probaremos que para valores apropiados de a y de T el operador

Ψϕ⃗ (f, g) (t) = U⃗ (t) ϕ⃗−
∫ t

0

U⃗ (t− τ) ∂x
(
fg2, f 2g

)
dτ (IV.37)

define una contracción sobre Y a
T . Haremos la demostración solamente para s = 1/4, porque

las derivadas de orden superior aparecen linealmente en las normas (IV.23) al (IV.27).

Notemos que

Ψϕ⃗ (f, g) (t) = (Ψ1 (f, g) (t) ,Ψ2 (f, g) (t)) (IV.38)

donde

Ψ1 (f, g) (t) = U (t)φ−
∫ t

0

U (t− τ) ∂x
(
fg2
)
dτ (IV.39)

y

Ψ2 (f, g) (t) = U (t)ψ −
∫ t

0

U (t− τ) ∂x
(
f 2g
)
dτ. (IV.40)

Por (IV.22) se tiene∥∥∥∣∣∣Ψϕ⃗ (f, g) (t)
∣∣∣∥∥∥
T
= ∥|(Ψ1 (f, g) (t) ,Ψ2 (f, g) (t))|∥T =

5∑
j=1

∥(Ψ1 (f, g) (t) ,Ψ2 (f, g) (t))∥T(j)

(IV.41)

Usando (IV.39) y las propiedades (IV.9) y (IV.7) del grupo U (t), sigue que∥∥D1/4
x Ψ1 (f, g) (t)

∥∥
L2
x

≤
∥∥D1/4

x U (t)φ
∥∥
L2
x
+

∫ t

0

∥∥D1/4
x U(t− τ)∂x

(
fg2
)∥∥

L2
x
dτ

≤
∥∥U (t)D1/4

x φ
∥∥
L2
x
+

∫ t

0

∥∥U(t− τ)D1/4
x ∂x

(
fg2
)∥∥

L2
x
dτ

=
∥∥D1/4

x φ
∥∥
L2
x
+

∫ t

0

∥∥D1/4
x ∂x

(
fg2
)∥∥

L2
x
dτ

≤ ∥φ∥Ḣ1/4 +

(∫ T

0

dt

)1/2(∫ T

0

∥∥D1/4
x ∂x

(
fg2
)∥∥

L2
x
dτ

)1/2

≤ C ∥φ∥H1/4 + CT 1/2
∥∥D1/4

x ∂x
(
fg2
)∥∥

L2
xL

2
T

pues ∥∥D1/4
x φ

∥∥
L2
x
= ∥φ∥Ḣ1/4 ≤ ∥φ∥H1/4

Por (IV.28) en la proposición IV.6, resulta que∥∥D1/4
x Ψ1 (f, g) (t)

∥∥
L2
x
≤ C ∥φ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

entonces, tomando el supremo en [−T, T ] resulta∥∥D1/4
x Ψ1 (f, g) (t)

∥∥
L∞
T L2

x
= sup

t∈[−T,T ]

∥∥D1/4
x Ψ1 (f, g) (t)

∥∥
L2
x
≤ C ∥φ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T .
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El mismo procedimiento, considerando (IV.40) implica que

∥∥D1/4
x Ψ2 (f, g) (t)

∥∥
L∞
T L2

x
≤ C ∥ψ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T .

Por lo tanto, por (IV.23) se obtiene

∥(Ψ1 (f, g) (t) ,Ψ2 (f, g) (t))∥T(1) =
∥∥D1/4

x Ψ1 (f, g) (t)
∥∥
L∞
T L2

x
+
∥∥D1/4

x Ψ2 (f, g) (t)
∥∥
L∞
T L2

x

≤ C ∥φ∥H1/4 + C ∥ψ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

≤ C
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

H1/4
+ CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T . (IV.42)

Asimismo, usando las propiedades del grupo y las desigualdades (IV.12)-(IV.14), (IV.16),

(IV.20), (IV.21) y (IV.28) obtenemos

∥∥D1/4
x ∂xΨ1 (f, g) (t)

∥∥
L∞
x L2

T
=

∥∥∥∥D1/4
x ∂x

[
U (t)φ−

∫ t

0

U (t− τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

]∥∥∥∥
∥
L∞
2̃

L2
T

=

∥∥∥∥D1/4
x ∂xU (t)

(
φ−

∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)∥∥∥∥
L∞
x L2

T

=

∥∥∥∥∂xU (t)D1/4
x

(
φ−

∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)∥∥∥∥
L∞
x L2

T

≤ C

∥∥∥∥D1/4
x

(
φ−

∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)∥∥∥∥
L2
x

≤ C ∥φ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

y ∥∥D1/4
x ∂xΨ2 (f, g) (t)

∥∥
L∞
x L2

T
≤ C ∥ψ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

Por lo tanto, por (IV.24) se obtiene

∥(Ψ1 (f, g) (t) ,Ψ2 (f, g) (t))∥T(2) =
∥∥D1/4

x ∂xΨ1 (f, g) (t)
∥∥
L∞
x L2

T
+
∥∥D1/4

x ∂xΨ2 (f, g) (t)
∥∥
L∞
x L2

T

≤ C
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

H1/4
+ CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T . (IV.43)
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De igual manera

∥∂xΨ1 (f, g) (t)∥L20
x L

5/2
T

=

∥∥∥∥∂x [U (t)φ−
∫ t

0

U (t− τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

]∥∥∥∥
L20
x L

5/2
T

=

∥∥∥∥∂x [U (t)

(
φ−

∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)]∥∥∥∥
L20
x L

5/2
T

=

∥∥∥∥U (t)

[
∂x

(
φ−

∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)]∥∥∥∥
L20
x L

5/2
T

=

∥∥∥∥∂x(φ−
∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)∥∥∥∥
L20
x L

5/2
T

≤
∥∥∥∥D1/4

x

(
φ−

∫ t

0

U(−τ)∂xf1 (u⃗1(τ)) dτ
)∥∥∥∥

L2
x

≤ C ∥φ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

y

∥∂xΨ2 (f, g) (t)∥L20
x L

5/2
T

≤ C ∥φ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

entonces

∥(Ψ1 (f, g) (t) ,Ψ2 (f, g) (t))∥T(3) =
∥∥D1/4

x ∂xΨ1 (f, g) (t)
∥∥
L20
x L

5/2
T

+
∥∥D1/4

x ∂xΨ2 (f, g) (t)
∥∥
L20
x L

5/2
T

≤ C
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

H1/4
+ CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T . (IV.44)

De igual forma

∥Ψ1 (f, g) (t))∥L4
xL

∞
T

=

∥∥∥∥U (t)φ−
∫ t

0

U (t− τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

∥∥∥∥
L4
xL

∞
T

=

∥∥∥∥U (t)

(
φ−

∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)∥∥∥∥
L4
xL

∞
T

≤ C

∥∥∥∥D1/4
x

(
φ−

∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)∥∥∥∥
L2
x

≤ C ∥φ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

y

∥∂xΨ2 (f, g) (t)∥L4
xL

∞
T
≤ C ∥φ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

entonces

∥(Ψ1 (f, g) (t) ,Ψ2 (f, g) (t))∥T(4) = ∥Ψ1 (f, g) (t))∥L4
xL

∞
T
+ ∥∂xΨ2 (f, g) (t)∥L4

xL
∞
T

≤ C
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

H1/4
+ CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T . (IV.45)
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De igual modo

∥∥D1/4
x Ψ1 (f, g) (t)

∥∥
L5
xL

10
T

=

∥∥∥∥D1/4
x

[
U (t)φ−

∫ t

0

U (t− τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

]∥∥∥∥
L5
xL

10
T

=

∥∥∥∥D1/4
x

[
U (t)

(
φ−

∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)]∥∥∥∥
L5
xL

10
T

=

∥∥∥∥U (t)

[
D1/4
x

(
φ−

∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)]∥∥∥∥
L5
xL

10
T

≤ C

∥∥∥∥D1/4
x

(
φ−

∫ t

0

U (−τ) ∂x
(
fg2
)
dτ

)∥∥∥∥
L2
x

≤ C ∥φ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

y ∥∥D1/4
x Ψ2 (f, g) (t)

∥∥
L5
xL

10
T
≤ C ∥φ∥H1/4 + CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

entonces

∥(Ψ1 (f, g) (t) ,Ψ2 (f, g) (t))∥T(5) = ∥Ψ1 (f, g) (t))∥L5
xL

10
T
+ ∥∂xΨ2 (f, g) (t)∥L5

xL
10
T

≤ C
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

H1/4
+ CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T . (IV.46)

Por lo tanto, usando las desigualdades (IV.42), (IV.43), (IV.44), (IV.45) y (IV.46) en

(IV.41) tenemos

∥∥∥∣∣∣Ψϕ⃗ (f, g) (t)
∣∣∣∥∥∥
T
=

5∑
j=1

∥(Ψ1 (f, g) (t) ,Ψ2 (f, g) (t))∥T(j) ≤ C
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

H1/4
+ CT 1/2 ∥|(f, g)|∥3T

Eligiendo a = 2C
∥∥∥ϕ⃗∥∥∥

H1/4
y T > 0 tal que

Ca2T 1/2 <
1

2
. (IV.47)

obtenemos que Ψ : Y a
T → Y a

T .

Argumentos similares muestran que Ψ : Y a
T → Y a

T es una contracción. En efecto, si

u⃗ = (f1, g1) , v⃗ = (f2, g2) ∈ Y a
T entonces

∥∥∥∣∣∣Ψϕ⃗ (u⃗) (t)−Ψϕ⃗ (v⃗) (t)
∣∣∣∥∥∥
T
=

5∑
j=1

∥(Ψ1 (u⃗ (t))−Ψ1 (v⃗ (t)) ,Ψ2 (u⃗ (t))−Ψ2 (v⃗ (t)))∥T(j)

(IV.48)
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Del primer sumando se observa que

∥(Ψ1 (u⃗ (t))−Ψ1 (v⃗ (t)) ,Ψ2 (u⃗ (t))−Ψ2 (v⃗ (t)))∥T(1)

= ∥Ψ1 (u⃗ (t))−Ψ1 (v⃗ (t))∥L∞
T L2

x
+ ∥Ψ2 (u⃗ (t))−Ψ2 (v⃗ (t))∥L∞

T L2
x

(IV.49)

Para el primer sumando de (IV.49) se tiene

D1/4
x (Ψ1 (u⃗ (t))−Ψ1 (v⃗ (t))) = D1/4

x

∫ t

0

U (t− τ)
[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]
dτ

= U (t)D1/4
x

∫ t

0

U (−τ) ∂
[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]
dτ

≤ U (t)

∫ t

0

D1/4
x U (−τ)

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]
dτ.

Tomando la norma L2 en x se obtiene

∥∥D1/4
x (Ψ1 (u⃗ (t))−Ψ1 (v⃗ (t)))

∥∥
L2
x

=

∥∥∥∥U (t)

∫ T

−T
D1/4
x U (−τ)

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]
dτ

∥∥∥∥
L2
x

≤
∫ T

−T

∥∥D1/4
x

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]∥∥
L2
x
dτ

entonces, tomando el supremo sobre t ∈ [−T, T ],

sup
t∈[−T,T ]

∥∥D1/4
x (Ψ1 (u⃗ (t))−Ψ1 (v⃗ (t)))

∥∥
L2
x
≤
∫ T

−T

∥∥D1/4
x

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]∥∥
L2
x

dτ

Luego,

∥Ψ1 (u⃗ (t))−Ψ1 (v⃗ (t))∥L∞
T L2

x
≤
∫ T

−T

∥∥D1/4
x

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]∥∥
L2
x

dτ

Análogamente,

∥Ψ2 (u⃗ (t))−Ψ2 (v⃗ (t))∥L∞
T L2

x
≤
∫ T

−T

∥∥D1/4
x

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]∥∥
L2
x

dτ

Por lo tanto,

∥(Ψ1 (u⃗ (t))−Ψ1 (v⃗ (t)) ,Ψ2 (u⃗ (t))−Ψ2 (v⃗ (t)))∥T(1) ≤ C

∫ T

−T

∥∥D1/4
x

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]∥∥
L2
x

dτ

De la misma forma, para j = 2, ..., 5

∥(Ψ1 (u⃗ (t))−Ψ1 (v⃗ (t)) ,Ψ2 (u⃗ (t))−Ψ2 (v⃗ (t)))∥T(j) ≤ C

∫ T

−T

∥∥D1/4
x

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]∥∥
L2
x

dτ
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Entones, en (IV.48) resulta que∥∥∥∣∣∣Ψϕ⃗ (u⃗) (t)−Ψϕ⃗ (v⃗) (t)
∣∣∣∥∥∥
T

≤ C

∫ T

−T

∥∥D1/4
x

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]∥∥
L2
x

dτ

≤ C

(∫ T

−T
dτ

)1/2(∫ T

−T

∥∥D1/4
x

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]∥∥
L2
x

dτ

)1/2

≤ CT 1/2
∥∥D1/4

x

[
∂x
(
f2g

2
2

)
− ∂x

(
f1g

2
1

)]∥∥
L2
xL2

T

≤ CT 1/2

(∥∥D1/4
x ∂x

(
f2g

2
2

)∥∥
L2
xL2

T

+
∥∥D1/4

x ∂x
(
f1g

2
1

)∥∥
L2
xL2

T

)
≤ CT 1/2

(
∥|v⃗|∥3T + ∥|u⃗|∥3T

)
.

Por lo tanto,∥∥∥∣∣∣Ψϕ⃗ (u⃗) (t)−Ψϕ⃗ (v⃗) (t)
∣∣∣∥∥∥
T
≤ CT 1/2

(
∥|u⃗|∥2T + ∥|v⃗|∥2T

)
∥|u⃗− v⃗|∥T ≤ 2CT 1/2a2 ∥|u⃗− v⃗|∥T

entonces la elección de a y T de (IV.47) implica que Ψϕ⃗ es una contracción. En conse-

cuencia, tenemos que existe una única u⃗ ∈ Y a
T con Ψϕ⃗ (u⃗) = u⃗, es decir,

u⃗ (t) = U⃗ (t) ϕ⃗−
∫ t

0

U⃗ (t− τ) ∂xu⃗ (t) dτ (IV.50)

Utilizando argumentos similares a los anteriores también deducimos que para T1 ∈ ]0, T [∥∥∥∣∣∣Ψϕ⃗ (u⃗) (t)−Ψψ⃗ (v⃗) (t)
∣∣∣∥∥∥
T1

≤ C
∥∥∥ϕ⃗− ψ⃗

∥∥∥
Hs

+ CT 1/2
(
∥|u⃗|∥2T1 + ∥|v⃗|∥2T1

)
∥|u⃗− v⃗|∥T1

≤ 2CT 1/2a2 ∥|u⃗− v⃗|∥T

Esto muestra que para T1 ∈ ]0, T [ la aplicación ψ⃗ 7→ ϕ⃗ sobre una vecindad V de ψ⃗ que

depende de T1 a Y a
T1

es Lipschitz.

A continuación extenderemos el resultado de unicidad en Y a
T a la clase YT . Supongamos

que u⃗1 ∈ YT1 con T1 ∈ ]0, T ] es otra solución del problema (4.1) con el mismo dato inicial.

El argumento usado anteriormente muestra que para algún T(1) ∈ ]0, T1[, Ψϕ⃗ es una

contracción sobre Y a
T(1)

. Ahora supongamos que u⃗2 ∈ YT2 con T2 ∈ ]0, T ] y T(1) < T2 es

solución del problema (4.1) con el mismo dato inicial. De forma similar tenemos la unicidad

en el espacio Y a
T(2)

. Volviendo a aplicar este argumento un numero finito de veces, debido

a la compacidad del intervalo [0, T ], el resultado se puede extender a todo el intervalo

[0, T ]. Por consiguiente tenemos la unicidad en YT .
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Comentarios

1. La teoŕıa local presentada en el teorema II.1 también se puede obtener mediante

la técnica de regularización parabólica desarrollada por Iorio [25] para probar la

existencia y la unicidad local, y la técnica desarrollada por Bona y Smith [8] para

demostrar la dependencia continua de la solución respecto del dato inicial.

El método de regularización parabólica consiste en considerar el problema de valor

inicial regularizado 

∂tu+ ∂3xu+ ∂x (uv
2)− µ∂2xu = 0,

∂tv + ∂3xv + ∂x (u
2v)− µ∂2xv = 0

u (x, 0) = φ (x) ,

v (x, 0) = ψ (x) .

(Co. 1)

el cual se puede escribir ∂tu⃗ (t) + Aµu⃗ (t) + F (u⃗ (t)) ∂xu⃗ (t) = 0⃗

u⃗ (0) = ϕ⃗0

(Co. 2)

donde Aµu⃗ (t) = A0u⃗ (t)− µ∂2xu⃗ (t), µ ≥ 0 , ĺım
µ→0+

Aµ = A0 , F (u⃗) =

 v2 2uv

2uv u2


y ϕ⃗0 = (φ, ψ) . Para el problema (Co. 1) con µ > 0 se tiene los siguientes resultados,

tomados de [45].

Teorema. Si µ > 0 y ϕ⃗ ∈ Hs×Hs con s > 3
2
, entonces existen T = T (∥ϕ⃗∥Hs×Hs , s) >

0 y una función

u⃗µ ∈ C ([0, T ] : Hs ×Hs) ∩ C1
(
[0, T ] : Hs−3 ×Hs−3

)



única solución de la ecuación integral

u⃗µ (t) = W⃗µ (t) ϕ⃗+

∫ t

0

W⃗µ (t− τ) ∂xF (u⃗µ (τ)) dτ

donde
{
W⃗µ (t)

}
t∈R

es el grupo generado por el operador −Aµ. Además, u⃗µ es la

única solución del problema regularizado (Co. 1).

Observamos que el intervalo [0, T ] sobre el cual se definen todas las soluciones u⃗µ es

independiente de µ. Esto es esencial para la demostración del siguiente teorema.

Teorema. Si ϕ⃗ ∈ Hs ×Hs con s > 3
2
, entonces existen T = T (∥ϕ⃗∥Hs×Hs , s) > 0 y

una función

u⃗ ∈ C ([0, T ] : Hs ×Hs) ∩ C1
(
[0, T ] : Hs−3 ×Hs−3

)
tal que

u⃗ (t) = ĺım
µ→0+

u⃗µ (t) en Hs

es la única solución del problema de valor inicial (Co. 2).

2. El problema de valor inicial asociado con el sistema ∂tu− iP1 (D)u− iP2 (D) v + f1 (u, v) ∂xu+ f2 (u, v) ∂xv = 0

∂tv − iP3 (D)u− iP4 (D) v + f3 (u, v) ∂xu+ f4 (u, v) ∂xv = 0,
(Co. 3)

en donde u y v son funciones con valores reales en las variables x ∈ R y t ≥ 0,

Pj (D) con j = 1, 2, 3, 4 son operadores pseudo-diferenciales y para k = 1, 2, 3, 4

las funciones reales fk definidas sobre R2 son de clase C∞, fue estudiado por Mon-

tenegro [44], usando la teoŕıa cuasi-lineal de Kato demostró la buena formulación

local de (Co. 3) cuando los datos iniciales pertenecen a Hs (R) con s > 3/2. De-

spués mostró que el sistema en (1) es un caso particular de (Co. 3) con una elección

apropiada de los operadores Pj y las funciones fk. Entonces, con los estimados lin-

eales de Kenig, Ponce y Vega [37, 38, 39, 40] demostró que el problema de valor

inicial asociado con (1) está bien formulado localmente en Hs (R) × Hs (R) para

todo s ≥ 1/4. Además, observando que si el par (u, v) es solución del sistema (1),

los funcionales

I1 (u, v) =

∫
R

(
u2 + v2

)
dx I2 (u, v) =

∫
R

(
u2 + v2 − u2v2

)
dx
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son conservados en el tiempo y tomando como base a [7], obtuvo un estimado a

priori para la norma en H1 (R) × H1 (R) de la solución (u, v), con lo que podŕıa

demostrar que el problema (1) está bien formulado globalmente en Hs (R)×Hs (R)

para cualquier s ≥ 1. Por lo tanto, exist́ıa una brecha en los ı́ndices de Sobolev entre

los resultados de buena formulación local y global. En su tesis doctoral, Panthee

[46] subsanó en cierta medida esta brecha al demostrar que (1) está bien formulado

globalmente en Hs (R) × Hs (R) para cualquier s > 4/9, para ello usó el método

de alta-baja frecuencia, introducido por Bourgain [13] y modificado por Fonseca,

Linares y Ponce [21, 22].

En este punto, es oportuno mencionar que Corcho y Panthee [19] han probado que

para datos iniciales (ϕ, ψ) ∈ Hs (R) × Hs (R) con s > 1/4, la única solución local

del problema de (1) dada por el teorema IV.1 se extiende a cualquier intervalo de

tiempo [0, T ]. Este resultado mejora el de Panthee [46].

3. El problema de valor inicial (1) también se ha estudiado desde el punto de vista

de la teoŕıa abstracta de estabilidad de Grillakis, Shatah y Strauss desarrollada

en [24]. Utilizando esta teoŕıa, Montenegro [44] proporcionó la estabilidad orbital

de las soluciones de onda solitaria para el problema (1). Posteriormente, Alarcon,

Angulo y Montenegro [3] consideraron una clase general de sistemas dispersivos

no lineales que contienen el problema (1) y demostraron la existencia, estabilidad

orbital e inestabilidad no lineal de las soluciones de onda solitaria. Para obtener los

resultados siguieron un método establecido por Bona, Souganidis y Strauss en [9]

para analizar la inestabilidad de onda solitaria de las ecuaciones de tipo KdV.

4. Panthee [46] estudió el problema (2) en los espacios Bourgain Xs,b introducidos

en [11] y utilizando el estimado bilineal establecido por Kenig, Ponce y Vega [41],

demostró la buena formulación local para datos iniciales cualesquiera en Hs (R) ×

Hs (R) con s > −3/4. Dado que en los espacios de Sobolev de ı́ndice negativo,

no existen leyes de conservación que permitan extender la solución local a una

global, Panthee uso el denominado método I [13, 16] demostró que el problema (2)

está globalmente bien formulado en Hs (R)×Hs (R) para s > −3/10.
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Apéndice A

Teoŕıas de Kato para ecuaciones de

evolución abstractas

Dado que usaremos las teoŕıas de Kato para demostrar los teoremas II.1 y II.2, en

esta sección presentamos un breve resumen de estas teoŕıas en una forma apropiada para

nuestros propósitos.

1. Teoŕıa Lineal

La teoŕıa lineal que a continuación presentamos es la establecida en [34] como una

generalización de los teoremas de [32] y [33].

Sean X y Y espacios de Banach reflexivos con Y ⊆ X de forma densa y continua, y

sea {A (t)}t∈[0,T ] una familia de operadores tales que:

(H.1) El operador −A (t) genera un semigrupo de tipo C0 tal que

∥∥e−sA(t)∥∥L(X)
≤ eβs

para todo s ∈ [0,+∞[.

(H.2) Existe un isomorfismo S : Y → X tal que

SA (t)S−1 = A (t) +B (t) ,

donde B (·) es fuertemente continua de [0, T ] a L (X).



(H.3) Y ⊆ Dom (A (t)) para 0 ≤ t ≤ T y t 7→ A (t) es fuertemente continua de [0, T ] a

L (Y,X).

Teorema A.1. Si las hipótesis (H.1), (H.2) y (H.3) se cumplen, existe una familia de

operadores lineales {U (t, s)}(t,s)∈∆ donde ∆ = {(t, s) : 0 ≤ s ≤ t ≤ T} tal que:

(1) U es fuertemente continuo de ∆ → L (X) y ∥U (t, s)∥X ≤Meβ(t−s),

(2) U (t, s)U (s, r) = U (t, r) para (t, s) , (s, r) ∈ ∆ y U (s, s) = 1,

(3) U (t, s)Y ⊂ Y y U es fuertemente continuo de ∆ → L (Y ),

(4)
dU (t, s) y

dt
= −A (t)U (t, s) y, y ∈ Y , (t, s) ∈ ∆, y

(5)
dU (t, s) y

ds
= U (t, s)A (s) y, y ∈ Y , (t, s) ∈ ∆.

Demostración. [32, 33, 34, 47]. �

La familia de operadores {U (t, s)}0≤s≤t≤T en el teorema anterior se denomina familia

de operadores de evolución asociada a A (t). Una consecuencia inmediata del teorema A.1

es que para ϕ ∈ Y , v (t) = U (t, s)ϕ es solución del problema de valor inicial
dv

dt
(t) + A (t) v (t) = 0

v (s) = ϕ,

para s ≤ t ≤ T .

Además, si f ∈ C ([0, T ] : X) ∩ C1 ([0, T ] : Y ), entonces

v (t) = U (t, 0)ϕ+

∫ t

0

U (t, s) f (s) ds,

si y sólo si v ∈ C ([0, T ] : Y ) ∩ C1 (]0, T [ : X) y
dv

dt
(t) + A (t) v (t) = f (t, v (t))

v (0) = ϕ,

para 0 ≤ t ≤ T .

2. Teoŕıa Cuasi-Lineal
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Consideremos la ecuación de evolución abstracta cuasi-lineal ∂tu (t) + A (t, u (t))u (t) = 0 ∈ X, 0 ≤ t ≤ T

u (0) = φ ∈ Y
(A.1)

donde X y Y son un par de espacios de Banach. La teoŕıa cuasi-lineal de Kato afirma

la buena formulación local de (A.1) siempre que los espacios X e Y y el operador A

satisfagan ciertas condiciones.

Para los espacios X e Y tenemos la siguiente hipótesis.

(X) Sean X e Y dos espacios de Banach reales y reflexivos tales que Y esta contenido

en X continuamente y densamente. Además, hay un isomorfismo S : Y → X y la

norma en Y es elegida tal que S se convierte en una isometŕıa.

Para el operador A (·, ·) definido sobre [0, T ]×W , donde W es una bola abierta en Y ,

tenemos las siguientes hipótesis.

(A.1) Para cada (t, w) ∈ [0, T ] ×W , el operador lineal −A (t, w) es el generador de un

semigrupo fuertemente continuo sobre X tal que

∥∥e−sA(t,w)∥∥L(X)
≤ eωs, s ≥ 0, (A.2)

donde ω es un número real.

(A.2) Para cada (t, w) ∈ [0, T ]×W tenemos

SA (t, w)S−1 = A (t, w) +B (t, w) , (A.3)

donde

B (t, w) ∈ L (X) y ∥B (t, w)∥L(X) ≤ λB (A.4)

con λB > 0 una constante. Además, existe µB > 0 tal que para cada t ∈ [0, T ] y

w1, w2 ∈ W se cumple que

∥B (t, w1)−B (t, w2)∥L(X) ≤ µB ∥w1 − w2∥Y . (A.5)

(A.3) Para cada (t, w) ∈ [0, T ] ×W tenemos A (t, w) ∈ L (Y,X), en el sentido que Y ⊆

Dom (A (t, w)) y A (t, w)|Y ∈ L (Y,X). Para cada w ∈ W , t ∈ [0, T ] 7→ A (t, w) es
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fuertemente continua. Para cada t ∈ [0, T ], w ∈ W 7→ A (t, w) es Lipschitz-continua

en el sentido que

∥A (t, w1)− A (t, w2)∥L(Y,X) ≤ µA ∥w1 − w2∥X . (A.6)

donde w1, w2 ∈ W y µA > 0 es una constante.

Tanto en (A.2) como en (A.3) , las constantes µA y µB solamente dependen del valor de

máx {∥w1∥Y , ∥w2∥Y }.

(A.4) Sea w0 el centro deW , entonces para todo (t, w) ∈ [0, T ]×W tenemos queA (t, w)w0 ∈

Y y

∥A (t, w)w0∥Y ≤ λA, t ∈ [0, T ] y w ∈ W .

Ahora podemos establecer el teorema de buena formulación local de Kato.

Teorema A.2. Bajo las hipótesis (X), (A.1 )−(A.4), si ϕ ∈ W existen T0 = T0 (∥ϕ∥Y ) ∈

]0, T ] y

v ∈ C ([0, T0] : Y ) ∩ C1 ([0, T0] : X)

única solución para (A.1). Además, existe un T1 ∈ ]0, T0] tal que la aplicación dato solución

Φ : ϕ ∈ Y 7−→ v ∈ C ([0, T1] : Y ) ∩ C1 ([0, T1] : X)

es continua, más precisamente, si ϕn ∈ W es una sucesión tal que ϕn
Y→ ϕ y vn ∈

C ([0, T1] : Y ) ∩ C1 ([0, T1] : X) es la sucesión de soluciones del problema (A.1) con datos

iniciales ϕn, vale que vn (t) → v (t) en C ([0, T1] : Y ) ∩ C1 ([0, T1] : X).

Demostración. Véase[34, 35]. �
Este teorema nos garantiza la buena formulación local.
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Apéndice B

Integrales oscilatorias en una

dimensión

En muchos problemas y aplicaciones surge la siguiente pregunta: ¿cuál es el compor-

tamiento asintótico de I(λ) cuando λ→ ∞ donde

I (λ) =

∫ b

a

eiλϕ(x)f (x) dx (B.1)

y ϕ es una función suave de valores reales, llamada función de fase, y f es una función

suave de valores complejos?

Veremos que este comportamiento asintótico está determinado por los puntos x donde

la derivada de ϕ se anula, es decir, ϕ′ (x) = 0.

Proposición B.1. Sean f ∈ C∞
0 ([a, b]) y ϕ′ (x) ̸= 0 para cualquier x ∈ [a, b]. Entonces

I (λ) =

∫ b

a

eiλϕ(x)f (x) dx = O
(
λ−k
)
, (B.2)

cuando λ→ +∞ para cualquier k ∈ Z+.

Demostración. Fijado k ∈ Z+ y λ > 0, como ϕ′ no se anula en [a, b], el operador diferencial

L (f) =
d

dx

(
f

ϕ′

)
esta bien definido y

eiλϕ(x) =
1

iλϕ′ (x)

d

dx

(
eiλϕ(x)

)
.



Usando la integración por partes se deduce que

I (λ) =
1

iλ
eiλϕ(x)

f (x)

ϕ′ (x)

∣∣∣∣x=b
x=a

− 1

iλ

∫ b

a

eiλϕ(x)
d

dx

(
f (x)

ϕ′ (x)

)
dx

= − 1

iλ

∫ b

a

eiλϕ(x)
d

dx

(
f (x)

ϕ′ (x)

)
dx

= − 1

iλ

∫ b

a

eiλϕ(x)L (f (x)) dx.

Integrando por partes k − 1 veces

I (λ) = − 1

(iλ)2

∫ b

a

d

dx

(
eiλϕ(x)

) L (f (x))

ϕ′ (x)
dx =

(
− 1

iλ

)2 ∫ b

a

eiλϕ(x)L2 (f (x)) dx

=

(
− 1

iλ

)k ∫ b

a

eiλϕLk (f (x)) dx.

Por lo tanto, dado que Lk (f) ∈ L∞ (R) pues f ∈ C∞
0 ([a, b]), entonces

|I (λ)| =

∣∣∣∣∣
(
− 1

iλ

)k ∫ b

a

eiλϕLk (f (x)) dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1

λk

∫ b

a

∣∣Lk (f (x))∣∣ dx =
c

λk

y la proposición está probada. �
Si el soporte de la función f no está contenido en el intervalo [a, b] ¿qué se puede

decir de la integral oscilatoria I (λ)? En la siguiente proposición, se presenta una de las

situaciones más simples, cuando f ≡ 1.

Proposición B.2. Sea ϕ ∈ C∞ ([a, b]) tal que para todo k ∈ Z+ y para cualquier x ∈ [a, b]

se cumple que
∣∣ϕ(k) (x)

∣∣ ≥ 1, con ϕ′ (x) monótona en el caso k = 1. Entonces∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ckλ
− 1

k (B.3)

donde la constante ck es independiente de a y b.

Demostración. Si k = 1 fijamos λ > 0 y suponemos, sin pérdida de generalidad, ϕ′

creciente y ϕ′ (x) ≥ 1 para cualquier x ∈ [a, b]. Integrando por partes se tiene∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1iλ
∫ b

a

1

ϕ′ (x)

d

dx
eiλϕ(x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

iλϕ′ (x)
eiλϕ(x)

∣∣∣∣x=b
x=a

+
1

iλ

∫ b

a

eiλϕ(x)
d

dx

(
1

ϕ′ (x)

)
dx

∣∣∣∣∣
≤ 1

λ

∣∣∣∣∣ 1

ϕ′ (x)

∣∣∣∣x=b
x=a

∣∣∣∣∣+ 1

λ

∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)
d

dx

(
1

ϕ′ (x)

)
dx

∣∣∣∣ (B.4)
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Como
1

λ

∣∣∣∣∣ 1

ϕ′ (x)

∣∣∣∣x=b
x=a

∣∣∣∣∣ = 1

λ

∣∣∣∣ 1

ϕ′ (b)
− 1

ϕ′ (a)

∣∣∣∣ ≤ 1

λ

(
1

ϕ′ (b)
+

1

ϕ′ (a)

)
y la hipótesis de la monotońıa sobre ϕ′ garantiza que

1

λ

∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)
d

dx

(
1

ϕ′ (x)

)
dx

∣∣∣∣ ≤ 1

λ

∫ b

a

∣∣∣∣ ddx
(

1

ϕ′ (x)

)∣∣∣∣ dx = −1

λ

∫ b

a

d

dx

(
1

ϕ′ (x)

)
dx

= − 1

λ

1

ϕ′ (x)

∣∣∣∣x=b
x=a

=
1

λ

(
1

ϕ′ (a)
− 1

ϕ′ (b)

)
Por lo tanto, de los estimados anteriores y (B.4),∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1

λ

(
1

ϕ′ (b)
+

1

ϕ′ (a)

)
+

1

λ

(
1

ϕ′ (a)
− 1

ϕ′ (b)

)
=

2

λϕ′ (a)
≤ 2

λ
.

Esto la prueba el caso. k = 1.

Para la prueba del caso k ≥ 2 usaremos inducción sobre k. Suponiendo el resultado

para k, lo demostraremos para k+1. Por hipótesis
∣∣ϕ(k+1) (x)

∣∣ ≥ 1. Sea x0 ∈ [a, b] tal que∣∣ϕ(k) (x0)
∣∣ = mı́n

a≤x≤b

∣∣ϕ(k) (x)
∣∣ .

Si ϕ(k) (x0) = 0, afuera del intervalo ]x0 − δ, x0 + δ[ se tiene que
∣∣ϕ(k) (x)

∣∣ ≥ δ, con ϕ′

monótona si k = 1. Dividiendo el dominio de integración y utilizando la hipótesis obten-

emos que ∣∣∣∣∫ x0−δ

a

eiλϕ(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

x0+δ

eiλϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ck(λδ)
− 1

k

Un cálculo simple muestra que ∣∣∣∣∫ x0+δ

x0−δ
eiλϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 2δ

De este modo ∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ck(λδ)
− 1

k + 2δ

Si ϕ(k) (x0) ̸= 0, entonces x0 = a o b y un argumento similar proporciona la misma cota.

Finalmente, tomando δ = λ−1/(k+1) completamos la prueba. �
Ahora es fácil establecer un resultado para funciones f más generales.

Corolario B.3 (van der Corput). Si ϕ satisface las hipótesis de la proposición B.2 y f

es derivable en R, se tiene que∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ck

λ
1
k

(∥f∥L∞ + ∥f ′∥L1) , λ > 0, (B.5)

con ck independiente de a y b.
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Demostración. Se define

G (x) =

∫ x

a

eiλϕ(y)dy,

entonces G′ (x) = eiλϕ(x) y por (B.3) se tiene

|G (x)| ≤ ckλ
− 1

k , x ∈ [a, b] .

Usando integración por partes∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)f (x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

G′ (x) f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣ G (x) f (x)

∣∣∣x=b
x=a

+

∣∣∣∣∫ b

a

G (x) f ′ (x) dx

∣∣∣∣
de donde ∣∣∣∣∫ b

a

eiλϕ(x)f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ck

λ
1
k

(∥f∥L∞ + ∥f ′∥L1) .

A continuación estudiaremos una aplicación de estos resultados.

Proposición B.4. Sean β ∈ [0, 1/2] y

Iβ (x) =

∫
R
ei(xη+η

3) |η|β dη

entonces Iβ ∈ L∞ (R).

Demostración. Si consideramos una función φ ∈ C∞(R) tal que

φ (η) =

1 si |η| ≥ 2

0 si |η| < 1

entonces

Iβ (x) =

∫
R
ei(xη+η

3) |η|β dη

=

∫
R
ei(xη+η

3) |η|β (1− φ (η)) dη +

∫
R
ei(xη+η

3) |η|β φ (η) dη

= I1β (x) + I2β (x)

Obsérvese que∣∣I1β (x)∣∣ = ∣∣∣∣∫
R
ei(xη+η

3) |η|β (1− φ (η)) dη

∣∣∣∣ ≤ 2

∫
[0,1]

ηβdη =
2

β + 1

Por lo tanto, basta acotar

I2β (x) =

∫
R
ei(xη+η

3) |η|β φ (η) dη.
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Caso 1, para x ≥ −1 se tiene

I2β (x) =

∫ −1

−∞
ei(xη+η

3) |η|β dη +
∫ +∞

1

ei(xη+η
3) |η|β dη

= (−1)β
∫ −1

−∞
ei(xη+η

3)ηβdη +

∫ +∞

1

ei(xη+η
3)ηβdη

Usando integración por partes se tiene∫ +∞

1

ei(xη+η
3)ηβdη

=

∫ +∞

1

ei(xη+η
3)i
(
x+ 3η2

) ηβ

i (x+ 3η2)
dη

=
ei(xη+η

3)ηβ

i (x+ 3η2)

∣∣∣∣∣
η=+∞

η=1

−
∫ +∞

1

ei(xη+η
3) 6η

β+1 − iβηβ−1 (x+ 3η2)

(x+ 3η2)2
dη

Entonces∣∣∣∣∫ +∞

1

ei(xη+η
3)ηβdη

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣ e
i(xη+η3)ηβ

i (x+ 3η2)

∣∣∣∣∣
η=+∞

η=1

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ +∞

1

ei(xη+η
3) 6η

β+1 − iβηβ−1 (x+ 3η2)

(x+ 3η2)2
dη

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣ ĺım
η→+∞

ei(xη+η
3)ηβ

i (x+ 3η2)
− ei(x+1)

i (x+ 3)

∣∣∣∣∣+
∫ +∞

1

∣∣6ηβ+1 − iβηβ−1 (x+ 3η2)
∣∣

(x+ 3η2)2
dη

=
1

x+ 3
+

∫ +∞

1

6ηβ+1 + βηβ−1 (x+ 3η2)

(x+ 3η2)2
dη

=
1

x+ 3
+ Cx,β

ya que x ≥ −1 y la integral impropia

∫ +∞

1

6ηβ+1 + βηβ−1 (x+ 3η2)

(x+ 3η2)2
dη es conver-

gente.

Ahora acotaremos la primera integral. Integrando por partes se obtiene∫ −1

−∞
ei(xη+η

3)ηβdη =
e−i(x+1)

i (x+ 3)
−
∫ −1

−∞
ei(xη+η

3) 6η
β+1 − iβηβ−1 (x+ 3η2)

(x+ 3η2)2
dη

luego ∣∣∣∣∫ −1

−∞
ei(xη+η

3)ηβdη

∣∣∣∣ ≤ 1

x+ 3
+

∫ −1

−∞

6ηβ+1

(x+ 3η2)2
dη +

∫ −1

−∞

βηβ−1

|x+ 3η2|
dη

≤ 1

x+ 3
+ Cβ (x)

82



usando criterios de convergencia se demuestra que la integral impropia es conver-

gente.

Por lo tanto, ∣∣I2β (x)∣∣ ≤ 2

x+ 3
+ Cβ (x) , si x ≥ −1

Caso 2, para x < −1, consideremos las funciones ψ1, ψ2 ∈ C∞
0 tales que

ψ1 (η) + ψ2 (η) = 1

con

sopψ1 ⊂ A =

{
η :
∣∣x+ 3η2

∣∣ ≤ |x|
2

}
y

ψ2 = 0 en B =

{
η :
∣∣x+ 3η2

∣∣ < |x|
3

}
,

entonces

∣∣I2β (x)∣∣ =

∣∣∣∣∫
R
ei(xη+η

3) |η|β φ (η) dη

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
R
ei(xη+η

3) |η|β φ (η)ψ1 (η) dη

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
R
ei(xη+η

3) |η|β φ (η)ψ2 (η) dη

∣∣∣∣
=

∣∣I2,1β (x)
∣∣+ ∣∣I2,2β (x)

∣∣
Cuando ψ2 (η) = 0 la desigualdad triangular muestra que

∣∣x+ 3η2
∣∣ ≥ 1

6

(
|x|+ |η|2

)
Entonces

I2,2β (x) =

∫
R
ei(xη+η

3)|η|βφ (η)ψ2 (η) dη

=

∫
R

|η|βφ (η)ψ2 (η)

i (x+ 3η2)

d

dη
ei(xη+η

3)dη

=

∫
|η|>2

|η|βψ2 (η)

i (x+ 3η2)

d

dη
ei(xη+η

3)dη

=

∫ −2

−∞

|η|βψ2 (η)

i (x+ 3η2)

d

dη
ei(xη+η

3)dη +

∫ +∞

2

|η|βψ2 (η)

i (x+ 3η2)

d

dη
ei(xη+η

3)dη

= I2,2,1β (x) + I2,2,2β (x)
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Solo acotaremos I2,2,2β (x) ya que I2,2,1β (x) se acota de manera similar. Aśı usando

integración por partes

I2,2,2β (x) =
ηβψ2 (η) e

i(xη+η3)

i (x+ 3η2)

∣∣∣∣∣
η=+∞

η=2

+i

∫ +∞

2

(x+ 3η2)
[
βηβ−1ψ2 (η) + ηβψ′

2 (η)
]
− 6ηβ+1ψ2 (η)

(x+ 3η2)2
ei(xη+η

3)dη

= −2βψ2(2)e
i(2x+8)

i (x+ 12)

+i

∫ +∞

2

(x+ 3η2)
[
βηβ−1ψ2 (η) + ηβψ′

2 (η)
]
− 6ηβ+1ψ2 (η)

(x+ 3η2)2
ei(xη+η

3)dη

entonces∣∣I2,2,2β (x)
∣∣ ≤ 2β |ψ2(2)|

|x+ 12|
+

∫ +∞

2

βηβ−1 |ψ2 (η)|
|x+ 3η2|

dη +

∫ +∞

2

ηβ |ψ′
2 (η)|

|x+ 3η2|
dη

+

∫ +∞

2

6ηβ+1 |ψ2 (η)|
(x+ 3η2)2

dη

≤ Cβ,x + 6

∫ +∞

2

βηβ−1 |ψ2 (η)|
|x|+ η2

dη + 6

∫ +∞

2

ηβ |ψ′
2 (η)|

|x|+ η2
dη

+216

∫ +∞

2

ηβ+1 |ψ2 (η)|
(|x|+ η2)2

dη

≤ Cβ (x) + C

∫ +∞

2

ηβ−1

|x|+ η2
dη + C

∫ +∞

2

ηβ

|x|+ η2
dη

+C

∫ +∞

2

ηβ+1

(|x|+ η2)2
dη

lo que implica ∣∣I2,2,2β (x)
∣∣ ≤ Cβ (x) .

entonces de una manera similar se acota
∣∣I2,2,1β (x)

∣∣y obtenemos∣∣I2,2β (x)
∣∣ = ∣∣I2,2,1β (x)

∣∣+ ∣∣I2,2,2β (x)
∣∣ ≤ Cβ (x)

Ahora para η ∈ A tenemos que η : |x+ 3η2| ≤ |x|
2∣∣I2,1β (x)

∣∣ = ∣∣∣∣∫
R
ei(xη+η

3) |η|β φ (η)ψ1 (η) dη

∣∣∣∣
usando el lema de Van Der Corput (con λ = 1) y la forma de φ, ψ1 garantizan que

existe una constante “C” independiente de x < −1 tal que∣∣I2,1β (x)
∣∣ = ∣∣∣∣∫

R
ei(xη+η

3) |η|β φ (η)ψ1 (η) dη

∣∣∣∣ ≤ ck (∥f∥L∞ + ∥f ′∥L1)
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la cual obtenemos
∣∣I2β (x)∣∣ ≤ ∣∣I2,1β (x)

∣∣+ ∣∣I2,2β (x)
∣∣ ≤ K. �

Entonces se tiene

|Iβ (x)| =
∣∣I1β (x)∣∣+ ∣∣I2β (x)∣∣ ≤ 2

β + 1
+K

entonces Iβ ∈ L∞ (R)
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