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Resumen

En este trabajo estudiaremos el problema de valor inicial asociado al sistema de
Ablowitz, Kaup, Newell y Segur (AKNS)

p

O+ Bu+ 0, (w?) =0, z,teR
O + Bv + 9, (u*v) =0
u(z,0) = ¢ (2),

\ v(x,0) =1 (x).

Nuestro objetivo es estudiar la buena formulaciéon local, global y su comportamiento

asintético del problema (1)

Empezaremos demostrando que el problema (1) esta bien formulado localmente, cuan-
do los datos iniciales pertenecen a H® x H® con s > %, y que el tiempo de existencia de
solucion, no depende del orden s del espacio de Sobolev, para ello usaremos la teoria
cuasi-lineal de Kato.

A continuacién se adaptaron las ideas desarrolladas en Bisognin-Menzala para con-
seguir los estimados del conmutador, y obtener un “estimado a priori”, que junto con el
“principio de extensién” nos permite para datos iniciales pequenos en H* x H® con s > 2,
probar la existencia de una solucién global y su comportamiento asintotico.

Finalmente, usando los estimados lineales (de tipo Kenig-Ponce-Vega) extendemos la

solucién local para datos iniciales en espacios H® x H® con s > i.

Palabras clave: sistema dispersivo no lineal; ecuacién de Korteweg-de Vries modificada;
buena formulacién local; buena formulacion global; decaimiento en el tiempo de las solu-

ciones.



Abstract

In this work, we study the initial value problem associated with the Ablowitz, Kaup,

Newell and Segur (AKNS) system

( o+ Bu+ 0, (wv?) =0, z,teR
O + Bv + 9, (u*v) =0
u(z,0) = ¢ (2),

\ v(x,0) =1 (x).

Our objective is to study the well-posedness local,and global and asymptotic behavior of

problem (1). We will begin by demonstrating that problem (1) is well-posed locally when
the initial data belongs to H® x H® with s > 3/2, and that the existence time of the
solution does not depend on the order s of the Sobolev space; for this, we will use Kato’s
quasi-linear theory.

The ideas developed in Bisognin-Menzala were then adapted to obtain the commutator
estimates, and obtain an .2 priori estimate” which, together with the extension principle,
allows us to prove the existence of a global solution and its asymptotic behavior in H* x H*®

for small initial data with s > 2.

Finally, using Kenig-Ponce-Vega type linear estimates, we extend the local solution to

initial data in spaces H® x H® with s > %.

Keywords: nonlinear dispersive system; modified Korteweg-de Vries equation; local well-

posedness; global well-posedness; decay in time of solutions.
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Introduccion

En este trabajo se estudia el problema de valor inicial asociado al sistema

( Ou + 0P+ 0, (uv?)
o + v + 0, (u*v)
u(z,0) = ¢ (2),
| v(2,0) =1 (2).

donde u = w(x,t) y v = v (x,t) son funciones reales y (z,t) € R x [0, +o0[, ademés ¢

0,
0

(1)

y ¢ son funciones dadas. El sistema en (1) tiene la estructura de un par de ecuaciones
de Korteweg-de Vries modificadas (mKdV) acopladas a través de los efectos no lineales,
fue presentado por Ablowitz, Kaup, Newel y Segur [1, 2] como uno de los sistemas que
pueden resolverse mediante el método de dispersion inversa para datos iniciales que decaen
rapidamente en el infinito.

Los objetivos de este trabajo consisten en estudiar en los espacios de Sobolev H*® (R) x
H?® (R), la buena formulacién local, la buena formulacién global y el comportamiento
asintético en el tiempo de la solucion global del problema de valor inicial (1).

Se dice que el problema (1) estd bien formulado localmente en estos espacios H® (R) x
H* (R) si genera un flujo local continuo, es decir, si se cumplen las condiciones de exis-
tencia, unicidad, persistencia y dependencia continua de los datos iniciales. El problema
(1) esta bien formulado globalmente si el flujo local se puede continuar indefinidamente
en la variable temporal, definiendo asi una solucién de (1) valida para todo ¢ > 0. Esta
teoria es fundamental para el estudio analitico o numérico del sistema.

Dos articulos importantes para el logro de los objetivos de este trabajo son [6] v [7].

Bona-Ponce-Saut-Tom [7] analizaron el problema de valor inicial asociado al sistema

Opu + Bu + azd>v + udyu + a1v0,v + a0, (uv) =0 @

01010 + baaz03u + O30 + baasudyu + vOv + baay 0, (uv) = 0



Este sistema que tiene la estructura de dos ecuaciones de Korteweg-de Vries acopladas a
través de los efectos dispersivos y los no lineales, fue derivado por Gear y Grimshaw [23]
como un modelo que describe la fuerte interaccion de ondas largas de gravedad interna
que se propagan sobre capas vecinas en un fluido estratificado. También mostraron que

las soluciones de (2) satisfacen las siguientes leyes de conservacién

Dy (u) = /Rud:c Oy (v) = /Rvd:c O3 (u,v) = /R (bou® + by0?) da

Bona, Ponce, Saut y Tom [7] usaron la teoria cuasi lineal Kato [34, 35] para demostrar la
buena formulacién local en H* (R) x H*® (R) para cualquier s > 2y con la teorfa desarrolla-
da por Kenig, Ponce y Vega [37, 38, 39] consiguieron el resultado local en H' (R) x H' (R).

Ademas derivaron la ley de conservacién

1 1
Oy (u,v) = / [bQ (ui + 203UV, — gu?’ — agu®v — a1u1)2> +v2 — 503] dx
R

y a continuacién, usando las cantidades conservadas ®3 y ®4, obtuvieron un estimado a
priori en el espacio H' (R) x H' (R) que junto con los estimados de Kenig, Ponce y Vega
les permitié extender la solucién local a una global en H* (R) x H* (R) con s > 1.

Por otro lado, Bisognin y Menzala [6] consideraron el sistema formado por dos ecua-
ciones de Korteweg-de Vries generalizadas, acopladas a través de los efectos dispersivos y

no lineales

Ohu + Bu + azdv + uPdyu + a;vPdv + azd, (uPv) =0 3

01040 + baazO3u + O3v + baasuPOpu + vPO,v + boay 0, (uvP) = 0

en donde p > 1 es un entero. Bisognin y Menzala estudiaron el comportamiento asintético
en el tiempo de las soluciones del sistema (3). Con ese fin derivaron un teorema de buena
formulacién local en H*® (R) x H® (R) con s > 1, siguiendo las ideas de [7]. Para extender
la solucién local mostraron un estimado a prior: valido para p > 2, con el cual dedujeron
la existencia de la soluciéon global para valores de p > 4, y mediante el método de fase
estacionaria obtuvieron el comportamiento asintético en el tiempo de la solucién global.

Con el proposito de presentar los resultados, hemos organizado el trabajo de la sigu-
iente forma. En el primer capitulo proporcionamos definiciones y proposiciones necesarias
en capitulos posteriores del trabajo, las demostraciones seran omitidas, sin embargo, in-

dicaremos las referencias pertinentes.

11



En el segundo capitulo se demuestran la existencia local de soluciones, su unicidad
y la dependencia continua de los datos iniciales del problema de valor inicial (1). Los
principales resultados son los teoremas I1.1 y I1.2. El primero establece que el problema
(1) estd bien formulado localmente bajo el supuesto de que los datos iniciales p, 1) € H® (R)
con s > % El segundo teorema se refiere al tiempo de existencia T del teorema I1.1, el cual
puede ser elegido independientemente del orden del espacio de Sobolev H® (R) x H*® (R).
Para las demostraciones de ambos teoremas, se siguié las ideas de Kato [35] adaptadas
para el problema (1).

En el tercer capitulo se demuestra la existencia de la soluciéon global y su compor-
tamiento asintético, en el teorema III1.2. La existencia de la solucién global sera conse-
cuencia del estimado a priori para la solucién del problema (1), probado en el teorema
II1.1, y del principio de extension [27, pag 269]. Para obtener el estimado a priori, inicial-
mente se intenté deducirlo con el procedimiento de [35], sin embargo, esto no fue posible
porque se necesitan “suficientes” cantidades conservadas de las que carece el sistema (1).
Es por ello que seguimos las ideas desarrolladas en [6] para obtener los teoremas I11.1 y
I11.2. El estimado a priori para la solucién local del problema (1) garantiza que la nor-
ma de la solucion local permanece acotada en un intervalo de tiempo finito, informacion
que combinada con el principio de extension prueba que para datos iniciales pequenos
0,9 € H* (R) con s > 2, el problema de valor inicial (1) tiene una tnica solucién global.
En el teorema II1.2 también se estudio el comportamiento asintético de la solucion y se
demostré que la solucién decae con un orden de decaimiento de <t‘§> .

En el capitulo cuatro se demuestra el teorema IV.1, el cual representa un avance en la
teorfa local del problema (1) presentada en el teorema II.1 Como sabemos, la proposicién
1.24, H* (R) es un &lgebra respecto a la multiplicacién de funciones siempre que s sea
mayor que % La desigualdad (I.3) es fundamental para la prueba del teorema II.1, por
ejemplo en las desigualdades (I1.14) o (I1.15). Por otro lado, la demostracién del teorema
IV.1, se obtendra como una aplicacion del Teorema de Contraccion, para esto se requiere
sustituir la desigualdad (I.3) por un estimado trilineal adecuado. Tal estimado se presen-
tara en el teorema IV.6 y se probara usando los estimados lineales debidos a Kenig, Ponce
y Vega [37, 38, 39, 40].

Finalmente expreso mi especial y profundo agradecimiento al Dr: Juan Montealegre

IIT



Scott por haber dedicado su valioso tiempo por su asesoramiento en el desarrollo de este

trabajo.
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Notaciones

Utilizaremos notacién estandar.

» [P (R") espacio de Lebesgue en R™ de orden p, 1 < p < oo.

1/p
o ull,, = (/ lu (z)|” da:) norma de u en L? (Q).
Q
s L[> (R") espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas en R".

v |l =mf{C >0:|u(z) <C, casien todo 2} = esssup |u(z)| normaen L (R).
z€eQ

= (-,-)z2 producto interno en L? (R).
= J° potencial de Bessel de orden —s, Jou (£) = (1+ \5!2)% u ().
» DS = (—85)% potencial de Riesz de orden —s, D*u &) =&l u(g).

= Hy(R) = J7°LP(R) espacio de Sobolev de orden s basado en LP(R) y norma

-l g = 11770l -

» H°(R) = H; (R) espacio de Hilbert de orden s con base en L? (R) y producto interno
G b = (% %) 2

X = X x X espacio de Banach producto cartesiano de X por X con norma ||-||3 =

-5 4 II-||%, si X sea espacio de Banach, y producto interno (-, -)5 = (-,-) x + (-, -) 5.

C ([0,7] : X) espacio de funciones continuas de [0,7] en X.

[A, Bl = AB — BA conmutador de los operadores A y B.



» [PLI =L (R:LI[0,T]) = {U:Rx 0,7] = R : |lul|gps < 400 con 1 §p,q<oo}

400 T % P
donde ||ul[zr s = (/ (/ |u(x,t)|th> dx) . Sip =000 ¢ = 00 usaremos
—00 0

una notaciéon similar, incluyendo la norma del supremo esencial.

= (' es una constante cuyo valor puede cambiar de una linea a otra.

OBSERVACION. Cuando n = 1 escribiremos CF,CF S, LP en vez de CF (R),CF (R),
S(R), L?(R).

VI



Capitulo I

Preliminares

En este capitulo presentaremos la teoria necesaria para el desarrollo de capitulos pos-
teriores de este trabajo. Las demostraciones de algunos teoremas y proposiciones seran
omitidas, sin embargo, indicaremos donde encontrarlas. Las principales referencias son los

libros de Arbogast-Bona [4], Cazenave-Haraux [15], Folland [20] y Linares-Ponce [43].

I.1. Espacios de Lebesgue L?

Sea 2 C R™ un conjunto abierto. Si 1 < p < ooy u: ) — C es una funciéon medible,

definimos las normas

1/p
(/|u(x)|pdx> si 1<p<oo
0

if{C >0: |u(z)| <C casientodoz €N} si p=oc.

lull o =

Definicién I.1. Sean 2 C R"™ un conjunto abierto y 1 < p < co. Definimos
LP () ={u:Q — C:u es medible y |lul|,;, <oo}.

Proposicién 1.2 (Desigualdad de Holder). Sean u € LP (Q) y v € L1(Q2) con 1 < p < o0
vy 5+, =L Entonces wv € L' (Q) y

lwoll o < flull gy 0]l 2o

/Q]u(m)v(:z:ﬂdxﬁ (/Q ]u(m)\pdaﬁ)l/p (/Q ]v(a:)|qu)1/q.

es decir



En general, si uw € LP? y v € L9, entonces uv € L" siempre que % = i + %. Ademas,
Juv][pr < lullzellv] e

Demostracion. [20, Lema 6.2]. O

La condicion 110 + % = 1, presente en la desigualdad de Holder, aparece con frecuencia
en la teoria de los espacios LP. Si 1 < p < oo es tal que % + % =1, q es llamado exponente

conjugado de p.

Proposicién 1.3. L?(Q2), 1 < p < oo, con la norma |-||;, es un espacio de Banach.
Ademas, el espacio Cy (£2) de las funciones continuas que se anulan en el infinito es denso

en LP (€2) siempre que 1 < p < 00.
Demostracion. [20, Teorema 6.6]. O

Para uw € L' (R") y v € L (R") con 1 < p < oo se define el producto de convolucidn
de u y v por

ww o (z) = / (e~ y)o(s)dy

Distintas condiciones se pueden imponer a las funciones u y v para definir su convolucion,

como las que son dadas a continuacion.

Proposicién I.4. Sean u € LP (R") yv € LI(R") con 1 < p,g < ooy % = %+%— 1>0.
Entonces ux v € L" (R"™) y se cumple la desigualdad de Young

[ ol < lull o [[0]] Lo -
Demostracion. [28, Teorema A.2]. O

El producto de convoluciéon de funciones medibles, cuando esta definido, tiene las

siguientes propiedades:
(1) uxv=ux*wv,
(2) AMuxv)=ux*x (M), A € R,
(3) (uxv)*xw=ux*(v*xw),y

(4) ux(v+w) = (u*xv)+ (u*w).



Proposicién 1.5 (Riesz-Thorin). Sean py # p1y qo # qi. SiT : LP* — L% es un operador
lineal acotado con norma M, y también 7' : LP* — L7 es un operador lineal acotado con

norma M, entonces T : LP? — L% es acotado con norma M, tal que
My < M}~ M?

1 _ 16,6 1 _ 16,0

con — = +p1yq0 o +q1 donde 0 <60 < 1.

Demostracion. [43, Teorema 2.1]. O

I1.2. Distribuciones temperadas

1. ESPACIO DE SCHWARTZ

Denotaremos por N” el conjunto de n-uplas de enteros no negativos
a=(a,ag,...,a,) €N"
es llamado un multi-indice. El orden del multi-indice « es
lal = a1 +ag + -+ + ap.

Para u : Q2 C R" — R definida sobre un conjunto abierto €2, definimos

olel ()
0%u (x) = u(x
() 0z 0x5? - - - Qxon
y para © = (21, %2, ..., Ty),
o a1 ., (0%
T =X Ty "

Definicién 1.6. El espacio de Schwartz es el conjunto de funciones complejas infinita-

mente diferenciables rapidamente decrecientes, es decir,
S (R") = {u € C*[R") : ||ull, 43 < oo, para todo («,B) € N" x N”} ,
en donde, para (o, ) € N* x N™

[ull 5 = sup |2°0%u (z)] .
TeR™



S (R™) con la métrica

lu = vllap

o 2 (1 = v, )

d(u,v) =

es un espacio métrico completo.

Son conocidas las relaciones
Co R CS(R") ¢ LP(R") sil<p<oo

Ademas,

CP(R™) y S (R™) son densos en LP (R™) si 1 <p < oo

entonces, dada v € L? (R™) existen una sucesion {uy},.y en S (R") y una sucesion {vg } oy

en C§° (R™) tales que
Y o —ull, =0y i -l =0,

Notemos que Cg° (R") y S (R™) no son densos en L™ (R™) pues en caso contrario toda
funcién de L*> (R™) serfa continua desde que el limite uniforme de funciones continuas es

una funcion continua.
2. DISTRIBUCIONES TEMPERADAS

El propésito de esta subseccién es estudiar la clase de los funcionales lineales asociados
con el espacio de Schwartz.

La topologia en S (R") es determinada por la siguiente definicién de convergencia en

S(RY).

Definicién 1.7. La sucesion {uy},.y en S (R") converge a u € S (R") si
V(a,8) € N" x N": [Juy, — ul|, 5 — 0 cuando k — oo.

Con esta definicién tenemos al conjunto de las distribuciones temperadas.

Definicién 1.8. Una aplicacion T : S (R™) — R es una distribucién temperada si

1. T es lineal, y

2. T es continua: uxy — u en S (R") = Tup — Tu en R.



Definicién 1.9. El conjunto de las distribuciones temperadas, representado por S’ (R™),

es el dual topoldgico de S (R").
SiT € & (R") para u € S (R") escribiremos (T, u) o (T, u)g, s en vez de T' (u).

Proposicién 1.10. Los elementos de LP (R™), con 1 < p < oo, son distribuciones tem-

peradas.

La proposicién implica que
CPRNYGCSMRY)CLPRY)CS'(R") sil<p<oo
La distribucién ¢ de Dirac centrada en el punto x € R™ definida por
(0z,0)y =v (), veSRY

es una distribucién temperada que no es una funcién.

1.3. Transformada de Fourier

1. TRANSFORMADA DE FOURIER EN L' (R")

Definicién I.11. Sea u € L' (R").

(1) La funcion Fu definida por

1

Fu (é) = (271’)n/2

/ e @8y (z) dx, € € R",

en donde (x,§) = ijfj, es llamada transformada de Fourier de u.
j=1
(2) La funcion F~'u dada por
1 )
Flu@) = [ 9o de, g e m
(2m)"" Jre

es llamada transformada inversa de Fourier de w.

Por ejemplo, si f es la funcién caracteristica en el intervalo [—1, 1], es claro que f €
L'(R) y

ey L [ —iwe _ L L i) :_Q (e_if—eif>
FO == [ @ar = —= [ eo9an - -2 (2,

>



entonces

JF XN sie#0
o= ¢
1, si £ =0.

Notemos que f ¢ L' (R) y ‘llim f(&) =o.
&|l—o0
La siguiente proposicién nos muestra que este comportamiento es cierto para cualquier

f e LY(R).
Proposicién 1.12 (Teorema de Riemann-Lebesgue). La aplicacién
F: L' (R™) — C° (R™)
es una transformacion lineal acotada y
1Full o < 2m) 7 [lull -
Demostracion. [43, Teorema 1.1]. O

Proposicién 1.13. Siu € L' (R") y 0°u € L' (R") con o € N entonces

F(0%u) () = (i€)" Fu(£) .
Demostracion. [43, Proposicién 1.1]. O

En general,
F P (9)u] (§) = P (i€) Fu(§),
donde P es un polinomio de n variables y P (0) es el operador diferencial asociado al

polinomio P.
2. TRANSFORMADA DE FOURIER EN S(R") Y EN L? (R")

Como el espacio S (R™) es denso en L? (R™), una consecuencia inmediata de este hecho
es que la definicién de la transformada de Fourier, asi como las propiedades establecidas
en la subseccién anterior también se cumplen en el espacio de Schwartz.

La relacién entre la transformada de Fourier y el espacio S (R") esta descrita en el

siguiente resultado.

Proposicién 1.14. La transformada de Fourier F es un isomorfismo de S (R™) en si mis-

mo.



Demostracion. [43, Teoremal.6. O
Proposicién 1.15. Si u € S (R"), entonces Fu € L? (R") y
1Fullg2 = llull - -

Demostracion. [43, Teorema 1.3]. O

Por lo tanto F : S (R™) — L? (R") es un operador lineal acotado, asf tiene una (tinica)

extension lineal acotada
T LA (R — L*(R™).
llamada la transformada de Fourier sobre L? (R™).

Proposicién 1.16. La transformada de Fourier sobre L?(R") es un operador lineal,

isométrico y sobreyectivo.

Demostracion. [43, Teorema 1.3]. O

. . o v .
En consecuencia, existe la transformada de Fourier inversa - : L? (R") — L* (R"), si

uwe L*(R") y {up}rey € S (R™) es una sucesion tal que
I |, =
Jim fluy, —ul[ 2 = 0,

la transformada de Fourier de u en L?(R") y la transformada de Fourier inversa de u

sobre L? (R™) son calculadas respectivamente por

u(€) = lm Fuy (§) en L*(R") (1.1)
y
i (z) = Jim F g (€) en L* (R™). (1.2)

(I.1) y (1.2) son independientes de la sucesién {uy}, .y elegida en S (R™). Entonces, si

u e L?* (R")

1 ) 1 )
u(€) = llm —— e @8y (2) do = —/ e~ @8y () dx
<§> k—oo (271')”/2 /B(O,k) ( ) (27'(')”/2 " ( )
y
@(x) = lim ;/ @Oy () dx = ;/ e @Oy (€) de.
k—o0 (27?)"/2 B(0,k) (27r)"/2 n

Para u € &' (R™) su transformada de Fourier se define como sigue.

7



Definicién 1.17. Si v € S’ (R™), la transformada de Fourier uw y la transformada de

Fourier inversa u de u se definen por

para v € S (R™).

Proposicién 1.18. Sean v € S’ (R") y v € S (R"), de define
uxv(zr)=u(v(x—"))

Entonces uxv € C* (R") NS (R") y

donde uv € &' (R™) es definido como uv () = u (vy) para cualquier p € S (R").

Demostracion. [43, Proposiciénl.3]. O

I.4. Espacios de Sobolev de tipo L*(R")

Para s € R, sea J*: &' (R") — &' (R™) dado por

Tu©) = 1+ a

para todo u € &’ (R"). Llamamos a J° el potencial de Bessel de orden s.

Definicién 1.19. EIl espacio de Sobolev de orden s € R de tipo L? (R") es el conjunto
H# (R™) definido por

H*(R") ={ue S (R"): J'ue L*(R")},

con la norma ||| zs definida como

lul

. 1/2
w=lul = ([ Qi) aora)

Ademds, H (R™) = L* (R").



Estos espacios son un caso particular de
Hy (R") = {uec S (R"): J'u e L (R")},

1 < p < oo en donde

lull gy = (1770l o

Proposicién 1.20.

(1) Si sy < sy entonces H*? (R") — H*®' (R™) continuamente y densamente. Ademés

Yu € H (R") : |[ul

e < [l e -

(2) H® (R"™) es un espacio de Hilbert separable con el producto interno definido para

todo u,v € H* (R"™) por

(1, 0) e = (J°u, J*0) o = / (1+1€2) @ (€)7(0) de.

n

Es decir, via la transformada de Fourier
H* (R") = L2 <R” (14 |§|2)Sd§> .
(3) Para todo s € R el espacio S (R") es denso en H* (R").

(4) Sir<s<tcons=(1-0)s;+68syy0€]0,1], entonces

1-6

0
[l o < Ml gl -

[l

Demostracion. [43, Proposicién 3.1]. O
También tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.21 (de convolucién). Si u,v € H® (R"), s > 0, entonces

F(uxv) () = 2m)"? F (u) (€) F (v) (€), € €R"

F (uwv) (§) = (2m) "2 F (u) (§) * F (v) (€), € R™



Proposicién 1.22 (de Inmersién de Sobolev). Si s > % + k entonces H* (R™) esta con-
tenido continuamente en el espacio C* (R") de las funciones con k derivadas continuas

que se anulan en el infinito, y

||U||C§o < Co [ull =

en donde

— 4 64
lelley, = max 110%ull oo

Demostracion. [43, Teorema 3.2]. O

En consecuencia, sin =1y s > % + k,

[ullpoe < Co (1]

mes 102l e < Cry [Jul

oo ||07u]] o < oy llul

s ete.

Proposicién 1.23. Para cualquier s € R y para todo e € N*, 9% : H* (R") — H*~l*l (R")
es un operador acotado, y

10%ul

we-tel < Jlull g -
Demostracion. [43, Teorema 3.3]. O

De la desigualdad anterior es claro que

10%ul| o < ¢ful

Hs+lel

para todo aw € N" y para todo s € R.

La siguiente propiedad es esencial.

Proposicién 1.24. Si s > 5 entonces H* (R") es un algebra respecto a la multiplicacién

funciones, es decir, uv € H* (R") siempre que u,v € H* (R"), y

ol < Culullge ol 5. (1.3)

Ademas, si {tn}, ey ¥ {Un},en S01 sucesiones débilmente convergentes a u y v en H® (R"),

respectivamente, entonces w—lim u,v, = uv.
n—oo

Demostracion. [43, Teorema 3.4]. O
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Proposicién 1.25. Sean 1 < pg, p1 < 00, g, $1 >0y ¢ € S(R™). Si s =0s0+ (1 —0)s;
1 0 1-80

yo=—+
p Po P1

donde 0 < # < 1 entonces existe C' = C (s, s1, 0, po, p1) > 0 tal que

S S (9 S —0
17560 < Tl 17 I
Ademds, si ¢ € H* (R"), s < % tenemos
1 1
9]l < V21181172 10:611 7 -

Demostracion. Véase [28, Lema 14]. O

Proposicién 1.26. Sean f,g € S(R") reales, s > 1+ % y ¢t > 1. Entonces existe C' =
C (s,t,n) > 0 tal que

[, fO%uh o] < C I F g Nullre + 17 Fll e Nl

ol
donde |a| = 1.
Demostracion. [28, Teorema A.10]. O

Proposicién 1.27. Sea f una funcién real definida sobre R, si s > % entonces

S . n
I19° = Myl all o < CIO lgors llos 5 sis > 541, (14)

donde My es el operador de multiplicacion por f.

Demostracion. Véase [36, Lema A.4]. O

Proposicién 1.28. Si f,g € S(R"), s >0y 1 < p < o0y, entonces

172 o < e ULf o 17°9l o2 + 117 Fll 2os gl o)

11 Fl gl < ¢ (10F 1o [[ 77 9] oo + 11T Fll o 119l o)
1 1 1 1 1
donde po, p3 € ]1,00[ v p1, p4 son tales que — + — = - = — + —.
pr P2 P P3 P4
Demostracion. Véase [28, Lemas A.11 y A.14]. O

Proposicién 1.29. Si f,g € S(R"), s > 1y r > 1, entonces ¢ = c(s,r,n) tal que

D%, Al < e (W1 Mglly + 1 lglli—y) -

11



Demostracion. Véase [49, Lema 1.1]. O

Proposicién 1.30 (Regla de Leibniz). Sean o € |0, 1], a1, a0 € [0, ] con o = o + ao.

Sean p,p1,p2, ¢, q2 € |1,00[ y ¢1 € |1, 00] tales que

111 111
p P11 P2 a9 @ G
Entonces
1Dz (fg) — fDgg — ngfHL’;L‘IT <C ||Dg1f||L§1LqT1 ||D$29||L§2L‘IT2 . (I.5)
Demostracion. [43, Lema 7.6]. O

Proposicién 1.31 (Regla de la cadena). Sea a € 10, 1]y p, ¢, p1,p2, g2 € |1, 00, ¢1 € |1, 0]

tales que
L1 1 1 1
p Pt P2 a9 @ 92
Entonces
|ID*F (f)HLgL‘IT <c|F (f)”LiquTl HDafHLZQLqTQ . (1.6)
Demostracion. [43, Lema 7.7]. O

Proposicién 1.32. Sea f € H" (R") para r > § + 1, entonces
[775 7 My T ey < CAV Lo
donde [s|, [t| <r —1y My es el operador de multiplicacién por f.

Demostracion. Véase [35, Lema 2.6]. O

Proposicién 1.33. Sean s,t € R tales que —s < ¢t < s.Si f € H*(R") y g € H' (R")

entonces

slis >
C U1 gge gl e > 1791

oIS 0|3

sis <

| fal

Hs+t—%

donde C' es una constante positiva que depende solamente s, t y n.

Demostracion. [32, Lema A.1]. O
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I.5. Semigrupos de operadores fuertemente continu-
0s

Definicién 1.34. Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados

sobre un espacio de Banach X es una familia {U (t)},5, tal que
(i) Vt>0:U(t) € L(X),

(73) U (0) =1, el operador identidad sobre X,

(131) Vs,t >0:U(s+t)=U(s)U (t), y

(iv) para cada x € X fijo, U () z : [0, +00] = X es continua.

Proposicién 1.35. Si {U (1)}, es un semigrupo sobre X, existen M > 1y w > 0 tales
que

VE >0 U ()]l poxy < Me,
Demostracion. [47, Teorema 2.2]. O
Cuando M =1y w = 0 el semigrupo se denomina de contracciones.

Definicién 1.36. El generador de un semigrupo {U (t)},5, sobre X es la aplicacion A :
Dom (A) C X — X definida por

t—0t

Dom (A) = {x € X: lim w existe}

Ax = 0fU (t)m!tzo

Proposicién 1.37. Si A es el generador del semigrupo {U (t)},-, sobre X, entonces para

todo x € Dom (A) tenemos que U (t) x € Dom (A) para todot >0,y
U (t)x =AU (t)x =U (t) Az .

Demostracion. [47, Teorema 2.4]. O
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Proposiciéon 1.38. Sean X e Y dos espacios de Banach. Si A :' Y € X — X es el

generador del semigrupo {U ()}, sobre X, entonces para todo ug € Y la funcién
w: [0, +o00] =Y,

definida por
u(t) = U (t) ug,

es la unica solucién del problema de Cauchy lineal

O (t) = Au(t), t>0

u (0) = up.
Ademas,
u € C ([0, +o0[,Y)NC* ([0, +o0o[, X).
Demostracion. [15, Teorema 3.2.1]. O

Definicién 1.39. Un operador A : Dom (A) C X — X se denomina m-disipativo en el

espacio de Banach X si
(1) VA > 0,Vu € Dom (A) : ||lu — Mul| > [|ully, ¥
(17) VA > 0,Vzr € X,3u € Dom (A) : u — NAu = z.

Proposicién 1.40 (Caracterizacién en espacios de Hilbert). A : Dom (A) € X — X es

m-disipativo en el espacio de Hilbert X si, y solo si
(i) Vu € Dom (A) : (Au,u) <0,y
(17) g > 0,Vz € X,3u € Dom (A) : u — NAu = z.
Demostracion. [15, Proposicién 2.2.6]. O

Proposicién 1.41 (Lumer-Phillips). El operador A : Dom (A) C X — X es generador
de un semigrupo de contracciones sobre X si y s6lo si A es m-disipativo y Dom (A) es

denso en X.

Demostracion. [15, Proposicién 2.2.6]. O
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Proposiciéon 1.42. Sean A el generador de un semigrupo fuertemente continuo de con-

tracciones, B un operador disipativo A -acotado, es decir, Dom(B) D Dom(A) y
|Bz|| < al|Az|| + B|lz]|  para z € Dom(A) (L.7)

donde 0 < a <1y S >0. Entonces A + B es el generador de un semigrupo fuertemente

continuo de contracciones.

Demostracion. [47, Corolario 3.3.3]. O

GRUPOS DE OPERADORES FUERTEMENTE CONTINUOS

Definicién 1.43. Un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios sobre un espacio

de Banach X es una familia {U (t)},. tal que
(1) Vte R: U (t) € L(X),
(2) U(0) =1, el operador identidad sobre X,
(B) Vs, t e R:U(s+t)=U(s)U(t), y
(4) para cada x € X fijo, U(-)x : R — X es continua.
(5) Vo € X, ¥t € R U (0)all = o]l

Definicién 1.44. El generador de un grupo de operadores unitarios {U (t)},.p sobre X

es la aplicacion A : Dom (A) C X — X definida por

t —
Dom (A) = {x € X: h’mM em’ste}

t—0
Az = 0,U (t) x|,_,

Proposicién 1.45. Si A : Dom(A) € X — X es un operador m—disipativo y anti-

simétrico en el espacio de Hilbert X, entonces A es antiadjunto en X.

Proposicion 1.46. Sean X e Y espacios de Hilbert. Si A:Y C X — X es un operador
m-disipativo y antiadjunto en X, entonces el semigrupo {U (t)},5, generado por A se
extiende a un grupo de operadores unitarios {U (t)},.p. Ademas, para todo ug € Y la
funcion

u:R—=Y

15



definida por

es la unica solucién del PVI lineal

Ou(t) =Au(t), teR
u (0) = up.

Ademas,

ueCR:Y)NCH(R: X).

Proposicién 1.47 (Teorema de Stone). El operador A es el generador de un Cy grupo de

operadores unitarios sobre un espacio de Hilbert H si y solamente si A es auto-adjunto.

Demostracion. [43, Teorema 4.1 |. O

1.6. Espacios de normas mixtas y propiedades

Sean 1 < p < co. El espacio de Banach L2LZ de clases de equivalencia de funciones
medibles f: R x [-T,T] — R tales que HfHLgL% < 00, donde
1/p

HN@@Z(A([iV@ﬁVﬁyMM) (L)

Cuando p = 00 0 ¢ = 00, usaremos las siguientes definiciones adaptadas de (1.8)

p 1/p
”fHLgL%O = (/R (t;lljl?ﬂ |f($,lf)]> d:L’) (1.9)

T 1/q
iz =5 ([ 1ptworar) (1.10)
zeR

-T

Si T = t, entonces (1.8) significa

p/q 1/p
||f||L§L‘g = </R </R|f($vt>|th) dl‘) .

A continuacién, unos resultados que seran utilizados en los capitulos siguientes.
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Proposicién 1.48. Sean f € L2LF y g € LLA, entonces fg € L2L% y

1Follass < 11z 190 (L11)
1F gl 2 e < 11 200 a0 19 20572 (L12)

HfQHLngs < HfHLngs HQHLgL;O (L13)
HngLiO/cher < ||f||L§L39 ||g||LgL1T0 (1.14)

Demostracion. Aplicando la definicién de norma mixta se tiene

T
||f9||igL2T = // I(fg)(:v,t)|2dt dx
:// (2, ) |g (z, )]* dt dx

< [ sw |sof / l9(a, ) dtda
R te[-T,T)] Y
T
< [ sw |fnfdesu [ gl
R -T

te[-T,T) zeR

2
T
_ /( sup |f<x,t>\> da-sup [ gl(w0) d
R \ te[-T.T] zeR J-T

2 2
= ||f||L§L%° HQHLgoL?T. .
con lo que se prueba (I.11).

Ahora probaremos la segunda desigualdad (1.12).

T
ol = [ ([ @R lgoRar) do

aplicando la desigualdad de Holder, se tiene

Folss < /R[(/Zu(x,tn?dt);-(/Z|g<x7t>|2dt)%] i

< (/R (/Z|f(x,t)20dt>édx>290- (/R (/Zg(x,t)idtfdx);o

2 2
1 F123720,50 191257

IA

Ahora probaremos la tercera desigualdad (I1.13).

2
oy < [ ( sup |f(x7t)||g(x,t)|> da
R

te|-T,T)

2 2
/( sup \f(x,t)|> ( sup \g(x,t)]) dx
R \te[-T,T] te[~T,T]

17
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entonces aplicando la desigualdad de Holder al segundo miembro se obtiene

1/2

4 4
1fgllzzre < /( sup If(af,t)|> dx /( sup Ig(x,t)|> da
R \ te[-T,T] R \ t€[-T,T]

2 2
< ”fHL%L%O HgHLngS :

1/2

Por ultimo demostramos la cuarta desigualdad (1.14).

’ (H)E® \®
19l 20000 = /R(/_T!fcc,t)\mrg<x,t>\1°dt) da
" OIONS
- /R (/—T (te?llqu] \f(x,t)]l()) lg(z, )" dt) dx
T (B)(E) \®
< /( sup |f(17,t)|10./ |9($7t)]10dt> dr
R \te[-T,T] _7

% T % 20
< ([ (e trora) ([ o) a
R \te[-T,T] -7

entonces aplicando la desigualdad de Holder se tiene

20y 1

o\ ” T
ol < ([ ( sup |f<x,t>|) / ( / |g<x,t>|“’dt)
©r R \t€[-T,T] R \J-T
9
o\ 2 T 20\ 204
< [ [{ s isn) / (/ |g<x,t>|10dt)
R \ te[-T.T] R \J_T

ol
Q|

Entonces para p = % yq= % se obtiene
Hfg”LiO/ngTO < ||f||LgL39 ||fg||LgL%p0 0

1.7. Otros resultados

Proposicién 1.49 (teorema de contraccién). Sean (X, d) un espacio métrico completo y

F : X — X una contraccién, entonces F' tiene solamente un punto fijo.

Demostracion. [4, Teorema 8.8]. O

18



Proposiciéon 1.50. Sean h € L' ([a,0]), h >0y f,g € C([a,b]) tales que

f(t)gg(t)+/th(7)f(7)d7, a<t<b

entonces
fe a0+ [ hereo] [heb] o asi<y

si g (t) = C' es constante se tiene en particular que

f(t) < Cexp [/ath(T)dT] L a<t<b

Demostracion. [15, Lema 4.2.1].
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Capitulo 11

Teoria local

II.1. Resultados principales

En este capitulo iniciamos el estudio del problema de valor inicial

Ou + O3u + 9, (uv?) = 0,
O + 03v + 9, (u*v) =0 (IL.1)
u(@,0)=¢(x), v(z0)=1y(),

donde v = w(z,t) y v = v(z,t) son funciones reales, (x,t) € Rx[0,400[ v ¢,1 son

funciones conocidas. Formalmente, el problema (II.1) se puede escribir en la forma

O (t) 4+ Aot (t) + F (@ (1)) 0yt (t) = 0

- (IL.1)
6(0) = o
- 2% 0 . v 2w -
donde @ = (u,v), Ay = , F(u) = Y o0 = (,9).
0 o 2uv  u?

El objetivo de este capitulo consiste en demostrar la buena formulacion local del prob-
lema de valor inicial asociado al sistema (II.1) es decir la existencia local de soluciones, su
unicidad y la dependencia continua de los datos iniciales del problema (II.1). EL teorema
I1.1 establece que el problema (II.1) estd bien formulado localmente bajo el supuesto de
que los datos inciales p, ¢ € H* (R) x H* (R) con s > 3. El segundo teorema I1.2 se refiere
al tiempo de existencia T del teorema II.1, el cual puede ser elegido independientemente

del orden del espacio de Sobolev H* (R).
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Teorema IL.1. Si ¢y = (p,0) € HSx H®, s > 3/2 | existen Ty = T, (Hq;o‘

,s) >0
HS$xHs

@ = (u,v) € C([0,Ty) : H* x H*)nC" ([0, T3] : H® x H*%),

Y

unica solucion real del problema de valor inicial (I1.1). Ademds, U@ depende continuamente
de (50 en el sentido que la aplicacion 5 — u es continua de H® x H® en el espacio

C([0,T,) : H* x H)NC* ([0, T,] : H3 x H*3).

Entre las conclusiones del teorema II.1 se tiene que el tiempo T, depende del orden
del espacio de Sobolev H?, lo cual no es una buena informacion si se va a probar la buena

formulacién global de (II.1). Sin embargo, el siguiente teorema mejora esta informacion.

Teorema 11.2. El tiempo de existencia de la solucion Ty del teorema II.1 puede ser

elegido independiente de s, en el siguiente sentido: si ggo € H" x H" conr > s, entonces

teC(Ry:H xH)NC' (Rf : H™3 x H™3).

Para las demostraciones de los teoremas II.1 y I1.2 se sigue las ideas del Teorema I del

articulo de Kato [35], adaptadas al problema (II.1).

11.2. Demostracion del teorema 1I1.1

Definimos el operador Ay por
Dom (Ag) = H* x H* =H*, s >0

A()U = (831)1, (921)2) s U= (Ul,?)g) .

Proposicion I1.3. El operador — Ay genera un grupo de operadores unitarios {(j (t)}
teR

sobre H* s > 0, y
Ut)v= (U (t)v,U (t) v)

para todo v = (v1,vy) € H* donde

—_—

U(t)v(€) = %0 () = e1T().
Ademés, la funcién U (+) gz? : Ry — H* es la tinica solucién del problema lineal

QU(t)+ A (t) =0, z€R, t>0
U (x,0) = b0 (x).
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Demostracion. La linealidad del operador —Aq y la densidad de su dominio son inmedi-
atas. Ademas, — A es anti-adjunto. Del teorema de Stone, proposicién 1.47, sigue que Ay

es el generador de un grupo de operadores unitarios sobre H?. 0

La proposicién anterior implica que el problema de valor inicial (II.1) se escribe en la

forma matricial

Oyt (t) + Aol (t) + F (@ (1)) 0,11 (1) = 0, t>0

~ (11.2)
@ (0) = ¢o
donde 4 = (u,v),
. v 2uv
F(u) = (I1.3)
2uv  u?
y ggo = (¢, ) .Para aplicar la teoria de Kato hacemos el cambio de variable
@) =U@#)v(t). (I1.4)

De este modo, al sustituir (I1.4) en el primer miembro de la ecuacién (I1.2) se tiene
) (U’ (1) U(t)) AT ()T () + F (U’ (1) m)) 0,0 ()7 (1)
= 0 (1) 0,7 (t) = AUl (1) 5 (1) + ATl ( (1) 0.0 (17 (1)
— 0t [ )F(ﬁ(t)ﬁ( ) ]
Por lo tanto se obtiene la ecuacién de evolucién cuasi-lineal para la incognita v,

QT+ A, T)T(t)=0

B (IL5)
v (0) = ¢07

donde
A TH) =0 (—t) F (U‘ (1) ﬁ(t)) 0,0 (1) (1L.6)
Acontinuacion verificaremos las hipotesis del teorema A.2, para el problema II.1 en el
espacio H® x H® con s > %
HipOTESIS (X)
Elegimos los espacios basicos
X=L* y Y=H (11.7)
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Sabemos que Y estd contenida densamente y continuamente en X .

Sean s > % un numero real fijo, definimos el operador S : H* — L2 por
Su = (JPuy, JPuy) para d = (uy,ug) € HE. (I1.8)
Proposicion I1.4. S € £(H?,1L?) es un isomorfismo isométrico.
Demostracion. Es obvio que S es un operador lineal y por la definicién de norma H?*
STl = [ TPwllzz + | FPusllze

2
Hs

2 2 -
= Nl + llualle = 14l

Entonces S : H® — 1L? es un isomorfismo lineal isométrico, asi existe S~ : Ran (S) C
L2 — H* operador inverso de S.

Adémas dado 7 = (vy,ve) € L? si definimos @ = S™'¢ = (J *vy, J *vy) tenemos
Si=5(S7'0) =70

y por la definicién de norma H?*

ISalE. = (15~ 7ll5 = [17° (7w 5 + 177 (7)1
= oillzz + lleallzz = 19117
Por lo tanto @ € H®. En consecuencia, S es un operador lineal sobreyectivo. 0

Esto prueba la hipdtesis (X).

HIPOTESIS (A.1)

Dado $e H®, sea R > H(E‘

un numero real fijo y consideremos la bola
HS

W = {@ € H* : ||

s < R}.

La siguiente proposicion es consecuencia del teorema de Perturbacién de Generadores,

proposicion 1.42

Proposicién I1.5. Para cada @/ € W el operador —A (¢, @) es el generador de un semi-

grupo de tipo (1,w) sobre L? que satisface
para todo w > C,R?, donde C; es una constante que no depende de 0.
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Demostracion. Por lo tanto sera suficiente probar (I1.9).

En efecto, para todo @ = (wy,wy) € Wy 0 = (v1,v2) € H® tenemos

(A (@) T, 7). = <z7 (—t) F ((7 (1) w) 0,0 (1)7, 17>
- <F (U () w> 0,0 () 7,0 (t) U>L2
= (F' (w1, w2) O (U1, 02) , (U1, 02))2

= (W30, + 201 WO, T2, 11 ) o + (201 W8,y + W20y, T2) 0 (11.10)

]LQ

]
=
g
Il
d
=
S
Qj
=
g
N
Il
=
Y
D
“
d
=
<y
Il

(U (t) v1,U () vg) = (v1,02) .
(I1.11)

Vamos a estimar cada sumando de (I1.10), por la definicién del producto interno en L?,

integracién por partes y la derivada de un producto, para el primer sumando de tenemos

(W350,01 + 2w, W0, 0s, ?71>L2
1

= 5 <ﬂj§7 ax%)f>L2 - <8:r (2&)/1@2@/1) 7752>L2
1 - ~ -~ ~ e A~ ~
=3 <8xw§,fff>L2 — (010,2W W2, Vg) 12 — (2W1 W20, V1, Vo) 12
1 - - - -~ ~ e A~ ~
= — (5 <0xwg,@?>L2 + <’U18;CQUJ1'UJ2, U2>L2 + <2’LU1’U)28IU1,’U2>L2) . (IIlQ)
Dado que s > %, por el lema de Sobolev, se tiene
1 - - _ -~ ~ e 4~ ~
E = 3 <8xwgﬂ7?>p + (010,201 Wy, V) 1> + (2W1W20,V1, Va) 1
L o ne 1o _ o
< 3 023 | oo 1011172 + [|0x 21 @a | oo [ (D1, D2) o]
+ [[201ws | e [(001, V2) 12
< Co||0:w3)| oy 01172 + Ci 10x201@a | o 101 2 (12l 2
+ (120103 | s 10501 ] 2 [[V2]] 2
- ~ 2 2
< Cs (||@3]] o + 1120102l 7o) (lloallzz + llv2llz2)
+ (121l o (o170 + vl 72) 5
Entonces
~ ~ 2 2
E < C (|3, + 1201@al s ) ([orll7 + [lvall7)
~ ~ )
< O ([|@3] 4o + 120102 o) 191l - (11.13)
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Usando la proposicion 1.24, se tiene

2 2
Hs SOSR7

@3 . = 1]

121 @ 7 < 2[00l N[l < CoR2.

Entonces, usando (I1.15) en (I1.13), tenemos
E= % (0W5,07) 4 (V10:2W1Wa, Vo) 12 + (201 W20, 01, Va) 2 < CoR? 177
entonces (I1.16) en (11.12) y la desigualdad ||7])?, < ||&]|%:, implican
(@20,0) + 200,52, T1 ), > —CR? |77
En forma similar, para el segundo sumando de (I1.10) tenemos

2 2
Hs SCSR )

@3 e < N

que implican

(201 @20,1 + W00, 2, > —CR2 |77 -

Usando (I1.17) y (I1.19) en (I1.10)
(A (43) 5. 8),0 > —2C, R [7]% > —w %
donde w > 2C,R? = C,R?, entonces

<_A <t7 117) v — WU7 ?7>]L2 = - <A (tv U_j) ?77 77>L2 — W H6Hi2 < 0

(I1.14)

(IL.15)

(11.16)

(IL.17)

(I1.18)

(I1.19)

Si probamos (IL.9), se concluye que —A (¢, W) — wl es disipativo siempre que w > C R?,

ademds el operador wl es el generador de un semigrupo de tipo (1,w). En consecuncia,

por el teorema de perturbacién de generadores (proposicién 1.42) el operador — A (¢, W)

es el generador de un semigrupo de tipo (1, w).

La proposicién I1.5 verifica la hipotesis (A.1).
HIPOTESIS (A.2)
Si W = (wy,wqe) € Wy U= (v1,v9) € H® definimos el operador lineal
B (t, )7 =[S : A(t,w)] S v
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pero,

1S: AW @]G = U(—t) [S:F(U(t)u?)]amﬁ(t)ﬁ

N [JS : @%] [JS : 27:0\/1{1\)/2] N
= U(-t) U (t) 0.0
[JS : 2{171,@2] [JS : @%]
implica que
N [Js . 2,173] [Js . 2’&51&52] N
B(t,w)v = U(—t) U(t)S™o,v
[JS . 2@1,’&72] [JS . Uﬂj/%]

[JS : ’&53] J‘S&,jﬁl + [JS : 27151, {172] J_samfﬁg

= (I1.21)
[JS . 2@1@2] J‘Sﬁzﬁl —+ [JS : @%] J‘Sﬁz'ﬁg
Proposiciéon I1.6. Para cada w € Wy v € H® se cumple
SA(t,w) S~ = A(t, @) + B (t,0) (11.22)

y para algun Ag > 0 se cumple que
1B (¢, @)l| g2y < CsB* = Ap.
Demostracion. Observese que 11.20 implica 11.22 la igualdad (I1.21) implica

IB(t, @) 5. < ||[J°: @3] J°0u01|,s + [|[J° 1 20105] T*0, 02|,

+ ||[[J° 2 2w1@s) T°0,01 |, + ||[J° @] T00uT2 |

Usando el estimado del conmutador, proposicion 1.27, y propiedades de la norma en H?,

tenemos
[ @) 0l < Clondlye 1075
< C’HUJ% e 117701 s
< Cllas| . il 2 s
del mismo modo,
||L]8321E1’LAU/2]J_88IQNJQHL2 S C(||21’51@2|HS U2HL2’
|HJ52211)/11,172]J_883;@/1HL2 S C1||2'{517:52|H5 U1||L2’
[ @t] T2, < C @], lealle -
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Por lo tanto, con los estimados (I1.14), (I1.15) y (II.18) obtenemos,

1B (t, @) ¥l < C (||@3]

o T 120002l o) floall 2

+ C (l201@s |y + ||@7F]

Hs) H,UQHL2

< CSR2 HUl”Lz + CSR2 HU2HL2

< CoR? [[9]].- -

En consecuencia,

B (t’IB)Hg(L?) < C.R?* = Xp. []

Esta proposicién demuestra la primera parte de la hipétesis (A.2) . Probaremos ahora la

segunda parte.

Proposicién I1.7. Existe pup > 0 tal que para todo ¢ € [0, 7] se cumple

|B (t, 1) — B (t,42) 1.2y < ppl|iy —

HS
para cada wy, Wy € W.

Demostracion. Por 11.20 y (I1.21) y la identidad [A: B — C] = [A: B] — [A : C] tene-mos

—

B () — B (t, @) 7 = U () [5 L F <U (t) wl) _F (U‘ (t) wz)] 0,0 (t) S~17.
Ahora, si ¥ € Dom (B (t,w)) con w = (wy,21) y We = (ws, 22), entonces por (1.4)

| B (¢,4h) T — B (t,wa) ]|
- H [S, F (U (t) wl) _F (17 (t) @)} S19,0 (1) &

S || [Js . /5% - :Zg] Jﬁsamf’l\jl”LQ + H[Js : 2@151 — 2@2,52] stazﬁ'lleLQ

]L2

-+ H[JS : 2’&)/1,51 - 2@222] J758I§2}|L2 + || [JS : ?/171 - ’L/l\)g] J*S&E@HLQ

< O3 = 2|, 101l 12 + C 128121 — 2022|771 12
+ C||20121 — 2W2% | s |02l 2 + C ||@] — @3 | ;. 1102 12
Luego,
| B (t, @) T — B (t, ) Tl . < C (|7 — 25| 5. + 2[|0171 — ozl o) 17|12

+C (2|7 — T3]

yo) 1902 - (11.23)

~32 ~2
ps + || @7 — @5
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Estimando cada una de las normas en (I1.23), teniendo en cuenta que todo elemento

W € W esta acotado por el radio de la bola, es decir ||@]|g. < R, obtenemos

128 =2 < 120 = Z2llge (Z e + 12201 )
<z = 2l e (2l s + 22l )
< 2R||z1 — 2|y < 2R ||Wh — Wo|ys ,
Similarmente tenemos
|@? — @3] . < 2R||W) — Wal|y. .
También,
lwizi — waza|l e < |21 — 22l s Wil e + |1 — Wo|| g [|22]] s
S R HEI — 52| Hs + R H{El - ﬁj2| Hs

< 2R || — Wa[g. -
Reemplazando (11.24), (I1.25) y (I1.26) en (I1.23) obtenemos
(B (t, @) = B (t,2)) V|2 < 12CR ||y — @ s |92
que implica

1B (t,d) = B (t, W) g2y < 12C:R ||y —

Hs S UB |’wl - 1172| Hs

donde pup = 12CR.

Las proposiciones 1.6 y 11.7 demuestra la hipotesis (A.2).

HIPOTESIS (A.3)

(11.24)

(I1.25)

(I1.26)

Proposicién I1.8. Para todo @ € W, H* C Dom (A (t,w)), A (t,w) es un operador lineal

de H* en .2 . Para cada w € W,t € [0,T] el operador A (¢,) es fuertemene continua y

existe uyg > 0 tal que

|A(t, @) — A <t7w2)||£(HS,L2) < pa || W) — Wa |

para cada wy,ws € W.
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Demostracion. Desde que s > % es facil ver que
H* C Dom (A (t,7)) = {Ue L2 0 (—t) F (17 (1) w) 0,0 ()7 e L?}
para cada @ € W. También, para @ = (wy,we) € Wy ¥ = (v1,v2) € H®, tenemos

A (@) T = Hﬁ(-t)F(ﬁ(t)@) 0,0 (1) 7

]L2

— HF (U(t) w) 0.0 (t)v]

IN

[@30,01| 5 + 11201 @20, 0| 2 + |21 @20, 01| 2 + || @20,

IN

@3 oo 1050111 2 + 2 @018 oo (10201 2 + [|0aTal2)

+ ([ @7 e 10221

e O P P e P Y P e 4
< CR? [orll e + 2GR (Jonll e + w2l ) + CoR? a1
< 3R (||vr]l s + w2l gs)

entonces por (I11.14), (I1.15) y (I1.18) obtenemos,
1A (£, @) Tl < 3CR? ([vall e + N2l o) < A(R) (|95

Luego
sup [|A(t, @) V]| < sup A(R) 7]

N19]lzs =1 l19]]gzs =1

Hs S)‘(R>7

y por tanto A (¢,1) es un operador lineal acotado de H* en 2.
Ademas, si Wy, Wy € W con Wy = (wy,21) y Wy = (we, 22), entonces para 0 = (vq,v3) €

H* de II.6 se tiene

—

A (t, 1) T — A (¢, 1) 6|, = H (F (U (1) wl) _F (U (1) @)) 0,0 (1) 7

]LQ

= [|(Z = 22) 0:01 + (20171 — 2w Z) al"ﬁ?HLQ
+ || (2w1 71 — 2w %) Oy 01 + (W — W3) B[
Procediendo como en las deducciones de (11.23), (I11.24), (11.25) y (I1.26), obtenemos

A (t,) T — A(t, W) U] < ||2 — 75

pro—1 10201 || o1 + 2 [[w1Z1 — WaZa | go-s [|0xVa | o

+ 2 H@lzl — 1,1\}/222| Hs—1 Hax:bll‘ Hs—1

~2 ~2
+ || @} — a3

sro-1 10202]| o

< 6C,R ||, — 1|

Vo

< CyR || — Wol|gs [|7]| -
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Por lo tanto,
[A(E, W) — A (¢ W) || ps p2) < pra ([ W — W2l

donde pg = CsR. U

La desigualdad conseguida anteriormente muestra que la aplicacién t — A (t,0) es

fuertemente continua y por lo tanto la hipétesis (A.3) queda verificada.
HIPOTESIS (A.4)

Se satisface trivialmente desde que el centro de W es 0.

11.3. Demostracion del teorema 11.2

Sabemos que la transformacién (I1.4) transforma (I1.1) en el problema de valor inicial

cuasi-lineal

{ 0,5 (1) + A(t,7 (1) 7(t) =0
7(0) = do,
donde F (@ (t)) y A(t,7(t)) = U (—t) F (i@ (t)) 8,U (t) se han definido en (I1.3) y (IL6) y,
respectivamente.
Si
Z(t) = 0,0 (t) + U (—t) F (@ (t)) 9, (t)
entonces

PZ(t) = 0,0°0(t)+ U (—t) 02F (i (t)) Oy (¢)
12U (—t) 0, F (@ (t)) O*@ (t) + U (—t) F (

]
~
~
N——
N——
(o))

w
)
o
~
N——

—

Usando (I1.4) sustituimos @ (¢) por U (t) ¥ (t)

022 (t) = 0,020 (t) + U (—t) 9*F (7 (1)) B, (ﬁ (1) 17(75))



Entonces, escribiendo @ (t) = 00 (t) se tiene

PZ(t) = 0 (t)+ U (—t) F (@ (1)) 8, (t) + 20U (—t) 0, F (@ () U (£) @ (t)
+U (—t) 02F (@ (t)) 8, (1)

T

= QW)+ AT () +B @)@ (t)—G({t)

donde
A() =T (=) F (@ (1) U (t) Os,
B(t) =20 (—t) 8, F (@ (t)) U (t), (11.27)
G (t) = —U (=t) O2F (u(t)) 0:i (1),

Ademas,

2090, V- 2010, U9 + 2050, 0
&EF ([L’(t)) _ V20, V2 V102V2 V20, V1 )

2010,V + 200,01 2010,
0 2090, 11 N 2090,09 2010,V
2090,01 2010, 2010,09 0

0 2 Uy 20U
- o + 2 e,
20, 20, 2%, 0
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= 0, (D1F (@) 0,v1) + 0, (Do F (1) 0,02)
0 20,09
= 8U1+DF( )8vl+
20,09 20,01

20,09 20,0,
20,0, 0

0,y + Do F (if) 020,

(0,02)° + Do F (1) 0%,

., 02\, . _ o
= (@ Ul) +2 0 V20,01 + D1 I (u) aazvl
0
+
0

2
0
= Dy F (@) (9, Ul) + 2D, F (@) 0,010,05 + Doo F () (8,05)°
Considerando que 8%2’ (t) = 6, obtenemos la ecuacién semilineal
Ol (1) + A (8) W (t) + B ()@ (t) = G (t). (11.30)
Nuestro objetivo ahora es resolver la ecuacién semilineal (I1.30) en espacios adecuados.

Proposicién I1.9. Sean s > 2, —s <h<s—2, k| <s—1,k>h+1y S:H — H" el

isomorfismo isométrico definido por S = (J k=h J k*h). Entonces,
(1) El operador —A (t) genera un semigrupo de tipo Cj tal que
HG_SA(t)”L(Hh) < e’
para todo s € [0, +o0].
(2) Existe @ (-) es fuertemente continua de [0, 7] a £ (H") tal que
SAB)ST=A1)+Q(1).

(3) H* C Dom (A (t)) para 0 <t < T y t + A(t) es fuertemente continua de [0,7] a
L (H* H").
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Demostracion.

(1) Por la definicién de A (t) en (I1.27) e integracion por partes se tiene

(A @) (), () = (%0 (=) F (@ (0)U (1) (1), (1)
= —(F(u@) U ) d (), 0:U (£) @ (£)) g
= — (u3U () wy (t) 4 2uquaU () wa (), 0:U (t) wy (t)) 0
- <2u1uzv< Y (1) + ufU (F) ws (1), 0.U (£) ws (1)) 1
— ((u3U ( ) 0:U (t)wi () i + (QuauaU () wi (t), 0.U () wo () grn )
- (<2U1U2U( Jws (), 0.U () wi (1)) g + (uilU (t)ws (1), .U (8) w2 (1)) ;)

Como J*(fg) =[J*: flg+ fJ*g tenemos

(A(t) @ (t), 0 (t —(u3J"U ( (t), J"0,U () wi (1)),
<2U1U2J U (t)ws (t), J"0,U (t >L2
— ([ 3] U @) wi (t), 0.0 >L2
<[ 2u1uQ] (t)wq (t), 0y JhU >L2
<2U1U2Jh ( ) Jha U >L2
~ (27 (1), J'0,U (¢ >L2
—([J" 2u1u2] () ws (t),0:0"U (t)wy (1)), -
—{([J" ] U () ws (t),0,J"U >L2. (I1.31)
Si
I = (u3J"U (t)wy (t), J"0:U (t)wy (),
+ (Ul J"U (t)wy (), J*0,U (t) wa (1)),
y

11 = (0, [2uguy - J*U (£) ws (1)) , T"U (£) wn (1)),
+ (0, [2urug - J"U () wi (1)], J"U (t) w2 (1)),
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la identidad (fJ"g,d,J"g) , = —1 <ax f, (Jhg)2>L2 v la desigualdad de Cauchy-
Schwarz implican

2 < (0, (), (U B w (1)”) |+ (0 (), (U B wz (1))
00 (@) l| o 170 (8 w1 ()] 2+ 1102 () ] o 1770 (2 02 ()]

IN

IT < |0, [2uaug - J"U () wa (0] || oo |70 () wr ()]
+ H@x [2u1u2 - JMU () wy (t)] ||Loo HJhU (t) we (t)HL2 )

Asi, por el Lema de Sobolev resulta

1

IN

1
102 () [| o llwr )17 + 5 100 (ud) || s Mz (N
2

1
2
1
= (13l e + 13l e) (lewn W3 + s (E)]3)
2

IN

I < |00 (2uus - U (#)ws () || yoes 101 ()] gn

+ 105 (2uruz - J*U (8) wy (8))]] yas w2 (E) || 0

IN

[2urtal s [lwr (@) gn llwa (O] g+ [12urwz]| s [lwr @) o l[wz @] o -

< A lurus] s (Jwn (Ol + wz ()]5n) -
Por lo tanto,
I+ 11 < C(||ud]|,y. + 212wl g + |[ud]] ) 10 ()]l - (11.32)
Ademés, integracién por partes y la identidad
" flg= [T g = [T f] (T'9)
implican

([J' a3 U (t)w (t), 0. J"U (8) wy (1)),
= — (0, [J" w3 U (@) wi (), J"U (t)wi (t))

L2

= —([J" W3] U@ wy (t) = [J":u3]) J'U @) wr (), J"U (t)wy (1)),
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Entonces, por la desigualdad triangular y la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

([T u3] U (8w (1), 0.0"U (#)wi (1)) .|
< ]<[Jh+1 uz] U (t)w (t) JhU(t)wl () .|
+KUL@} MU (8w (1)) ]
<[/ u3]U HL2 [7°0 (&) w1 (B)]] 2
+ [t ui] " O g2 17U @) wr (D] 12
<7 3] U (@) wn () HLz lwr (@) gn
+[|[7": ud] wi ()] 2 lwr ()] gn

Usando la proposicién 1.32 con |h| < s — 1, tenemos

[T @3] U () wy (8)]] o s ()] o
= ||[J" s wd] TIMU () wr ()] o llws ()] g
<[ us] T2 |70 () wr ()] o s ()]

< C 10 (15) | gacs l1wr ()1

y
[[J*: ud] J*U (&) wi (8)]] o llwn ()]
< C0s (u3) || ous (|70 () w1 ()] 2 1w (8)]] g
< C[Ju3]| o llws (07 -
Entonces

[([T": wd] U () wi (), 8:"U (8) wi (1)) 1] < O || o llwr ()17

< C || . 15 (£) ]300 - (11.33)

Del mismo modo

([T, 2urus] U (£) ws (£), 0, T"U (£ wy (8)) 2] < C'l|2urua] o 16 ()] 20, (T1.34)

([T 2uru] U (8) i (£) 07" (8) w2 (1)) ] < C 201w e |45 (1) 2 (IL35)

([T ] U (0w (6)., 70U (1) wa (1)) ] < C o 10 ()3 (1136)
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Por lo tanto, de (I1.31) y (I1.32) a (I1.36) sigue
(AW T (), T () = ~C (2|3 . + 3 12uswall e + 2 ||| ) 1D (8) Iz -
Como 2||u3]| . + 3 [|urta - + 2 [[uill o < 7|1, resulta que
(A )@ (), @ () > —C [l 10 (1) e
dondeC’>0,32%y\h\§s—1‘
(2) Debemos demostrar que
Q) =I[S:A[M)]S™
es un operador acotado en L (Hh) Pero,
[+ A()] S~ (¢)
= U (=t)8,[S: F (@)U (t) S~ @ (t)
O, [S: F(a(t)]S™'U (t) @ (t)
B Op [J¥hud] 0, [JF: 2ugus) JRU () wy (1)
O [JF71: 2ugus] 0, [Tl JVRU () ws (t)
o [T TR () wn (8) + Oy [TE 2uus] TTRIMU () wa (1)
0y [J5 2uyup] J7RINU (8 wy (£) + 0y [T 2 w2] TR () wy (8) )
entonces

Q)& (g = ||0:[S: F (@(8))].S7U (1) @ (¢)
< (||Jh+1[th }J TR (£) wy

HA
(Ol 2

+ HJthl [Jk*h : 2uﬂb2] JETMU () we (t)”L?)

+ (|| I [T 2w JTRIU () wy (1)) L

+ || [T Gl TR () we (1)) L) -

La proposiciéon 1.32 con s = h+ 1, t =k y r = s, implica
1Q (8 & (Dl < 1|9 () ]| o |
110 F @) gacs |70 (8 2 (1) HL? 1100 2y s [T (1)

(192 (@) || gt [0 @) w2 ()]
< 8C [|gz- 17 (1)l

!Jh 1)

M 2
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donde |h+ 1], |k < s—1.

3) Sea w = (wy,ws) en HF, entonces
(3) : ,

[AQ@) Dllgn = [0 (F(@(t)) U (t) @ (—t) F (u(t) U
= |0 (WU () wy (t) + 2uyusU (£) wa ()| 0 +
10z (2uru2)U () wy (£) +uiU (£) wy (£))]] 4
< ([Ju3U (@) wi ()] o + N12urual (8) ws (8)]] 6) +
(HQumU(t) 1 (Ol + {110 () w2 (@) )
< C([Ju3]| o 1T @) wr @)l e + 12urul g U () w
+C (2wrus s U (@) wi (@)l e + [|ud | . 10 (8) w
donde usamos la proposicién 1.33. Por lo tanto,
1A @) @l < C ([[u3] o + 2112002l + [[ui]]) 17 Ol < ClIT Ol

2 (8)|l17+)
2 (t)] )

o 17 ()|

asi A(t) € L (Hk , Hh) para cada t € [0, T;]. De la misma forma se demuestra que

[A (1) @ = A (1) Zgn < Clla () llggo ([0 (E) = Z[| g -

]

Por lo tanto, segtin el teorema A.1, la familia {A ()}, |, 1) tiene un tinico operador de

evolucién {U (¢, )}(t mea asociado a los espacios H" y H* en si mismo, con —s < r <

s — 1.

Proposicién 11.10. Si s > 2, —s < h < s—2, |k| < s—1y k > h+ 1, entonces

27

B (t) € £ (H", H*) es un operador continuo en t € [0,73] y G € C ([0, T}] :

H* ).

Demostracidn. Mostraremos que B (t) € £ (H", H*). Si t € [0,T;] y @ € H", entonces por

la definicion de B (t) en (I1.27) y la desigualdad triangular

IB () @il = 2 || U (—) (0. F (@) U () || =2

HF

= 2|/(D\F (@) 8,01 + DoF () 8,u0) U (1) w‘

< 2|[(DyF (@) 8,uy) U (t) @ .

donde las derivadas estan definidas por

0 2U2

D\ F (u) = y Dy F (u

2u2 2u1
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(0.F (@) U (t)

HE

() Dpus) U () L (wan)
2us 2u

2 (IL38)
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Estimando el primer sumando

H (DLF (@) 8yu1) U (1) w‘ .
0 2U2 -
2U2 2’LL1

Hk

S 2 ||u2| Hs—1 ||azu1| Hs—1 ng‘ Hs—1 + 2 ||U2| Hs—1 ||a:pu1’ Hs—1 HU)1| Hs—1
+ 2 Jua]| grar [[Ozua | e [0zl oms
2
< 2Jugl s Jun |l s w2l gy + 2 [Jull s [l s lwill s 4 2 [Jull s lwz ]l g
2
< 2 [Jug| o Junll s (Nlwall o + 1w ll o) + 2 a5 lwall g (I1.39)
y el segundo sumando
H (Do F (@) 8yu2) U (2) w( .

2u2 2U1 — 5
< Opus | U (t) W

2U1 0

HE

< 2 |[ug]

B T 1 8 T -

10z us|

HS

+ 2w [

Hs—1

wsll,, (lenll,, + llwsll,,, ) (I1.40)

Hs—1 Hs—1

2
< 2Muall,,, llwill,,, + 2 lual

HS

Por lo tanto, de (I1.37), (I1.39) y (I1.40) resulta

IBO @l < 2|[(DiF @) ) U (O +2|[(DaF (@) da2) U (1)@

"
< 4 |ugl Hs | Hs ([Jws] gs + [|wn| Hs) + 4 JJuq | ?{s wy| s
4 a2, lhwnll,, + 4l ool (ol + il )
< 12 il 1]
< O |l

donde C, = 12 ||i||%., entonces Ran (B (t)) C H*.

38



Ademés, si 7 € [0,T;] como

B)W— B(r)@ = 2U (—t)0,F (@)U (t) @ — U (—7) 8,F (@ (7)) U (7) @

entonces

1B () @ — B (7) Wl g

HF

42 Hﬁ (t—7) [ﬁ (= 20) 8,F (@ (1)) U (1)@ — U (—t) 8, F (@ () U () w}

HE

(I1.41)

< Gl (8) = @ (7)o [l g

Ut—r) [17 (7= 2t) 0, F (i (7)) U (t) i — U (—t) 0, F (ii (7)) U (7) w]

<O
Por lo tanto, en (I1.41) obtenemos
1B (t)@ — B (r) @l < C (I@(2) = @(7) g + e 7) 10|z

de donde se concluye que B (t) € £ (H", H*).
Demostremos que G € C ([0, T,] : H*~!). Dado ¢ € [0, T, tenemos

G Ols = [ -0 (-0 2P (@ (1)) 0sii (1)

Hs—1

= ||02F (i (£)) Ot (t)]| o

pues

BF(E(6) B (0) — (ax (4113 Dy Dot + (D,2u1) (Dyuz) )

(0r2us) (8xu1)2 + 0, (4uy) Opuy Opus
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Luego, (I1.38) implica

G () llgsr < N0 ()| ggos Nl Nzl e + 10020 ]| o w2l
+ [10a2u2| o 1l + 102 (4un)l| g Nl o lluzll e
< vl o il o vzl g + 1120a]] e [lualls
+ 112l o Ml lls + 140l g llwall o Nzl s
< 4 3o lunll o + 2 1|l o [l s
+ 2 [Juall s 17 + 4 llualls 2l e

-2
< 12|l -

Por lo tanto, Ran (G (t)) C H".

Ademés, si 7 € [0,T}] se tiene

1G () = G (Dllgers = [T (=0) 02F (i (1)) 01 (#) — U (=7) 62F (i (7)) 0 (+)

Hs—1

< |0 -0 [o2F @) - 62 @ (o)) o (1)

+ [Tt -7) [(7 (1 —2t) O2F (@ (7)) 0,0 (t) — U (—t) 82F (@ (1)) a@(ﬂ} H

< ||[2F (@ (t)) — O2F (@ (7))] 02l ()] o
n HU(T _20)O2F (@ (7)) Buii (t) — U (—t) agF(ﬁ(T))axa(T)H L (I142)

Hs—1

Estimando el primer sumando de (11.42),

H [8§F (i (t)) — O*F (u (T))} (i%ﬂ(t)HHS,1 < 2|0y [2ug () — 2us (7)] Opur Opuis || grs—1
110z 21 (8) = 2 (7)) (Ogtu2)” || s + (|0 [202 () = 2ua (7)] (Br)*|| -

+ 2 ”ax [2'&1 (t) — 2U1 (T)] azulaIUQHHs,l
Por lo tanto,

[[O5F (@ (1)) — O2F (i (7))] 0ptd () || g < C (N () llggs » 110 (7)) 17 () — @ (7) [ -
(11.43)
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Estimando el segundo sumando de (I1.42) obtenemos

|0t =) [0 (7= 20)62F (@ (7)) 6uit (1) = T (=) 62F (i (7)) s (7)]|

HF

0 (~20) [0 (r) 62 (i (7)) 0. (¢) — U (1) 02F (1 () 0, (7)]|

< 6o.1|1‘,77'|

<t (|0 @ aze o], + |00 ar @ oam|)

< eI (||02F (@ (7)) 0, (1) || + [|02F (i (7)) 0,0 (7)) e

< O || g - (I1.44)
Usando (I1.43) y (I1.44) en (I1.42), resulta

G () = G (7)

e+ Cewlt—rl ||ﬁ||Hk ’

gt SC([E@) g,

| (7)

@ (t) —a(r)

e

lo que concluye la demostracion de la proposicion. O

Observamos que en las proposiciones I1.9 y 11.10 podemos considerar X = H*3 y
Y = H*2, con {U (t,s)} representando el operador de evolucién asociado a X e Y, y
verificar que cualquier solucién  (¢) de la ecuacion lineal (I1.30) también serd solucién de

la ecuacién integral
t
@) = U0 T + [ Uen)-B)@ () +Gr)dr (I1.45)
0
en la clase C ([0, Ty] : H*=2), con @ (0) = (0?¢,0%p) € H¥ y s’ > 5. En efecto,

%U(t,T)w(T) = Ut,)A@) (1) +U(t7)
= U(t,7)[-B ()@ (r)+ G (1)

Integrando desde 0 hasta t obtenemos (I1.45) . Por lo tanto, si aseguramos la unicidad

para a ecuacién integral (I1.45), tendremos
W (t) = U () (t) = (U (t) 0%ur, U (t) 02us)

como la unica solucién de la ecuacion integral en la clase C ([0, Ty Hs'*Q).
La siguiente proposicién, como @ (0) = (924, 9?1)), asegura la existencia y unicidad de

solucién de la ecuacién integral (I1.45) en la clase C ([0, 7] : H*~2), de forma que
@ () = (U (t) 0%uy, U (t) 0%up) € C ([0, 7] HH) ,
es decir, u € C ([0, Ts] Hsl) lo que completa la demostracion del teorema I1.2 .
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Proposicién I1.11. Existe solamente una solucién de la ecuacion integral (I1.45) en la
clase C ([0, Ts] : Y') donde U (t,7) es el operador de evolucién asociado a los espacios X e

Y definidos en la proposicién I11.9 con @ (0) € Y.
Demostracion. Consideremos la aplicacién
©:C(0,T]:Y) — C([0,T] : Y)
definida por
S (1) = U (1, 0) 7 (0) + /O U () B (1) @ (r) + G ()] dr (11.46)
donde en C ([0, 7] : Y') definimos la métrica

d(w,7) = sup || (t) = Z(t)]]y -
0<t<T,

Por la proposicién I1.10 podemos afirmar que la aplicacién ® esta bien definida, pues

k <s—1. Ademas,

[P (t) — 22 (0)]ly = /OU(L‘,T)B(T) [@ (1) = Z(7)] d7

Y

t
< [ B @ @) - 2@l dr
0
t
< cet [ i) -2y dr
0
< T,0.d(d,%). (11.47)
Luego @ es continua y
d (@0, 87) < T,C,d (i, 2) (I1.48)

Usando (I1.46) y (I1.47) por induccién matemadtica fuerte se prueba que

™Cc?
d (", d"2) < ' *d (W, 2),
n!
para todo n € N. En efecto,
[@" 1l (1) — 2" Z(t)]|, = [ (Pw (t) — " (22 (1))]y
TTL n
< % (P, ©2)
n!
Tn+1Cn+1
< TCo———d (W, 2).

n!
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contraccion. Por lo tanto, el teorema de contraccién 1.49 implica que ® tiene un tnico

punto fijo w e C([0,T,] : Y) y

Entonces, si ng es suficientemente grande, < 1, asi la aplicacion ®™ serd una

@ (t) = U (£,0) (0) + /0 U(t7) =B ()@ (1) + G ()] dr. (11.49)

Puesto que  es continua, el segundo miembro de (I1.49) es diferenciable. De esto, W es
diferenciable y su derivada, obtenida de (11.49), satisface (I1.30). Asi, @ es una solucién
del problema de valor inicial (I1.30) . Puesto que toda solucién de (I1.30) también es una

solucién de (I1.45), la solucién de (I1.30) es tnica. O

Ahora, basta observar que si s < s’ < s+ 1 entonces podemos considerar Y = H* 2

en la proposicion I1.11.
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Capitulo III

Teoria global y comportamiento

asintotico

II1.1. Resultados principales

En este capitulo mostraremos que el problema de valor inicial para el sistema AKNS

Opu + O3u + v20,u + 2uvd,v = 0
O + O3v + 2uvd,u + u*d,v =0, z,t€R (IIL.1)
U(SE,O) = 90(33)’ U(Ivo) :L/J(ZB),

es globalmente bien formulado en H*® (R) si s > 2, y ademds estudiaremos el compor-

tamiento asintético de la solucién del sistema en (I11.1).
Como fue demostrado en el teorema II.1, el problema (III.1) es localmente bien for-
mulado en H* (R) si s > 3/2, es decir, existe Ty, = T(|| ¢o ||goxms,s) > 0 y una tnica

a € C([0,Ts] : HS x H*) N C* ([0, T] : H=2 x H*™3) solucién real del problema (III.1)

que depende continuamente de ggo.
Teniendo en cuenta el teorema II.2, el resultado de existencia de solucion global
serd consecuencia del “principio de extension” [27, pagina 269] vy del siguiente “esti-

mado a priori” para la solucién del problema (I11.1).

Teorema II1.1. Sea @ = (u,v) la solucion local del sistema (I111.1) con la condicion inicial

—

oo = (¢,0) € H* x H® con s > 3

5, obtenida del teorema II.1. Entonces para cualquier s



con s > 2,

T
sup [ () ey < o] e (C/ w () dr> (111.2)
] HsxHs 0

tel0,T

donde
U (1) = |vll g 1020l oo + 100l oo [[0]] oo + NNttl] oo 1020 oo + [utl] oo 1020l o - (TIL.3)

De esta forma, para datos pequenos tenemos el resultado principal del capitulo.

Teorema II1.2. Sea @ = (u,v) la solucion local del problema de valor inicial (II1.1) y
condicién inicial ¢ = (¢,v) € HE NHE, s > 2, obtenida del teorema II.1. Si existe § > 0

tal que

¢

. ng?’ <0 (I11.4)

entonces el problema de valor inicial (I11.1) tiene una solucion global tinica
€ C([0,400] : H*) x C ([0, +o00[ : H?)

satisfaciendo

sup (14 1) |17 (1) g, < +oc.
t€[0,400] o

Para la demostracion de los teoremas III.1 y II1.2 adaptamos al problema (IIL.1) las

ideas de los teoremas 2.4 y 3.2 de [6], respectivamente..

I11.2. Demostracion del teorema I11.1

Probemos (II1.2) usando los resultados sobre conmutadores de la proposicién 1.28.

Tenemos que

50T Ol geses = 30 (lu (Ol + o O15)
(w(t),0m (t) ys + (v (t), 0w (1)) s
= (Jou(t), J°0mu (t)) 2 + (J°v (t), J°O (1)) o - (IT1.5)

Aplicando el operador J® a las ecuaciones del sistema (II1.1), tenemos

OpJ*u + B Ju+ J* (vV20,u) + 2J° (uvd,v) = 0
Oy Jv + 02T + 2J° (wvd,u) + J* (u*d,v) = 0.
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Entonces, la identidad J* (fg) = [J° : f] g + fJ°g implica que

Oy J5u + O3 J5u + [J* 1 v?] Dpu + 020, (J3u) + 2[J* : uv] Opv + 2uvd, (J5v) = 0
OpJov + 02T + 2[J* : wv] Dpu + 2uvd, (J5u) + [J* : u?] Opv + u?0, (J5v) =0

Asi, para cada sumando de II1.5 se tiene

(Jou, J°O0w) ;» = (J°u,0:J%u) o
= —(Ju,0}]u),, — (J°u, [J* 1 0*] Qpu),, — (J°u, 0?0, (J°u)),,

—2(J%u, [J® 1 wv] 00) ;2 — 2 (JPu, w0, (J°0)) ;2 (I11.6)
y de forma similar
(Jou, O, = —(J0,00J%0) , —2(J*0, [J* : uwv] Byu) 2 — 2 (J*v, uvdy (J°u)) -
—(Jv, [J°: u?] Opv) , — (S0, 1020, (J°0)) (II1.7)

Sustituyendo (I11.6) y (II1.7) en (II1.5), teniendo en cuenta la propiedad de integracién

por partes
<J5u, 8;0’J5u>L2 =0 y <Jsv,8;°’J5v>L2 =0
obtenemos
0, 1T ) ppe = — (Jou, [J° - 0] Opu) , — (JPu, 0?0, (J°u))

=2 (J%u, [J* 1 wv] 00) 12 — 2 (JPu, w0, (J70)) 2
=2 (J%v, [J* s wv] Opu) o — 2 (JPv, uvdy (J°u)) 12
— (v, [J* s u?] Opv) , — (JP0, 6?8, (J°0)) (IIL.8)

Ahora estimemos cada uno de los términos del segundo miembro de (II1.8). Para el

primer sumando, usando la desigualdad de Holder y la proposicion 1.28 se tiene

<J5u, [Js : 1)2] 8zu>L2

IN

|J5ul] 2 || [JS : 712] &UUHL2

IN

&l ([0 17 0]+ 1772 Nl )

IN

O\ ull s (2 000l o 1720l o+ (|02 o 18] )

IN

Cl[vllgoe 1050l oo 170l 72+ C 1T ull 2 || T*0? | 2 O]

IA

2
Cllvll g 10201l oo llullzzs +C lul
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Como la proposicién 1.28 implica que

17202 = 17° @Ol < € (lell g 17702 + 17%001 2 ell ) = €l 17702

= Clloll g o]

HS
Por lo tanto, para el primer sumando resulta

(Ju, [J*:0%] Q) o < C[0ll o 1020l oo [

24 C [0l o 10stll o [l 0] (TILO)

En forma similar, para el séptimo sumando de (II1.8) se tiene

(T°0, [J°: @®] B:0) o < O llull o 100t g 1017 + C tl] o 1000 o Nl s 101
(II1.10)
Ahora, usando la definicién de (., .) ;- ,integracién por partes y la desigualdad de Hélder
para estimar el segundo sumando de (IIL.8) se tiene

(Jou, 0?0, (J°u)) ,, = (0%, J°ud, (J*u)),, = %@Q,&E (Jsu)2> = (v0,v, (Jsu)2>

L2 L2

IN

2 2
Cllvdavll poo |/ ull 2 < Cllv]] o 10501 o ([ 770l 2

< C|v]| oo 1020 oo ]

. (I11.11)

En forma andloga, estimando el octavo sumando se obtiene

. (I11.12)

(J'0,u%0; (J*0)) 1 < Cllull oo 105ul] o [|0]

Con el mismo procedimiento empleado para obtener (II1.9), en el tercer sumando de

(II1.8) se tiene

(Fu [ 7wl 0 e < T ul 17 2 o] By
< O ulls (10: o)l [| 772000 o + 177 (o)l 100 )
<l 110s (o) 0l + 177 ()2 100

Como

172 (o)l 2 < C (llull g 1] g2 + NI/ ull g2 [[0]] L)

IN

C ([[ull oo o]

Hs U”Lw)
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102 (wo)| e < C([[vFpul| oo + [[udsv]] 1)

A

C ([[vll oo 10wl poo + [l poo 19201 poc )

entonces

(Sou, [ uwv] Opv) o < Cllull o [C ([[0]] o 100l oo + lull o 1020 oo ) 10]] s

+ C ([l poe 0ll s + Nell o N0l o) (1000 o]
< Cllull s vl oo 0ztll poo 1011 o + lull oo 110001 oo ([0l 5
+ [l oo 10201l o ([0l s + N0l oo 10201l poc (0]l 5]
< Cllull s (102wl oo 10l oo 101 s + Null oo 110201 poc [[0]] 515
+ [0l oo 1020l oo llull ]
= Cllollpoe 0t oo Null g 101l s + C llull oo 10201 oo lull g 01| 575
+C [[oll oo 1000l oo [l (IL.13)
Del mismo modo, para el quinto sumando de (II1.8) se obtiene
(S0, [ vu] pu) p < C ul| oo [|000]] oo lull s 0] o + C 0] oo [[Oxtell poo [l g5 [[0]] 4
+C [full oo 1105l| oo 1101177 (IT1.14)

Ademas,

(JPu, uv0y (J°v)) 2 + (S0, w00, (J°u)) 2
= (uv, J*u0, (J°v)) 2 + (uv, J*00, (Ju)) 2
= (w, J*u0, (J°v) + J*v0, (J°u)) 2
= (uw, Oy (J°uJ*v)) 2
= (u0yv, J*uJ®v) 2 + (V0u, J*uJ V),
< Cludvll e 1700 2 10l 2 + C 00l 1750112 750l

< C(l[ull poo 1001 oo + [[0]] oo [10zul| 1o ) [l

V| e (111.15)

HS

48



Usando en (II1.8) los estimados obtenidos desde (II11.9) hasta (II1.15), se tiene

50|11 (t)]

2
we + Cllvll o |10zull oo [[ull g+ 0]

toxire < Clvll e 1050l oo 1l

2 = e IVl s
+C 10ll e 1050 e Nl 7e + C 10l e 100l o el g ([0
+C Nl oo 1050 o et e N0l e+ C N0l oo 1050 poe el
FCJul| oo 1020 oo 1ull s 0] s + C 0l oo [10wtell oo Nwll s 0[]
+C Nl oo 105l o 10157 + C Mt e 100l o 10117
+C Nl oo 10201 o et e N0l e+ C Nall o 11000 o 10117
+CO ([l poo 10201 oo + 1[0l oo 10zl oo ) [[tall s Nl0]] s
Simplificando
30T O rewrre < Cllollpoe 1000l o [ull7.
+C (lull oo 192011 oo 4 [[01] oo (100wl oo ) ltall s N0l 75
+C [[ull oo 100t oo 0]
entonces
O NG (O 5gepre < OV (&) 1T () 0wz (I11.16)
donde
U (1) = ([0l oo 1020 oo + 100l oo 0[] oo + llull poe 0201 oo + [0l oo | Oatal] oo
Finalmente, integrando a (II1.16) desde cero hasta t < T
t t
[ o0 e < € [0 T
se obtiene que .
@l < 4], +c [ v ke (17)
y aplicando la desigualdad de Gronwall en (I11.17) se tiene que
1 (1) e < || ] 0 v, (ITL.18)
ahora tomamos el supremo en (II1.18)
sup || (t) g < C ||g]| e
t€[0,7 He
con lo cual concluimos la prueba del teorema. U
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II1.3. Demostracion del teorema 111.2

En esta seccién usaremos los resultados proporcionados en las secciones anteriores para
estudiar la existencia global y el comportamiento asintético de pequenas soluciones del

problema de valor inicial no lineal (II1.1).

Proposicién II1.3. Sean ¢ € S (R) y u la tnica solucién del problema lineal

o (z,t) + Pu(z,t) =0 =z, teR
u(z,0) = ¢ (z)

(I11.19)

entonces

[u(®)]l oo < CE2lp |1 (I11.20)

Demostracion. De la proposicién 11.3 implica que

W) =P ()
De la proposiciéon 1.18 se sigue que si u es solucion del problema lineal entonces usando

transformada de fourier tenemos
3 v g\ Vv
u(t) = (eztﬁ @(5)) - (e”g ) x =S %o (I11.21)
donde S; es definido por la integral oscilatoria
Sy (r) = / e (+E1€%) ge (I11.22)
R

Entonces por la desigualdad de Young (proposicién 1.4)

[u(®)] oo = 1155 % @ll oo < [1Sell oo llepl] 1 (111.23)
Haciendo el cambio de variable £ = % se tiene que

S, (z) = 13t /R HBE) g = /R A7) 49

\3/_

Luego, la proposicién B.4 con 5 = 0 implica

i( - 0+0°
I8, < jcr [ o (#)ao|  < < o
R

/ ei(%OJrGi‘) "
R

L L

(I11.24)
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lo que junto con (II1.23) prueba la proposicién. O

Ahora iniciamos la demostracion del teorema III.2. Usando notaciones del capitulo
anterior y con el mismo procedimiento similar, al utilizado para deducir (I1.45), se prueba
que la solucién local @ del problema de valor inicial (II1.1), encontrada en el teorema II.1,

es solucion de la ecuacién integral
t
Q) =0 )6+ / J(t—1)F(r)dr (111.25)
0

donde
F(r)= (v*0pu + 200, , 2uwwdyu + u?0,v) = (f1, f2) - (I11.26)

De la proposicién I11.3 se deduce que

Hﬁ (t) 5HL <o g (I1L.27)
Como 8,U (t) ¢ es solucién del problema de valor inicial
O (0,1 (8)) + 02 () = 0,
: (Ox (1)) ) (t) (ITL.28)
0,1 (0) = 0,
entonces por la proposicion II1.3 deducimos que
( 0,0 (1) gEHL <ot HaxéHLl (I11.29)
Por la igualdad [Jull gy = [Jullpe + [|0sull o , 1a definicién de HE, = Ho, x Ho,, y de
(II1.27) y (II1.29), se tiene
[twd| , = ||Fwd| . +|atws
HL, Lo Loo
< o g, + o ad]
L1 L1
< o (él], + ad].,)
L! L1
< C§tV3, (111.30)
Por otro lado, (II1.25), la proposicién 11.3 y la proposicién II1.3 implican
t t
/U(t—T)ﬁ(T)dT < / ﬁ(t—T)ﬁ(T)‘ dr
0 HL, 0 Hi
t
< / U(—l)ﬁ(l+t—7)ﬁ(¢)‘ L
0 o0
t
< / (7(1+t—7)ﬁ(7)‘ dr
0 H
t
< O Q4t—m) HF(T)‘ dr (I11.31)




Ahora, estimamos la norma de Hﬁ (1) H en Hj. La desigualdad triangular implica que
1 (P)lly = 1Tl < (1T (02 00u) || 42 1T (wodev)ll 0 = [ (v0zu)l| 1 +2 u (v0:0)]] s
entonces, la desigualdad de Holder implica

(Dl < Mol (17 (8wl o+ 2[[ufl oo (| (0000)] 1
= ol [0 (Gz) | 1 + 2 [l e [[0T (Dav) ]
< ol 1 @ew)llr + 2 [lull e [0l o 11T (950) 1

= [lollze 10l 1 + 2 lull o [0l o 10011

IA

C [lvllzee llull = + (ullze + lollz) 0]l 72]
C [(lallZee + ollzee) (ull o+ Nlwll )] (ITL.32)

IN

De forma similar para f,
1o (g < C [(lull e + 0017) (lull g2 + l[0] 72)] (I1.33)

Entonces de (I11.32) y (I11.33) implican que

F(r)]

= Al + 11 (Dl

< O [(Iulle + 10l1Zee) Ulull gz + 0l 42)] < C Il 1]l - (1T1.34)
Por lo tanto, de (I11.30) , (II1.31) y II1.34 se obtiene
t
@@y, <COrP+C [ rt=n il [t (11135)
0

Sea [0, T el intervalo maximo de existencia de la solucién 4 del problema (III.1). La
desigualdad II1.35 muestra que para cualquier 0 < ¢ < T* la solucién « € H* NH. .
Acontinuacién definimos la funcién m (.) dada por
m (T) = sup (1+6)"° [ (t) ] (111.36)
0<t<T
Donde 0 < T < T*. De ello se deduce que m esta bien definida, es continua no negativa

y no decreciente.
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En el integrando (II1.35), la definicién m (T') Ja desigualdad ||@]l; < ||t]lg que se

deduce de la proposicion 1.22 y el teorema III.1 se tiene

IN

- — —12
C ([[@llzoe + 10wl ) 1] e
C 1+ lallgp (1+7) 7" [l
Cm(T) (1 +7)" ||l

Cm(@) @) e (0 [ i)

12 .
C || oo |||

IN A

IN

IN

Co*m (T) (1 + 7)Y exp (C /O 'y (r) dr) (111.37)

Luego, reemplazando en (I11.35)

t T
I ()l < Odt‘1/3+052/ I+t—7) A +7) " m(T)exp (o/ \P(T)dr) dr
0

0

T t
< Ot 4 Co®m (T) exp (C/ ‘I'(r)dr)/ (L+t—7)"P 147 Pdr

0 0
(111.38)
Luego la integral I (¢ fo (I+t—71)" 1/3 (1+ 7—)_1/3 dr,parat € [0,t] = (1 +t — 7_)—1/3 <

1

t t 1 T
/ I4+t—7) " A+7)dr < / (1+7)"dr < % 1+t <c@+e) "3
0 0

Como consecuencia, por (I11.38)

T
|l < C6t7Y2 4+ C*m (T) exp (C/ W (r >C’(1+t)_1/3.(1+t)2/3
0
T
< OtV 4 08*m (T) exp (0/ ()1 dr) C(1+1t)~ 3
T
< C6t7V3 4+ C8*m (T) exp (c/ L+ )" @ @)% (1 +r)7° dr) (14¢)~ 3
0
< Cot™V3 4 C8*m (T) exp (Cm? (T)) (1 +1)~
Ahora multiplicando en ambos miembros por (1 + t)'/*
L+ il gy < Cot73 (14 8)"° + C8*m (T) exp (Cm? (T)) (I11.39)

Como la funcién g (t) = t=1/3 (1 + t)"/* es decreciente para todo ¢ > 0 y alcanza el maximo

valor cuando t se aproxima a cero.
(L+)" iz < C6 + C6®m (T) exp (cm? (T))
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Tomemos el supremo a la desigualdad (I11.38)
sup (14 1)"/? @l < sup {CO+C&m (T)exp (em® (1))}
0<t<T ~  0<T<T™

Luego se tiene

m(T) < sup {CO+C8m (T)exp (cm? (1))

0<T<T*

entonces, deducimos que m (T') es acotado para todo 0 < T < T™.

Por lo tanto, mientras ¢ sea suficientemente pequeno, existe una constante K tal que
m (T) < K para todo 0 < T < T*. Este estimado a priori combinado con el teorema III.1

muestra que la solucion @ existe globalmente y satisface el decaimiento deseado. 0
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Capitulo IV

Teoria local revisada

IV.1. Resultado principal

El principal objetivo de este capitulo consiste en mejorar el resultado de buena for-
mulacién local obtenido en el capitulo 2. Con mayor precision se probara que el problema

de valor inicial )
O+ Pu + 9, (uv?) =0
O + Pv + 0, (u*v) =0
u(z,0) = ¢ ()
| v (z,0) =1 (x).

estd bien formulado localmente en H® con s > 1/4.

(IV.1)

Para motivar el resultado local que obtendremos en este capitulo, primero observamos

que si @ = (u, v) es solucién del problema (IV.1), entonces, para A > 0, también es solucién
(ux (z,t) o5 (2, 1)) = A (un (A2, A%t) vy (Az, A°t))

con datos

(ux (z,0), vy (2,0)) = A (uy (Ax,0), v (Az,0)).

Notemos que

1 s s+ s
a = XD 0)] g + AR Do (0]
A2 (u(-,0),v(-,0))]

||(U)\ (’7 0) » UX (" O))‘

Hs



Esto sugiere que el 6ptimo de s es —%, sin embargo, el mejor resultado de buena formu-
lacién local conocido para la ecuacion de KdV modificada en espacios de Sobolev H* es
para s > 1/4.

En este capitulo probaremos el siguiente teorema.

Teorema IV.1. Para cualquier ¢ = (p,00) € H® x H® con s > 1/4, existe T =

T(|¢llus) > 0, y una dnica solucién @ = (u,v) del problema de valor inicial (IV.1)
tal que

7= (u,0) € C(|~T,T] : H x H) (IV.2)

“Ds_1/48xu“LgoL5T/2 <00 ||DS_1/485’7UHL§OL;/2 < 00 (IV.3)

||D;u L3 L0 < 0 ; ||D;U L5120 <0 (IV4)

||u||L§L;° <00 ||U||LgL°T° <00 (IV.5)

||Dsax“”LgOL2T <00 HD8836U|’L§OL2T < 00 (IV.6)

Ademds, existe una vecindad V de gz_g en H® x H? tal que la aplicacion (@,1/7) — (a,v) de
V en la clase definida por (IV.2)-(IV.6) es suave.

Para la demostracién del teorema (IV.1) se sigue las ideas del articulo [39] y del libro
[43]. Asi, utilizaremos los estimados lineales que obtendremos en la siguiente seccién junto
con un argumento de punto fijo que se aplicara en la tercera seccion de la ecuacién a la

ecuacién integral asociada con el problema (IV.1).

I1V.2. Estimados lineales

El principal objetivo de esta seccién consiste en demostrar que el problema que estamos
estudiando estd bien formulado localmente en H® para s > 1/4. Para esto consideremos

alguna propiedades del operador U (t) y sus estimados lineales.

Proposiciéon IV.2. Sean u y v en H?, entonces

1T @) ull 2 = llull 2 (IV.7)
0,U (t)u(x) =U (t) Opu (x) (IV.8)
DU (t)u(xz) = U (t) D (x) (IV.9)
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donde Do (€) = [¢[*T (€),
(U t)u,v)p2 = (u, U (t)v) 2 (IV.10)
(DU (t) u,v) ;2 = (u, DU (t) v) 2 . (IV.11)

Demostracion. Empezaremos la demostracion de cada una de las propiedades. Para pro-

bar (IV.7), usando el teorema de Plancherel,

. 3/\
PUONEY

0 @ullz = |0 @] =

| =l = e

Para la demostracion de (IV.8) tenemos

— —

0,U (t)u (€) = i€ (&) = & (i€) U (€) = " Du (€) = U (1) Do (€) .

Ahora demostraremos la propiedad (IV.9), para ello usaremos la propiedades de la trans-

formada de Fourier
DU () u(€) = [¢ €M a(€) = U (1) [¢]° A (&) = U (¢) Du (€).

Para demostrar (IV.10), por las propiedades del producto interno en L? y propiedades de

la transformada de Fourier obtenemos

<U(t)u,v>L2=<ei<~>3ta(g),a(5)> :<a(§),ei<~>3ta(5)> = (W, U (t)v),s.

L2 L2
Finalmente, para la demostracién de la propiedad (IV.11), usando las propiedades del

producto interno en L?
(e a,) , = (@117 e"D)
L2 L2
entonces por el teorema de Plancherel,
(DU (t)u, ),z = <DaU(t)u,a>L2 — <a DaU(t)v>L2 = (0, D°U (t)v) .. O
En esta seccion empezaremos con un teorema muy util para nuestro objetivo.
Teorema IV.3. Siu € L? entonces
0.0 (1) ull 3 < C a2 (IV.12)
1D20,U (1) ul gz < C |1 D3ullz, s € R (1V.13)
Si g e LLL?, entonces para cualquier T > 0

t
83,;/ Ut—7)g(,7)dr < Cligllpape (IV.14)
0

LLg
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Demostracion. Por (IV.8) y propiedad de la transformada de Fourier

—

OL.U)u(&) =U(t)iu (&)

entonces por definicién de la transformada inversa de Fourier y el cambio de variable

n = &3 se obtiene

0.U (t)u(x) = %/n—1/36i(771/3x+77t)a(n1/3) dn.
R

Usando el teorema de Plancherel en la variable ¢ se tiene

10:U (D) ullzy = / e (g < € / 72| [a (%) "
_ C/R €72 [a () €2de = C Jull%, -
Por lo tanto,
19:U (8) e = sp 10U (8) ul < Csup ul = C

lo que prueba (IV.12).

Para probar la propiedad (IV.13) observamos que de (IV.8) y (IV.9) se tiene
D30, U (t)u(z) = 0,U (t) Diu (x)
entonces, usando las desigualdades anteriores concluimos
1 D30,U (t)UHLgOLf = [0:U (1) D;uHLgoLf < C|Dull s
Para demostrar (IV.14) afirmamos que

Luego por el teorema de dualidad tenemos

ngsup{ /R(ax/RU(—T>g(ZL‘,T)dT)f(:)j)dg(; A FP :1}.

Una integracién por partes, la desigualdad de Cauchy Schwartz y la desigualdad (IV.12)

<C HQHL;L,% (IV.15)

L3

ax/RU(—T)g@,T) dr

8IAU(—T)9(-,T)dT
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implican que

A(axAU(—T)g<$,T) dT) f(z)dx
[ (/Rg (2,7) 0. (=7) f () dr) da
<[(/ |g<x,r>|2dr)l/2 (f IamU(—T)f(ﬂf)lng)l/de

< ([l ns@rar) [ ([loenri) e

< [|0,U (—7) fHLgOLf HQHL;L§

<cllfllzz gl

de donde obtenemos la desigualdad (IV.15).

Ahora, repitiendo los argumentos anteriores y usando la desigualdad de Cauchy-

ar/o U)U(=1)g(-,7)dr
axU(t)/o U(=7)g(-,7)dr

/OtU(—T)g(-,T) dr

Schwartz, para t € [0,7] se tiene

‘am/OtU(t—T)g(~,T)dT

pero (IV.12) y (IV.15) implican que

Proposicién IV.4. Si u € HY4(R) entonces

L L L L2

L L?

(9,;U(t)/0 U(=7)g(-,7)dr

<c

<C ||9||L;EL§ - O

L L? 2

10 (2 ull g e < C [ D], (IV.16)

Demostracién. Si Dy *u = v entonces u = Dy /*v. Por tanto, la desigualdad (IV.16) es
equivalente a

| DU (¢ <ol - (IV.17)

UHL‘lL"O

Ahora demostraremos que (IV.17) es equivalente a

VAU (¢ )dt < Cligll s s (IV.18)

Nells = 1}

a3 L}. Para esto, por el teorema de dualidad se tiene

= sup {
L3

siempre que g € L,

LU () g (o t) dt DIVAU (8) g (2, 8) v () didz
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y las desigualdades (IV.12) y (IV.17) se obtiene

S o Cd < s gl |50 0]y,
< Clighogy ol
<

¢ Hg“Li/SLtl

Por otro lado, usando los mismos argumentos, se obtiene las desigualdades
|D; VAU (¢t HL4L00 sup{‘//D VAU () g (-, t) v () dmdt‘ gl s, = 1}

/Rv(:v)/RD;l/‘lU(t)g(-,t) dtdx
<sup { ol | [ D710 (09 (1 dtH}

< Cllvll 2 [lgll yars s

< sup

< Cvllge -
Queda por mostrar la desigualdad (IV.18). En efecto,

VAU (¢ )dt VAU (1) g (2, t) dt dw

= /R(/RD;I/‘*U (t) g (z,1) dt) (/ DU (1) g (x,7) dT>dx
_ /R</RD;1/4U(15) 2,1) dt) (/D VAL (=) (2, T)dT) do
_ /R/Rg(x,t) (/RD;UQU(t—T)E(x,T) d7> dtdz

/RD;V?U(t )G () dr

IN

HgHLi/3
LAL

donde se usé la desigualdad de Hélder en el ultimo paso. Asi, basta comprobar que

U —-7)g(T)dr

<C ||g||Li/3L%
LLge
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Para ello, se observa que

1/2U (t—7)g(,

J
J
<.

IN

Pero

VreR:

T)dr

[ (g7 e 6m) ar

[ (g7 0) g ryar

—(t— ’r){3

[

( z a:f (t— 7')53
/ ( i x&—(t— T)§3

i(xfft@) dg§

d¢
€|
d¢
€|
de
|5|”2

> g(-,7)dr
) *g<'7T)

g (- 7)]d

dr

(IV.19)

T

C

X

y el operador ImILW « () LYP 5 Ity

L*/, (

como se prueba en [38].

Entonces, de (IV.19) se tiene

U —T)g(T)dr

lo que demuestra (IV.16).

Proposicién IV.5. Siu € L?

1T (#) wll g pgo < Cllull 2

m)dr|| <C

L

IN

IN

’.7}‘1/2

IN

o[ 1ot
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4
C
/‘—1/2*/@(%7)\(17
R ||z R
« [lgC.lar
R

T)|dr

A3

-

;1/2U(t—7')g(a7,7')d7‘

4 1
da:)

W=

dx

L

T)| dr

1473
(L‘

(IV.20)



1DU (t) ull 0,52 < C HD}/%HL% (IV.21)

Demostracion. Las demostraciones de estas desigualdades se puede ver en [40, Corolario

3.8 y Proposicién 3,17]. O

Estimado trilineal

Para & = (u,v) € C ([T, T] : H*) definimos

5
- — T
el = Il (IV.22)
j=1
donde
T
1]y = llull oo 2 + 1[0l Loe 12 (IV.23)
T s B
HwH(z) = ||D aocU”LgOLQT +[|D awUHLgoHT (IV.24)
||w||é) - HDS_IMaIuHLgoL;/Z + HDS_1/48IU||L50L5T/2 (IV.25)
1T s B
HwH(4) = HDquLgL%O + HDIU”LgL,}O (IV26)
T
[0 (5) = lull pa oo + [0l oo - (IV.27)

Probemos el siguiente estimado trilineal.
Teorema 1V.6.

1D 0x (19°) 2. < C (£, 9) Il (IV.28)

Demostracién. Como 0, (fg?) = ¢*0.f + 2fg0.g, aplicando la desigualdad triangular

obtenemos

1D (f9%)]

v2iz S CNDL (G 0u]) || pars + C DY (P99 e (IV.29)

Para acotar el primer sumando del segundo miembro de (IV.29), usamos la regla de
Leibniz con las funciones f y ¢ sustituidas por ¢ y 0, f, respectivamente, o = oy = %,

ar=0,p=q=2,po=20y @ = g Entonces,

1D (g°0.f

) ”LgL?T
<[P (5°0:F) = @ DY0.f — 0l DY 115 + l9° DY 0 + 0.5 DY 'g?
=T

lzss

< HDalc/492||L§°/9L1TO ”aszLg%f/z + H92D916/4a$fHL3L2T + HaffDals/492HLgL2T (IV'30)
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Por (I.11) y (1.13)

l9° D/ 0. f 1213 S g* L2Lg Dy 0. f ez S lgllzs oz HDQISM&JHL?L%
y por (1.12)
1027 D35 | 22 < 10ef ooy 1 D37 2000 3o -

Entonces, de (IV.30)

1D (5°0.1)

L2L2 <C HDglr/4g2||LiO/9LlT0 HameL%OL;/Z +C ||g||i§L%° HDals/éla'L"fHLgoL%

(IV.31)
Para acotar a ‘ Dy 200, Usamos la regla de Leibniz con o = ap = Lo =0,p=2,
Ly "7 L0
q =10, ps =5y g2 = 10. Asi obtenemos
||Dalc/4g2HL9260/9L1To < ¢ ||gHL§L§’9 ||D913/49HL5LL1T0 +C ||gD910/4gHL§0/9L1T0
< C”QHL%L%O ||Dglc/4gHLgL%ro (IV.32)

. Finalmente reemplazando (IV.32)

donde se us6 (1.14) para controlar a HgDi/49 120/9 10
T T

en (IV.31) obtenemos

HD11:/4 (g2awf) HL%L% < C ”gHL‘%L%" HD;/49HL2L¥) ”axf”L%OL;ﬂ + ”g”iilgf’ HDi/ZlaIfHLg"LQT

y por (IV.22) concluimos que

102 (502f) || 1212 < CICE D7 (1V.33)

Para acotar el segundo sumando del segundo miembro de (IV.29), usando la regla de

1

Leibniz con las funciones f y g sustituidas por fg y 0,g respectivamente, a = a; = 7,

agzo,p:q:2,p2:20ngzg,seobtiene

< HD;M (fg)”LZO/ngTO HacchLgoL;/Q + Hngi;/ZLaxgHL%LzT + Hangalc/4 <fg)HL§L§F
Por (I.11) y (1.13)
Hng;M(()mg”L%LQT < ||fg||LgL§9 HD;M(%Q”L?LQT < ||f||LgL<>TO ||9||L§L§9 HDQI:Maa:QHLgoL%

y por (1.12)
Haargl);/4 <fg)HL§L% < HaﬂchLgoL;m Hl):}:/4 (fg>HL§O/9L%O
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entonces

<C HD;M (fg)HL?EO/QLlTo HazguLgoL;/? + HfHLng,o HgHL‘;L%O HD;M@TQHL;OL%
(IV.34)

usamos la regla de Leibniz con @ = g = %,

L 1/4
Para acotar el término HDI (fg)) L2930

ap=0,p= %, q =10, py =4, ¢; = 0o, entonces

HD:%:M (fg)||L§°/9L1T0 < HfHLgL%’ HDalc/A‘gHLngTO + HgD;:MfHLiO/ngTO + HfD:}ngHLiO/ngTO
y por (I.14) tenemos
”D;M <fg)HL§°/9L;O

< HfHLiL%O HDalc/A‘QHLgL%Fo + HgHLngs HD;};Mf‘

<C HfHLng;o HD;;MQHLQL%FO +C HgHL‘;L%O HD;M][”LngTo (IV.35)

singo + M sz 1020 e

Asi, al reemplazar (IV.35) en (IV.34) obtenemos

< C HfHLng? HDalc/49|’LgL% Haa:gHL%oLi;/? + C HgHLngf HD:}:MfHLgL%p HaxQHL%OLu;/?

+ ||fHL‘iL°T° HQHL‘;LEF HDachal‘gHLgOLQT
y de acuerdo con (IV.22) concluimos que
1/4 3
102" (£90:9) || 1212 < C IS 9l (IV.36)
x =T

Por lo tanto, (IV.33) y (IV.36) en (IV.29) demuestra (IV.28). O

IV.3. Demostracion del teorema IV.1

Definamos

Yp ={w e C([=T,T]: H) : [[[@]]|; < oo}

Vi ={w e Yr: ||[dlllp < a}
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Probaremos que para valores apropiados de a y de T el operador

Vs (f,9) (1) =U(t)é— /0 G-, (fo*. f29) dr (Iv.37)

define una contraccién sobre Y;*. Haremos la demostracion solamente para s = 1/4, porque
las derivadas de orden superior aparecen linealmente en las normas (IV.23) al (IV.27).

Notemos que

Us(fig) ()= (V1 (f,9) @), Va2 (f,9)(t)) (IV.38)
donde
Ui (fog) () =U@)e - /Ot U(t—1)0, (fg*) dr (IV.39)
Y t
@Mﬂgﬂwzcmww—lﬁva—ﬂaxﬁ@dr (IV.40)

Por (IV.22) se tiene

|25 (7.9 ]|, = 1100 (F0) ©), 92 (£,9) DIl = DN (£.9) (1), %2 (£,9) (D

(IV.41)
Usando (IV.39) y las propiedades (IV.9) y (IV.7) del grupo U (t), sigue que

D241 (£ O, < DU W ellyy+ [ DYV =7)0s (567)] 07
< WO, + [ [ve=nDYo. (16, ar

= ||D*e

t
wt [ 1020 (567) | 0

T 1/2 T
lellawet ([ at) ([ D, (157) )

C ¢l jun + CTV? || DY*0, (f4°)

1/2

IN

IA

[
pues
D20l 12 = lelliaa < Nollprasa

Por (IV.28) en la proposicién IV.6, resulta que

1D (f.9) )] 2 < Cllellgin + CT21(f. 9)llI7

entonces, tomando el supremo en [—T, T] resulta

1D W (f.9) D)l e po = swp [IDY W1 (£,9) )| 2 < C @l +CT 2 [1(f. 9) 17

te[~T,T)
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El mismo procedimiento, considerando (IV.40) implica que

120 (£.9) )| 12 < C 1l + CTY2 (. 9) -

Por lo tanto, por (IV.23) se obtiene

101 (£.9) (6) 02 (£.9) DIy = DY 01 (f9) O] oo + 1DY T2 (£,9) ()] e 12
< C HQOHH1/4 +C H¢HH1/4 + OTY? (S, g)ng
< o, + e ol 1v.12)

Asimismo, usando las propiedades del grupo y las desigualdades (IV.12)-(I1V.14), (IV.16),
(IV.20), (IV.21) y (IV.28) obtenemos

t
DY 0,0, (f.g) O], = DV, [U () — / Ut =70, (f°) dT]
oo 0 HL<.><>L2T
t
= |prav (o~ [vino. (e ar)
0 L L2,
t
- [ov@ oy (o [[veno o)
0 LLy
t
< CHD;/“ <90— / U(-7)0: (f9°) dr)
0 L2
< Cligllgs +CTNI(f, 97
y
1DY10: %2 (f,9) ()] ez, < ClE s + CT IS 97
Por lo tanto, por (IV.24) se obtiene
I(W1(£9) (1), Wa (f.9) D)y = DY 01 (£,9) ()| g + |1 DY 0002 (£, 9) ()|
< c|é .+ o (1V.43)
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De igual manera
t
||8x\111 (f?g) (t)HLQ,ULS/Q = ax |:U (t) Y — / U (t - T) ax (f92) dT:|
x T 0

- | po (- [venouar)]

- Jra (e~ [veno s d)
_ o, (90— / U (=), () dr)
o (o= [ Ut-rians @ ar

Cllell s +CTI(f, 97

L20L3?

5/2
2oLy

IN

L3

IN

18292 (£,9) () o372 < C llpllsa + CT2 17, )

entonces

||(\I]1 (f:g) (t) ) \112 (fv g) (t))Hz:;) = HD;;Max\I]l (fa g) (t)HLgoLgﬂ + ||D;/4ax\ll2 (f> g) (t)HL%OL;/Q
< c|é .+ o (1V.44)

De igual forma

0.9 Ol = |00 [ 00a=n)0. (1) ar

- | (e- [ (=)0, (/) o) .
D}Y/* (90—/0tU(—7)5x (fg*) dT)

< Ol e + CT NI )15

LALY

< c|

L3

10:%2 (£.9) )l sz < C Il + CT2 [I(F. I

entonces

1003 (F9) (0, %2 (£, 9) )Gy = 1193 () () gz + 10:%2 (F ) (O
< cld,.+ el (1V.45)

H/
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De igual modo

HD;:M‘IJl (f,9) (t)HLngTO = Dolc/4 {U(t)@_/ U(t—r1)0: (f92) dT}
0 Ly
= Dl/4 {U (1) (gp — /tU(—T) Oy (ng) d7'>
AL Lio
= ||U@ D1/4< U (- d>
{ / ) ! Iz rio
< OHD;/‘*(so [vnaa)a r)
0 L2
< Cllellga+ CT NI )l
y
|DY4%s (£,9) O] sy se < Clllinre + CT N )1
entonces
||(‘1’1(f,g)(t)y‘llz(f,g)(t))lﬂ) = W1 (f,9) (Dl a0 + 1022 (f, 9) (E)]] 15 110
< c|d,.,+ecTEne gl (IV.46)

Por lo tanto, usando las desigualdades (IV.42), (IV.43), (IV.44), (IV.45) y (IV.46) en
(IV.41) tenemos

l|ws @], Zn (W1 (1,9) (1), W2 (£.9) NI, < € |4, + T2 I 9}

Eligiendo a = 2C' H(EH LY T > 0 tal que
Hl

1
Ca’T"? < 5 (IV 47)

obtenemos que ¥ : Y — Y.

Argumentos similares muestran que ¥ : Y — Y} es una contraccién. En efecto, si

U= (f1,01),0=(f2,92) € Y} entonces

|| ws @ @ - w30 0|, ZH% — 0 (5 (1) 0 (@ (1) - O,
(IV.48)
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Del primer sumando se observa que

100, (T (8) — W0 (F (), Wa (T (8)) — 2 (F (1)),

= [[W (@ (£)) = W1 (T ()l oz + W2 (@ (£)) — W (T (1)) [| poc 12
(IV.49)

Para el primer sumando de (IV.49) se tiene

DY (W, (@ (1) — ¥, (F(t)) = D/ / U(t—7)[0: (f203) — 0 (frg})] dr

_ D1/4/ U (=)0 [0, (fa9) — 0 (f19?)] dr

< / DU (=7) [0 (fo95) = 0= (frg])] dr
Tomando la norma L? en x se obtiene
D @ @) - @l = [0 [ D20 o () - 0n (] |

< [ 1D 0. (1) - 0. ()] 00
entonces, tomando el supremo sobre ¢t € [T, 7],

sup HD1/4 V(U () — Uy (T(t
te[-T,T]

o< [0 o () ~ 02 (1))

Luego,

0 (@ (0) = 01 Dz < [ DY [0 () = 02 (R, o

Analogamente,

9 0 = 02 (0 ()l < [ 1D 0 () = 0x (R, a

Por lo tanto,

03 3 (0) = 91 (5 (0) W (@ 0) = ¥ (TG < C [ (1D 0x (fod) = 0x ()], ar

De la misma forma, para j =2,...,5

10y (@ (8)) = W (F (), Wa (i (£)) — W2 (5 (1)) <C/ 102/ [0: (fo93) — e (flgf)}HL% dr
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Entones, en (IV.48) resulta que

T
llws@®-v;@o|| < c / 1D [0 (92) = 02 (FigD)]I], o
. 12 . 1/2
< C (/ dT> (/ 102/ [0: (f293) — 0x (f197)] ||L2 dT>
-T =T ”
< CTV?|[ Dy [0, (fo93) — 0 (A ,
< CoTV? (||D91:/4a$ (f29§)HL2.L2 +||D3/*0, (f1g%)HL2L2)
< T2 (1l + lalliz) -

Por lo tanto,
[ @) - ws @ @, < T (Mal+ 11210 113 = 3l < 2072 1~ 1l

entonces la eleccién de a y T de (IV.47) implica que ¥ 5 es una contraccion. En conse-

cuencia, tenemos que existe una tnica @ € Y con Uz (@) = 4, es decir,
— — t —
iuﬂ:L“ﬂ¢—/nU@—TﬁMuﬂﬁ' (IV.50)
0
Utilizando argumentos similares a los anteriores también deducimos que para Ty € |0, T[

||wz@ @ - vz @)

< c|é—d|, o=, + ) e - ai,

< 207 |||a — 9l

T1

Esto muestra que para T € ]0,T| la aplicacién QE — gz_g sobre una vecindad V de @/7 que

depende de Ty a Y7, es Lipschitz.

A continuacién extenderemos el resultado de unicidad en Y a la clase Y. Supongamos
que @, € Yp, con Ty € ]0,T] es otra solucién del problema (4.1) con el mismo dato inicial.
El argumento usado anteriormente muestra que para algin T(;y € [0,7y[, ¥ § €s una
contraccion sobre Yf‘;l). Ahora supongamos que iy € Yp, con Ty € ]0,T] y T(1y < T es
solucién del problema (4.1) con el mismo dato inicial. De forma similar tenemos la unicidad
en el espacio Yj‘}@). Volviendo a aplicar este argumento un numero finito de veces, debido
a la compacidad del intervalo [0,77, el resultado se puede extender a todo el intervalo

[0, T]. Por consiguiente tenemos la unicidad en Yr.
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Comentarios

1. La teoria local presentada en el teorema II.1 también se puede obtener mediante
la técnica de regularizaciéon parabdlica desarrollada por lorio [25] para probar la
existencia y la unicidad local, y la técnica desarrollada por Bona y Smith [8] para

demostrar la dependencia continua de la solucién respecto del dato inicial.
El método de regularizacion parabdlica consiste en considerar el problema de valor
inicial regularizado

Ou + Bu + 9, (uv?) — pd*u = 0,
O + v+ 9, (u?v) — pd*v =0

(Co. 1)
u(z,0) = (),
| v (@,0)= ¢ ().
el cual se puede escribir
Oyl (t) +ﬁAuﬁ(t) + F(@(t) 0,a (t) =0 (Co.2)
6(0) = ¢o
v 2uw
donde A, (t) = Agti (t) — pd?u (t), x>0, lim A, = Ay, F(d) =
n0F 2uv  u?

y 50 = (p, 1) . Para el problema (Co. 1) con p > 0 se tiene los siguientes resultados,
tomados de [45].

Teorema. Sip > 0 y<5€ Hsx H® con s > %, entonces existen T = T(Hq;|

HexHs,S) >

0 y una funcion

@, € C([0,T): H*x H)NnC" ([0,T] : H** x H*™?)



unica solucion de la ecuacion integral
t
U, (t) =W, (t) ¢+ / W, (t —7)0,F (4@, (7)) dr
0

donde {Vf/# (t)} es el grupo generado por el operador —A,. Ademds, U, es la
teR

unica solucion del problema regularizado (Co. 1).

Observamos que el intervalo [0, 7] sobre el cual se definen todas las soluciones ), es

independiente de p. Esto es esencial para la demostracion del siguiente teorema.

Teorema. Si ¢ € H* x H® con s > 3, entonces existen T = T(||¢|

Hsxms,S) >0y

una funcion
@eC([0,T]: H x H*)NnC* ([0,T] : H** x H*™?)

tal que

u(t) = lim u,(t) en H®
n—0t

es la unica solucion del problema de valor inicial (Co. 2).

. El problema de valor inicial asociado con el sistema

ou — 1Py (D)u— 1Py (D) v+ fi (u,v) Opu+ fo(u,v)0pv =0
0w —iP3 (D)u—1iPy (D) v+ f3(u,v) Opu+ f1(u,v)0yv =0,

(Co. 3)

en donde u y v son funciones con valores reales en las variables x € R y ¢t > 0,

P

(D) con j = 1,2,3,4 son operadores pseudo-diferenciales y para k = 1,2,3,4

las funciones reales f;, definidas sobre R? son de clase C*°, fue estudiado por Mon-
tenegro [44], usando la teoria cuasi-lineal de Kato demostré la buena formulacién
local de (Co. 3) cuando los datos iniciales pertenecen a H® (R) con s > 3/2. De-
spués mostrd que el sistema en (1) es un caso particular de (Co. 3) con una eleccién
apropiada de los operadores P; y las funciones fi. Entonces, con los estimados lin-
eales de Kenig, Ponce y Vega [37, 38, 39, 40] demostré que el problema de valor
inicial asociado con (1) estd bien formulado localmente en H*® (R) x H® (R) para

todo s > 1/4. Ademds, observando que si el par (u,v) es solucién del sistema (1),

los funcionales
I (u,v) = / (v +v*) do I (u,v) = / (v +v* — u*0?) do
R R
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son conservados en el tiempo y tomando como base a [7], obtuvo un estimado a
priori para la norma en H' (R) x H' (R) de la solucién (u,v), con lo que podria
demostrar que el problema (1) estd bien formulado globalmente en H* (R) x H* (R)
para cualquier s > 1. Por lo tanto, existia una brecha en los indices de Sobolev entre
los resultados de buena formulacién local y global. En su tesis doctoral, Panthee
[46] subsané en cierta medida esta brecha al demostrar que (1) estd bien formulado
globalmente en H* (R) x H*® (R) para cualquier s > 4/9, para ello usé el método
de alta-baja frecuencia, introducido por Bourgain [13] y modificado por Fonseca,

Linares y Ponce [21, 22].

En este punto, es oportuno mencionar que Corcho y Panthee [19] han probado que
para datos iniciales (¢,v) € H* (R) x H* (R) con s > 1/4, la tnica solucién local
del problema de (1) dada por el teorema IV.1 se extiende a cualquier intervalo de

tiempo [0, 7. Este resultado mejora el de Panthee [46].

. El problema de valor inicial (1) también se ha estudiado desde el punto de vista
de la teoria abstracta de estabilidad de Grillakis, Shatah y Strauss desarrollada
en [24]. Utilizando esta teoria, Montenegro [44] proporcioné la estabilidad orbital
de las soluciones de onda solitaria para el problema (1). Posteriormente, Alarcon,
Angulo y Montenegro [3] consideraron una clase general de sistemas dispersivos
no lineales que contienen el problema (1) y demostraron la existencia, estabilidad
orbital e inestabilidad no lineal de las soluciones de onda solitaria. Para obtener los
resultados siguieron un método establecido por Bona, Souganidis y Strauss en [9]

para analizar la inestabilidad de onda solitaria de las ecuaciones de tipo KdV.

. Panthee [46] estudié el problema (2) en los espacios Bourgain X, introducidos
en [11] y utilizando el estimado bilineal establecido por Kenig, Ponce y Vega [41],
demostro la buena formulacién local para datos iniciales cualesquiera en H® (R) X
H? (R) con s > —3/4. Dado que en los espacios de Sobolev de indice negativo,
no existen leyes de conservacién que permitan extender la solucién local a una
global, Panthee uso el denominado método I [13, 16] demostré que el problema (2)

estd globalmente bien formulado en H® (R) x H* (R) para s > —3/10.
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Apéndice A

Teorias de Kato para ecuaciones de

evolucion abstractas

Dado que usaremos las teorias de Kato para demostrar los teoremas II.1 y II.2, en
esta seccién presentamos un breve resumen de estas teorias en una forma apropiada para

nuestros propositos.
1. TEORIA LINEAL

La teoria lineal que a continuacién presentamos es la establecida en [34] como una
generalizacién de los teoremas de [32] y [33].

Sean X y Y espacios de Banach reflexivos con Y C X de forma densa y continua, y
sea {A (t)},co7) una familia de operadores tales que:

(H.1) El operador —A (t) genera un semigrupo de tipo Cj tal que

—sA(t < eﬁs

He )HL’(X) =

para todo s € [0, +00.
(H.2) Existe un isomorfismo S : Y — X tal que
SA#) ST =A@1)+B(1),

donde B (-) es fuertemente continua de [0,7] a £ (X).



(H.3) Y € Dom (A(t)) para 0 <t < T y t — A(t) es fuertemente continua de [0,7] a
L(Y,X).

Teorema A.1. Si las hipdtesis (H.1), (H.2) y (H.3) se cumplen, eziste una familia de
operadores lineales {U (t,5)}; yen donde A ={(t,s):0 <s <t <T} tal que:

(1) U es fuertemente continuo de A — L(X) y ||U (t,9)]x < MePt=s),
(2) U(t,s)U (s,r)=U(t,r) para (t,s),(s,r) € Ay U(s,s) =1,

(3) U(t,s)Y CY yU es fuertemente continuo de A — L (Y),

dU (t
(4) % =AU ts)y, yeY, (ts) e,y
dU (t
6 LNy A ey, @ ea
Demostracidn. [32, 33, 34, 47]. -

La familia de operadores {U (¢, 5)}y<,<,< €n el teorema anterior se denomina familia

de operadores de evolucién asociada a A (t). Una consecuencia inmediata del teorema A.1

es que para ¢ € Y, v (t) = U (t,s) ¢ es solucién del problema de valor inicial

dv
%(t)—i-A(t)v(t):O

v(s) = ¢,
para s <t <T.
Ademds, si f € C ([0,T]: X)NC*([0,T]:Y), entonces

v(t):U(t,0)¢+/0tU(t,s)f(s) ds,

siysélosive C([0,7]:Y)NC (J0,T[: X) y

dv

o ) +A)v(t) = f(t,v(t))

v(0) = ¢,

para 0 <t <T.

2. TEORIA CUASI-LINEAL
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Consideremos la ecuacién de evolucién abstracta cuasi-lineal

Ou(t)+At,ut)u(t)=0e X, 0<t<T
u(0)=peY

(A.1)

donde X y Y son un par de espacios de Banach. La teoria cuasi-lineal de Kato afirma
la buena formulacién local de (A.1) siempre que los espacios X e Y y el operador A
satisfagan ciertas condiciones.

Para los espacios X e Y tenemos la siguiente hipdtesis.

(X) Sean X e Y dos espacios de Banach reales y reflexivos tales que Y esta contenido
en X continuamente y densamente. Ademads, hay un isomorfismo S : Y — X y la

norma en Y es elegida tal que S se convierte en una isometria.

Para el operador A (-, -) definido sobre [0, T] x W, donde W es una bola abierta en Y,

tenemos las siguientes hipotesis.

(A.1) Para cada (t,w) € [0,7] x W, el operador lineal —A (t,w) es el generador de un

semigrupo fuertemente continuo sobre X tal que

||e_5A(t’w)H£(X) <€, 5>0, (A.2)
donde w es un numero real.
(A.2) Para cada (t,w) € [0,7] x W tenemos
SA(t,w)S™ = A(t,w) + B (t,w), (A.3)
donde
Bt,w)e L(X) v [[B{tLw)lyx <As (A4)

con Ap > 0 una constante. Ademads, existe pup > 0 tal que para cada t € [0,T] y

wi,wy € W se cumple que
1B (t, w1) = B (t, wa)ll o (x) < s [wr — wey - (A.5)

(A.3) Para cada (t,w) € [0,T] x W tenemos A (t,w) € L (Y, X), en el sentido que Y C
Dom (A (t,w)) y A(t,w)|ly € L(Y,X). Para cada w € W, t € [0,T] — A(t,w) es
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fuertemente continua. Para cada t € [0,T], w € W — A (t,w) es Lipschitz-continua

en el sentido que
[A(E wi) = At w2)ll gy, x) < pallwr —we|x - (A.6)
donde wy,ws € Wy g > 0 es una constante.

Tanto en (A.2) como en (A.3) , las constantes p4 y pup solamente dependen del valor de

méx { [|wily , [|we|ly }-

(A.4) Seawy el centro de W, entonces para todo (t, w) € [0, T]xW tenemos que A (t,w) wy €
Yy
HA(t,'UJ) wOHY < A4, tE [OaT] yweW.
Ahora podemos establecer el teorema de buena formulacién local de Kato.

Teorema A.2. Bajo las hipdtesis (X), (A.1)—(A4), si¢p € W existen Ty = To (||¢]ly) €
10, 1]y
ve 00, Ty : Y)NCH ([0, Ty) : X)

unica solucion para (A.1). Ademds, existe un Ty € 10, To] tal que la aplicacion dato solucidon
P:9pcY —veC(0,T1]:Y)NC([0,T] : X)

es continua, mds precisamente, si ¢, € W es una sucesion tal que ¢, RN oy v, €
C([0,T1] : Y)NC([0,T1] : X) es la sucesion de soluciones del problema (A.1) con datos
iniciales ¢, vale que v, (t) — v (t) en C([0,T1] : Y) N C ([0, T3] : X).

Demostracion. Véase[34, 35]. O

Este teorema nos garantiza la buena formulacién local.
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Apéndice B

Integrales oscilatorias en una

dimension

En muchos problemas y aplicaciones surge la siguiente pregunta: jcudl es el compor-

tamiento asintético de I(\) cuando A — oo donde

I'(\) = /b MO f (z) dx (B.1)

y ¢ es una funcién suave de valores reales, llamada funcion de fase, y f es una funcién
suave de valores complejos?
Veremos que este comportamiento asintotico esta determinado por los puntos = donde

la derivada de ¢ se anula, es decir, ¢’ (Z) = 0.

Proposicién B.1. Sean f € C° ([a,b]) y ¢' (T) # 0 para cualquier « € [a, b]. Entonces

b
I(\) = / M@ f (z)de =0 (A7F), (B.2)
cuando A\ — +oo para cualquier k € Z*.

Demostracion. Fijado k € Zt y A > 0, como ¢ no se anula en [a, b], el operador diferencial
d (f
E —_ — —_
0= (%)

1 d i
N (z) da (27).

esta bien definido y

pire(@)




Usando la integracion por partes se deduce que
1
I()\) — Mqﬁx)f()

=1 s d (@)
e @l J/QGW)%((/)'(@)M

_ 7w 4 (f(l")> .

M/ J@)"
b

_ _% MO L (f (2)) dr.

Integrando por partes k — 1 veces

_ LM ey £U @) (LY
T& = (w/a ) T ‘( z‘A)

_ (_%)k / " oLk (f (1) d

Por lo tanto, dado que £* (f) € L*° (R) pues f € C5° ([a,b]), entonces

(3 [ euens]< e

y la proposicion esta probada. O

/ [P 2 (1 (a)) di

a

(TN =

Si el soporte de la funcién f no estd contenido en el intervalo [a,b] ;qué se puede
decir de la integral oscilatoria I (A\)? En la siguiente proposicién, se presenta una de las

situaciones mas simples, cuando f = 1.

Proposicién B.2. Sea ¢ € C* ([a, b]) tal que para todo k € ZT y para cualquier = € [a, b]

se cumple que |¢®) (z)| > 1, con ¢/ (z) mondtona en el caso k = 1. Entonces

b
/ 61‘)«1)(33) dx

donde la constante ¢, es independiente de a y b.

Demostracion. Si k = 1 fijamos A > 0 y suponemos, sin pérdida de generalidad, ¢’

creciente y ¢’ (x) > 1 para cualquier = € [a, b]. Integrando por partes se tiene
b b
1 1 d .
iIAp(x d - - 2)\¢(w)d
/a v i\ / o (x)da”
1

x=b b
x:ﬁM/a E\vw)™

1] /° 2o d 1
iAp(x) d
/ae dr \ ¢ () ) "

ird(@)

A ()
1] 1

= Xo@

r=b

X

(B.4)

r=a
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Como
1 x=b

A

1 1

A

1 1

1 Y -
7@ OREI0]EPAIO RS0

y la hipétesis de la monotonia sobre ¢’ garantiza que

r=a

i (amm) el < 5L Gm)le-— [ & Gm)
11 = 1/ 1 1
- _M—(x)x:azi(w—@_af_@)

Por lo tanto, de los estimados anteriores y (B.4),

/ab ] < 3 (qs'l(b) i %()) 3 (cb’ta) B ¢/1<b)) - MS’Q (@

Esto la prueba el caso. k = 1.

2
< -
A

Para la prueba del caso k > 2 usaremos induccién sobre k. Suponiendo el resultado

para k, lo demostraremos para k + 1. Por hipdtesis ‘qb(k“) (x)| > 1. Sea zg € [a,b] tal que

|¢(k) ($0)| = min |(b(k) (w)‘ )

a<z<b
Si ¢*) (z9) = 0, afuera del intervalo |zq — 0,20 + d[ se tiene que [¢*) (z)| > 4, con ¢/

mondtona si k£ = 1. Dividiendo el dominio de integracién y utilizando la hip6tesis obten-

z0—0 ' b ‘
/ A6 / SA(E) g
a zo+9

Un calculo simple muestra que
$0+5
/ ei)\¢>(a:) dr
zo—0

b .
/ ez)\¢(m)dx

Si ¢ (z0) # 0, entonces 2o = a 0 b y un argumento similar proporciona la misma cota.

€I110S que

el

+ S Ck(>\(5)7

<29

De este modo

< cp(A6)7F +26

Finalmente, tomando § = A~/*+1 completamos la prueba. 0

Ahora es facil establecer un resultado para funciones f mas generales.

Corolario B.3 (van der Corput). Si ¢ satisface las hipdtesis de la proposicion B.2 y f

es derivable en R, se tiene que

b
/ @ f () da

con ¢ independiente de a y b.

Ck
< 57 Wl + 177N 2), A >0, (B.5)
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Demostracion. Se define
G(:c):/ MW dy,

entonces G’ () = e**@ y por (B.3) se tiene
G (z)] < Ak, =z €[a,b].
Usando integracion por partes
b .
/ MO f (z) dx

de donde

= /bG’(x)f(:E)d:B

a

<| Ga) f ()

b
/ MO f (z) da

A continuacion estudiaremos una aplicacion de estos resultados.

(& /
< )\—’; LAl oo + 1N ) -

Proposicién B.4. Sean € [0,1/2] y
Ig (x) = / ') Inl?
R
entonces Iz € L™ (R).

Demostracion. Si consideramos una funcién ¢ € C*(R) tal que

1 si|n>2
() =
0 sinl <1

entonces
Is(z) = /J@W”mﬁm
R

N /<> nl® (1= ¢ (n)) dn + /(> 1% ¢ (1) dn
— I} () + I ()

Obsérvese que

2

1 _ z(a: -+ 3) B8 i B —
15 ()| ‘46 ) )7 (1 w@Dm4§2Amndn S

Por lo tanto, basta acotar
i x 3
@ = [ Dl oy
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= Caso 1, para z > —1 se tiene

T (enn®) 8 T i(amn®) |8
B(z) = / éﬁwnﬂmdn+/ &) |18
— 1

o0

—1 ) +oo )
_ (_1>5/ e%(wn+n3)n5dn + / e@(xn+n3)77/3dn
- 1

o0

Usando integracion por partes se tiene

+oo 3
/ 62(5077"!‘77 )nﬂdn
1
+o00 B
_ i(mn—l—ns) . 2 n
= e i(z+3n°) —————d
[ ( n)Mw+3W)n
. =+oc0
/o) | /*mi@mﬁﬂmmi—i&f”(x+3¥hi
== 7 _ e n
i (z + 3n2) - | (z + 3n2)°
Entonces
+oo
[
1
. =-+00
. ez(mn+773)7,’,8 n . /+oo z‘(m+n3)677ﬁ+1 — B <x+3n2>d
_— e
~|i(z+3n?) - 1 (z + 3n2)°
<| i ellom)ys ety / oo [on™ ! — i (e 4 37|
im —
T n=too i (x4 3n%)  i(x+3) 1 (x + 3772)2 1
_ 1 _+/*”6W”1+B#”Wx+3ﬁhi
T3S (2 + 30%)°
oz +3 @

+oo b+l B=1 (1 3p2
ya que r > —1 y la integral impropia / n" T+ B (x + 3n%)

dn es conver-
) (2 + 302)*

gente.

Ahora acotaremos la primera integral. Integrando por partes se obtiene

-1 —i(z+1 -1 1 p g1 9
o) gy — C [T ) 07— B (w4 807)
"2
- —o0 (x4 3n?)

o i(z+3)

luego

-1 -1 -1 -
. 1 6nftt B-1
[ ety < o [y [y
- r+3  Jo (z+3n?) oo |7 430



usando criterios de convergencia se demuestra que la integral impropia es conver-

gente.

Por lo tanto,

|15 (z)] < x+3—|—0@(), siz>—1

Caso 2, para x < —1, consideremos las funciones 1,1, € C§° tales que

Y1(n) +a(n) =1

con
sopwch:{ ‘x—|—3n|<| |}

y

Py =0 enB:{n:}x+3n2|<|%|},
entonces

il 3

(@) - \/< "“)m\%m)dn\
R

[ 0l () o dn' ¥

= |55 @)+ 157 ()]

/R e ) 1n1? o () s () dn

Cuando 19 () = 0 la desigualdad triangular muestra que
|z +30%| = = (|$|+|n| )

Entonces
(@) = / ei(x"*"3>|n|ﬂ (n) 2 (1)

B
_ / ’77‘ x + 377 ) dnez(azn—i-n?,)dn

_ \77|5¢2( ) el i(zn+n3)
B /n|>2z'<x+3n2>dne @

-2 B ) 3 “+o0 B ‘ .

_ / 102 (1) d o) g, / %62 () 4 (o) g,
oo ? (.CL' + 3772) d77 2 1 (1’ + 3772) d?7

— 1272,1 (3:) + 1272,2 (x)
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2,2,2 2,2,1 o )
Solo acotaremos 137" (z) ya que Iy~ (r) se acota de manera similar. Asf usando

integracion por partes

1 x N K
12’272 B ng¢2 (77) 6( n+n )
g (@) = i (z + 3n2)
+1 /+oo (z + 30%) [Bn” "o () + 0y ()] — 607102 () ei<$n+n3)d77
2 (z + 3772)2
_ 25¢2(2)€i(2x+8)
T i(z412)
+i / T (a4 30°) [B0° s () + 05 (n)] — 6071 (n) eilen+n®) g
2 (z + 3772)2
entonces
7222 < 2 172\ / ———d / e
Bl < TR et ) v
[,
2 (z + 3772)2
< Cﬁ +6/+mwdn+6/+wwdn
R S > lal+?
+oo  B+1
+216 / Lwdn
2 (Jz] +n?)
too bl teopp
< C L et e
< Cp(r)+ /2 2| + 72 T /2 2]+ 2"
+00 775+1
+C / ———d
s (a4

lo que implica

|I;’2’2 ()] < Cs(x).
entonces de una manera similar se acota ‘12’2’1 (x) |y obtenemos
|15° (2)| = 1™ ()] + | 1577 (2)] < C ()
Ahora para € A tenemos que 7 : |z + 3n?| < %
B @)= | [l oty

usando el lema de Van Der Corput (con A = 1) y la forma de p,1); garantizan que

existe una constante “C” independiente de x < —1 tal que
: 3
5 @1 = | [ o ) s ] < 1+ 15 1)
R
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la cual obtenemos |13 (z)| < |13 (2)| + | 137 (z)| < K.

Entonces se tiene

2

< ——4+K
~B+1

|15 ()] = |15 ()] + | I3 ()]

entonces Iz € L™ (R)
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