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Resumen

Un tema recurrente a lo largo de la historia de las matematicas ha sido el
obtener raices de un polinomio dado. En un principio este problema fue ata-
cado a través de férmulas algebraicas; es decir, se presentaba una expresion
cerrada sobre los coeficientes del polinomio. Sin embargo, desarrollos posteri-
ores descartan el éxito de este método para polinomios de grado mayor a cua-
tro. Como consecuencia las técnicas actuales resultan ser de corte numérico.
Entre ellas podemos encontrar el popular método de Newton.

El objetivo de esta tesis es aportar con otro método para factorizar poli-
nomios que al igual que los anteriores tiene sus ventajas y desventajas. Entre
las ventajas encontramos su aplicabilidad a una amplia familia de polinomios
con coeficientes en los complejos. Asimismo, presentamos la implementacion,
en el lenguaje C++4, para el método propuesto.

Nuestro método es de cardcter iterativo y en cada una de estas iteraciones
obtenemos un polinomio. Esta sucesiéon de polinomios converge y utilizare-
mos el polinomio limite para aislar la raiz de mayor norma del polinomio que
deseamos factorizar. Posteriormente, reutilizamos la informacién de cada
iteracion para poder dar con las demas raices del polinomio.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de las raices de los polinomios ha sido una cuestién central en las
matematicas desde tiempos antiguos, con aplicaciones que se extienden desde
la solucién de ecuaciones algebraicas basicas hasta problemas avanzados en
fisica, ingenieria y ciencias computacionales.

No obstante, calcular las raices de un polinomio no es un problema trivial,
especialmente cuando se trata de polinomios de grado mayor a 4, pues para
estos es imposible formular una soluciéon general en términos de radicales.
Este hecho ha motivado el desarrollo de vastos métodos numéricos para la
aproximacion de raices, cada cual con sus ventajas y limitaciones, en funciéon
del tipo de polinomio y las caracteristicas de las raices que se buscan.

En esta tesis, buscamos contribuir presentando un método iterativo que
elude algunas de las limitaciones de enfoques existentes. Nuestro método se
distingue por abordar polinomios con coeficientes en Q[i| y por su efectividad
computacional en una amplia gama de escenarios.

1.1 Nuestros resultados

A lo largo de este trabajo se demostrara que el algoritmo presentado es espe-
cialmente eficaz cuando el polinomio a factorizar no presenta raices distintas
de un mismo médulo. En efecto, en tal circunstancia, la complejidad del
método es de O(Ln?), donde n denota el grado del polinomio y L la cantidad
de iteraciones que utilizaremos para aproximar las raices del polinomio.

Asimismo, abordaremos el caso no favorable. Para ello proponemos un
enfoque probabilistico, en el cual trasladamos repetidamente el polinomio
dado hasta que eventualmente el polinomio obtenido caiga dentro del primer
patrén.
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1.2 Nuestras técnicas

En la primera parte de este trabajo lidiaremos con polinomios cuyas raices
son simples y de norma distinta. Este tipo de polinomios recibira el nombre
de polinomio solar debido a que la distribucion de sus raices en el plano
complejo se asemeja a un sistema planetario. Posteriormente extenderemos
nuestros resultados a polinomios con todas sus raices simples. Por tltimo,
atacaremos polinomios arbitrarios con coeficientes en Q[i], nuestro objetivo.

Comencemos considerando un polinomio solar de grado n y coeficientes
complejos P € C[z] (no necesariamente solo en Q[i]) con raices ar, ..., q,.
Asumiremos que n es mayor que 1, pues de no serlo la factorizacién es trivial.
Si dividimos z* entre P, en el esquema de divisién de Euclides, tendremos
un cociente ()5 y un residuo R} relacionados via

2F = Qu(2)P(2) + Ry(2). (1.1)
En particular, si reemplazamos los distintos «;, obtendremos explicitamente
of = Ri(oy). (1.2)

Si los a; son distintos, como los R, son de grado a lo sumo n— 1, obtendremos
un sistema lineal soluble sobre los coeficientes de Ry. Este trabajo estudia tal
sistema y lo explota; de este modo, se logra aislar las raices de P siguiendo
un orden decreciente en norma. A continuacién las raices aisladas podran
ser recuperadas mediante las relaciones de Peano.
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Desgranando polinomios solares

Sea P nuestro polinomio solar de grado mayor a 1 con raices aq, s, ..., a,
ordenadas de mayor a menor norma. De las relaciones en (1.2) tendremos
una presentacién matricial

1 a; o2 ... ot coefo(Ry,) ok
1 ay o2 ... oyt coefy (Ry) ok
1 az o ... aof! coefa(Ry) | = | o5 |, (2.1)
1 a, o2 ... o't coef,,_1(Ry) ak

donde coef;(Ry) claramente hace referencia al coeficiente de grado j de Ry.
De esta igualdad, podemos despejar los coef;(Ry) invirtiendo la matriz de
Vandermonde. Antes nos detendremos para apreciar las relaciones obtenidas.

2.1 Convergencia en el primer nivel

Utilizaremos la notacién V' (ay, as, . .., a,) para referirnos a la matriz
2 n—1
1 ai af ... af X
2 n—
1 ay a3 ... aj X
2 n—
1 a3 a5 ... ag :
2 n—1
1 a, a; ... a
asimismo, utilizaremos W (ay, as, ..., a,) para denotar su inversa.
Lema 2.1. Dados aq,as, . ..,a, distintos entre si, se tiene
zZ —
Wiay,az,...,a,);; = coef; 4 (H p—— ) ,
£

3
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donde i e j son indices entre 1 y n.

Prueba. Por definicién sabemos que se cumple

1 ay a2 ... af! 1 00 . 0
1 ay a2 ... ay? 010 0
1 oaz a2 ... a4 ' |{w=1[001 0
1 a, a2 ... a'! 000 ... 1

Para cada [ # j, al multiplicar la fila [ por la columna j, se obtiene

n

> a7 W =0;

r=1

ello implica que el polinomio
Wy(z) = 3 Wer
r=1

tiene como raices aquellos g; distintos de a;. No obstante, para [ = j, se
logra

Wj<aj) = Za;f*lW,«j = 1,
r=1

y W; resulta un polinomio no nulo. Por lo mismo, W; tiene que ser un
reescalamiento de
H(z — ).

1]
Utilizamos la condicién W;(a;) = 1 para confirmar que este reescalamiento
debe ser

.-,

A 4T
Al ser W;; el coeficiente de grado i — 1 de W;, obtenemos lo deseado. O

Al pasar la matriz de Vandermonde en (2.1) a la izquierda, se logra

coefy(Ry) of
coef(Ry) af
coels(Ri) | = W(ar,an,...,a) | 05

coef,,_1(Ry) o
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En esta ultima relacién, conforme k avanza, el vector de la izquierda sera
cada vez mas “parecido” a la primera columna de W; ello se debe a la pre-
ponderancia de «q, en norma, sobre las demas raices. Esto se hace explicito
en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Para n > 1, sea T una sucesion de polinomios de grado
menor an y ai,as, ...,a, numeros complejos, de normas distintas entre st,
ordenados de mayor a menor norma. Supongamos que Ty(a;) puede expre-
sarse como Cjkaé? y los Cjy (vistos como sucesiones indexadas por k) conver-
jan a un c;. St adicionalmente ¢, es no nulo, las formas monicas de los Ty,
convergen al polinomio monico de raices as,as, ..., dy.

Prueba. Podemos trabajar con los Ty como si tuvieran n coeficientes (los
completamos con ceros de ser necesario). Las relaciones asumidas se dejan
leer en forma matricial cual

1 a @ ... a! coefo(Ty) akCyy,
1 ay a3 ... ay! coefy (Tk) abCoy,
1 az a2 ... ab? coefo(T}) | = | aCsy,
1 a, a> ... a'! coef,,_1(Ty) akCho
Si pasamos V' (aq,as, .. .,a,) a derecha tenemos
coefy(T},) afCiy
coefy(Ty) a5Ca
coefy(Ty) | = Wi(ay,as,...,an,) a5Csy,
coef,,_1(Tk) akCp

Al dividir ambos miembros entre a¥C}y, pues son distintos de 0 a partir de
cierto K, conseguimos

coefo(T},) 1
coefy (T},) (ag/a1)*(Cor/Chy)
coefo(Tk) | = W(ay, as, ..., an) (as/a1)"(Csr/Cu) | . (2.2)

k

coefn;l(Tk) (an/a1)*(Cpr/Chr)
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Al tomar limite, obtenemos

coefo(Ty) 1

coefy (%) 0

: coefq (7] — 0
kh—>I£lo alfclk 2( k) W<a17a2a"'7an) : )

coef,,_1(Tk) 0

pues a; tiene norma méaxima. Entonces para cada ¢ desde 0 hasta n — 1 se
cumple
I coef;(Ty,)/akCyy, Wi
im = :
k—o0 coefn_l (Tk)/a’fC’lk W(n,1)1

0, lo que es lo mismo,

. coefy(Ty,) Wi
lim = .
k—oo coefn,_1(Th)  Wiin

Esto es equivalente a decir que la forma monica de los Ty, converge a la forma
monica del polinomio ligado a la primera columna de W y este tiltimo, gracias
al lema 2.1, es el polinomio deseado. O

Observacion. Obsérvese que el polinomio ligado a la primera columna de
W{(ay,as,...,a,) es de grado n — 1 y por ende a partir de cierto K, los T}
también tendran grado n — 1.

Definicién 2.3. Diremos que una sucesion xj; converge a x geométricamente,
si existe un § menor que 1 tal que a partir de cierto indice K se tiene

|z, — 2| < oF.

Corolario 2.4. Bajo las condiciones del teorema 2.2, si los Cj, converjen
a c; geométricamente, entonces los coeficientes de las formas monicas de los
polinomios Ty, también lo hacen.

Prueba. En referencia a la prueba anterior, debemos notar que el indice K a
partir del cual podemos dividir entre a’fClk es aquel cuando CY se despega
de 0. Sabemos que C}; converge a c;, distinto de 0, con una velocidad no
menor a 0% (donde # es menor que 1) y por tal motivo se despegara de 0 a tal
velocidad. En consonancia, de la relacién (2.2) se observa que la convergencia

de
coefy(T})

coefy(Ty)
coefy(Ty)

k

coef,,_1(Tk)
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a la primera columna de W (ay, as, . . ., a,) es tan rapida como la convergencia
de
1
(az/a1)*(Cox/C)
(as/a1)*(Csy/Ch)
(an/a1)"(Cr/Cir)
entrada por entrada, a
1
0
0
0

La primera entrada se queda estatica en 1 y no hay nada que probar. Para
los demds j, distintos de 1, la sucesién Cj;/Chy converge a ¢j/c; y por ende

esta acotada. De este modo,
k
ai Cik

(&)

lo hace. Por tales motivos, si denotamos con § al maximo entre 6 y los
las/ai|, |as/a1], ..., |an/a1|, tendremos que la convergencia de

converge a 0 tan rapido como

coef;(T)
coef,,_1(Ty)

W
Win—n

es al menos tan rapida como la de 6% a 0 y claramente & es menor que 1. [

Observacion. Aqui obsérvese que el corolario implica que el grado de T} se
estabiliza en n — 1 a velocidad geométrica.

Nuestra primera aplicacion del teorema 2.2 y su corolario sera a la sucesion

_ k. :
Ry, pues para esta tenemos Ry(a;) = a7; es decir, podemos tomar los Cjy
como constantes (iguales a 1), y estos convergen trivialmente con la velocidad
requerida. Concluimos que la forma monica de los Ry converge al polinomio
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ligado a la primera columna de W (aq, as, ..., a,) v este no es sino la forma
monica de P(z)/(z — ay). Ademas la velocidad de convergencia en este caso
serd no menor a |as /oy |k En la practica este procedimiento permite separar
a1 de Py, mediante las relaciones de Peano, recuperar tal raiz cual

- coef,,_o(Ry) B coef,_1(P)
k—oo coef,, 1 (Ry) coef,(P) ’

(2.3)

a1 =

mas ain, la velocidad con la que se obtiene este limite es geométrica.

2.2 Armando el segundo nivel

Con los resultados obtenidos por el momento, podemos idear un algoritmo
para calcular la raiz dominante, la de mayor norma. Podemos calcular los
Ry, iterativamente hasta habernos adentrado suficiente en la sucesion y luego
usar la relacién (2.3) para recuperar «;. Sin embargo, hay un modo atn
mas rapido y esto viene de notar que podemos desplazarnos dentro de la
sucesion de una forma exponencial en vez de una manera lineal. Es decir
una vez computado Ry, en el siguiente paso podemos computar Ry luego
R4 v asi sucesivamente. Para materializar esta idea, observemos que Ry
no es nada mds que el resto de R médulo P. Ademds como el grado de
los R’s esta acotado por n, la cantidad de operaciones que realizamos en
cada paso no crece descomunalmente. Asi, si indexamos nuestros pasos con
la variable [, nuestra convergencia se dard con una velocidad no menor a
lag/ a1\2l, exponencial (cuadratica) esta vez.

Ya en esta etapa, el sentido comin dicta que mientras las condiciones
nos lo permitan, podemos retirar o; de P mediante una division y repetir
el proceso en P(z)/(z — ay) para obtener la siguiente raiz. Sin embargo,
incluso cuando las condiciones son las adecuadas este proceso no es el mas
eficiente ni el més preciso. En primer lugar, para calcular el resto de z*
moédulo P(z)/(z — 1) no deberfa ser necesario repetir todo desde un inicio;
es decir los Ry deberian poder ser reutilizados para conseguir una sucesion
que afsle ap de P(2)/(z — aq) y asi ahorrarnos muchos calculos. En segundo
lugar la divisiéon P(z)/(z — a) nos hard perder precisién (fundamentalmente
en los coeficientes) dado que en ningiin momento hemos calculado tal oy,
sino apenas aproximaciones de este.

Debido a todo ello, en aras de generalizar nuestro método, buscaremos
un refinamiento de la relacién (1.1) a fin de que como residuo obtengamos
polinomios con grado, eventualmente, n — 2. De esta manera, tal como Ry,
por tener grado n — 1, aislé aq, abrigamos la esperanza de que esta nueva
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sucesion de polinomios aisle a; vy as. Llegado su momento veremos que
relaciones tipo

(2 —ap) = Sp(2)  (mod P), (2.4)

con S polinomio de grado no mayor a n — 2, juegan un rol importante.

Esta relacion no necesariamente se puede forzar para todo k. No obstante,
a partir de cierto K, no solo existird sino que ademas tanto a; como Sy seran
tnicos (salvo dependencia en k).

Para construir estas relaciones es necesario fijar K7, el indice a partir del
cual Ry es honestamente de grado n — 1; la existencia de este indice fue vista
en la observacion posterior al teorema 2.2. Ahora para todo indice k£ por
encima de K7, basta notar que

o — coef,,_1(Ryy1)
" coef, 1 (Ry)

Sk = Rk+l —arp Ry,

quedan sujetas a (2.4). Es natural preguntar si existe otro nimero complejo
ay, tal que la reduccién de 2¥(z — a;) médulo P es de grado menor o igual
a n — 2. De existir, al restar ambas relaciones se tendra que el resto de
2#(a, — ax) médulo P serd otro polinomio de grado menor igual a n—2. Esto
es imposible ya que @, — a es distinto de 0 y el resto de z* respecto a P es
de grado n — 1, pues k es mayor o igual a K.

Gracias a este dltimo detalle, podemos analizar la sucesién a; (comen-
zando en K) y si ver si esta nos lleva a algun lado.

Lema 2.5. La sucesion ay converge a oy, la raiz de mayor norma de P.

Prueba. Por definicién de R, como congruente a z* se tiene
Rii1(2) = 2zRi(2) (mod P)

con miembro izquierdo de grado n — 1 y derecho de grado n. Por ende Ry,
puede hallarse de manera explicita como

B coef,,_1(Ry)

Biii(2) = 2F() coef,, (P)

P(2).

Al computar el coeficiente de grado n — 1 en ambos lados obtenemos la
igualdad

coef,,_1(P)

coef,_1(Ry+1) = coef,_o(Ry) — Coef"‘l(Rk)F(P)’
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0, lo que es equivalente,

coef,,_o(Ry) B coef,,_1(P)
coef,_1(Ry)  coef,(P)

ap =

El lado derecho de esta igualdad es el mismo que en (2.3), de donde se sigue

lim ap = (.
k—o0

Corolario 2.6. La sucesion a; converge con velocidad geométrica.

Prueba. La velocidad de convergencia de esta sucesion depende de cuan
rapido encontramos K7 y de la convergencia de

coef,,_o(Ry)
coef,, 1 (Ri)

Este ultimo converge geométricamente gracias al corolario 2.4. Ademas en
la observacion posterior a ese corolario, hemos indicado por qué el K; puede
hallarse también a ese ritmo. O]

2.3 Los siguientes niveles

A lo realizado en la seccién anterior ain queda por justificar por qué los Sy
en efecto aislan las dos raices superiores de P. Pero, no solo eso, sino que
ademas es posible generalizar el trabajo a fin de aislar sucesivamente cada
vez mas raices. Todos estos pendientes los condensaremos en un teorema.

Teorema 2.7. Para cada d desde O hasta n — 2 existe un indice K4 a partir
del cual hay un tinico A% ménico de grado d tal que el polinomio de la derecha
en

FAY(2) = 8z) (mod P)

es de grado mo mayor a n —d — 1. Adicionalmente, fijado el d, la sucesion
A% converge al polinomio monico generado por las d raices de mayor norma
k
de P y los equivalentes mdnicos de la sucesidn S convergen al polinomio
k
monico generado por las n —d — 1 raices de menor norma de P. En otras
palabras, esta relacion aisla las d + 1 raices superiores de P.

Prueba. Para d =0, Ky = 0, todo lo que hay por demostrar o es trivial o ya
fue hecho en los capitulos anteriores. Para d = 1, debemos constatar que los
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S} aislan las dos raices superiores de P. Demds estd indicar que los Ky se
asumen crecientes.

Procederemos por induccién. Supongamos que para cierto d conocemos
la existencia, unicidad y convergencia de los A¢ para los k mayores o iguales
a K,. Veamos por qué los S¢ aislan las d + 1 raices superiores de P. Al
reemplazar agyi, Qgyo,...,q, en la congruencia se obtiene

Si(ay) = af Af(a).

Gracias a la hipotesis inductiva se cumple

::]g

llm Ad (o) — ),

=1

lo cual implica que para los j mayores a d este limite es distinto de 0. Entonces
S? y las raices agi1, gya, - - -, ay, satisfacen las condiciones del teorema 2.2.
Gracias a este teorema, las formas ménicas de S¢ convergen al polinomio
deseado. En particular, existe un Ky, tal que todo elemento de la sucesion
con un indice mayor o igual a este tiene grado exactamente n —d — 1.

Ahora construyamos el nivel d + 1; el procedimiento serd totalmente
analogo a lo realizado en la seccién anterior. Comencemos notando que para
los k a partir de K 4.1, el polinomio

coef,,_ 41 (S,‘fﬂ)

AZ+1( )_ ZAk-‘rl( ) Coef Cd 1(Sd)

A(2)

cumple con lo que deseamos. De haber otro, digamos 1/4\;6(2), tendriamos

P (A(2) — AT (2))

T(z) (mod P),

donde T' tiene un grado no mayor a n — d — 2 al ser la diferencia de dos
polinomios de a lo mucho ese grado. Si denotamos por e al grado de Ak Ad+1
tendremos que este ha de ser menor o igual a d pues son moénicos de grado
d+ 1.

De este modo, al tenerse k > Ky > K1, el resto de

2 (Ar(2) — AT (2))
al ser dividido entre P tiene grado mayor a n — e — 1 cuando 1/4; — Ai“ no
es un reescalamiento de Aj, y exactamente n —e — 1 cuando si lo es. Asi, por
un lado tenemos que el grado de T no es mayor a n — d — 2 y por otro es al
menos n — e — 1: de acd obtenemos d 4+ 2 < e + 1, una clara contradiccion.
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Finalmente, para cerrar el circulo, resta probar que los A,‘i“ convergen

al polinomio adecuado. Fijemos j en 1,2,3,...,d+ 1y sea P; el polinomio
dado por
P(z)
(z - aj) T rd+l

Hi:1 (z — ai)'

Ahora notemos que

KAL) = 8 (2)  (mod P)
implica

KAL) = 5(2) (mod B,

pues P; divide a P. Para mas comodidad expandamos AZH como
el ez
Al reemplazar en la congruencia obtenemos
PRrdrl ol e AT P = ST(2) (mod Pj). (2.5)

Por otro lado, a partir de cierto K, para cada ¢ de k hasta k + d existe un a{
tal que en ‘ ' '
Sz —al) =T/(z) (mod P,) (2.6)

el polinomio Tij es de grado a lo sumo n — d — 2. Si nos fijamos en el grupo
de polinomios (con la operacién suma) cocientado por el subgrupo generado
por los polinomios 1, z, 2%, ..., 2"~%"2 junto al ideal (P;), tenemos que (2.5)
es equivalente a

Phrdtl 4 cﬁz“d 4+ c/,lczkJrl + cgzk ~0
y las otras relaciones devienen en
2z —al) ~0.
Ahondando un poco mas en ellas tenemos

k+1 k

2P~ a2
k+2 J J
2 gy Ay

k+3 J J J
z ~ Ay o0y 1A%

k

k

k+d+1 Jo 4] J k.
z ™~ Qe dUppd—1 - G s
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y al reemplazarlas en (2.5) obtendremos

(ch+ajey + aiﬂaici Tt a£+d—1ai+d—2 o ai+dai+d—1 coa)zt ~ 0,
En lenguaje cotidiano ello significa que este multiplo de z*, el polinomio de
la izquierda, tiene un resto de grado menor o igual a n — d — 2 cuando es
dividido entre P;. Esto es solo posible cuando el nimero que se obtiene al
operar todo lo que estd dentro de los paréntesis resulta 0, ya que el resto
de dividir 2* entre P; tiene grado n — d — 1. Esta tltima afirmacién es
consecuncia de que la construccién de (2.6) requiere que el grado del resto

de z* ya se haya estabilizado —obligatoriamente en n —d — 1—. En lenguaje
matricial tenemos entonces

J o d,0 J .J

' J — _qd 4] J
(1 a, @, - akak+1...ak+d_1) k| =—apap g0y g

Al combinar las relaciones obtenidas al variar j desde 1 hasta d + 1 con-
seguimos

1 1,1 1,1 1 0 1,1 1
1 a,2€ aéaéﬂ o a,ga,2€+1 - a,§+d_1 C’f a,ga,€+1 c g
1 a,§ a,ch,é,Jr1 e a§a§+1 e a,§+d_1 c,2€ algakﬂ ce Qg
Loap agagyy o R0y Qg | == W41 Ay
d+1  d+1_d+1 d+1_d+1 d+1 d d+1_d+1 d+1
L oa,™ ap a0 @y apiy e Qg Ch A I

Llamaremos M} a la matriz de la izquierda y my al vector de la derecha y
reformulamos la relacién anterior como

Gracias al lema 2.5 los aj, convergen a la raiz de mayor norma de P;, es decir
a ;. En consecuencia M}, converge a

1 o ol ... af
1 oy as ... af
1 a3 o2 ... of

2 d
Laa agyy o agy
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y my converge a

d+1
Qgt1
Como el limite de los M}, tiene inversa, tenemos la convergencia

-1
0 2 d d+1
Cp. 1 o af ... af Ozgl
1 2 d +1
Cp 1 o as ... oz?l o% X
2 2 +
lim ||l =—-|1 a3 aF ... Of arg
k—ro0 . .
d 2 d d+1

Esto caracteriza al limite de los coeficientes de AZH y son quienes queremos
que sean, pues el resultado de la derecha solo puede ser el vector formado por
los coeficientes no principales del polinomio moénico que tiene como raices a
1,09, ., Oy . L]

Corolario 2.8. Asi como en los demds resultados, la convergencia de las
formas ménicas de los S¢ se da con una velocidad geométrica.

Prueba. Para d = 0, la velocidad de convergencia de los A) = 1 es trivial
y la de los Ry = SP ya la hemos probado. Adicionalmente, la velocidad de
convergencia de los A} estd refrendada en el corolario 2.6.

Asi, asumamos que para cierto d la velocidad de convergencia de los A¢
es la deseada. Para los indices j desde d + 1 hasta n, se tiene

Sp(ay) = b Al(ay)

d
Jim Aj(a;) [T —a.
I=1
Este limite se da con una velocidad geométrica, pues por nuestra hipdtesis,
los A¢ convergen con la velocidad deseada. Por tanto, los S¢ y las raices
Qgi1, Qgra, - - -, Oy satisfacen las condiciones del corolario 2.4 y por ende las
versiones moénicas de S¢ convergen geométricamente.

Ahora analicemos la sucesion AZ“. Como consecuencia de lo que acabamos
de probar, el indice K4, a partir del cual se podra construir la sucesién AZH
puede ser encontrado con una velocidad geométrica, pues este indice es en el
cual los grado de los S¢ se estabilizan en n — d — 1.
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Recordemos que para la relacion

1 1,1 1.1 1
1 a,g a§a§+1 e aga,ﬁl . aéﬁdfl
1 a,§ aéa,gJrl o a§a§+1 o a§+d_1
Loap agagy, oo @Ay -G
A+l d+l d+l d+1 d+1 d+1
T L A

15

0 1.1 1

Ch a§a§+1...a§+d
1

2

G| =—| %B%+1--- Uktd
d d+1 _d+1 d+1
Ck A Qg1 - - Qpgg

fue necesario trabajar no solo después de Ky, 1, sino también a partir del K

donde las relaciones

HFz—al)=T! (mod P))

existian. Notese que este K, como consecuencia de la observacién posterior
al corolario 2.4, también puede ser encontrado con una velocidad geométrica
(el corolario tendra que ser aplicado a cada P; y la mas lenta de las d + 1
velocidades obtenidas seguird siendo adecuada). Asi, el maximo entre Ky
y K sera encontrado con la velocidad deseada. Ahora, como a partir de este
indice la relacién mencionada anteriormente es valida, la matriz

1 1,1
1 alﬁ GISCLIS_H
1 a,?f a,?fa,?erl
Loay  agagy,
d+1 d+1,d+1
I a ay ag

bautizada como M, converge a

1 aq
1 (0D)]
1 Qs

2
L gy gy

1,1
a§a§+1...
agay g - -

3,3
akak+1 ...

1
al2c+d— 1
al§:+d— 1
Oprda—1 |,

d+1 d+1 d+1
Qyp ak+1...ak+d_1

d
Qgi1

con la velocidad deseada, pues cada aj, converge a a; geométricamente. Como
la inversa de M, tiene una forma explicita en funcién de las entradas, resulta
que M, ! también converge con la velocidad deseada a la matriz

1 aq
1 (0%))
1 (0%}

2
L agp agy

-1
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Finalmente, de la relacién

0 1,1 1
1
% Ol - Oy
-1
d d+1d+1 d+1
C A Qg1 -+ Dpgg

obtendremos que

converge geométricamente, pues el vector

1.1 1
a/é:a/é:—i_l DI a/k+d
a§a§+1 LIS ag_i_d
AgQg+1 - - - Agtd

)

dt+1 d+1 d+1
g Qg1 Apgq

conocido como mg, converge a

d+1
gyt

con la velocidad deseada. De esta forma, hemos completado la induccion.



Capitulo 3

Factorizando polinomios solares

En este capitulo, seguiremos las pautas del anterior para construir un algo-
ritmo capaz de factorizar polinomios solares.

En caso que nuestro polinomio P sea de grado 1 damos el algoritmo por
terminado. De no ser asi, recordemos que podemos aproximar a; mediante
el limite

. coef, o(Ry)  coef,_1(P)
a; = lim — ;
k—oo coef, _1(Rg)  coef,(P)
con velocidad de aproximacién geométrica (en k). Por tal motivo, la ex-
presion
coef, _o(Ry)  coef,_1(P)
coef,_1(Ry)  coef,(P) "’
seré bautizada como aprox(aq). Del mismo modo, tendremos el limite
. coef, 3(S})  coef, 1(P)
— 1] _ .
o= Im coef, 2(S})  coef,(P) "’

y llamaremos aprox, (as) al resultado de la expresién
coef, 3(S{)  coef, 1(P)
coef,_o(SL)  coef,(P)

Dentro de este patrén, para los j desde 2 hasta n — 1, denotaremos por

aprox;(cy;) al valor obtenido en

— aprox; ().

s '_1
coef,_; 1(SI7")  coef, 1(P) <
. — — ) aprox,(a,
coef, ;(Si™) coef,,(P) Zl pros; {ax)

y por aprox,(a,) a lo obtenido en

coef,,_1(P) —
cocf.(P) ; aprox; (o).

17
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No es dificil ver que la convergencia de aprox, (a; ) hacia «; tiene un efecto
dominé sobre las velocidades de convergencia de los aprox;,(c;) hacia «;, pues
cada una de estas depende de que tan rapido convergen

coef, ; 1(S77)

coef, ;(Si1)

y aprox,(a,), para los r anteriores a j. Para aprox(a,) es aun mdas evi-
dente, puesto que la rapidez de convergencia de este a «, solo depende de
la de los indices anteriores. Es decir, todas estas aproximaciones convergen
geométricamente.

De este modo, una vez calculados S%, Sk, . .. ,S}‘(_2 para un K suficien-
temente grande, logramos aproximaciones bastante decentes de las raices de
nuestro P.

3.1 Adentrandonos en el primer nivel

Ya hemos mencionado que en el primer nivel no es necesario avanzar de uno
en uno, pues tenemos a mano la relacién

Sor = S%  (mod P).

Lo que queremos insinuar es que para calcular S9, basta multiplicar SP con-
sigo mismo y aplicar el algoritmo de division de Fuclides a este resultado y
a P.

Con la misma receta arrancamos de S = z y obtenemos S5, 59,59, ...
en ese orden. Detenerse en la iteracién L significa que hemos calculado
S9.89.89, ..., SQOL; por comodidad denotaremos por K a 2. Ahora notemos
que en nuestra forma de pasar de SY a S9, hemos elevado Sy al cuadrado y
luego hemos aplicado el algoritmo de divisién de Euclides. Como el grado
de S? no pasa de n — 1, para elevarlo al cuadrado efectuamos no mas de
O(n?) sumas y restas. Asimismo, en aplicar la divisién a este resultado y a
P tampoco se efecttia mds de O(n?) sumas y restas, pues el grado del primero
es a lo sumo 2n—2 y el del segundo es n. El efecto final es que no se efectian
m4s de 2n? operaciones en cada paso. Por ello el costo total de calcular S%
es de O(Ln?), pues hay L multiplicaciones y L divisiones.

3.2 Avanzando en niveles mas profundos

Ahora queda como tarea idear una forma de calcular los Sk, S%, ..., S 2
de forma eficiente. Asumiremos que a partir del indice K los grados de los
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polinomios SY, S, S2,...,57 2 ya se han estabilizado en n — 1,n — 2,n —
3,...,1 respectivamente. Podemos asumir esto sin afectar la velocidad del
algoritmo, ya que los K con esta propiedad son encontrados geométricamente
rapido.

Recordemos que S¢ es el resto de 28 Af(z) médulo P y este fue construido
en base al nivel anterior cual

coef,_qa(Si 1)

AZ(Z) = zAZ;}(z) - coefn_d(Sg_l)

Al (2).

Asi, el residuo de 2% A¢(z) sera el mismo que el de

B coef,_qa(Si 1)

k+1Ad—1
© (=) coef,,_4(S¢™1)

k+1

2FAL(2).

No obstante, este 1ltimo es congruente modulo P a

Coefn,d(S,fjr%)

— O L gL ().
coef,,_q(S¢1) * (2)

d—1

Sir1(2) —

Este polinomio es de grado a lo sumo n — d — 1, pues es el resto de dividir

S,fjr% entre S,f’l. La condicién en el grado implica que este polinomio ha de
ser S¢. De este modo, obtenemos la igualdad

coefn_d(S,f:)

Sd—l 7
coefn_d(S,‘f_l) e ()

Sk(z) = Sz (2) -

lo cual sugiere calcular Sk, S%, ... ,S;L(_Q mediante el esquema
Rx Rk Riie Riis 0 Riinoe
\_/\_/\_/ \_/
Sk Skn Skwe o Skynos
D e N
S%( S%(H T Sl%+n74
N
Sk Skins
h Sn—2
% -

La cantidad de operaciones de este proceso es O(n?), pues bajar del primer
al segundo nivel toma n — 1 restas de polinomios de grado n — 1. Es decir,
para bajar al segundo nivel estamos usando al menos (n — 1)? operaciones.
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Similarmente, para bajar al tercer nivel usaremos (n — 2)2, para bajar al
cuarto seran (n — 3)? y asi sucesivamente. Esta suma da un polinomio de
orden ctbico en n.

La gracia de este capitulo recae en que este resultado puede ser optimizado
hasta O(n?). El truco radica en ingenidrnosla para constuir los S& de una
manera alternativa.

Sea T} resto de P al ser dividido por S%-. Este es de la forma

P(z) — B(2) Sk (2),

donde B es un polinomio de grado 1. Esto se debe a que P es exactamente
un grado superior a SY%. Entonces médulo P tenemos

Ty (2) = —B(2)Sk(2),
0, equivalentemente,
Ti(2) = —B(2)z"  (mod P).

Debido a que el grado de T es a lo sumo n — 2 por ser un residuo respecto
a S% deducimos que —B es un reescalamiento de A}, y por ende T% lo es
de S}. Si remedamos esta idea logramos un andlogo para los demés niveles.

Teorema 3.1. Para los d mayores o iguales que 1 se tiene que S}ifl es un
reescalamiento del residuo de dividir S& entre S§.

Prueba. Comencemos observando que el grado de S}lgl esn—dyeldeS%
es n —d — 1. Entonces el residuo, al que llamaremos T;?Fl, es de la forma

Si ' (2) — B(2)Sk(2),
para algin polinomio B de grado 1. Moédulo P tendremos que se cumple
TH(2) = 2R AL (2) — B(2):% AL (2),
0, lo que es lo mismo,
T () = 25 (A% (2) — B(z)AL(2)) (mod P).

Sabemos que el grado de T’ [dfl es a lo sumo n — d — 2 (por ser un residuo
respecto a S%) v que el polinomio dentro del paréntesis es de grado d + 1,
pues A% y A;l(_l son de grados d yv d — 1 exactamente. Ello implica que
A%=! — BA% ha de ser un reescalamiento de A% y, consecuentemente, T
lo es de S4tt. O
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Corolario 3.2. El resto de dividir un reescalamiento de S por uno de S%
es un reescalamiento de S&.

Prueba. Esto es claro. O

Este corolario es muy conveniente ya que nos brinda otra manera de
calcular reescalamientos de S%. Para nuestros fines estos reescalamientos son
idénticos al polinomio original, pues la informacion que extraemos de ellos
viene a través de las relaciones de Peano. Es asi que ahora podemos trabajar
con la sucesion TS, Tk, T2, ..., Ty"? donde TY es Ry, T) es el residuo de
dividir P por Ry y para los d mayores que 1 el polinomio T% es el resto
de dividir T° [d(_Q por T;é_l. Ahora notemos que la cantidad de operaciones
realizadas para calcular T a partir de la divisién de Ti- 2 respecto a Te *
es a lo sumo O(n), debido a que los grados de estos son n —d+ 1y n —d
respectivamente. Para llegar hasta TI@_Q, este proceso se realizard menos de
n veces y por ende la complejidad total no es mayor a O(n?).



Capitulo 4

Extendiendo nuestro algoritmo

Ahora extenderemos nuestros algoritmo para polinomios con coeficientes en
Q[i]. Primeramente, lo haremos para polinomios con raices simples, sin
ninguna condiciéon en sus normas.

4.1 Polinomios con raices simples

En esta nueva situacién no podemos asegurar que el algoritmo propuesto
en el capitulo anterior funcione. Por tal motivo, recurriremos a un enfoque
probabilistico. Trasladaremos P por un numero aleatorio 7 y obtendremos
el polinomio P, definido como

P.(z)=P(z+T).

Las raices de P, pasan a ser ooy — 7,9 — 7,...,0Q, — 7. Este polinomio es
solar cuando
i — 7| # | — 7

para cualesquiera ¢ y j distintos. Esta condicién es equivalente a decir que 7
se encuentra fuera de la mediatriz del segmento con extremos «; y ;.
Entonces P, sera un polinomio solar si y solo si 7 esta fuera de las ”("2_1)
mediatrices generadas por las n raices de P. Es claro que una cantidad finita
de rectas en el plano complejo forma un conjunto de medida nula y por ende
cualquier 7 que escojamos cumplira con lo que buscamos casi seguramente.
Implementaremos esta idea de la siguiente manera. Recibimos el poli-
nomio P con raices simples y escogemos un 7 aleatorio para trasladar P a
P,. Luego, a este tultimo le aplicamos el algoritmo descrito en el capitulo
anterior. Finalmente, verificaremos que la evaluacién de P, en las aproxima-
ciones obtenidas resulte en valores muy préximos a 0. De ser este el caso,

22
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sumamos 7 a cada raiz obtenida para recuperar las raices de P y damos por
culminado el proceso. De no serlo, escogemos otro 7 aleatorio y repetimos
las instrucciones.

Notemos que para cada eleccion de 7 tendremos que trasladar P, aplicar
el algoritmo solar a P, y evaluar P; en los resultados obtenidos. El costo de
trasladar P es O(n?). Para ver el porqué expandimos P como

" Fep 12 i ozt
y su traslado cual
Gz T)" 4 iz +7)" a4 T +a(z+T) + .

Primero, calcularemos 1, (z +7), (2 + 7)%,..., (2 + 7). Esto se puede hacer
en O(n?) pasos, ya que cuando se obtiene (z + 7)7, el computar (z +7)7*! es
apenas cuestién de multiplicarlo por (z + 7); y esto al ser la multiplicacién
de un polinomio de grado a lo sumo n con uno de grado 1 deviene en O(n)
de coste. Es asi que calcular tal lista con n+ 1 elementos nos costara en total
O(n?). De acd, para obtener P, tendremos que escalar cada (z + 7)7 por ¢;
y sumarlos todos. Como cada uno de estos tiene grado a lo sumo n, el coste
de realizar esto serd a lo sumo nuevamente O(n?). A la postre, el costo de
aplicar el algoritmo a P, serd de O(Ln?). Finalmente, evaluar P, en cualquier
nimero complejo cuesta O(n) operaciones, siguiendo el mismo proceso que
usamos para trasladar P. Es asi que evaluar P, en las n aproximaciones
obtenidas tomard en total O(n?) operaciones.

En resumen, cada eleccién de 7 nos cuesta O(Ln?); y si denotamos por
I a la cantidad de veces que nos entregaremos al azar hasta salir exitosos, el
costo total de nuestro algoritmo serd O(ILn?).

Cuando obtengamos el éxito con algin 7, tendremos que corregir las
aproximaciones obtenidas, sumandoles 7. Esta rutina tiene coste O(n) y se
realiza solo una vez; es decir, su costo es negligible. Como la eleccién de 7 es
un éxito casi seguro, se asumira que tal I es una constante y la complejidad
de nuestro algoritmo quedard en O(Ln?).

4.2 Polinomios con coeficientes gaussianos

Finalmente, atacaremos el caso en que P es cualquier polinomio con coefi-
cientes en Q[i]. Para completar este trabajo, basta notar que el polinomio
mea(pp) ©S Ul polinomio con raices simples y, como conjunto, sus raices son
las mismas que las de P.
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El coste de calcular med (P, P’) con el algoritmo de Euclides es de O(n?)
y el de dividir P por med(P, P') sera también a lo sumo O(n?), pues ambos
son polinomios de grado a lo sumo n.

La veracidad de nuestra primera afirmacion recae en que el algoritmo de
Euclides para polinomios es un proceso por etapas, donde en cada una de
estas se reemplaza el polinomio de mayor grado por el resto de dividir este
mismo por el de menor grado. Si denotamos con D el grado del dividendo y
con d el grado del divisor, esta divisién realiza no mas de O(d(D — d + 1))
operaciones basicas. Como en todo momento el grado de los polinomios
envueltos no pasa de n, podemos controlar este costo por la suma de los
O(n(D — d +1)). Si indexamos las etapas desde 1 hasta ¢, y agregamos
el nimero de etapa como subindice tanto a D como a d tendremos que la
complejidad rebasa

Llegado este punto, solo basta notar que se satisface D; = d;;1, pues el
polinomio de menor grado se convierte en el dividendo de la siguiente etapa.
Asi esta suma se convierte en una telescopica con resultado final a lo sumo

O(n(Dy + ¢)).

El nimero de etapas ¢ no sobrepasa 2n ya que en cada una de estas la suma
de grados tiene que decrecer en al menos 1 y sabemos también que D; no es
superior a n; por ende, el coste de tomar med es a lo sumo O(n?).

Ahora si llamamos 1, £, . . ., B, a las aproximaciones obtenidas al aplicar
el algoritmo de la seccién anterior al polinomio

P/mecd(P, P)

tendremos que estas aproximan también a todas las raices de P. Sin embargo,
ain nos falta conocer la multiplicidad de cada una. Esto se puede hacer en
O(n?) pasos via el siguiente proceso. Comenzaremos con el conjunto C
formado por 31, B2, ..., B, y denotaremos con C; al subconjunto de Cy cuyos
elementos son las aproximaciones de las raices de multiplicidad al menos j.
En cada paso, avanzaremos de C; a C};; manteniendo solo los 3; que al ser
evaluados en PUTY entreguen un resultado muy cercano a 0. Llamaremos

mi,ma,...,m, a las multiplicades de las raices asociadas a (1, Ss,..., [,
respectivamente. En el proceso descrito tendremos que 3; seré evaluado solo
en PO PA_  PM) v por ende f3; estd envuelto en a lo sumo O(nm;)

operaciones, pues cada uno de esos polinomios es de grado menor a n. Como
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cada evaluacién envuelve a un §;, la cantidad total de operaciones en estas
es de orden
T
E O(nm;).
Jj=1

Recordemos que 1, Bs, . . ., B, son las tinicas raices de P y por ende se cumple

T
E mj = n.
Jj=1

De este modo, la cantidad de operaciones que envuelven evaluaciones sera de
orden O(n?). Finalmente, para poder evaluar es necesario haber precalculado
PO P PM™_ Esto se logra en O(n?) pasos, pues cuando ya se ha
calculado PY) computar PU*Y requiere solo de derivarlo y esto dltimo no
cuesta més de O(n).

Es asi que este proceso nos da una manera de identificar la multiplicidad
de la raiz asociada a cada una de nuestras aproximaciones y nuestro objetivo
ha sido logrado.



Capitulo 5

Ejemplos

En este capitulo, usaremos diversos tipos de polinomios y varios L’s para
poner a prueba nuestro algoritmo. Apuntamos el tiempo de ejecucion y el
error entre las raices originales y las estimadas.
mos es la norma méxima que se obtiene al restar cada raiz original con su

aproximacion.

5.1 Ejemplos solares

Como indica el subtitulo, primero aplicaremos nuestro algoritmo a polinomios
solares. Para nuestro primer ejemplo factorizaremos el polinomio de grado 8

cuyas raices, ordenadas de mayor a menor norma, son

—86.89 — 86.317, 94.13 — 40.797, —38.79 + 93.661,

59.40 + 54.307, 48.14 + 51.89:, 8.61 — 68.684,

Los datos resultantes son
L Error Tiempo(s)
9 | 2.48678496517633 e+00 | 2.097873
10 | 5.55864020303965 e-03 | 2.297969
11 | 2.85092913530717 e-08 | 2.602764
12 | 7.49912343678924 e-19 | 2.862336
13 | 5.18870120359987 e-40 | 3.146492
14 | 2.48401939244180 e-82 | 3.506579
15 | 5.69308439267136 e-167 | 3.769358
16 | 2.99042490627857 e-336 | 4.067766
17 | 8.25094058945234 e-675 | 4.281943

26

El error que presentare-

—16.83 + 97.281,
—24.72 — 0.29:.
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En nuestro segundo ejemplo abordaremos un polinomio mas exigente, de
grado 15 y con raices

65.28 + 82.62i,
63.75 + 72.52i,
~32.19 — 82.17i,
61.2 — 37.38i,

65.43 — 78.051,
—9.01 — 95.361,
—86.6 + 7.151,

40.11 — 17.87¢,

—61.08 + 81.22i,
—86.41 + 38.14,

—73.17 + 42.42i,
—2.71 + 25.38i.

—80.59 — 61.44i,
—84.26 + 29.83i,
—67.29 — 37.98i,

Los resultados son

L

Error

Tiempo(s)

9

10
11
12
13
14
15
16
17

1.71606300958666 e+-02
1.16870450886076 e+02
1.40312690668573 e+01
1.52261829617272 e-01
1.85233771472376 e-05
2.87602807029042 e-13
6.94842659887015 e-29
4.05576871972971 e-60
1.38180447847317 e-122

6.432603
7.39478
8.729825
9.579008
10.270248 |
11.191145
12.530459
13.358438
14.519003

En nuestro tercer ejemplo trataremos un caso atin mas ambicioso, un
polinomio de grado 20 con las siguientes raices

73.820 — 85.4567, 48.209 + 98.959,
0.585 + 85.116z, —1.155 — 84.9871,
19.625 — 75.453¢, 51.284 + 50.830¢,
—0.006 — 56.818z, 8.675 — 50.414¢,
33.265 — 19.947:, 0.702 — 32.531z,

82.614 + 95.503,

76.031 — 55.370i,
—79.424 — 7.908i,
—20.784 — 55.677i,

36.939 — 17.329i,

74.396 + 67.443i,
71.868 — 35.413i,
5.910 — 63.0164,
A7.256 + 7.6284,
—7.853 — 0.752i.

Los resultados obtenidos son

L

Error

Tiempo(s)

9
10
11
12
13
14
15
16

1.70110418945225 e+02
1.70119477367685 e+4-02
1.70174445154308 e+-02
1.71159608665796 e+02
4.21823120164742 e+4-01
3.95441090032439 e-04
1.96705411695599 e-14
4.86726914562631 e-35

11.179499
12.886351
14.436636

16.329424 |

18.262189
20.19468

21.137639
22.994728
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Notese que en todos estos ejemplos el error converge a 0 cuadraticamente;
esto se debe a que las raices tienen normas distintas entre si.

5.2 Ejemplos ciclotémicos

Como segunda tanda de ejemplos, atacamos polinomios con raices distintas y
todas de la misma norma. No hay mejor ejemplo para esto que los polinomios
ciclotémicos. A los datos que recopilamos, le adicionaremos la cantidad de
traslaciones usadas (I), la traslacién exitosa (7) y el tiempo de ejecucién que
tomo factorizar esta tltima traslaciéon (T. parcial).

Factorizando el ciclotomico de grado 12, obtenemos los siguientes datos

L |1 T Error T. parcial(s) | T. total(s)
12 | 2| -1.000 - 0.333 1 | 6.00895058487385 e-108 6.8288 7.7026
13 14| 2.500 - 2.000 i 7.91955448184537 e-64 6.7164 20.6813
14 | 2| -1.500 + 3.000 i | 3.08917329697785 e-124 7.3130 8.2123
15 12| 0.400 - 2.0001 | 7.10394489293256 e-235 8.1733 9.0533
16 | 2| 1.500 - 0.500 1 | 9.56787208943175 e-1063 8.7043 9.6788
17 | 4| 2.250 + 2.500 i | 4.86699795255496 e-1253 9.2998 28.7574
El mismo proceso para el ciclotomico de grado 16 nos entrega
L |1 T Error T. parcial(s) | T. total(s)
13 13| 1.250 + 0.333 1 | 2.26366882030496 e-72 12.258948 | 25.180862
14 | 2|1 0.667 + 2.000 i | 2.93112870543631 e-104 | 13.464402 | 14.542886
15 | 2 | 1.000 + 0.667 i | 3.62956296365267 e-178 | 15.319702 | 16.611212 |
16 | 2 | 1.500 + 1.500 i | 1.44986069373499 e-213 8.074469 9.199366
17 | 3| 2.000 - 0.600 i | 4.11970666685904 e-723 | 17.137764 | 34.726252
Finalmente, para el de grado 18, obtenemos

L |1 T Error T. parcial(s) | T. total(s)
13 | 3 | 1.800 + 0.400 | 1.10304471907419 e-58 15.095463 | 30.527987
14 | 2 | -0.500 - 0.800 | 2.20504070470069 e-49 15.751336 | 17.607339
15 | 2 | 1.000 + 0.250 | 6.02772892023472 e-204 | 16.854215 | 18.579865 |
16 | 2 | 2.000 + 1.333 | 9.59940270435357 e-289 | 19.138753 | 21.295259
17 | 2| 3.333 + 0.333 | 2.89710669358940 e-666 | 20.878759 | 23.044009

Notese que para este grupo de polinomios, tanto los errores como los tiem-
pos son mas erraticos debido al componente aleatorio que hemos agregado.
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Para nuestra ultima muestra tomaremos polinomios que tengan tanto raices
repetidas como raices distintas con la misma norma.
En nuestro primer ejemplo afrontaremos el polinomio de grado 8, de raices

—30.00 + 40.004,
—12.34 + 23.45i,

—30.00 + 40.00i,
5.67 — 8.90i,

—5.67 + 8.904,

40.00 — 30.00¢,

12.34 — 23.45,
0.00 + 0.00z.

Claramente tenemos raices repetidas y también raices distintas de misma
norma. Para este caso, obtenemos los siguientes resultados

L |1 T Error T. parcial(s) | T. total(s)
10 | 6 | -0.667 + 2.0001 | 2.24180635240550 e-63 2.097254 11.253781
11 | 2| -0.667 + 2.000 1 | 3.77840581612173 e-130 2.321483 4.162268
12 1 3] -1.800 + 1.667 1 | 5.21435996351661 e-342 2.520397 6.750634
13 12| 0.200 + 2.000 1 | 3.96200161130099 e-358 2.790895 4.903745
14 12 1-3.333 4+ 0.333 1 | 7.26126603535547 e-1439 2.976863 5.340433
152 1-0.333 4+ 2.667 1 | 1.14026824122488 e-2408 3.420871 6.034366
16 | 2| 0.400 - 1.333 1 | 2.57665022178560 e-2749 3.386469 6.154771

Nuestro segundo ejemplo serd el polinomio de grado 10 dado por las raices

30.12 — 12.34¢, 30.12 —12.34:, —10.00 4 30.00¢, —24.00 — 7.00¢,
7.00 —24.00z, —15.00 —20.00z, 15.00+ 20.00z, 3.45 + 10.23¢,
—1.23 — 3.45¢, —1.23 — 3.45:.

Aqui también tenemos raices repetidas y raices distintas de misma norma.
Los datos que obtenemos al correr nuestro algoritmo sobre este polinomio

son

L |1 T Error T. parcial(s) | T. total(s)
12 2] 3.333-1.3331 | 1.30775005222565 e-127 3.693511 6.908053
13 18] 1.333 + 1.750 1 | 1.21532793593321 e-103 3.798908 28.824791
14 12 1 -2.500 4+ 0.250 1 | 5.89186788780851 e-183 4.003009 7.943665
1512 | 1.500-2.0001 | 9.41223420707098 e-190 4.337286 8.36966

16 | 2 | -1.000 + 0.000 i | 2.13161492824908 e-699 4.464963 8.825763
17 (2] 0.000 - 2.0001 | 1.87535322551842 e-1681 5.060881 9.657633
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Para nuestro ejemplo final, usaremos el polinomio de grado 13 dado por
la raices

—40.00i + 30.004, 40.00 — 30.00i, —30.00 — 40.00i, 25.50 + 35.504,
—25.50 — 35.50i, —20.00 + 44.00i, 20.00 — 44.00i, 12.34 — 12.344,
~12.34 4 12.34i, 5.00 +5.00i, —5.00—5.00i, 1.11 —0.99,

1.11 — 0.99i,

Este también es un polinomio mixto y los resultados obtenidos para este son

L |1 T Error T. parcial(s) | T. total(s)
13 1 3] 0.000 - 3.333 1 | 9.31380942041943 e-92 6.822192 19.641109
14 1 6 | -0.400 - 1.800 i | 3.95714697784651 e-152 7.500962 42.83404
15 | 71 -0.600 - 1.250 i | 1.98829324927868 e-295 9.450124 59.248432
16 | 4 | -2.667 - 1.750 1 | 2.03754166321791 e-347 9.624125 37.24789

5.4 Implementacién

La implementacion en el lenguaje C++ del algoritmo sigue a continuacion.

#include <gmpxx.h>
#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <utility>
#include <vector>
#include <random>
#include <chrono>

std::mt19937_64 rng(
std::chrono::steady_clock::now().time_since_epoch().count ()

)

mpf_class eps_coef () {
return mpf_class("1e-50000");
}

mpf_class eps_zero() {
return mpf_class("le-18");

}
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int random(int a, int b) {
return std::uniform_int_distribution<int> (a, b) (rng);

}

struct Complex_q {
mpqg_class real;
mpgq_class imag;

Complex_q() : real(0), imag(0) {2}
Complex_q(mpq_class r, mpq_class j) : real(r), imag(j) {}

Complex_q& operator -= (const Complex_q& w) {
real -= w.real;
imag -= w.imag,;
return *this;

+

Complex_q operator * (const Complex_q& w) const {
mpg_class r = real * w.real - imag * w.imag;
mpqgq_class j = real * w.imag + imag * w.real;
return Complex_q(r, j);

}

Complex_q operator / (const Complex_q& w) const {
mpg_class norm = w.real * w.real + w.imag * w.imag;
mpq_class r = (real * w.real + imag * w.imag) / norm;
mpq_class j = (w.real * imag - real * w.imag) / norm;

return Complex_q(r, j);

+

bool nul () const {
if (real == 0 and imag == 0) return true;
return false;

friend std::istream& operator >> (
std::istream& is, Complex_q& =z

) A
is >> z.real >> z.imag;
return is;
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}
}s

struct Complex_f {
mpf_class real;
mpf_class imag;

Complex_f () : real(0), imag(0) {}
Complex_f (mpf_class r, mpf_class j) : real(r), imag(j) {}
Complex_f (Complex_q z) : real(z.real), imag(z.imag) {1}

Complex_f& operator += (const Complex_f& w) {
real += w.real;
imag += w.imag;
return *this;

+

Complex_f& operator -= (const Complex_f& w) {
real -= w.real;
imag -= w.imag,;
return *this;

}

Complex_f operator - (const Complex_f& w) const {
return Complex_f (real - w.real, imag - w.imag);

}

Complex_f operator - (const Complex_q& w) const {
return Complex_f (real - (mpf_class) w.real,

imag - (mpf_class) w.imag);

+

Complex_f operator * (const Complex_f& w) const {
mpf_class r = real * w.real - imag * w.imag;
mpf_class j = real * w.imag + imag * w.real;

return Complex_f(r, j);

}

Complex_f operator / (const Complex_f& w) const {
mpf_class norm = w.real * w.real + w.imag * w.imag;
mpf_class r = (real * w.real + imag * w.imag) / norm;
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mpf_class j = (w.real * imag - real * w.imag) / norm;
return Complex_f (r, j);

¥

bool close_to_zero() {
if (abs(real) < eps_zero() and abs(imag) < eps_zero())
return true;
return false;

+

bool lead_zero() {
if (abs(real) < eps_coef() and abs(imag) < eps_coef ())
return true;
return false;

}

friend std::ostream& operator << (
std::ostream& os, const Complex_f& =z

) o
os << z.real << " & " << z.imag;
return os;

+

}s

struct Poly_qf{
std::vector<Complex_q> pol;
int deg;

Poly_q() : pol({}), deg(-1) {}
Poly_q(std::vector<Complex_q> p)
pol(p), deg((int) p.size() - 1) {3}

Poly_q operator / (const Poly_q& q) const {
Poly_q copy = *this;
std::vector<Complex_q> p(0);
while (copy.deg >= q.deg) {
p.push_back (copy.pol.back() / q.pol.back());
for(int 1 = 0; i <= qg.deg; i++) {

copy.pol[copy.deg - i] -= p.back() * q.pol[q.deg - i];

}
copy.pol.pop_back();
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copy.deg —-= 1;
}
std::reverse(p.begin(), p.end());
return Poly_q(p);
}

Poly_q& operator %= (const Poly_q& q) {
while(deg >= q.deg) {
Complex_q cte = pol.back() / q.pol.back();
for(int i = 0; i <= q.deg; i++) {

pol[deg - i] -= cte * q.pollq.deg - il;
+
pol.pop_back ();
deg -= 1;

}

while (deg >= 0 and pol.back().nul()) {
pol.pop_back ();
deg -= 1;

}

return *this;

3

bool nul_in(Complex_f z) {

Complex_f r(pol.back());

for(int i = deg - 1; i >= 0; i--) {
r =r * z;
r += Complex_f (poll[i]);

}

r = r / Complex_f (pol.back());

return r.close_to_zero ();

by

friend std::istream& operator >> (
std::istream& is, Poly_q& p
) A
is >> p.deg;
p.-pol = std::vector<Complex_q> (p.deg + 1);
for(int i = p.deg; i >= 0; i--) {
is >> p.pollil;
}

return is;
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}

friend std::ostream& operator << (
std::ostream& os, const Poly_q& p
) A
os << p.deg << std::endl;
for(int i = p.deg; i >= 0; i--) {
0s << p.pol[i] << std::endl;
b

return os;

};

struct Poly_£f{
std::vector<Complex_f> pol;
int deg;

Poly_£f() : pol({}), deg(-1) {}
Poly_f (std::vector<Complex_f> p)
pol(p), deg((int) p.size() - 1) {}
Poly_f (Poly_q P) : deg(P.deg) {
pol = std::vector<Complex_£f> (0);
for(Complex_q& z: P.pol) pol.push_back(Complex_£f(z));
}

Poly_f operator * (const Poly_f& q) const {
if (deg == -1 or q.deg == -1) return Poly_f ();
int n = deg + q.deg;
std::vector<Complex_f> p(n + 1);
for(int 1 = 0; i <= deg; i++) {

for(int j = 0; j <= q.deg; j++) {
pli + jl += pol[i] * q.poll[jl;
}
}
return Poly_f (p);
}

Poly_f& operator %= (const Poly_f& q) {
while (deg >= q.deg) {
Complex_f cte = pol.back() / q.pol.back();
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for(int 1 = 0; i <= q.deg; i++) {

pol[deg - i] -= cte * q.poll[q.deg - il;
}
pol.pop_back();
deg -= 1;

}

while (deg >= 0 and pol.back().lead_zero()) {
pol.pop_back ();
deg -= 1;

}

return *this;

}

bool nul_in(Complex_f z) {

Complex_f r(pol.back());

for(int i = deg - 1; i >= 0; i--) {
r =r * z;
r += Complex_f (poll[i]);

}

r = r / pol.back();

return r.close_to_zero ();

b

Complex_f roots_sum() const {
return Complex_f (-1, 0) * polldeg - 1] / polldegl;
+

friend std::ostream& operator << (
std::ostream& os, const Poly_f& p
) A
0s << p.deg << std::endl;
for(int i = p.deg; i >= 0; i--) {
0s << p.pol[i] << std::endl;
}
return os;
+
3

Poly_q gcd(Poly_q P, Poly_q Q) {
while(Q.deg != -1) {
P %= Q;
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std::swap(P, Q);
+

return P;

}

Poly_q der(Poly_q P) {
for(int i = 0; i < P.deg; i++) A
P.pol[i] = P.pol[i + 1] * Complex_q(i + 1, 0);

+
P.pol.pop_back();
P.deg -= 1;
return P;

3

Complex_f get_root(Poly_f& T, Poly_f& T_aux) {
return T.roots_sum() - T_aux.roots_sum();

3

std::vector<Complex_f> algoritmo_solar (
const Poly_f& P, int L, bool& finished
) A
Poly_f R({Complex_f (), Complex_f(1, 0)});
for(int 1 = 0; i < L; i++) A{
R = R * R;
R %= P;
+
std::vector<Complex_f> roots_0(0);
Poly_£f T = P;
Poly_f T_aux = R;
while(T_aux.deg >= 1) {

if(T.deg - T_aux.deg != 1) {
finished = false;
return {};
}
roots_0.push_back(get_root (T, T_aux));
T %= T_aux;
std::swap (T, T_aux);
+
if ((int) roots_0.size() !'= P.deg - 1) {

finished = false;
return {};

37
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}
roots_0.push_back(T.roots_sum());
return roots_O0;

}

Poly_f translate(const Poly_f& P, Complex_f r) {

Poly_f z({r, Complex_f (1, 0)});
Poly_f P_r({P.pol.back()});
for(int i = P.deg - 1; i >= 0; i--) {
P.r = P_r x z;
P_r.pol[0] += P.poll[il;
+

return P_r;

mpq_class aleat () {
int num = random(-10, 10);
int den random (3, 5);
return mpq_class (num, den);

}

int main() {
mpf_set_default_prec (200000) ;
int L;
Poly_q P;
std::cin >> P >> L;

Poly_f P_base P / gcd(P, der(P));

bool finished false;

std::vector<std::vector<Complex_f>> roots (1);

Complex_f r;
while (! finished) {
Poly_f P_r = translate(P_base, r);
finished = true;
roots [0] = algoritmo_solar(P_r, L,
for (Complex_f& z: roots[0]) {
if (!P_r.nul_in(z)) {
finished = false;
break;

}

finished);

38
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}
if (! finished) r = Complex_f (aleat(), aleat());

for(Complex_f& z: roots[0]) z += r;
while(P.deg >= 1) A
P = der(P);
std::vector<Complex_f> deeper_roots;
for (Complex_f& z: roots.back()) {
if (P.nul_in(z)) A{
deeper_roots.push_back(z);
+
}

roots.push_back (deeper_roots);

for(auto v: roots) for(auto z: v) std::cout << z << std::endl;

return O;

}
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