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Capítulo 1

Introducción

El teorema fundamental de valoración de activos caracteriza modelos de merca-

dos �nancieros libre de arbitraje; es decir, aquellos en los que no es posible generar

utilidades libres de riesgo sin una inversión inicial.

En términos generales, el teorema fundamental de valoración de activos a�rma que

un modelo de mercado es libre de arbitraje, sí y solo si, todos los activos en el modelo

pueden tener un precio de una manera coherente. Es bien conocido el modelo clásico

libre de fricción, que se trabaja en ausencia de costos de transacción y con tasas de

interés de depósito y crédito iguales, que fue establecido por Harrison y Pliska en

1981 [5].

Jouini y Kallal en 1995, [6] y [7], fueron los primeros en extender el teorema fun-

damental de valoración de activos incorporando costos de transacción proporcionales,

conteniendo un stock con riesgo y una cuenta de banco libre de riesgo; en este modelo

el mercado es libre de arbitraje, sí y solo si, existe una medida de probabilidad P bajo

la cual el proceso de precios del stock descontados por la tasa de interés de la cuenta

de banco, es una martingala. La colección de tales medidas de probabilidad juega un

rol fundamental en la determinación de los precios del activo.

El propósito del presente trabajo consiste en desarrollar la propuesta de Alet Roux

[11], quién extiende el teorema fundamental de valoración de activos hacia un modelo

en el cual, el precio de un stock con riesgo St está sujeto a costos de transacción

proporcionales, en el sentido de que el precio de venta Sbt de este stock es menor

o igual al de compra Sat y además la cuenta de banco tiene una tasa de interés de

depósito rdt menor o igual a la de crédito rct .

En el artículo de Alet Roux [12], el autor extiende el teorema fundamental de

valoración de activos para n activos, con costos de transacción proporcionales y tasas

de interés y depósitos diferentes. Además, presenta una demostración alternativa a la
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aquí presentada en una de las implicaciones del teorema.

Será el principal objetivo del presente trabajo presentar con detalle la demostra-

ción de que el proceso de precios descontados por la tasa de interés de depósito o

crédito es libre de arbitraje sí y solo si éste puede ser expresado como una martingala

bajo alguna medida de probabilidad equivalente P.
Este documento está organizado de tal forma que en el capítulo 2, se presentan las

de�niciones necesarias sobre las estrategias de negociación de activos con la �nalidad

de maximizar utilidades y algunos lemas y proposiciones que son indispensables para

su posterior aplicación en el capítulo siguiente.

En el capítulo 3, se desarrolla la prueba del teorema fundamental de valoración

de activos bajo costos de transacción proporcionales en tiempo discreto y �nito.

Finalmente, en el apéndice se incluyen algunas de�niciones y resultados básicos

que se aplican en el desarrollo de los capítulos anteriores.
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Capítulo 2

Elementos del mercado

2.1. El modelo

Un activo es un bien intangible cuyo precio en el mercado está en constante cambio

a través del tiempo, por lo que es materia de interés el estudio de tal comportamiento

aleatorio. Describir su dinámica es un trabajo que viene siendo abordado ya hace

buen tiempo por varios autores, pero que cada vez requiere de un mayor análisis para

su aplicación real en la comercialización de activos.

En el presente trabajo se considera un modelo de mercado �nanciero de tiempo

discreto y con horizonte �nito, en el que, sin pérdida de generalidad, los activos se

puedrán negociar en cualquier instante de tiempo en T = {0, ..., t, ...,T} siendo T la

fecha en la que termina toda actividad comercial en el mercado.

Iniciamos el estudio sobre un conjunto discreto y �nito Ω = {w1, ..., wn} que es el
espacio de estados de la naturaleza, el cual contiene todos los posibles escenarios que

puede asumir el proceso de precios de nuestro activo con riesgo. Aquí cada w ∈ Ω

puede interpretarse como una completa descripción de una posible trayectoria de los

precios de este activo a través del tiempo.

Para continuar trabajando sobre este conjunto necesitamos dotarlo de una estruc-

tura medible; es decir, de�nir un conjunto que contiene todos lo subconjuntos de

Ω que sean medibles. En este caso especí�co será un conjunto que contiene toda la

información almacenada y conocida por los inversionistas; por ello, establecemos la

siguiente de�nición:

De�nición 2.1. (σ−álgebra)
Una colección F de subconjuntos de Ω es una σ−álgebra de Ω, si cumple las

siguientes condiciones:
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1. Ω ∈ F ;

2. Si A ∈ F entonces Ac ∈ F ;

3. Si A1, A2, A3, ... es una sucesión de elementos de F entonces la unión de ellos

también pertenece a F .

Observación 2.2. 1. Podemos notar que las condiciones 1 y 2 implican que ∅ ∈ F

2. De las condiciones 2 y 3 se puede deducir inmediatamente que la unión e inter-

sección �nita de elementos de F también pertenece a F .

3. Al par (Ω, F ) compuesto de un espacio de estados Ω y una σ-álgebra F se le

llamará espacio medible.

4. Todo elemento de F se denominará un evento.

Hablar sobre la información que genera el proceso de precios del activo con riesgo,

es establecer una σ−álgebra en cada instante de tiempo t, el cual estará contenido en

la σ− álgebra del siguiente instante t + 1 y así sucesivamente. Para formalizar esto,

daremos la siguiente de�nición:

De�nición 2.3. (Filtración)

Una secuencia de σ− álgebras (Ft)t∈T sobre Ω, es una �ltración, si esta sucesión

es creciente, en el sentido que Ft ⊂ Ft+1, para t = 0, 1, ..., T − 1.

Decir que la secuencia es creciente signi�ca que la información no se olvida y se

va almacenando conforme pasa el tiempo.

Para cada t ∈ T, los inversionistas tienen acceso a esta información acumulada

observando los precios en el mercado.

Observación 2.4. En la �ltración (Ft)t∈T se considera que F0 = {φ,Ω} es la σ−
álgebra trivial ya que en t = 0 no se tiene información de como evolucionarán los

precios. Mientras que FT = 2Ω, es decir, que en el instante �nal T se conocerá cual

es el verdadero estado del mercado.

El proceso de precios del activo con riesgo, tiene una cantidad �nita de posibles

trayectorias en cada instante de tiempo; lo que necesitamos ahora es de�nir una

función que permita cuanti�car la probabilidad de que se sigan estas trayectorias.
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De�nición 2.5. (Probabilidad)

Una medida de probabilidad Q sobre la σ−álgebra F de todos los subconjuntos de

Ω, es una función

Q : F → [0, 1]

que satisface las siguientes condiciones:

1. Q(Ω) = 1

2. Si A y B son dos eventos incompatibles (A ∩ B = φ), entonces Q(A ∪ B) =

Q(A) + Q(B)

De aquí en adelante nuestro espacio de trabajo (�ltrado) para este mercado �nan-

ciero estará constituído por (Ω, F, (Ft)t∈T, Q), donde Q representa la probabilidad

real de las posibles trayectorias del activo con riesgo.

Como el proceso de precios del activo con riesgo mani�esta un comportamiento

aleatorio, se requiere establecer claramente los elementos que vienen a constituir el

espacio de estados en cada instante de tiempo. Motivados por ello se establece la

siguiente de�nición:

De�nición 2.6. (Conjunto de estados en el instante t)

Para cualquier instante de tiempo t ∈ T, denotaremos por Ωt a la colección de

todos los eventos incompatibles que genera la σ− álgebra Ft. La existencia de Ωt en

la de�nición anterior se garantiza por la propoción siguiente, cuya demostaración se

encuentra en [16]

Proposición 2.7. Toda σ− álgebra posee una única partición generadora.

Observación 2.8. Note por lo comentado en la observación 2,4 que Ω0 = {Ω, φ}
y que ΩT está constituida por la colección de todos los subconjuntos unitarios de

elementos en Ω.

De�nición 2.9. (Átomo)

Un átomo es simplemente un elemento w ∈ Ω con Q({w}) > 0.

Observación 2.10. En el presente trabajo se asumirá que todos los w ∈ Ω son

átomos.

De�nición 2.11. (Nodo) Fijado t, llamaremos a cada elemento de Ωt o miembro de

la partición generadora de Ft, un nodo en el periodo t.
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En el instante inicial el proceso de precios del activo con riesgo solo tiene un valor

α0, que es independiente de los estados de la naturaleza, en tal caso el nodo inicial

es Ω; en el instante siguiente, los posibles precios que puede asumir el activo estarán

sujetos a los nodos disponibles en dicho instante y así sucesivamente para los demás

instantes; con lo que se genera el árbol de nodos.

Observación 2.12. En concordancia con la observación 2.4, habrá un solo nodo

raíz en el instante t = 0 y éste es asociado con el evento seguro, así mismo hay

una inyectividad evidente entre el número de nodos terminales en el instante T y los

posibles resultados w ∈ ΩT .

Es fácil notar que para cada instante t ∈ T r {T} y para cualquier nodo v ∈ Ωt

existe un conjunto de nodos u ∈ Ωt+1 con la propiedad de que u ⊆ v. Este conjunto

de nodos que gozan de esta propiedad se les llama nodos sucesores de v, de�nición

que mencionaremos a continuación.

De�nición 2.13. (Nodo sucesor)

El conjunto

succ(v) := {u ∈ Ωt+1|u ⊆ v}

es llamado el conjunto de nodos sucesores de v ∈ Ωt para t ∈ T r {T}.

Se considera solo el conjunto de instantes t ∈ T r {T} ya que en el instante T ,

�naliza todas las operaciones sobre el activo con riesgo y por lo tanto no hay nodos

sucesores. Para aclarar estos conceptos, presentaremos un ejemplo al respecto.

Ejemplo 2.14. Sea Ω = {w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7, w8} dotado de una medida de

probabilidad Q({w}) > 0 para cada átomo de Ω, que es el conjunto de estados de la

naturaleza sobre el cual se construirá el árbol de nodos. Recordemos que cada áto-

mo representa una posible trayectoria que los precios del activo con riesgo podrían

seguir. Solo se trabajará con instantes de tiempo T = {0, 1, 2, 3}. El árbol de nodos

correspondiente se ilustra en la Figura 4.2.

Para t = 0 tenemos el nodo inicial Ω con el cual se inicia la construcción del

árbol de nodos. Para el siguiente instante t = 1 solo habrán dos posibles resulta-

dos Ω1 = {{w1, w2, w3, w4}, {w5, w6, w7, w8}}, donde cada uno de estos resultados

representa un nodo o posibles trayectorias que podría seguir los precios si conocie-

ramos el precio del activo en ese instante. Cada uno de éstos nodos generan a su

vez dos nodos para el siguiente instante. Entonces, para t = 2, tenemos cuatro no-

dos Ω2 = {{w1, w2}, {w3, w4}, {w5, w6}, {w7, w8}}, y a partir de cada uno de estos
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Figura 2.1: Árbol de nodos

nodos se generan nuevamente dos posibles resultados; es decir, en t = 3 tenemos

Ω3 = {{w1}, {w2}, {w3}, {w4}, {w5}, {w6}, {w7}, {w8}}.
Los nodos sucesores para {w3, w4} ∈ Ω2 son {w3}, {w4} ∈ Ω3 ya que {w3} ⊂

{w3, w4} y {w4} ⊂ {w3, w4}.

Los precios del activo con riesgo generan en cada instante t una cantidad �nita de

posibles resultados que son agrupados en los elementos del conjunto Ωt y que serán

analizados posteriormente con la intención de optimizar las utilidades que produzca el

activo con riesgo al llegar al instante t = T . Para formalizar este concepto necesitamos

las siguientes de�niciones:

De�nición 2.15. (Variable aleatoria)

Dada una σ−álgebra F sobre Ω, una variable aleatoria X en (Ω, F ) es cualquier

función

X : Ω→ R

que sea F−medible, es decir, tal que para todo número real a ∈ R:

X−1(a) = {w ∈ Ω/X(w) = a} ∈ F.

Una caracterización interesante de la variable aleatoria St, componente del proceso
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de precios del activo con riesgo, viene dada por

St =
n∑
i=1

αi1Ai
,

donde los Ai son los nodos de Ωt (para más detalle véase la proposición 3 en [16]).

Así, cada St resulta ser constante en cada elemento de Ωt. Formalmente un proceso

como el de interés es un caso particular de la de�nición siguiente:

De�nición 2.16. (Proceso estocástico)

Un proceso estocástico de tiempo discreto es una colección de variables aleatorias

indexadas por el conjunto de índices I ⊆ Z, que será denotado con X = {Xt}t∈I .

De�nición 2.17. (Proceso estocástico adaptado)

Un proceso estocástico X = {Xt}t∈I es adaptado a la �ltración (Ft)t∈I si, para

cada t ≥ 0, Xt es una variable aleatoria Ft−medible.

De�nición 2.18. (Proceso estocástico predecible)

Un proceso estocástico X = {Xt}t∈I es predecible a la �ltración (Ft)t∈I si, para

cada t > 0, Xt es una variable aleatoria Ft−1−medible.

A partir de ahora consideraremos al proceso de precios del activo con riesgo como

un proceso estocástico de tiempo discreto adaptado S = {St}t∈T en el sentido que

cada variable aleatoria St, será Ft−medible, ya que en el instante t el precio de este

activo seerá revelado, pero su valor será desconocido en el instante siguiente t+ 1.

2.2. El modelo de mercado con costos de transacción

proporcional

Nuestro modelo de mercado constará de un activo con riesgo en el que los costos

de transacción se aplicarán al momento de comercializar este activo. Esto es, para

cualquier instante de tiempo t ∈ T el activo podrá ser vendido al precio Sbt y comprado

al precio Sat . Asumiremos que {Sbt} como {Sat } serán procesos adaptados a la �ltración
(Ft)t∈T, es decir que {Sbt} y {Sat } son variables aleatorias Ft−medibles para t ∈
T. También asumiremos naturalmente que los precios del activo con riesgo deberán

cumplir la desigualdad

0 < Sbt ≤ Sat , para cada t ∈ T. (2.1)
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El modelo de mercado asume tambien una cuenta de banco con diferentes tasas

de interés. Estas conforman los procesos estocásticos predecibles con respecto a la

�ltración (Ft)t∈T ; rd = {rdt } y rc = {rct} los que llamaremos los procesos de tasas de

depósito y de crédito, respectivamente. Asumiremos, como es �nancieramente lógico,

que estas tasas cumplen con la desigualdad

−1 < rdt ≤ rct , para cada t ∈ T. (2.2)

Por conveniencia asumiremos que rc0 = 0 y rd0 = 0; es decir, que en el instante

inicial no hay aún interés contabilizado. De�niremos ahora la cuenta de banco del

agente para un instante de tiempo t ∈ T como

%t : R→ R,

tal que

%t(α) = α+(1 + rdt )− α−(1 + rct )

donde

α+ = max{α, 0}

α− = max{−α, 0},

siendo α el dinero a invertir en la cuenta de banco en el instante t − 1. Esto

signi�ca que una inversión de α unidades de dinero en una cuenta de banco en el

instante t− 1 ∈ T r {T} generará %t(α) unidades de dinero en el instante t ∈ T.
Por simplicidad, escribiremos Rd

t = 1 + rdt y R
c
t = 1 + rct para cada t y de�niremos

el proceso de�ator, el cual se especi�ca para depósito y crédito de la siguiente manera:

Bd
t =

t

Π
s=0

(1 + rds) =
t

Π
s=0
Rd
s ,

Bc
t =

t

Π
s=0

(1 + rcs) =
t

Π
s=0
Rc
s,

donde t ∈ T. Note que estos procesos son predecibles ya que rd y rc lo son.

Estos procesos de�atores nos permitirán traer cualquier valor futuro a
T
, a su valor

en t mediante BtaT
BT

.

Habiendo establecido los elementos del modelo, pasaremos ahora a detallar la

dinámica del mismo y describir la forma más apropiada para optimizar el dinero

invertido.
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2.3. Comercio y arbitraje bajo costos de transacción

En esta sección detallaremos la forma adecuada de elaborar estrategias cuyo ob-

jetivo es maximizar las utilidades y en el peor de los casos, minimizar las pérdidas

sobre el dinero invertido. Ellas están constituidas por portafolios los cuales se de�nen

seguidamente.

De�nición 2.19. (Portafolio)

Un portafolio en el instante t ∈ T, es un vector aleatorio (αt, βt), donde αt denota

las unidades de dinero (cuenta de banco) y βt las unidades del activo con riesgo que el

inversionista mantiene hasta el instante de tiempo t+1; pero que fueron seleccionados

en el instante t.

Un agente del mercado comercializa dinero y activos y por ello le es permitido

cambiar su portafolio en cualquier instante. En esta dinámica de mercado, el agente

busca en todo momento minimizar los costos de transacción y para ello evita la

simultánea entrada y salida del activo. De la misma manera, si la tasa de interés de

crédito excede a la de depósito, entonces no es óptimo desde el punto de vista de

maximizar la riqueza, retirar dinero al mismo tiempo que se está depositando.

Es de vital importancia entonces saber cuál es la ganancia o pérdida en cada

instante t ∈ T y para cada átomo w ∈ Ω; por ello damos la siguiente de�nición.

De�nición 2.20. (Valor del portafolio)

Dado el portafolio (αt, βt), en el instante t ∈ T, se de�ne el valor de este portafolio
en el instante t mediante la función

ϑt : Ω→ R,

tal que

ϑt(αt, βt)(w) = αt(w) + β+
t (w)Sbt (w)− β−t (w)Sat (w)

Para aclarar esta de�nición, presentaremos un ejemplo al respecto.

Ejemplo 2.21. Retomemos el ejemplo 2.13, en el que Ω = {w1, w2, w3, w4, w5, w6, w7, w8}
es el conjunto de estados sobre el cual se construyó el árbol de nodos, en tres instantes

de tiempo T = {0, 1, 2, 3}.
Para el instante t = 2, tenemos cuatro nodos en

Ω2 = {{w1, w2}, {w3, w4}, {w5, w6}, {w7, w8}}, y a partir de cada uno de estos

nodos podemos generar dos posibles resultados. Si (α2, β2) = (2, 3) es el portafolio que
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el agente adquiere en t2, entonces, el valor de este portafolio es

ϑ2(2, 3)(w) = 2 + 3Sb2(w)

unidades monetarias; pero si en este instante el portafolio fuese (α2, β2) = (2,−3),

entonces su valor será de

ϑ2(2,−3)(w) = 2− 3Sa2 (w)

unidades monetarias.

Puesto que, en este mercado está permitido el reestructurar el portafolio en cual-

quier instante, ello genera una estrategia de comercio.

De�nición 2.22. (Estrategia de comercio)

Una estrategia de comercio {(αt, βt)}t∈T es un proceso predecible bidimensional

donde para cada t, αt denota el dinero en efectivo y βt, las unidades del activo con

riesgo que el inversionista mantiene hasta el instante t + 1. Aqui asumiremos que

β0 = 0; es decir que, el agente entrará al mercado sin ninguna unidad del activo con

riesgo.

Observación 2.23. Asumiremos siempre que el inversionista liquida sus unidades

del activo en el instante T , es decir, que βT+1 = 0 y

αT+1 = ϑT (%T (αT ), βT ). (2.3)

Por tanto,

ϑT (αT+1, βT+1) = αT+1 = ϑT (%T (αT ), βT )

Estamos interesados en estrategias de comercio que no requieran el ingreso ni

salida adicional de dinero después del instante inicial t = 0 sino, que se caractericen

por circular lo inicialmente invertido hasta el instante �nal se genere utilidades. Para

ello daremos la siguiente de�nición:

De�nición 2.24. (Estrategia Auto�nanciada)

Una estrategia auto�nanciada es una estrategia de comercio (α, β) = {(αt, βt)}t∈T
con β0 = 0 tal que

ϑt(%t(αt)− αt+1, βt − βt+1) ≥ 0, para cada t ∈ T. (2.4)
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Podemos escribir equivalentemente la expresión (2.4) para �nes prácticos de apli-

cación en el trabajo, mediante el siguiente lema:

Lema 2.25. Una estrategia auto�nanciada (α, β), se de�ne equivalentemente por la

condición αtR + βtS ≥ αt+1 + βt+1S, para todo Rd
t ≤ R ≤ Rc

t y S
b
t ≤ S ≤ Sat .

Esto signi�ca que el valor de la estrategia de comercio en el instante t ∈ T es su va-

lor inicial más las ganancias o pérdidas del capital acumulado, con lo cual aseguramos

que no se requiere de ingreso adicional de dinero en ningún instante.

Demostración.

⇒) Partiremos del hecho que (α, β) con β0 = 0 es una estrategia auto�nanciada y

cumple que

ϑt(%t(αt)− αt+1, βt − βt+1) ≥ 0.

Desarrollando esta expresión por su de�nición, tenemos

%t(αt)− αt+1 + (βt − βt+1)+Sbt − (βt − βt+1)−Sat ≥ 0.

Dado que la cuenta de banco en el instante t ∈ T fue de�nida como %t(α) = α+(1 +

rdt )− α−(1 + rct ), reemplazando ella en la expresión anterior tenemos

α+
t R

d
t − α−t Rc

t − αt+1 + (βt − βt+1)+Sbt − (βt − βt+1)−Sat ≥ 0. (2.5)

Consideremos ahora las variables aleatorias R y S tales que Rd
t ≤ R ≤ Rc

t y

Sbt ≤ S ≤ Sat , entonces

α+
t R− α−t R− αt+1 + (βt − βt+1)+S − (βt − βt+1)−S ≥ 0;

pero por de�nición αt = α+
t −α−t y βt−βt+1 = (βt−βt+1)+−(βt−βt+1)−, reemplazando

en la ecuación anterior genera el siguiente resultado:

αtR− αt+1 + (βt − βt+1)S ≥ 0,

αtR + βtS ≥ αt+1 + βt+1S,

para todo Rd
t ≤ R ≤ Rc

t y Sbt ≤ S ≤ Sat , con lo cual se concluye la prueba de la

primera implicación.

⇐) Partiendo de la desigualdad

αtR + βtS ≥ αt+1 + βt+1S,
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con Rd
t ≤ R ≤ Rc

t y S
b
t ≤ S ≤ Sat , y de que las variables aleatorias αt y βt − βt+1

se pueden expresar como αt = α+
t − α−t y βt − βt+1 = (βt − βt+1)+ − (βt − βt+1)−,

podemos reemplazar estos valores establecidos en la desigualdad inicial, para obtener

α+
t R− α−t R− αt+1 + (βt − βt+1)+S − (βt − βt+1)−S ≥ 0

%t(αt)− αt+1 + (βt − βt+1)+Sbt − (βt − βt+1)−Sat ≥ 0

ϑt(%t(αt)− αt+1, βt − βt+1) ≥ 0

con lo cual se culmina la prueba.

�

Observación 2.26. El lema (2.24) equivale a

αtR + βtS ≥ αt+1 + βt+1S

para todo R ∈ {Rd
t , R

c
t} y S ∈ {Sbt , Sat }.

En efecto evaluando la desigualdad en R ∈ {Rd
t , R

c
t} y S ∈ {Sbt , Sat } tenemos que

αtR
d
t + βtS

b
t ≥ αt+1 + Sbtβt+1,

αtR
c
t + βtS

a
t ≥ αt+1 + Sat βt+1.

Si multiplicamos cada desigualdad por λ y 1− λ, para todo λ ∈ [0, 1], y sumamos

ambas expresiones, factorizando αt, βt y βt+1, tenemos que

αt(λR
d
s+(1−λ)Rc

s)+βt(λS
b
t +(1−λ)βtS

a
t ) ≥ αt+1(λ+(1−λ))+βt+1(λSbt +(1−λ)Sat ).

Tomando R = λRd
t + (1− λ)Rc

t y S = λSbt + (1− λ)Sat la desigualdad anterior se

reduce a

αtR + βtS ≥ αt+1 + βt+1S

para todo Rd
t ≤ R ≤ Rc

s y S
b
t ≤ S ≤ Sat , con lo cual podemos invocar al lema 2.24.

Si bien ya hemos dado para nuestros intereses una expresión matemática más

apropiada de estrategia auto�nanciada, nos detendremos un momento para analizar y
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probar que el conjunto Φ conformado por todas la estrategias auto�nanciadas forman

un cono convexo poliedral.

La de�nición de este tipo de conos y algunos resultados de estos, se encuentran

en el apéndice.

Proposición 2.27. La colección Φ de todas las estrategias auto�nanciadas es un cono

convexo poliedral en R2m+1, donde m es el número de nodos en el modelo.

Demostración.

Por el lema 2.22, y la observación 2.23 si (α, β) ∈ R2m+1 es una estrategia predecible

con respecto a la �ltración (Ft)t∈T, ésta es auto�nanciada si y solo si para cada t ∈ T
se satisface el siguiente sistema de inecuaciones lineales:

αtR
c
t − αt+1 + (βt − βt+1)Sat ≥ 0;

αtR
c
t − αt+1 + (βt − βt+1)Sbt ≥ 0;

αtR
d
t − αt+1 + (βt − βt+1)Sat ≥ 0;

αtR
d
t − αt+1 + (βt − βt+1)Sbt ≥ 0.

El conjunto solución de estas inecuaciones que es no vacío, pues contiene al vector

cero, constituye el espacio Φ, el cual es un subconjunto convexo poliedral de R2m+1

por una aplicación directa de la de�nición de conjunto convexo poliedral (De�nición

4.27) dada en el apéndice.

�

Teniendo ya establecido nuestro conjunto Φ de estrategias auto�nanciadas, es necesa-

rio detectar aquellas que generan arbitraje; es decir, que sin inversión inicial terminan

generando utilidades libres de riesgo de pérdida. Para esto es necesario, ubicar y ex-

cluir tales estrategias de nuestro modelo de mercado a �n de mantener el equilibrio

económico.

En la siguiente de�nición se detalla cuándo una estrategia auto�nanciada genera

arbitraje.

De�nición 2.28. (Oportunidad de arbitraje)

Una oportunidad de arbitraje es una estrategia auto�nanciada (α, β) ∈ Φ tal que

α0 ≤ 0, ϑT (αT+1, βT+1) ≥ 0 y Q(ϑT (αT+1, βT+1) > 0) > 0 (2.6)
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De acuerdo a la de�nición, esta es una oportunidad sin riesgos de obtener ingresos

sin haber realizado ninguna inversión inicial. Ella por tanto, no debería existir en un

mercado en equilibrio. De allí que éste tendría que entrar a arbitrar en caso ocurra.

Para poder caracterizar situaciones que son libres de arbitraje, necesitamos la

siguiente de�nición:

De�nición 2.29. (Probabilidad equivalente)

Una medida de probabilidad P es equivalente a la medida de probabilidad Q si

ambas están de�nidas sobre el mismo espacio medible y ellas comparten los mismos

eventos de probabilidad nula.

En nuestro contexto �nito y discreto, esto signi�ca que una medida de probabilidad

P de�nida sobre (Ω, F ) es equivalente a Q, si y solamente si P({w}) > 0 para todo

w ∈ Ω.

Debemos recordar que al principio se asumió Q({w}) > 0 y que se desechó los

elementos w ∈ Ω con probabilidad cero.

De�nición 2.30. (Martingala) Dado un espacio de probabilidad (Ω, F,Q) y una �l-

tración (Ft)t∈T, un proceso estocástico S = {St}t∈T, cuyos elementos están de�nidos

sobre este espacio es una martingala con respecto a la �ltración si

1. S es adaptado a la �ltración (Ft)t∈T; es decir, St es Ft medible para t ∈ T,
2. S es integrable; es decir EQ[St] <∞ para todo t ∈ T,
3. EQ[St+1/Ft] = St para todo t ∈ T.
El proceso estocástico S será una supermartingala o submartingala si cumple

las dos primeras condiciones y para la tercera se tiene que EQ[St+1/Ft] ≤ St ó

EQ[St+1/Ft] ≥ St, respectivamente.

Observación 2.31. 1. La primera condición signi�ca que dada la información hasta

el instante t, uno puede saber con certeza cuál es el estado de precios del activo con

riesgo en dicho instante.

2. La segunda condición quiere decir que el promedio de los precios del activo en

cada instante t es una cantidad �nita, condición que es necesaria para poder aplicar

el siguiente ítem.

3. Esta condición signi�ca que el precio del activo en el instante t es igual al

esperado del valor del activo en el instante t+1 dada la información hasta el instante

t.

Ahora se introduce lo que es una terna martingala equivalente.
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De�nición 2.32. (Terna martingala)

Una terna martingala (P, S, R) consiste en los siguientes elementos: una medida

de probabilidad P sobre Ω, un proceso de precios adaptado S sobre (Ft)t∈T y de�nido

sobre (Ω, F,Q), y un proceso predecible de interés R de�nido sobre el espacio de

probabilidad (Ω, F,Q) que satisface Rd ≤ R ≤ Rc y Sb ≤ S ≤ Sa, siendo el proceso

de precios de�atado S
B
una martingala con respecto a P.

De�nición 2.33. (Terna martingala equivalente)

Si la medida de probabilidad P es equivalente a Q,entonces (P, S, R) es llamada

una terna martingala equivalente.

A esta medida de probabilidad P también se le conoce como una probabilidad de

riesgo neutro o medida martingala, ya que su existencia hace posible que el proceso

de�atado de precios del activo con riesgo sea una martingala.

Denotaremos con ℘ el conjunto de ternas martingalas y por ℘ ⊂ ℘ la colección de

ternas martingalas equivalentes de�nidas sobre un espacio común de probabilidad.

Lema 2.34. Fijados (P, S, R) ∈ ℘, asi como una estrategia auto�nanciada (α, β) ∈ Φ,

el proceso { 1
Bt

(αtRt + βtSt)}t∈T es una supermartingala con respecto a P.

La expresión { 1
Bt

(αtRt + βtSt)}t∈T, representa la cantidad de dinero en el tiempo;

expresado por la cuenta de dinero en el banco con la tasa de interés y la liquidación

de activos en cada instante.

Demostración.

Fijamos t ∈ Tr {T}, aplicando esperanza condicional al proceso ( 1
Bt

[αtRt +βtSt])t∈T

sobre la σ−álgebra Ft, por la propiedad de linealidad tenemos

EP[ 1
Bt+1

[αt+1Rt+1 + βt+1St+1]/Ft] = EP[ 1
Bt+1

[αt+1Rt+1]/Ft] + EP[ 1
Bt+1

[βt+1St+1]/Ft].

Como αt+1, βt+1, Rt+1 y Bt+1 son procesos predecibles, es decir, son Ft medibles, se

tiene que

EP[ 1
Bt+1

[αt+1Rt+1 + βt+1St+1]/Ft] = 1
Bt+1

αt+1Rt+1 + EP[βt+1St+1

Bt+1
/Ft],

EP[ 1
Bt+1

[αt+1Rt+1 + βt+1St+1]/Ft] = 1
Bt+1

αt+1Rt+1 + βt+1EP[ St+1

Bt+1
/Ft].

Siendo S
B
una martingala con respecto a la probabilidad P y la �ltración (Ft)t∈T, asì

como Bt+1 = Bt.Rt+1 de la ecuación anterior tendremos que

EP[ 1
Bt+1

[αt+1Rt+1 + βt+1St+1]/Ft] = 1
Bt
αt+1 + βt+1

St

Bt
,
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EP[ 1
Bt+1

[αt+1Rt+1 + βt+1St+1]/Ft] = 1
Bt

[αt+1 + βt+1St].

Ahora aplicando el lema 2.22 que ya fue demostrado obtenemos que

EP[ 1
Bt+1

[αt+1Rt+1 + βt+1St+1]/Ft] ≤ 1
Bt

[αtRt + βtSt],

con lo cual culminamos la prueba.

�
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Capítulo 3

Mercado bajo costos de transacción

En este capítulo procedemos a formalizar y demostrar detalladamente el siguien-

te teorema fundamental sobre la valoración de activos bajo costos de transacción.

propuesto por Alet Roux [11]

Teorema 3.1. El modelo de mercado bajo costos de transacción es libre de arbitraje,

si y solo si, éste admite una terna martingala equivalente.

La prueba de este teorema se hará por separado en cuanto a la condición necesaria

y su�ciente. En la proposición siguiente procedemos con la condición de su�ciencia,

que es la más directa de obtener.

Proposición 3.2. La existencia de una terna martingala equivalente (P, S, B) ∈ ℘
implica que el modelo de mercado bajo costos de transacción sea libre de arbitraje.

Demostración.

Realizaremos la prueba por reducción al absurdo. Para ello asumiremos que existe

una estrategia auto�nanciada (α, β) ∈ Φ que genera arbitraje con un costo inicial

α0 ≤ 0 satisfaciendo

ϑT (αT+1, βT+1) ≥ 0 y Q(ϑT (αT+1, βT+1) > 0) > 0 (3.1)

Dado que BT =
T

Π
s=0
Rs > 0, de la primera inecuación en (3.1), se obtiene

0 ≤ 1

BT

ϑT (αT+1, βT+1). (3.2)

Como P es equivalente a Q y Q(ϑT (αT+1, βT+1) > 0) > 0 tenemos que

0 < EP[
1

BT

ϑT (αT+1, βT+1)],
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y desarrollando ϑT

0 < EP[
1

BT

(αT+1 + β+
T+1S

b
T − β−T+1S

a
T )].

Dado que SbT ≤ ST ≤ SaT tenemos

0 < EP[
1

BT

(αT+1 + β+
T+1ST − β

−
T+1ST )].

Más aún, siendo βT+1 = β+
T+1 − β

−
T+1 tenemos la siguiente expresión:

0 < EP[
1

BT

(αT+1 + βT+1ST )].

Aplicando ahora el lema 2.25

0 < EP[
1

BT

(αT+1 + βT+1ST )] ≤ EP[
1

BT

(αTRT + βTST )]. (3.3)

Pero sabemos, por lo demostrado en el lema 2.31 que el proceso

1

Bt

(αtRt + βtSt)}t∈T

es una supermartingala, por lo que para cada t ∈ T

0 < EP[
1

Bt+1

(αt+1Rt+1 + βt+1St+1)] ≤ EP[
1

Bt

(αtRt + βtSt)]. (3.4)

Utilizando la desigualdad (3.3), resulta que

0 < EP[
1

BT

(αTRT + βTST )] ≤ EP[
1

B0

(α0R0 + β0S0)] (3.5)

y como por las condiciones iniciales del modelo B0 = R0 = (1 + r0), con r0 = 0, y

β0 = 0 se tiene que

0 < EP[
1

BT

(αTRT + βTST )] ≤ α0, (3.6)

lo cual contradice el hecho que α0 ≤ 0.

�

En lo que resta del trabajo estaremos abocados a probar la otra implicancia del

teorema 3.1; para ello necesitamos de tres lemas previos. El primero a�rma que si el

modelo no admite arbitraje entonces existe un factor de descuento consistente que

denotaremos por ZT . El último de estos, de otro lado, muestra que si el modelo

admite este factor de descuento consistente entonces existe un sistema de valoración
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consistente que lo denotaremos con Z. Para la demostración de este último lema

requerimos de un resultado previo que se enuncia y demuestra en el lema intermedio.

La prueba se completa �nalmente, en la proposición 3.6, que a�rma que el modelo

admite una terna martingala equivalente, sí y solo si, admite un sistema de valoración

consistente. Bajo esta estructura comenzaremos a enunciar y demostrar el siguiente

lema.

Lema 3.3. Si el modelo no admite arbitraje entonces, existe un vector aleatorio FT
medible ZT = (ZB

T , Z
S
T ) con valores en (0,∞)× (0,∞) tal que

EQ[ZT .(αT+1, βT+1)]− α0 ≤ 0,

para todo (α, β) ∈ Φ.

Demostración.

Sea

A = {(−α0, αT+1, βT+1)/(α, β) ∈ Φ} ⊆ R2n+1,

donde n es el número de nodos terminales en el modelo.

Como Φ es un cono convexo poliedral, por la proposición 2.24 de la sección anterior,

una aplicación del teorema 4.30 en el apéndice implica que A es también un cono

convexo poliedral en R2n+1.

De�namos el conjunto

L+ = conv{1, θ, θ ∪ {(0, 1{w}, θ)/w ∈ Ω} ∪ {(0, θ, 1{w})/w ∈ Ω}}.

donde θ es el vector nulo en Rn. Por de�nición, L+ está formado por todas las combi-

naciones convexas de sus elementos generadores. Recuerde que A es un subconjunto

no vacío de un espacio vectorial y que ”convA” es el conjunto convexo, formado por

todas las combinaciones convexas de los elementos de A.

Aquí, valga aclarar, que para cada w0 ∈ Ω la función indicadora 1{w0} asigna a

w ∈ Ω el valor 1 en la componente correspondiente a la posición de w0, y el valor 0 a

cada una de las otras n− 1 componentes. Como, los generadores de L+ corresponden

a la base canónica de R2n+1, entonces L+ es un conjunto cerrado y acotado, por el

lema 4.34.

Como el modelo no admite arbitraje entonces para toda estrategia de comercio

(α, β) ∈ Φ se cumple

α0 ≤ 0, 0 ≤ Q(ϑT (αT+1, βT+1)) ≤ 1 y Q(ϑT (αT+1, βT+1) < 0) > 0,
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donde

ϑT (αT+1, βT+1) = ϑT (αT+1, 0) = αT+1

De la última expresión se puede observar que todas las estrategias libres de ar-

bitraje en A tienen al menos una componente negativa y por lo tanto no pueden

pertenecer al conjunto L+, ya que éste tiene todas sus componentes mayores o iguales

a cero. Luego A ∩ L+ = ∅. Consecuentemente, por el corolario 4.31 (ver apéndice),

existe una variable aleatoria WT = (WR
T ,W

S
T ) ∈ R2n que es FT medible y un número

W0 ∈ R tal que

sup
(aR,aS ,a0)∈A

{〈(WT ,W0), (αT+1, βT+1, a0)〉} < inf
(lR,lS ,l0)∈L+

{〈(WT ,W0), (lR, lS, l0)〉}

En este caso se cumple la desigualdad estricta debido a que A y L+ son conjuntos

convexos, cerrados y además L+ es compacto. Desarrollando la desigualdad previa se

obtiene:

0 ≤ sup
(aR,aS ,a0)∈A

{EQ[WT .(αT+1, βT+1)]+W0a0} < inf
(lR,lS ,l0)∈L+

{EQ[WT .(lR, lS)]+W0l0} <∞.

(3.7)

Como 0 ∈ A, tenemos que para todo (lR, lS, l0) ∈ L+

0 < EQ[WT .(lR, lS)] +W0l0. (3.8)

Aplicando la de�nición de valor esperado a la ultima desigualdad tenemos que

0 <
∑
ω∈Ω

WR
T (ω)lR(ω) +

∑
ω∈Ω

W S
T (ω)lS(ω) +W0l0 (3.9)

Si lR = ej = (0, 0, ..., 1, ..,0), lS = (0, 0, ..., 0, ..,0) y l0 = 0 entonces WR
T (ωj) > 0

para cada j y WR
T > 0.

Así sucesivamente concluimos que W0,W
R
T y W S

T son positivos.

Como A es un cono convexo poliedral se sigue del lema 4.36 (ver apéndice) y de

la desigualdad (3.7) que

sup
(aR,aS ,a0)∈A

{EQ[W.(αT+1, βT+1)] +W0a0} = 0,

sup
(α,β)∈Φ

{EQ[W.(αT+1, βT+1)]−W0α0} = 0,
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y

EQ[WT .(αT+1, βT+1)]−W0α0 ≤ 0.

Dividiendo todo por W0 > 0 y de�niendo ZT = WT

W0

EQ[ZT .(αT+1, βT+1)]− α0 ≤ 0,

lo cual concluye la prueba.

�

A la variable aleatoria ZT que cumple con la desigualdad del lema 3.3 se denomina

factor de descuento consistente. Para demostrar el lema 3.5 necesitamos del siguiente

resultado:

Lema 3.4. Sean t ∈ T y Z ≡ (ZR, ZS) ∈ R2n un vector aleatorio Ft medible con

EQ[Z.(α, β)] ≥ 0, (3.10)

para cualquier par de variables aleatorias α y β Ft-medibles en Rn, las cuales satis-

facen que

ϑt(α, β) ≥ 0, (3.11)

donde n es el número de nodos en el modelo.

Entonces, ZR y ZS son no negativas y

ZRSbt ≤ ZS ≤ ZRSat .

Demostración.

Fijado t ∈ T , para cualquier wi ∈ Ωt de�nimos el siguiente conjunto de portafolios

K(wi) = {(γ, δ) ∈ R2/ϑt(γ, δ)(wi) ≥ 0}.

Por aplicación directa de la de�nición de valor del portafolio en t tenemos

K(wi) = {(γ, δ) ∈ R2/γ + δ+Sbt (wi)− δ−Sat (wi) ≥ 0}.

Si δ ≥ 0, y por tanto δ− = 0, la desigualdad resulta 0 ≤ γ + δSbt (wi). Así usando

la desigualdad Sbt ≤ Sat obtenemos 0 ≤ γ+δSat (wi). De otro lado, si δ < 0 y por tanto
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Figura 3.1: Cono convexo poliedral

δ+ = 0, la desigualdad resulta 0 ≤ γ + δSat (wi). Asi nuestro conjunto K(wi) quedaría

como

K(wi) = {(γ, δ) ∈ R2/ 0 ≤ γ + δSbt (wi), 0 ≤ γ + δSat (wi)}.

El conjunto K(wi) es un cono convexo poliedral, porque es el conjunto solución

de la intersección de dos inecuaciones lineales homogéneas, por lo tanto puede ser

generado por dos o más vectores. Es posible expresar K(wi) mediante

K(wi) = conv cone{(1, 0), (0, 1), (Sat (wi),−1), (−Sbt (wi), 1)}, (3.12)

como se muestra en la Figura 3.1.

Con esta expresión podemos notar que K(wi) es un cono convexo poliedral en R2,

donde conv cone (C) es la capsula convexa del cono generado por C. El conjunto A

de todas las variables aleatorias α y β Ft medibles que satisfacen

ϑt(α, β) ≥ 0

puede ser expresado como

A = {(α, β) ∈ R2n/(α, β) es Ft medible y (α(wi), β(wi)) ∈ K(wi) para cadawi ∈ Ωt}.
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Luego, A puede ser expresado de la siguiente forma

A = K(w1)×K(w2)× ...×K(wn),

donde n es el número de nodos en el modelo.

Probaremos que este conjunto A es un cono convexo y poliedral. Sean

(α1, β1) ≡ (α1(w1), β1(w1), ..., α1(wn), β1(wn)) ∈ A,

(α2, β2) ≡ (α2(w1), β2(w1), ..., α2(wn), β2(wn)) ∈ A.

Como

(α1(wi), β1(wi)), (α2(wi), β2(wi)) ∈ K(wi),

donde wi ∈ Ωt; y éste es un cono convexo poliedral, entonces se cumple que

(λα1(wi) + (1− λ)α2(wi), λβ1(wi) + (1− λ)β2(wi)) ∈ K(wi),

para todo wi ∈ Ωt.

Por lo tanto,

(λα1(w1) + (1− λ)α2(w1), λβ1(w1) + (1− λ)β2(w1), ..., λα1(wn)

+(1− λ)α2(wn), λβ1(wn) + (1− λ)β2(wn),

≡ (λα1 + (1− λ)α2, λβ1 + (1− λ)β2) ∈ A,

con lo cual probamos que es convexo. Como el conjunto A es �nitamente generado,

por aplicación del teorema 4.38 (ver apéndice), el conjunto A es poliedral. Con lo cual

concluye la prueba.

El conjunto A tiene la propiedad de poder expresar sus elementos como

(α, β) = (αi1{wi}), βi1{wi}) ∈ A,

para todo wi ∈ Ωt, o equivalentemente

(0, ..., α(wi), β(wi), ..., 0) ∈ A.
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Luego, evaluando en la desigualdad (3.10), nos quedaría

EQ[(ZR, ZS).(0, ..., α(wi), β(wi), ..., 0)] ≥ 0,

Q(wi)[(Z
R(wi), Z

S(wi)).(α(wi)), β(wi))] ≥ 0.

Por lo tanto,

[(ZR(wi), Z
S(wi)).(α(wi)), β(wi))] ≥ 0, (3.13)

para todo wi ∈ Ωt y (α(wi), β(wi)) ∈ K(wi). En virtud de la representación (3.12), po-

demos evaluar esta última inecuación en (1,0), (0, 1) ∈ K(wi) y obtener ZR(wi) ≥ 0 y

ZS(wi) ≥ 0. Ahora, reemplazando en (Sat (wi),−1), (−Sbt (wi), 1) ∈ K(wi), obtenemos

Sat (wi)Z
R(wi)− ZS(wi) ≥ 0

y

−Sbt (wi)ZR(wi) + ZS(wi) ≥ 0,

para wi ∈ Ωt. Con las dos últimas inecuaciones llegamos a que

Sbt (wi)Z
R(wi) ≤ ZS(wi) ≤ Sat (wi)Z

R(wi),

para todo wi ∈ Ωt. Con lo que se concluye la prueba del lema 3.4.
�

Continuando con la secuencia establecida al inicio del presente capítulo, demos-

traremos el siguiente lema:

Lema 3.5. Supongamos que el modelo admite un factor de descuento consistente.

Entonces,

1) Existe un proceso adaptado (0,∞)× (0,∞)-valuado Z = (ZR, ZS) tal que

Sbt ≤
ZS
t

ZB
t

≤ Sat , para todo t ∈ T, (3.14)

y ZS es una martingala bajo Q.

2) Existe un proceso predecible R que satisface

Rd
t ≤ Rt ≤ Rc

t , para todo t ∈ T, (3.15)

tal que BZR es una martingala bajo Q, siendo B el proceso de�ator asociado a R.
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Demostración.

La presente demostración es una adaptación y extensión que Alet Roux [11] hace

sobre el trabajo de Dempster en [4]. Para ello introduciremos el vector (α, β, γ, δ)

al cual llamaremos una estrategia de comercio generalizada. En ella, (α, β) es una

estrategia de comercio y los procesos R− valuados y adaptados γ y δ satisfacen para

todo t ∈ T la condición

%(αt) ≥ γt, βt ≥ δt y ϑt(γt − αt+1, δt − βt+1) ≥ 0.

La colección de estrategias de comercio generalizadas, la denotaremos por Θ. Una

estrategia de comercio generalizada es simplemente una estrategia de comercio auto-

�nanciada con consumo explícito; es decir, para cualquier instante t ∈ T , el dueño de
la estrategia (α, β, γ, δ) ∈ Θ inicia la dinámica del mercado con su portafolio actual

%(αt) de dinero en efectivo y βt unidades de su stock (recordemos que β0 = 0), luego

consume %(αt) − γt ≥ 0 en dinero y βt − δt ≥ 0 de unidades de stock. El portafolio

resultante γt de dinero y δt de unidades del stock es entonces usado para convertir ésta

en una estrategia auto�nanciado con un portafolio de αt+1 de dinero y βt+1 unidades

del stock, que se utilizarán en el siguiente instante. Asumimos que el modelo admite

por hipótesis del lema un factor de descuento consistente ZT = (ZS
T , Z

R
T ) y de�nimos

A = {(α, β, γ, δ)/(α, β) es un proceso predecible conβ0 = 0, y (γ, δ)

es un proceso adaptado tal que ϑt(γt − αt+1, δt − βt+1) ≥ 0}.

Analogamente al Lema 3.4; las ecuaciones que generan el conjunto A, resultan

ser inecuaciones lineales homogeneas. Esto implica que A es un conjunto convexo

poliedral de R4n+1, donde n es el número de nodos en el modelo.

Sobre este conjunto de�nimos un funcional lineal,

L : R4n+1 → R,

mediante

L(α, β, γ, δ) = EQ[ZT .(αT+1, βT+1)]− α0.

Consideramos ahora el problema de maximizar L sobre (α, β, γ, δ) ∈ A sujeto a

las siguientes restricciones

Rd
tαt − γt ≥ 0 y Rc

tαt − γt ≥ 0, βt − δt ≥ 0 para t ∈ T. (3.16)
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Observemos que la condición (3.16) es equivalente a

%(αt)− γt ≥ 0 y βt − δt ≥ 0 para t ∈ T;

y por lo tanto, nuestro problema a optimizar será maximizar L sobre el conjunto Θ

de estrategias de comercio generalizadas.

Fijaremos ahora una estrategia de comercio generalizada (α, β, γ, δ) ∈ Θ y cons-

truyamos una estrategia de comercio auto�nanciada (ε, η) ∈ Φ con ε0 = α0 y

ηt := βt, para todo t ∈ T ∪ {T + 1},

εt+1 := ϑt(%t(εt), ηt+1 − ηt), para t ∈ T.

A�rmamos que αt ≤ εt y βt ≤ ηt, para t ∈ T.
Para probar esta desigualdad trabajaremos con t = 0; es decir, que probaremos

α1 ≤ ε1.

Luego, aplicando la de�nicion de εt+1 en t = 0 tenemos que

ε1 = ϑ0(%0(ε0), η1 − η0),

Como ε0 = α0 y η0 = β0 = 0 tenemos que

ε1 = ϑ0(%0(α0), β1),

ε1 = %0(α0) + β+
1 S

b
0 − β−1 Sa0

y

ε1 = α0 + β+
1 S

b
0 − β−1 Sa0 ≥ α0 + β−1 S

b
0 − β+

1 S
a
0 = α1.

Por lo tanto,

α1 ≤ ε1,

De manera similar, se puede probar la desigualdad para cada t ∈ T.

Luego, aplicando la desigualdad en T + 1 tenemos que

αT+1(ω) ≤ εT+1(ω) para ω ∈ Ω,
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βT+1(ω) ≤ ηT+1(ω) para ω ∈ Ω.

Pero como Q(ω) > 0 para todo ω ∈ Ω

αT+1(ω)Q(ω) ≤ εT+1(ω)Q(ω), para todo ω ∈ Ω,

βT+1(ω)Q(ω) ≤ ηT+1(ω)Q(ω), para todo ω ∈ Ω.

Así, por hipótesis sabemos que ZR
T (ω) ≥ 0 y ZS

T (ω) ≥ 0 para ω ∈ Ω, con lo cual

obtenemos que

ZR
T (ω)αT+1(ω)Q(ω) ≤ ZR

T (ω)εT+1(ω)Q(ω) para ω ∈ Ω,

ZS
T (ω)βT+1(ω)Q(ω) ≤ ZS

T (ω)ηT+1(ω)Q(ω) para ω ∈ Ω.

Sumando sobre Ω para cada desigualdad previa tenemos que

∑
ω∈Ω

ZR
T (ω)αT+1(ω)Q(ω) ≤

∑
ω∈Ω

ZR
T (ω)εT+1(ω)Q(ω),

∑
ω∈Ω

ZS
T (ω)βT+1(ω)Q(ω) ≤

∑
ω∈Ω

ZS
T (ω)ηT+1(ω)Q(ω);

y luego, sumando miembros de cada desigualdad obtenemos que

∑
ω∈Ω

ZR
T (ω)αT+1(ω)Q(ω)+

∑
ω∈Ω

ZS
T (ω)βT+1(ω)Q(ω) ≤

∑
ω∈Ω

ZR
T (ω)εT+1(ω)Q(ω)+

∑
ω∈Ω

ZS
T (ω)ηT+1(ω)Q(ω)

; es decir,∑
ω∈Ω

(ZR
T (ω)αT+1(ω)+ZS

T (ω)βT+1(ω))Q(ω) ≤
∑

(
ω∈Ω

ZR
T (ω)εT+1(ω)+ZS

T (ω)ηT+1(ω))Q(ω)

Equivalentemente,∑
ω∈Ω

(ZR
T (ω)αT+1(ω)+ZS

T (ω)βT+1(ω))Q(ω)−α0 ≤
∑

(
ω∈Ω

ZR
T (ω)εT+1(ω)+ZS

T (ω)ηT+1(ω))Q(ω)−α0,
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y

L(α, β, γ, δ) = EQ[ZT .(αT+1, βT+1)]− α0 ≤ EQ[ZT .(εT+1, ηT+1)]− α0.

Consecuentemente,

sup{L(α, β, γ, δ)}
(α,β,γ,δ)∈Θ

≤ sup{EQ[ZT .(εT+1, ηT+1)]− α0}
(ε,η)∈Φ

≤ 0.

Por una aplicación directa del lema 3.3, donde además el supremo del lado iz-

quierdo es alcanzado en z = θ ∈ Θ ⊂ A.

Extendemos ahora L a R4n+1,

L : R4n+1 → R,

mediante

L(α, β, γ, δ) = EQ[ZT .(αT+1, βT+1)]− α0,

y

G : R4n+1 → R4n

mediante

G(α, β, γ, δ) = (Rd
tα

1
t − γ1

t , R
c
t − α1

t − γ1
t , β

1
t − δ1

t ).

Aplicando el lema 4.35 que se encuentra en el apéndice, se garantiza la existencia

de un proceso adaptado [0,∞)× [0,∞)× [0,∞) valuado W = (W d,W c,W s) tal que

L(α, β, γ, δ) + 〈W,G(α, β, γ, δ)〉 ≤ L(z) + 〈W,G(z)〉 = 0,

Asi,

L(α, β, γ, δ) +
∑
t∈T

EQ[Wt.(R
d
tαt − γt, Rc

tαt − γt, βt − δt)] ≤ 0, (3.17)

para todo (α, β, γ, δ) ∈ A. La desigualdad (3.17) puede ser expresada como

EQ[ZT .(αT+1, βT+1)]− α0 +
∑
t∈T

EQ[Wt.(R
d
tαt, R

c
tαt, βt)]−

∑
t∈T

EQ[Wt.(γt, γt, δt)] ≤ 0;

o más explicitamente como

EQ[ZT .(αT+1, βT+1)]− α0 + EQ[W0.(R
d
0α0, R

c
0α0, β0)]
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+
∑

t∈T−{0}

EQ[Wt.(R
d
tαt, R

c
tαt, βt)]−

∑
t∈T−{T}

EQ[Wt.(γt, γt, δt)]−EQ[WT .(γT , γT , δT ) ≤ 0.

Luego,

EQ[ZT .(αT+1, βT+1)]− α0 + EQ[W0.(R
d
0α0, R

c
0α0, β0)]

+
∑

t∈T−{T}

EQ[Wt+1.(R
d
t+1αt+1, R

c
t+1αt+1, βt+1)]−

∑
t∈T−{T}

EQ[Wt.(γt, γt, δt)]−EQ[WT .(γT , γT , δT ) ≤ 0,

de donde

EQ[W0.(R
d
0α0, R

c
0α0, β0)]−α0+

∑
t∈T−{T}

EQ[Wt+1.(R
d
t+1αt+1, R

c
t+1αt+1, βt+1)−Wt.(γt, γt, δt)]

+EQ[ZT .(αT+1, βT+1]− EQ[WT .(γT , γT , δT )] ≤ 0, (3.18)

para todo (α, β, γ, δ) ∈ A.

Recalcamos que por de�nición de A podemos sustituir 0 por cualquier elemento

(αt, βt, γt, δt) de (α, β, γ, δ) ∈ A con t ∈ T.
Si hacemos esto para todas la componentes excepto para α0 ∈ R obtenemos que

EQ[W0.(R
d
0α0, R

c
0α0, β0)]− α0 ≤ 0,

(W d
0 ,W

c
0 ,W

s
0 ).(Rd

0α0, R
c
0α0, β0)− α0 ≤ 0.

y

(W d
0 +W c

0 − 1)α0 ≤ 0, (3.19)

asumiendo que Rd
0 = 1 , Rc

0 = 1 y β0 = 0.

Sea para t ∈ T− {T} y αt+1, βt+1, γt, δt variables aleatorias Ft medibles tales que

ϑt(γt − αt+1, δt − βt+1) ≥ 0,

con α0 = 0 y (αT+1, βT+1, γT , δT ) = 0, entonces

EQ[Wt+1.(R
d
t+1αt+1, R

c
t+1αt+1, βt+1)−Wt.(γt, γt, δt)] ≤ 0. (3.20)
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Finalmente, si αT+1, βT+1, γT , δT son variables aleatorias FT medibles tales que

ϕT (γT − αT+1, δT − βT+1) ≥ 0,

tenemos que

EQ[(ZT .(αT+1, βT+1)−WT .(γT , γT , δT )] ≤ 0. (3.21)

Luego, por la desigualdad (3.19), si α0 ∈ R las componentes del vectorW0 son mayores

o iguales que cero, esto implica que

W d
0 +W c

0 = 1 > 0.

Fijemos ahora un t ∈ T − {T} y una variable aleatoria λ que es Ft medible y

tomemos αt+1 = γt = λ, βt+1 = δt = 0. Reemplazando en la desigualdad (3.20),

obtenemos

EQ[Wt+1.(R
d
t+1λ,R

c
t+1λ, 0)−Wt.(λ, λ, 0)] ≤ 0,

EQ[(W d
t+1,W

c
t+1,W

s
t+1).(Rd

t+1λ,R
c
t+1λ, 0)− (W d

t ,W
c
t ,W

s
t ).(λ, λ, 0)] ≤ 0,

EQ[(W d
t+1R

d
t+1 +W c

t+1R
c
t+1 − (W d

t +W c
t ))λ] ≤ 0,

EQ[λEQ[(W d
t+1R

d
t+1 +W c

t+1R
c
t+1 − (W d

t +W c
t ))/Ft]] = 0.

Aplicando la de�nición de producto interno como el esperado del producto de dos

variables se tiene que

EQ[(W d
t+1R

d
t+1 +W c

t+1R
c
t+1 − (W d

t +W c
t ))/Ft] = 0,

ó

EQ[(W d
t+1R

d
t+1 +W c

t+1R
c
t+1)/Ft] = W d

t +W c
t . (3.22)

De forma análoga, sea λ una variable aleatoria Ft medible y tenemos αt+1 = γt =

0, βt+1 = δt = λ. Reemplazando en la desigualdad (3.20), obtenemos que
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EQ[Wt+1.(0, 0, λ)−Wt.(0, 0, λ)] ≤ 0;

es decir,

EQ[(W d
t+1,W

c
t+1,W

s
t+1).(0, 0, λ)− (W d

t ,W
c
t ,W

s
t ).(0, 0, λ)] ≤ 0,

y

EQ[(W s
t+1 −W s

t )λ] ≤ 0;

equivalentemente,

EQ[λEQ[(W s
t+1 −W s

t )/Ft]] ≤ 0.

para todo λ.

Nuevamente aplicando la de�nición de producto interno para dos variables se tiene

que:

EQ[(W s
t+1 −W s

t )/Ft] = 0,

o que

EQ[W s
t+1/Ft] = W s

t . (3.23)

Si en el tiempo T tenemos λ, una variable aleatoria Ft medible y tomamos αT+1 =

γT = λ, βT+1 = δT = 0, al reemplazar en (3.21), obtenemos

EQ[(ZR
T , Z

S
T ).(λ, 0)− (W d

T ,W
c
T ,W

s
T ).(λ, λ, 0)] ≤ 0,

EQ[(ZR
T − (W d

T +W c
T )λ] ≤ 0,

para todo λ.

Entonces,

ZR
T − (W d

T +W c
T ) = 0,

ZR
T = (W d

T +W c
T ) > 0. (3.24)

Finalmente, de manera similar si tenemos λ una variable aleatoria Ft medible y

tomamos αT+1 = γT = 0, βT+1 = δT = λ, reemplazando en (3.21), obtenemos
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EQ[(ZR
T , Z

S
T ).(0, λ)− (W d

T ,W
c
T ,W

s
T ).(0, 0, λ)] ≤ 0,

EQ[(ZS
T −W s

T )λ] ≤ 0,

ZS
T −W s

T = 0,

ZS
T = W s

T > 0. (3.25)

Ahora podemos de�nir el proceso Z = (ZR, ZS) cuyo valor �nal es ZT y que para

t ∈ T− {T} viene dado por

ZR
t = W d

t +W c
t ,

y

ZS
t = W s

t .

Haciendo uso de las ecuaciones (3.23) y (3.25) podemos concluir que ZS es una

martingala estrictamente positiva bajo Q. Por la ecuación (3.22) se muestra que existe
un proceso predecible R tal que Rd

t+1 ≤ R ≤ Rc
t+1 y que

EQ[(W d
t+1R

d
t+1 +W c

t+1R
c
t+1)/Ft] = W d

t +W c
t = ZR

t ,

para t ∈ T − {T} con R0 = 1. También concluimos por inducción sobre la ecuación

(3.24) que ZR es estrictamente positiva.

Finalmente, tomando αt+1 = 0 y βt+1 = 0 para t ∈ T− {T} en la ecuación (3.20)

tendriamos que

ϑt(γt, δt) ≥ 0,

EQ[−Wt.(γt, γt, δt)] ≤ 0,

equivalentemente,

EQ[Wt.(γt, γt, δt)] ≥ 0,

y para t = T en la desigualdad (3.21) quedarìa como
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ϕT (γT , δT ) ≥ 0,

EQ[−WT .(γT , γT , δT )] ≤ 0;

equivalentemente,

EQ[WT .(γT , γT , δT )] ≥ 0.

Luego, aplicando el Lema 3.4 implica que

Sbt ≤
ZS
t

ZB
t

≤ Sat para t ∈ T,

con lo cual se culmina la prueba.
�

Observación 3.6. Dempster et al. (2006, Teorema 7.2) [4] muestra que este modelo

es libre de arbitraje si y solo sí este contiene un sistema de valoración consistente.

Proposición 3.7. El modelo admite una terna martingala equivalente si y solo si

éste admite un sistema de precios consistente.

Demostración.

Primero, suponemos que existe un sistema de precios consistente Z = (ZR, ZS) con

un proceso predecible asociado R (y proceso de�ator B). De�nimos ahora una medida

de probabilidad P equivalente a Q como

P(ω) = BT (ω)ZR
T (ω)Q(ω) para ω ∈ Ω.

Por las condiciones iniciales de nuestro modelo de mercado Q(ω) > 0 para ω ∈ Ω,

BT (ω) > 0 y ZR
T (ω) > 0 en razón del lema 3.4. Luego,

P(ω) = BT (ω)ZR
T (ω)Q(ω) > 0 para ω ∈ Ω,

con lo cual se puede a�rmar que

P(A) > 0 para todo A ∈ Ft y t ∈ T.

De�nimos ahora el proceso

St :=
ZS
t

ZR
t

para t ∈ T.
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Demostraremos que St

Bt
es una martingala bajo P. En efecto, sea ω ∈ Ω, el cual

pertenece a un único evento A ∈ Ft de la partición generadora de Ft. Entonces,

EP[St+1/Ft] =
1

P(A)

∑
ω∈A

St+1(ω)P(ω),

=
1

P(A)

∑
ω∈Ω

St+1(ω)BT (ω)ZR
T (ω)Q(ω),

=

∑
ω∈A

St+1(ω)BT (ω)ZR
T (ω)Q(ω)∑

ω∈A
BT (ω)ZR

T (ω)Q(ω)
,

=

1
Q(A)

∑
ω∈A

St+1BTZ
R
T Q(ω)

1
Q(A)

∑
ω∈A

BT (ω)ZR
T (ω)Q(ω)

,

Así

EP[St+1/Ft] =
EQ[St+1BTZ

R
T /Ft]

EQ[BTZR
T /Ft]

.

Aplicando la propiedad de la torre sobre la esperanza condicional,

EP[St+1/Ft] =
EQ[St+1EQ[BTZ

R
T /Ft+1]/Ft]

EQ[BTZR
T /Ft]

,

=
EQ[St+1Bt+1Z

R
t+1/Ft]

EQ[BTZR
T /Ft]

.

Como BZR es una martingala bajo la probabilidad Q y Bt+1 es Ft medible, se

tiene que

EP[St+1/Ft] =
Bt+1EQ[St+1Z

R
t+1/Ft]

BtZR
t

,

=
Bt+1EQ[ZS

t+1/Ft]

BtZR
t

.
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Además, ZS es una martingala bajo Q, con lo cual

EP[St+1/Ft] =
Bt+1Z

S
t

BtZR
t

,

EP[
St+1

Bt+1

/Ft] =
St
Bt

, para t ∈ T− {T}.

El hecho que (P, S, R) ≡ (P, S, B) ∈ ℘ se sigue de las desigualdades (3.14) y (3.15).

Suponemos que (P, S, R) ≡ (P, S, B) ∈ ℘
Mostraremos la otra implicación en la proposición 3.7.

Sea ZR
T = 1

BT

dP
dQ , ZR

t := Rt+1EQ[ZR
t+1/Ft] para t ∈ T − {T} y ZS

t := ZR
t St para

t ∈ T.
Ahora, probaremos que BZRes una martingala bajo Q. En efecto

EQ[Bt+1Z
R
t+1/Ft] = Bt+1EQ[ZR

t+1/Ft],

=
Bt+1Z

R
t

Rt+1

,

= BtZ
R
t .

Luego, mostraremos que ZS es una martingala con respecto a Q para t ∈ T −
{T} con lo cual quedaría demostrado que el modelo asume un sistema de precios

consistente. En efecto,

EQ[ZS
t+1/Ft] = EQ[St+1Z

R
t+1/Ft],

= EQ[
St+1

Bt+1

Bt+1Z
R
t+1/Ft].

Aplicando la propiedad de la torre y la regla de Bayes (ver apéndice) para la esperanza

condicional implica luego que

EQ[ZS
t+1/Ft] = EQ[EQ[

St+1

Bt+1

Bt+1Z
R
t+1/Ft+1]/Ft],

= EQ[
St+1

Bt+1

EQ[BTZ
R
T /Ft+1]Ft],

= EQ[
St+1

Bt+1

BTZ
R
T /Ft],

= EP[
St+1

Bt+1

/Ft]EQ[BTZ
R
T /Ft],
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donde hemos usamos el hecho que St

Bt
es una martingala bajo P y BZRes una mar-

tingala bajo Q. Por tanto

EQ[ZS
t+1/Ft] =

St
Bt

EQ[BTZ
R
T /Ft],

= StZ
R
t ,

= ZS
t .

con lo cual culmina la prueba.

�

Haciendo un resumen de la estructura de cómo se ha desarrollado este capítulo; en

la proposición 3.2 se probó una implicación del teorema fundamental de valoración

de activos. Para probar la otra implicación del teorema principal, necesitamos de dos

lemas previos. El lema 3.3 a�rma que si el modelo no admite arbitraje entonces existe

un factor de descuento consistente que denotaremos por ZT . El lema 3.5 muestra que

si el modelo admite un factor de descuento consistente entonces existe un sistema

de valoración consistente que se denota con Z. Para la demostración del lema 3.5

se requiere de un resultado previo que se enuncia y demuestra en el lema 3.4. Para

�nalizar, en la proposición 3.6, se a�rma que el modelo admite una terna martingala

equivalente si y solo si admite un sistema de valoración consistente, con el cual culmina

la prueba del teorema 3.1.
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Capítulo 4

Apéndice

En el presente capítulo, introduciremos algunos conceptos básicos de análisis con-

vexo, teoría de probabilidades, procesos estocásticos y optimización lineal que se usa-

rán en el presente trabajo. Esta información fue extraida de [1], [2], [8], [9] y [15],

descrita en la bibliografía.

De�nición 4.1. (Producto Interno)

Llamaremos un espacio con producto interno a todo espacio vectorial V provisto

de una aplicación

〈, 〉 : V → R

llamada producto interno que cumple las siguientes condiciones:

1. 〈x, x〉 ≥ 0

2. 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0

3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉

4. 〈ax+ y, z〉 = a〈x, z〉+ 〈y, z〉 para a ∈ R.

Un espacio V con producto interno puede considerarse un espacio normado, me-

diante la introducción de la norma

||x|| := 〈x, x〉1/2,

para x ∈ V , que satisface:

1. ||x|| ≥ 0

2. ||x|| = 0 si y solo si x = 0
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3. ||ax|| = |a|||x||

4. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

para cada x y y en V y cada a ∈ R.
Si en la condición b) la palabra �sí y solo si� es reemplazada por �sí� pero las

condiciones 1, 3 y 4 permanecen sin cambios, entonces la función ||x|| es llamada una

seminorma.

Uno de los espacios más usados en esta investigación lo constituye L2(Ω, F,Q)

que por cuestiones de simplicidad lo denotaremos solamente con L2. Éste es de�nido

como

L2 = {X/X es una variable aleatoria F medible tal que EQ[X2] <∞}.

Observamos que el espacio L2 introducido anteriormente fue de�nido con respecto

a la medida de probabilidad Q.
Si de�nimos el producto interno como

〈X, Y 〉 := EQ[XY ] para X, Y ∈ L2,

entonces L2 con las operaciones puntuales usuales de adición de variables aleatorias

y multiplicación por un escalar, resulta ser junto a 〈, 〉 un espacio con producto in-

terno. Sin embargo, el espacio (L2, ||x||) no es normado porque falta que se cumpla

la condición 2 (condición de su�ciencia). Para lograr que se cumpla esta condición se

recurre a las relaciones entre funciones medibles (X ∼ Y si y solo sí Q(X = Y ) = 1) a

la cual se llama clases de equivalencia. Entonces, se obtiene una partición del espacio

L2 en clases de equivalencias. Cada una de estas clases de equivalencia será denotada

con [X], donde X ∈ L2. Así cada Y ∈ L2 que esté en [X] cumple que X = Y en Q
casi en todo punto.

De�nición 4.2. (Espacios L2)

El espacio L2(Ω, F,Q) es la colección de todas las clases de equivalencia [X] que

se obtienen por la relación ∼de�nida en L2

Debemos tener en cuenta que en estos espacios L2 no se trabaja con funciones

sino con clases de equivalencia, por lo cual las operaciones vectoriales se realizan

entre clases. La suma de la clase de equivalencia de X y la clase de Y para cualquier

X, Y ∈ L2 se de�ne como la clase de equivalencia de la función X + Y . Así mismo, el
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prducto de una constante a por la clase de equivalencia de X se de�ne como la clase

de equivalencia de la función aX.

Particularizando la de�nición de producto interno para un espacio de estados

discreto y �nito, Ω = {w1, w2, ..., wn}caso sobre el cual estamos trabajando, este se

puede expresar de la siguiente forma.

〈X, Y 〉 :=
∑
wi∈Ω

X(wi)Y (wi)Q(wi).

De�nición 4.3. (Esperanza condicional a un evento)

Sea S una variable aleatoria de valor esperado �nito sobre el espacio de probabi-

lidad (Ω, F,Q) y sea A ∈ F tal que (Q(A) 6= 0). La esperanza condicional de S dado

A es de�nido como

EQ[S/A] =
1

Q(A)

∑
wi∈A

S(wi)Q(wi).

De�nición 4.4. (Esperanza condicional a una σ-álgebra)

Sea S una variable aleatoria integrable sobre el espacio de probabilidad (Ω, F,Q)

y consideremos una σ-álgebra G contenida en F . Entonces, la esperanza condicional

de S dado G es de�nida como la variable aleatoria

EQ[S/G] : Ω→ R,

tal que

1. EQ[S/A] es G-medible,

2. Para cualquier A ∈ G ∫
A

EQ[S/G]dQ =

∫
A

SdQ.

La existencia y unicidad de la variable aleatoria EQ[S/G] es garantizada por el

teorema de Radón-Nykodin.

Ahora enunciaremos algunas de las propiedades que cumple la esperanza condicio-

nada a una sigma álgebra.

Proposición 4.5. Sean X, Y variables aleatorias integrables sobre el espacio de pro-

babilidad (Ω, F,Q). La esperanza condicionada a una sigma álgebra goza de las si-

guientes propiedades:

1. EQ[X/{φ,Ω}] = EQ[X];
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2. Si X es G-medible, entonces EQ[X/G] = X;

3. Si X y G son independientes entonces EQ[X/G] = EQ[X];

4. EQ[(X + Y )/G] = EQ[X/G] + EQ[Y/G];

5. Si c ∈ R, entonces EQ[cX/G] = cEQ[X/G];

6. Si Y es una variable aleatoria G-medible, entonces EQ[Y X/G] = Y EQ[X/G];

7. Si G1 ⊂ G2 son σ-álgebras, entonces EQ[EQ[X/G2]/G1] = EQ[X/G1] (propiedad

de la torre);

8. Si X ≤ Y entonces EQ[X/G] ≤ EQ[Y/G];

9. Si ϕ : R→ R es convexa, entonces ϕ(EQ[X/G]) ≤ (EQ[ϕ(X)/G]) (desigualdad

de Jensen).

Ahora desarrollaremos una caracterización de la esperanza condicionada a una

σ-álgebra que será de aplicación en el desarrollo del presente trabajo.

Proposición 4.6. Sea (Ω, F,Q) un espacio de probabilidad y sea X una variable alea-

toria integrable. Suponemos que G ⊂ F es una σ-álgebra generada por una partición

η = {A1, ..., Ak} de Ω. Entonces, EQ[X/G] es la variable aleatoria de�nida por

EQ[St/G](w) =



c1 si w ∈ A1,

c2 si w ∈ A2,
...

...

ck si w ∈ Ak.

donde

ci =
1

Q(Ai)

∫
Ai

XdQ =
1

Q(Ai)

∑
wi∈Ai

X(wi)Q(wi),

siempre que Q(Ai) > 0.

Aclaramos que dos medidas de probabilidad Q y P son equivalentes si y solo sí Q
y P tienen los mismos conjuntos de medida cero.

Entonces, la densidad Z := dP
dQ es una variable aleatoria estrictamente positiva con

EQ[Z] = 1. Consecuentemente, dada una variable aleatoria estrictamente positiva Z

con EQ[Z] = 1, nosotros podemos de�nir una medida de probabilidad equivalente

P := ZQ con esperanza asociada EP de�nida por
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EP[Y ] := EQ[Y Z],

para toda variable aleatoria Y con Y Z integrable.

En particular, la medida de probabilidad P es de�nida por

P(A) := EP[1A] = EQ[Z1A],

para todo A ∈ F .
Finalmente, recalcamos la regla de Bayes para la esperanza condicional bajo P

como

EP[Y/Ft] :=
EQ[Y Z/Ft]

EQ[Z/Ft]
,

para todo Y con Y Z integrable.

Esto es directamente justi�cable al probar que la variable aleatoria Ft medible

ξ :=
EQ[Y Z/Ft]

EQ[Z/Ft]
satisface las condiciones

EP[Y 1A] := EP[ξ1A],

para todo A ∈ Ft.
Ahora detallaremos algunos de los conceptos sobre análisis convexo. Mayores de-

talles se encuentran en [1], [8] y [9].

De�nición 4.7. (Conjunto Afín)

Un subconjunto M de Rn es llamado conjunto afín si para todo x, y ∈M y λ ∈ R,
se cumple que

(1− λ)x+ λy ∈M.

Observación 4.8. Todo conjunto afín n− 1 dimensional de Rn es llamado un hiper-

plano.

Teorema 4.9. Dado β ∈ R y un vector distinto de cero b ∈ Rn, el conjunto H =

{x ∈ Rn/〈x, b〉 = β} es un hiperplano en Rn.

De�nición 4.10. (Convexo)

Un subconjunto C de Rn es llamado convexo sí

(1− λ)x+ λy ∈ C,

con x, y ∈ C y 0 < λ < 1.
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Observación 4.11. Todos los conjuntos a�nes son convexos incluyendo el vacio y R
pero no necesariamente sucede lo contrario.

De�nición 4.12. (Semi-espacio)

Para cualquier vector diferente de cero b ∈ Rn y β ∈ R; los conjuntos {x ∈
Rn/〈x, b〉 < β} y {x ∈ Rn/〈x, b〉 ≥ β} son llamados el semi-espacio mitad abierto y

cerrado, respectivamente.

Observación 4.13. Todos los semi-espacios son convexos.

Corolario 4.14. Sea b ∈ Rn y β ∈ R para i ∈ I, donde I es un conjunto arbitrario

de índices. Entonces, el conjunto C = {x ∈ Rn/〈xi, bi〉 ≤ βi, ∀i ∈ I} es convexo.

De�nición 4.15. Un conjunto que puede ser expresado como la intersección �nita

de semi-espacios es cerrado en Rn.

De�nición 4.16. (Combinación Convexa)

El vector λ1x1 + ... + λnxn es llamada combinación convexa de x1, ..., xn si los

coe�cientes λi ≥ 0 para i = 1, ..., n satisfacen λ1 + ...+ λn = 1.

Teorema 4.17. (Caracterización de conjunto Convexo)

Un subconjunto de Rn es convexo si y solo si éste contiene a todas las combina-

ciones convexas de sus elementos.

De�nición 4.18. (Cápsula Convexa) El recubrimiento convexo de un conjunto S de

Rn, es la intersección de todos los conjuntos convexos que contienen a S y es denotado

por conv(S).

Teorema 4.19. Para cualquier subconjunto S de Rn, conv(S) consiste de todas las

combinaciones convexas de elementos de S.

De�nición 4.20. (Cono) Un subconjunto K de Rn es llamado un cono si éste es

cerrado bajo la multiplicación escalar positiva; es decir, λx ∈ K cuando x ∈ K y

λ > 0.

Un cono convexo es un cono que es un conjunto convexo

Observación 4.21. Los semi-espacios de Rn son en particular conos convexos.

Teorema 4.22. La intersección de una colección arbitraria de conos convexos es un

cono convexo.
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Corolario 4.23. Sea bi ∈ Rn para i ∈ I, donde I es un conjunto arbitrario de índices,

entonces, el conjunto K = {x ∈ Rn/〈xi, bi〉 ≤ 0, ∀i ∈ I} es un cono convexo.

Teorema 4.24. Un subconjunto de Rn es convexo si y solo si es cerrado bajo la

adición y multiplicación por un escalar positivo.

De�nición 4.25. (Conjunto Poliedral) Un subconjunto C de Rn es llamado un con-

junto poliedral si éste es no vacío y tiene la forma C = {x ∈ Rn/〈xi, bi〉 ≤ βi i =

1, ...,m} donde bi ∈ Rn y βi son escalares.

Observación 4.26. Todo conjunto afín es poliedral incluyendo el vacio y Rn.

Proposición 4.27. Un conjunto convexo poliedral es un cono sí y solo si éste puede

ser expresado como la intersección de una colección �nita de semi-espacios cerrados,

cuyos hiperplanos soporte pasan por el origen.

Observación 4.28. Un cono convexo poliedral es el conjunto solución de algún nú-

mero �nito de inecuaciones lineales homogéneas.

Teorema 4.29. Sea T : Rn → Rm una transformación lineal, entonces TC es un

cono convexo poliedral en Rm para cada cono convexo poliedral C en Rn y T−1D es

un cono convexo poliedral en Rn para cada cono convexo poliedral D en Rm.

Teorema 4.30. (Hiperplano separador) Sean C1 y C2 conjuntos no vacíos de Rn.

Existe un hiperplano separando C1 y C2 si y solo si existe un vector b tal que inf{〈x, b〉/x ∈
C1} ≥ sup{〈x, b〉/x ∈ C2}. Existe un hiperplano que separa fuertemente C1 y C2 si y

solo si existe un vector b tal que inf{〈x, b〉/x ∈ C1} > sup{〈x, b〉/x ∈ C2}.

Corolario 4.31. Sean C1 y C2 conjuntos convexos no vacíos en Rn cuyas clausuras

son disjuntas. Si alguno de los dos conjuntos es acotado, entonces existe un hiperplano

que separa fuertemente C1 y C2.

De�nición 4.32. Un punto x es interior al conjunto C si para todo > 0 exite una

bola abierta contenida en C

Teorema 4.33. Sean A y B conjuntos convexos en un espacio vectorial X, tal que

B tiene un punto interior y A no contiene puntos interiores de B entonces, existe un

hiperplano cerrado H separando A y B; es decir, existe x∗ ∈ X∗ tal que

sup〈x, x∗〉
x∈B

≤ inf〈x, x∗〉
x∈A

.
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La demostración de este teorema se encuentra en [9]

En otras palabras, A y B están en dos semiespacios opuestos.

Lema 4.34. El conjunto

L+ = conv{{1, θ, θ} ∪ {(0, 1{w}, θ)/w ∈ Ω} ∪ {(0, θ, 1{w})/w ∈ Ω}},

sobre R2n+1 al cual denominaremos un Simplex, es un conjunto cerrado y acotado.

Para aclarar la construcción del conjunto L+, desarrollaremos un ejemplo con

n = 2. Esto implica que θ = (0, 0) y R2n+1= R5, Ω = {w1, w2}, luego

1{wi} : Ω→ R2

es tal que:

w → {
1 w = wi

0 w 6= wi
,

por lo que podemos hacer la identi�cación 1{w1} = (1, 0) y 1{w2} = (0, 1).

Luego, como n = 2 , los elementos generadores de L+serán

(1, θ, θ) ≡ {(1, 0, 0, 0, 0)},

(0, 1{w1}, θ) ≡ {(0, 1, 0, 0, 0)},

(0, 1{w2}, θ) ≡ {(0, 0, 1, 0, 0)},

(0, θ, 1{w1}) ≡ {(0, 0, 0, 1, 0)},

(0, θ, 1{w2}) ≡ {(0, 0, 0, 0, 1)},

L+ = conv{(1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1)}.

Entonces, el conjunto L+ es el simplex que fue generado por la base canónica de

R5.

Una representacion grá�ca del Simplex para n = 1 se muestra en la Figura 4.1

Demostración.

Probaremos primero que este es un conjunto cerrado , para lo cual daremos una

sucesión (αk1, ..., α
k
2n+1) que pertenece a L+, y mostraremos que el límite de ella está

en L+

Dado que el conjunto L+ es convexo y sus elementos son generados por la base

canónica de R2n+1, se tiene que
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Figura 4.1: Simplex

αki ≥ 0 para i = 1, ..., 2n+ 1 y
2n+1∑
i=1

αki = 1.

Luego, aplicando límite cuando k tiende al in�nito a cada expresión tenemos que

límαki ≥ 0 para i = 1, ..., 2n+ 1 y lim(
2n+1∑
i=1

αki ) = 1.

Posteriormente desarrollamos el límite de la suma como la suma de límites

límαki ≥ 0 para i = 1, ..., 2n+ 1 y lím αk1 + ...+ límαk2n+1 = 1,

con lo cual mostramos que el límite de (αk1, ..., α
k
2n+1) está en L+

Ahora probaremos que es acotado, sea α
′

= (α1, ..., α2n+1) un elemento de L+

luego

α1 + ...+ α2n+1 = 1, αi ≥ 0 para i = 1, ..., 2n+ 1,

α2
1 + ...+α2

2n+1 ≤ (α1 + ...+α2n+1)2 = 1 ya que αiαj ≥ 0 para cada i = 1, ..., 2n+1;

luego

|α′ | ≤ 1 para α
′ ∈ L+.
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Figura 4.2: Conjuntos convexos

�

Ahora se enunciará un lema que se aplica en la demostración del lema 3.5 del

capítulo 3 y por ello se realiza su demostración.

Lema 4.35. Sean A ⊆ Rn y C ⊆ Rk conjuntos convexos poliedrales, tal que C es

un cono y sean L : Rn → R y G : Rn → Rk funciones a�nes. Si existe un elemento

z ∈ A satisfaciendo que G(z) ∈ C y L(z) ≥ L(x) para todo x ∈ A, entonces existe

un funcional lineal W : Rk → R+ con W (G(z)) ≥ 0 para todo c ∈ C tal que

L(z) ≥ L(x) +W (G(x)), (4.1)

para todo x ∈ A y z tal que W (G(z)) = 0

Demostración.

La demostración que presentamos a continuación es una versión adaptada de la que

se desarrolla en el libro de Luenberger (1969, teorema 8.3.1 ) y Rockafellar (1997,

corolario 28.3.1) a las que el autor hace referencia. La idea grá�ca del lema se muestra

en la Figura 4.2.

En el espacio R×Rk de�nimos los siguientes conjuntos:

A = {(r, z) | r ≥ −L(x) y z ≥ G(x) para algún x ∈ A},

B = {(r, z) | r ≤ −L(z) y z ≤ θ}.

Primero, probaremos queA es un conjunto convexo. Sean los elementos (r1, z1), (r2, z2) ∈
A, luego por de�nición del conjunto A tenemos que

48



r1 ≥ −L(x1) y z1 ≥ G(x1),

para algún x1 ∈ A y

r2 ≥ −L(x2) y z2 ≥ G(x2),

para algún x2 ∈ A. Luego, multiplicamos por λ, (1 − λ) ∈ [0, 1] a cada desigualdad

anterior para luego sumarlas, obtenemos

λr1 + (1− λ)r2 ≥ −λL(x1)− (1− λ)L(x2);

Factorizando el signo negativo del extremo derecho de la desigualdad

λr1 + (1− λ)r2 ≥ −(λL(x1) + (1− λ)L(x2));

de la misma forma operamos con la otra desigualdad

λz1 + (1− λ)z2 ≥ λG(x1) + (1− λ)G(x2).

Por ser L(x) y G(x) funciones a�nes implica que son funciones convexas (de-

mostración que se encuentra en el apéndice del trabajo); además, A es un conjunto

convexo por hipótesis, por lo cual tenemos que

λr1 + (1− λ)r2 ≥ −L(λx1 + (1− λ)x2),

λz1 + (1− λ)z2 ≥ G(λx1 + (1− λ)x2),

para algún λx1 + (1− λ)x2 ∈ A, luego

(λr1 + (1− λ)r2, λz1 + (1− λ)z2) ∈ A,

con lo cual concluye la demostración.

Ahora probaremos que B es un conjunto convexo.

Sean dos elementos (r1, z1), (r2, z2) ∈ B entonces

r1 ≤ −L(z) y z1 ≤ θ,

r2 ≤ −L(z) y z2 ≤ θ.
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Luego de la misma forma como se trabajó el caso anterior obtenemos que

λr1 + (1− λ)r2 ≤ −λL(z)− (1− λ)L(z) = −L(z),

λz1 + (1− λ)z2 ≤ λθ + (1− λ)θ = θ,

lo cual muestra que

(λr1 + (1− λ)r2, λz1 + (1− λ)z2) ∈ B,

por lo tanto, A y B son conjuntos convexos.

Ahora probaremos que A no contiene puntos interiores de B.

Sea (rp, zp) ∈ A ∩B entonces

rp ≥ −L(x1) y zp ≥ G(x1), (4.2)

para algún x1 ∈ Ω,

rp ≤ −L(z) y zp ≤ θ; (4.3)

De las desigualdades 4.2 y 4.3 obtenemos que

rp = −L(z) y zp = θ

y el único punto de A ∩ B, es (−L(z), θ) y está en la frontera de B el cual no es un

punto interior de B. Como N = −C contiene un punto interior, G(x1) < θ es un punto

interior de N . Si elegimos un r < −L(z), entonces (r,G(x1)) es un punto interior de B.

Ahora aplicamos el teorema del hiperplano separador (Luenberger), que se menciona

en el apéndice (Teorema 4.33), el cual garantiza que existe un W0 = (r0, z
∗
0) no nulo

tal que

sup
(r2,z2)∈B

〈(r, z),W0〉 ≤ inf〈(r, z),W0〉
(r1,z1)∈A

.

Pero el supremo de un conjunto es mayor que todos sus elementos y el ín�mo es menor

que todos ellos, con lo cual obtenemos

〈(r2, z2), (r0, z
∗
0)〉 ≤ 〈(r1, z1), (r0, z

∗
0)〉,
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r2r0 + 〈z2, z
∗
0〉 ≤ r1r0 + 〈z1, z

∗
0〉,

para todo (r1, z1) ∈ A y (r2, z2) ∈ B; por la forma como se ha de�nido B esto muestra

inmediatamente que W0 ≥ θ o equivalentemente, r0 ≥ 0 y z∗0 ≥ θ.

Ahora mostraremos que r0 > 0. El punto (−L(z), θ) esta en B, de aquí tenemos

que

−L(z)r0 ≤ r.r0 + 〈z, z∗0〉,

para todo (r, z) ∈ A.
Si r0 = 0 esto muestra en particular que 〈G(x1), z∗0〉 ≥ 0 y que z∗0 6= θ; sin embargo,

siendo G(x1) un punto interior de N y z∗0 ≥ θ, esto muestra inmediatamente que

〈G((x1), z∗0〉 < 0, con lo cual hemos generado una contradicción. Por lo tanto, r0 > 0.

Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que r0 = 1 y siendo el punto (−L(z), θ)

perteneciente a A y B , tenemos que

−L(z) ≤ r + 〈z, z∗0〉

para (r, z) ∈ A.
Pero como el siguiente conjunto D = {(−L(x), G(x)) | para algún x ∈ A} ⊂ A

entonces

−L(z) ≤ −L(x)− 〈G((x), z∗0〉,

−L(z) ≤ −L(x)− 〈G(x), z∗0〉 ≤ −L(x),

para todo x ∈ A,

−L(z) ≤ −L(x),

para todo x ∈ A y G(x) ≤ θ.

Con lo cual la primera parte del lema esta probado. Como existe un z0 ∈ A tal

que G(z0) ≤ θ, −L(z) = −L(z0) entonces reemplazando en la ecuación 4.1 tenemos

−L(z) = −L(z0)− 〈G((z0), z∗0〉,

0 = 〈G((z0), z∗0〉,
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lo cual completa la prueba.

�

Lema 4.36. Sea b ∈ Rn y K un cono convexo poliedral en Rn, si α = sup〈b, x〉
x∈K

<∞

entonces α = 0

Demostración.

Realizaremos una prueba por reducción al absurdo suponiendo que 0 < α < ∞.

Entonces existe x0 ∈ K tal que 0 < 〈b, x0〉 =: y0. Luego, como K es un cono, tenemos

que xn = nx0 ∈ K para cada n ∈ N tal que 〈b, xn〉 = n〈b, x0〉 = ny0. Pero esta

sucesión {ny0} no es acotada. con lo cual tenemos una contradicción.

�

Teorema 4.37. (Minkowski - Weyl)

Un cono es poliedral, si y solo si, éste es �nitamente generado.

De�nición 4.38. (Regla de Bayes para esperanza condicional)

Sea X una variable aleatoria, F una σ-álgebra, P y Q son dos medidas de proba-

bilidad equivalentes sobre el espacio muestral Ω, entonces

EQ [X/F ]EP [f/F ] = EP [Xf/F ]

donde f =
dP
dQ

es la derivad de Radon-Nokodin
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