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Capitulo 1

Introduccion

El teorema fundamental de valoracién de activos caracteriza modelos de merca-
dos financieros libre de arbitraje; es decir, aquellos en los que no es posible generar
utilidades libres de riesgo sin una inversion inicial.

En términos generales, el teorema fundamental de valoracion de activos afirma que
un modelo de mercado es libre de arbitraje, si y solo si, todos los activos en el modelo
pueden tener un precio de una manera coherente. Es bien conocido el modelo clasico
libre de friccion, que se trabaja en ausencia de costos de transaccion y con tasas de
interés de deposito y crédito iguales, que fue establecido por Harrison y Pliska en
1981 [5].

Jouini y Kallal en 1995, [6] y |7], fueron los primeros en extender el teorema fun-
damental de valoracién de activos incorporando costos de transacciéon proporcionales,
conteniendo un stock con riesgo y una cuenta de banco libre de riesgo; en este modelo
el mercado es libre de arbitraje, si y solo si, existe una medida de probabilidad P bajo
la cual el proceso de precios del stock descontados por la tasa de interés de la cuenta
de banco, es una martingala. La coleccién de tales medidas de probabilidad juega un
rol fundamental en la determinaciéon de los precios del activo.

El proposito del presente trabajo consiste en desarrollar la propuesta de Alet Roux
[11], quién extiende el teorema fundamental de valoracion de activos hacia un modelo
en el cual, el precio de un stock con riesgo S; estd sujeto a costos de transaccion
proporcionales, en el sentido de que el precio de venta S° de este stock es menor
o igual al de compra S§ y ademas la cuenta de banco tiene una tasa de interés de
deposito ¢ menor o igual a la de crédito r¢.

En el articulo de Alet Roux [12], el autor extiende el teorema fundamental de
valoracion de activos para n activos, con costos de transaccidon proporcionales y tasas

de interés y depositos diferentes. Ademaés, presenta una demostracion alternativa a la
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aqui presentada en una de las implicaciones del teorema.

Sera el principal objetivo del presente trabajo presentar con detalle la demostra-
ciobn de que el proceso de precios descontados por la tasa de interés de depodsito o
crédito es libre de arbitraje si y solo si éste puede ser expresado como una martingala
bajo alguna medida de probabilidad equivalente P.

Este documento esta organizado de tal forma que en el capitulo 2, se presentan las
definiciones necesarias sobre las estrategias de negociacion de activos con la finalidad
de maximizar utilidades y algunos lemas y proposiciones que son indispensables para
su posterior aplicaciéon en el capitulo siguiente.

En el capitulo 3, se desarrolla la prueba del teorema fundamental de valoracion
de activos bajo costos de transaccion proporcionales en tiempo discreto y finito.

Finalmente, en el apéndice se incluyen algunas definiciones y resultados basicos

que se aplican en el desarrollo de los capitulos anteriores.

Tesis publicada con autorizacion del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP i UNIVERSIDAD

DEL PERU

Capitulo 2

Elementos del mercado

2.1. El modelo

Un activo es un bien intangible cuyo precio en el mercado esta en constante cambio
a través del tiempo, por lo que es materia de interés el estudio de tal comportamiento
aleatorio. Describir su dinamica es un trabajo que viene siendo abordado ya hace
buen tiempo por varios autores, pero que cada vez requiere de un mayor anélisis para
su aplicacion real en la comercializacion de activos.

En el presente trabajo se considera un modelo de mercado financiero de tiempo
discreto y con horizonte finito, en el que, sin pérdida de generalidad, los activos se
puedran negociar en cualquier instante de tiempo en T = {0, ..., t,..., T} siendo T la
fecha en la que termina toda actividad comercial en el mercado.

Iniciamos el estudio sobre un conjunto discreto y finito Q = {wy, ..., w,} que es el
espacio de estados de la naturaleza, el cual contiene todos los posibles escenarios que
puede asumir el proceso de precios de nuestro activo con riesgo. Aqui cada w € €
puede interpretarse como una completa descripcion de una posible trayectoria de los
precios de este activo a través del tiempo.

Para continuar trabajando sobre este conjunto necesitamos dotarlo de una estruc-
tura medible; es decir, definir un conjunto que contiene todos lo subconjuntos de
) que sean medibles. En este caso especifico serd un conjunto que contiene toda la
informacion almacenada y conocida por los inversionistas; por ello, establecemos la

siguiente definicion:

Definicién 2.1. (0—dlgebra)
Una coleccion F' de subconjuntos de () es una o—dlgebra de (), si cumple las

stguientes condiciones:
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1. Qe F;
2. St A € F entonces A° € F;

3. St Ay, As, As, ... es una sucesion de elementos de F entonces la union de ellos

también pertenece a F.
Observacion 2.2. 1. Podemos notar que las condiciones 1y 2 implican que ) € F

2. De las condiciones 2 y 3 se puede deducir inmediatamente que la union e inter-

seccion finita de elementos de F' también pertenece a F'.

3. Al par (2, F) compuesto de un espacio de estados 2 y una o-dlgebra F se le

llamard espacio medible.
4. Todo elemento de F' se denominard un evento.

Hablar sobre la informacion que genera el proceso de precios del activo con riesgo,
es establecer una o—algebra en cada instante de tiempo ¢, el cual estara contenido en
la o— algebra del siguiente instante ¢ + 1 y asi sucesivamente. Para formalizar esto,

daremos la siguiente definicion:

Definicién 2.3. (Filtracion)

Una secuencia de o— dlgebras (Fy)ier sobre §2, es una filtracion, si esta sucesion
es creciente, en el sentido que Fy C Fyiq, parat =0,1,....,T — 1.

Decir que la secuencia es creciente significa que la informacion no se olvida y se

va almacenando conforme pasa el tiempo.

Para cada t € T, los inversionistas tienen acceso a esta informacion acumulada

observando los precios en el mercado.

Observacion 2.4. En la filtracion (F})er se considera que Fy = {¢,Q} es la o—
dalgebra trivial ya que en t = 0 no se tiene informacion de como evolucionardn los
precios. Mientras que Fr = 29, es decir, que en el instante final T se conocerd cual

es el verdadero estado del mercado.

El proceso de precios del activo con riesgo, tiene una cantidad finita de posibles
trayectorias en cada instante de tiempo; lo que necesitamos ahora es definir una

funcion que permita cuantificar la probabilidad de que se sigan estas trayectorias.
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Definicién 2.5. (Probabilidad)
Una medida de probabilidad Q sobre la o—dlgebra F de todos los subconjuntos de

Q, es una funcion

Q:F —[0,1]

que satisface las siguientes condiciones:

1. Q) =1

2. Si A y B son dos eventos incompatibles (AN B = ¢), entonces Q(AU B) =
Q(A4) +Q(B)

De aqui en adelante nuestro espacio de trabajo (filtrado) para este mercado finan-
ciero estard constituido por (Q, F, (F})ier, Q), donde Q representa la probabilidad
real de las posibles trayectorias del activo con riesgo.

Como el proceso de precios del activo con riesgo manifiesta un comportamiento
aleatorio, se requiere establecer claramente los elementos que vienen a constituir el
espacio de estados en cada instante de tiempo. Motivados por ello se establece la

siguiente definicion:

Definicion 2.6. (Conjunto de estados en el instante t)

Para cualquier instante de tiempo t € T, denotaremos por §; a la coleccion de
todos los eventos incompatibles que genera la o— dlgebra F;. La existencia de () en
la definicion anterior se garantiza por la propocion siguiente, cuya demostaracion se

encuentra en [16]
Proposicion 2.7. Toda o— dlgebra posee una unica particion generadora.

Observacion 2.8. Note por lo comentado en la observacion 2,4 que Qy = {Q, ¢}
y que Qp estd constituida por la coleccion de todos los subconjuntos unitarios de

elementos en €.

Definiciéon 2.9. (Atomo)

Un dtomo es simplemente un elemento w € Q con Q({w}) > 0.

Observacion 2.10. En el presente trabajo se asumird que todos los w € ) son

dtomos.

Definicién 2.11. (Nodo) Fijado t, llamaremos a cada elemento de 0y o miembro de

la particion generadora de Fy, un nodo en el periodo t.
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En el instante inicial el proceso de precios del activo con riesgo solo tiene un valor
g, que es independiente de los estados de la naturaleza, en tal caso el nodo inicial
es 2; en el instante siguiente, los posibles precios que puede asumir el activo estaran
sujetos a los nodos disponibles en dicho instante y asi sucesivamente para los demés

instantes; con lo que se genera el arbol de nodos.

Observacion 2.12. En concordancia con la observacion 2.4, habrd un solo nodo
raiz en el instante t = 0 y éste es asociado con el evento seguro, asi mismo hay
una inyectividad evidente entre el numero de nodos terminales en el instante T y los

posibles resultados w € Q.

Es facil notar que para cada instante t € T \ {T'} y para cualquier nodo v € §);
existe un conjunto de nodos u € €24 con la propiedad de que u C v. Este conjunto
de nodos que gozan de esta propiedad se les llama nodos sucesores de v, definicion

que mencionaremos a continuacion.

Definicién 2.13. (Nodo sucesor)
El conjunto

suce(v) == {u € Qi1|u C v}
es llamado el conjunto de nodos sucesores de v € Q parat € T\ {T}.

Se considera solo el conjunto de instantes ¢ € T \ {T'} ya que en el instante T,
finaliza todas las operaciones sobre el activo con riesgo y por lo tanto no hay nodos

sucesores. Para aclarar estos conceptos, presentaremos un ejemplo al respecto.

Ejemplo 2.14. Sea Q = {w;, wy, w3, wq, ws, ws, wy,ws} dotado de una medida de
probabilidad Q({w}) > 0 para cada dtomo de 2, que es el conjunto de estados de la
naturaleza sobre el cual se construird el drbol de nodos. Recordemos que cada dto-
mo representa una posible trayectoria que los precios del activo con riesqo podrian
sequir. Solo se trabajard con instantes de tiempo T = {0,1,2,3}. El drbol de nodos
correspondiente se ilustra en la Figura 4.2.

Para t = 0 tenemos el nodo inicial Q) con el cual se inicia la construccion del
darbol de nodos. Para el siguiente instante t = 1 solo habrdan dos posibles resulta-
dos Q= {{wy, wse, w3, ws}, {ws,ws, wr,ws}}, donde cada uno de estos resultados
representa un nodo o posibles trayectorias que podria sequir los precios si conocie-
ramos el precio del activo en ese instante. Cada uno de éstos nodos generan a su
vez dos nodos para el siguiente instante. Entonces, para t = 2, tenemos cuatro no-

dos Qo = {{wy,wa}, {ws, wa}, {ws, we}, {wr, ws}}, y a partir de cada uno de estos
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Figura 2.1: Arbol de nodos

nodos se generan nuevamente dos posibles resultados; es decir, en t = 3 tenemos
Qs = {{w1}, {wa}, {ws}, {wa}, {ws}, {ws}, {wr}, {ws}}.
Los nodos sucesores para {ws,ws} € Qs son {ws},{ws} € Q3 ya que {ws} C

{ws, wa} y {ws} C {wsg, ws}.

Los precios del activo con riesgo generan en cada instante ¢t una cantidad finita de
posibles resultados que son agrupados en los elementos del conjunto €2, y que seran
analizados posteriormente con la intencion de optimizar las utilidades que produzca el
activo con riesgo al llegar al instante ¢ = T". Para formalizar este concepto necesitamos

las siguientes definiciones:

Definicién 2.15. (Variable aleatoria)
Dada una o—dlgebra F sobre §, una variable aleatoria X en (0, F) es cualquier
funcion
X: Q>R

que sea F'—medible, es decir, tal que para todo niumero real a € R:
X a)={weQ/X(w)=a} € F.

Una caracterizacion interesante de la variable aleatoria Sy, componente del proceso
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de precios del activo con riesgo, viene dada por

n
St - E ailAi7
i=1

donde los A; son los nodos de S (para mds detalle véase la proposicion 3 en [16]).
Asi, cada S; resulta ser constante en cada elemento de Q. Formalmente un proceso

como el de interés es un caso particular de la definicion siguiente:

Definicién 2.16. (Proceso estocdstico)
Un proceso estocdstico de tiempo discreto es una coleccion de variables aleatorias

indezadas por el conjunto de indices I C Z, que serd denotado con X = {X;}ies.

Definicién 2.17. (Proceso estocdstico adaptado)
Un proceso estocastico X = {X;}er es adaptado a la filtracion (Fy)ier si, para

cada t > 0, X; es una variable aleatoria Fy—medible.

Definicién 2.18. (Proceso estocdstico predecible)
Un proceso estocdstico X = {X;her es predecible a la filtracion (Fy)er si, para

cada t > 0, X; es una vartable aleatoria F;_1—medible.

A partir de ahora consideraremos al proceso de precios del activo con riesgo como
un proceso estocéstico de tiempo discreto adaptado S = {S;}ier en el sentido que
cada variable aleatoria S;, serd F;—medible, ya que en el instante t el precio de este

activo seera revelado, pero su valor sera desconocido en el instante siguiente ¢ + 1.

2.2. El modelo de mercado con costos de transaccion

proporcional

Nuestro modelo de mercado constara de un activo con riesgo en el que los costos
de transacciéon se aplicardn al momento de comercializar este activo. Esto es, para
cualquier instante de tiempo ¢ € T el activo podra ser vendido al precio S? y comprado
al precio S¢. Asumiremos que {S?} como {52} seran procesos adaptados a la filtracion
(Fi)ier, es decir que {SP} y {S¢} son variables aleatorias F;—medibles para t €
T. También asumiremos naturalmente que los precios del activo con riesgo deberan

cumplir la desigualdad

0 <SP < 8% paracadate T. (2.1)
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El modelo de mercado asume tambien una cuenta de banco con diferentes tasas
de interés. Estas conforman los procesos estocasticos predecibles con respecto a la
filtracion (F})ier; 74 = {rd} v r¢ = {r¢} los que llamaremos los procesos de tasas de
deposito y de crédito, respectivamente. Asumiremos, como es financieramente l6gico,

que estas tasas cumplen con la desigualdad

—1 < 7! <r¢ paracadat e T. (2.2)

Por conveniencia asumiremos que r§ = 0 y rd = 0; es decir, que en el instante
inicial no hay atn interés contabilizado. Definiremos ahora la cuenta de banco del

agente para un instante de tiempo £ € T como

Ot - R — R,
tal que
o) =a (1 +7) —a (1479
donde
at = max{a,0}
a = maz{—a,0},

siendo « el dinero a invertir en la cuenta de banco en el instante ¢t — 1. Esto
significa que una inversion de « unidades de dinero en una cuenta de banco en el
instante t — 1 € T\ {T} generara g;(«) unidades de dinero en el instante ¢ € T.

Por simplicidad, escribiremos R = 1+rd y RS = 1+ ¢ para cada t y definiremos

el proceso deflator, el cual se especifica para depoésito y crédito de la siguiente manera:

t t
Bl ) = TR
t

t
By = T (1+5) = T,

s=0
donde t € T. Note que estos procesos son predecibles ya que r? y ¢ lo son.
Estos procesos deflatores nos permitiran traer cualquier valor futuro a,., a su valor
en ¢t mediante %.
T
Habiendo establecido los elementos del modelo, pasaremos ahora a detallar la
dindmica del mismo y describir la forma méas apropiada para optimizar el dinero

invertido.
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2.3. Comercio y arbitraje bajo costos de transacciéon

En esta seccion detallaremos la forma adecuada de elaborar estrategias cuyo ob-
jetivo es maximizar las utilidades y en el peor de los casos, minimizar las pérdidas
sobre el dinero invertido. Ellas estan constituidas por portafolios los cuales se definen

seguidamente.

Definicién 2.19. (Portafolio)

Un portafolio en el instante t € T, es un vector aleatorio (o, ), donde oy denota
las unidades de dinero (cuenta de banco) y By las unidades del activo con riesgo que el
wwverstonista mantiene hasta el instante de tiempo t+1; pero que fueron seleccionados

en el instante t.

Un agente del mercado comercializa dinero y activos y por ello le es permitido
cambiar su portafolio en cualquier instante. En esta dinamica de mercado, el agente
busca en todo momento minimizar los costos de tramsaccion y para ello evita la
simultanea entrada y salida del activo. De la misma manera, si la tasa de interés de
crédito excede a la de depésito, entonces no es 6ptimo desde el punto de vista de
maximizar la riqueza, retirar dinero al mismo tiempo que se esti depositando.

Es de vital importancia entonces saber cual es la ganancia o pérdida en cada

instante ¢t € T y para cada atomo w € §2; por ello damos la siguiente definicion.

Definicion 2.20. (Valor del portafolio)
Dado el portafolio (o, By), en el instante t € T, se define el valor de este portafolio

en el instante t mediante la funcion
19,5 Q) — R,

tal que
Delar, Br)(w) = ar(w) + B (w)S¢(w) — B; (w)Sf(w)

Para aclarar esta definicion, presentaremos un ejemplo al respecto.

Ejemplo 2.21. Retomemos el ejemplo 2.13, en el que Q = {wy, wa, w3, wy, ws, we, wr, ws}
es el conjunto de estados sobre el cual se construyo el darbol de nodos, en tres instantes
de tiempo T = {0, 1,2, 3}.

Para el instante t = 2, tenemos cuatro nodos en

Qo = {{wy, we}, {ws, wy}, {ws, we}, {wr,ws}}, y a partir de cada uno de estos

nodos podemos generar dos posibles resultados. Si (aw, B2) = (2,3) es el portafolio que

11
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el agente adquiere en ty, entonces, el valor de este portafolio es
95(2,3)(w) = 2+ 35}(w)

unidades monetarias; pero si en este instante el portafolio fuese (as, B2) = (2,—3),

entonces su valor serd de
D(2, —3)(w) = 2 — 355 (w)

unidades monetarias.

Puesto que, en este mercado esta permitido el reestructurar el portafolio en cual-

quier instante, ello genera una estrategia de comercio.

Definicién 2.22. (Estrategia de comercio)

Una estrategia de comercio {(au, Bi)ter €s un proceso predecible bidimensional
donde para cada t, oy denota el dinero en efectivo y B, las unidades del activo con
riesgo que el inversionista mantiene hasta el instante t + 1. Aqui asumiremos que
Bo = 0; es decir que, el agente entrard al mercado sin ninguna unidad del activo con

T1e5gO0.

Observacion 2.23. Asumiremos siempre que el inversionista liquida sus unidades

del activo en el instante T, es decir, que Priy =0y

ary1 = Or(or(ar), Br). (2.3)

Por tanto,

Yr(ery1, Bri1) = aryr = Vr(or(ar), Sr)

Estamos interesados en estrategias de comercio que no requieran el ingreso ni
salida adicional de dinero después del instante inicial ¢ = 0 sino, que se caractericen
por circular lo inicialmente invertido hasta el instante final se genere utilidades. Para

ello daremos la siguiente definicion:

Definiciéon 2.24. (Estrategia Autofinanciada)
Una estrategia autofinanciada es una estrategia de comercio (o, ) = {(au, Bt) }rer

con By = 0 tal que

Ve(oi(on) — aust, Br — Pes1) > 0, para cada t € T. (2.4)
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Podemos escribir equivalentemente la expresion (2.4) para fines practicos de apli-

cacion en el trabajo, mediante el siguiente lema:

Lema 2.25. Una estrategia autofinanciada (o, ), se define equivalentemente por la
condicion o R + ;.S > a1 + [ii1S, para todo Rf <R< Ry Sf <S5 <SP

Esto significa que el valor de la estrategia de comercio en el instante ¢t € T es su va-
lor inicial méas las ganancias o pérdidas del capital acumulado, con lo cual aseguramos
que no se requiere de ingreso adicional de dinero en ningtn instante.

Demostracion.
=) Partiremos del hecho que (o, ) con Sy = 0 es una estrategia autofinanciada y

cumple que

Vi (oe(ow) — autr, By — Ber1) > 0.

Desarrollando esta expresion por su definicion, tenemos

oi(o) — g + (B — Bi1) ' S; — (B — Biga)” Sy > 0.

Dado que la cuenta de banco en el instante ¢ € T fue definida como g;(a) = a™(1 +

rd) — a= (1 + r¢), reemplazando ella en la expresiéon anterior tenemos

of Rf — o R — cir + (B — Besr)*S; = (Be — Brar) ™S 2 0. (2.5)

Consideremos ahora las variables aleatorias R y S tales que R < R < Rf y
Sf < S5 <57, entonces

afR—a; R— o+ (B — 5t+1)+5 — (B = Pig1) S >0;

pero por definicion a; = o —a; v Bi—Bir1 = (Bi—Biy1) T —(B:—Bi+1) ", reemplazando

en la ecuacién anterior genera el siguiente resultado:
R — g + (B — Bra)S > 0,

R+ 1S > a1 + B S,

para todo R < R < Réy SP < § < 5% con lo cual se concluye la prueba de la
primera implicacion.

<) Partiendo de la desigualdad

R+ S > a1 + B S,
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con R < R< RSy SP < S < 8% yde que las variables aleatorias ay y 3; — B

se pueden expresar como oy = af —a; y B = B = (B = Ber1)t — (Br — Bira) ™,

podemos reemplazar estos valores establecidos en la desigualdad inicial, para obtener

af R—a; R— a1+ (B — Biy1) ™S — (Bt — Biy1) S >0

or(ar) — i1 + (B — Ber) TSP — (Be = Brar) " S¢ =0

Ve(01(ae) = g1, Be = Biy1) 2 0

con lo cual se culmina la prueba.

Observacion 2.26. El lema (2.24) equivale a
R+ S > a1 + Bi1S

para todo R € {R}, R¢} y S € {SP, S¢}.

En efecto evaluando la desigualdad en R € {R¢, RS}y S € {S?, 54} tenemos que
d b b
Ry + 55y = auir + 5S¢ P,

o By + BS] > aypq + S; Big1-

Si multiplicamos cada desigualdad por A y 1 — A, para todo A € [0, 1], y sumamos

ambas expresiones, factorizando oy, B; ¥ 811, tenemos que

(AR (1 =N R+ B(ASP+(1=N)B,S) > gyt A+ (1= A)) + By (ASP+ (1= N)S%).

Tomando R = ARY + (1 — MRSy S = ASP + (1 — X)S¢ la desigualdad anterior se
reduce a
R+ BpS > i + PraS

para todo Rf <R< Ry Sf <S5 <S¢, con lo cual podemos invocar al lema 2.24.
Si bien ya hemos dado para nuestros intereses una expresion matemaética mas

apropiada de estrategia autofinanciada, nos detendremos un momento para analizar y
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probar que el conjunto ® conformado por todas la estrategias autofinanciadas forman
un cono convexo poliedral.
La definicion de este tipo de conos y algunos resultados de estos, se encuentran

en el apéndice.

Proposicion 2.27. La coleccion ® de todas las estrategias autofinanciadas es un cono

convezo poliedral en R*™ 1, donde m es el nimero de nodos en el modelo.

Demostracion.
Por el lema 2.22, y la observacion 2.23 si (a, 3) € R*™ "1 es una estrategia predecible
con respecto a la filtracion (F});er, ésta es autofinanciada si y solo si para cada t € T

se satisface el siguiente sistema de inecuaciones lineales:

B — apy1 + (Bt — Be) Sy = 0;
Ry — avy + (B — Bi11)SE 2 0;
Ry — g1 + (B — Bi41)SE = 0;
o R — apq +(8; — Biy1)SE >0,

El conjunto solucién de estas inecuaciones que es no vacio, pues contiene al vector
cero, constituye el espacio ®, el cual es un subconjunto convexo poliedral de R?™+!
por una aplicacion directa de la definicion de conjunto convexo poliedral (Definicion

4.27) dada en el apéndice.
L]

Teniendo ya establecido nuestro conjunto @ de estrategias autofinanciadas, es necesa-
rio detectar aquellas que generan arbitraje; es decir, que sin inversion inicial terminan
generando utilidades libres de riesgo de pérdida. Para esto es necesario, ubicar y ex-
cluir tales estrategias de nuestro modelo de mercado a fin de mantener el equilibrio
econdmico.

En la siguiente definicion se detalla cudndo una estrategia autofinanciada genera

arbitraje.

Definicion 2.28. (Oportunidad de arbitraje)

Una oportunidad de arbitraje es una estrategia autofinanciada (o, B) € ® tal que

ap < 0,97(art1, Br1) 20y QWr(aris, Brii) > 0) >0 (2.6)
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De acuerdo a la definicién, esta es una oportunidad sin riesgos de obtener ingresos
sin haber realizado ninguna inversion inicial. Ella por tanto, no deberia existir en un
mercado en equilibrio. De alli que éste tendria que entrar a arbitrar en caso ocurra.

Para poder caracterizar situaciones que son libres de arbitraje, necesitamos la

siguiente definicion:

Definicién 2.29. (Probabilidad equivalente)
Una medida de probabilidad P es equivalente a la medida de probabilidad Q si
ambas estan definidas sobre el mismo espacio medible y ellas comparten los mismos

eventos de probabilidad nula.

En nuestro contexto finito y discreto, esto significa que una medida de probabilidad
P definida sobre (2, F') es equivalente a @, si y solamente si P({w}) > 0 para todo
w € Q.

Debemos recordar que al principio se asumi6o Q({w}) > 0 y que se deseché los

elementos w € () con probabilidad cero.

Definiciéon 2.30. (Martingala) Dado un espacio de probabilidad (2, F, Q) y una fil-
tracion (Fy)er, un proceso estocdstico S = {S;}ier, cuyos elementos estin definidos
sobre este espacio es una martingala con respecto a la filtracion si

1. S es adaptado a la filtracion (Fy)er; es decir, S, es F, medible para t € T,

2. S es integrable; es decir Eg|S:| < oo para todo t € T,

3. Eg|Si+1/Fy| = Si para todo t € T.

El proceso estocdstico S serd una supermartingala o submartingala st cumple
las dos primeras condiciones y para la tercera se tiene que Eg[Sii1/F)] < Si ¢

Eo[Si+1/Fy] > S, respectivamente.

Observacion 2.31. 1. La primera condicion significa que dada la informacion hasta
el instante t, uno puede saber con certeza cudl es el estado de precios del activo con
riesgo en dicho instante.

2. La sequnda condicion quiere decir que el promedio de los precios del activo en
cada instante t es una cantidad finita, condicion que es necesaria para poder aplicar
el siguiente item.

3. Esta condicion significa que el precio del activo en el instante t es igual al
esperado del valor del activo en el instante t+ 1 dada la informacion hasta el instante
t.

Ahora se introduce lo que es una terna martingala equivalente.
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Definicién 2.32. (Terna martingala)

Una terna martingala (P, S, R) consiste en los siguientes elementos: una medida
de probabilidad P sobre ), un proceso de precios adaptado S sobre (F})ier y definido
sobre (2, F,Q), y un proceso predecible de interés R definido sobre el espacio de
probabilidad (Q, F,Q) que satisface R < R < R y S < S < 8%, siendo el proceso

de precios deflatado % una martingala con respecto a IP.

Definicién 2.33. (Terna martingala equivalente)
Si la medida de probabilidad P es equivalente a Q,entonces (P, S, R) es llamada

una terna martingala equivalente.

A esta medida de probabilidad P también se le conoce como una probabilidad de
riesgo neutro o medida martingala, ya que su existencia hace posible que el proceso
deflatado de precios del activo con riesgo sea una martingala.

Denotaremos con p el conjunto de ternas martingalas y por p C p la coleccion de

ternas martingalas equivalentes definidas sobre un espacio comtin de probabilidad.

Lema 2.34. Fijados (P, S, R) € §, asi como una estrategia autofinanciada (o, f) € @,

el proceso {B%(ath + BSt) bier es una supermartingala con respecto a P.

La expresion {Bit(ath + 5:S;) }iet, representa la cantidad de dinero en el tiempo;
expresado por la cuenta de dinero en el banco con la tasa de interés y la liquidacion
de activos en cada instante.

Demostracion.

Fijamos t € T\ {T'}, aplicando esperanza condicional al proceso (B%t[ath + B:Se))ter

sobre la o—algebra F;, por la propiedad de linealidad tenemos

Eplg [0t Rerr + Beni Sen)/ Bl = Brl 5 o Rl /F)) + Epl 5~ [Bi+1 Seni] / ).

Como a1, Bir1, Riy1 y Byy1 son procesos predecibles, es decir, son F; medibles, se

tiene que

[,Bt+15t+1 /F ]

Ep [Bt ; (1 Ri1 + Big1Si]/ F) =

EP[Bt1+1 [ +1Rt+1 + /Bt-l—lst-f—l]/Ft] = Ozt+1Rt+1 + /8t+1EP[Bt+1 /Ft]

Siendo % una martingala con respecto a la probabilidad P y la filtracion (F})er, asi

como B;.1 = B;.R; 1 de la ecuaciéon anterior tendremos que
EIP’[B 1 (1 Rey1 + Bey1Se] /i) = _at+1 + B B,
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EP[ﬁ[atHRtﬂ + B Senl /] = glons + BraaSil.

Ahora aplicando el lema 2.22 que ya fue demostrado obtenemos que

Bl [ Rt + Beni Senl /B < g;lauRi + BiS,

con lo cual culminamos la prueba.

Tesis publicada con autorizacion del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP i g:{_‘gss‘s:ll?txo

DEL PERU

Capitulo 3
Mercado bajo costos de transacciéon

En este capitulo procedemos a formalizar y demostrar detalladamente el siguien-
te teorema fundamental sobre la valoracién de activos bajo costos de transaccion.

propuesto por Alet Roux [11]

Teorema 3.1. El modelo de mercado bajo costos de transaccion es libre de arbitraje,

sty solo si, éste admite una terna martingala equivalente.

La prueba de este teorema se hara por separado en cuanto a la condiciéon necesaria
y suficiente. En la proposicién siguiente procedemos con la condicién de suficiencia,

que es la mas directa de obtener.

Proposicion 3.2. La existencia de una terna martingala equivalente (P, S, B) € p

implica que el modelo de mercado bajo costos de transaccion sea libre de arbitraje.

Demostracion.
Realizaremos la prueba por reducciéon al absurdo. Para ello asumiremos que existe
una estrategia autofinanciada (a,8) € ® que genera arbitraje con un costo inicial

g < 0 satisfaciendo

Ur(arir, Bre1) > 0y Q(Ir(artq, Bryr) > 0) >0 (3.1)

T
Dado que By = [IORS > 0, de la primera inecuacion en (3.1), se obtiene
1
0< B—79T(04T+1,5T+1)- (3.2)
T

Como P es equivalente a Q y Q(¥7(ary1, fry1) > 0) > 0 tenemos que

1
0< EP[B—ﬁT(OZT—Ha ﬁT-ﬁ-l)]v
T
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y desarrollando Y

1 - ca
0< EP[B—T(QTH + 6;4-183“ — Br157)]-

Dado que S% < Sp < 5§ tenemos

1
0< EJP[B_T(@TH + 814157 — Bri1ST)).

Mas atn, siendo Bry1 = 37 1 — Bry, tenemos la siguiente expresion:

1
0 < Ep[=—(ar+1 +Br4157)].

By
Aplicando ahora el lema 2.25
1 1
0 < Eplw-(art1 + Br1S7)] < Epl=-(azRr + 6rSt)]. (3.3)
BT BT

Pero sabemos, por lo demostrado en el lema 2.31 que el proceso

1
E(ath + 5:St) brer
t

es una supermartingala, por lo que para cada t € T

1 1
0< E]P[B (g1 Rit1 + Bis1Si41)] < EIP[E(Oéth + 5:Sh)]. (3.4)

t+1 t

Utilizando la desigualdad (3.3), resulta que

1 1
0 < Ep|——(arRg + BrS7)] < Epl—-(aoRo + 5050)] (3.5)
Br By
y como por las condiciones iniciales del modelo By = Ry = (1 +19), con 79 =0, y

Bo = 0 se tiene que
1
0< EJP[B—(OéTRT + BrSt)] < ap, (3.6)

T
lo cual contradice el hecho que ay < 0.
(]

En lo que resta del trabajo estaremos abocados a probar la otra implicancia del
teorema 3.1; para ello necesitamos de tres lemas previos. El primero afirma que si el
modelo no admite arbitraje entonces existe un factor de descuento consistente que
denotaremos por Zr. El dltimo de estos, de otro lado, muestra que si el modelo

admite este factor de descuento consistente entonces existe un sistema de valoracién
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consistente que lo denotaremos con Z. Para la demostracién de este tltimo lema
requerimos de un resultado previo que se enuncia y demuestra en el lema intermedio.
La prueba se completa finalmente, en la proposicion 3.6, que afirma que el modelo
admite una terna martingala equivalente, si y solo si, admite un sistema de valoracién
consistente. Bajo esta estructura comenzaremos a enunciar y demostrar el siguiente

lema.

Lema 3.3. Si el modelo no admite arbitraje entonces, existe un vector aleatorio Fr

medible Zy = (Z8, Z2) con wvalores en (0,00) x (0,00) tal que
EolZp(arit, fri1)] —ao <0,

para todo (o, B) € ®.

Demostracion.

Sea
A= {(~a0, 041, Br+1)/(a, B) € ®} C R2”+1,

donde n es el nimero de nodos terminales en el modelo.

Como @ es un cono convexo poliedral, por la proposicion 2.24 de la seccion anterior,
una aplicaciéon del teorema 4.30 en el apéndice implica que A es también un cono
convexo poliedral en R?7+!.

Definamos el conjunto
LT = COIlV{l, 0.0uU {(0, 1{w}, 9)/71) & Q} L {(0, 0, l{w})/w S Q}}

donde 6 es el vector nulo en R™. Por definicion, L1 esta formado por todas las combi-
naciones convexas de sus elementos generadores. Recuerde que A es un subconjunto
no vacio de un espacio vectorial y que ”convA” es el conjunto convexo, formado por
todas las combinaciones convexas de los elementos de A.

Aqui, valga aclarar, que para cada wy € €2 la funcién indicadora 1y, asigna a
w € § el valor 1 en la componente correspondiente a la posicion de wq, y el valor 0 a
cada una de las otras n — 1 componentes. Como, los generadores de L corresponden
a la base candnica de R?*"*! entonces £ es un conjunto cerrado y acotado, por el
lema 4.34.

Como el modelo no admite arbitraje entonces para toda estrategia de comercio

(ar, B) € ® se cumple

ap <0,0 < QWr(arys, Bri1)) <1y QWr(arit, Bfri1) <0) >0,
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donde

Up(ary1, Bry1) = Vr(ari1,0) = appq

De la ultima expresion se puede observar que todas las estrategias libres de ar-
bitraje en A tienen al menos una componente negativa y por lo tanto no pueden
pertenecer al conjunto £, ya que éste tiene todas sus componentes mayores o iguales
a cero. Luego AN LT = (). Consecuentemente, por el corolario 4.31 (ver apéndice),
existe una variable aleatoria Wr = (WE, W2) € R?*™ que es Fr medible y un niimero
Wy € R tal que

sup  {{((Wr, Wo), (arya, Bry1,a0))} < inf  {{((Wr, Wh), (Ir, ls,10))}

(agr,ag,a0)EA (lrils:lo)eLt

En este caso se cumple la desigualdad estricta debido a que A y £ son conjuntos
convexos, cerrados y ademas £ es compacto. Desarrollando la desigualdad previa se

obtiene:

0 S sup {E@[WT.(QT+1,BT_H)]—FW()G()} < inf {E@[WT.(ZR, ls)]+W0l0} < 00.

(ar,as,a0)EA (lR»lSJO)ELH_
(3.7)
Como 0 € A, tenemos que para todo (g, ls,lp) € LT
0< EQ[WT.(ZR, ls)] s Wolg. (38)

Aplicando la definicion de valor esperado a la ultima desigualdad tenemos que

0< > Wi w)ip(w) + > Wilw)ls(w) + Wl (3.9)
weN weN
Silg =e¢; =(0,0,..,1,..,0),ls = (0,0,...,0,..,0) y lp = 0 entonces WF(w;) > 0
para cada j y W& > 0.
Asi sucesivamente concluimos que Wy, WE y Wﬁ son positivos.
Como A es un cono convexo poliedral se sigue del lema 4.36 (ver apéndice) y de
la desigualdad (3.7) que

sup  {Eo[W.(ari1, Bri1)] + Woae} =0,

(ar,as,a0)€A

sup {Eg[W.(ari1, Bri1)] — Woap} = 0,
(a,8)€P
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EoWr.(ars1, Bre)] — Woag < 0.

Dividiendo todo por Wy > 0 y definiendo Zr = %

EQ[ZT‘(CVT+175T+1)] —ap <0,

lo cual concluye la prueba.
]

A la variable aleatoria Zr que cumple con la desigualdad del lema 3.3 se denomina
factor de descuento consistente. Para demostrar el lema 3.5 necesitamos del siguiente

resultado:

Lema 3.4. Seant €T y Z = (Z%,Z%) € R*™ un vector aleatorio F; medible con
Eg[Z.(e, )] 2 0, (3.10)

para cualquier par de variables aleatorias o y 0 Fy-medibles en R™, las cuales satis-

facen que

Ui(a, 5) > 0, (3.11)

donde n es el numero de nodos en el modelo.

Entonces, Z® y Z° son no negativas y
VATSY < AW
Demostracion.

Fijado t € T, para cualquier w; € €); definimos el siguiente conjunto de portafolios

K (w;) = {(7,6) € R?/04(7,6)(w;) > 0}.

Por aplicacion directa de la definicion de valor del portafolio en ¢ tenemos

K(w;) = {(7,0) € R?/y + 675} (w;) — 675} (w;) > 0}

Si § >0,y por tanto 6~ = 0, la desigualdad resulta 0 < v + 6S°(w;). Asi usando
la desigualdad S? < S¢ obtenemos 0 < v+ 65%(w;). De otro lado, si § < 0y por tanto
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5
0<y+34st
0;1
(=& 1) WL
(1;0)
\\> Y
S&-1
0<y+685¢

Figura 3.1: Cono convexo poliedral

0" =0, la desigualdad resulta 0 < v+ 057 (w;). Asi nuestro conjunto K (w;) quedaria
como
K(w;) = {(7,0) € R/ 0 < v+ 657 (wy), 0 < v + 857 (wi) }.

El conjunto K (w;) es un cono convexo poliedral, porque es el conjunto solucion
de la interseccion de dos inecuaciones lineales homogéneas, por lo tanto puede ser

generado por dos o més vectores. Es posible expresar K (w;) mediante

K (w;) = conv cone{(1,0), (0,1), (S*(w;), —1), (—=SP(w;), 1)}, (3.12)

como se muestra en la Figura 3.1.
Con esta expresion podemos notar que K (w;) es un cono convexo poliedral en R?,
donde conv cone (C) es la capsula convexa del cono generado por C. El conjunto A

de todas las variables aleatorias a y 8 F; medibles que satisfacen
19,5(06, B) Z 0
puede ser expresado como

A={(a,8) € R*"/(a, 3) es F; medible y (a(w;), B(w;)) € K (w;) para cadaw; € €}
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Luego, A puede ser expresado de la siguiente forma
A= K(wy) x K(wsy) X ... x K(w,),

donde n es el nimero de nodos en el modelo.

Probaremos que este conjunto A es un cono convexo y poliedral. Sean
(a1, 1) = (an(wr), Bi(wr), ..y ar(wy), Bi(wy)) € A,

(a2752) = (02(w1)7ﬁ2(w1)a "'7a2(wn)>ﬁ2(wn)) € A

Como

(ar(ws), Br(w:)), (o2 (w;), Balwi)) € K(w;),
donde w; € €; y éste es un cono convexo poliedral, entonces se cumple que

(Aar(wi) + (1 = XN)aa(ws), ABr(w;) + (1 —A)Ba(w;)) € K(w),

para todo w; € €.

Por lo tanto,
(Aaz(wr) + (1 = Nag(wy), ABi(wi) + (1 = X)Ba(wy), ..., Ao (wy,)

+(1 = Aag(wy), ABi(w,) + (1 = A)Bz(wy),
= ()\al + (1 = )\)0[2, )\61 S5 (1 — )\)Bg) € A,

con lo cual probamos que es convexo. Como el conjunto A es finitamente generado,
por aplicacion del teorema 4.38 (ver apéndice), el conjunto A es poliedral. Con lo cual
concluye la prueba.

El conjunto A tiene la propiedad de poder expresar sus elementos como

(aaﬁ) = (azl{wl})aﬁzl{wz}) S Aa
para todo w; € ), o equivalentemente

0, ..., a(wy), B(w;), ...,0) € A.
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Luego, evaluando en la desigualdad (3.10), nos quedaria

Eol(Z%, Z9).(0, ..., a(w;), Bwy), ..., 0)] >0,

Q(wi)[(Z"(wi), Z°(wy)).(a(wy)), B(wi)] > 0.

Por lo tanto,

[(Z"(wi), Z° (w)).(a(w:)), B(wi))] = 0, (3.13)

para todo w; € Q; y (a(w;), f(w;)) € K(w;). En virtud de la representacion (3.12), po-
demos evaluar esta tltima inecuacion en (1,0), (0,1) € K (w;) y obtener Z%(w;) >0y
Z5(w;) > 0. Ahora, reemplazando en (S¢(w;),—1), (=S%(w;), 1) € K (w;), obtenemos

Sf(wl)ZR(wl) — Zs(w,) Z 0

— S (wy) Z8 (w;) + Z°(w;) >0,

para w; € (). Con las dos tltimas inecuaciones llegamos a que
St (w:) 2% (w;) < Z%(wy) < S (wi) 2" (wy),

para todo w; € €. Con lo que se concluye la prueba del lema 3.4.
]

Continuando con la secuencia establecida al inicio del presente capitulo, demos-

traremos el siguiente lema:

Lema 3.5. Supongamos que el modelo admite un factor de descuento consistente.
Entonces,
1) Eziste un proceso adaptado (0,00) x (0, 00)-valuado Z = (Z%, Z°) tal que

S

A
S < Z—; <S¢, para todot € T, (3.14)
t

y Z° es una martingala bajo Q.

2) Existe un proceso predecible R que satisface

RY < R, < RS, para todot € T, (3.15)

tal que BZ™ es una martingala bajo Q, siendo B el proceso deflator asociado a R.
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Demostracién.
La presente demostracion es una adaptacion y extension que Alet Roux [11]| hace
sobre el trabajo de Dempster en [4]. Para ello introduciremos el vector («, 3,7, 9)
al cual llamaremos una estrategia de comercio generalizada. En ella, («, 3) es una
estrategia de comercio y los procesos R— valuados y adaptados v y 0 satisfacen para

todo t € T la condicion

o(ay) > v, Br = 0y O4(ve — g1, 0 — Bigr) > 0.

La coleccion de estrategias de comercio generalizadas, la denotaremos por ©. Una
estrategia de comercio generalizada es simplemente una estrategia de comercio auto-
financiada con consumo explicito; es decir, para cualquier instante ¢t € T, el dueno de
la estrategia («, 3,7,d) € © inicia la dindmica del mercado con su portafolio actual
o(a) de dinero en efectivo y f; unidades de su stock (recordemos que Sy = 0), luego
consume o(cy) — vy > 0 en dinero y 5; — &; > 0 de unidades de stock. El portafolio
resultante v; de dinero y d; de unidades del stock es entonces usado para convertir ésta
en una estrategia autofinanciado con un portafolio de ayq de dinero y ;.1 unidades
del stock, que se utilizaran en el siguiente instante. Asumimos que el modelo admite

por hipotesis del lema un factor de descuento consistente Zp = (Z2, Z%) y definimos

A ={(o,B,7,0)/(a, B) es un proceso predecible confy =0, y (7,0)

es un proceso adaptado tal que 9 (v — a1, 9¢ — Bea1) > 0}

Analogamente al Lema 3.4; las ecuaciones que generan el conjunto A, resultan
ser inecuaciones lineales homogeneas. Esto implica que A es un conjunto convexo
poliedral de R**!, donde n es el nimero de nodos en el modelo.

Sobre este conjunto definimos un funcional lineal,

L:R"™ 5 R,

mediante
L(Oé, ﬁ? 7, 6) - EQ[ZT‘(QT+17 ﬁT-f—l)] — Op.

Consideramos ahora el problema de maximizar L sobre (a, 3,7,d) € A sujeto a

las siguientes restricciones

Rlay —~v >0y Réay — v, >0, 8, — 6, >0 parateT. (3.16)
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Observemos que la condicion (3.16) es equivalente a

o) =1 >0y B —6, >0parateT,

y por lo tanto, nuestro problema a optimizar serd maximizar L sobre el conjunto ©
de estrategias de comercio generalizadas.
Fijaremos ahora una estrategia de comercio generalizada («, 3,7,d) € © y cons-

truyamos una estrategia de comercio autofinanciada (e,1) € ® con €9 = ap y
ne := By, para todo t € TU{T + 1},

€41 = Vi(01(€e), 1 — 1e), Para t € T.

Afirmamos que a; < e, y B < 4, para t € T.
Para probar esta desigualdad trabajaremos con ¢ = 0; es decir, que probaremos
aq S 1.

Luego, aplicando la definicion de €;,; en ¢t = 0 tenemos que

el — 190(90(50)> m— 770),

Como g9 = gy Mo = Po = 0 tenemos que

€1 = 190(00(040),51),

e1 = oo(ag) + 5?58 — B1 Sy

g1 = ag + 7 S0 — BrS§ > ap + b7 So— BTSE = an.

Por lo tanto,

(651 S €1,

De manera similar, se puede probar la desigualdad para cada t € T.
Luego, aplicando la desigualdad en 7"+ 1 tenemos que

ari1(w) < erqi(w) para w € Q,

28
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Bria(w) < nrs (w) para w € Q.

Pero como Q(w) > 0 para todo w € §)

ari1(w)Qw) < ert1(w)Q(w), para todo w € €1,

Bri1(w)Q(w) < nri1(w)Q(w), para todo w € €.

Asi, por hipotesis sabemos que Zf(w) > 0y Z2(w) > 0 para w € €, con lo cual
obtenemos que

ZE(w)ap 1 (w)Q(w) < ZE(w)ersr(w)Q(w) para w € Q,

Z3(@) 3141 (@)Q) < ZE(@)rr-+1(w)Q(w) para w€ Q.

Sumando sobre () para cada desigualdad previa tenemos que

ZZJE(W)OZTH ) < ZZT w)ers1(w)Q(w),

we we
ZZ (w)Brs1(w <ZZ w)nr+1(w)Q(w);
weN we

y luego, sumando miembros de cada desigualdad obtenemos que

> Ziw)arn (W) QW)+ ZA(@)Prei@)Qw) < 3 Zf(w)er i (w)Qw)+ Y Z3 (w)nri (w)Q(w)

s = wen e

; es decir,

z;l(Zf(W)am(wHZ 7(w)Bria (w <ZQ: w)er1(w)+Z7(w)nr (w))Qw)
Equivalentemente,

Zﬂ(ZJE(w)O‘TJrl(W)_"Z;(w)ﬁTJA( —ag <Z w)er 41 (w)+ 27 (W)nr1 (w)) Qw) —ao,
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Lo, B,7,9) = Eg[Zr-(ar+1, Brs1)] — a0 < EglZr.(€741, Nr41)] — 0.

Consecuentemente,

sup{L(«a, 8,7,6)} < sup{Eg[Zr.(e7+1,Mr+1)] — o} < 0.
(e, 8,7,0)€0 (g, eEP

Por una aplicacion directa del lema 3.3, donde ademas el supremo del lado iz-

quierdo es alcanzado en z =60 € © C A.

Extendemos ahora L a R+

L:R™ SR,
mediante
L(Oé, B7 v, 5) = E@[ZT'(QT-FM ﬂT—l—l)] — (Y,
y
G : R R
mediante

G(auﬁafy’é) = (R?Oé% _/YtlaRf N ai _’Ytlvﬁtl = 6t1)

Aplicando el lema 4.35 que se encuentra en el apéndice, se garantiza la existencia
de un proceso adaptado [0, 00) X [0,00) X [0, 00) valuado W = (W< We W*) tal que
L(e, B,7,0) + (W, G(e, B,7,9)) < L(2) + (W, G(2)) = 0,

Asi,

L(Oé, B, v, (5) -+ ZEQ[Wt(R?Oét )t RgOét — Yt 5t — 515)] S 0, (317)

teT

para todo («, 3,7,0) € A. La desigualdad (3.17) puede ser expresada como

EolZr - (ars1, Brs1)] — a0 + ZEQ[Wt-(R?Oét, Rioy, Bt)] — ZEQ[Wt-(’Yt» Ve, 0¢)] < 0;

teT teT

o més explicitamente como

EQ[ZT-(OKTHa 5T+1)] —ap+ E@[WO-(Rg%, RSOéoa 50)]
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+ Z E@[Wt-(R?Oét;Rfamﬁt)] - Z Eo[We.(Ve, e, 00)] — Eo[Wr.(yr, 7, 61) < 0.
teT—{0} teT—{T}

Luego,
EolZr.(ary1, Bri1)] — ao + Eo[Wo.(Riao, RS, o))

+ Z EQ[Wt+1’(Rg+lat+laR§+1at+laﬁt+1)]_ Z Eo[Wi-(ve; 5 00)]—Eo[Wr. (7, 7, 07) < 0,

teT—{T} teT—{T}

de donde

Eg[Wo.(Ric, Ron, o)) — ot Z Eg[Wia (R, Ry ouin, Brat) =W (0, 7, 61)]
teT—{T}

+EolZr-(ars1, Br+1] — Eo[Wr.(vr, ¥r, 07)] <0, (3.18)

para todo (a, 3,7,0) € A.
Recalcamos que por definicién de A podemos sustituir 0 por cualquier elemento
(e, By Vi, 01) de (@, B,7,0) € AconteT.

Si hacemos esto para todas la componentes excepto para oy € R obtenemos que

Eg[Wo.(Rjao, Rien, Bo)] — o < 0,
(W WS, We).(Riew, Réaw, o) — ap < 0.

(W +W§—1)ag <0, (3.19)

asumiendo que RI =1, RS =1y By = 0.
Seaparat € T —{T} y a1, fir1, i, 0 variables aleatorias Fy medibles tales que

ﬁt(’}’t — Q1,0 — ﬁt+1) > 0,

con ag = 0y (ary1, Brer, 1, 07) = 0, entonces

Eg[Wisr- (R e, Ry g, Brar) — Wae (9,76, 61)] < 0. (3.20)
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Finalmente, si ar.1, 741, yr, O son variables aleatorias F7r medibles tales que

or(yr — arg1, 07 — Bry1) > 0,

tenemos que

Eol(Zr-(ari1, Brea) — Wr-(yr, 7, 07)] < 0. (3.21)

Luego, por la desigualdad (3.19), si ap € R las componentes del vector Wy son mayores

o iguales que cero, esto implica que

W+ W =1>0.

Fijemos ahora un ¢t € T — {T'} y una variable aleatoria A que es F; medible y
tomemos ay11 = Y% = A, B = 6 = 0. Reemplazando en la desigualdad (3.20),

obtenemos

Eg[Wesi- (R A, B, 1A, 0) = Wi (A X, 0)] < 0,

EQKWt(i—l? Wti—l? Wts-i—l)'(Rgl—f—l)‘a R;—i-l)‘a 0) ¢ (Wtda Wtc7 Wts)‘()‘7 )‘7 O)] S Oa

E@[(I/VtilRf-l-l + Wi R — (W + Wi)A <0,

EQ[)‘EQ[(WtilR?H + Wi Ry — (W + W)/ F]l = 0.

Aplicando la definicion de producto interno como el esperado del producto de dos

variables se tiene que

Eo[(WlL Rl + Wi R — W+ W) /F] =0,

E@[(WtcilR?-i-l + WthrlRfﬂ)/Et] = Wtd + Wtc' (3-22)

De forma analoga, sea A una variable aleatoria F; medible y tenemos a1 = v =

0, Bi+1 = d: = A. Reemplazando en la desigualdad (3.20), obtenemos que
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Eg[Wiir.(0,0,\) — W,.(0,0, V)] < 0;

es decir,

E@[(Wt(i—17 Wt(i&—h Wti—l)‘(oa 07 )‘) - (Wtd7 Wtcv Wts)‘(()) 07 A)] S 07

y
Eo[(We — WP)A < 0;
equivalentemente,
EoMEQ[(Wen — WY)/F] < 0.
para todo .
Nuevamente aplicando la definicién de producto interno para dos variables se tiene
que:
EQ[(WtS-H - Wts)/Ft] =0;
0 que

Eo[Win/ ] =Wy (3.23)

Si en el tiempo T' tenemos A, una variable aleatoria F; medible y tomamos ap =

yr = A, Pre1 = 07 = 0, al reemplazar en (3.21), obtenemos

Eql(Z7, Z7).(A,0) = (Wq, Wi, W2).(A, X, 0)] < 0,

Eql(Zy — (Wi + Wi)A] < 0,

para todo .
Entonces,
Zr — (Wi +Wg) =0,

78 = (Wi +Wg) > 0. (3.24)

Finalmente, de manera similar si tenemos A una variable aleatoria £} medible y

tomamos a1 = yr = 0, Bry1 = dr = A, reemplazando en (3.21), obtenemos
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Eol(Z§, Z7).(0,A) — (Wi, W, W2).(0,0,A)] <0,
Egl(Z7 — Wi)A] <0,

Zy — Wi =0,

75 = W5 > 0. (3.25)

Ahora podemos definir el proceso Z = (Z%, Z%) cuyo valor final es Zr y que para
t € T—{T} viene dado por

2 = Wi + W,

Z7 =W¢.

Haciendo uso de las ecuaciones (3.23) y (3.25) podemos concluir que Z° es una
martingala estrictamente positiva bajo Q. Por la ecuacion (3.22) se muestra que existe
un proceso predecible R tal que Rgl+1 < R< R{ yque

d d c c d c
Eo[(WiaRiyy + Wi R/ F) = Wi+ Wy = ZfF,

para t € T — {T'} con Ry = 1. También concluimos por induccién sobre la ecuacion
(3.24) que Z* es estrictamente positiva.
Finalmente, tomando a1 =0y Bip1 = 0 parat € T — {T'} en la ecuacion (3.20)

tendriamos que
ﬁt(’yta(st> Z Oa

EQ[—Wt-(%; Vs 5t)] <0,

equivalentemente,

EoWe. (7,7, 6¢)] > 0,

y para t = T en la desigualdad (3.21) quedaria como
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or(yr, or) > 0,
EQ[_WT'(7T77T7 5T)] S 0;

equivalentemente,

EoWr.(yr, yr, 07)] > 0.

Luego, aplicando el Lema 3.4 implica que

ZS
SfSZ—‘jBSSfparatET,
t

con lo cual se culmina la prueba.

]

Observacion 3.6. Dempster et al. (2006, Teorema 7.2) [4] muestra que este modelo

es libre de arbitraje si y solo si-este contiene un sistema de valoracion consistente.

Proposicion 3.7. El modelo admite una terna martingala equivalente si y solo si

éste admite un sistema de precios consistente.

Demostracion.
Primero, suponemos que existe un sistema de precios consistente Z = (Z%, ZS) con
un proceso predecible asociado R (y proceso deflator B). Definimos ahora una medida

de probabilidad P equivalente a Q como

P(w) = Br(w)ZE(w)Q(w) para w € Q.

Por las condiciones iniciales de nuestro modelo de mercado Q(w) > 0 para w € Q,

Br(w) >0y ZR(w) > 0 en razon del lema 3.4. Luego,
P(w) = Byp(w)ZE(w)Q(w) > 0 para w € €,
con lo cual se puede afirmar que
P(A) > 0 paratodo A€ FyyteT.

Definimos ahora el proceso

ZS
S; = Z_;;% para t € T.
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Demostraremos que ]‘g—i es una martingala bajo P. En efecto, sea w € €2, el cual

pertenece a un nico evento A € F; de la particion generadora de F;. Entonces,

FelSin/F] = oY Sea()F(w),
P(A)

wEA

N ﬁzstﬂ(w)BT(w)Zﬁ(w)Q(w),

weN

> Sp41(w) Br(w) 27 (w)Q(w)

wEA

> Br(w)Zf (w)Qw)

wEA

@ ZASt—i—lBTZJEQ(w)
we

@LUEGZABT (W) Z#(@)Qw)

Asi

Eq[Sir1 BrZi/ Fi]
Eq[BrZi/Fi]

Ep[Si+1/Fi

Aplicando la propiedad de la torre sobre la esperanza condicional,

FolSis1Bo|Br 22 [F, 1) /B
Ep[Sin/F] = ol t+1EQ([P[BTTZIET/Ft]t+1]/ tl
EQ [St-i-lBt—i-th}il/Ft]

Eo|BrZ7 | F]

Como BZ® es una martingala bajo la probabilidad Q y By, es F, medible, se

tiene que

Bi1Eg[Si1 2L | F]
B.ZF ’
Bt+1EQ[Zt€r1/Et]
B,ZF

Ep[Si11/F
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Ademas, Z° es una martingala bajo @, con lo cual

B Zp
Ep[Sps1/F) = ,
]P[ t+1/ t] BtZtR
Sty1 Sy
E Fl = — teT—{T}.
P[Bm/ t B, Parate {T}

El hecho que (P, S, R) = (P, S, B) € p se sigue de las desigualdades (3.14) y (3.15).

Suponemos que (P, S, R) = (P,S,B) € p

Mostraremos la otra implicacion en la proposiciéon 3.7.

Sea Zff = 5-45 » Z' = RinEglZ/F] pawat € T —{T} y Z7 := Z'S, para
teT.

Ahora, probaremos que BZ%es una martingala bajo Q. En efecto

EQ[Bt+1Z£,_1/F;t] = Bt+1EQ[Z£,_1/E],
B Zf

Riyr

= Bzl

Luego, mostraremos que Z° es una martingala con respecto a Q para t € T —
{T'} con lo cual quedaria demostrado que el modelo asume un sistema de precios

consistente. En efecto,

EolZP, /] = FEolSunZi,/F),

S,
= E(ID[BtJrl Bt+IZt+1/Ft]

Aplicando la propiedad de la torre y la regla de Bayes (ver apéndice) para la esperanza

condicional implica luego que

S
[t+1/Ft] = EQ[E@[BtH
S
B
_ E [StJrl
By

_ E [215-%1

B Z[ [ Fon) /F,

= FEg| Eq[BrZi | Fia)F,

BrZE/F),

/Rl Eqo|BrZi | F],
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donde hemos usamos el hecho que g—i es una martingala bajo P y BZ%es una mar-

tingala bajo Q. Por tanto

S,
EglZi/F] = éE@[BTZYE/Ft]J

- StZtR,
= 77

con lo cual culmina la prueba.

]

Haciendo un resumen de la estructura de como se ha desarrollado este capitulo; en
la proposicion 3.2 se probé una implicacion del teorema fundamental de valoracion
de activos. Para probar la otra implicacion del teorema principal, necesitamos de dos
lemas previos. El lema 3.3 afirma que si el modelo no admite arbitraje entonces existe
un factor de descuento consistente que denotaremos por Zz. El lema 3.5 muestra que
si el modelo admite un factor de descuento consistente entonces existe un sistema
de valoracion consistente que se denota con Z. Para la demostracion del lema 3.5
se requiere de un resultado previo que se enuncia y demuestra en el lema 3.4. Para
finalizar, en la proposicion 3.6, se afirma que el modelo admite una terna martingala
equivalente si y solo si admite un sistema de valoracion consistente, con el cual culmina

la prueba del teorema 3.1.
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Capitulo 4
Apéndice

En el presente capitulo, introduciremos algunos conceptos basicos de analisis con-
vexo, teoria de probabilidades, procesos estocasticos y optimizacion lineal que se usa-
ran en el presente trabajo. Esta informacion fue extraida de [1], [2], [8], [9] ¥ [15],

descrita en la bibliografia.

Definicién 4.1. (Producto Interno)
Llamaremos un espacio con producto interno a todo espacio vectorial V' provisto

de una aplicacion

(,): V=R
llamada producto interno que cumple las siguientes condiciones:
1. (x,x) >0
2. (zr,x) =0 =0
3. (@,y) = (y, x)
4. (ax +y,z) = alx, z) + (y, z) para a € R.

Un espacio V con producto interno puede considerarse un espacio normado, me-

diante la introduccion de la norma

2| = (@, 2)",
para x € V, que satisface:
L flz|]| =0

2. ||z|] =0siysolosiz=0
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3. |Jaz]| = |al[|z]
4z +yll < ]+ lyll

para cada x y y en V y cada a € R.

Si en la condicion b) la palabra «si y solo si» es reemplazada por «si» pero las
condiciones 1, 3 y 4 permanecen sin cambios, entonces la funcion ||z|| es llamada una
seminorma.

Uno de los espacios mas usados en esta investigacion lo constituye £2(Q, F, Q)
que por cuestiones de simplicidad lo denotaremos solamente con £2. Este es definido

como
L£?* = {X/X es una variable aleatoria F' medible tal que Eg[X?] < oo}.

Observamos que el espacio £2 introducido anteriormente fue definido con respecto
a la medida de probabilidad Q.

Si definimos el producto interno como
(X,Y) := Eg[XY] para X,Y € L?

entonces £2 con las operaciones puntuales usuales de adicién de variables aleatorias
y multiplicaciéon por un escalar, resulta ser junto a (,) un espacio con producto in-
terno. Sin embargo, el espacio (£2,||z|]) no es normado porque falta que se cumpla
la condicion 2 (condicion de suficiencia). Para lograr que se cumpla esta condicion se
recurre a las relaciones entre funciones medibles (X ~ Y siysolosi QX =Y) =1) a
la cual se llama clases de equivalencia. Entonces, se obtiene una particiéon del espacio
L? en clases de equivalencias. Cada una de estas clases de equivalencia sera denotada
con [X], donde X € £2. Asi cada Y € £ que esté en [X] cumple que X =Y en Q

casi en todo punto.

Definicion 4.2. (Espacios L?)
El espacio L*(2, F, Q) es la coleccion de todas las clases de equivalencia [X]| que

se obtienen por la relacién ~definida en L£?

Debemos tener en cuenta que en estos espacios L? no se trabaja con funciones
sino con clases de equivalencia, por lo cual las operaciones vectoriales se realizan
entre clases. La suma de la clase de equivalencia de X y la clase de Y para cualquier

X,Y € L? se define como la clase de equivalencia de la funcion X + Y. Asf mismo, el
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prducto de una constante a por la clase de equivalencia de X se define como la clase
de equivalencia de la funcion aX.

Particularizando la definiciéon de producto interno para un espacio de estados
discreto y finito, Q = {wy, ws, ..., w, }caso sobre el cual estamos trabajando, este se

puede expresar de la siguiente forma.

(X,Y) =) X(w)Y (w;)Q(uw;).
w; €Q
Definicién 4.3. (Esperanza condicional a un evento)

Sea S una variable aleatoria de valor esperado finito sobre el espacio de probabi-
lidad (2, F,Q) y sea A € F tal que (Q(A) # 0). La esperanza condicional de S dado
A es definido como

Eol§/A] = 5 > S(Q(in)
2 Q(4) =,
Definicién 4.4. (Esperanza condicional o una o-dlgebra)

Sea S una wvariable aleatoria integrable sobre el espacio de probabilidad (), F,Q)

y consideremos una o-dlgebra G contenida en F. Entonces, la esperanza condicional

de S dado G es definida como la variable aleatoria
Eg[S/G] : Q2 — R,

tal que
1. Eg[S/A] es G-medible,

2. Para cualquier A € G

/A Eg[S/GldQ = /A SdQ.

La existencia y unicidad de la variable aleatoria Eg[S/G] es garantizada por el
teorema de Radon-Nykodin.
Ahora enunciaremos algunas de las propiedades que cumple la esperanza condicio-

nada a una sigma dlgebra.

Proposicion 4.5. Sean X, Y wvariables aleatorias integrables sobre el espacio de pro-
babilidad (2, F,Q). La esperanza condicionada a una sigma dlgebra goza de las si-

guientes propiedades:

1. Eg[X/{9,Q}] = Eg[X];
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2. 8i X es G-medible, entonces Eg|X/G]| = X;

3. 81 X y G son independientes entonces Eg[X/G] = Eo[X];

4. Bol(X +Y)/G) = EgX/G] + EolY/G);

5. St c € R, entonces Eg|cX/G| = cEg[X/G;

6. SiY es una variable aleatoria G-medible, entonces EglY X/G| =Y Eg|X/G|;

7. Si Gy C Gy son o-dlgebras, entonces Eg|Eg[X/G2]/G1] = Eg|X/G4] (propiedad

de la torre);
8. 85i X <Y entonces Eg[X/G] < EglY/G];

9. St ¢ : R — R es conveza, entonces o(Eg|X/G]) < (Eg[e(X)/G]) (desigualdad

de Jensen,).

Ahora desarrollaremos una caracterizacion de la esperanza condicionada a una

o-algebra que serd de aplicacion en el desarrollo del presente trabajo.

Proposicion 4.6. Sea (52, F, Q) un espacio de probabilidad y sea X una variable alea-

toria integrable. Suponemos que G C F es una o-dlgebra generada por una particion
n ={Ai,..., A} de Q. Entonces, Eg[X/G] es la variable aleatoria definida por

)
e stw € A,

cy Ssiw € Ay,

EqlS,/Cl(w)= 1"

¢, Ssiw € A
\

donde
1 1

M/A XdQ = QA > X (w)Q(wy),

wiEAi

C; =

siempre que Q(A;) > 0.

Aclaramos que dos medidas de probabilidad Q y [P son equivalentes si y solo si
y P tienen los mismos conjuntos de medida cero.

Entonces, la densidad Z := :1% es una variable aleatoria estrictamente positiva con
Eo[Z] = 1. Consecuentemente, dada una variable aleatoria estrictamente positiva Z
con Eg[Z] = 1, nosotros podemos definir una medida de probabilidad equivalente

P := ZQ con esperanza asociada Ep definida por
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Ep[Y] := EglY 7],

para toda variable aleatoria Y con Y Z integrable.

En particular, la medida de probabilidad IP es definida por

P(A) = EIP[lA] = EQ[ZlA],

para todo A € F.
Finalmente, recalcamos la regla de Bayes para la esperanza condicional bajo P

como

EolY Z/F
EplY/F] =

o/ Ll BglZ/F)
para todo Y con Y Z integrable.

Esto es directamente justificable al probar que la variable aleatoria F; medible

€= EglY Z/Fy]

= T/ satisface las condiciones

Ep[Y 14] 1= Ep[€14];

para todo A € F,.
Ahora detallaremos algunos de los conceptos sobre andlisis convexo. Mayores de-

talles se encuentran en [1], [8] ¥ [9].

Definicién 4.7. (Conjunto Afin)
Un subconjunto M de R™ es llamado conjunto afin si para todo x,y € M y A € R,

se cumple que

(1= Xz + Ay e M.

Observacion 4.8. Todo conjunto afin n—1 dimensional de R™ es llamado un hiper-

plano.

Teorema 4.9. Dado $ € R y un vector distinto de cero b € R", el conjunto H =
{r € R"/(x,b) = B} es un hiperplano en R™.

Definicion 4.10. (Convezo)

Un subconjunto C' de R™ es llamado convezo si
(I-Nz+XyeC,

conx,ye Cy0d<A<1,
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Observacion 4.11. Todos los conjuntos afines son convezros incluyendo el vacio y R

pero no necesariamente sucede lo contrario.

Definicién 4.12. (Semi-espacio)
Para cualquier vector diferente de cero b € R™ y f € R; los conjuntos {x €
R"/(x,b) < B} y {x € R*/(x,b) > B} son llamados el semi-espacio mitad abierto y

cerrado, respectivamente.
Observacion 4.13. Todos los semi-espacios son converos.

Corolario 4.14. Sea b € R" y 8 € R para i € I, donde I es un conjunto arbitrario
de indices. Entonces, el conjunto C'= {x € R"/(x;,b;) < f;, Vi € I} es convezo.

Definicién 4.15. Un conjunto que puede ser exrpresado como la interseccion finita

de semi-espacios es cerrado en R™.

Definicion 4.16. (Combinacion Conveza)
El vector A\ix1 + ... + ANz, es llamada combinacion convera de xq,...,x, st los

coeficientes \; > 0 para i = 1, ...,n satisfacen \; + ... + A\, = 1.

Teorema 4.17. (Caracterizacion de conjunto Convezxo)
Un subconjunto de R™ es convero si y solo si éste contiene a todas las combina-

ciones converas de sus elementos.

Definicion 4.18. (Cdpsula Conveza) El recubrimiento convezo de un conjunto S de
R"™, es la interseccion de todos los conjuntos converos que contienen a S y es denotado

por conv(S).

Teorema 4.19. Para cualquier subconjunto S de R", conv(S) consiste de todas las

combinaciones convexas de elementos de S.

Definicion 4.20. (Cono) Un subconjunto K de R"™ es llamado un cono si éste es
cerrado bajo la multiplicacion escalar positiva; es decir, Ax € K cuando v € K y
A > 0.

Un cono convexo es un cono que es un conjunto convexo
Observacion 4.21. Los semi-espacios de R™ son en particular conos convexos.

Teorema 4.22. La interseccion de una coleccion arbitraria de conos converos es un

cono convero.
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Corolario 4.23. Sea b; € R" para i € I, donde I es un conjunto arbitrario de indices,

entonces, el conjunto K = {x € R"/(x;,b;) <0, Vi € I} es un cono convezxo.

Teorema 4.24. Un subconjunio de R™ es convexo si y solo si es cerrado bajo la

adicion y multiplicacion por un escalar positivo.

Definiciéon 4.25. (Conjunto Poliedral) Un subconjunto C' de R™ es llamado un con-
Junto poliedral si éste es no vacio y tiene la forma C = {x € R"/{x;,b;) < B i =

1,...,m} donde b; € R™ y B; son escalares.
Observacion 4.26. Todo conjunto afin es poliedral incluyendo el vacio y R™.

Proposicion 4.27. Un conjunto convezxo poliedral es un cono si y solo si éste puede
ser expresado como la interseccion de una coleccion finita de semi-espacios cerrados,

cuyos hiperplanos soporte pasan por el origen.

Observacion 4.28. Un cono convezo poliedral es el conjunto solucion de algin nai-

mero finito de inecuaciones lineales homogéneas.

Teorema 4.29. Sea T : R" — R™ wuna transformacion lineal, entonces TC es un
cono convezo poliedral en R™ para cada cono convexo poliedral C en R™ y T D es

un cono convero poliedral en R™ para cada cono convexo poliedral D en R™.

Teorema 4.30. (Hiperplano separador) Sean Cy y Cy conjuntos no vacios de R".
FEziste un hiperplano separando Cy y Cy si y solo si existe un vector b tal que inf{(x,b)/x €
C1} > sup{(x,b) Jx € Co}. Existe un hiperplano que separa fuertemente Cy y Cy si y
solo si existe un vector b tal que inf{(z,b)/xz € C1} > sup{(z,b)/x € Cs}.

Corolario 4.31. Sean Cy y Cy conjuntos convexos no vacios en R" cuyas clausuras
son disjuntas. St alguno de los dos conjuntos es acotado, entonces existe un hiperplano

que separa fuertemente Cy y Cs.

Definicién 4.32. Un punto x es interior al conjunto C si para todo > 0 exite una

bola abierta contenida en C

Teorema 4.33. Sean A y B conjuntos convexos en un espacio vectorial X, tal que
B tiene un punto interior y A no contiene puntos interiores de B entonces, existe un

hiperplano cerrado H separando A y B; es decir, existe x* € X* tal que

sup(z, %) < inflz, ).
zeB T€EA
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La demostracion de este teorema se encuentra en [9]

En otras palabras, A y B estan en dos semiespacios opuestos.

Lema 4.34. El conjunto
L = conv{{1,0,0} U{(0,1(,3,0)/w e Q} U{(0,0,1,y)/w € Q}},

sobre R*™ ! al cual denominaremos un Simplex, es un conjunto cerrado y acotado.

Para aclarar la construccion del conjunto £%1, desarrollaremos un ejemplo con
n = 2. Esto implica que § = (0,0) y R?"*'=R° Q = {wy, w,}, luego

1{wi} 10— R?

es tal que:

1 w=w;

w—{ :
0 w# w;

por lo que podemos hacer la identificacion 1,3 = (1,0) y 1w,y = (0,1).

Luego, como n = 2 , los elementos generadores de £'seran

(1,0,0) = {(1,0,0,0,0)},

£+ = conv{(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)}.

Entonces, el conjunto £ es el simplex que fue generado por la base canonica de
RS,

Una representacion grafica del Simplex para n = 1 se muestra en la Figura 4.1

Demostracion.
Probaremos primero que este es un conjunto cerrado , para lo cual daremos una
sucesion (af,...,a%, . 1) que pertenece a LT, y mostraremos que el limite de ella esta
en LT

Dado que el conjunto L1 es convexo y sus elementos son generados por la base

canonica de R?"*! se tiene que
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©0;0.1) RS

L+

EO; 45 03
(1;0;0)

Figura 4.1: Simplex

2n+1
af >0 parai=1,...2n+ 1y Zaf = 1.
i=1

Luego, aplicando limite cuando k tiende al infinito a cada expresiéon tenemos que

2n+1
limaf >0 para i=1,....,2n4+ 1y lim(Zaf) =
i=1

Posteriormente desarrollamos el limite de la suma como la suma de limites

limozi.C >0 para i=1,...,2n+ 1y lim a’f + . +lima§n+1 =1,

con lo cual mostramos que el limite de (af,...;a%5, ;) estd en LT
!
Ahora probaremos que es acotado, sea @ = (a1, ..., ¥g,11) un elemento de £

luego

o+ ... +agmr =1, >0 para i =1,....2n+ 1,

a%+...+o¢§n+1 < (a4 ...+ ag1)? =1 ya que a;o; > 0 para cada ¢ =1,...,2n+1;
luego
la'| <1 para o € LY.
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Rn

]Rk

W
N
L)
R+

L(2) 2 L(x) +W(G(z))
Figura 4.2: Conjuntos convexos

]

Ahora se enunciard un lema que se aplica en la demostracion del lema 3.5 del

capitulo 3 y por ello se realiza su demostracion.

Lema 4.35. Sean A C R” y C C R* conjuntos convezos poliedrales, tal que C es
un cono y sean L : R® = R y G : R — R* funciones afines. Si existe un elemento
z € A satisfaciendo que G(z) € C' y L(z) > L(z) para todo © € A, entonces existe
un funcional lineal W : R¥ — R* con W(G(2)) > 0 para todo c € C tal que

L(z) > L(z) + W(G(z)), (4.1)

para todo x € A y z tal que W(G(z)) =0

Demostracion.
La demostracion que presentamos a continuacion es una version adaptada de la que
se desarrolla en el libro de Luenberger (1969, teorema 8.3.1 ) y Rockafellar (1997,
corolario 28.3.1) a las que el autor hace referencia. La idea grafica del lema se muestra
en la Figura 4.2.

En el espacio RxR¥ definimos los siguientes conjuntos:

A={(r,z)|r > —L(x)yz > G(z) para alginz € A},
B={(r,z)|r < —L(z)yz < 6}.

Primero, probaremos que A es un conjunto convexo. Sean los elementos (71, 21), (12, 22) €

A, luego por definicion del conjunto A tenemos que
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1> —L(z1) y 21 > G(1),

para algin z; € Ay

ro > —L(x9)y 20 > G(x3),

para algin z, € A. Luego, multiplicamos por A, (1 — \) € [0,1] a cada desigualdad

anterior para luego sumarlas, obtenemos
Ary 4+ (1= Nrg > —=AL(x1) — (1 — A\) L(z2);
Factorizando el signo negativo del extremo derecho de la desigualdad

Ary+ (1= A > —(AL(21) + (1 — A)L(22));

de la misma forma operamos con la otra desigualdad

Az1 4+ (1 = Nz > MG (1) + (1 — N)G(22).

Por ser L(z) y G(z) funciones afines implica que son funciones convexas (de-
mostracion que se encuentra en el apéndice del trabajo); ademas, A es un conjunto

convexo por hipotesis, por lo cual tenemos que

Arp+ (1= Nrg > —L(Azy 4+ (1 — N)aa),
)\21 =+ (1 = )\)22 Z G()\Il T (]_ —2 /\)1'2),

para algin A\z; + (1 — N)as € A, luego
()\7”1 -+ (1 — /\)7’2, /\Zl + (1 — )\)22) € A,

con lo cual concluye la demostracion.
Ahora probaremos que B es un conjunto convexo.

Sean dos elementos (71, z1), (r2, 22) € B entonces

™ S _L(Z) Y 2z S 07

rg < —L(2)y 22 < 0.
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Luego de la misma forma como se trabajo el caso anterior obtenemos que

Ary+ (1= AN)rg < =AL(2) — (1 = M) L(2) = —L(2),

lo cual muestra que

()\7“1 + (1 — )\)7”2, )\Zl + (1 — )\)ZQ) c B,

por lo tanto, A y B son conjuntos convexos.
Ahora probaremos que A no contiene puntos interiores de B.
Sea (1, 2,) € AN B entonces

rp > —L(z1)y 2, > G(z1), (4.2)

para algin xy € €,

rp < —L(2)y 2, < 0; (4.3)

De las desigualdades 4.2 y 4.3 obtenemos que

="

y el tnico punto de AN B, es (—L(z),60) y esta en la frontera de B el cual no es un
punto interior de B. Como N = —C contiene un punto interior, G(z1) < 6 es un punto
interior de N. Si elegimos un r < — L(z), entonces (r, G(x1)) es un punto interior de B.
Ahora aplicamos el teorema del hiperplano separador (Luenberger), que se menciona
en el apéndice (Teorema 4.33), el cual garantiza que existe un Wy = (7o, 25) no nulo

tal que

sup ((r, z), Wo) < inf((r, z), Wp).

(r2,z2)€B (r1,21)€A

Pero el supremo de un conjunto es mayor que todos sus elementos y el infimo es menor

que todos ellos, con lo cual obtenemos

<(T27 Z2>7 (7”0, ZS)) < <(T1, Zl)? <T07 ZS))v
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roro + (22, z5) < riro + (21, 25),

para todo (r1,21) € Ay (r2, 22) € B; por la forma como se ha definido B esto muestra
inmediatamente que Wy > 6 o equivalentemente, 7o > 0y 2§ > 6.
Ahora mostraremos que ro > 0. El punto (—L(z),0) esta en B, de aqui tenemos

que

—L(2)rg < 1o + (2, 23),

para todo (r,z) € A.

Si rg = 0 esto muestra en particular que (G(z1), 25) > 0y que 2z # 6; sin embargo,
siendo G(z1) un punto interior de N y z5 > 6, esto muestra inmediatamente que
(G((x1), 28) <0, con lo cual hemos generado una contradiccion. Por lo tanto, 79 > 0.

Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que 1o = 1y siendo el punto (—L(z), 0)

perteneciente a A y B , tenemos que
—L(2) <r+(z2)

para (r,z2) € A.
Pero como el siguiente conjunto D = {(—L(z),G(z))|para alginz € A} C A

entonces

para todo x € A,

para todo x € Ay G(z) < 6.
Con lo cual la primera parte del lema esta probado. Como existe un zg € A tal

que G(z9) <0, —L(z) = —L(zp) entonces reemplazando en la ecuacion 4.1 tenemos

—L(2) = —L(z0) = (G((20), 7)),
0 = (G((20) %),
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lo cual completa la prueba.
]

Lema 4.36. Sea b € R" y K un cono convezo poliedral en R™, si a = sup(b, z) < 00

entonces a = () e
Demostracion.

Realizaremos una prueba por reducciéon al absurdo suponiendo que 0 < a < oc.

Entonces existe g € K tal que 0 < (b, z) =: yo. Luego, como K es un cono, tenemos

que z, = nxg € K para cada n € N tal que (b,x,) = n(b,z9) = nyg. Pero esta

sucesion {nyp} no es acotada. con lo cual tenemos una contradiccion.

]

Teorema 4.37. (Minkowski - Weyl)

Un cono es poliedral, si y solo si, éste es finitamente generado.

Definicion 4.38. (Regla de Bayes para esperanza condicional)
Sea X una variable aleatoria, F una o-dlgebra, P y Q son dos medidas de proba-

bilidad equivalentes sobre el espacio muestral 2, entonces

Eo [X/F| Be [f/F] = Ep [X f/F]

dP
donde [ = @ es la deriwad de Radon-Nokodin
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