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Resumen

La presente investigacion tiene como objetivo el estudio de las aprehensiones desarrolladas por
docentes en formacién continua, cuando movilizan nociones geométricas preliminares asociado
a la derivada direccional por medio de su registro grafico dindmico mediado por el GeoGebra.
Para tal propésito se recopilé informaciéon que permita justificar la relevancia de la investigacion
desde su perspectiva académica, ademas de su pertinencia e impacto del uso de software de
representacion (en este caso el GeoGebra) cuando se trabaja con representaciones gréficas en
un ambiente tridimensional dinamico. Como marco teérico se consideré aspectos de la Teoria de
Registro de Representacion Semiética, referido especificamente al registro grafico dinamico y al
estudio de las aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria. La investigacion es de tipo
cualitativa, ya que nuestro foco de atenciéon es describir las acciones y comportamientos de los
sujetos participantes al momento de interactuar en las actividades disefiadas bajo el objetivo de
tesis, por lo cual, el procedimiento metodolégico realizado sigue los criterios propios de una
investigacion de corte cualitativo.

Los resultados obtenidos nos permiten concluir que los docentes en formacién continua logran
desarrollar sus aprehensiones al movilizar conceptos geométricos asociados a la representacion
algebraica de la derivada direccional por medio de actividades mediadas por el GeoGebra, lo
cual nos permite dar como respuesta a la pregunta de investigacion: ¢COmo una secuencia
didactica mediada por el GeoGebra favoreceria a los docentes en formacion continua desarrollar
su aprehensién perceptiva, discursiva y operatoria en relacion a la comprension geométrica de

la derivada direccional asociado a su representacion algebraica?

Palabras clave: Aprehensiones, Registro grafico dinamico, GeoGebra, Derivada

direccional.



Abstract

The present research aims to study the apprehensions developed by teachers in continuing
education, when they mobilize preliminary geometric notions associated with the directional
derivative through its dynamic graphic register mediated by GeoGebra. For this purpose,
information was gathered to justify the relevance of the research from an academic perspective,
as well as the relevance and impact of the use of representation software (in this case GeoGebra)
when working with graphic representations in a dynamic three-dimensional environment. As a
theoretical framework, aspects of the Semiotic Representation Register Theory were considered,
referring specifically to the dynamic graphic register and the study of perceptual, discursive and
operative apprehensions. The research is qualitative, since our focus of attention is to describe
the actions and behaviors of the participating subjects at the moment of interacting in the activities
designed under the thesis objective, therefore, the methodological procedure followed follows the

criteria of a qualitative research.

The results obtained allow us to conclude that the teachers in continuous training manage to
develop their apprehensions when mobilizing geometric concepts associated to the algebraic
representation of the directional derivative by means of activities mediated by GeoGebra, which
allows us to answer the research question: How a didactic sequence mediated by GeoGebra
would favor teachers in continuing education to develop their perceptual, discursive and operative
apprehension in relation to the geometric understanding of the directional derivative associated

to its algebraic representation?

Keywords: Apprehensions, Dynamic graphical register, GeoGebra, Directional derivative.
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Introduccion

La presente investigacion tiene por objetivo estudiar el desarrollo de las aprehensiones
de los docentes en formacion continua cuando movilizan conceptos relacionados con la
concepcion geométrica de la derivada direccional asociado a su representacion algebraica, y
para esto se establecieron actividades en un ambiente de representaciones dindmicas mediadas
por el GeoGebra. Nuestro interés surge a raiz de los antecedentes recopilados, en funcién a la
problematica que usualmente se tiene de englobar a un objeto matematico desde una Unica
representacion (en nuestro caso, se observa que representacion algebraica de la derivada
direccional es lo usualmente utilizado), es decir, no lograr entender de una mejor forma el objeto
matematico por medio de sus otras representaciones posibles (natural, algebraico, grafico, etc.),
por tal razon se eligi6é a la Teoria de Registro de Representacion Semiotica (TRRS) como soporte
tedrico que nos permita explorar dicha concepcién en sus multiples representaciones,
especificamente para esta tesis nos centraremos en la concepcion geométrica que se tiene de
la representacion algebraica de la derivada direccional a partir del estudio de las aprehensiones,
por tal razon, nuestro objetivo de investigacion se centrara en describir las posibles
aprehensiones que fluyen de parte de los docentes al ser sometidos a actividades donde la
nocion de derivada direccional se encuentre en juego. Para esto, hemos estructurado la

investigacion en 3 capitulos descritos en el siguiente orden.

El primer capitulo se desarrolla en funcion a las investigaciones de referencia recopiladas,
las cuales estan relacionadas de una forma directa o indirecta a nuestro objetivo de investigacion,
la justificacién, el marco tedrico, la descripcion de la pregunta y objetivos de investigacion, y

finalmente la metodologia que seguiremos.

En el segundo capitulo presentaremos los aspectos matematicos y didacticos del objeto
matematico, desde la presentacion usual que se tiene en los libros de texto utilizados usualmente
en la formacion profesional de un estudiante y/o en la practica docente, ademas de la descripcion
del uso del GeoGebra como medio para generar representaciones graficas dinamicas y/o

construcciones de objetos matematicos a partir de sus caracteristicas geométricas.

Finalmente, en el tercer capitulo, se presenta la parte experimental y analisis de la
investigacion, donde se describe la secuencia de actividades elaboradas y su aplicacion, lo cual
nos permitird observar, describir y analizar las acciones realizadas por los sujetos de
experimentacién para, posteriormente contrastar con nuestro objetivo de tesis y dar las

conclusiones pertinentes.

11



Capitulo I: Problematica

Empezamos este capitulo presentando las investigaciones de referencia que serviran de
guia para el desarrollo de nuestra investigacion, explicando su pertinencia, los objetivos a seguir,
el marco tedrico que nos permitira analizar desde un punto de vista de la didactica de la
matematica y la metodologia a emplear en el desarrollo de la investigacion; cabe resaltar que
cada uno de estos elementos sefialados estan bajo el Unico propdsito de lograr el objetivo de la

tesis y su relacion al objeto matematico que se analiza.

1.1 Investigaciones de referencia

A continuacion, presentaremos investigaciones relacionadas de forma directa o indirecta
con nuestro objeto matematico (derivada direccional), también en relacion a los aspectos tedricos
ligados a la manera de como es comprendido por los estudiantes en su formacién académica en
el curso de Célculo multivariable, ademas, del aporte que se puede afadir cuando se usan
softwares para generar representaciones dinamicas. Los articulos, tesis, revistas digitales que
se incluyen dentro de este capitulo se obtuvieron en gran parte por medio de los repositorios de
universidades, buscadores web y revisiones bibliograficas en torno a los articulos encontrados;

siendo la mayoria de éstos ubicados a nivel latinoamericano y norteamericano.

Para una mejor comprension preambular, se agrupa las investigaciones de referencia de
acuerdo a los siguientes criterios que se indica a continuacion; investigaciones en relacion a la
problematica en torno al objeto matematico, investigaciones relacionadas al uso de un software
de representacion dinAmico para representaciones tridimensionales, investigaciones en relacion
al uso del marco tedrico que se considera en esta investigacion y finalmente acotaremos la
relevancia relacionada a la formacién docente. Antes de culminar esta seccion, se enfatiza lo que
se espera tratar en esta tesis en relacion a las investigaciones de referencia y un preAmbulo para
su justificacion de como contribuiria en la formacién académica de los sujetos para una mejor
comprension significativa, en nuestro caso en la formacion continua de docentes a nivel

universitario.
Investigaciones sobre la problematica en relacion al objeto matematico

McGee y Moore-Russo (2015), por medio de esta investigacién explican, la
conceptualizacion que la mayoria de autores de libros de texto de calculo multivariable asumen
en los estudiantes con respecto a la definicion geométrica de la derivada direccional a partir de
su representacion algebraica, la cual, esta despendre del concepto de pendiente de una recta en

el espacio 3D, pero esta “generalizacion” (explican los investigadores) es asumida por parte de
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los autores de textos como algo evidente que los estudiantes puedan entenderlo, es decir, que a
partir de lo estudiado con respecto a pendiente de una recta en el plano bidimensional (2D) se
asume que se comprenda si se tuviere una recta en un entorno tridimensional (3D); lo cual, segun
los resultados de McGee y Moore-Russo (2015), esto no se cumple. Ademas los investigadores
afirman que, cuando a los estudiantes se les ensefa el concepto de derivada y sus diversas
representaciones asociadas, previamente ellos tienen la nocién del concepto de pendiente de
una recta en 2D (como una razon de cambio), permitiendo asi una mejor comprension por parte
de los estudiantes en relacién al concepto geométrico de derivada; sin embargo, con respecto a
la derivada en el calculo multivariable, los investigadores tienen una opinién contraria, ya que no
se logra una discusion previa con respecto a cdmo este se asocia a la definicién de pendiente de
una recta en 3D, lo cual hace que se perciba el concepto de una manera algebraica. McGee y
Martinez (2013, como se cité en McGee y Moore-Russo, 2015) indican, que la mayoria de textos
de calculo de una variable, cuando se estudia algunos objetos matematicos en 2D, se utiliza
diversas representaciones y/o conceptos que estan relacionados al objeto matematico que se
desea ensefiar, pero cuando se ensefia este mismo objeto matematico de manera generalizada
para un entorno tridimensional (calculo multivariable), se presenta con un reducido conjunto de
representaciones y/o conceptos asociados a este, lo cual muestra, en cuanto puede afectar
significativamente la comprension de los estudiantes en torno a los conceptos matematicos
asociados al nuevo objeto matematico que se desea ensefar, y cuando estas representaciones
faltantes, en relacion al objeto matematico, se logran presentar explicitamente, la comprension

del estudiante mejora significativamente.

Bajo esta premisa, McGee y Moore-Russo (2015) enfatizan que, para una mejor
concepcién geométrica del concepto de derivada en 3D, se debe entender previamente el
concepto geomeétrico de una recta en el espacio tridimensional y la nocion de pendiente que
vincula a esta recta 3D, ademas del hecho de la comprension de las pendientes direccionales
(en relacion a los ejes coordenados X, Y) asociados a un plano, lo cual permite vincular con el
concepto de derivada direccional. Esta investigacion de tipo cualitativa y experimental, se llevé a
cabo con estudiantes de ingenieria de la Universidad de Puerto Rico-Mayagiez (URPM), lo cual
con base en aspectos tedricos de la TRRS, se parte de la premisa de que si los estudiantes que
experimentan la presentacion explicita del concepto de pendiente en 3D por medio de diversos
registros de representacion y logran inclusive realizar tratamientos y conversiones para
actividades especificas; son mas capaces de lograr comprender el concepto de derivada en 3D
(es decir, entenderlo como una razén de cambio en el espacio), a diferencia de aquellos que son

instruidos de manera tradicional.
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Dentro de las conclusiones sefialadas por McGee y Moore-Russo (2015), se tiene que,
los estudiantes que observan previamente registros de representacion asociados con pendiente
en 3D como intermediario al estudio del tema de derivada en 3D (derivada direccional); en
comparacion con aquellos estudiantes que no estan familiarizados de forma explicita con las
pendientes en 3D, se esfuerzan mas para lograr tratamientos y conversiones simples asociadas
con la derivada 3D, por tal razén, los investigadores concluyen que, a los estudiantes parte del
grupo experimental, les fue significativamente mejor con los tratamientos y conversiones en
tareas y actividades asociadas a la derivada en 3D, ademas, resaltando la importancia que tienen
las representaciones semiéticas para una plena concepcion del objeto matematico, lo cual
muchas veces se deja de lado, al querer ensefiar el mismo objeto de estudio pero en un ambito

tridimensional..

Martinez-Planell et al. (2017) plantean un enfoque para ayudar a la comprension
geométrica de la derivada direccional a partir de la comprension geométrica del cambio vertical
en el plano tangente, lo cual permitiria a los estudiantes una herramienta importante para dar
solucion al problema de los dos cambios, con respecto a esto; Weber (2015, como se citd en
Martinez-Planell et al., 2017) describe el “problema de los dos cambios”, al hecho de comprender
gue para una funcion de dos variables (es decir en el plano tridimensional) se tiene mas de dos
tasas de cambio en un punto especifico y el problema de lo que significa el unirlos para obtener
un anico valor como resultado. De igual manera, y en base a la investigacion de McGee y More-
Russo (2015), a que la construccion geométrica de la nocién de derivada direccional se entienda
a partir de la construccion de pendiente de una recta en 3D; se plantean actividades relacionado
a la concepcién geométrica de las pendientes direccionales en un plano, asociados al llamado

problema de los dos cambios.

La investigacion realizada por Martinez-Planell et al. (2017) tuvo como marco teérico la
teoria APOE (accibn, proceso, objeto, esquema), donde se buscd plantear una conjetura inicial
llamada descomposicién genética, de las posibles construcciones mentales que se necesitan
hacer para que los estudiantes puedan comprender las nociones matematicas que estan
estrechamente relacionada a la concepciébn geométrica de la derivada direccional de su
usualmente representacién algebraica; como por ejemplo, las nociones de plano tangente,
derivadas parciales, cambio vertical en un plano; contrastando asi con los resultados obtenidos
después del andlisis de datos para refinar la descomposicion genética inicialmente presentada,
lo cual posteriormente puede ser utilizado para el disefio de nuevas actividades que ayuden y

guien a la comprensién de los estudiantes de la derivada direccional.
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En la fase experimental, Martinez-Planell et al. (2017) disefiaron actividades en términos
de las construcciones descritas en la descomposicién genética inicial, hacia 26 estudiantes de
ciencias e ingenieria que acababan de terminar un curso de célculo multivariable en la misma
institucion, lo cual se dividié en dos grupos (experimental y de control), lo cual posteriormente se
recopilo lo observado por medio de entrevistas semiestructuradas. Dentro de las conclusiones
gue se presentan, esta el hecho de que los resultados obtenidos muestran la importancia de la
nocién de cambio vertical en un plano y su relacion geométrica que tiene este a un plano tangente
y derivada direccional. Ademas, se descubre que varias construcciones mentales que se asume
de antemano (0 se supone que son obvias para los estudiantes), causaron dificultad al momento
de la fase experimental, por ejemplo, el hecho de la coordinacion de los cambios verticales en
direccion a los ejes coordenados permite conocer el cambio vertical que se tiene en un plano.
Aspectos como estos tuvo mucha influencia para el refinamiento de la descomposicion genética
inicialmente presentada, ademas de las sugerencias beneficiarias para el disefio de actividades

para una mejor comprension de las derivadas direccionales.

Esteban et al. (2019) siguiendo la linea de andlisis y referencia dadas por McGee y Moore-
Russo (2015), respecto a la derivada direccional y bajo la misma premisa que el problema de la
ensefianza y aprendizaje recae en la carencia de la comprension geométrica de la nocion de
pendiente de una recta en el espacio tridimensional; afirman que, “una buena concepcion
matematica de este topico, permitird posteriormente a un descubrimiento y conceptualizaciéon
gradual de la derivada direccional en los estudiantes” (Esteban et al, 2019, p.3). Es por ello que
los investigadores plantean una propuesta basada en una serie de actividades de aprendizaje
elaboradas con el GeoGebra, cuyo objetivo permita al estudiante construir el significado de la
derivada direccional a partir de los conceptos subyacente al objeto matematico. Debido al
componente tecnolégico utilizado y para el andlisis de datos, los investigadores utilizaron
aspectos del Enfoque Instrumental de Rabardel. Cabe resaltar que bajo dicho enfoque teérico se
busca que el artefacto (herramienta usada como mediador para lograr dar solucién a una tarea,
gue no necesariamente es un objeto material en su conjunto) permita al sujeto un proceso de
interaccion para descubrir la manera en que éste potencie las capacidades del sujeto para el
desarrollo de la actividad propuesta. Este proceso de interaccion, requiere de la persona el
desarrollo interno de esquemas mentales (en el sentido de Vergnaud) lo cual finalmente se

convertird en un instrumento que medie la actividad a desarrollar.

Ademas, bajo este enfoque, se introduce la nocion de esquemas de uso (que esta

orientado al manejo técnico sobre el artefacto) y los esquemas de accion instrumentados
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(relacionado a las estrategias para la realizacion de una tarea especifica), estos esquemas no
son visibles, pero se puede evidenciar a partir de las acciones tomadas por el sujeto al momento
de realizar la tarea. El proceso de convertir un artefacto en un instrumento no es algo inmediato,
requiere esfuerzo por parte del sujeto; a este proceso Drijvers y Trouche (2008, como se cit6 en
Esteban et al, 2019) lo denominan génesis instrumental (proceso de apropiacion, que permite
gue el artefacto medie la actividad matematica), ademas, este proceso implica dos acciones; el
proceso de instrumentalizacion (ligado a los esquemas de uso sobre el artefacto), y el proceso

de instrumentacion (ligado al desarrollo de esquemas de accion instrumentadas).

En este articulo Esteban et al. (2019) disefiaron actividades usando representaciones
gréaficas dinamicas por medio del GeoGebra, lo que es denominado por los investigadores como
objeto dinamico; y por medio de ellos se busca lograr una mejor concepciéon de la derivada
direccional a partir de su representacion algebraica, lo cual sera usado como el artefacto que
permitira la movilizacion de los esquemas del sujeto hasta lograr convertirse en el instrumento

gue permita lograr el desarrollo de la actividad planteada.

Las actividades realizadas por los investigadores, fue propuesta a diez estudiantes del
segundo afo de la carrera de ingenieria de un grupo de treinta y uno (los cuales aceptaron a
participar de forma voluntaria), y se iniciaban en la asignatura de calculo en varias variables, las
actividades que se realizaron fueron de manera gradual, con nociones basicas asociados a la
parte geométrica de la derivada direccional, por ejemplo, el calculo de la pendiente de una recta
en el espacio bidimensional, hasta el planteo de determinar la pendiente de una recta sobre un
plano no vertical en direccién de los ejes coordenados y en otras direcciones. Cabe resaltar que
por medio de esta actividad se pretendia lograr que los estudiantes identificaran la variacion que
existe en el eje z (A z), en direccion de un vector v = (A x, A y); con la finalidad de que los
estudiantes conjeturen esto, como la suma de los cambios verticales sobre el plano, en las

direcciones de los ejes coordenados x e y, es decir, A z =A z, +A z,, ,y para lograr la pendiente

de la recta contenida en el plano, asociarlo como el cociente que relaciona A z con la variacion

. . . ., . A My AX+MyAY
horizontal (en el sentido de la direccion de v) es decir; max,azy) = L= = 24

vl — J@nz+ay)2’

gue permite la comprension de la derivada direccional de forma algebraica como el producto

expresion

punto del vector gradiente y un vector unitario, lo cual es presentado como un teorema en los

libros de texto como D, f(x,y) = Vf(x,y) .u, pero que en forma general no se hace explicita.

Las conclusiones que obtuvieron los investigadores en el transcurso del desarrollo de las

actividades propuestas hacia los estudiantes; es el hecho de lograr observar en forma general,
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distintos esquemas de uso y de accién instrumentada por parte de los estudiantes que permitié
un significado geométrico sdélido de la representacion algebraica concerniente a la derivada
direccional, evidenciandose asi, el proceso de instrumentalizacion e instrumentacion del objeto
dinamico; es decir, se evidenci6 el proceso de génesis instrumental logrado por los estudiantes,
al ser el objeto dinAmico un mediador para la comprension conceptual de objeto matematico en
estudio. Ademas, Esteban et al. (2019), afirman que la presentacion grafica dinamica, numérico
y textual utilizados (dentro del objeto dinamico) en las actividades, permitieron a los estudiantes
interactuar y explorar cada uno las caracteristicas geomeétricas de los objetos mateméticos de

manera activa, encontrando asi una retroalimentacion instantanea.

Consideramos estas investigaciones relevantes para nuestra tesis, en el sentido que nos
permite entender la “carencia” que se tiene al comprender la parte geométrica asociada al
usualmente “método” de calculo de la derivada direccional (es decir, su representacion algebraica
donde se usa el concepto de derivadas parciales), lo cual segun los investigadores citados esto
recae en el sentido de asociar el concepto geométrico de pendiente de una recta en 3D y sus
cambios en direccién a los ejes coordenados, es decir, a partir de lo mencionado anteriormente,
se espera plantear una secuencia didactica donde se explore dichas conceptos matematicos que
permitan asociar con el concepto geométrico que se tiene de la representacion algebraica de la
derivada direccional; todo esto ademas, nos permite pensar desde una perspectiva que deberia
comprender también el docente de catedra al momento de poner en practica en relaciéon a temas
gue concierne a la explicacion de la derivada direccional, lo cual influye en la propia formacion
académica de sus estudiantes, por tal razén, en nuestra investigacibn se contara con la

participacién de docentes en formacién para la fase experimental.

Investigaciones relacionadas al uso de un software de representacién dinamico para

representaciones tridimensionales

Del Rio (2017), por medio de este articulo abarca fundamentos te6ricos que permiten
sustentar la utilizacién de la vista grafica 3D del GeoGebra como una herramienta para el
aprendizaje y ensefianza cuando se abarca objetos matematicos dentro del Calculo Diferencial
e Integral, el objetivo de la investigacion como enfatiza la investigadora es que los estudiantes
puedan familiarizarse con las representaciones graficas de los objetos matematicos que
intervienen en el uso de funciones multivariable por medio de las representaciones dindmicas
apreciadas en vista grafica 3D del GeoGebra, donde esto permitiria a los estudiantes animar e
reinterpretar el concepto matematico inmerso, lo cual usualmente se considera de manera

algebraica, es decir por medio de su representacion grafica dinAmica explorar y conjeturar
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propiedades relacionadas a estos objetos mateméaticos que posteriormente sean validadas al
realizarlo en un entorno a lapiz y papel. Del Rio (2017) enfatiza la importancia del trabajo del
estudiante con diversos registros de representacion, es decir, considera aspectos de la TRRS de
Duval. Por tal razén, se ejemplifica propuestas didacticas asociados a los objetos matematicos
(en este caso, soélidos de revolucion, limites de funciones de dos variables, extremos locales para
funciones de dos variables), en la cual se busca que a partir del entorno de trabajo del GeoGebra,
se pueda promover un trabajo a partir de lo grafico a hacer acompafado de lo algebraico, cuando
esto es manipulado por parte de los estudiantes en una secuencia de actividades, es decir
promover la articulacién entre dichos registros de representacion semidtica, lo cual segun la

TRRS es esencial para la comprension del objeto matematico.

Ryokiti (2019), a través de esta investigacion presenta una secuencia didactica para el
aprendizaje significativo y el logro de una mejor comprension conceptual de los objetos
matematicos en un curso de Calculo de funciones multivariables, basado en la elaboracién y uso
de objetos de aprendizaje tridimensionales interactivos, que permiten obtener la estereoscopia,
bajo la premisa que esto permite a los estudiantes un soporte en la visualizacion de las
caracteristicas geométricas y topoldgicas asociada a las representaciones graficas de los objetos
matematicos que se desea estudiar, por ejemplo, las curvas de nivel, derivada parcial, derivada
direccional, etc. En la fase experimental, el investigador contd con la participacion de tres grupos
de estudiantes de ingenieria del curso de Calculo multivariable de la Universidad Luterana de
Brasil (ULBRA), los cuales interactuaron con los objetos de aprendizaje siendo estas
monitoreadas y guiadas por el docente, para el analisis de datos se realizé por medio de las
opiniones de los estudiantes durante el experimento, los cuales fueron grabados y transcritos. El
investigador enfatiza el hecho de que, al representar los objetos matematicos inmersos en un
espacio tridimensional, muchas veces se realizan por medio de figuras bidimensionales como
una perspectiva para que el estudiante logre una compresion de las caracteristicas de los objetos
matematicos; lo cual, no se llega a ese objetivo, mas aln, esto requiere una mayor capacidad
del estudiante en la interpretacién de la imagen bidimensional propuesta. Cabe resaltar que para
el término “visualizacion” se hace referencia segin Gutiérrez (1996, como se citdé en Ryokiti,
2019) a la manera de organizar el pensamiento para la comprension de conceptos matematicos,
cuando éstos son representados por medio de diversas maneras (dibujos, diagramas,
representaciones computacionales, etc.) lo cual implica un mayor desarrollo en la parte cognitiva
del estudiante; por otro lado el término de “objeto de aprendizaje”, indica a la propuesta disefiada
por parte de Ryokiti (2019), mediados con el uso de recursos de soporte digital en la educacion;

al proporcionar situaciones que permitan a los estudiantes la exploracion y formulacion de
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conjeturas asociadas al objeto matematico que se desea ensefiar, en este caso, los objetos de
aprendizajes fueron disefiados por medio del GeoGebra, en el cual se usé paralelamente
actividades donde se aprecie el objeto matematico para su interaccion y visualizacion de los
aspectos geométricos e interpretacion.

Las conclusiones que se resalta en Ryokiti (2019); son el hecho de que el implemento de
disefiar actividades como objetos de aprendizaje, dentro del curso de calculo multivariable,
permite en cierta forma a los estudiantes, minimizar los problemas de comprension de las
caracteristicas geométricas de los objetos matematicos que se estudian, lo cual ayuda a la
formulacion de conjeturas y comprension de los conceptos matematicos analizados, por ejemplo,

el ensefiar temas como la derivada direccional, curvas de nivel, derivada parcial, etc.

Por medio de estas investigaciones, podemos observar la importancia y aporte de los
recursos tecnoldgicos como apoyo para el aprendizaje de objetos matematicos asociados a un
ambiente tridimensional, en estos casos se resalta el aporte del GeoGebra, al permitir generar
representaciones dindmicas tridimensionales; lo cual, en la practica docente puede influir para
generar actividades (o una sesion de aprendizaje) donde se busque explorar conceptos o
caracteristicas geométricas de un objeto matematico, los cuales, no son del todo visible y/o
entendible desde una perspectiva bidimensional estatica, en nuestro caso y de acuerdo a lo
acotado por los investigadores, se busca plantear una secuencia de actividades por medio del
GeoGebra para dar un mejor apoyo a la concepcion geométrica de la representacion algebraica

de la derivada direccional.

Investigaciones relacionadas al marco teérico

Ingar y Silva (2019), nos dan a conocer el proceso de articulacién de las aprehensiones
(segun Duval) en un registro grafico mediado a través de un sistema algebraico computacional,
también conocido como CAS (computer algebra system, en inglés), para representar objetos
matematicos que involucren funciones representadas en un ambiente tridimensional, en ese
caso, relacionado al aprendizaje de la derivada parcial; investigacion de tipo cualitativa, donde
adicionalmente se considerd aspectos tedricos de la TRRS y como referente metodoldgico,
aspectos de la Ingenieria Didactica. Por medio de esta investigacion se enfatiza, el hecho de que
en un curso de calculo de funciones de dos variables al explicar conceptos que aborda los objetos
matematicos tridimensionales (derivadas parciales, derivadas direccionales, gradiente, plano
tangente, curvas de nivel, etc.) o el resolver un problema, implica el uso de teoremas y formulas

aplicado de manera algebraica; lo cual segun las investigadoras, se pone muy poco énfasis en
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el uso de la representacion gréafica para resolver un problema, o en el andlisis de resultados; es
decir, no se percibe que el estudiante logre desarrollar un proceso de visualizacién (segun Duval)
para una mejor comprension matematica del objeto matemético que se estudia. Segun Ingar
(2014, como se citd en Ingar y Silva, 2019), la investigacion se realizé con estudiantes de
ingenieria de la Universidad Nacional del Callao en el segundo afio de carrera en el curso de
Célculo 1ll. Para esto, Ingar y Silva (2019) extienden lo planteado inicialmente por Duval en
relacion al estudio de las aprehensiones (lo cual inicialmente est4 asociado al registro figural), al
presentar el registro grafico mediado por un CAS; donde se detalla la manera como este “nuevo
registro” es definido y como se definen las aprehensiones en este registro, detallando el proceso
de como los estudiantes logran articular sus aprehensiones desarrolladas al ser sometidos a una
situacion didactica; por ejemplo, el lograr un proceso de visualizacién (articulacion de la
aprehension perceptiva y operatoria), logrando asi una mejor concepcion de los objetos

matematicos que se desea explicar.

Una conclusién que se destaca por medio de este articulo, es el hecho que Ingar y Silva
(2019) detallan, que es factible estudiar las aprehensiones en un entorno donde se tiene
representaciones graficas dinamicas generadas a partir de un software de representacion,
ademas, de analizar las posibles articulaciones que se den en los sujetos al ser sometidos a una

secuencia didactica que involucre el objeto matematico a explicar.

Pefialoza y Salazar (2018), establecen la manera como se configura el registro Grafico-
Dinamico (RGD), generado por medio de las representaciones gréficas dinamicas obtenidas a
través del GeoGebra 3D, ademas, de la manera que se desarrolla las aprehensiones y
modificaciones en dicho registro, todo esto desde el aspecto tedrico de la TRRS de Duval, donde
se consider6 como objeto matematico el paraboloide eliptico. En primera instancia los
investigadores detallan las condiciones previas que permitan cumplir la caracteristica de ser
considerado un registro de representacién (segun Duval), pero adaptados en un ambiente de
representacion dinamica por medio del GeoGebra 3D, es decir, el uso de comandos y
herramientas propias del software para lograr una representacion grafica, y donde se cumplan la
formacion, tratamientos y conversion entre registros de representacion; en particular se busca
detallar la manera como se asocia la representacion del paraboloide eliptico en su representacion
algebraica y su representacion grafica dinAmica. De igual manera Pefaloza y Salazar (2018),
detallan las condiciones necesarias que debe realizar el sujeto para afirmar su desarrollo de
aprehensiones en el RGD (perceptiva, discursiva, secuencial y operatoria). A manera de

ejemplificacion se presenta en la investigacion una actividad en la cual se busca identificar las
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aprehensiones y modificacion grafica que desarrollaria el sujeto cuando se busca que este
grafique una superficie (paraboloide eliptico), esta se logré a partir de cortes con planos paralelos
a los planos coordenados, generados por medio del GeoGebra partir de las caracteristicas
planteadas para el RGD.

Dentro de las conclusiones que detallan en la investigacion, se resalta que a partir de la
Vista Grafica 3D del GeoGebra, permite a los sujetos realizar tratamientos, modificaciones y el
desarrollo de aprehensiones, ademas del establecer conjeturas y construcciones de significados
gue permitiria una mejor comprension cuando son llevados a cabo en un medio de

representaciones dinamicas (en ese caso, el GeoGebra).

Estas investigaciones nos permiten observar que también podemos hacer un andlisis de
las aprehensiones que pueden desarrollar los sujetos (en nuestro caso, los docentes en
formacién continua) en relacion a un objeto matematico, en nuestro caso la derivada direccional,
es decir, se piensa en una secuencia didactica adecuada, a partir de la nocion de pendiente de
una recta en el espacio tridimensional y pendientes direccionales en un plano (todo esto asociado
a la parte geométrica de la representacion algebraica de la derivada direccional), disefiado en un
software de representacion dinamica (en nuestro caso el GeoGebra); lo cual permita observar el
desarrollo de las aprehensiones que pueden desarrollar los sujetos a partir de las preguntas
formuladas e inclusive lograr una mejor concepcion del objeto matemético a partir de su

representacion geométrica.

Finalmente, cabe resaltar que, nuestra investigacion estd dirigido como sujetos de
analisis, docentes en formacién continua, bajo la premisa que, todo docente es guia, mediador y
acompafante de los estudiantes en la construccion de sus conocimientos, por lo cual es
relevante que los docentes tengan una mejor concepcion de lo que se esta instruyendo. Con
respecto a esto, Chong y Torres-Rodriguez (2017), enfatizan el papel fundamental de todo
docente de matematicas en el nivel superior, donde manifiestan la necesidad de atender la
formacion y actualizacion del profesorado, de tal forma que esto proporcione al docente
herramientas de tipo tedrico-metodoldgico que le permitan integrarse en el campo de la
investigacion educativa. Por otro lado, Segun Escudero (1999, como se cité en Chong y Torres-
Rodriguez, 2017), la ruta de formacion docente debe tener dos vertientes; una profundizacion
y/lo actualizaciébn de los contendidos disciplinares que se ensefia y otra componente de

naturaleza didactica.

Es decir, los investigadores citados anteriormente muestran la importancia del estudio de

la epistemologia de la matemética, en relacion a profundizar sobre la forma de cémo ha
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evolucionado el conocimiento y pensamiento mateméatico, lo cual constituye una fuerte
herramienta para la adecuada transposicién didactica que se requiere en la ensefianza, ademas
gue todo docente sea capaz de identificar problemas concretos asociados a lo que se esta
abordando, lo cual permita abordar dicha problematica de forma critica y poder construir
propuestas de solucion desde las teorias educativas para ser concretado en el trabajo de clase.

En conclusion, la formacién docente debe incluir aspectos que no solo apliquen a un
fortalecimiento del docente en el &mbito tedrico de las matematicas, sino que se busque integrar
a este el componente didactico, lo cual conlleve a una reflexion por parte del educador para la

mejora en la ensefianza.

A continuacion, presentaremos aspectos relacionados con la justificacion vinculadas a

nuestra investigacion.

1.2 Justificacion

Con base a las investigaciones de referencia revisadas podemos observar que, en el
ambito del Calculo multivariable, algunos objetos matematicos como, por ejemplo, la derivada
direccional, derivada parcial, curvas de nivel, etc. son parte de estudio en la practica docente en
cursos de pregrado, donde muchas veces, el no tener una mejor concepcion del contenido
matematico que se cursa, tiene como consecuencia el uso y aplicacion de los conceptos de una
forma algebraica y mecanizada. Al respecto McGee y Moore-Russo (2015), en relacién a la
derivada direccional, nos muestran que para lograr una mejor concepcion de la interpretacion
geométrica de la derivada direccional, influye el de asociarlo con el concepto de pendiente de
una recta en 3D, segun los investigadores, esto no es evidente en la practica, ya que al extender
el concepto de derivada en 2D al entorno tridimensional, no se presenta un mismo conjunto de
representaciones semioticas asociados al objeto matematico de manera explicita, lo cual es
necesario para asociarlo a su comprension a un entorno tridimensional; por otro lado, el hecho
de obviar esto, conlleva al hecho de estudiar la derivada direccional de una manera algebraica.
Por tal razén, los investigadores afirman la importancia de que los estudiantes, puedan acceder
primero el entender de manera explicita el concepto de pendiente en 3D y sus consecuencias,
lo cual permitira asociar posteriormente sus representaciones semioticas con el concepto de

derivada direccional.

De igual manera, Ryokiti (2019) afirma que, si logramos una representacién grafica
dinAmica de estos objetos matemadticos, inclusive se podria lograr comprender la definicion
algebraica del objeto matematico a partir de su representacion geomeétrica, es decir, se prima la

importancia y el papel que tiene los softwares de representacion dinamica como mediadores para
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mejorar la comprension geométrica de los objetos matematicos en un entorno tridimensional. En
las investigaciones de referencia tanto de Ryokiti (2019), Ingar y Silva (2019), Pefialoza y Salazar
(2018), se pudo observar que las representaciones gréficas de los objetos matematicos que
consideraron los investigadores, fue mediado a través de un software de representacion como el
GeoGebra o Mathematica. En nuestro caso, usaremos el GeoGebra, como mediador para las
representaciones graficas en una secuencia didactica planteada para el estudio de las
aprehensiones, entorno al concepto geométrico de la derivada direccional; adicionalmente,
Ryokiti (2019) afirma que; en un estudio que involucra funciones multivariables, el GeoGebra
permite una mejor comprension a los estudiantes para poder visualizar las caracteristicas
geométricas y propiedades de los objetos matematicos que se estudia, ademas de considerar
también lo sustentado por Del Rio (2017) en relacién al afirmar que a partir del entorno de trabajo
en GeoGebra, podemos disefiar actividades que relacione lo grafico acompafado de lo
algebraico, es decir promover la articulacion de dichas representaciones de un mismo objeto
matematico en estudio, lo cual segun la TRRS es esencial para una mejor concepcion del objeto

matematico.

El hecho de considerar el GeoGebra como una herramienta mediadora para el disefio de
nuestra secuencia didactica, recae también al hecho de ser un software libre (descarga gratuita)
y facil instalacién en diversos equipos y sistemas operativos como también de contar con una
version de acceso al software de manera online también conocido cono GeoGebra Online, y mas
aun de contar con una version portable, lo cual permitiria un mayor acceso para cada individuo,

tal como se detalla en su sitio web (https://www.geogebra.org/about).

Por otro lado, con respecto a la derivada direccional como objeto de estudio, este forma
parte de los diversos planes de estudio que sirven de guia de trabajo tanto por docentes y
estudiantes en el proceso de ensefianza aprendizaje dentro del curso de calculo multivariable,
gue se lleva en carreras de ingenieria y de ciencias. La tabla 1 que se presenta a continuacion
se disefid en base a la recopilacién de diversos planes de estudio donde se ensefia el curso de
célculo multivariable, lo es requisito para futuros cursos de formacién profesional llevado a cabo

tanto en universidades publicas como privadas.

Tabla 1.

El Calculo multivariable en carreras de pregrado en Universidades del Perua
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CICLO DE ESTUDIO
UNIVERSIDAD CARRERA
PROFESIONAL TERCER CICLO CUARTO CICLO | QUINTO CICLO
Fisica Calculo Diferencial e Fisica IV Introduccion a la
Universidad integral Avanzado Fisica moderna
Nacional de . . -
Ingenieria Ingenieria Calculo Multivariable EpuaC|or_1es Me_canlca de
Naval Diferenciales Fluidos
Introducciones a
Universidad Matematica Calculo Il Calculo IV :;1? Ecua_ulones
Nacional del ierenciales
Callao Ingenieria . Métodos Balance de materia
P Matematica lll P i
Quimica numéricos y energia
Universidad de Ingenieria . Investigacion de Planeamiento y
; . Calculo Il - control de
Lima Industrial operaciones .
operaciones
Un!ver5|dad Ingenieria Matematica Analitica AU"""?"S & Dispositivos y
Privada de B . Circuitos Circuitos
. . Mecatrénica 11 P .
Ciencias Eléctricos | Analégicos

Nota. Datos tomados de planes de estudio de carreras en pregrado.

De la tabla 1 podemos observar que, en las carreras de pregrado, el curso de calculo
multivariable, usualmente se lleva a cabo en el segundo afio de formacién académica, donde

uno de los temas a tratar incluye la derivada direccional.

Una de las razones para poder resaltar el porqué del calculo multivariable como primordial
en el proceso de ensefianza y aprendizaje, podria referirse al hecho que esto, es usualmente
aplicado al espacio tridimensional, es decir, nuestro entorno fisico; en la cual situaciones reales
son modeladas en términos matematicos, por lo cual, se busca que todo docente logre tener una
mejor reflexion analitica y profesional de los objetos mateméaticos ensefiados para posteriormente

ser transmitido como un conocimiento sélido a sus estudiantes.

Ahora con respecto a la derivada direccional, podemos observar que esta llega ser la
generalizacion de las derivadas parciales (tema tratado también en el calculo multivariable), es
decir nos permite entenderlo como una razén de cambio en otra direccién diferente al de los ejes
coordenados X e Y (lo que usualmente es expresado como un vector direccion), ahora, en un
ambiente tridimensional los diversos fenémenos fisicos pueden ser modelados matematicamente
por funciones, donde posteriormente pueden ser estudiados desde una perspectiva matematica,
por ejemplo, en la figura 1, Stewart (2012) introduce el concepto de derivada direccional a partir

de un mapa de contorno de una funcion temperatura T'(x,y) para ciertas ciudades, donde las
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curvas de nivel presentadas indican a sus isotermas T(x,y), y a partir de esto estimar la razon
de cambio de temperatura cuando se viaja en una direccion diferente al de los ejes coordenados.

Figura 1. Ejemplo del calculo de la derivada direccional aplicado a una situacion fisica

San
Francisco

| IS S I E—
0 50 100 150 200

Los Angel
(Distancia en millas) o HosAangeles

Nota. Tomado de Célculo de varias variables trascendentes tempranas (p.933), por J. Stewart,

2012, Cengage Learning.

Por otro lado, en el campo de la Matematica pura y aplicada, el concepto de derivada
direccional es un predmbulo que posteriormente es estudiado y generalizado de manera
abstracta como la llamada Derivada de Gateaux, en un curso de célculo variacional, donde esta
asociado al célculo de buscar maximos y minimos sobre algun espacio funcional, dicho concepto

forma parte de la llamada fisica tedrica (Galiano, 2002, p. 10).

Por medio de lo mencionado anteriormente, podemos justificar la relevancia de la
derivada direccional como objeto matemético en la formacion académica de futuros
profesionales, lo cual nos permite analizar el papel principal que llega a tener un docente en la
formacion de sus estudiantes, es decir, si un docente no tiene una mejor concepcién del objeto
matematico que se llega a ensefiar esto influird en la formacion académica y profesional de sus
estudiantes, conllevando asi el replicar la manera tradicional o mecanizada de la ensefianza del
objeto matematico, tal como Chong y Torres-Rodriguez (2017) detallan en relacién al papel de
la practica docente, por tal razon, por medio de esta investigacibn se espera aportar a los
docentes en formacién (sujetos de experimentacién) el lograr tener una mejor concepcion

geométrica de la derivada direccional en base a lo redactado anteriormente.

A continuacién, presentaremos detalles del marco teérico en relacibn a nuestra

investigacion.
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1.3 Aspectos de la Teoria de Registros de Representacion Semiotica

Segun Duval (2006; 2011; 2012; 2016), los procesos de adquisicion de conocimientos
matematicos son tan complejos que es necesario tener diversos enfoques para su analisis, como,
por ejemplo, su analisis desde el punto epistemoldgico o educativo. Pero en ambos casos se
requiere del uso de la representacion para analizar el tipo de fenébmeno que ocurre en un proceso
de conocimiento o que lo constituyen. Es asi, donde las representaciones por medio de signos
(representaciones semidticas) se dan como herramientas para producir nuevo conocimiento y no

solo para comunicar cualquier representacion mental particular.

Duval (2011) afirma que “los objetos matematicos son solo accesibles por medio de sus

representaciones, los cuales permiten a los estudiantes una mejor concepcion del objeto” (p. 6).

Ademas, el autor enfatiza que los objetos matematicos no deben ser confundidos con la
representacion que se hace de ellos, ya que esto puede producir a lo largo del tiempo una pérdida
de comprension del objeto matematico y que los conocimientos adquiridos se vuelven
inutilizables a lo largo del aprendizaje, ya que se mantiene como representaciones “inertes” que
no pueden ser modificadas. Por tal razén, es absolutamente necesario que un objeto matematico
pueda ser representado por medio de diversas representaciones semigticas, ya que, al no ser
accesible por medio de la percepcion o la experiencia intuitiva, es necesario representarlos. El

autor define dos tipos de representaciones:

- Las Representaciones Mentales: Son aquel conjunto de imagenes y de concepciones que
un sujeto puede poseer sobre un objeto, sobre una situacion y sobre aquello que le esta
asociado.

- Las Representaciones Semibticas: Son producciones constituidas por el uso de signos
pertenecientes a un sistema de representacion, por ejemplo, un enunciado en lengua
natural, una formula algebraica, un gréafico, son representaciones semibticas que se

detalla en sistemas semioticos diferentes.

En otras palabras, las representaciones semibdticas llegan a ser la forma de cémo
exteriorizamos las representaciones mentales que tiene el sujeto para fines de comunicacion, es
decir, para hacerlas visibles o accesibles a otros. Cabe resaltar que, segun Duval, las
representaciones no son solamente para fines de comunicacion, sino ello juega un papel esencial

para la actividad cognitiva del pensamiento.
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El autor afirma que, el funcionamiento cognitivo del pensamiento humano se revela
inseparable de la existencia de una diversidad de registros semiéticos de representacion. Donde,
se llama “Semiosis” a la aprehension o la produccion de una representacion semiotica y “noesis”,
a la aprehension conceptual de un objeto, es preciso afirmar que la Semiosis es inseparable de
la noesis, en el sentido que para que ocurra la aprehension de un objeto matematico es necesario

gue la noesis (conceptualizacion) ocurra por medio de la Semiosis (representaciones).

Por otro lado, para que un sistema semibtico sea considerado un registro de

representacion debe permitir las 3 actividades cognitivas ligadas a la Semiosis, las cuales son:

La formacion: Donde se hace referencia a la representacion identificable del objeto
matematico en un registré dado, por ejemplo; el dibujo de una figura geométrica, al expresar por
medio de una formula un objeto matemético, etc. Para tal hecho, la formacion implica una
seleccién de reglas y de datos relacionado al objeto a representar, las cuales giran en torno al
registro de representacion que se desea usar, de esta manera, la formacion de una

representacion podria ser comparada a la manera de describir el objeto matematico.

El tratamiento: Hace referencia al hecho de transformar la representacion semiética
dada inicialmente en otra, pero, dentro del registro de donde fue formada (bajo las reglas propias
de cada registro) es decir es una transformacion interna de la representacion dentro de un
registro, por ejemplo, en el lenguaje natural el parafraseo de un texto es una forma de tratamiento,
el calculo también es una forma de tratamiento propio de las expresiones simbdlicas dentro del

célculo numérico, algebraico, proposicional, etc.

La conversién: Es la transformacion externa de una representacion semidtica de un
objeto en otro registro de representacion, conservando la totalidad o una parte de la informacion
contenida en la representacion inicial. Por ejemplo, el traducir un texto dado en portugués hacia
el espafiol, (representaciones linguisticas dadas en diferentes lenguas), el usar un lenguaje

iconico (sefias) para comunicar palabras a personas sordomudas se emplea una conversion.

Cabe resaltar que la conversibn de una representacién es una actividad cognitiva
diferente e independiente del tratamiento que se realiza dentro del registro de representacion
dado, donde la parte operatoria esta ligada a su representacion, la cual no es la misma al
momento de convertirlo en otro registro de representacion. Duval hace referencia cuatro tipos de
registros de representacion semiotica: el lenguaje natural, algebraico, grafico y figural. Ahora, en

relacion a esta tesis se empleara el uso de registros de lenguaje natural, algebraico y grafico
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(esto es en relacibn a su representacion del objeto matematico en el plano cartesiano

tridimensional).

Al considerar la derivada direccional como objeto matematico para ejemplificar dichas
definiciones, su representacion habitual que es presentada de manera inicial en textos
académicos, es una de tipo algebraica, donde es definido de la manera siguiente como se aprecia
en la figura 2.

Figura 2. Representacion algebraica de la derivada direccional.

m Definicion La derivada direccional de fen (xo, vo) en la direccion de un
vector unitarion = {a, b} es

flxg + ha, yo + hb) — flxg, yo)
h

Du f{-fu. _\'n} = lim
h—0
sl este limite existe.

Nota. Tomado de Calculo de varias variables trascendentes tempranas (p.934), por J. Stewart, 2012,

Cengage Learning.

En la figura 2 se observa que la derivada direccional de una funcién f(x,y) en un punto
(x0,¥0) de su dominio y en una direccién u, es definida por medio de un limite. Cabe resaltar que,
a partir de esta representacion, se usa tratamientos en su representacion algebraica, para poder

expresar la derivada direccional de una manera alterna, como se detalla en la figura 3.
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Figura 3. Tratamientos en la representacion algebraica de la derivada direccional

|i| Teorema Si fes una funcidn derivable de x y de v, entonces f tiene una
derivada direccional en la direccion de cualquier vector unitario n = {a, b) y

Dyflx,y) = filx. y)a + filx, y) b

DEMOSTRACION Si definimos una funcién g de una variable h mediante
glh) = fxy + ha, vo + hb)

entonces segtin la definicion de la derivada

] #/(0) = 1im glh) — gl0) _ lim flxo + ha, vo + hb) — flxo. w)

- I h—0 h

= Du,ﬂ-'fr.:n- _‘l'u}

Por otro lado, podemos escribir glf) = f(x, v), donde x = xy + ha, v = vy, + hb, de
modo que la regla de la cadena (teorema 14.5.2) da

A dr o dy

J.Iil —
g dx dh dy dh

= filx,v)a + f(x,v)b

51 ahora hacemos h = (), entonces x = xo, ¥ = yo, ¥

[5] g'(0) = fulxo. yo)a + filxo, yo) b

Al comparar las ecuaciones 4 y 5, observe que

Dy fx0, vo) = filxo, vo)a + filxo, vo) b L

Nota. Tomado de Calculo de varias variables trascendentes tempranas (p.935), por J. Stewart, 2012,

Cengage Learning.

En la figura 3, a partir de la representacion algebraica de la derivada direccional como un
limite de una funcién de dos variables, se realiza tratamientos algebraicos en relacion a las reglas
propias de limites, al definir previamente una funcion real g(h) entorno al termino "h", lo cual
posteriormente servira para asociarlo con f(x,y) como, g(h) = f(x,y), posteriormente a ello, se
procede a realizar tratamientos relacionado a las reglas propias de la regla de la cadena para la
funcién f(x,y) donde, las variables x e y dependeran del valor de "h", obteniendo asi una
representacion alterna de la derivada direccional de f(x,y) en (xg, yo) €n direccion de un vector

unitario u, como se muestra en la figura 4.
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Figura 4. Representacion alterna de la derivada direccional

|i| Teorema Si fes una funcion derivable de x v de v, entonces f tiene una
derivada direccional en la direccién de cualquier vector unitario w = (a, b} y

Dy filx,v) = filx,via + filx, v)b

Nota. Tomado de Calculo de varias variables trascendentes tempranas (p.936), por J. Stewart, 2012,

Cengage Learning.

En la figura 4, se aprecia que el calculo de la derivada direccional es definido como la
suma del producto de las derivadas parciales con su respectiva componente del vector unitario,
lo cual posteriormente a ello, al definirse el concepto de gradiente, se expresa dicha

representacion algebraica de una manera mas corta.

Por otro lado, Duval (2006) afirma que las representaciones semidticas en relacién al
objeto matematico, deben implicar dos procesos cognitivos que no pueden considerase

separadamente la una de la otra, las cuales son:

- Propiedad de transformacion, ya que el procesamiento matematico siempre implica
alguna transformacion de representaciones semidticas.

- Elempleo de diversos sistemas de representacion semiotica (registro de representacion),
lo cual permita al sujeto su debida eleccién de acuerdo al propésito de la actividad
planteada, es decir, la actividad matematica requiere de una “coordinacion interna”. “Sin
esta coordinacién dos representaciones diferentes significan dos objetos diferentes, sin

ninguna relacion entre ambos” (Duval, 2006, p. 145).

A continuacion, en la Figura 5 se muestra la transformacion entre registros de representacion
(conversién) relacionado a la derivada direccional en sus diversas representaciones semiéticas

vistas en libros de matematica referenciales en la practica docente.
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Figura 5. Conversion entre Registros de representacion semiotica de la derivada direccional
Registro Lenguaje Natural

La pendiente de la recta tangente en un punto P{x;.v,.z,) de una funcién z = f{x.v) en la

direccion de un vector u = (1, u,)
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Palxg. ¥g) u = iyi + tgj
Fuente: Thomas (2010, p.785)

Nota. Adaptado de Un tema crucial en la educacion matematica: La habilidad para cambiar el registro de
representacion (p.146), por Duval, 2006, La Gaceta de la RSME, 9(1).

Cabe resaltar que en la representacion grafica mostrada en la figura 5, se busca que se
entienda la interpretaciéon geométrica de la derivada direccional como una razén de cambio de
una recta tangente a la funcion z = f(x,y) en un punto de su dominio y en direccion al vector
u = (uq,uy). Por otro lado, se aprecia que para llegar a la representacion algebraica de la
derivada direccional es necesario el transitar por su representacion gréafica y el asociarlo con los
objetos matematicos vinculados a esta. Por otro lado, como se describié en la figura 3, dentro
del registro algebraico se puede realizar tratamientos que permitan describir la derivada
direccional a una forma mas técnica, como un proceso algoritmico (usualmente comprendido y

usados por los estudiantes) como se mostr6 en la figura 4, pero que no es del todo evidente su
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interpretacion geomeétrica, o la forma como se asocia a las representaciones presentadas

inicialmente.

Con respecto a la comprension matematica que se lograria de un objeto matematico,

Duval (2006) afirma que:

La comprensién matematica requiere de una coordinacion interna entre los
diversos sistemas de representacion semioticos posibles que se pueden elegir y
usar. [...] En otras palabras, lo que primero importa para la ensefianza de las
mateméticas no es la eleccion del mejor sistema de representacion, sino, lograr
gue los estudiantes sean capaces de relacionar muchas maneras de representar

los contenidos matematicos. (pp. 158-159)

Por otro lado, y en relacion al uso de softwares de computador para generar
representaciones graficas de los objetos matematicos, Duval (2006) indica, que estos softwares
proporcionan herramientas que permite mostrar “instantdneamente” tantas representaciones
diferentes tal como sea necesaria y ademas de dotarlas de una percepcion dinamica a diferencia

de una representacion estatica dada en lapiz y papel.

En relacién a esto, Ingar (2014), detalla cédmo a través del software Mathematica es
posible realizar las tres actividades cognitivas ligadas a un registro de representacion (formacion,
tratamiento, conversién) para la representacion grafica de una funcién de dos variables en el
plano tridimensional, a partir del contacto entre el sujeto y los comandos propios del software, lo
cual permite ser exhibido en la pantalla del computador; en nuestro caso, hacemos referencia a
lo analizado por la autora ya que también usaremos un software computacional para la
representacion grafica de los objetos matematicos relacionados a la derivada direccional, en este

caso, usaremos como mediador el GeoGebra.

Por otro lado Duval, en sus diversos articulos presentados trata sobre el aprendizaje de
la geometria, donde desarrolla el concepto de aprehensiones de una figura geométrica, donde
una aprehensiéon es la accién de aprehender, es decir, asimilar o comprender una idea o0 un
conocimiento por completo por medio de las representaciones que se muestran, con respecto a
esto Duval afirma que “ajudam a compreender a aprendizagem da geometria e também explicar
certas dificuldades observadas na sua aprendizagem” [ayudan a comprender el aprendizaje de
la geometria y también explicar ciertas dificultades observadas en su aprendizaje] (Moretti, 2013,
p.1). Es alli donde se desarrolla las aprehensiones de tipo: perceptiva, secuencial, discursiva y

operatoria, todas estas en relacion al registro de representacion de las figuras geométricas.
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Posteriormente a ello, se tiene investigaciones bajo el marco tedrico propuesto por Duval en
relacion al desarrollo de las aprehensiones en diversos registros, por ejemplo, en el caso del
registro figural y grafico mediado por un software de representacion o también llamado, sistema
Algebraico Computacional (CAS), donde tenemos a Ingar (2014), Salazar y Almouloud (2015),
Pefaloza y Salazar (2018), expresado por los investigadores como el Registro grafico Dindmico
(RGD) o Registro grafico CAS, donde, los investigadores coinciden en el hecho que previamente
el sujeto, necesita comprender los comandos basicos del software que se usara, ademas, del

conocer las nociones matematicas envueltas para una adecuada representacion.

Ahora, en relacién a la parte tedrica de nuestra investigacion, deseamos analizar la
manera de cémo es entendido la interpretacion geométrica de la derivada direccional a partir de
su representacion algebraica vista en la figura 4, siendo asociado con la pendiente de la recta
tangente que pasa por la funcion f(x,y) en un punto de su dominio y en una direccion u
especifica; por tal razon adicionalmente presentamos la definicion de aprehensiones propuestas
por Duval, lo cual nos servira para ser analizado en el desarrollo de las actividades que seran
presentadas posteriormente en la fase experimental; pero dicha concepciéon de aprehensiones
seran adaptados al registro grafico dinamico; por tal razén, para esto se tiene en referencia las
investigaciones de Ingar y Silva (2019) y Pefialoza y Salazar (2018); donde se detalla la manera
gue se desarrolla las aprehensiones cuando se tiene un software de representacion como

mediador para dicha representacion (para nosotros sera el GeoGebra).

Aprehensidn perceptiva: Es aquella primera accion del sujeto de identificar un objeto
matematico a partir de su representacion grafica (en este caso, a partir de su representacion
grafica dinamica).

Tabla 2.

Aprehensién perceptiva de un registro grafico dinamico

Representacidn gréfica del objeto Aprehensién Perceptiva

En la representacion dada, se
observa una recta en R® ta cual es
tangente a la funcién z = f(x,y) en

el punto A.
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En la figura mostrada en la tabla 2; si el sujeto a primera impresién reconoce la
representacion de una recta tangente en un punto de la superficie dada, se dice que desarrollo
una aprehensién perceptiva, sin embargo, no podria reconocer bajo qué direccion la recta esta
inclinada ni mucho menos un segundo punto de paso en el plano tridimensional para el célculo

de su pendiente.
Aprehension discursiva: Es la capacidad del sujeto de reconocer propiedades internas

en relacion al objeto representado las cuales no fueron detalladas de forma explicita.

Tabla 3.

Aprehension discursiva de una representacion grafica

Representacion gréfica del objeto Aprehension Discursiva

El punto A es aquel por donde pasa la recta

tangente que intercepta a la funcion z = f(x,y)

u = (uy,u,) es un vector direccion en relacion a

la recta tangente L

7 €s el plano que intercepta de forma

perpendicular a f (x, y) que pasa por A en

direccion del vector u = (uy, u,)

C es la curva de interseccion de la funcion z =

3 f(x,y) yelplano

o i\ L
B LR B S g

z = 1(x,y)

L es la recta tangente a la curva C

En la tabla 3, se muestra la aprehension discursiva que el sujeto puede realizar al
reconocer los conceptos u objetos matematicos inmerso en relacién a la representacion grafica

que se presenta.

Aprehensién secuencial: Se trata de la descripcion o construccion de una figura, lo cual
implica, no solo conocer las propiedades matematicas del objeto, sino también de las técnicas
gue se usa para poder graficarlo (esto es en el caso del registro de las figuras geométricas).
Ahora, para lograr una descripcion grafica de la derivada direccional por medio del GeoGebra,
esta seria la descripcién de comandos que es necesario ejecutar para lograr tal representacion

grafica dinamica.
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Tabla 4.

Aprehension secuencial de la representacion grafica de la derivada direccional
Aprehension Secuencial

Representacion gréfica del objeto
Paso 1: Activar la vista grafica 3D

Paso 2: Ingresar en la barra de entrada la funcion a representar
por ejemplo f(x,y) = 4 — x? — y?

Paso 3: Ingresar en la barra de entrada el punto del dominio
de la funcién que vamos a utilizar y el punto en su superficie
Entrada: A = (1,1)

Entrada: A" = (1,1, f(1,1))

Paso 4: Ingresar en la barra de entrada el vector direccion
Entrada: u = Vector ((-2,-1))

Paso 5: Generar la recta que pase por u y el punto A.
Entrada: g = Recta (4, u)

Paso 6: Generar el plano que pase por A’ en direccién a g
Entrada: = = Plano (4, g)

Paso 7: Generar la curva de interseccion entre el plano y la
funcion f(x,y)

z=1(xy)

Entrada: C=IntersecaRecorridos (7, f (x,y))

Paso 8: Generar la recta tangente a la curva C en A

Obs: Para representar esto, se detallara en el capitulo 2.1

En la tabla 4 se aprecia la construccion de la representacion grafica (por medio del
GeoGebra) de la recta tangente en direccion de un vector dado, necesario para la construccion

del concepto de derivada direccional. Cabe acotar que para esto se tiene en cuenta lo afirmado
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por Ingar y Silva: “no s6lo precisamos conocer las herramientas técnicas utilizadas, es decir, el
menu de comandos del software y su sintaxis, sino también requerimos los conocimientos
matematicos del usuario para estar en continua dialéctica con las representaciones semiéticas

propias del software” (2019, p. 210).

Aprehension operatoria: Segun Duval, hace referencia a las modificaciones que se
puede hacer a una figura inicial en otras posibles (trasformacion a figuras equivalentes y/o
modificar su figura inicial), con la finalidad de una exploracion heuristica para dar solucion a un
determinado problema o una demostracion. Ademas, Duval, distingue tres tipos de
modificaciones, las cuales son: modificaciones 6pticas, modificaciones posicionales y
modificaciones mereoldgicas (todo esto en relacion al registro figural). Ahora en relaciéon a la
aprehensién operatoria en la representacion gréafica dinamica dado por medio de un software de
representacion, por un lado, Ingar (2014) afirma que, la exploracion heuristica si es posible con
el apoyo el software, ya que nos permite tener representaciones dinamicas a diferencia de una
representacion estatica hecho con lapiz y papel. De igual manera, Pefialoza y Salazar (2018)
argumentan que la necesidad del sujeto para realizar modificaciones y/o transformaciones de su
representacion grafica dadas en un software de representacion para obtener informaciéon con
respecto a elementos o caracteristicas asociado a dicho objeto matematico, es una evidencia del

desarrollo de su aprehension operatoria.

Es asi y en base a las investigaciones en referencia, presentaremos los tipos de

modificaciones que se tendra en cuenta en la representacion grafica mediada por el GeoGebra.

¢ Modificacion oOptica: es la variacion de tamafio de la grafica, manteniendo la forma de la
representacion, por ejemplo, en el GeoGebra, esto ocurre cuando en la Vista Grafica 3D

hacemos girar la rueda del mouse o también, por medio de las herramientas Aproximar /

Q Q.

Alejar ; lo cual nos genera una ampliacion o reduccion de la grafica, como se

aprecia en la tabla 5.
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Tabla 5.

Modificacién éptica

Aprehension operatoria: Modificacién optica

¢ Modificacién posicional: es la variacion de la posicion inicial de la representacion grafica

por medio de rotaciones o traslaciones sobre uno de los ejes coordenados, pero

manteniendo el tamafio y la forma, lo cual permite una mejor visualizacién del objeto

matematico que se esta representado graficamente, por ejemplo, en relacion al

GeoGebra, esto ocurre cuando, en la Vista Grafica 3D mantenemos apretado el clic

izquierdo del mouse y lo movemos manualmente o también, por medio de la herramienta

Rota la Vista Grafica 3D CG’ Desplaza Vista Grafica "j" logrando asi, lo apreciado en la

tabla 6.

Tabla 6.

Modificacién posicional

Aprehensién operatoria: Modificacién posicional

Posicion inicial Traslacion

Rotacion
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En relacion al marco tedrico presentado anteriormente, uno de los objetivos de tesis es
identificar las posibles aprehensiones que surgirdn en los sujetos de experimentacion (docentes
en formacion continua) cuando son sometidos a una secuencia didactica asociado al objeto
matematico de estudio (en este caso, entender la descripcion geométrica de la derivada
direccional a partir de su representacion algebraica), ademas de describir la manera de como
estas aprehensiones que surgen, llegan a coordinarse para dar solucion al objetivo de cada
actividad; cabe resaltar que al referirnos con el termino de coordinacion de aprehensiones, se
hace referencia a la manera de como las aprehensiones surgen una tras otra en el desarrollo de

la secuencia didactica, todo esto siendo mediado por el GeoGebra.

Al haber definido aspectos a considerar en la investigacion relacionado al marco tedrico

y su relacién con el objeto matematico, procedemos a enunciar la pregunta y objetivos de tesis.
1.4 Pregunta y objetivos de la investigacion
Pregunta de investigacion:

¢,Como una secuencia didactica mediada por el GeoGebra favoreceria a los docentes en
formacion continua desarrollar su aprehension perceptiva, discursiva y operatoria en relaciéon a

la comprension geométrica de la derivada direccional asociado a su representacion algebraica?
Objetivo general:

Estudiar codmo una secuencia didactica mediada por el GeoGebra favoreceria a los docentes en
formacion continua desarrollar su aprehensién perceptiva, discursiva y operatoria en relacion a

la comprension geométrica de la derivada direccional asociado a su representacion algebraica.
Objetivos especificos:

¢ Identificar las aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria que desarrollan los
docentes en formacion continua al resolver una secuencia didactica mediada por el
GeoGebra para la comprension geométrica de la derivada direccional asociado a su
representacion algebraica.

e Describir como los docentes en formacion continua coordinan las aprehensiones
perceptiva, discursiva y operatoria que fueron desarrolladas al resolver una secuencia
didactica mediada por el GeoGebra para la comprension geométrica de la derivada

direccional asociado a su representacion algebraica.

En la siguiente seccion se describe los aspectos metodolégicos necesarios, los cuales,

guiaran nuestra investigacion para responder nuestra pregunta de investigacion.
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1.5 Metodologia de la Investigacion

Existen diferentes tipos de investigaciones en educacion matemética, donde cada uno de
ellos esta regido bajo sus propias etapas de descripcion del tipo de investigacion que se realiza,
por ejemplo, segun Sierra (2011), se pueden clasificar en: investigacion descriptiva, investigacion
experimental, investigacion cualitativa (o interpretativa), investigacion histérica e investigacion-
accion. Ademas, como afirma el autor, actualmente se halla investigaciones en la cual se
mezclan tipos de investigaciones experimentales, con corte cualitativo e historico, ofreciendo asi
“una gran riqueza a la investigacion, tanto en metodologia como en resultados” (Sierra, 2011, p.
185).

Por otro lado, Sierra (2011) manifiesta que a diferencia de una investigacion con un
riguroso procedimiento experimental (investigacion cuantitativa), en una investigacion de tipo
cualitativa no se exige un recojo de datos para contrastar con la hipétesis planteada, pero si se
halla un andlisis en relacion a la pertinencia y significacion de los datos recogidos, ademas, de
la posibilidad de replicar o generalizar la investigacién, ya que se busca capturar la complejidad
del hecho educativo que se investiga; Knapp (1986, como se cit6 en Martinez, 2006) indica que,
el investigador cualitativo debe tener la actitud de un enfoque inicial exploratorio y de apertura
mental ante el problema a investigar, como también de dar a conocer los resultados escritos en
los que se interpretan los eventos de acuerdo a los criterios que se consideraron, de tal forma
gue un lector pueda tener una vivencia profunda de lo que es esa realidad. De igual manera,
Segun Hernandez et al. (2014), “La investigacion cualitativa se fundamenta en una perspectiva
interpretativa, centrada en el entendimiento del significado de las acciones de seres vivos, sobre
todo de los humanos y sus instituciones (busca interpretar lo que va captando activamente)” (p.
9). En relacién a las hipotesis o preguntas de investigacion en torno a los datos recogidos,
Hernandez et al. (2014) afirman que “Los estudios cualitativos pueden desarrollar preguntas e
hipétesis antes, durante o después de la recoleccion y el analisis de los datos” (p. 7). Es decir,
en el proceso de interpretacion de los datos, se pueden afinar las preguntas de investigacion o
generar unas nuevas preguntas, resultando asi, que el proceso cualitativo no sea un proceso
estructurado lineal, sino de tipo circular, donde el proceso mismo, permite regresar a etapas
previas, teniendo asi un proceso de manera dinamica, logrando que la secuencia de pasos no

siempre sea la misma, sino, esta dependa del estudio que se analiza.

De lo manifestado anteriormente podemos argumentar y justificar que nuestra

investigacion tiene las caracteristicas propias de una investigacion con un enfoque cualitativo ya
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gue nuestro foco de estudio es percibir y describir las acciones que los sujetos van realizando en

la fase experimental en relacion al objetivo de tesis.

En la figura 6 se muestra el proceso metodolégico de tipo cualitativo propuesta por
Hernandez et al. (2014), lo cual nos servira de guia para considerar en nuestra investigacion.

Figura 6. Proceso de investigacion cualitativa

Fase 1 . Fase 2 . Fase 3
Fase 9 b Id Planteamiento Inmersion inicial en
> x & del problema el campo )}
Elaboracion del 8D
reporte de resultados 4 L 4 A Fase 4
I _—— literatura existente ~ —— * —9 diggggegglllr;tiedlio
yd (marco de referencia)
Fase 8 d b :
Interpretacion de a4 / N Fase 6 N\ I
resultados L1 AN Fase 5
. i Recoleccion b Definici .
Fase 7 e ks ¢ Definicin de la muestra mmal
. del estudio y acceso a ésta
Analisis +
de los datos -

Nota. Tomado de Metodologia de la Investigacion (6ta ed.) (p.7), por R. Hernandez et al., 2014, Ed. Mc

Graw-Hill Interamericana.

En base a lo propuesto por Hernandez et al. (2014), el procedimiento metodolégico que

seguiremos en nuestra investigacion sera de la forma que se muestra en la figura 7.

Figura 7. Proceso de investigacién cualitativa para nuestra investigacion

Fase 1

Planteamiento del
problema

Fase 2

Aspectos matematicosy
didacticos de la Derivada
Direccional

/

-

Fase 7 \ Fase 3
Conclusiones . o Investigaciones de - | Disefio de actividades
- 7| referencia existente " de estudio
A
v
Andlisis e interpretacidn - Analisis esperado de
» H Recol de Dat ‘——’ tf—
de datos geolection de Latos actividades
Fase 6 Fase 5 Fase 4

Nota. Adaptado de Metodologia de la Investigacién (6ta ed.) (p.7), por R. Hernandez et al., 2014, Ed. Mc
Graw-Hill Interamericana.
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En la figura 7, se tiene el proceso metodoldgico cualitativo que se llevara a cabo en la
investigacion, donde cada fase tiene su propia caracteristica en la estructura de tesis, todo esto
a partir de lo propuesto por Hernandez et al. (2014), donde se detalla de la siguiente manera:

Planteamiento del problema: En esta parte se presenta las investigaciones de referencia
gue estan relacionados con los aspectos tedricos que se pretenda seguir e investigaciones en
torno al objeto matematico, lo cuales permitan la justificacién del porqué de la misma; también
se disefia los objetivos (de forma exploratoria) a los que se desea alcanzar, como también,
formular la pregunta de investigacion describiendo el contexto que englobe la investigacion, el

marco teorico y la metodologia que guiara a la investigacion.

Aspectos matematicos y didacticos de la Derivada Direccional: Se presenta aspectos
matematicos de la Derivada direccional a través de libros usualmente usados por los estudiantes
y docentes en pregrado, en los cuales se hace una exploracion entorno al planteamiento del
problema, ademas de conocer la forma de cémo se percibe e interpreta el significado del objeto
matematico a analizar, los cuales permitiran tener una idea del disefio que se desea plantear

para las actividades a ejecutar.

Disefio de actividades de estudio: Se plantea una secuencia de actividades entorno al
planteamiento del problema, por medio de situaciones que los estudiantes puedan experimentar
respecto a un fenbmeno o proceso, en la cual se busca explorar, analizar, entender y describir

la experiencia comun que puedan lograr los participantes.

Andlisis esperado de actividades: Se describe las posibles acciones que realizan los
sujetos en la fase experimental tras la ejecucién de ella, asi como la relacién que existe en torno
a las acciones realizadas desde nuestro marco tedrico y objetivos de tesis, lo cual servira para

contrastar con lo obtenido y observado posteriormente.

Recoleccién de datos: Esta parte esta dirigido para proveer un mayor entendimiento de
los significados y experiencias de las personas al ser sometidos a actividades ligadas a la
investigacion (fase experimental), a lo cual, el investigador a partir de diversas técnicas,
comienza a aprender por observacion y la descripcion de los participantes, de tal forma concibe
registrar los datos necesarios por medio de narraciones, videos, audios, que posteriormente
servirdn para el contraste con los objetivos de la investigacion. Cabe resaltar que en una

investigacion de tipo cualitativa la recoleccién y analisis de datos se dan de manera paralela.

Andlisis e interpretacion de datos: En esta etapa posteriormente de la recoleccién de

datos no estructurados, el investigador le proporciona una estructura, a partir del planteamiento
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del problema, es decir otorgar de sentido a lo recolectado, logra una interpretacion y explicarlo,
asociando con el conocimiento disponible y lo que se esperaba llegar por parte del investigador.
Cabe resaltar que la interpretacion de datos puede diferir de lo que podrian argumentar otros
investigadores, lo cual no implica que una interpretacion sea mejor que otra, sino que cada quien
posee su propia perspectiva.

Conclusiones: Es una exposicion narrativa con un estilo personal del investigador donde
se presenta los resultados entorno al contexto que se presenta la investigacion, en relaciéon a
contrastar una respuesta a la pregunta y objetivos de tesis, y de su vinculacion a resultados de
estudios anteriores; ademas de las reflexiones del investigador en relacion a los datos que se

pudieron recabar y del estudio realizado, como también las limitaciones y sugerencias para
futuras investigaciones.

En el siguiente capitulo, abordaremos aspectos matematicos y didacticos entorno a
nuestro objeto matematico de estudio.
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Capitulo Il: Aspectos matematicos y didacticos de la derivada

direccional

En este capitulo se abordard aspectos matematicos y didacticos en relacion a la
ensefianza percibida de la derivada direccional, todo esto visto a través de libros de aprendizaje
usualmente utilizado por estudiantes y docentes, por otro lado, ya que se tendrd como medio de
representacion el GeoGebra, se presenta también aspectos basicos del software (como
herramientas y comandos) que permita observar las representaciones dinAmicas generadas a
partir de este al construir el objeto matematico que se desee ensefar, en nuestro caso, la

descripcion geométrica de la derivada direccional.
2.1 Representacion gréfica de la derivada direccional por medio del GeoGebra

En esta seccion se presenta una secuencia de pasos en el GeoGebra como guia para
poder representar graficamente lo aspectos matematicos relacionado a la derivada direccional lo
cual forma parte de la descripcién geométrica usualmente presentada en los libros académicos.
De igual manera, mostraremos el potencial y utilidad de las herramientas y comandos propios

del GeoGebra para obtener una representacion grafica dinamica del objeto matematico.

El GeoGebra como lo indica en su pagina oficial; es un software de matematicas para
todo nivel educativo, donde a través de él, se puede dinamizar el estudio en diversas areas, por
ejemplo, la geometria, algebra, estadistica y calculo, por medio de registros graficos, de analisis
0 su organizacion por medio de hojas de célculo, lo cual a la fecha es muy usado por la
comunidad docente a nivel mundial, donde en su pagina oficial se puede apreciar aportes de
todo nivel académico relacionado a diversos temas y objetos matematicos. Ademas, el
GeoGebra a diferencia de otros softwares matematicos, actualmente es un software libre y facil
acceso para diversos sistemas operativos, teniendo asi, diversas versiones (desarrolladas al
paso del tiempo) tanto para pc y como para dispositivos portables, donde cada uno de estos
puede ser descargado de su pagina oficial, adicionalmente a esto se cuenta con el acceso al
software de monera online por medio de su pagina web. En nuestro caso usaremos la version

GeoGebra Clasico 5.

Al abrir el GeoGebra tenemos la primera presentacion que se aprecia en la figura 8.
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Figura 8. Primera vista del GeoGebra

. 0,

+ \ista Algebraica “II" Vista Grafica o 2
1 [

IDEERNEERANEDE

Entrada |

3

En la figura 8, se aprecia en la parte (1) la Vista Algebraica; la cual mostrara las

representaciones algebraicas de los objetos mateméaticos que deseamos representar por medio
del software, en la parte (2) la Vista Grafica, mostrara su representacion grafica en un plano
cartesiano bidimensional, en (3) en Entrada, se digitara los objetos que desearamos representar
por medio de los comandos propios del software y en (4) se tiene la barra de comandos de facil
acceso, que puede ser usados de forma paralela con la barra de entrada, para la interaccion de

los objetos representados, como por ejemplo, ubicar un punto de la grafica, una recta, etc.

En nuestro caso ya que requerimos de una representacion tridimensional, necesitamos
una ventana que nos permita su visualizacion grafica entorno al plano tridimensional, por tanto,

para habilitar esta opcién se hara de la forma como se aprecia en la figura 9.
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Figura 9. Activacion de la Vista grafica 3D en el GeoGebra

Vista grafica 3D —J

En la figura 9, se habilité una ventana que permita visualizar las representaciones de
forma tridimensional para funciones de dos variables. Donde se aprecia que la barra de comando,

ahora nos dara diferentes opciones de acuerdo a la ventana donde se esté interactuando.

Por medio de esta primera introduccién vamos a mostrar la manera como representamos
graficamente los aspectos inmersos a la derivada direccional de una funcién z = f(x,y) en un
punto de su dominio A = (xg,Yo) en direccion de un vector unitario u = (uy,u,), s decir, su
representacion grafica. Para esto, comenzaremos introduciendo en la bandeja de Entrada los
siguientes comandos para lograr representar una funcion de dos variables, en este caso
consideramos una funcién f(x,y) de forma arbitraria, expresado como f(x,y) = x?> +y% y un

punto A de su dominio, (x4, y,) = (1,1) de la siguiente manera:
Entrada: f(x,y) = x2 + y?
Entrada: x_0=1
Entrada: y_0=1
Entrada: A_ 0=(x_0,y _0)
Entrada: A=(x_0,y 0, f(x_0,y_0))

Obteniendo asi, una representacion grafica a través del GeoGebra como se aprecia en la figura
10.
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Figura 10. Representacion grafica de la funcién f(x,y) en el GeoGebra

» Vista Algebraica  Vista Grafica ~ Vista Grafica 3D
® f(x,y) =x*+y° L hC~ i ACY Dv (T~ H~v Pv
ox,=1

oy, =1 4
® A=(1,1,2)
® A =(1,1)

Ay

Entrada:

@

Para la representacion del vector unitario, lo haremos a partir de la herramienta deslizador
ubicado en la barra de comandos de la ventana Vista Grafica, como se aprecia en la figura 11.

Figura 11. Eleccion de la herramienta deslizador en el GeoGebra

7 tesis capitulo 2.ggb
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Archive Edicion Vista Opcicnes Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
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» Vista Algebraica ~ Vista Grafica E_r Vista Grafica 3D
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2
X

- ABC Texto
O ox=1 _

SEAT! 4 M Imagen
® A=(1,1,2) .
®A=(11) . Botén

8 Casilla de control

a=1 Casilla de Entrada

Entrada: 3@
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Para crear el deslizador damos clic en el icono y en una ubicacion de la ventana de Vista

Gréfica, dando paso asi a su configuracion, como se aprecia en la figura 12.

Figura 12. Opciones de la herramienta Deslizador

| O Numero Nombre

[©4nguo] &

_ (O Entero [l Aleatorio

Intervalo Deslizador Animacién

Min: |0° Max: |360° Incremento: |1°

OK Cancela

Como se aprecia en la figura 12, tenemos tres opciones para el deslizador; entre namero,
angulo y entero, en nuestro caso usaremos la opcion Angulo y en la opcion intervalo pondremos

los valores para Min: 0, Max: 360° e incremento de 1°; finalmente damos en OK.

Ahora, vamos a representar nuestro vector direccion u en funcion del Angulo que se cre6
por medio del deslizador y ubicando su punto inicial en 4, , obteniéndose asi, como se muestra
en la figura 13.

Entrada: u=vector(cos(a), sen(a))
Entrada: v=vector(A_0, A_0+u)

Entrada: d=Circunferencia(A_0, 1)
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Figura 13. Representacion del vector unitario u

} Vista Algebraica ~ Vista Grafica ~ Vista Grafica 3D
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® d:(x-1p+(y-172=1 d

En la figura 13, hemos construido el vector direccion a partir del punto A, = (x,, y,) que
pertenece al dominio de la funcion f(x,y), ahora vamos generar la recta que pasa por 4, y el
vector unitario u, ademas del plano que pasa por el punto A de la funcién y en la direccion del
vector u, para esto digitaremos en la barra de entrada sus comandos respectivos, obteniéndose

asi, lo apreciado en la figura 14.
Entrada: L=Recta(A_0, u))

Entrada: Plano(A,L)

Figura 14. Plano que pasa por A en direccién del vector direccién u

®A=(11)
® a=56°

_ (0.56)
~ \o.83
_ (!!.56)
~ \os3
d:(x-1p2+(y-12=1 d
p: 1.66x - 1.12y = 0.54

» Vista Algebraica ~ Vista Grafica ~ Vista Grafica 3D
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¥, =1 “ o =56°
® A=(1,1,2) . \

u
v

Entrada: Plano (A, Recta(A_0, u)) s @
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Como se aprecia en la figura 14, el plano generado en la direccién del vector unitario u
intercepta a la funcion f(x,y), observando asi una curva de interseccion; la cual se puede
generar su representacion grafica por medio del uso de la herramienta Interseccion de superficies

& gue se tiene en la ventana de la Vista Grafica 3D.

7]

Figura 15. Curva de interseccion entre la funcién f(x,y) y el plano ‘p

[ A > Dlelel 4 @14 N £

» Vista Algebraica X 2} “ | * Vista Grafica 3D X
e f(x.y) = x> +y?
x, =1
Y, =1
e A =(11)
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® q=56°
4
o= (03)
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«v=(0%)
L:-0.83x + 0.56y =-0.27

® p:1.66x-1.12y =0.54
® ecl: (x*+y*=21.66x-1.12y = 0.54) !

Entrada: ¥

En la figura 15, la expresion ecl: (x? + y? = z,1.66x — 1.12y = 0.54) es aquella generada
a partir de la interseccién del plano “p” y la funcion f(x,y) en el punto A, con un vector direccion
u = (cosa, sena), el cual, como se aprecia en la figura, cambiara de posicion y forma mientras
varie el angulo direccion. Es asi, que podemos observar e intuir que la pendiente de la recta
tangente a la curva de interseccion de la funcién f(x,y) = x? + y? con el plano “p” (generado por
el vector u) en el punto A, llegaria hacer lo que se denomina, derivada direccional de f en A, en
la direccion del vector unitario u. Si hacemos clic derecho en cada uno de los objetos
representados y elegimos la opcion Objeto visible podemos tener una mejor representacion
geométrica de la recta que debe pasar por A, lo cual permite asociar lo obtenido con la definicion

geométrica de la derivada en 2D, como se aprecia en la figura 16.
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Figura 16. Opcién de Objeto visible para las representaciones
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Ademas, el uso de herramientas propias del software, permite tener una mejor
presentacion de las representaciones graficas generadas, por ejemplo, el uso de la herramienta

Rota la Vista Grafica 3D y la opcion de variar el color de cada uno de los objetos,

obteniéndose asi, como se aprecia en la figura 17.

Figura 17. Modificaciones internas de los objetos representados en el software GeoGebra
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El posicionar nuestra representacion grafica como se aprecia en la figura 17, permite
observar que se forma un “plano cartesiano UZ” en funcion del vector direccion "u" y el eje "z" ,
lo cual podemos asociarlo desde una perspectiva a una gréfica de una funcion en 2D, ademas
gue pensar que la pendiente de la recta tangente a la curva en A en direccion de u (la cual seria
una recta en 3D), seria la derivada usual que conocemos, pero ahora de manera general
podemos lograr obtener diversas rectas tangentes de acuerdo al punto del dominio de f(x,y)
gue se tenga, ademas de contar con la direccion en la cual se desee conocer su variacion,
permitiendo asi una mejor apreciacion del concepto geométrico de la derivada direccional gracias
a su representacion grafica tridimensional y dinamica generado a partir del GeoGebra. Con
respecto a lo dicho anteriormente el GeoGebra permite generar una ventana dimensional que
permite representar el “plano cartesiano UZ” ademas de la curva de interseccion generada, para
esto basta dar clic derecho en el plano "p", y seleccionar la opcién Representacién 2D de p,

como se aprecia en la figura 18.

Figura 18. Vista grafica del plano cartesiano generado por el vector direccion u
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% Renombrar | A
Borrar

Propiedades del objeto

Con respecto a lo manifestado en el parrafo anterior podemos dar una representacion
gréfica de la recta tangente que pase por A y sea tangente a la funcion f(x,y) de la siguiente

manera. Primero crearemos un deslizador h que tenga como caracteristica ser un NUmero
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considerando como valor Minimo igual a —0.6 y un valor M&ximo de 0, con un incremento de 0.02
(como se aprecio en la figura 12), posteriormente a esto crearemos un punto B el cual esté
ubicado de manera arbitraria en la curva ec1 y que dependa del valor de h, ademas de una recta
T que pase por los puntos A y B cuyos comandos respectivos y su representacion gréafica se

muestra a continuacion:
Entrada: B=Punto((x_0 + h cos(a), y_0 + h sen(a), f(x_0 + h cos(a), y_0 + h sen(a)))

Entrada: T=Recta(A, B)

Figura 19. Representacion grafica de la recta tangente a f(x,y) por medio de un deslizador
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En la figura 19 se aprecia que por medio del deslizador h la recta secante que pasa por
los puntos Ay B llega ser una recta tangente a la funcion f(x,y) en el punto A, a medida que los
valores del deslizador h tiende a cero; lo cual, es la manera que se representa algebraicamente
la derivada direccional por medio de un limite como se apreci6 en la figura 2; adicionalmente a
esto, podemos observar que por medio de las herramientas del GeoGebra podemos dotar de
dinamismo a la representaciéon gréfica lo cual nos permite una mejor comprension de las
caracteristicas geométricas que podemos conjeturar a partir de esta, lo cual es primordial al

contar con representaciones tridimensionales.

En la siguiente seccibn se presenta aspectos histdricos vinculados al origen de la

derivada direccional dentro del calculo multivariable.
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2.2 Aspectos historicos de la derivada direccional

En nuestro estudio concerniente al concepto de derivada direccional, describiremos
aspectos histéricos relacionado al concepto de la derivada, visto inicialmente desde el &mbito de
lo que hoy conocemos en el célculo diferencial en una variable y posteriormente se mostrara
aspectos del inicio relacionado al célculo multivariable, lo cual engloba aspectos mateméticos
relacionados a la derivada direccional, para tal efecto, se consider6 extractos descritos por Ponce
(2014), e informacion extraida por medio de buscadores web relacionados a los aspectos

histdricos del calculo multivariable.

El concepto de derivada es fundamental en el calculo debido a sus multiples aplicaciones.
Por ejemplo, se utiliza para calcular la velocidad y aceleracién instantanea de un cuerpo en
movimiento; los valores maximos y minimos de funciones; asimismo se usa para optimizar la
produccién y ganancias 0 minimizar costos de operacion. Basicamente, la derivada de una
funcion es una medida de la rapidez con la que cambia el valor de dicha funciébn matematica,
segun cambie el valor de su variable independiente. Esta idea esta basada esencialmente en la
nocién de limite que hoy en dia se conoce, ejemplos de lo que actualmente reconocemos como
derivadas se usaron primeramente en un contexto particular para resolver problemas,
descubriéndose asi, el concepto general inmerso detras de estos usos; posteriormente con el
paso del tiempo muchas de las propiedades de la derivada fueron explicadas y desarrolladas en
aplicaciones matematicas y fisicas. Finalmente, estableciéndose asi una definicién precisa del
concepto de derivada dentro de una teoria rigurosa. A menudo se menciona que la idea de la
derivada se origin6 principalmente en la fisica. Newton, después de todo, invento6 el calculo y
establecié un método riguroso para el estudio del movimiento, sin embargo, ya en la edad media,
muchos fisicos que seguian la tradicion aristotélica se habian enfocado en el estudio del
“cambio”, un concepto central en la fisica de ese entonces. De hecho, se analizaron y clasificaron
de manera logica las diferentes formas en la que una variable podria cambiar de manera

uniforme, no uniforme, o como una combinacién uniforme y no uniforme.

A pesar de la importancia de la fisica en el desarrollo del célculo, las cuestiones fisicas
no fueron el motivo del desarrollo del calculo. Ciertamente el contexto fisico preparé el camino
para el establecimiento de algunas propiedades de la derivada y para la introduccion del
concepto de cambio dentro de las matematicas. Sin embargo, la principal motivacion para el
concepto general de derivada no se origind en la fisica, sino que la idea principal de la derivada,
asi como sus aplicaciones, se origin6 para resolver problemas en un contexto geomeétrico.

Posteriormente al trabajo de Fermat en la década de 1630, la derivada (todavia no definida
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rigurosamente) se desarrollaria gradualmente, relaciondndose de manera inesperada al mismo
tiempo junto con otras ideas tales como extremos, tangentes, areas, limites, continuidad y
funcién. Si bien es conocido que Isaac Newton (1643-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716) son
considerados como los creadores del célculo, esta afirmacion es una excesiva simplificacion de
los hechos. En realidad, el calculo es el producto de una larga evolucion de ideas en la cual,
ciertamente, estos dos personajes desempefiaron un papel decisivo, donde, Newton y Leibniz
retomaron los métodos existentes para el célculo de tangentes, extremos y areas,
incorporandolos dentro de dos conceptos mas generales, conceptos que actualmente
conocemos como integral y derivada. Asimismo, desarrollaron una notaciéon que haria mas

sencillo, el uso de conceptos generales, por ejemplo, actualmente seguimos usando la notacion
. ., ., d i 2 , . .
x de Newton y también la notacion ﬁ y [ ydx de Leibniz. Ademas de sus contribuciones de

manera independiente, cada uno de ellos dieron un argumento para demostrar lo que
actualmente conocemos como el Teorema Fundamental del Calculo. Newton llamé fluxién a su
“derivada”, la cual consideraba como la razén de un flujo o cambio. Leibniz consideré a la
“derivada” como una razén de diferencias infinitesimales y le llamé cociente Diferencial. A pesar
de que las contribuciones por parte de Newton y Leibniz fueron atacadas por el uso de los
infinitesimales, estos fueron aceptados en el hecho de que sus descubrimientos y procedimientos
conducian a resultados correctos. Los infinitesimales fueron una herramienta muy Util y exitosa,

asi que las cuestiones acerca de su validez fueron subsanadas debido a su eficacia.

Por otro lado, el calculo de varias variables surgio en los siglos XVIII y XIX paralelamente
junto a otras ramas tales como el andlisis vectorial, la geometria dimensional, etc. Los primeros
en elaborar estos trabajos fueron Newton y Nicolaus Bernoulli. Pero principalmente los autores
gue destacan en el desarrollo de la teoria fueron, Alexis Fontaine de Bertins, Euler, Clairaut y
Alembert. Los matematicos del siglo XVII establecieron grandes cambios con respecto a las
matematicas ya conocidas desde la antigliedad. Aparte de los matematicos ya mencionados
surgieron después matematicos muy importantes en la rama tales como Lagrange, Legendre,
Laplace, Condorcet, Monge y Carnot. Todos ellos destinaron alguno de sus trabajos al célculo
multivariable, por ejemplo, Euler hizo una amplia investigacién sobre lo que era la derivacion
parcial en el afio de 1734 y entre los afios 1744 y 1745 Alembert amplio el calculo de las derivadas
parciales investigando en la rama de dinamica. Podemos decir que la mayor parte de las
matematicas Yy la fisica entre los afios 1600 a los 1900 estan aplicados a lo que es el célculo
integral y diferencial, los cuales se han aplicado en diferentes fenébmenos fisicos como lo son, la

medicion de la electricidad, gravitacion, calor, entre otros elementos similares.
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Como se observd, muchos de los conceptos usados inicialmente en el estudio de
funciones de una variable, tales como limite, continuidad, entorno, rectas, derivacion, maximos,
minimos, etc., son revisados de manera general en el estudio del célculo multivariable, dando
asi una manera mas general o abstracta del célculo diferencial presentado a inicios por Newton
y Leibniz.

Como tercera parte, se presenta los aspectos matematicos de la derivada direccional,
teniendo referencia textos universitarios empleados usualmente por docentes dentro del curso

del calculo multivariable.
2.3 Aspectos matematicos de la derivada direccional

Uno de los textos usualmente asociados al proceso de ensefianza para temas inmersos
del calculo multivariable, es el de Calculo Multivariable de Stewart (2012) o también el Célculo
Vectorial de Pita (1995), por tal razon, en esta seccion revisaremos y haremos un analisis de
dichos textos desde la perspectiva del marco tedrico referencial (TRRS); concerniente a la

seccion de la Derivada Direccional, considerando la estructura presentada por ambos autores.

En este sentido se observa que, en Calculo Multivariable, Stewart (2012), para tratar el
concepto de Derivada direccional, se estudia aspectos matematicos previos estructurado de la

siguiente manera, como se observa en la figura 20.
Figura 20. Indice presentado por Stewart (2012)

14.1 Funciones de varias variables 878

142 Limites y continuidad  §92

14.3  Derivadas parciales 900

144 Planos tangentes y aproximaciones lineales 915
145 Reglade lacadena 924

14.6 Derivadas direccionales y el vector gradiente 933

14.7 Valores mdximos y minimos 946

Nota. Tomado de Célculo de varias variables trascendentes tempranas (p.7), por J. Stewart, 2012,

Cengage Learning.

Se observa en la figura 20, que para el autor, el dar a conocer el concepto matematico de
derivada direccional, previamente el estudiante debe tener la nocién de derivada parcial, plano

tangente, aproximaciones lineales y la regla de cadena, lo cual permita tratar en la seccién 14.6
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de una forma donde estos objetos matematicos no sean ajenos para el estudiante, es asi donde
se introduce el concepto de Derivada direccional por medio de una situacién asociada al
concepto de Derivada parciales, como se aprecia en la figura 21.

Figura 21. Presentacion del concepto de Derivada direccional en lenguaje natural

Supongamos que ahora queremos encontrar la razén de cambio de z en (xo, yo) en la
direccién de un vector unitario arbitrariou = (a, b). (Véase figura 2.) Para hacer esto con-
sideremos la superficie S cuya ecuacion es z = f(x, y) (la grafica de f), y sea zo = (xo, Yo).
Entonces el punto P(xo, o, zo) queda sobre S. El plano vertical que pasa por P en la direc-
ci6én de u interseca a S en una curva C (véase figura 3.) La pendiente de la recta tangente T
a C en el punto P es la razén de cambio de z en la direccién de u.

Nota. Tomado de Calculo de varias variables trascendentes tempranas (p.933), por J. Stewart, 2012,

Cengage Learning.

Es alli donde el autor, usa una representacion en el registro de lengua natural para dar a
explicar la idea del concepto que se desea presentar, dando asi paso a una conversion a una

representacion grafica de lo explicado anteriormente, como se aprecia en la figura 22.

Figura 22. Presentacién grafica de la Derivada direccional

P'(xg, ¥o, 0) e

ha// 2 )
L

hb I\ 4
Qley0) /

Nota. Tomado de Calculo de varias variables trascendentes tempranas (p.933), por J. Stewart, 2012,

Cengage Learning.

56



Posteriormente a lo presentado en la figura 22, se procede a usar la representacion
gréfica para formalizar la representacion algebraica de la derivada direccional, por medio de los
objetos matematicos inmerso en la grafica y sus definiciones previamente conocidas por el

estudiante, como se observa en la figura 23.

Figura 23. Presentacion algebraica de la Derivada direccional

Si Q(x, v, z) es otro punto sobre C'y P, Q' son las proyecciones de P, Q sobre el plano xy,

entonces el vector es paralelo a u y entonces

P'Q" = ha = {ha. hb)

para algiin escalar h. Por tanto, x — xy = ha, v — v, = hb, por lo que x = x, + ha,
y=vo+ hb,y

Az oz Tzg flxg + ha, vo + hb) — flxg. vo)

h h h

Si tomamos el limite cuando /i — 0, obtenemos la razén de cambio de z con respecto a
la distancia en la direccion de u, la cual se denomina derivada direccional de fen la direc-
cidn de w.

[T] Definicion La derivada direccional de fen (x;, vy) en la direccién de un
vector unitario u = {a. b} es

flxg + ha, vo + hb) — flxo. vo)
h

Du f(xo, yo) = lim

si este limite existe.

Nota. Tomado de Calculo de varias variables trascendentes tempranas (p.934), por J. Stewart, 2012,

Cengage Learning.

En la figura 23, se puede observar el transito entre registros de representacion de la
derivada direccional, comenzando desde su representacion en lenguaje natural hacia su
representacion algebraica por medio de su representacién grafica, haciendo referencia a
caracteristicas propias del concepto que se define para su aplicacion por parte de los estudiantes;
pero a diferencia de la forma presentada en la figura 21, el autor emplea a partir de esta, un
tratamiento interno que permita transformar su representacién algebraica dada, a una mas
accesible para el calculo de la derivada direccional; lo cual a partir de conceptos previamente
conocidos por el estudiante surge el siguiente proceso realizado como se aprecié en la figura 3;
donde al realizar tratamientos internos a partir de su representacion algebraica por medio de

limite, y en concerniente a los tratamientos internos que se tiene al definir una derivada por medio
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de la regla de la cadena para una funcién del tipo g(h) = f(x, + ha, y, + hb), se puede concluir
una representacion alternativa de la derivada direccional, en funcion de las derivadas parciales
en "x" e "y", evaluadas en un punto de su dominio (x,,y,), la cual es una forma muy usada por
mayoria de estudiantes para el calculo relacionado a la derivada direccional, como se aprecio en

la figura 4.

Posteriormente, el autor detalla propiedades asociado a la derivada direccional, como,
por ejemplo, la maximizacién, minimizaciéon y su relacion que tiene con el vector gradiente,

presentando asi diversos ejemplos que permita su comprension con la parte tedrica presentada.

Algo que resaltar en el texto, es lo relacionado a la version alternativa de la derivada
direccional, como se tiene en la figura 4, pero, no existe un apartado donde se expliqgue o
ejemplifigue su concepto geométrico que se tiene a partir de ella, o como se asocia con sus
representaciones presentadas inicialmente, o quizas su relaciébn con conceptos preliminares
llevados antes de esta seccion, lo cual nos hace llevar a la reflexion lo expresado por McGee &
Moore-Russo (2015) en afirmar que “la mayoria de autores de textos parecen asumir que los
estudiantes son capaces de extender naturalmente el concepto de una pendiente 2D a 3D y en
consecuencia, no se necesario explicitar los aspectos relacionados a pendiente de una recta en
3D”; lo cual al analizar de manera general lo argumentado por dichos investigadores, eso esta
asociado con el concepto geométrico de la derivada direccional lo cual no es del todo evidente

cuando se presenta a los estudiantes de manera algebrizada.

Por otro lado, Pita (1995) en el capitulo 2 del libro de Calculo Vectorial, abarca aspectos
iniciales de funciones de varias variables para estudiar el concepto de derivadas direccionales,
como se aprecia en la figura 24, ademas se observa que el concepto de gradiente o plano
tangente se encuentra después de 4 secciones a la derivada direccional lo cual dista de lo
presentado por Stewart (2012), es decir podemos intuir que se hara una definicion previa en
relacion a la derivada direccional sin tratar aspectos que lo vinculen al plano tangente o el vector

gradiente.
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Figura 24. indice presentado por Pita (1995)

Capitulo 2. Funciones de varias variables . . . . . . . . . . ... ... ... 103
2.1 Funcionesde variasvariables . . . . . . .. .. ... 103
2.2  Geomeltria de las funciones de varias variables . . . . . . . . . . ... 112
23 Limitesycontinuidad . . . . . . . ... 127
2.4 Derivadas parciales . . . . . . ..o L 147
2.5 Derivadas direccionales . . . . . . . . . . e 158

Apéndice. El teorema del valormedio . . . . . .. .. ... o0 164
2.6 Diferenciabilidad . . . . . .. 0L o 168
2.7 Diferenciabilidad y derivadas direccionales . . . . . . . .. ... ... 184

Apéndice. El Teorema de Euler sobre funciones homogéneas . . . . . . . . . . . .. 188
2.8 Gradiente . . . . . ... I 193
2.9 Vectoresnormales . . . . .. L 201
2.10 Planostangentes . . . . . . . ...l e e e 207
2.11 Ladiferencial . . . . . .. . . ... L. 219
2.12 Derivadas parciales de 6rdenes superiores . . . . . . . .. ... .. 222

Nota. Tomado de Célculo vectorial (p.xi), por C. Pita, 1995, Prentice Hall.

Ahora, en la seccion 2.5 para la introduccion de la Derivada direccional, el autor describe
el proceso a seguir por medio de una representacion en lengua natural (frase subrayada de color
verde en la figura 25), relacionando con la idea que conocen los estudiantes de una derivada en
una variable (frase sombreada de color amarillo en la figura 25), es decir, describiéndolo como
un limite de una funcién multivariable en una direcciéon dada, y terminando la explicacion por

medio de una representacion figural como se aprecia en la figura 26.
Figura 25. Introduccién en lenguaje natural de la derivada direccional por Pita (1995)

Consideremos la funcién f: U € R" — R definida en el conjunto abierto U de R". Seav € R" un
vector dado de R", cuya norma es 1. Ahora queremos estudiar la variacién de la funcién_f en el
punto Xp € U cuando su argumento varia en la direccién marcada por el vector v. La idea para lograr
esto serd la misma que aparece en ¢l concepto de derivada de una funcién de una variable, y, més
recientemente, en el estudio de las derivadas parciales en la seccidn anterior, a saber, la derivada serd
“el Ifmite cuando el incremento de [a variable tiende a cero del cociente del incremento de la funcién,
dividido entre el incremento de la variable”. En el caso de las derivadas parciales, "¢l incremento de
la variable” correspondia al de la variable respecto de la cual se estaba derivando. Lo que haremos
ahora serd tomar el “incremento de la variable”, comenzando en el punto ¥y € U, y yendo en la
direccién del vector unitario v € " dado. Esquemdticamente

Nota. Tomado de Célculo vectorial (p.158), por C. Pita, 1995, Prentice Hall.
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Figura 26. Representacion figural de la derivada direccional por Pita (1995)

AR
¥o -+ ty
f o f(}{u-{"f'f) .
v e incremento de
\xn £(x0) la funcidn
U g 1..1:

Nota. Tomado de Calculo vectorial (p.158), por C. Pita, 1995, Prentice Hall.

Es asi como el autor describe el concepto matematico, dando la representacion
algebraica de la derivada direccional previamente analizado en la parte inicial de la seccién como
se aprecia en la figura 27. Algo que podemos acotar, es la manera generalizada que presenta el

autor para un espacio n — dimencional.

Figura 27. Representacion algebraica de la derivada direccional por Pita (1995)

Definicién. (derivadadireccional) Sea f: U C R" — R una funcién definidaen el conjunto
abierto I/ de R" y sea Xg € U un punto dado de /. Sea v € R" un vector unitario dado. Se
define la derivada de la funcién f en x;, en la direccién del vector v, denotada por %{{x{]}, 0
D, f(xp), como el limite

ov 10 t

Nota. Tomado de Célculo vectorial (p.158), por C. Pita, 1995, Prentice Hall.

Posteriormente, el autor hace un paralelo con la definiciébn de derivada parcial que se
estudid en la seccion anterior, dando asi a conocer a la derivada direccional como una
generalizacion de la derivada parcial pero en una direccion dada en el plano R?, después, se
ejemplifica lo presentado a través de ejemplos aplicativos que permita unificar los conceptos
vistos en secciones anteriores, ademas de dar hincapié a preguntas que refuercen lo aprendido
hasta el momento, por ejemplo; “cuando se dice que una funcién multivariable es diferenciable”,
por otro lado, se puede observar por parte del autor, el dar a conocer una interpretacion
geométrica de la derivada direccional a medida que se va trabajando en los ejemplos, como se

aprecia en la figura 28.
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Figura 28. Interpretacion geométrica de la derivada direccional, Pita (1995)

z= flny

/-/ . [ Recta de pendiente m en el plano zs

0 “\\,k\ : \h‘\’\i\t >
¥

Recta tangente 2 la curva € v 2 3 ¢

4 :

en (0, 0) con pendiente "‘: (0, 0y

Nota. Adaptado de Calculo vectorial (p.161-162), por C. Pita, 1995, Prentice Hall.

Cabe resaltar que la figura 28, presenta aspectos muy interesantes a diferencia de lo
tratado en Stewart (2012), ya que puede apreciarse “el nuevo sistema de coordenadas” que se
originaria entorno al vector direccion "v" y el eje "z", lo cual estéa relacionado a la interpretacion
geométrica de la derivada direccional vista como un limite, y mas audn, asocia dicha
representacion grafica al concepto de derivada en un plano bidimensional, es decir, como la
pendiente de una recta en el plano de direccion v, y vertical el eje Z. Algo que se puede acotar
es la poca visibilidad que se tiene de las representaciones, lo cual no permite una mejor
percepcion por parte de los estudiantes en relacion al concepto que se desea presentar, lo cual
nos pone a pensar en lo manifestado por Ryokiti (2019) al afirmar que, en el estudio que se
involucra funciones multivariables, un software de representacién (en ese caso el GeoGebra)
permite una mejor comprension de su representacion grafica, al visualizar las caracteristicas
geomeétricas y propiedades de los objetos mateméaticos que se estudia y mas aln si se dar una

manipulacién de la representacion gréafica por parte de los estudiantes.

Finalmente el autor termina la seccién a través de otros ejemplos que permitan la
conexion con definiciones en relacion a la continuidad o limite de funciones multivariables; cabe
resaltar, que en esta parte no se trata el andlisis de la version alterna de la derivada direccional
como se aprecia en la figura 23, lo cual se hace mayor detalle posteriormente en secciones
subsiguientes, lo cual implica una mayor demanda de estudio y analisis a través del texto, para

lograr consolidar tal objetivo por parte de los estudiantes.

En referencia a lo analizado y a nuestros antecedentes presentados en esta investigacion,
se busca proponer una secuencia didactica por medio de la cual los sujetos participantes puedan

comprender el concepto geométrico que se encuentra detras de la representacion algebraica de
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la derivada direccional (ver figura 23), lo cual se basa al concepto de pendiente de una recta en
el plano tridimensional; tal como fue mencionado por los investigadores de referencia. Por tal
razén, nuestra investigacion se centrara a identificar la manera que desarrollan los sujetos sus
aprehensiones, al resolver actividades propuesta en la secuencia didactica, todo esto mediado
por el GeoGebra.

Finalmente, en la siguiente seccién, revisaremos la manera como los autores
mencionados anteriormente, ejemplifican los conceptos presentados por medio de ejercicios

resueltos y propuestos en relacion al objeto matematico.
2.4 Aspectos didacticos en relacién a la ejemplificacién de la derivada direccional

A continuacion, se mostrara la manera cémo es ejemplificado el concepto de derivada
direccional tanto por Stewart (2012) y Pita (1995), y a través de ello, analizaremos desde el punto

de vista de nuestro referencial tedrico.

En la figura 29, se presenta un ejemplo dado por Stewart (2012), en la cual se observa el
determinar el valor de la derivada direccional, lo cual se aprecia su resolucién por medio de
calculos algebraicos en relacion a su representacion algebraica, al igual que una representacion
grafica de la situacion propuesta para dar a conocer una visién geométrica de lo que se pide,
acotando aspectos propios de la derivada direccional, como por ejemplo, el indicar que la
derivada direccional representa la razon de cambio en z en direccion de u. Y aspectos
geomeétricos relacionado a la pendiente de recta tangente en el punto de su superficie, todo esto
a partir de la representacion grafica que se detalla al finalizar el ejemplo mostrado pero todo ello
de manera muy puntual. Cabe resaltar que los ejemplos planteados en el texto, estan
relacionados con su aplicacion por medio de su representacion algebraica de la derivada
direccional y no desde una perspectiva a partir de su representacion grafica o de una

representacion dada por medio del lenguaje natural.
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Figura 29. Ejemplo did4ctico propuesto en Steward (2012)

Determine la derivada direccional D, f(x, v) si
flx,y) = x* = 3xy + 4y°

y u es el vector unitario dado por el dngulo 8 = 7/6. ;Qué es D, (1, 2)?

N Con la férmula 6 se tiene

w m
D, flx, v) = f.(x, v) cos + f.(x, v) sen—
O 6

3
(3x? “’\T  (=3x + 8y):

H3 /3 =3+ (8 h‘)\]

Por lo tanto

D.f(1,2) = 3v3(1)* = 3(1) + (8 - 3V3)(2)] = ——— =]

Nota. Tomado de Calculo de varias variables trascendentes tempranas (p.936), por J. Stewart, 2012,

Cengage Learning.

Posteriormente en el texto, se detalla aspectos relacionado a la derivada direccional y sus
propiedades en relacién al vector gradiente, plano tangente, los maximos y minimos,
presentando ejemplos resueltos a manera de ejemplificar cada apartado mencionado. Por otro
lado, en la figura 30, Pita (1995), presenta ejemplos del célculo de la derivada direccional en
relacion a su representacion algebraica dada a través de un limite, lo cuales, por medio de

tratamientos en su registro algebraico, se describe su resolucién.
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Figura 30. Ejemplo did4ctico propuesto en Pita (1995)

Ejemplod. Considere lafuncion f: R? — R, dadapor f(x, y) = (x— 1 +(y— )%, Lasuperficie
gue esta funcidn representa es la misma que la del paraboloide z = x* + ¥, recorrido su vértice
al punto (1, 1, 0). Calculemos la derivada direccional de esta funcidn en (0, 0} en la direceidn del

vector unitario v = (v2/2, v2/2). Tenemos

3 0,0y = tfm S22 V2[2) ~ f10,0)
av ] 1

i (V20/2 = 1 + (V2f2 - 1)} =2
==l r

= lim(r - 2v/2) = —2v2

Por otra pante, el plano ¥ = x es el plano perpendicular al plano xy, que contiene al vector v, (el
cual corresponde al valor de @ = /4 en la ecuacitn x sen @ — ycos 8 = 0). La interseccidn de este
plana con la superficie z = (x — 1 +(y— 1 es 2 = 2x — 1)* = @{x). Esta funcidn z = ¢(x) mide
la variacidn de ¢ respecto de x en la curva de interseccidn de la superficie con ¢l plano y = x. Para
obtener la variacidn de 1 con respecto a la variable 5 que se encuenira en el eje marcado por ¢l vector

r=ix=1F4(y=1pF

i r=2z-1= 2{#: - I}E

w ¥

Figura 5. Grifica del ejemplo 4.

v —que llamamos “gje 5" —(es decir, para obtener la “ecuacién natural” de la curva en el plans en
el que se encuentra ella), observamos que una unidad en el eje x commesponde a /2 unidades en ¢l
eje 5, de modo que la expresidn que relaciona este “cambio de unidades” en los ejes x y s es sv/2x 0
bien x = +/25/2. Entonces, al sustituir en z = g(x), obtenemos z = i(s) = 2(v/25/2— 1P queesla
ecvacidn de lacurva en el planoen el que ellase encuentra. Suderivadaen s = () nosdala pendienie de
la rectatangente a la curvaen ese punto. Tenemos if'(s) = 4( 1..-"1._’:‘.?'2 = 1K u"ﬁ,-"?.] =22 u"i:jﬁ =13,
de donde ' (0) = —~2+/2, valor gue coincide con el obtenido de la derivada direccional calculado al
principio del ejemplo (Fig 5). [ ]

Nota. Tomado de Célculo vectorial (p.162), por C. Pita, 1995, Prentice Hall.

Un comentario que podemos afadir concerniente a la figura 30, es en relacién a los
ejemplos propuestos por el autor, la conexién que se hace con temas tratados en apartados

anteriores y una descripcion geométrica por medio de una representacion gréfica vinculado a
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cada ejemplo que se presenta, pero la mayoria de estos, son analizados desde el punto de vista
de su representacion algebraica y después el dar paso a un andlisis geométrico de la misma,
pero no ocurre de manera inversa, lo cual pensamos que se crearia en los estudiantes una idea
de asumir que la representacion algebraica es en si, es la manera principal de asociarlo con el
objeto matematico, lo cual en términos de Duval indica que: “el confundir el objeto matematico
con la representacion que se hace de ellos, puede producir a lo largo del tiempo una pérdida de
comprension del objeto matemético y que los conocimientos adquiridos se vuelven inutilizables
a lo largo del aprendizaje; por tal razdn, es absolutamente necesario que un objeto matemético
pueda ser representado por medio de diversas representaciones semidticas”. A manera de
acotacion podemos observar el hecho que Pita (1995) al expresar la regla de correspondencia
del paraboloide en la representacion grafica, usa un tipo de notacion de lamanera z = (x — 1)% +
(y — 1)?, lo cual desde el punto de vista de la didactica podria prestarse a una confusién al hecho

de entenderlo como una ecuacion y no como una funcién, cuyas definiciones no son iguales.

Al finalizar el capitulo, hemos podido observar la manera que los autores de texto tratan
el estudio de la derivada direccional dentro del calculo multivariable, lo cual desde el punto de
vista del marco tedrico referencial (TRRS), nos permite observar la manera como es usualmente
percibido el objeto matematico, ayudandonos el plantear nuestra propuesta de secuencia
didactica bajo los aspectos matematicos que deberian ser reforzados para la concepcion del

objeto matematico, asociado con el objetivo de nuestra investigacion.
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Capitulo lll: Fase experimental y analisis

En este capitulo se describe las caracteristicas que intervienen en la fase experimental,
por ejemplo, una descripcion de los sujetos participantes, el escenario y herramientas usadas
para la realizacion de la misma, una descripcion de las actividades disefiadas, como también, los
posibles resultados que esperamos lograr que se presente, los cuales posteriormente sera
contrastado con los resultados obtenidos analizados desde de nuestro marco referencial.

3.1 Datos informaticos de los sujetos participantes de la Fase experimental

La investigacion esta disefiada para ser aplicada a docentes en formacién continua, cuya
formacion profesional radica en carreras donde se llevé cursos de célculo diferencial, integral en
dos y tres variables, es decir, que el objeto matematico que se presenta no es ajeno a su
formacion; por otro lado, cabe resaltar que los sujetos de investigacion cursan estudios de
posgrado en una universidad particular de Lima. En nuestro caso se consider6 la participacion
de dos docentes, cuya forma de eleccién fue en base a sus disponibilidad, aceptacion al proyecto,
su familiaridad con el GeoGebra y compromiso de participacion, ademas de indicar que la
manera de realizacién de las actividades en ambos no fue la misma; uno de los docentes
participantes realiz6 las actividades de manera virtual por medio de una videoconferencia via
zoom, para dicho docente nos referiremos a él con el nombre de Josué€; y por otro lado, para el
segundo docente participante se desarrollaron las actividades de manera presencial, nos

referiremos a él con el nombre de Caleb.
3.2 Escenario de la experimentacion

Para el desarrollo de la fase experimental y la recoleccion de datos en ambos
participantes, se consider6 programar sesiones personalizadas para cada uno; donde el
desarrollo de las actividades sera por medio de un ordenador (en el caso de Caleb se le facilitara
una laptop) con el GeoGebra instalado (en el caso de Josué se realizara por medio del GeoGebra
Online) y el trabajo realizado en maquina serd capturado en video y audio por medio de un
programa propio del sistema operativo Windows instalado (Windows + G), por otro lado, para la
recoleccién y analisis de datos, esto sera realizado por medio de una entrevista semiestructurada
en relacién a las preguntas disefiadas en las actividades a realizar con algunas acotaciones (si
fuera necesario) por parte del investigador; el tiempo total de la entrevista dura entre 60 a 90

minutos.
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3.3 Descripcion de Actividades

Se consider6 agrupar las actividades en dos fichas de trabajo, donde cada una de ellas
fue disefiada para su uso en el GeoGebra y con preguntas planteadas por el investigador en
relacion a conclusiones y sugerencias de las investigaciones de referencia, especificamente
aquella donde se aborda la problematica del objeto matemético. Las actividades fueron
ordenadas de manera secuencial, donde inicialmente se abarca el concepto geométrico de
pendiente de una recta en el espacio tridimensional, y posterior a ello, el analisis de la variacion
vertical que se obtiene, a partir de cambios en direccion a los ejes coordenados en un plano, todo
esto permite ser unificado, para consolidar una mejor concepcion geométrica que se tiene de la

representacion algebraica de la derivada direccional.

Por otro lado, en cada actividad que se plantea, se busca identificar las aprehensiones
gue surgiran por parte de los sujetos de experimentacion y para esto se tendra en cuenta lo que
es realizado por ellos en la resolucion de las actividades; adicionalmente, la participacion del
investigador sera de presentador y guia, donde posteriormente a manera de una entrevista
semiestructurada se tomara nota de las acciones realizadas por los participantes, lo cual servira
para su contraste con lo esperado inicialmente. En la Tabla 7 se detalla la descripcidn y objetivos

de cada actividad a presentar.

Tabla 7.

Descripcion y objetivos de las actividades disefiadas

Actividad Descripcién de la Actividad Objetivos

A partir de la representacion gréfica de | Identificar las aprehensiones

una recta en el espacio 3D, se busca perceptiva, discursiva y operatoria
gue el sujeto movilice sus conceptos de | que desarrollan los sujetos al resolver
pendiente de una recta, pero ahora actividades donde se movilice el

lra Parte desde una perspectiva tridimensional, concepto de pendiente de una recta,
para lo cual, es necesario que el sujeto | pero desde una perspectiva

realice tratamientos a partir de la tridimensional por medio de las

representacion grafica presentada. herramientas propias del GeoGebra.
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Identificar las aprehensiones

A partir de la representacion grafica de | perceptiva, discursiva y operatoria

un plano en el primer octante se busca | que desarrollan los sujetos al resolver
2da Parte | que el sujeto movilice conceptos de actividades que asocie la variacion
pendientes direcciones sobre dicho vertical que se tenga a partir de los
plano, ademas de la variacion vertical cambios direccionales presentados en
asociado a este. un plano, por medio de las

herramientas propias del GeoGebra.

3.4 Andlisis esperado en el desarrollo de actividades propuestas

En esta seccién, presentaremos el analisis de cada una de las preguntas dadas en cada
actividad (ver anexo), ademas se expone los posibles resultados esperados, todo esto bajo los
argumentos de nuestro marco teérico referencial y la estructura de nuestra metodologia. A
continuacion, se presenta la primera parte de las actividades que se dara a los docentes

participantes.

ACTIVIDAD 1

Abra el archivo Actividadl.ggb (de manera expandida en la ventana del ordenador) y
apreciara la representacion gréafica de una recta en el espacio 3D, por otro lado, en la parte
inferior encontrara la herramienta deslizador, de tal forma que a medida que este se mueva,
obtendrd la representacion grafica de otras dos rectas tridimensionales. y conforme a lo
presentado responda la siguiente pregunta para los tres casos. ¢, Cual es el valor numérico de

la pendiente de la recta en el espacio? Explique su procedimiento.

La Actividad 1 consta de una pregunta, pero dividido en tres situaciones diferentes, en la
cual se busca que el docente participante empiece a explorar y analizar los conceptos
relacionado a pendiente de una recta, pero aplicado ahora desde una perspectiva tridimensional.

El analisis esperado por parte de los docentes participantes se detalla a continuacion.
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Analisis de la Actividad 1

Al abrir el archivo Actividad1.ggb, se puede apreciar la primera representacion gréafica
de una recta en el espacio 3D que pasa por los puntos C y D, correspondiente a la Parte A, como
se observa en la figura 31.

Figura 31. Representacion grafica de una recta en el espacio 3D (Parte A)

ACTIVIDAD 1

PARTE: A "y

En la Vista Grafica 3D se muestra una recta en el espacio R3 s
donde se tiene como puntos de paso, los puntos: S s

€= (1,1,2)yD=(54,2)

¢+ Cudl es el valor numérico de la pendiente de |a recta que pasa por ' 7

Puede apoyarse en la herramienta “Direccién de Vista - -fSr/
—

Naota: “Mueva el deslizador para pasar al siguiente enunciado’ ‘\ S

& X

En la figura 31, se busca que los sujetos encuentren el valor de la pendiente de la recta
tridimensional presentado, por tal razén se espera que a partir de su aprehensién perceptiva, el
sujeto primero identifiqgue lo observado como una recta que pasa por los puntos de paso C y D,
lo cuales permitan asociarlo con un segmento de recta en el espacio 3D, pero a primera instancia
no podra identificar cual es el desplazamiento horizontal y vertical necesario para lograr agruparlo
con el concepto de pendiente de una recta, para esto, se espera que primero se realice una
modificacion de la representacién grafica dada, por medio de una modificacién optica o posicional
de su representacion inicial, lo cual evidenciaria un desarrollo de su aprehensién operatoria,

obteniendo algo referencial como se presenta en la tabla 8.
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Tabla 8.

Aprehension operatoria en relacion a la Actividad 1 — Parte A.

Posibles modificaciones Opticas y posicionales Observacion

A

Vista desde una perspectiva
puesta en el plano XZ

9
8
7
6
5
4
3
2.
1
0
1
2

s Vista desde una perspectiva
' puesta en el plano YZ

Vista desde una perspectiva

puesta en el plano XYZ

Lo presentado en la tabla 8, permitiria al sujeto asociar la recta en 3D como una recta en
2D pero ahora bajo la mirada de un entorno tridimensional (cabe resaltar que una vista desde
una perspectiva en el plano XY implica una puesta de la recta sin ningun tipo de desplazamiento
vertical, como se aprecia también en la tercera figura de la tabla 8), lo cual conjeturaria que la

pendiente de la recta que pasa por CD estaria dado por, “la variacién vertical en relacion al eje
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Z” sobre “la variaciéon horizontal ubicado en el plano XY”, obteniendo asi un resultado de cero,
ya que como se observa tras las modificaciones épticas que se realizd, no se aprecia un
desplazamiento de forma vertical, lo cual implica que la pendiente sea m.p = 0, lo cual no era
del todo apreciable lograr inferir este resultado a partir de la posicion inicial que se tenia; todo
esto, permitiria evidenciar por parte del sujeto el desarrollo de su aprehensién discursiva ya que
a partir del concepto previamente conocido lograr asociarlo para dar respuesta a la actividad. Por
otro lado, adicionalmente a esto, el sujeto podria también lograr dicho resultado a partir de las
modificaciones realizadas a la representacion gréafica inicial, ya que al tener identificado la
direccion que se tiene la variacion vertical y al observar las coordenadas de los extremos del
segmento CD, donde la tercera componente es igual para ambos puntos, concluiria que no existe
un desplazamiento vertical en direccién al eje Z, (al restar dichas componentes de la terna
ordenada) es decir el valor de la pendiente seria cero, dicha accién también estd asociado al

desarrollo de su aprehension discursiva.

Para la Parte B, se tendra una recta que pasa por los puntos A y B, cuyas coordenadas

difieren a lo propuesto en la Parte A, como se aprecia en la figura 32.

Figura 32. Actividad 1 - Parte B

ACTIVIDAD 1

PARTE: B o

Enla Vista Grifica 3D se muestra un segmento de recta de extremos 7 -

A=(1,2,1)yB=(325) . .

Pregunta 1)

Cudl es el valor numérico de la pendiente del segmento A 7

Nota: “Mueva el al siguiente

Para encontrar el valor de la pendiente, se espera que el sujeto inicialmente pueda
realizar modificaciones épticas y posicionales de la representacion grafica inicial, lo cual permita
reconocer las variaciones gque existan en relaciéon a los ejes coordenados, para luego poder
asociarlo con su conocimiento previo de célculo de pendiente en 2D y dar como respuesta lo

esperado, todo esto evidenciaria un desarrollo de su aprehensién operatoria al realizar
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modificaciones posicionales de tipo rotacional entorno a los ejes coordenados, como se aprecia
en la tabla 9.

Tabla 9.

Aprehension operatoria en relacion a la Actividad 1 — Parte B

Posibles Modificaciones Posicionales posibles Observacion

-

A

10 a

Modificacion posicional
de tipo rotacional en

relacién a una vista en

9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

s x el plano XZ
4]

..‘ i E

104 - P

’

:

7 e ., ..

. Modificacion posicional
’ ¢ de tipo rotacional en
4

s relacion a una vista en
2

. i el plano YZ

P :

-2

Modificacion posicional
B S (SN AR beb it LS LECS de tipo rotacional en
; 5 relacién a una vista en

el plano XY

En la tabla 9, tras las modificaciones realizadas se espera gue el sujeto a partir de su

aprehension perceptiva observe gue la recta tridimensional mantiene fija la componente "y" de
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sus puntos de paso, es decir, el sujeto plantea el desarrollo de la actividad como una donde la
recta estuviera situada en un plano dimensional XZ, lo cual implicaria que la pendiente, sea
expresada de la siguiente manera:

M = 5T 3o1

Az 5-1 4

2

Lograr realizar estas acciones evidenciaria el desarrollo por parte del sujeto de su
aprehension discursiva. Finalmente, para la Parte C de la Actividad 1, se tiene una recta que
pasa por los puntos E y F, cuyas 3 componentes de los puntos de paso de la recta son diferentes,

como se aprecia en la figura 33.

Figura 33. Actividad 1 - Parte C

ACTIVIDAD 1 -

PARTE: C

En la Vista Grafica 3D se muestra un segmento de recta de extremos T

E=(1,1,0)y F = (4,5,6)

Pregunta 1)

4 Cual es el valor numérico de fa pendiente del segmento EF 7

Nota: “Mueva el deslizador para pasar al sigulente enunciado”

Act=2
-

A diferencia de las actividades Ay B, en esta situacion el sujeto a partir de su aprehensién
perceptiva podria observar que los puntos de paso E y F, son diferentes en sus tres
componentes, lo cual implica que la variacion horizontal no podria ser hallado de las formas
anteriores; para encontrar el valor de la pendiente de la recta que pasa por E y F, el sujeto a
partir de sus conocimientos previos de la manera de representar las variaciones verticales y
horizontales por medio de un triAngulo asociado a la recta, podria también hacer uso de eso,
para representar la variacion vertical (en el eje Z) y la variacién horizontal por medio de un
triangulo rectangulo con hipotenusa EF y base EF’, es decir, el punto F' = (4,5,0) es la
proyeccion del punto de paso F a una altura igual en la componente Z correspondiente al punto
de paso E, en este caso seria la proyeccion sobre el plano XY; cuya representacion grafica podria

ser representado en la vista grafica 3D, para esto, se espera un posible uso de la herramienta
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segmento gl del GeoGebra para formar los catetos que permitiera reconocer los valores
necesarios para formar la pendiente de la recta 3D, como se aprecia en la figura 34; si se lograra
dicha construccién por parte del sujeto esto evidenciaria un desarrollo de su aprehension
discursiva al evocar conceptos que no son percibidos a primera impresion pero son percibidos a

partir de la construccion realizada.

Figura 34. Uso de herramienta del GeoGebra para el calculo de la pendiente en EF

A partir del tridngulo rectangulo construido, como se aprecia en la figura 34, se espera
gue el sujeto pueda reconocer la variacion vertical como la diferencia de las componentes en el
eje Z de los puntos E 'y F', Az=2z, —z,=6—0 =6, y el desplazamiento horizontal, sera la

distancia entre los puntos situados en el plano XY, obteniendo el valor de:

d(E,F)=+(Mx)2 +(Ay)2 =4 - 12+ (5-1)2 =5

. AV Z1—Zg 6
Finalmente, se concluye que la mgp = — = ——=— = -, todos los pasos expresados

AH 0% +(By)2 5
anteriormente permitirian evidenciar por parte del sujeto un desarrollo de su aprehension
discursiva y perceptiva ya que se evoca sus conocimientos internos y necesarios concernientes

para dar resolucién a la actividad.

Seguidamente veamos la Actividad 2 y su posterior analisis previo.
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ACTIVIDAD 2

Abra el archivo Actividad2.ggb (de manera expandida en la ventana del ordenador) y
responda las siguientes preguntas:

a) En el plano mostrado, se aprecia la recta “L,” que pasa por el punto (0,0,0) y esta
ubicada en direccion al eje X. ¢ Cual es la pendiente de la recta L, ?. Explique.

b) Si consideramos un punto arbitrario “C = (x,, vy, 2z,)” ubicado dentro del plano, ¢Qué
otras rectas que pasen por “C”, tendrian igual pendiente que Ly? Puede apoyarse en
las herramientas propias del software para explicar su respuesta.

c) Sillamamos la pendiente calculada en la parte a), como pendiente de la recta en
direccion al eje X (m,), ¢cudl sera el valor de la pendiente de la recta, pero ahora en
direccion al eje Y (m,,), teniendo como un punto de paso el origen de coordenadas?
Explique.

d) Si partimos arbitrariamente de cualquier punto C = (x,, yo, Zo) Ubicado en el plano y
nos desplazamos una distancia de 2 unidades paralela al eje X, ¢ En cuanto variaria
el desplazamiento vertical?, de manera general, exprese la variacién del
desplazamiento vertical al desplazarnos una distancia Ax paralela al eje X. Explique.

e) Considerando lo analizado en la actividad anterior, ¢ Cual es la variacién vertical en el
eje “Z” al desplazarnos de un punto arbitrario C = (xy, ¥, zo) ubicado en el plano,
hacia 3 unidades paralela al eje “X” y seguidamente 2 unidades paralela al eje “Y”?

Explique.

La Actividad 2 consta de cinco preguntas, ordenadas de manera secuencial, en la cual
se busca que el sujeto pueda analizar el concepto de variacién vertical que se produce en un
plano, cuando surgen cambios de manera independiente en direccion a los ejes coordenados, y
también se presenta una actividad final en la cual se pide calcular la variacion vertical cuando se
tiene un desplazamiento de manera simultinea en ambos ejes coordenados, lo cual
posteriormente a ello, se podra apreciar el paralelo que existe al plantear dicha solucién como al
ser presentado por medio de la representacion algebraica de la derivada direccional. En cada
una de las actividades, se busca identificar las aprehensiones gue los sujetos desarrollaran en el
proceso de dar solucidn a las actividades que se les plantea. El analisis esperado por parte de

los participantes se detalla a continuacion.
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Andlisis de la pregunta 2a)

Abra el archivo Actividad2.ggb (de manera expandida en la ventana del ordenador) y

responda las siguientes preguntas:

a) En el plano mostrado, se aprecia la recta “L,” que pasa por el punto (0,0,0) y esta
ubicada en direccion al eje X. ¢ Cual es la pendiente de la recta L,?. Explique.

Al abrir el archivo Actividad2.ggb, se tiene la siguiente representacion grafica de un plano
en el primer octante, como se aprecia en la figura 35, adicionalmente de contar con unas casillas
de control cuya funcién estd asociado para ser usados para visualizar u ocultar parte de los

objetos inmersos a las actividades que prosiguen.
Figura 35. Representacion grafica de un plano en el primer octante de la Actividad2.ggb

ACTIVIDAD 2

Puede usar las herramientas
del GeoGebra para dar respuesta

a las preguntas formuladas

Visualizar el plano
[ ] Punt "¢, arbitrario en el plana
[] Punto sabre la recta L,

Rectal,,

[ Punto sobretarecta L,

La pregunta 2a), tiene como objetivo de actividad el calcular la pendiente de la recta L,
(recta de color negro), para tal efecto se espera que el sujeto realice tratamientos ligados a la

representacion grafica del plano dentro de la Vista Grafica 3D como el rotar alrededor del sistema

de coordenadas, por medio de la herramienta Rota la Vista Gréafica 3D Cg) , 0 dar una mejor
Q Q

de manera directa por medio de los botones del mouse, para que se permita observar las

acercamiento de la recta por medio de las herramientas Aproximar / Alejar , 0 hacerlo

variaciones en los ejes considerando un punto de paso en L,, lo cual dichas acciones esta

asociado al desarrollo de su aprehension operatoria, como se aprecia en la figura 36.
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Figura 36. Aprehension operatoria de la representacion grafica de la Actividad2.ggb.

ACTIVIDAD 2

Puede usar las herramientas
del GeoGebra para dar respuesta
a las preguntas formuladas.

Visualizar el plano 1"

[ Punto "c”, arbitrario n el plano

Purto sobre la recta L, :
[ rectar,

[[] Punto sobre larectaL, 2

(] vector diraccien (2,3)

En la figura 36, se presenta un desarrollo de la aprehensiéon operatoria que se tendria
realizado por parte del sujeto, al modificar la representacion gréafica por medio de rotaciones en
los ejes coordenados para lograr obtener asi una perspectiva de manera 2D a la recta L,, ademas
de la activacion de la casilla que nos permita apreciar un punto de paso D sobrepuesto en dicha
recta, posteriormente a ello calcular las variaciones; se espera que, a partir de lo realizado el
sujeto logre identificar la recta L, (como se aprecia en la figura 36) como si se tratase de una
recta en el plano 2D, lo cual seria una evidencia de su aprehension perceptiva, lo cual permita
asociar el concepto de pendiente de una recta pero bajo una perspectiva tridimensional, es decir,
identificaria la pendiente de la recta Ly , como la variacién de las “ordenadas” sobre “abscisas”
pero desde una perspectiva vista en el plano “XZ”, obteniéndose un valor de 2. Si el sujeto logra
dar dicha respuesta de acuerdo a lo planteado, diremos que esto lo realiz6 a partir de su
aprehension discursiva ya que evoca propiedades matematicas que no eran permisibles a

primera instancia relacionando a la actividad propuesta.

Analisis de la pregunta 2b)

b) Siconsideramos un punto arbitrario “C = (xg, ¥y, 2,) ” ubicado dentro del plano, ¢ Qué otras

rectas que pasen por “C”, tendrian igual pendiente que Ly?.

En la pregunta 2b), se busca que el sujeto a partir de sus conocimientos de pendiente de
una recta en el plano 2D, identifigue que aquellas que comparten dicha caracteristicas son las

rectas que sean paralelas a la recta “L,” (pero ahora desde un perspectiva 3D), lo cual permitiria
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evidenciar un desarrollo de su aprehension discursiva y en base a esto, el sujeto podria construir
dichas rectas ayudado por el GeoGebra, por ejemplo, haciendo uso de la herramienta Paralela

“= trazaria rectas paralelas a “L,” que pasen por C, (previamente activando la casilla de
visualizacion del punto C en el plano), lo cual permitiria concluir que todas estas rectas trazadas
tienen las misma pendiente que L,. Lo descrito anteriormente se presenta en la tabla 10 (el punto

arbitrario “C” es el de color rojo ubicado en las rectas representadas),

Tabla 10.

Representacion grafica de rectas paralelas sobre un mismo plano

Opcién 1 Opcién 2 Opcién 3

Andlisis de la pregunta 2c)

¢) Sillamamos la pendiente calculada en la parte a), como pendiente de la recta en direccion
al eje X (m,). ¢ Cudl serd el valor de la pendiente de la recta, pero ahora en direccién al

eje Y (m,), teniendo como un punto de paso el origen de coordenadas? Explique.

En la pregunta 2c), para dar respuesta lo planteado se espera que el sujeto pueda
movilizar lo analizado en las actividades anteriores, pero ahora para una perspectiva
bidimensional en un plano YZ, para encontrar el valor de la pendiente m,,, lo cual al igual que la
actividad anterior abarcaria el desarrollo de su aprehension operatoria al realizar modificaciones
de tipo rotacion a la representacion grafica de la recta, para obtener una mejor representacion

grafica de lo analizado, como se aprecia en la figura 37.
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Figura 37. Modificacién rotacional de la representacion grafica para la actividad 2c)

. oy
Puede usar las herramientas 7 -
del GeoGebra para dar respuesta
a las preguntas formuladas.
‘ |
Visualizar el plano X ‘
0
\:‘ Punto "C", arbitrario en el plano 9
8
[J Punto sobre fa recta L, ° ’
1 5
T /’—% X ' L
. 3
Punto sobrs larectal., | 2
t 1
B T L e | RN E T TE Tk E
[ vector direccien (2.3)

Cabe resaltar que, para la representacion de la recta en direccion al eje Y (recta de color

mostaza), el sujeto previamente activaria la casilla de “Recta L,” para conocer las respectivas
componentes en un punto arbitrario “H” sobrepuesto en la recta L, como se aprecia en la figura

37. Ahora, al igual que la actividad a), se espera que el sujeto, tras rotar la presentacion grafica
y posicionarlo en una vista al plano YZ (desarrollo de su aprehensién operatoria) y a partir de su
aprehensién perceptiva pueda relacionar dicha recta como una recta en 2D, ademas de

reconocer el valor de la pendiente m, como la razon de cambio de la variacion vertical de la recta
L, (sobre el eje Z) en direccion al eje Y, obteniendo asi el valor de 3, cuyas acciones para lograr

conjeturar su solucion evidenciaria observar el desarrollo de su aprehension discursiva.

Andlisis de la pregunta 2d)

d) Si partimos arbitrariamente de cualquier punto C = (xg, ¥, Zo) Ubicado en el plano y nos
desplazamos una distancia de 2 unidades paralela al eje X, ¢En cuanto variaria el
desplazamiento vertical?, de manera general, exprese la variacion del desplazamiento

vertical al desplazarnos una distancia Ax paralela al eje X. Explique.

La pregunta 2d), se espera que a partir de lo obtenido en la actividad 2a con respecto a
la variacién vertical en direccién al eje X que result6 igual a m,, = 2, pueda asociarlo con el valor
del desplazamiento vertical para cualquier desplazamiento horizontal posible; para esto un
posible camino de resolucion seria dando una representacion grafica a lapiz y papel de la
pendiente de una recta en 2D, lo cual permita identificar la variacion vertical a partir de su
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“horizontal”, lo cual evidenciaria el desarrollo de su aprehension discursiva, ya que evoca
propiedades en relacion a pendiente de una recta en 2D, pero ahora asociandolo desde una
mirada tridimensional, es decir se tendria una posible estrategia de resoluciébn como se aprecia

en la figura 38.

Figura 38. Representacion gréafica y algebraica de la pendiente de una recta en 2D
Za

AZ

Por medio de un tratamiento en la representacién algebraica de la pendiente de una recta
como se detalla en la figura 38, se llegaria a asociar el valor del desplazamiento vertical a partir
de su desplazamiento horizontal como Az = 2m,, lo cual permite en nuestra actividad se tendra
como respuesta que la variacion en el eje Z cuando se tiene un desplazamiento horizontal de 2
unidades como Az = 2(2) = 4u. De manera general, y a partir de lo analizado anteriormente, el
sujeto lograria expresar la variacion vertical que se tendria al desplazarse una distancia Ax en

direccion al eje X, como Az, = m,, Az.

Andlisis de la pregunta 2e)

e) Considerando lo analizado en la actividad anterior, ¢ Cual es la variacion vertical en el eje
“Z” al desplazarnos de un punto arbitrario C = (x,, vy, 29) ubicado en el plano, hacia 3

unidades paralela al eje “X” y seguidamente 2 unidades paralela al eje “Y”? Explique.

Para esta parte, se espera por parte del sujeto que logre reconocer que la variacion
vertical en relacion al eje “Z”, resulte de la suma de la variacién que se produce en el eje “Z” en
direccion a un desplazamiento en el eje “X” (Az,), con la variacion que se tiene en el eje “Z” en
direccion a un desplazamiento en el eje “Y” (Azy), es decir Az = Az, + Az,,. Para esto, se
esperaria que el sujeto considere como punto arbitrario al origen de coordenadas (0,0,0), ademas
para lograr una mejor perspectiva de esto, realizar una modificacién de la representaciéon grafica

tanto en la escala del eje “X” para 3 unidades de distancia y una modificacion grafica de la escala
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del eje “Y” para 2 unidades de distancia, lo cual evidencia su aprehension operatoria al realizar
acercamientos del plano en direccién a los ejes coordenados, ademas de una modificacion
rotacional para tener otra perspectiva de lo analizado, obteniéndose como referencia a lo

presentado en la figura 39.

Figura 39. Configuracion de la escala en los ejes coordenados para la actividad 2 e)

Posteriormente, el sujeto podria representar una recta paralela a L, pero que ahora pase

por el punto D (que esta ubicado a 3u en el eje X), por medio de la herramienta Paralela — del
GeoGebra, para observar la variacion vertical que se tiene en el eje “Z”, como se aprecia en la
tabla 11, todo esto evidencia el desarrollo de su aprehensién secuencial relacionado a la

construccion de dicha recta paralela.
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Tabla 11.
Representacion grafica realizado para la actividad 2 e)

Representacion gréafica Detalle
— 158 |
" . | Construccién de una recta
Y ' AT |
o sy ' | paralela a L, que pase por el
: ‘ | punto D que esta ubicado a 3
T ‘ ' | unidades a partir de (0,0,0) en
: S Ees. ... |direcciénaleje X.

=
b o o

Rectas paralelas a los ejes
coordenados unidas de manera

secuencial.

Finalmente, para conocer la variacion vertical que se tiene al recorrer una distancia en
direccion al eje “X” de 3 unidades seguido de una distancia de 2 unidades en direccion al eje “Y”,
se espera que el sujeto, identifique a partir de su aprehensién discursiva que la suma de los
cambios verticales que se tiene en cada tramo de las rectas L, y L,,, permite conocer el cambio
vertical total, es decir, cuando se genera un desplazamiento de 3 unidades en direccién al eje
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“X”, su variacion vertical sera, Az, = 3m,, de igual manera al tener un desplazamiento seguido
de 2 unidades en direccion al eje “Y”, su variacion vertical estara dado por Az, = 2m,, obteniendo

asi la variacion total vertical (Az) expresado de la siguiente manera por su representacion
algebraica como:

Az = Azy + Az, = 3m, +2m, =3(2) +2(3) = 12u

Cabe resaltar que, de una manera directa por parte del sujeto, también podria darse el
caso que el valor de la variacion total vertical (Az), sea calculado a partir de su aprehensién
discursiva, tras reconocer gue la altura final que se tiene al recorrer ambas rectas es la suma de

alturas en cada tramo, como se aprecia en la figura 40.
Figura 40. Apreciacion de la variacion vertical a partir de la altura total

Z A

La figura 40, es una representacién grafica disefiada a lapiz y papel que realizaria el
sujeto para dar respuesta a lo solicitado pero diseflado posteriormente a la construccion
presentada en latabla 11, todo esto para conocer la variacion vertical como la altura total después

de recorrer ambos tramos de recta.

Finalmente, de esta manera se espera que lo presentado en esta secuencia de
actividades pueda permitir al sujeto asociar el significado geométrico que se tiene de la definicion
algebraica de la derivada direccional, a partir del concepto de pendiente de una recta en 3D y las
pendientes en direccién a los ejes coordenados visto en un plano, ademas de evidenciar por
medio de estas actividades el desarrollo de las aprehensiones que emergerian del sujeto a partir
de su planteo de resolucién, donde moviliza conceptos inmersos a rectas en 3D y 2D como se

aprecio en la descripcion de los analisis preliminares detallados anteriormente, cabe resaltar que
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en cada una de las actividades, por otro lado, también se observa aprecia la manera de cémo
las aprehensiones surgen de manera natural y estas se articulan de secuencialmente para dar
solucioén a cada una de las actividades propuestas, es decir, estas aprehensiones no son ajenas
una de la otra, sino, son necesarias para una mejor comprension de las caracteristicas
geomeétricas que se tiene de la representaciones presentadas, asi como de lo esencial para

conjeturar una camino de solucién.

Seguidamente, se presenta lo realizado por los docentes participantes en la fase

experimental en relacién al disefio de actividades anteriormente presentado.
3.5 Interpretacion de resultados obtenidos en la Fase Experimental

En esta seccidn, se describe los resultados obtenidos a partir del desarrollo de actividades
realizadas en la entrevista semiestructurada por parte de los sujetos de experimentacion, cabe
resaltar que a partir de nuestro andlisis esperado se buscé identificar las posibles acciones
realizadas por parte de los sujetos los cuales estén relacionados a los objetivos de tesis, por tal
razén, parte de la entrevista donde se aprecie dichas acciones sera redactada para cada sujeto
de experimentacion y finalmente haremos una contraste por parte de las acciones realizadas

tanto de Josué y Caleb desde la perspectiva de nuestro marco tedérico y objetivos de tesis.

Andlisis de resultados de la Actividad 1la por parte de Josué
A primera instancia para la realizacion de lo pedido en la actividad 1a, se observo el
asombro de parte de Josué al pedir el calculo de la pendiente de la recta en 3D, tal como se

muestra en la siguiente transcripcion:

¢ Investigador: ¢ Podria dar el valor de la pendiente de la recta mostrada?

o Josué: ¢ Pendiente de una recta en 3D?, eso hunca habia realizado, ¢ Es posible hacer
€s0?, Sé que es una recta en el espacio y podria calcular el vector direccion, veo unos
puntos de paso, pero ¢pendiente?, yo sé que para dos dimensiones se puede calcular
con la diferencia de coordenadas en “Y” sobre la diferencia de coordenadas en “X”, pero

en tres dimensiones no habria como dividir ya que son tres puntos.

De lo argumentado anteriormente se puede apreciar por parte de Josué una evidencia de
su aprehension perceptiva al identificar la recta como una en el espacio 3D, ademas por lo
manifestado a partir de la representacion grafica, se aprecia su aprehensién discursiva al evocar
propiedades matematicas que no son identificadas a primera instancia; como el argumentar el

célculo del vector direccién, la ecuacién vectorial de la recta y el célculo de pendientes como un
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cociente de variaciones. Posteriormente a la aclaracién de lo que debia realizarse en la actividad
y al ser comprendido por parte de Josué, se puede apreciar la manipulacién de las herramientas
del GeoGebra por parte de este; realizando modificaciones posicionales de tipo rotacion, al
observar como rota los ejes coordenados para posicionarlo desde una perspectiva que esta se
sitile en una vista frontal bidimensional, lo cual evidencia un desarrollo de su aprehension

operativa, como se aprecia en la figura 41.

Figura 41. Accidn realizada en la actividad 1a por parte de Josué

-

ACTIVIDAD 1

[segunda parte de la entrevista realizada a Josu€é]

¢ Investigador: ¢ Que puedes concluir ahora al hacer esas rotaciones?

e Josué: Se observa que los puntos de paso tienen la misma componente en el eje Z, y si
lo vemos desde una perspectiva “desde arriba”, se puede apreciar que la recta esta como
inmersa en un plano z = 2, la cual es paralela al plano XY, si es asi, la variacion vertical
en el eje Z seria cero, concluyendo que a partir del concepto de pendiente de una recta

el resultado seria cero.

Lo observado anteriormente nos permite apreciar que a partir de la modificacion
posicional de la recta, es decir su aprehension operatoria, conlleva a Josué el identificar la recta
como una inmersa en un plano z = 2, lo cual es evidencia de su aprehensién perceptiva, y a
partir de esta reconoce las variaciones respectivas para expresar el valor de la pendiente de la
recta, lo cual esta asociado al desarrollo de su aprehension discursiva, obteniendo asi lo pedido
en la actividad, pero, apreciando que para dicho logro, existe una coordinaciéon de sus

aprehensiones desarrolladas de manera secuencial.
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Andlisis de resultados de la Actividad 1b por parte de Josué

A raiz de lo realizado en la primera actividad, para esta segunda parte no se tuvo mucha
dificultad por parte de Josué ya que a partir de su aprehension perceptiva pudo observar, que la
componente en “Y” de los puntos de paso en la recta se mantiene constante, lo cual fue posible
para Josué situarla desde una perspectiva bidimensional sobre el plano XZ; lo cual el realizar
modificaciones posicionales de tipo rotacion a la representacion grafica evidencia el desarrollo

de su aprehensién operatoria, como se puede apreciar en la figura 42.

Figura 42. Accion realizada en la actividad 1b por parte de Josué
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La siguiente transcripcion describe parte de la entrevista formulada a Josué.

¢ Investigador: ¢ Cudl seria la pendiente para este caso?

e Josué: A partir de esos puntos de paso, se aprecia que en Z esta cambiando de 1 a 5,
asi como las componentes en X, por tal razon la pendiente seria, variacion en Z sobre
variacion en X, de la forma normal que se calcula la pendiente de una recta en el plano,
obteniendo el valor de 2.

¢ Investigador: ¢ Por qué no consideré la componente en el eje Y?

e Josué: Como las componentes en el eje Y es constante, esto no afectaria el
desplazamiento horizontal, por eso no se consideré. [sefiala la representacion grafica tras

la modificacién posicional realizada]
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De lo manifestado anteriormente se observé que Josué sitla la grafica desde una
perspectiva bidimensional en el plano XZ, donde a partir de este argumenta que alli se aprecia
gue no hay cambio en relacion a la componente Y, por eso relaciona el calculo de la pendiente
de una recta a una manera tradicional; esta accién evidencia que al coordinar su aprehension
operatoria y su aprehension discursiva logra encontrar una manera de dar solucién a la actividad

presentada, tal como se habia supuesto en el andlisis previo.

Andlisis de resultados de la Actividad 1c por parte de Josué

Para la tercera parte, Josué observa que las tres componentes de los puntos de paso de
la recta varian, por lo cual la estrategia de resolucidon que tenia en funcion a las actividades
anteriores no era posible aplicarlo para este inciso, a continuacién, se transcribe parte de la

entrevista asociada a Josué.

e Investigador: ¢ COmo calculariamos ahora la pendiente de esta recta?

e Josué: Aqui varia las 3 componentes [Se queda pensativo y hace algunas anotaciones],
creo que seria 2 si lo viéramos desde una perspectiva en el plano XZ [sitda la grafica
desde una vision del plano XZ], pero también saldria 1.5 desde esta perspectiva [situa la
grafica desde una visién del plano YZ]

¢ Investigador: ¢ Entonces si es asi, lo vieramos como para 2 direcciones?, es decir como
si hubiera dos pendientes. ¢Pero de manera general, cdmo seria?

o Josué: Exacto, parece que inclusive la variacion en Y esta asociado al desplazamiento
1 &z 2 1
en el eje X, como habiamos calculado, entonces si es asi, seria 5 €s decir, 2—’; =L=5

Pero no estoy seguro si es lo correcto [El cociente mostrado anteriormente proviene de

las anotaciones y célculos que eran realizados por Josué]

Se observa por lo argumentado y las acciones realizadas por Josué, que a partir de su
aprehensién operatoria (donde se apreci6 al haber realizado modificaciones posicionales de tipo
rotacién a la representacion grafica) y discursiva (al evocar propiedades matematicas asociadas
a la actividad), logra inferir que hay una variacion vertical en Z la cual depende de lo que se varié
en X e Y, pero la manera como tratdé de asociar la variacion vertical en funcién de los cambios
generados en los ejes X e Y de manera simultanea no era del todo correcto, ya que ambas
pendientes son independientes una de la otra; esto es algo que en el analisis previo no se tomé
en consideracion pero, es una evidencia que a partir de las modificaciones posicionales
realizadas a la representacién grafica (aprehension operatoria), permite generar conjeturas
asociadas a dichas acciones.
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[segunda parte de la entrevista realizada a Josué]

Posteriormente a esto, se orienta al sujeto para que logre unificar dichas concepciones indicando
gue la variacion horizontal sea vista desde una perspectiva al plano XY, es decir proyectar los
puntos de paso de la recta en el plano.

e Josué: Si proyecto el punto de paso F = (4,5,6) sobre el plano XY, ¢Eso en que me
ayudaria? [queda pensativo observando la grafica]

¢ Investigador: Y qué pasaria si trazaras un segmento horizontal a partir de lo proyectado
y lo unimos como un triangulo rectangulo, ¢Te ayudaria en algo para visualizar las

variaciones necesarias para el calculo de pendiente?

Posteriormente a esto, y siguiendo las indicaciones dadas Josué representa dicho
triAngulo en la vista grafica 3D a partir de las herramientas del GeoGebra, como se aprecia en la

figura 43.

Figura 43. Accion realizada en la actividad 1c por parte de Josué

ACTIVIDAD 1

PARTE: C

Enla Vst
p—

[tercera parte de la entrevista realizada a Josué]

e Investigador: Ahora, ¢ Qué podrias deducir de lo realizado?
e Josué: En ese caso, la horizontal lo calcularia por distancia entre los puntos que estan en
el plano XY resultando asi 5, es decir, la pendiente de la recta seria 6 (que corresponde

a la variacion vertical) sobre 5 (la variacion horizontal, calculado a partir de la proyeccion).
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De manera general para esta seccion se puede concluir que la actividad misma invita a
Josué a realizar modificaciones operatorias de tipo posicional a partir de su representacion
gréfica (aprehension operatoria), para posteriormente evocar las propiedades mateméticas que
no son perceptibles a primera instancia pero que es indispensable en esta parte (aprehension
discursiva) observandose asi la manera como estas aprehensiones que surgieron por parte de
Josué se coordinan para dar solucién a la actividad, todo esto tal como se supuso de manera
inicial a excepcién de lo observado en el parrafo anterior. Por otro lado, cabe resaltar que la
orientacion dada para Josué, posteriormente permitieron dar por culminado la actividad, lo cual,

si no hubiese habido dicha observacion, no se hubiese llegado al objetivo de la actividad.

Andlisis de resultados de la Actividad 2a por parte de Josué
A continuacion, se transcribe parte de la entrevista realizada a Josué en la actividad 2a.

e Investigador: ¢ Cual seria la pendiente de la recta L, ?

e Josué: [realiza modificaciones posicionales a la representacion grafica, como se aprecia
en la figura 44] por lo que se observa de esta manera la pendiente seria 2.

¢ Investigador: ¢ Como asi obtuvo la respuesta?

o Josué: Bajo esta perspectiva [sefiala la vista frontal situado en el plano XZ], se tendria

una recta comun, es decir variacion en Z, sobre variacion en X.

De lo realizado por Josué se aprecia que a partir de su aprehension operatoria (al realizar
modificaciones posicionales de tipo rotacién a la representacion grafica para posicionarlo desde
otra perspectiva), permite asociar dicha representacion con un plano bidimensional, lo cual,
permite evocar propiedades en referencia a pendiente de una recta en 2D (aprehension
discursiva), logrando asi obtener el valor de la pendiente de la recta L,,, todo esto tal como se

presentd en el analisis preliminar.

Figura 44. Accion realizada en la actividad 2a por parte de Josué

v . . . i e e & e 2t . JOSUE
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ACTIVIDAD 2
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Andlisis de resultados de la Actividad 2b por parte de Josué

Previamente se indica al sujeto los elementos necesarios que debe incluir por medio de la
activacion de las casillas de control para la realizacion de la actividad 2b, como se aprecia en la
figura 44. En el siguiente parrafo se describe parte de la entrevista dada a Josué.

¢ Investigador: ¢Como serian aquellas rectas que tengan igual pendiente que L, de
acuerdo a las indicaciones dadas?

e Josué: Recta que tenga la misma pendiente que L, y que pase por “C” [empieza a
manipular la representacion grafica mientras deduce su estrategia], A ver, si realizo
algunos trazos [...], [tras ello, empieza a utilizar las herramientas del GeoGebra para

trazar un segmento de recta que parte de “C” hacia un punto arbitrario de L, como se
aprecia en la figura 45]

Figura 45. Accion realizada en la actividad 2b por parte de Josué

B E

[segunda parte de la entrevista realizada a Josué]

e Josué: Creo que cualquier recta que sea paralela a L, y pase por el punto “C” tendrian la
misma pendiente en direccién al eje X [usando la herramienta Paralela representa
graficamente dicha recta que se pedia]

e Investigador: ¢ En base a que concluye que estas rectas tienen las mismas pendientes?

e Josué: Lo que estoy haciendo es “trasladar” la recta L, en cualquier posicion que pase

por “C”, es decir, estas rectas tienen el mismo vector direccion, pero, no necesariamente
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estas rectas pueden estar en el plano, inclusive fuera de él para concluir que tendran la

misma pendiente en direccion al eje X.

De lo observado por parte de Josué, se puede observar que, a partir de la representacion
gréfica, infiere propiedades mateméaticas que le permita asociar con la actividad, por ejemplo el
hecho de mencionar el vector direccion para definir rectas paralelas en el espacio, ademas de
asociarlo bajo una perspectiva 2D, al mencionar que las rectas paralelas tendrian la misma
pendiente, todo esto evidencia el desarrollo por parte de Josué de su aprehension discursiva,
ademas que, a partir de esto, Josué representa dichas rectas que tienen la misma pendiente a
L, por medio del uso de las herramientas propias del GeoGebra; finalmente se observé que las
acciones realizadas por parte de Josué fueron tal como se supuso al inicio de la experimentacion
a excepcion de asociar de las propiedades vectoriales de una recta en el espacio, como el caso

del vector direccién de una recta.

Analisis de resultados de la Actividad 2c por parte de Josué

A partir de lo analizado en la actividad 2a, Josué realiza modificaciones a la
representacion grafica de tipo rotacional, situandola desde una perspectiva al plano YZ, lo cual
posteriormente a partir de esto asocia el concepto de pendiente de una recta en 2D para el

calculo de la pendiente de la recta L,, , donde Josué expresa lo siguiente:

¢ Investigador: ¢ Por qué realizaste dichas acciones en la representacion gréfica?
o Josué: Porque a partir de esto, se aprecia a dicha recta como una superpuesta en un
plano 2D, donde puedo inferir los desplazamientos horizontales y verticales, obteniendo

asi que el valor de la pendiente de L, resulta ser 3, como se aprecia en la grafica [sefiala

la vista frontal en el plano YZ]

De lo observado en la actividad, la modificacién realizada a la representacion grafica es
una de tipo rotacional (aprehensién operatoria), permite a Josué asociar conceptos conocidos de
pendiente de una recta en 2D, pero ahora para una perspectiva tridimensional, lo cual evidencia
el desarrollo de su aprehensién discursiva al evocar propiedades matematicas que no eran
permisibles a inicio, todo esto al igual de lo planteado en analisis preliminar. Lo realizado por

Josué se puede apreciar en la figura 46.
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Figura 46. Accidn realizada en la actividad 2c por parte de Josué
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Analisis de resultados de la Actividad 2d por parte de Josué
A continuacion, se transcribe parte de la entrevista dada a Josué.

¢ Investigador: Si consideramos el punto “C” ubicado arbitrariamente en el plano, y nos
movemos en direccion al eje X en 2 unidades, ¢ Cuénto es la variacion en el eje vertical?

e Josué: Por lo obtenido con respecto a la pendiente de L, habria un desplazamiento de 4
unidades de forma vertical, ya que se observa que por cada unidad de desplazamiento
en direccion al eje X, hay un cambio de 2 unidades en el eje Z.

¢ Investigador: Podria generalizar dicha situacion si es que ahora hay desplazamiento Ax
en el eje X.

e Josué: En ese caso, el desplazamiento en el eje Z seria 2Ax

De lo argumentado anteriormente se observa que a partir de lo obtenido en el apartado
anterior con respecto a la representacion algebraica de la pendiente en direccion al eje X, Josué
realiza un tratamiento a su representacion algebraica de la pendiente de L, que le permita
identificar el desplazamiento vertical en funcién a la pendiente de recta en direccion al eje X, tal

como se plante6 en la parte preambular.

Analisis de resultados de la Actividad 2e por parte de Josué

Para la realizacion de la actividad 2e, se observé que Josué manipula la representacion
grafica del plano por medio de modificaciones posicionales para posicionarlo desde una

perspectiva bidimensional vista en el plano XY, como se aprecia en la figura 47, lo cual
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posteriormente empieza a hacer manipulaciones al punto “C” ubicado en el plano de acuerdo a
lo solicitado en la actividad.

Figura 47. 1° Accion realizada en la actividad 2d por parte de Josué
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Parte de la entrevista dada a Josué sera transcrito a continuacion:

e Investigador: ¢ Qué es lo que estas tratando de realizar? [Josué se queda en un momento
de reflexion mientras observa la grafica]

e Josué: Pensaba ubicar el punto “C” en un punto fijo del plano y a partir de ello mover en
las direcciones que nos piden.

De lo planteado por Josué, se observa que la ubicacién inicial del punto “C” fue el origen
(0;0;0), posteriormente a esto realiza los traslados concernientes en direccidbn a los ejes

coordenados para obtener el punto “C” cuya coordenada final aproximada es de (2.9; 1.95; 11.94)

e Josué: Se observa que aproximadamente hay un cambio vertical de 12 unidades, como
indica la coordenada tras moverlo, pero no estoy del todo seguro porqué resulta esto.

e Investigador: ¢Y si consideras las pendientes que calculaste anteriormente, te serviria en
algo?

e Josué: A ver, si es asi, la pendiente en direccion al eje X es 2, lo cual se tiene que al
moverse 3 unidades en el eje X, hay un cambio vertical de 6, y con la otra también seria

6, obteniendo la suma que seria un total de 12, pero [...] no sé por qué se tendria que
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sumar ambos resultados, sé que por medio de la grafica obtengo dicho valor, pero
tedricamente todavia no lo entiendo.

De lo observado anteriormente, y tras las acotaciones pertinentes para lograr consolidar
la razon del valor obtenido, se observé lo siguiente de parte de Josué.

e Josué: Ahora lo veo mejor, es como un vector direccion, pero que ahora lo estamos
descomponiendo en 2 direcciones, tanto para el eje X como el de Y, por eso, se tiene que

el desplazamiento vertical total seria la suma de ambos desplazamientos parciales.

De lo observado anteriormente se tiene que Josué asocia el desplazamiento en ambas
direcciones como un vector direccidon a partir de un punto arbitrario y posteriormente a esto,
descomponer en direccién a los ejes coordenados como se aprecia en la figura 48, esto es algo
gue no habiamos supuesto en el analisis previo, ya que se evocar propiedades vectoriales de la
recta para asociarlo con el desplazamiento solicitado, es decir, estas acciones de evocar
propiedades geométricas que no eran evidentes en la actividad es una evidencia de su

aprehension discursiva por parte de Josué, lo cual permitié posteriormente a la resolucion de la
actividad.

Figura 48. 2° Accidn realizada en la actividad 2e por parte de Josué
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En esta segunda parte describiremos los resultados obtenidos en la fase experimental
ahora por parte de Caleb.
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Anélisis de resultados de la Actividad 1a por parte de Caleb

A primera instancia Caleb empieza a realizar modificaciones de tipo rotacional a la

representacion grafica, lo cual se observa que busca inferir propiedades asociada a la actividad,

a continuacion, se transcribe parte de la entrevista dada a Caleb.

Caleb: ¢Pero una recta en el espacio, tiene pendiente?

Investigador: En este caso, ¢ Como asociarias el concepto de pendiente para esta recta?
Caleb: La pendiente es la diferencia de ordenadas sobre diferencia de abscisas, pero [...]
parece que no tiene mucho sentido aplicar esto en la actividad [empieza a observar las
modificaciones rotacionales realizadas a la grafica]

Investigador: Para este caso, ¢,Quién seria la “ordenada” y “abscisa”?

Caleb: De aqui se puede observar que la “ordenada” seria la variacion en el eje Z, que si
podria calcular [sefiala la representacion grafica, pero desde una perspectiva donde no
se aprecia que ambos extremos del segmento de recto son iguales], ahora, me faltaria

saber el desplazamiento horizontal, es decir la “abscisa”.

Posteriormente a esto, Caleb observa que, para conocer el valor de la variacion

horizontal, proyecta dichos extremos del segmento de recta al plano XY, calculando dicho valor

por medio de distancia entre 2 puntos. Pero tras el calculo observa que la variacidn en la vertical

resulta ser donde expresa lo siguiente:

Caleb: La variacion vertical seria 4, a no espera, es 0, entonces es una recta paralela al
plano XY, lo cual la pendiente de dicha recta seria 0, [...], no me percaté que era una
recta paralela [empieza a rotar la representacion grafica a una posicion donde se aprecia

lo mencionado anteriormente, tal como se muestra en la figura 49]
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Figura 49. Accidn realizada en la actividad 1la por parte de Caleb

Tras lo analizado anteriormente se tiene que a partir de su aprehension perceptiva, Caleb
hace referencia a lo representado por una recta en el espacio, pero no encuentra la manera de
poder hacer referencia a las variaciones verticales como horizontales, por tal razén tras realizar
modificaciones de tipo rotacional a la gréafica (lo cual evidencia su aprehension operatoria), infiere
gue la variacion vertical es nula, donde logra asociar el valor de la pendiente como 0, todo esto
a partir de sus concepciones previas analizadas a partir de la representacion gréafica con relacion
al calculo de pendiente de una recta (evidencia de su aprehension discursiva), todo esto al igual

de lo planteado inicialmente en los analisis previos.

Andlisis de resultados de la Actividad 1b por parte de Caleb

Para esta actividad, Caleb empieza realizando modificaciones por medio del GeoGebra
a la representacion gréfica inicial, realizando rotaciones para posicionarlo en una forma que
permita asociarlo con el calculo de pendiente de una recta, pero desde una perspectiva
bidimensional, todo esto en base a lo ya realizado en la actividad anterior y, a partir de su

intervencion, se presento el siguiente dialogo:

e Calebh: La variacion vertical seria de 4, y para la horizontal se tendria 2 [sefiala la distancia
proyectada sobre el plano XY después de haber realizado una modificacion a la
representacion grafica como se observa en la figura 50] de alli se obtiene gque la pendiente
es?2

e Investigador: ¢ Como logro inferir este resultado?

e Caleb: Me pude percatar que, desde la primera perspectiva, parece que no se puede

hacer mucho, y cometer incluso errores, pero al realizar modificaciones a la grafica, puedo
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extraer facilmente lo que necesito para el calculo de las variaciones desde una

perspectiva bidimensional.

Figura 50. Accién realizada en la actividad 1b por parte de Caleb
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Entrada

A partir de las acciones realizadas por Caleb, podemos concluir que a partir del uso de
las herramientas del GeoGebra al realizar modificaciones posicionales de tipo rotacion y
traslacion a la representacion grafica (lo cual esta asociado a su aprehension operatoria), esto
permitié que pueda extraer propiedades matematicas que no era a primera instancia facil de
deducir para la resolucién de la actividad, lo cual evidencia a partir de esto su aprehension

discursiva.

Andlisis de resultados de la Actividad 1c por parte de Caleb

Para la parte 1c, Caleb empieza proyectando las coordenadas de los puntos de paso al
plano XY, por medio de las herramientas del GeoGebra, donde dicha componente en Z de los

puntos de paso es igual a cero. A continuacién, se transcribe parte de la entrevista.

e Caleb: [se queda pensativo un momento mientras contempla la grafica]

e Investigador: ¢Qué es lo que estas pensando realizar?

e Calebh: Si trazo un triangulo que pase por dichas coordenadas [usa la herramienta de
segmento para construir dicho tridngulo rectangulo], obtengo que la vertical seria 6 y la

horizontal seria la distancia entre estos 2 puntos en el plano XY [rota la representacion
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gréfica desde una vista al plano XY] obteniendo el valor de 5, obteniendo asi que la

pendiente de esa recta seria 6 sobre 5.

De lo observado anteriormente, podemos nuevamente percibir por parte de Caleb, que a
primera perspectiva hay datos que no son facilmente entendible para su calculo, pero tras las
modificaciones posicionales de tipo rotacion realizadas a la gréfica (aprehension operatoria) y
ademas de apoyarse de herramientas propias del GeoGebra para tener una mejor concepcion
de las variaciones (para la representacion del triangulo), esto permitié a Caleb inferir propiedades
gue no era al inicio de facil interpretacion (aprehension discursiva), logrando asi la resolucion de
dicha actividad, todo esto al igual que lo planteado en el andlisis previo. Parte de las acciones

realizadas por Caleb en la actividad 1c se muestra en la figura 51.

Figura 51. Accion realizada en la actividad 1c por parte de Caleb
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Analisis de resultados de la Actividad 2a por parte de Caleb

A primera instancia Caleb no podia asimilar que la recta L, era una recta en direccién al
eje X, tras una modificaciéon de tipo rotacional a la figura representada, logro situar dicha recta
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desde una vista al plano XY, para asimilar la direccién de L,, como una recta “posicionada” bajo

una perspectiva en el plano XZ, como se aprecia en la figura 52.

Figura 52. Accidn realizada en la actividad 2a por parte de Caleb

Posteriormente a esto, se indica a Caleb el uso de la casilla de control que permita presentar el
punto de paso “D” ubicado en la recta L, (al igual como se indicé al Josué), a continuacion,

describiremos parte de la entrevista realizada por Caleb tras sus acciones realizadas.

e Investigador: Ahora, ¢Podria conocer las variaciones respectivas para calcular la
pendiente de L,.?
e Caleb: Con la ayuda del punto D (punto de paso en L,) la pendiente seria 2, ya que la

“vertical” seria 8 y la “horizontal” seria de 4, obteniendo que la pendiente de L, sea 2.

De lo observado en esta actividad, podemos concluir el papel fundamental que tuvo para
Caleb el uso de las herramientas propias del GeoGebra, para modificar la posicion inicial de la
representacion grafica, ya que al realizar rotaciones (lo cual evidencia su aprehensién operatoria)
esto permitié posteriormente a Caleb inferir la manera de usar conceptos matematicos conocidos
(evidencia de su aprehensién discursiva) asociandolo a la resolucion de la actividad, tal como se

planteé en el analisis previo.
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Andlisis de resultados de la Actividad 2b por parte de Caleb

Inicialmente se explica a Caleb que active la casilla de control para visualizar el punto “C”
ubicado en el plano; adicionalmente se indica, que puede hacer uso de las herramientas del
GeoGebra para representar los objetos solicitados, pero a partir de una justificacion logica que
permita realizar dichas acciones, a partir de la intervencion realizada se presenté el siguiente

dialogo:

e Caleb: Visualmente quizds hay como una confusién, ya que por la misma representacion
no es del todo permisible el cédmo otras rectas lleguen a tener la misma pendiente que L,,
pero si nos vamos a lo tedrico es algo seguro.

¢ Investigador: ¢ Entonces que podrias afirmar?

e Caleb: En el espacio para que 2 rectas 0 mas sean paralelas, deben tener el mismo vector
direccion, por ende, podriamos representar aquellas rectas que tengan la misma direccion
a L, es decir, esas serian las rectas paralelas, ademés de incluir que pasen por el punto
C, es decir, todas esas rectas que cumplan dichas caracteristicas tendran la misma

pendiente a L, .

Tras lo argumentado por Caleb, empieza a trazar dichas rectas por medio de la
herramienta Paralelas del GeoGebra, teniendo como referencia la recta L, y el punto “C”, lo cual
posteriormente a esto sitla la representacion grafica desde una perspectiva ubicado al plano XZ,
situandola como si fuese rectas paralelas en 2D; todas estas acciones nos permiten concluir que,
en el caso de Caleb, las conjeturas planteadas al inicio, son reforzadas tras las modificaciones
posicionales de tipo rotacién que realiza a la representacion grafica (evidencia de su aprehension
operatoria), lo cual permite desarrollar la actividad. Algo que al igual que Josué coinciden es el
hecho de considerar adicionalmente las caracteristicas vectoriales de una recta en el espacio
para tratar de asociarlo con la actividad. Parte de las acciones realizadas por Caleb a la

representacion grafica se muestra en la figura 53.
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Figura 53. Acciones realizadas en la actividad 2b por parte de Caleb

e

Andlisis de resultados de la Actividad 2c por parte de Caleb

En relacion a la actividad de calcular la pendiente para L,, fue realizado de manera similar
a lo anterior, solo que ahora para tener una mejor percepciéon de la recta, Caleb realiza
modificaciones de tipo rotacional a la representacion grafica (evidencia de su aprehension
operatoria), bajo una mirada en el plano YZ, lo cual permite identificar y asociar facilmente las
variaciones respectivas para el célculo de la pendiente en direccién al eje Y, a partir del concepto
de pendiente de una recta en un plano bidimensional; tal como se analizé en el analisis previo.

Parte de las acciones realizadas se aprecia en la figura 54.
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Figura 54. Acciones realizadas en la actividad 2c por parte de Caleb
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Analisis de resultados de la Actividad 2d por parte de Caleb

Al igual que la actividad anterior, se indica a Caleb el uso de la casilla de control para
visualizar el punto “C” en el plano, tras esto; Caleb busca la manera de relacionar la recta L, con
el vector direccion al eje X, ya que la actividad describe un desplazamiento en direccién a dicho
eje, pero se observa que no encontraba la manera de asociarlo con la variacién vertical que se

pedia; tras la intervencion, se presenta el siguiente dialogo, cuya descripcion se presenta a
continuacion.

e Caleb: ¢Es posible conocer dicho cambio vertical? [empieza a manipular dicha
representacion por medio de rotaciones], lo que observo que deberia moverse el punto D
(punto ubicado en la recta L,,) en direccion al vector (1;0;0) [el cual es el vector direccidon
de L,], pero no sé como podria relacionarlo con el desplazamiento vertical.

e Investigador: ¢ La pendiente de L, que se calculé anteriormente serviria de algo?

e Caleb: [realiza anotaciones sobre como se calculd la pendiente en direccién al eje X,
A . . . :
m, :ﬁ ], si es asi, entonces, como hay un desplazamiento de 2 unidades en la

“horizontal”, habria un cambio de 4 en la “vertical” ya que la pendiente era 2.

e Investigador: Pero si se considera el punto C en vez del punto que uso, ¢el cambio
producido de forma vertical, seria el mismo?

e Caleb: Claro, seria la misma variacién desde un punto arbitrario, ya que la pendiente se

mantiene.
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¢ Investigador: Y si de manera general, el desplazamiento en direccién al eje X fuera Ax,
¢,Cudl seria la variacion vertical?
o Caleb: Seria simplemente 2 veces Ax, ya que solo despeje Az. [haciendo referencia a la

representacion algebraica escrita de la pendiente de L,]

De lo observado anteriormente, se puede concluir que a pesar de conocer Caleb el valor
de la pendiente de L,, se tuvo dificultad en relacién a su interpretacion geométrica para una
situacion particular, de tal forma que a partir de esto pueda conocer el desplazamiento vertical,
por esa razon al inicio el sujeto planteaba una forma de resolucién que no lo condujo a algo
sélido, posteriormente a esto y tras las acotaciones pertinentes, Caleb logra asociar el significado
geométrico de la pendiente de L, para dar sentido a lo pedido en la actividad, tal como se
manifestd en el andlisis inicial. Lo que se pudo apreciar en esta actividad es la influencia del
GeoGebra para dar una mejor perspectiva de la vista grafica para observar propiedades

geomeétricas no era de facil entendimiento.

Analisis de resultados de la Actividad 2e por parte de Caleb

Al inicio de la actividad Caleb empezé a cuestionarse la manera de como conocer la
variacion vertical tras los desplazamientos solicitados, pero no consiguiendo algo conciso, por tal
razon tras la orientacion por parte del investigador en relacion a lo realizado en la actividad

anterior, se describe lo argumentado por Caleb como se aprecia a continuacion:

e Caleb: Si me moviera en direccion al eje X, 3 unidades, se tendria un desplazamiento
vertical de 6, ya que m, =2 (por lo calculado anteriormente). [sefiala dicho
desplazamiento al rotar la figura en direccién al plano XZ]

e Investigador: ¢ Y si seguidamente se tiene un desplazamiento en direccion al eje Y?

e Calebh: Analiticamente no deberia haber cambio en la vertical, ya que solo se desplaza
ahora en direccion al eje Y a partir del primer tramo recorrido, sin embargo, cuando lo veo
graficamente observo que se desplaza en algo [manipula la gréafica rotandola desde una

perspectiva al plano YZ mientras hace que el punto C se mueva en direccién al eje Y]

Posteriormente a ello, Caleb expresa el valor de la variacion vertical como la suma de
cada tramo recorrido en funcion a las pendientes calculadas en direccién a los ejes X e Y, cabe
resaltar que para lograr esto, Caleb por medio de un material concreto (hoja bond), lo sitia como
si fuera el plano representado y por medio de inclinaciones a la hoja, simula una situacién en la

cual a partir de un punto se observa el cambio en la vertical, tanto del primer tramo recorrido

103



como del segundo, lo cual afirma que el cambio vertical total radica en la suma de cada tramo
recorrido en cada direccion a los ejes coordenados, esto es algo que adicionalmente no se habia
supuesto que podria realizarse para la comprension de la misma. De igual manera por medio del
GeoGebra, Caleb expresa lo explicado anteriormente, estas acciones nos permiten observar que
al rotar la grafica inicial y de acuerdo a lo argumentado por el material concreto usado, se aprecia
el desarrollo de su aprehension operatoria, asi como, el percibir el desplazamiento vertical total
por medio de la representacion grafica final, lo cual evidencia su aprehensién perceptiva, es decir
para lograr dicho resultado, se da una coordinacion de forma secuencial de sus aprehensiones

gue fluyen de manera natural, lo cual permiten lograr el objetivo de la actividad. Parte de las
acciones realizadas por Caleb se muestra en la figura 55.

Figura 55. Acciones realizadas en la actividad 2e por parte de Caleb
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Resultado final de la aplicacién de las Actividades tanto en Josué y Caleb

Tras la fase experimental realizado para ambos sujetos de experimentacion se logro
observar que por medio de cada una de las actividades a realizadas, los sujetos a primera
instancia pudieron identificar el objeto representado, pero no fue de facil acceso para ellos el
inferir propiedades y/o conceptos matematicos que permitan encaminar a los objetivos de las
tareas asignadas, por tal razon, tras una manipulaciéon de la representacion grafica por medio de
las herramientas propias del GeoGebra, tanto Josué y Caleb, ejecutaron cambios posicionales
de tipo rotacion o traslacién (tratamientos a su representacion grafica, segun la TRRS), logran
enunciar propiedades matematicas que no eran visibles a primera percepcion y tras ello, lograr

dar respuesta a lo planteado en la actividad.

Segun Duval, estas acciones realizadas evidencian el desarrollo por parte de los sujetos
de su aprehensién tanto perceptiva (al identificar), discursiva (al evocar propiedades no
perceptibles inicialmente) y operatoria (al realizar modificaciones a la representacion grafica), tal
como se detallé anteriormente para cada actividad. De igual manera se observé que cada una
de estas acciones estaban encaminadas bajo una coordinacion de las aprehensiones apreciadas
de manera secuencial, donde es evidenciable en las acciones propias que cada sujeto llevé a
cabo al momento de plantear su estrategia de resolucién; por ejemplo, a partir de su aprehension
perceptiva conllevo a realizar tratamientos a la representacion grafica inicial, lo cual es evidencia
de su aprehension operatoria; y posteriormente a partir de estas acciones logra inferir
propiedades matematicas que conllevan a ser usados para sustentar sus resoluciones, lo cual

evidencia su aprehensién discursiva.

Por lo tanto, en relaciébn a lo anteriormente descrito en la aplicacion de la fase
experimental llevado a cabo, podemos afirmar que, a partir de lo observado y expresado en
relacion a las acciones realizadas para cada sujeto de experimentacién, el cumplimiento de
nuestros objetivos de actividades, lo cual, estd asociado a los objetivos especificos que se

buscaba estudiar en la investigacion.
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Conclusiones

Las actividades presentadas en la fase experimental abarcaron concepciones
preliminares que asociadas a la comprension de la interpretacion geométrica de la derivada
direccional en relacion a su representacion algebraica que usualmente es usado (como se
presenta en la figura 4), para esto, se tomd en consideracién las observaciones y pautas
recopiladas por parte de McGee y Moore-Russo (2015), Martinez-Planell et al. (2017) y Esteban
et al. (2019) lo cual coinciden en afirmar que para entender dicha conexién deberia estudiarse la
manera de “como es entendido el calculo de pendiente de una recta tridimensional” ademas de
asociarlo de igual forma a “los cambios verticales que se producen en un plano cuando se
realizan cambios en direccién a los ejes coordenados X e Y”, lo cual, permitirdn asociar a los
sujetos la manera que es descrita la derivada direccional en su representacion algebraica

usualmente utilizada, dicho de otra manera, el por qué se calcula de esa forma.

Ya que se trabajé con objetos matematicos asociados a ser representados en un
ambiente tridimensional, el aporte del GeoGebra como medio para dichas representaciones fue
de gran ayuda, por un lado, el dinamismo que otorga el software a las representaciones graficas,
permitié a los docentes participantes tener una perspectiva diferente de los objetos al momento
de resolver las actividades, ya que al modificarlo posicionalmente por medio de rotaciones y/o
situarlo desde otra vista, facilito en ellos el poder extraer conceptos matematicos necesarios para
la resolucidon de las actividades planteadas, los cuales a primera instancia no eran del todo
permisible, hasta que hubo de parte de los docentes interaccion con el medio, todo esto bajo las
pautas y recomendaciones formuladas por Ryokiti (2019) y Del Rio (2017) en relacién al aporte

gue se tiene de dicho software para objetos matematicos en un ambito tridimensional.

En relacién al disefio de actividades dadas por medio del GeoGebra, fueron en base a lo
revisado y observado en los antecedentes, siendo adaptados para ser presentados en el software
gue se considerd, teniendo en cuenta las limitaciones propias que se tenian en el GeoGebra a
diferencia de los programas usados por McGee y Moore-Russo (2015), Martinez-Planell et al.
(2017), por tal razén se optd a hacer usos de casillas de control u otros detalles que permitieran
replicar dichas actividades, cabe resaltar que si se hubiese considerado otro tipo de software de
representacion, se podria explorar desde otra perspectiva dichos objetivos que se buscaba

alcanzar, pero también, analizando los pro y contra que pudiesen suscitar.

Nuestro objetivo general de tesis es; Estudiar como una secuencia didactica mediada por

el GeoGebra favoreceria a los docentes en formacion continua desarrollar su aprehension
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perceptiva, discursiva y operatoria en relacion a la comprension geométrica de la derivada

direccional asociado a su representacion algebraica. Para alcanzar dicho objetivo, se plante6

objetivos especificos que estan asociados a esta, lo cuales son:

Identificar las aprehensiones perceptiva, discursiva y operatoria que desarrollan los
docentes en formacion continua al resolver una secuencia didactica mediada por el
GeoGebra para la comprension geométrica de la derivada direccional asociado a su
representacion algebraica.

Con respecto al primero objetivo especifico, podemos resumir, que efectivamente en la
secuencia didactica planteada a los docentes, las acciones que emergieron por parte de
ellos para resolver dichas actividades conllevaron a realizar tratamientos a la
representacion grafica dada inicialmente, lo cual posteriormente a ello, pudieron asociar
propiedades matematicas que eran posibles ser usadas en dichas actividades, todo estas
acciones, permiti6 observar en los sujetos el desarrollo de sus aprehensiones; por
ejemplo, en la actividad 1, donde se pedia calcular el valor de la pendiente de una recta
en 3D, al inicio de sesidn, los sujetos tuvieron que realizar cambios posicionales por medio
de rotaciones para observar que dichas rectas podrian ser asociadas a un perspectiva
bidimensional, lo cual, dicha accién es evidencia de haber desarrollado su aprehensién
operatoria, seguidamente, y partir de lo realizado, ayudo a los docentes a inferir la manera
que era posible de obtener el valor de la pendiente, considerando “los nuevos ejes
coordenados”, lo cual evidencia su aprehension discursiva, al evocar propiedades
matematicas que no eran del todo visible a primera instancia, pero eran necesarios para
la actividad, cabe resaltar que adicionalmente a ello, la percepcion de los docentes al
identificar lo que se tiene representado en el transcurso de la actividad es evidencia de
su aprehensién perceptiva, todo esto nos permite evidenciar el cumplimiento del primer

objetivo especifico.

Describir como los docentes en formacién continua coordinan las aprehensiones
perceptiva, discursiva y operatoria que fueron desarrolladas al resolver una secuencia
didactica mediada por el GeoGebra para la comprension geométrica de la derivada

direccional asociado a su representacion algebraica.

En relacion al segundo objetivo especifico, podemos acotar que efectivamente hubo una
coordinacion entre las acciones manifestadas por los docentes, todo esto se evidencio al
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momento que buscaban la manera de dar solucion a las actividades planteadas, donde
sus acciones realizadas (la cual estd asociada a una aprehension especifica), fluian de
manera secuencial, por ejemplo, se observé que en las actividades, antes que fluya su
aprehension discursiva, se aprecia su aprehension operatoria (evidenciado en las
modificaciones que se realizaba a la representacion grafica), pero inicialmente hubo de
parte de los sujetos el identificar los objetos asociados a la actividad, es decir, primero
fluye naturalmente su aprehension perceptiva. Todo esto nos permite evidenciar que se
cumplié el segundo objetivo especifico, ya que las actividades mismas permitieron
observar que existié6 una coordinacion interna de las aprehensiones desarrolladas por

cada docente, las cuales en ambos sujetos fueron similares.

De manera general al lograr alcanzar dichos objetivos especificos, se puede afirmar que se logré
el objetivo general y por consiguiente dar respuesta a la pregunta de investigacion la cual fue:
¢,Como una secuencia didactica mediada por el GeoGebra favoreceria a los docentes en
formacion continua desarrollar su aprehension perceptiva, discursiva y operatoria en relacion a

la comprensién geométrica de la derivada direccional asociado a su representacion algebraica?

Concerniente a nuestros resultados obtenidos en esta tesis, surge todavia interrogantes
especificas, por ejemplo, el como los sujetos podrian realizar conversiones y/o tratamientos
relacionado al objeto matematico que se considerd, que podrian no ser del todo obvio, lo cual
podria servir también como indicio para futuras investigaciones, como también, el implementar
propuestas didacticas a partir de su representacion grafica dinamica, las cuales permitan explorar

las aprehensiones que desarrollan los sujetos en otra actividad a implementarse.

Finalmente, pensamos que por medio de esta tesis pueda motivar a futuras
investigaciones relacionados con otros objetos matematicos asociados a un nivel superior,
estudiados en el calculo diferencial, integral, vectorial, aplicado, etc., considerando y explorando
previamente las carencias y/o problematica que puede suscitar en su comprension y/o
ensefianza, que también son entendidos Unicamente de manera mecanizada sin explorar la
concepcién geométrica que pueda enriquecer lo estudiado, por ejemplo, el caso del vector
gradiente, ¢.cudl es su funcionalidad en una situacién fisica? o ¢cémo influye su concepcién
tedrica para ser interpretado desde una perspectiva geométrica?, o investigaciones donde se
realice tratamientos y conversiones en sus registros de representacién, e inclusive el de explorar
a partir de su representacion grafica el estudio de las aprehensiones, para posteriormente quizas
ser aplicado en la practica docente, lo cual permita ayudar a nuestros estudiantes a lograr una

mejor concepcion de los objetos matematicos que se explican.
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A manera de reflexion personal, resalto la riqueza que se puede estudiar por medio de la
TRRS en relacién a lo dicho por Duval (2011) al afirmar que; los objetos matematicos no deben
ser confundidos por su representacion, ya que, a largo tiempo, esto puede producir una pérdida
de comprension del objeto mateméatico y los conocimientos adquiridos se vuelven inutilizables,
por tal razén es necesario que el sujeto comprenda la relacion de todas sus representaciones
para una mejor concepcion de este, lo cual hoy en dia, en el proceso de ensefianza y aprendizaje
usualmente ocurre; por esa razén, como docente, no solo nuestra labor debe enfocarse desde

una perspectiva tedrica matematica sino también asociarlo con la parte didactica.
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Anexos

ANEXO N°1

ACTIVIDAD 1

Abra el archivo Actividad1.ggb (de manera expandida en la ventana del ordenador) y apreciara
la representacion grafica de una recta en el espacio 3D, por otro lado, en la parte inferior
encontrara la herramienta deslizador, de tal forma que a medida que este se mueva, obtendra la
representacion grafica de otras dos rectas tridimensionales. y conforme a lo presentado responda

la siguiente pregunta para los tres casos.

¢ Cudl es el valor numérico de la pendiente de la recta en el espacio? Explique su procedimiento
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ANEXO N°2

ACTIVIDAD 2

Abra el archivo Actividad2.ggb (de manera expandida en la ventana del ordenador) y responda

las siguientes preguntas:

a)

b)

d)

En el plano mostrado, se aprecia una recta “L,” la cual pasa por el punto (0,0,0) y esta

ubicada en direccién al Eje X. ¢ Cual es la pendiente de la recta L, ?. Explique.

Si consideramos un punto arbitrario “C” ubicado dentro del plano, ¢ Qué otras rectas que
pasen por “C”, tendrian igual pendiente que Ly?. Puede apoyarse en las herramientas

propias del software para explicar su respuesta.

Si llamamos la pendiente calculada en la parte a), como pendiente de la recta Ly en
direccion al eje X (m,.). ¢, Cual serd el valor de la pendiente de la recta Ly, pero ahora en

direccion al eje Y (m,,), teniendo como un punto de paso el origen de coordenadas?

Si partimos arbitrariamente de cualquier punto (xg, vo,2,) ubicado en el plano y nos
desplazamos una distancia de 2u paralela al eje X, ¢ En cuanto variaria el
desplazamiento vertical?, de manera general, exprese la variacion del desplazamiento

vertical al desplazarnos una distancia Ax paralela al eje X. Explique.

Considerando lo analizado en la actividad anterior, ¢ Cual es la variacion vertical en “Z” al
desplazarnos de un punto arbitrario “C” ubicado en el plano, hacia 3 unidades en direccion

al eje “X” y seguidamente 2 unidades en direccion al eje “Y”? Explique.
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