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Introduccion

Los procesos de Lévy son procesos estocasticos que poseen incrementos estacionarios e
independientes, y ademas son continuos en probabilidad. Muchas de las investigaciones
tedricas y aplicaciones actuales de los procesos estocasticos en ingenieria, economia y
finanzas estan basadas en procesos de Lévy; tomamos esto como motivacién para pro-
fundizar en el estudio de dichos procesos asi como para difundir sus aspectos tedricos y
practicos.

Asimismo, el cédlculo estocastico es una de las principales herramientas tedricas en mu-
chos campos, en especial las finanzas y més precisamente la valuacién de instrumentos
derivados. Uno de los resultados fundamentales del calculo estocéstico es la férmula de
Ito, cuya validez més alla del movimiento browniano, siendo logica y necesaria su ex-
tension a procesos de Lévy.

Los objetivos de la presente tesis son los siguientes:

(1) Enunciar y demostrar las principales propiedades de los procesos de Lévy.
(2) Demostrar la descomposiciéon de Lévy-Ito.

(3) Desarrollar la teoria béasica de integracién estocastica cuando se tiene como inte-
grador medidas martingala valuadas.

(4) Demostrar la férmula de It6 para procesos de Lévy.
(5) Describir algunas aplicaciones de los procesos de Lévy en finanzas.

El presente trabajo se encuentra dividido en cuatro capitulos. En el primer capitulo
se presentan conceptos y definiciones importantes previos al estudio de los procesos de
Lévy, los cuales seran de suma importancia y utilidad en los capitulos siguientes. Se
desarrolla el proceso de Poisson y sus propiedades mas importantes. Posteriormente, se
hace una breve introduccion a la convoluciéon de medidas de probabilidad y las variables
aleatorias infinitamente divisibles, terminando en la demostracién parcial (la prueba se
completa en el Capitulo 2, basdndose en la descomposicién de Ito-Lévy) de la celebrada
férmula de Lévy-Khintchine, la cual establece que toda medida de probabilidad en R que
es infinitamente divisible tiene una funcién caracteristica de la siguiente forma:
o2

o) = exp {imu = T [ e 1= ity ()] ()}
R—{0}

donde v* es una medida definida en R—{0}, la cual cumple que fRf{O}(|y|2/\1)u*(dy) < 00,
m € R, 02 >0y u € R. El capitulo concluye con la demostracién de un teorema que

6

@ Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\gﬁgﬁmn

DEL PERU

afirma que cualquier medida de probabilidad infinitamente divisible puede ser obtenida
como el limite en distribucién de una sucesion de procesos de Poisson compuestos.

En el Capitulo 2 se demuestran las propiedades més importantes de los procesos de
Lévy, algunas de ellas son: divisibilidad infinita, una modificacion de un proceso Lévy es
un proceso de Lévy, todo proceso de Lévy tiene una modificacion cadlag y todo proceso
de Lévy es un proceso de Markov fuerte. Posteriormente, se realiza el estudio de los
saltos de un proceso de Lévy, se definen y enuncian las propiedades de la medida salto y
se define la integracion Poisson. Finalmente, y después de resultados previos se demues-
tra la descomposicion de Lévy-Ito, la cual afirma que si n un proceso de Lévy, entonces
existe b € R, un movimiento browniano B y una medida de Poisson N en R, x (R—{0}),
independiente de B, tal que para todo t > 0;

n(t) = bt + B(t) + / xN(t,dr) + /||> xN(t, dz),

|z|<a

con a > 0, es decir que un proceso de Lévy se puede descomponer en la suma de un
movimiento browiniano, saltos compensados menores que a, saltos mayores que a y un
componente de tendencia bt.

En el Capitulo 3 se desarrolla la teoria de integracién estocastica, pero teniendo como
integrador a medidas martingala valuadas. Se desarrolla la teoria L?, demostrando las
principales propiedades de la integral estocastica, para después extender la teoria de in-
tegracion a una clase mas general de funciones. Posteriormente, se mencionan algunos
tipos de integrales basadas en procesos de Lévy, como son las integrales estocasticas
brownianas, las integrales estocasticas del tipo Poisson y las integrales estocéasticas del
tipo Lévy. El principal resultado de este capitulo es la demostracion de la féormula de 1to
para integrales del tipo Lévy, habiendo desarrollado antes de ello la férmula de 1t6 para
integrales brownianas y Poisson.

En el Capitulo 4 se muestran dos aplicaciones de los procesos de Lévy en finanzas. La
primera es la descripcién y demostracion de las principales propiedades de un modelo de
precios y la segunda es la comparacion de tres modelos de retornos de acciones en un
mercado financiero de poca liquidez. Asimismo, en los dos apéndices se demuestran y/o
enuncian resultados que son utilizados en las demostraciones de los cuatro capitulos.

Si bien es cierto que los resultados que se presentan han sido demostrados y/o men-
cionados en la literatura, el principal aporte de la presente tesis consiste en brindar una
introduccion coherente, accesible, completa y sobre todo autocontenida de los procesos
de Lévy y la derivacién de la férmula de Ito para procesos de Lévy. Esto es importante,
debido a que la complejidad y los diversos enfoques sobre el tema hacen dificil que se
pueda dar un desarrollo completo y detallado utilizando una notacién uniforme. Los
resultados de los primeros tres capitulos se encuentran en diverso grado de dificultad y
formalismo en Applebaum [1], Protter [14], Cont y Tankov [6], Oksendal y Sulem [13],
Sato [16], Bertoin [3] y El Karoui y Méléard [7]. Sélo en los principales resultados de la
tesis se indican la(s) fuente(s) de las que han sido tomados y el aporte hecho en cada
demostracién; aunque varios de los resultados y definiciones han sido completados y/o
clarificados respecto a su version original, sin ser ésto mencionado en el trabajo.

@ Tesis publicada con autorizacion del autor
SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\gﬁgﬁmn

DEL PERU

Capitulo 1

Conceptos previos relacionados a los
procesos de Lévy

El presente capitulo tiene por finalidad hacer un breve resumen de los conceptos que seran
necesarios para desarrollar la teoria relacionada con los procesos de Lévy. El capitulo
estd dividido en dos partes, en la primera parte se estudia el proceso de Poisson y sus
variantes y en la segunda parte se estudian la convoluciéon de medidas de probabilidad, la
propiedad de divisibilidad infinita y la famosa formula de Lévy-Khintchine. Esta tltima
es pieza angular en el estudio de los procesos de Lévy.

1.1 Proceso de Poisson

1.1.1 Variable aleatoria exponencial y distribucion de Poisson

Definicién 1.1.1 (Variable aleatoria exponencial) Una variable aleatoria real posi-
tiva Y se dice que sigue una distribucion exponencial con pardmetro X > 0 si su funcion
de distribucion es de la forma

Fly)=1-e)lyzp, yeER
En este caso, es facil ver que la densidad de Y es de la forma
fly) = )\e_kyl{yzo}, y € R.

Proposicién 1.1.2 (Ausencia de memoria) Si T es una variable aleatoria exponen-
cial entonces Vt, s > 0 se cumple que

P(T'>t+s|T >t)=P(T > s).

Demostracion: Tomando en cuenta que P(T' > z) =1 Pt <z)=1- F(z) = e,

P(T>t+s|T>t)=P(T>t+s,T>t)/P(T>t)=P(T >t+s)/P(T >t)

efA(tJrs)

:er_AS:P(T>S).
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Proposicion 1.1.3 Sea T' > 0 una variable aleatoria tal que
P(T>t+s|T >t)=P(T > s), Vt, s > 0.
Entonces T tiene distribucion exponencial.

Demostracion: Sea g(t) = P(T > t). Uilizando la regla de Bayes se obtiene que ¢ es una
funcién multiplicativa:

gt +s)=P(T >t+s|T >t)P(T >1t)=g(s)g(t), Vt,s>0.

Esta propiedad implica que [g(m/n)]" = g(m) =
myn#0. Seaa=g(l). Lo que hace que ¢(q)
0<a<ly

[g(1)]™ para cualquier par de enteros
=a?,VYq € Q. Como g es no creciente,

o' = inf g(q) > g(t) > sup g(q) = d'

t>qcQ t<qeQ
entonces ¢(t) = a' para cualquier ¢ € R. Como resultado tenemos que P(T" > t) = a
para algin 0 < a < 1. Pero como la funcién de distribuciéon de una variable aleatoria
no puede ser constante, con lo cual 0 # a # 1. Tomando a = e para algin A > 0 se
completa el argumento. 0

Definicién 1.1.4 (La distribucién de Poisson) Una variable aleatoria N con valo-
res enteros no negativos sigue una distribucion de Poisson con pardametro A si

ATL
P(N =n) = e"\ﬁ, Vn € N.

Proposicion 1.1.5 La distribucion Poisson N tiene una funcion generadora de momen-
tos dada por
M(u) = Elexp (ulN)] = exp[A(e" — 1)]

para todo u € R.

Demostracion:
Elexp (uN)] = Zexp (un)P(N =n)
n=0
> A" - (e“\)™
— un  —A7" A
- ;e ¢ n! © ; n!
= exp[A(e" —1)].

O

Proposicién 1.1.6 Sea (7;,1 € N) una sucesion de variables aleatorias exponenciales
independientes con pardmetro X, y sea T,, =Y | ;. Entonces

BT, > 1) =Y (Ak? | (1.1)
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Demostracion: Procederemos por induccién. Paran =1
P(Ty >t)=P(r >t)=e ™, t>0.

Supongamos que (1.1) se cumple para cierto n. Luego, expresando 7,41 como la suma
de las variables aleatorias independientes 7T;, y 7,41 calculamos

P(Th1>t) = P(T, + 11 > t)
- P(Tn+1 > t) + P(Tn > t — Tn+1, O < Tn+1 S t)

t
= e Mt /P(Tn >t—5)fr,.(s)ds
0

t n—1 k
Xt —A(t—s) (AE=9)" |
= e —|—/Oe g — e ¥ds

k=0
At a ARt k
= & e Z 1 /O(t—s) ds
k=0
o
- 4 Z ko

k=0

donde f;, ,(s) es la densidad de 7,1;. Con lo cual (1.1) se cumple para cualquier n. O

1.1.2 Procesos de Poisson y sus propiedades

Definicién 1.1.7 (Proceso de conteo) Dada una sucesion creciente de tiempos aleato-
rios T = (T,,n € N) tales que P(T,, — o0) = 1, se define el proceso de conteo
X = (X(t),t > 0) mediante

X(t) =Y ey =#{n>1| T, <t} (1.2)

n>1

Definicién 1.1.8 (Proceso de Poisson) Sea 7 = (7,7 € N) una sucesidn de variables
aleatorias exponenciales independientes con pardmetro A, y sea T,, = > "' 7;. El proceso

N = (N(t),t > 0) definido por

N(t) =) lz,<n (1.3)

n>1

se denomina proceso de Poisson con intensidad .

El proceso Poisson es por ende un proceso de conteo: cuenta el nimero de tiempos
aleatorios T,, (también denominados tiempos de llegada) que ocurren entre 0 y ¢, donde
(1, = T, — T,_1,n € N) es una sucesién de variables aleatorias i.i.d.! con distribucién
exponencial de parametro A.

A continuacién se muestran las principales propiedades de los procesos de Poisson.

'La abreviacién i.i.d. significa “independientes e idénticamente distribuidas” y generalmente se aplica
a sucesiones de variables aleatorias.
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Proposicién 1.1.9 Sea N = (N(t),t > 0) un proceso de Poisson.
(1) Para cualquiert > 0, N(t) es c.s. finito.

(2) Para cualquier w, el camino muestral t — N(t)(w) es constante por tramos y se
incrementa en saltos de magnitud 1.

(3) Para cualquier t > 0, tenemos N(t—) = N(t) con probabilidad 1.

(4) N es continuo en probabilidad:

Vt >0, N(s)— N(t).

s— 1

(5) Para cualquier t > 0, la variable aleatoria N(t) sigue una distribucion de Poisson
con pardmetro \t :

P(N(t) =n) = e_)‘t%, Vn e N;

y, dado el evento {N(t) = n}, el vector aleatorio (Ty,...,T,) tiene la misma dis-
tribucion que las estadisticas de orden de n puntos independientes uniformemente
distribuidos en [0, ].

(6) La funcion caracteristica de N(t) estd dada por:

E[e*N®] = exp{At(e”* — 1)}, Vz € R.

(7) N tiene incrementos independientes: para cualquier lista t; < -+ < t,,
N(t,) — N(tp_1), -+, N(t2) — N(t1), N(t1)
son variables aleatorias independientes.

(8) Los incrementos de N son homogéneos: parat > s cualesquiera, N(t) — N(s) tiene
la misma distribucion que N(t — s).

(9) N tiene la propiedad de Markov. Es decir que ¥t > s y f € By(R), donde By(R) es
el espacio de las funciones de BoreP acotadas en R, se cumple:

E[f(N#)IN(u),u < s] = E[f(N(t))|N(s)].

Demostracion: Se ha completado y clarificado la version de Cont y Tankov [6], pp. 34-36.

(1) Sea Q; = {w € Q, T”T(w) — +}. Por la ley de los grandes nimeros, £ — { con

probabilidad 1, entonces P(€2;) = 1. Para cualquier w € € fijo, tenemos T, (w) —
oo. Entonces, dado cualquier ¢t > 0, existe ng(w) > 1 tal que T,,(w) > ¢ para todo
n > no(w).

Lo que hace que P(N(t) < co) = P(Qy) = 1 es decir, el niumero de términos de la
suma (1.3) es c.s. finito.

2Ver Definicién 1.2.1 y nota al pie de pagina alli.
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(2) De la definicién del proceso de Poisson es obvio que N(t) es constante en cada
intervalo |T,,, T,,+1] v se incrementa en uno en cada T,,. Como el nimero de saltos
en cada intervalo [0,t] es c.s. finito, se cumple la propiedad.

(3) Dado w € Q, los puntos de discontinuidad de ¢t — N(t)(w) son (T, (w),n > 1).
Pero dado un ¢ cualquiera, P(t € {T,,(w),n > 1}) = 0. Entonces con probabilidad

1, t no es un punto de discontinuidad, con lo cual N(t—) = N(t) con probabilidad
1.

(4) Consecuencia de lo anterior, pues convergencia casi segura implica convergencia en

probabilidad.

(5) Primeramente, se observa la igualdad de los eventos {N(t) < n} = {T,, > t}. Con
lo cual sélo basta calcular la probabilidad

P(N(t)=n) = P(N(t)<n+1)—P(N(t) <n)
= P(Th1>t) —P(T, >1).

Luego a partir de (1.1) obtenemos que:

VR O ¥ e VL N S
P(N(t):n):e AtZ(k') — )\tZ(k') £ At(n') ’
k=0 ) k=0 ) ’

lo cual completa la prueba de la primera parte.
Para probar la segunda parte, dadot >0y sean o =0 <t} < ... <t, <t <t,i1.
Entonces la densidad conjunta fr, . 7,., (t1, ..., tny1) de Th, ..., T4 viene dada por:

n+1

- “Atp—tp—1) _ yn+1l_—X\t
I T (B s tnga) = H A AEmth-1) = jntle=Ani1
k=1

y la densidad conjunta condicional fr, 1, (t1,....t,|N(t) = n) de Ty, ..., T), es:

(o ¢] L
j; )\n—i—le )\tn+1 dtn+1 B n'

fry.m (1, ty|[N(t) =n) = A o
Ty,..., T, ( 1 | () ) f(ffttlfti_lft Al = At dthrl'--dtl m

Pero ésta es la densidad de las estadisticas de orden de n variables aleatorias inde-
pendientes uniformemente distribuidas en [0, ¢].

(6) A partir del resultado anterior tenemos

Elexp (izN(t))] = > exp (izn)P(N(t) = n)
00 . Y AL Y 0 eiz/\t n
= el ey I

= exp[M(e” —1)].
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(7) Sea 0 < t; <ty <--+ <ty y calculemos la probabilidad
P(N(ty) = k1, N(t2) — N(t1) = kg, ..., N(t,) — N(tn_1) = k). (1.4)

Definamos j, = >, ki paran > 1. La probabilidad (1.4) puede volverse a escribir
de la siguiente forma

P(le <h < le+1?Tj2 Sy < szJrlv - T <tp < Tjn+1)

Condicionando sobre T}, <t, < T}, 11, el vector (11,15, ..., Tj,) se distribuye como
las estadisticas de orden de j, variables aleatorias uniformes en [0,¢,]. La proba-
bilidad condicional

]P)(le <t < Tj1+1?sz <ty <T, Jot1y - ’T'n <t < TjnJrl)' (1'5)

es igual a la probabilidad que dadas j,, variables aleatorias independientes Uy, ..., Uj,,
uniformemente distribuidas en [0,t,], k; de ellas caigan en el intervalo [0, ¢1], ko de
ellas caigan en el intervalo |t1, t5], etc. La probabilidad que Uy, pertenezca a [t;_1,t;]
es (t; — t;—1)/t, y la probabilidad condicional (1.5) estd dada por:

ltkl n k;

t _tz 1
t]n =l H . (1.6)

Para obtener la probabilidad incondicional (1.4), multiplicamos (1.6) por la densi-
dad de N(t,), la cual es una distribucién de Poisson con parametro At,. Después
de simplificar obtenemos

n

t —t; 1
)\jn N 1 H i~
l

Finalmente, sustituyendo j,, = k1+k2+...+kn podemos apreciar que la probabilidad
de interés se factoriza en un producto de n términos:

(Mty)Fre M o (Mt — ti_y))Rie Mty
ky! H k;! '

=2

P(N(t;) = k1, ..., N(tn)—N(t,_1) = kn) =

La ley conjunta de los incrementos tiene forma multiplicativa, lo cual demuestra la
independencia.

(8) En cada término de la expresién anterior se reconoce la distribucién de Poisson con
pardmetro A(t; — t;_1), lo cual demuestra la homogeneidad de los incrementos.

(9) La propiedad de Markov se logra demostrar a partir de la independencia de los
incrementos 3, pues para todo t > s:

E[f(N@®))IN(u),u <s] = E[f(N(t) = N(s) + N(s))|N(u), u < s]
= E[f(N(t) = N(s) + N(s))|N(s)]
= E[f(N(®))IN(s)]
pues N(t) — N(s) es independiente de N(u),u < s. O

3Es necesario recordar el siguiente lema de Applebaum [1], p.13. Sea G es una sub-o-algebra de F.
Si X e Y son variables aleatorias en R tales que X es G-medible e Y es independiente de G entonces

E[f(X.Y)|6] = G(X) .
para toda f € By(R?), y donde G(z) = E[f(z,Y)] para todo z € R.
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Proposicién 1.1.10 (Suma de dos procesos de Poisson independientes) Si N'
= (NY(t),t > 0) y N> = (N%(t),t > 0) son procesos de Poisson independientes con
intensidades \; y Ao, respectivamente, definimos un nuevo proceso N*? = (NV2(t),t > 0)
donde NY2(t) = NL(t) + N2(t). Entonces N2 es un proceso de Poisson con intensidad
A1+ Ao

Demostracién: Denominemos con 7! y 72 a las sucesiones de tiempos entre llegadas de los
procesos Ny N? respectivamente. Es suficiente con demostrar que el proceso de conteo
N2 tiene tiene tiempos entre llegadas 752 distribuidos exponencialmente con pardmetro
A+ Ay Sea T = (T, n € N) los tiempos de llegada del proceso N'? y supongamos
que NY2(T,) = n, luego se calcula el préximo tiempo aleatorio T,,,; = T, + s para el
cual NY2(T,, + s) = n + 1. Debido a la propiedad markoviana del proceso de Poisson,
es irrelevante qué proceso, ya sea N' o N2, causé la llegada en T,,. Mds ain, el evento
{712 > s} es equivalente a {7! > s} N {7? > s} lo cual es equivalente a decir:

P(r12 > ) = P(r! > 5,72 > 5) = P(1! > s)P(12 > 5) = ¢~ M1 H2)s

donde ha sido utilizada la independencia de N y N2, 0

1.1.3 Proceso de Poisson compensado

Como se vera en secciones posteriores, es necesario hacer del proceso de Poisson una mar-
tingala®. Para ello se le compensa adecuadamente, dando origen a un proceso estocdstico
muy importante.

Definicién 1.1.11 (Proceso de Poisson compensado) Sea N = (N(t),t > 0) un
proceso de Poisson con intensidad X. Definimos el proceso de Poisson compensado N =

(N(t),t > 0) mediante
N(t) = N(t) — Xt. (1.7)

Proposicion 1.1.12 FEl proceso de Poisson compensado es una martingala con respecto
a la filtracion F; generada por la familia de variables aleatorias (N (s),s € [0,t]).

Demostracion: Observamos claramente que N (t) — At es Fi-medible. Asimismo, tenemos
E[IN(t)|] = E[N(t)] = At < 00, lo que indica que N(t) es integrable y por tanto también
lo es N(t) — At. También se sabe que N(t) — N(s) es independiente de F; para cualquier
0 < s <t, con lo cual:

EIN(t) = N(s)|Fi] = E[N(t) = N(s)] = E[N(t)] = E[N(s)] = At — As.

Luego se tiene que

E[N(t) — M|Fs] = FE[N(t) — N(s)+ N(s) — At|Fs]
= E[N(t) — N(s)|F] + E[N(t) — A\tF
= E[N(t) — N(s)]+ N(s) — At
= N(s) — s,
lo que completa la prueba. O

4Referirse al Apéndice B para revisar conceptos y propiedades bésicas de martingalas en tiempo
continuo.
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Proposicién 1.1.13 La funcién caracteristica de N(t) es:

¢N(t)(2) = exp [At(e” — 1 —iz)].

Demostracion: Se sabe que N(t) sigue una distribucién de Poisson con pardmetro At.
Con lo cual la funcién caracteristica de N(t) toma la forma

O (2) = Elexp(izN(t))] = e Elexp (i2N(t))] = exp[At(e” — 1 —iz))],
demostrandose asi la proposicion. [l

Lema 1.1.14 Si X = (X (¢),t > 0) es un proceso de conteo con incrementos indepen-
dientes y estacionarios, entonces X es un proceso de Poisson.

Demostracion: A continucién se clarifica la versién que aparece en Cont y Tankov [6],
pp. 54-55. Sea T), = inf{t > 0;X(t) > k}. Definimos, para n > 1, las diferencias
Y, =1, —T,_1. Luego consideremos:

P(Y1 >t+slY1>t) = P(X(t+s)=0/X(t)=0)
= PX(t+s)—X(1t)=0/X(t)=0)=P(X(t+s)— X(t) =0)
P(X(s) =0) =P(Y; > s).

Se ha demostrado que Y; tiene la propiedad de falta de memoria, por lo cual es una
variable aleatoria exponencial. Ahora demostraremos que (X (¢ +Y;) — X (Y1),t > 0) es
independiente de Y7 y tiene la misma ley que (X (¢),t > 0). Es obvio que Y} constituye
un tiempo de parada para el proceso X (t). Sea f(t) = E[e™X®)] para u fijo. Incrementos
estacionarios e independientes de X (¢) hacen que f(s+t) = f(s)f(t) para todo s,t > 0

Y que
etuX ()

f(t)

sea una martingala. Sea Y" = n A Y;. Como Y{" es un tiempo de parada acotado,
utilizamos el teorema de muestreo opcional (Teorema B.2.2) y obtenemos:

f(;(—i};l%n) eivyln — f(t)@wyln.

M(t) =

B X0 H)-XOT) 4y £
i

Entonces:
E[eiu(X(YI"-H)—X(Yln))-i-ile"] _ E[eilen]E[eiuX(t)]‘

Por el teorema de la convergencia dominada podemos calcular el limite cuando n — oo:

lim E[eiu(X(Y1”+t)7X(Y1“))+ivY1”] — E[ewyl]E[ei"X(t)].
Este resultado establece que el proceso (X (¢t +Y;) — X(Y1),t > 0) es independiente de
Y1 y que tiene la misma distribucién que (X (¢),t > 0). Esta propiedad también nos
permite concluir que Y5 es independiente de Y] y que tiene distribucion exponencial, Y3
es independiente de Y5 e Y] y que tiene distribucién exponencial, con lo cual la prueba
se completa por induccién. O
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1.2 Divisibilidad Infinita

Esta seccion tiene tres partes bien definidas: convolucién de medidas de probabilidad,
distribuciones infinitamente divisibles y la formula de Lévy Khintchine. En esta seccion
se sigue el enfoque de Applebaum [1], pp. 20-29.

1.2.1 Convolucion de medidas

La convolucion de medidas de probabilidad va a ser 1til para caracterizar la propiedad
de divisibilidad infinita de una variable aleatoria.

Definicién 1.2.1 (Medida de Borel) Sea S un subconjunto de R con la topologia in-
ducida de R, de tal manera que los abiertos de S son de la forma S NU donde U es
abierto en R. Definimos la o-dlgebra de Borel en S, denotada B(S), como la menor
o-dlgebra de subconjuntos de S que contiene a todos los abiertos de S. Los elementos de
B(S) se denominan borelianos, y cualquier medida en (S,B(S)) se denomina medida de
Borel o medida boreliana. Finalmente, denotamos como M;(R) al conjunto de todas las
medidas borelianas de probabilidad en R.

Definicién 1.2.2 (Convolucién de Medidas) Definimos la convolucion de dos medi-
das de probabilidad 111 y pe que pertenecen a My (R) como

(2 m)(A4) = [ (4= 2)palce) (18)
para todo A € B(R), donde A—x={y—=x |y € A}.

Teorema 1.2.3 La convolucion py * po es una medida de probabilidad en R.

Demostracion: Es directo que se cumple (u1 * p2)(A) > 0 para todo A € B(R). Ademsés,
si consideramos A = R, es cierto que (u1 * puo)(R) = 1. Ahora tomemos una sucesién
(An,n € N) de conjuntos disjuntos en B(R). Luego para todo z € R la sucesién (A, —
x,n € N) también es de conjuntos disjuntos, con lo cual

i1 * o (U An) = /Rm (U An) —x] po(d)

neN neN

= /R,Ul U (An — x)] pa(dx)

LneEN

_ / S™ (A — 2)pa(de)

neN

S / (A — o)zl de)

neN

= > ()AL

neN

el intercambio de la integral por la suma se justifica a través del teorema de la conver-
gencia dominada. O

A continuacion se presentan tres propiedades importantes de la convolucion de medidas
de probabilidad. Correspondiendo las dos ultimas, a la conmutatividad y asociatividad.
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Proposicién 1.2.4 Si f es una funcion de BoreP y acotada en R, entonces para toda
i € Mi(R), i =1,2,3 se cumple que:

(1)
/R F(9) (o # p12)(dy) = / / £+ ) (dy)pa(de);

(2)
H1 % o = ok 1]

(3)
(o1 * pro) * pig = puy * (g * p3).

Demostracion: Para demostrar (1), tenemos en primer lugar que el resultado se verifica
facilmente para funciones indicadoras, porque si A € B(R) y z,y € R se cumple:

La(z +y) = La—a(y).

Luego extendemos el resultado por linealidad a funciones simples. Ahora, dada una
funcién de Borel f cualquiera, consideremos M = sup,.g |f(z)|. Fijando € > 0, para
todo n € N, hacemos b(()n) < bg") < bé”) <. < bgf)l tal que la coleccion de intervalos
(06,61 < i < m,} cubra [—=M, M] v tal que maxi<icm, [ — ™| < €, para
n suficientemente grande. Ahora definimos una sucesién de funciones simples f, =
S M1 5, donde B™ = r=1(16\",,]). Luego para n suficientemente grande

/len(x)—f(fv)l(m*uz)(dx) < sup [fu(x) — f(2)]

z€eR

= max sup |fu(z) - flz) <e.

Con lo cual lim, .o f, = f en L' (R, py * pg). Si definimos h,(z +y) = folz +y) y
h(z +vy) = f(xr+y) para todo n € Ny z,y € R, un argumento muy similar al anterior
concluye que lim,, .o, h, = h en L'(R X R, y; x ps). Luego, aplicando el teorema de la
convergencia dominada se llega al resultado requerido.

Para demostrar (2), aplicamos el teorema de Fubini en (1), con lo cual se tiene

/R £(5) (s * p12)(ds) = / £(5) (2 % 1) (d5).

Posteriormente, hacemos f = 14, con A € B(R), lo cual demuestra la igualdad de las
medidas.

Finalmente, para demostrar (3), por el teorema de Fubini tenemos que las dos expresiones
que se tienen son iguales a

/R /R /R flx+y+ 2)pa(da) pa(dy)ps(dz).

O

5Una funcién de Borel o funcién boreliana es una funcién medible respecto a la o-4lgebra de Borel.
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Corolario 1.2.5 Sean X; y Xy variables aleatorias independientes definidas en el es-
pacio de probabilidad (Q, F,P) con distribucion conjunta px, x, y marginales py y fia,
respectivamente. Entonces para toda funcion f boreliana y acotada en R

E[f(X, + Xo)] = / F(2) (% ) (d2).

Demostracion: Usando (1) de la proposicién anterior,

P+ X0 = [ [ fon+ oy, (don oo
— /]R/IRf(x1+x2)u1(de1)H2(dx2)
- / F(2) (i + 1) (d2).

O
Debido al Corolario 1.2.5 se aprecia que la convolucién da como resultado la distribucién
de la suma de dos variables aleatorias independientes X; y Xs, es decir,

P(X1 + X5 € A) = E[14(X1 + X2)] = (1 * p2)(A).
Definicién 1.2.6 Definimos u*" = p*...xp (n veces) y decimos que p tiene raiz n-ésima

bajo convolucién, si existe una medida '™ € My (R) para la cual (,ul/”) o L.

1.2.2 Divisibilidad infinita

En esta seccién, se presenta la definicién, propiedades y algunos ejemplos de distribu-
ciones infinitamente divisibles.

Definicién 1.2.7 (Divisibilidad Infinita) Una variable aleatoria X con valores en R
y con distribucion {»LX es znﬁmtamente divisible si para todo n € N existen variables
aleatorias 1.1.d. Y Y(") . ) tales que en distribucion se cumple

X=vHeyYe rym. (1.9)

Sea ¢x(u) = E[e™X], la funcion camctem’stiea de X, donde u € R y de manera mds
general, si pu € Mi(R) entonces ¢,(u) = [5 €™ pu(dy).

Proposicion 1.2.8 Las siguientes proposiciones son equivalentes
(1) X es infinitamente divisible;

(2) nx tiene raiz n-ésima bajo convolucion, la cual es a su vez la distribucion de una
variable aleatoria;

(3) para todo n € N, ¢x tiene una raiz n-ésima la cual a su vez es la funcion carac-
teristica de una variable aleatoria.
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Demostracion: Primero demostraremos que (1)=(2). Es obvio que la distribucién comin
de las Y}(") es la convolucion raiz n-ésima requerida.
(2)=(3). Sea Z una variable aleatoria con distribucién (ux)'/".

u € R se tiene

o (1) = / | ‘/R‘3"“@1*"'””)<ux>1/"<dy1)...wX)l/”(dyn) = gy ()",

Entonces, para todo

donde ¢y (u) = [, €™ (ux)""(dy).
Finalmente (3)=-(1). Escogemos Yl("), YQ("), ., Y™ copias independientes de la variable

aleatoria cuya funcién caracteristica es la raiz enésima de ¢x(u). Luego se tiene

B[] = E |:eiqu("):| B [eiuYé”)] _E [eiu(Yl(n)+Y2(n)+...+Yn(n))]

’

de donde deducimos (1.9). O

La Proposicién 1.2.8(2) sugiere que podemos generalizar la definicién de divisibilidad
infinita de la siguiente forma: u € M;(R) es infinitamente divisible si tiene raiz n-ésima
bajo convolucién en M, (R) para todo n € N.

Corolario 1.2.9 u € M (R) es infinitamente divisible si y solo si para todo n € N existe
pt/m e My (R) tal que

n

¢u($) = [(bul/"(x)]
para todo x € R.

Demostracion: Inmediato a partir de la proposicién anterior. 0

A continuacién presentamos algunos ejemplos de distribuciones infinitamente divisibles.
Los ejemplos corresponden a la distribucién normal, la distribucién de Poisson y la dis-
tribucion de Poisson compuesta. Es importante observar que la funcién caracteristica
tiene un rol fundamental en la propiedad de divisibilidad infinita.

Proposicion 1.2.10 Sea X wuna variable aleatoria que sigue una distribucion normal
con media m 1y varianza o2, lo cual se denota como X ~ N(m,c?). Entonces, X es
infinitamente divisible.

Demostracion: La funcién caracteristica de X esta dada por

, o?u?
E wX] _ : _
[¢"*] = exp {zum 5 }
para todo u € R. Entonces
2,2
ox]! " = exp |in'™ - ).
con lo cual X es infinitamente divisible tomando Yj(") ~ N(m/n,o?/n). O

Proposicion 1.2.11 Sea X una variable aleatoria con distribucion de Poisson con pa-
rametro X\, lo cual se denota como X ~ Poisson(\). Entonces, X es infinitamente
divisible.
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Demostracion: Es facil verificar
dx(u) =exp [A(e" —1)],
con lo cual, X es infinitamente divisible tomando Y;-(") ~ Poisson(\/n). O

Definicién 1.2.12 Sea Z = (Z(n),n € N) una sucesién de variables aleatorias i.i.d.
tomando valores en R con distribucion comun uz y N es una variable aleatoria indepen-
diente de Z tal que N ~ Poisson(\). Entonces, una variable aleatoria X sigue una dis-
tribucion de Poisson compuesta. En este caso, utilizaremos la notacion X ~ PC(\, pz)
st

Proposicion 1.2.13 La funcion caracteristica de una variable aleatoria X tal que X ~
PC(\ puz) es

o) = exp | [ (¢ 1) Nur(a)
R
para todo u € R.

Demostracion: Sea ¢z(u) = [; €™ puz(dy) la funcién caracteristica de cada Z(n). Luego
por independencia encontramos

ox(u) = ZE exp (iuZ(1) + ... + iuZ(N)) |[N = n|P(N = n)

n=0
00 : _)\)\n
= E Elexp (iuZ(1) + ... + iwZ(n))] e —
n!

n=0

— AZU
_ 3 Qes))r

n!
n=0

— exp[A(9(u) — 1)].
O

Proposicion 1.2.14 Una variable aleatoria X que sigue una distribucion de Poisson
compuesta con parametros \ y pz es infinitamente divisible.

Demostracion: Es facil verificar que X es infinitamente divisible tomando variables
aleatorias Yj(") ~ PC (2, uz). O

1.2.3 Foérmula de Lévy Khintchine

En esta seccién presentaremos una bella formula que fue establecida por Paul Lévy
y A. Ya. Khintchine en 1930, la cual da una caracterizacién de las variables aleatorias
infinitamente divisibles a través de sus funciones carateristicas. Pero primero es necesario
presentar una definicion importante.

@ Tesis publicada con autorizacion del autor
SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\gﬁgﬁmn

DEL PERU

Definicién 1.2.15 (Medida de Lévy) Una medida de borel v* definida en en R —
{0} ={z € R | z # 0} es una medida de Lévy si

/R_{O}(]y|2 A D (dy) < 0. (1.10)

Proposiciéon 1.2.16 S p es una medida de Lévy y 0 < € < 1, entonces para todo € > 0
se cumple

p((—€ €)°) < oo.
Demostracion: Como |y|*> A e < |y|> A1 se concluye de (1.10) que p((—¢,€)¢) < oco. O
Teorema 1.2.17 Toda medida Lévy en R — {0} es o-finita®.

Demostracion: Inmediato a partir de la Proposicién 1.2.16. O

Existen caracterizaciones alternativas para (1.10), siendo una de ellas

/ [yl v (dy) < oo. (1.11)

—qoy 1+ |yf?
Proposicién 1.2.18 Las condiciones (1.10) y (1.11) son equivalentes.
Demostracion: Basta con verificar que para todo y € R

ly|? .
1+ |yl?

ly|?

1+|y|2§lyl2A1§2

O

Teorema 1.2.19 (La férmula de Lévy-Khintchine) Una medida o € M;(R) es in-
finitamente divisible si existen m € R, 0% € Ry, y una medida Lévy v* en R — {0}, tal
que para todo u € R,

02u

¢, (u) = exp {z’mu - / [ — 1 —iuylp(y)] I/*(dy)} ; (1.12)
R—{0}
donde B ={z e R | |z] < 1}.

Asimismo, cualquier funcion de la forma (1.12) es la funcion caracteristica de una me-
dida de probabilidad infinitamente divisible p € My (R).

Demostracion: Se detalla y clarifica la versién que aparece en Applebaum [1], pp. 28-29.
Vamos a demostrar en esta seccién inicamente la segunda parte del teorema, la primera
parte (la cual es més dificil) serd demostrada como una consecuencia de la descomposicién
de Lévy-Ito que se analizara al detalle en el Capitulo 2.

Para demostrar la segunda parte, primero demostraremos que el lado derecho de (1.12) es

6Sea (S, F) un espacio medible, una medida u en (S, F) es o-finita si es posible encontrar una sucesiéon
(An,n € N) en F tal que S = U2, A, donde cada u(4,) < co.
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una funcién caracteristica. Sea {U,,n € N} una sucesién de borelianos en R que decrece
monoténicamente al vacio. Luego para todo u € R, n € N definimos

2,,2
n(u) = exp {w (m - /U . ?ﬂ/*(dy)) - 0; + /U o e — 1] V*(dy)}

Cada ¢, representa la convoluciéon de una distribuciéon normal con una distribucién de
Poisson compuesta independiente”, con lo cual es la funcién caracteristica de una medida
de probabilidad u,. Claramente se tiene

du(u) = lim ¢y, (u).

n—oo

Se demuestra a través del teorema de continuidad de Lévy® que ¢, es una funcién carac-
teristica. Habria que demostrar la continuidad en cero de v, donde para cada u € R

wu) = [ i) v )

= e — 1 —juyl v*(d e — 1] v*(dy).
/B_{O}[ y) (y)+/c[ 1 v*(dy)

Luego utilizando el teorema de Taylor, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el teorema
de la convergencia dominada obtenemos

1 * U *
) < g [ & [ e =)

[+

<

La ultima expresion tiende a cero cuando v — 0. Finalmente, se deduce facilmente que
1 es infinitamente divisible. U

A partir de la demostracién anterior, podemos escribir la funcién caracteristica de una
variable aleatoria infinitamente divisible como ¢, (u) = ™. La funcién 6 : R — C, se
suele llamar simbolo de Lévy.

Concluimos este capitulo con un teorema importante relativo a las medidas de probabi-
lidad infinitamente divisibles.

Teorema 1.2.20 Cualquier medida de probabilidad infinitamente divisible puede ser ob-
tenida como el limite débil de una sucesion de distribuciones de Poisson compuestas.

"Sea X = X; + X, donde X; y X, son independientes con X; ~ N(m,0%) y Xo ~ PC(\ uz),
entonces para todo u € R:

o?u?

¢dx(u) =exp {imu +/R[ei“y1])\yz(dy)}.

8Sea (¢n,n € N) una sucesién de funciones caracteristicas y supongamos que existe una funcién
1 : R — C tal que para todo u € R, ¢,,(u) — ¥(u) cuando n — oo y ¢ es continua en 0. Entonces 1 es
la funcién caracteristica de una distribucién de probabilidad.
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Demostracion: Sea ¢ la funcién caracteristica de una medida de probabilidad infinita-
mente divisible i, v ¢/™ la funcién caracteristica de u'/™. Entonces, para cadan € Ny
u € R, definimos

on(u) = exp {n [¢""(u) — 1] } = exp [ / (€™ —1) nu"/ "(dy)} :
R
donde ¢,, es la funcién caracteristica de una distribucién de Poisson compuesta. Es obvio

¢n(u) = exp [n (e%l‘)g[‘ﬁ(“)] — 1)] ,
con lo cual es sencillo demostrar

lim n (e%log[‘z’(“)] — 1) = log[p(u)].

n—oo

Finalmente, por el teorema de Glivenko?, ¢, (u) — ¢(u) cuando n — oo. O

9Sean ¢,, y ¢ las funciones caracteristicas de las distribuciones de probabilidad p,, y p, respectivamente,
para n € N. Si ¢, (u) — ¢(u) para todo u € R entonces p, — p en distribucién cuando n — oo.
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Capitulo 2

Procesos de Lévy

En este capitulo, a fin de simplificar la notacién, consideraremos procesos estocasticos en
R, pero los resultados se cumplen para procesos en R". Asimismo, asumimos la existencia
de un espacio de probabilidad filtrado (2, F, (F;):>0, P) satisfaciendo las hip6tesis usuales:

(1) Fo contiene todos los conjuntos P-nulos de F;

(2) la filtracién (F;)i>o es continua por derecha, esto es, F; = Ny~ F,, para todo t > 0.

2.1 Definiciéon y propiedades basicas de los procesos
de Lévy

En esta seccion, se definen los procesos de Lévy y se investigan sus propiedades basicas.
Entre las propiedades mas importantes se encuentran la divisibilidad infinita, la propiedad
fuerte de Markov y la existencia de una modificaciéon con caminos muestrales continuos
por derecha y con limite por la izquierda. La elaboracion de esta seccion ha tenido como
base a Protter [14] y Applebaum [1] y marginalmente a Sato [16] y Bertoin [3].

Definicién 2.1.1 (Proceso de Lévy) Un proceso adaptado n = (n(t),t > 0) = (n)t>0
con n(0) =0 c.s. se llama proceso de Lévy si satisface las siquientes condiciones:

(1) tiene incrementos independientes: para toda sucesion creciente de tiempos t, ..., ty,
las variables aleatorias n(to), n(t1) — n(to), ..., n(tn) — N(tn—1) son independientes;

(2) tiene incrementos estacionarios: la ley de n(t + h) — n(t) no depende de t; y

(3) es continuo en probabilidad: Ve > 0, lim,_oP(|n(t + h) —n(t)] > €) = 0.

Proposicién 2.1.2 Sin es un proceso de Lévy, entonces n(t) es infinitamente divisible
para cada t > 0.

Demostracion: Para todo n € N,
n(t) = () + -+ V),

donde cada Yk(") (t)=n (%) —n <M> . Como 7 es un proceso de Lévy, de las condiciones

n

(1) v (2) se sigue que las variables aleatorias Yk(n) (t) son i.i.d. O
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Lema 2.1.3 Si H = (H(t),t > 0) es continuo en probabilidad, entonces la funcion
t — duw(u) es continua para todo u € R.

Demostracion: Para todo s,t > 0 con t # s definimos H(s,t) = H(t) — H(s). Fijamos
u € R. La funcién y — e™¥ es continua en el origen, es decir, dado € > 0 es posible
encontrar 9; > 0 tal que
sup ‘e“‘y — 1| < €

0<|y|<b1 2
Por la propiedad (3) de los procesos de Lévy, podemos encontrar d, > 0 tal que si
0 < [t — s| < &, se tiene P(|H(s,t)| > 6;) < §. Por consiguiente, si 0 < [t — 5| < 7 se
tiene

it (5)() [eiuH(s,t)(w) — 1] P(dw)

Py (u) — Gy (u)] =

< /‘eiuy — 1| prsp(dy)
R

- / | — 1| pr(o) (dy) +/ €™ — 1| prs (dy)
0<y|<d1 ly[>01

< sup |e™ — 1|+ 2P(|H(s,t)| > 61)

0<|y|<é1
< €.

Teorema 2.1.4 Sin es un proceso de Lévy, entonces para todo t > 0,
ooy (w) = e, ueR;
donde 6 es el simbolo de Lévy' de n(1).

Demostracion: Para todo u € R, t > 0 definimos a ¢,(t) = ¢y,u)(u). Como 7 tiene
incrementos estacionarios e independientes, para todo s > 0 tenemos

¢u(8+t) ") [ zun(t+s)j|

[ nte)) giunte)]

_ [ezu (n(t+s)—n(s)) ] E [eiun(S)]
= Gu(t)Pu(s).

También se tiene ¢, (0) = 1 pues n(0) = 0 c.s. y debido al Lema 2.1.3 junto con la con-
tinuidad en probabilidad de 7, se deduce que la funcién ¢t — ¢, (t) es continua. Luego, la
tinica solucién continua a ¢, (s +1) = ¢, (t)du(s) ¥ ¢u(0) = 1 estd dada por ¢, (t) = 0™
donde 6 : R — C. Pero, siendo n(1) infinitamente divisible, § es un simbolo de Lévy. O

La férmula de Lévy-Khintchine para un proceso de Lévy (n(t),t > 0) viene dada por

' o202 ,
FE [ewn(t)] = exp (t {ibu — -l—/ [ewy —1- z’ule(y)] v (dy)})
2 R—{0}

Ver pagina 22 dénde se define simbolo de Lévy
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para todou € R, t > 0y B = {x € R;|z| < 1}. Los elementos (b,c,v*) se denominan
las caracteristicas de n(1).

En el siguiente teorema se muestran condiciones para que una sucesién de procesos de
Lévy converja a un proceso estocastico que sea Lévy.

Teorema 2.1.5 Sea n = (n(t),t > 0) un proceso estocdastico y (n,,n € N) una sucesion
de procesos de Lévy tales que n, = (n,(t),t > 0). Sin,(t) converge en probabilidad a n(t)
para todo t > 0, y lim,, . limsup,_,o P(|n.(t) — n(t)| > a) = 0 para todo a > 0, entonces
n es un proceso de Lévy.

Demostracion: Vemos que n(0) = 0 c.s. se cumple pues la sucesién 7,(0) tiene una
subsucesion que converge a cero casi seguramente.

Para demostrar la estacionariedad de los incrementos, observamos que para u € R y
0<s<t<o

E[eiu(n(t)—n(s))] b 198, E[eiu(nn(t)—nn(s))]

n—oo

= lim F [ei“(”"(t_s))}

n—oo

- E [6iun(t—s)]

donde la convergencia de las funciones caracteristicas se consigue a través del argumento
expuesto en el Lema (2.1.3). La independencia de los incrementos se demuestra de manera
similar.

Para demostrar la continuidad en probabilidad, notemos que paraa > 0,t >0y n €N
se cumple

P(ln(t)] > a) < B(n(t) = ma(®)] + m(®)] > o)
< P(In(®) = m®] > 5) +P () > 3).

Por consiguiente, tenemos
a

lim sup (| (t)] > a) < limsup P (|n(t) = ma(8)] > 5
t—0 t—0

) + limsup P <|nn(t)| > 2) .
t—0 2

Luego, tomando limite cuando n — oo en la expresiéon anterior, se llega al resultado
requerido pues al ser 7,, un proceso de Lévy,

. a . a
timsup (|n(1)] > 5 ) = ImP (In.(0)] > 5) =0.

O

Lema 2.1.6 Si X es un proceso de Lévy e Y es una modificacion® de X, entonces Y es
un proceso de Lévy con las mismas caracteristicas de X.

2X = (X(t),t >0)yY = (Y(t),t > 0) son dos procesos estocdsticos definidos en el mismo espacio
de probabilidad. Se dice que Y es una modificacién de X si para todo ¢ > 0, P(X(¢) # Y (¢)) = 0. Con
lo cual, X e Y tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales.
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Demostracion: Se deduce inmediatamente que Y (0) = 0 casi seguramente. Fijemos
0 <s<t< ooy definamos:

N(s,t) ={w € Q| X(s)(w) = Y(s)(w) , X(t)(w) =Y (t)(w)}.
Luego se demuestra que P(N(s,t)) = 1 debido al siguiente argumento:

P(N(s,8)) = P{w € 2 X(s)(w) # Y(5)w) 6 X(H(w) # Y(H)(@)})
< P(X(s) £ Y(s) +BX() # Y (1)) =

Para demostrar que Y tiene incrementos estacionarios, sea A € B(R). Entonces

P(Y(t)— Y(s) € A) =

o
~

(Y(t) =Y (s) e ANN(s,t)) +P(Y(t) = Y(s) € ANN(s,t)°)
(X(t) — X(s) € ANN(s,1))

(X(t) — X(s) € A)

(X(t—s)e A)=PY(t—s) e A

IA I
N B =

La desigualdad contraria se obtiene de la misma forma. Argumentos similares se utilizan
para demostrar que Y tiene incrementos independientes y que es continuo en probabili-
dad. Habiendo demostrado que Y es un proceso de Lévy es obvio que X e Y tienen las
mismas funciones caracteristicas y por lo tanto las mismas caracteristicas. 0

En vista del Lema 2.1.6 se aprecia que no se pierde nada al reemplazar un proceso de Lévy
por una modificacién. A veces resulta conveniente tal reemplazo, si dicha modificacién
tiene propiedades deseables. Por ejemplo, una propiedad deseable en un proceso de Lévy
es que tenga caminos muestrales continuos por derecha y con limite por la izquierda,
también denominados caminos muestrales cadlag®. A continuacion, se define qué es una
funcién cadlag y se demuestra una propiedad importante ellas.

Definicién 2.1.7 (Funcién cadlag) Una funcion f : [a,b] — R se dice que es cadlag
si es continua por derecha con limites izquierdos; i.e. para cada t €]a,b], los limites

ft—=) = lggl N ] lggl f(s)

existen y f(t) = f(t+). Sit €la,b], la cantidad

se llama el salto de f ent.

Teorema 2.1.8 Una funcion cadlag [ puede tener a lo mds un conjunto enumerable de
discontinuidades; i.e., el conjunto S = {t €la,b], Af(t) # 0} es a lo mds numerable.

Demostracién: Se completa y corrige la demostracién de Applebaum [1], p. 117. Para
cualquier k£ > 0, definimos

Sp = {t €la,b],|AF(1)] > kY.

3M4s adelante estableceremos que todo proceso de Lévy tiene una modificacién cadlag (ver Teorema
2.1.11)
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Supongamos que S tiene por lo menos un punto de acumulacién z, y escojamos una
sucesion (x,,n € N) en Sp que converja a z. Se asume, sin pérdida de generalidad,
que la convergencia es por la izquierda y que la sucesion es creciente (esto siempre es
posible pues de ser necesario se pasaria a una subsucesién). Dado cualquier n € N, y
como x, € Sk se sabe que f tiene limite izquierdo en x,. Con lo cual, dado ¢ > 0,
se puede encontrar 6 > 0 tal que, Vy con y < x, y que satisface z, — y < 0, se tiene
flzn—) — fly) = eo(y) donde |ey(y)| < e. Ahora, fijemos ny € N tal que, para todos
n > m > ng, se cumpla =z, — x,, < J. Entonces se tiene

f(@n) = f(zm) = f(20) = f(zn—) + f(zn—) — f(2m) = ko + eo(m),

donde |kg| > k. Con lo cual es claro que (f(z,),n € N) no puede ser de Cauchy, por lo
que f no tiene limite izquierdo en x. Luego, como S no tiene puntos de acumulacién,
entonces, es a lo mas numerable. Ahora, considerando

S=J Sim,

neN

se deduce que S es numerable. O

Ahora vamos a demostrar que todo proceso de Lévy tiene una modificacion cadlag. Pero
antes de ello vamos a presentar dos resultados. El primero de ellos se refiere a la martin-
gala exponencial, la cual sera muy utilizada a lo largo del capitulo. El segundo resultado
es técnico y se utiliza en la demostracion de la existencia de la modificacién cadlag.

Proposiciéon 2.1.9 Sin es un proceso de Lévy con simbolo 6 entonces para todo u € R,
M, = (M,(t),t > 0) es una martingala compleja con respecto a F;' = o {n(s);0 < s < t},
donde

M, (t) = exp {iun(t) — tO(u)} .

Demostracion: E[|M,(t)|] = exp{—tRe(f(u))} < oo para todo t > 0. Para 0 < s <t

escribimos
M (t) = My(s) exp {iu(n(t) —n(s)) — (t = 5)0(u)}.
Como los incrementos de n son estacionarios e independientes, y F [ei“"(t)} = ¢t
tenemos
EM,0)|F]] = Mu(s)E[iun(t — s)]exp{—(t — s)0(u)}
= M,(s),
tal como se requiere. O]

Lema 2.1.10 Sea x,, una sucesion de niumeros reales tal que, para casi todo u € R,
la sucesion compleja ™™™ converge cuando n — oco. Entonces x, converge a un limite
finito.

Demostracion: Se clarifica la versién dada en Protter [14], p. 22. La sucesién x,, converge
si para cualquier par de sucesiones crecientes ny y my, se cumple que limy o0 (2, — Ty, ) =
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0. Sea una variable aleatoria Y ~ UJ[0, 1]. Para todo real ¢, por hipétesis /¥ @ y eiY @my

convergen casi seguramente al mismo limite, por lo cual
itY(znk—xmk)

lim e

k—oo

=1, c.s.

Luego, la funcion caracteristica cumple

lim B [ @nmem)] = 1,

k—o0
para todo t € R. Consecuentemente, (z,, — %, )Y converge a 0 en probabilidad, por lo
que limy_,oo (Zp, — Tm,) = 0, como se afirmaba inicialmente. O

Teorema 2.1.11 Todo proceso de Lévy tiene una modificacion cadlag, la cual es un
proceso de Lévy.

Demostraciéon: Se clarifica y completa la version dada en Protter [14], pp. 21-22. Sea n
un proceso de Lévy cualquiera. Para cada u € R, consideremos la martingala M, de la
Proposicién 2.1.9. Sea D un conjunto denso y numerable en R, con lo cual debido al
Teorema B.2.1(1), en cada ¢t > 0 el limite por izquierda M, (t—) y el limite por derecha
M, (t+) existen y son finitos, casi seguramente, a lo largo de D. Luego, sea u € Q y sea
O, el subconjuto de 2 en el cual los limites anteriores no existen; entonces O = U,eqO,,
es tal que P(O) = 0. Fijemos w € O° y para cada t > 0, sea (s,,n € N) una sucesién en
D que crece hacia t. Sean z'(t)(w) y 2%(t)(w) dos puntos diferentes de acumulacién del
conjunto {n(s,)(w),n € N}, correspondientes a los limites a lo largo de las subsucesiones
(8n,,n; € N) y (8n,,n; € N) respectivamente. En razén a la existencia de M, (t—),
limy, 1, €?7(")@) existe y debido al Lema 2.1.10, z!(t)(w) y 2?(t)(w) son ambos finitos.
Ahora seleccionemos u € Q tal que u(x!(t)(w) —2?(t)(w)) # 2nm para todo n € Z. Luego,
por continuidad

lim eiun(sni)(w) = eiuml(t)(w) y lim eiun(snj)(w) _ eiux2 () (w)

)
Sn; 1t Sn; 1t

con lo cual se obtiene una contradiccién. Por tanto, n tiene siempre un tnico limite por
la izquierda a lo largo de D, para todo t > 0 en O°. Un argumento similar se utiliza para
demostrar que 7 siempre tiene limite por la derecha en O°. Ahora definamos un nuevo
proceso Y = (Y (t),t > 0), donde para todo t > 0

limgep s s)(w) siw e O°

De la discusion anterior se deduce que el proceso Y es cadlag. Para demostrar que Y es
una modificacion de 7, utilizamos el teorema de la convergencia dominada V¢ > 0 para
obtener
E [eiU(Y(t)—n(t))] — lim E [eiu(n(S)—n(t))] -1
seD,s|t ’
debido a los incrementos estacionarios e independientes, la continuidad en probabilidad
de ny el Lema 2.1.3. Asi P(Y(t) = n(t)) = 1 como se requiere. Finalmente, el hecho que
Y es un proceso de Lévy se deduce del Lema 2.1.6. U
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Teorema 2.1.12 Sea n un proceso de Lévy y sea T un tiempo de parada. En el conjunto
{T < o0}, el proceso Z. = (Z,(t),t > 0) definido por Z.(t) = n(t +t) —n(r) cumple las
siguientes propiedades.

(1) Z; es un proceso de Lévy independiente de F,.
(2) Para todo t > 0, la variable aleatoria Z.(t) tiene la misma distribucion que n(t).

(8) Z, tiene caminos muestrales cadlag y es F,.-adaptada.

Demostracion: Se clarifica y completa la version dada en Protter [14], pp. 23-24. Primero,
asumamos que 7 es acotado. Sea A € F, y para todon € N, 1 < j < n, tomemos
u; € R, t; € Ry. Recordemos las martingalas definidas en la Proposicién 2.1.9, M, (t) =
en)=10(w) para todo t > 0. Con lo cual, se tiene

1Aexp< Zu] (T+t;) —n(T+ti-1) || =

n n

M, (T +t;)
.7
AJI:IIMu] (T4+t-1) Hgbtj_t] ! u] 7

donde se ha utilizado la notacién ¢,(u) = E[e™( )], parat > 0, u € R. Condicionando, y
a través del teorema de muestreo opcional (Teorema B.2.2), se encuentra que para todo
1<7j<n,0<a<b<oo

M, (t+b
= E[la] =P(A).

Repitiendo el argumento anterior n veces se tiene

1Aexp< Zuj (T +;) = nlm+ =1 )] =P(A Hd)t]._t] (). (2.1)

Tomando A =Q, n=1,u; =u, t; =t en (2.1) se obtiene

E [eiqu(t)} Sy [eiun(t)] ’
con lo cual (2) queda demostrado. Para verificar que Z, es un proceso de Lévy, primero
es necesario notar que Z.(0) = 0 casi seguramente. La independencia y estacionariedad
de los incrementos, se demuestra a través de (2.1) tomando A = €2 y n arbitrario. La
continuidad estocédstica de Z, se deduce directamente de los incrementos estacionarios
e independientes de 7. Para demostrar la independencia de Z, y F,, se utiliza (2.1)
escogiendo apropiadamente uq, -, u, y ti,---,t, donde para todo A € F,,

1Aexp(zu] ) exp<zu] )

P(A),

@ Tesis publicada con autorizacion del autor
SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\gﬁgﬁmn

DEL PERU

con lo cual

E =k

exp (z’inJ@)) | Fr exp (iiujZT(tj>>] .

Asi, (1) queda establecido. Para demostrar (3), s6lo es necesario observar que Z, hereda
los caminos muestrales cadlag de n. Finalmente, si 7 es no acotado, se utiliza un ar-
gumento de localizacién, definimos 7" = min(7,n) = 7 A n. La férmula es vélida para
A, = An{r < n} cuando A € F,, asi A, € F,r,. Tomando limites y utilizando el
teorema de la convergencia dominada, se observa que el teorema es valido para 7 no aco-
tado, asi como para eventos A = AN {7 < oo}, A € F,. Lo cual demuestra el resultado
requerido. O

2.2 Saltos de un proceso de Lévy

En esta seccién, introducimos un proceso muy importante asociado al proceso de Lévy n,
el proceso de salto. Asimismo, enunciamos propiedades importantes sobre los saltos del
proceso de Lévy y caracterizamos el proceso de Poisson en base al proceso de salto. Esta
seccién estd basada principalmente en Applebaum [1], Oksendal y Sulem [13] y Protter
[14].

Definicién 2.2.1 Definimos el salto del proceso de Lévyn ent > 0 como Any = An(t) =
n(t) — n(t—), donde n(t—) = limg n(s). Asimismo, se define el proceso de salto An =
(An(t),t > 0). Sisup, |An(t)] < C < 0o c.s. donde C € R, diremos que el proceso n
tiene saltos acotados.

Teorema 2.2.2 Sea n un proceso de Lévy con saltos acotados, entonces E[|n(t)|™] < oo
para todo m € N.

Demostracion: Se clarifica y completa la versién dada en Protter [14], pp. 25-26. Sea C'
la cota para los saltos de n y definamos los siguientes tiempos de parada 7, = inf{t >
0:|n)| >C}y Thp1 = inf{t > 7, : In(t) —n(7,)| > C} para n > 0. Como los caminos
muestrales son continuos por derecha, los tiempos de parada (7,,n € N) forman una
sucesién estrictamente creciente. Més aun, |An(7)| < C para todo tiempo de parada 7
(por hipétesis). Demostraremos por induccién que

sup [n(s A 1,)| < 2nC. (2.2)

Primero, analizaremos si la expresion anterior se cumple para n = 1;

sup [n(s A )| = [n(m)| < [An(m)| + [n(n—)] < 2C.

Luego, suponemos que sup, [n(s A 7,)| < 2nC' se cumple para algin n > 1. Fijamos
w € Q y se observa que sup, [7(s A T,4+1)(w)| se obtiene ya sea en el intervalo [0, 7,,(w)[ o
en el intervalo [7,,(w), T,+1(w)]. Cuando ocurre el primer caso la verificacién es inmediata,
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y en el segundo caso se procede de la siguiente manera:

Sup (s A Tua)(W)] - = Ll [n(s)(w)]
< oo [n(s)(w) = () (W)] + |n(70) ()]
< () (@) = 0(7) (W) + 20C
< 7)) (@) = 0(Tna =) (@) + [0(Tna =) (@) = 0(70) (W) + 20C
< 2(n+1)C.

Con lo cual se completa la prueba por induccién. El Teorema 2.1.12 implica que 7,, — Tr,—1
es independiente de F,, _, y que la distribucion de 7,, — 7, es igual a la de 7. Aplicando
repetidas veces el teorema de muestreo opcional (Teorema B.2.2), se tiene

Ele™™] = Ele e (») ... em )] = Ble " = " (2:3)

para algin 0 < # < 1. Ahora, combinando (2.2) con (2.3), y utilizando la desigualdad de
Chebyshev-Markov (Teorema A.1.1), se tiene

Ele™™]

et

P(In(t)] > 2nC) < P(1, < t) < <ep, (2.4)

paran € N, t > 0. Lo que implica que 7(t) tiene momentos exponenciales y por ende
momentos de cualquier orden. También es posible verificar que E[|n(t)|™] < oo, pues a
partir de (2.4) se tiene

/ Y™ pyiydy = Z/ Y™ Py dy
ly|>2nC 2rC<|y|<2(r+1)C

< (20)™e Z(T +1)"6" < oo.

O

Teorema 2.2.3 Sea N un proceso de Lévy de conteo que es casi sequramente creciente
y su proceso de saltos AN = (AN(t),t > 0) toma valores en {0,1}. Entonces N es un
proceso de Poisson.

Demostracion: Se cambia ligeramente el enfoque dado por Applebaum [1], pp. 85-
86. Definamos recursivamente una sucesién de tiempos de parada con 7 = 0y 7, =
inf {t > 7,_1; N(t) — N(7,—1) # 0} para todo n € N. A partir del Teorema 2.1.12, la
sucesion (7, — 7,—1,n € N) es i.i.d. Luego, para todo s,t > 0 se tiene
P(ry >s+t) = P(N(s)=0,N(t+s)— N(s)=0)
= P(Tl > S)P(Tl > t)
Por el hecho que N es casi seguramente creciente, la funcién t — P(7; > t) es decreciente y
por la continuidad en probabilidad, se deduce que la funcién ¢ — P(7; > t) es continua en
t = 0. Con lo cual, la solucion de la respectiva ecuacion funcional es continua, existiendo

A > 0 tal que P(r; > t) = e para todo t > 0. Se aprecia que 7; tiene distribucién
exponencial con pardmetro A y

P(N(t)=0)=P(ry >t) =e ™M

para todo t > 0. Luego, la prueba se completa en razon de la Proposicién 1.1.9(5). O
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Lema 2.2.4 Sin es un proceso de Lévy, entonces para t > 0 fijo se tiene que An(t) =0
c.s.

Demostracion: Sea (t(n),n € N) una sucesion estrictamente creciente, y ¢ € R, tal que
t(n) — t, cuando n — oo. Como 7 tiene caminos muestrales cadlag, lim, ., n(t(n)) =
n(t—). Pero n, al ser proceso de Lévy, hace que la sucesién n(t(n)) converja en probabi-
lidad a n(t) y también posea una subsucesiéon que converge casi seguramente a 7(t). Por
la unicidad de limites tenemos que 7(t) = n(t—) c.s., con lo cual An(t) =0 c.s. O

2.3 Medida de Salto y Medida de Intensidad

En lugar de explorar todos los saltos An de un proceso de Lévy 7, resulta més favorable
contar los saltos del proceso que tengan un cierto tamano. Sea By la familia de borelianos
U C R cuya clausura U no contiene a {0}. De manera informal, para 0 <t < coy U € By,
en esta seccién nos interesa describir y estudiar las propiedades de

Nt U)=#{0<s<t;An(s) e U}.
Esta seccion se basa en Applebaum [1] y Oksendal y Sulem [13].

Definicién 2.3.1 (Medida de salto) Dado un proceso de Lévy n, la medida de salto
se define como

N: OxRy xBy — N
(w,t,U) = N(‘*’ataU):ZogsgtlU(Ans<w))-

Aqui, N(w,t,U) = N(t,U) representa el nimero de saltos de tamano A(ns) € U que
ocurren antes del tiempo t. La forma diferencial de esta medida se escribe como N (dt, dz).

Teorema 2.3.2 La medida N(t,U) es finita para todo U € By.

Demostracion: Se completa y aclara la versién dada por Oksendal y Sulem [13], pp.
1-2. Definimos 7 (w) = inf{t > 0 | An(t)(w) € U} para w € Q. A continuacién, se
demostrara que 7, > 0 casi seguramente. Como los caminos muestrales son cadlag, se
tiene que n(0+) = limyon(t) = n(0) = 0 c.s. Por lo cual, Ve > 0,3t(e) > 0 tal que
In(t)| < €,Vt < t(e). Si e < d(0,U) entonces n(t) ¢ U,Vt < t(e). Luego, definimos por
induccién 7,11 (w) = inf{t > 7,,(w) | An(t)(w) € U}. Siguiendo el razonamiento anterior
se tiene que 7,.1 — 7, > 0 casi seguramente. A continuacién, queremos demostrar que
T, — o0 cuando n — oo. Por contradiccién, suponemos la existencia de 7 < oo tal que
7, — 7 cuando n — oo. Esto hace que el limite por la izquierda, lim,, 7(s), no exista;
contradiciendo la propiedad de la existencia del limite por la izquierda de las funciones
cadlag (Teorema 2.1.8). O

Corolario 2.3.3 La funcion de conjuntos U — N(w,t,U) define una medida o-finita
para w y t fijos.

Demostracion: Esta claro que N es una medida. Para analizar la o-finitud definimos
Gp = (—n,—2)U(2,n),n € N, luego N(t,G,) < oo para todo n € Ny ademéds R—{0} =
% ,G,. Conlo cual U — N(w,t,U) define una medida o-finita. O
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Definicién 2.3.4 (Medida de Intensidad) Definimos la medida de intensidad de n
como la funcion de conjuntos v(U) = E[N(1,U)].

Proposicién 2.3.5 La funcion de conjuntos U — v(U) es o-finita.

Demostracion: Esta claro que v es una medida. Para analizar la o-finitud definimos
Gn = (—n,—1) U (£,n),n € N, luego como N(t,G,) < oo para todo n € N se deduce
que v(Gy) < 0o. Ademés R — {0} = U2, G,,. Con lo cual U — v(U) define una medida
o-finita. U

Teorema 2.3.6 Si U € By entonces NV = (N(t,U),t > 0) es un proceso de Poisson
con intensidad A = v(U).

Demostracion: Se aclara la versiéon de Applebaum [1], pp. 88-89. La estrategia consiste
en demostrar primero que NV es un proceso de Lévy de conteo y luego utilizar el Teorema
2.2.3 para determinar que es un proceso de Poisson. Notemos primero, que para 0 < s <
t < ooy para todo n € N se cumple N(¢t,U)— N(s,U) > n siexisten t;, j =1,...,n tales
que s < t; < .. <t, <tycon An(t;) € U, para todo j. Més atn, An(u) € U si y s6lo
si existe k € U tal que dado € > 0, existe > 0 tal que

O<u—w<d=|n(w)—nlu) —kl<e.

Con lo cual, se deduce que el evento {N(t,U) — N(s,U) > n} pertenece a la o-algebra
{n(v) —n(u),s < u < v < t}. Por consiguiente, NV tiene incrementos estacionarios e
independientes. Para demostrar que NV es continuo en probabilidad, notemos que si
N(t,U) = 0 para algtin ¢t > 0 entonces N(s,U) = 0 para todo 0 < s < t. Luego, como
NV tiene incrementos estacionarios e independientes, para todo n € N

P(N(t,U) = 0) = P <N <% U> _0,N <§f U> —0,..,N(tU) :o)
_ (N <% U> — 0, N<it U) —N(%,U) =0,...,N(t,U)—N((n:ll)t,U> :0)
de donde . [ ( ( ) ﬂ

limsup P(N(t,U) = 0) = lim hmsup[( ( ): >r

t—0 n—oo t—0

g PN )= 0 = lim hmmf[( O

No es dificil deducir que lim;_oP(N(t,U) = 0) puede existir (siendo 1 o 0), o puede
no existir en cuyo caso, liminf, .o P(N(¢t,U) = ) 0 y limsup, ,P(N(t,U) = 0) = 1.
Primero, supongamos que liminf; o P(N(¢,U) = 0) = 0y limsup,_,,P(N(t,U) =0) = 1.
Es claro que la funcién ¢ — P(N(t,U) = 0) es monoténicamente decreciente; con lo
cual, si para cierto t* > 0 tenemos que P(N(t*,U) = 0) = € > 0 esto implica que
liminf, .o P(N(t,U) = 0) > e. Asi, siliminf; o P(N(¢,U) = 0) = 0 entonces P(N(t,U) =

Entonces:
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0) = 0 para todo ¢t > 0 y limsup, ,,P(N(t,U) = 0) = 0, lo cual es una condradiccién.
Ahora, supongamos que lim;_,oP(N(t,U) = 0) = 0; con lo cual lim; o P(N(¢,U) # 0) =
1. Sean C € By y D € By tales que C'N D es vacio. Como N(t,C U D) # 0 si y sélo
si N(t,C) # 06 N(t,D) # 0; tenemos que lim; ocP(N(¢,C U D) # 0) = 2; lo cual
constituye una contradiccién. Asi se concluye que lim; ¢ P(N(¢,U) = 0) = 1. O

Teorema 2.3.7 Si Uy, U, ..., U, pertenecen a By y son disjuntos, las variables aleatorias
N(t,Uy),N(t,Us), ..., N(t,U,,) son independientes.

Demostracion: Utilizando argumentos similares a los del teorema anterior, se deduce que
los eventos:

(N(t,Uy) =nq),--, (N, Un) = 1)

pertenecen a o-algebras independientes. 0

A continuacién, definiremos el proceso de Poisson compuesto, el cual es un proceso de
Lévy muy importante y pieza clave para muchos de los conceptos en secciones siguientes.
Después de su definicién, demostraremos que es un proceso de Lévy y calcularemos su
medida de intensidad correspondiente.

Definicién 2.3.8 (Proceso de Poisson compuesto) Sea (X(n),n € N), una sucesion
de variables i.i.d tomando valores en R y con distribucion ux, = px, y sea N = (N(t),t >
0) un proceso de Poisson con intensidad A e independiente de (X (n),n € N). El proceso
de Poisson compuesto, Y = (Y (t),t > 0), se define como

N(t)

Y(t) =) X(i), t >0.

Proposicion 2.3.9 El proceso de Poisson compuesto es un proceso de Lévy.

Demostracion: Se utilizan conceptos de Rolski et. al. [15], pp. 160-161. Los incrementos
de este proceso estan dados por:

N(t) N(s) N(t)
Y(t)=Y(s) =) X)) =Y X(j) =Xnpy+ .+ Xnwar = Y X(k), t>s.
j=1

i=1 k=N(s)+1

Con lo cual, debemos demostrar que paratodon e N h >0y 0<ty <t; <..<t,las
variables aleatorias:

N(t1+h) N (tn+h)
> X(i), .., Yo X(in)
i1=N(to+h)+1 in=N(tn—1+h)+1

son independientes y que su distribucién no depende de h. Si definimos F3(x) = P(X; +
Xo + ... X < x), entonces para todo 1, ..., z, > 0 tenemos

N(t1+h) N(tn+h)
P > X(i) <, Y X)) S | =
i1=N(to+h)+1 in=N(tn_1+h)+1
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= > HF*k (2;)P(N(t; + h) — N(to + h) = ky, ..., N(tn + h) — N(tu_1 + h) = ky,).

k1,....,kn€N j=1

Lo cual demuestra la independencia y estacionariedad de los incrementos del proceso de
Poisson compuesto. El resultado anterior se obtiene por los incrementos estacionarios e
independientes del proceso de Poisson y porque los elementos de la sucesién (X,,,n € N)
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, independientes de
los tiempos de arribo (7,,,n € N) del proceso de Poisson. Finalmente, el hecho de que el
proceso de Poisson compuesto sea continuo en probabilidad se deriva directamente de la
continuidad del proceso de Poisson. 0

Proposicién 2.3.10 La medida de intensidad del proceso de Poisson compuesto es v =
)\/Lx.

Demostracion: Para encontrar la medida de intensidad v de Y (¢), notemos que si U € By
entonces se tiene que v(U) = E[) ., ly(AY;)]. Luego, por independencia tenemos

v(U) = E[N(L, U)|P(X € U) = Mux (V).

Con lo cual se concluye que v = A\ux. O

2.4 Integracion de Poisson

A lo largo de esta seccién y las siguientes, se considera que el proceso (N(t,U),t > 0),
con U € By, es inducido por el proceso de Lévy 7. Es decir

N(t,U)= > 1y(An,).

Asimismo, en algunas ocasiones se utilizara vy para denotar la restriccion sobre U de la
medida v. Los resultados de esta seccién han sido tomados de Applebaum [1] y Protter
[14].

Definicién 2.4.1 (Integral de Poisson) Sea 1 un proceso de Lévy, U € By y f una
funcion boreliana de R en R y finita en U. Entonces, para todot > 0 yw € (2, definimos
la integral de Poisson de f como

| F@NG @) = 3 F@N (e e).
U zeU
Como N(t,{x}) # 0 <= An(s) = x para al menos un 0 < s < ¢, se tiene

[H@Ntdn) = 3 fan)i(an.). (25

U 0<s<t
Se puede obtener otra representacion tutil de las integrales de Poisson utilizando la

sucesion de tiempos en que ocurren los saltos del proceso N(t,U). Obviamente, dichos
tiempos de salto o arribo son inducidos por el proceso de Lévy n subyacente.
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Definicién 2.4.2 (Tiempos de arribo de N(t,U)) SiU € By, la sucesion de tiempos
de arribo TV = (¥, n € N) se define como

=inf{t > 0; An(t) € U};
) =inf{t > 7 ;An(t) e U}.

Con lo cual, a partir de (2.5), se tiene

[ F@N (@) = 3 F0E Do () (2.6)

u neN

Ahora, enunciaremos algunas propiedades de la integral de Poisson.

Teorema 2.4.3 Sea U € By. Entonces, para todo t > 0, [, f(x)N(t,dx) tiene una
distribucion de Poisson compuesta, de tal manera que para todo u € R,

{exp (zu / f(x)N(t,dz) )] — exp {t /Rgei“"” — Dvyu(de))|,

donde vy (A) = v(UN f7YA)). Ademds, si f € LY(U,vy)

E [ /U f(x)N(t,dx)] —y /U F@)(dz)

y si f € L*(U,vy) se tiene
— 2y(dx).
) t/UIf(iv)! (dz)

r(

Demostracion: Se clarifica la demostracion que aparece en Applebaum [1], pp. 91-92.
Por simplicidad, utilizaremos f € L*(U, vy). Consideremos primero que f es una funcién
simple, es decir: f = Z?Zl ajly,, donde a; € Ry U; € By con U = |_|?:1 Uj, la unién
disjunta de los U;. Ahora, debido a la independencia de N (¢, U;)

[exp (w/f N(t,dz) )} = FE |exp (iuiaj]\f(t, Uj)>
_ f[E [eiuajN(t,Uj)]
_ ﬁexp{t[emj —1(Uy)

— exp {t /U (76 _ 1) v(da)

Dada una funcién arbitraria f € L'(U, vy), se puede encontrar una sucesiéon de funciones
simples que convergen a f en L', y por lo tanto, una subsucesién que converge a f casi
seguramente. Pasando al limite a través de esta subsucesion y usando el teorema de con-
vergencia dominada se llega al resultado requerido. Las iltimas partes de la demostracion

N(t,dx)
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se obtienen por diferenciacién. Pues, si Z es una variables aleatoria tal que E[|Z]"] < oo
y ¢z es su funcién caracteristica, entonces

E[Z" =i e

u=0

O

El siguiente teorema indica que dos integrales estocasticas de Poisson basadas sobre
el mismo proceso de Lévy, pero evaluadas sobre conjuntos disjuntos, dan lugar a pro-
cesos estocasticos independientes. Este hecho sera importante en la demostracion de la
descomposicion de Lévy-Ito, que se discutira en la seccion siguiente.

Teorema 2.4.4 Sean U; y Uy conjuntos disjuntos que pertenecen a By. Entonces los dos
procesos J' = (J'(t),t > 0) y J* = (J*(t),t > 0) son procesos de Lévy independientes,
donde
JH(t) = / eN(t,dr) = > An(s)ly, (An),
U

0<s<t

70 = [ aNda) = Y An(s)iua(n).

0<s<t

Demostracion: Se completa y aclara la demostracién que aparece en Protter [14], p.
30. Es evidente que J! y J? son procesos de Lévy. Para demostrar su independencia
consideremos los procesos V* = (V¥(t),t > 0) y WP = (WP(¢t),t > 0) definidos como

eiqu(t) eiqu(t)
IS Eleiw/' 0] 1= Zam b
6ipJQ(t) 6iuJQ(t)
P(4) — | = ——
w (t) i E[eipJ2(t)] 1 etf2(u) L

donde u,p € R y 6, es el simbolo de Lévy del proceso J* con k = 1,2. Tanto V" y
WP son martingalas con E[V"(t)] = E[WP?(t)] = 0. Para aplicar la Proposicién B.4.4
bastaria con mostrar que al menos uno de los procesos V" o WP tiene tiene variacion
cuadrado integrable en intervalos finitos. Esto se demuestra facilmente después de aplicar
el teorema del valor medio, pues para todo t > 0 existe una variable aleatoria compleja
p(t) tal que 0 < [p(t)| <1 para la cual

Ve (t) = p(t)[iud (1) — t61(w)].
Ahora, para 0 < s <t < 0o se tiene
E[VH()WP(s)] = E[V*(s)WP(s)] + E[(V*(t) = V*(s))WP(s)].

Debido a que U; y U, son disjuntos, V* y WP tienen sus saltos en tiempos distintos,
con lo cual E[V*(s)WP(s)] = 0 por la Proposicién B.4.4. Al ser V* una martingala, un
argumento directo de condicionamiento hace que E[(V"(t) — V*(s))W?P(s)] = 0, con lo
cual para todo u,p € R tenemos

E[eiqu(t)eipJ2(s)] — E[eiqu(t)]E[eipJQ(s)]’
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donde las variables aleatorias J'(t) y J%(s) son idependientes en razén del teorema de
Kac (Teorema A.1.2).

Debemos demostrar ahora que los procesos son independientes. Para ello, considere-
mos ni,ns € N, y la particién (r); = {0=1t) <t} <th <--- <t. } para el proceso
1. Asimismo, consideramos la particién (r), = {0 =13 <t} <3 <--- <2 } para el
proceso 2. Luego, se tiene u; € R,0 < 7 < n; yp; € R,0 < j < ny y escribimos

Vj = Uj + Ujp1 + -+ U, Y U7 =P+ Pje1 + - + Pny. Por la independencia y estacio-

nariedad de los incrementos se tiene
exp ( Zule ) exp ( Zkaz tk >]
oxp ( S - sl 1») exp ( B - J?(tz_m)]
=1 k=1
no

H E [exp (v} J'(t; — ;)] [ [ E [exp (07 S8} — £1))]

M

E

= TTIL% exo {i (3710 = 50) + R 72(1 — i)}
= HHE [exp {i (v) — JNE) + R = D) Y]

= F exp{ Z'U Jl Jlt +szk J2 tk Jz(tlz—l))}]
= F exp( Zule +iZPkJ2(ti)>
i k=1

Luego, utilizando el teorema de Kac (Teorema A.1.2) demostramos la independencia. [J

Para culminar esta seccion, vamos a analizar las propiedades de la sucesion formada
por los tamanos de salto (distintos de 0) de un proceso de Lévy, y demostraremos que
el proceso ([, f(x)N(t,dx),t > 0) es un proceso de Poisson compuesto. Asimismo,
definiremos y demostraremos las propiedades més importantes cuando la integral ante-
rior es compensada.

Definicién 2.4.5 (Sucesiéon tamano de salto) SeanU € By y f : R — R una funcion
boreliana. La sucesion de variables tamario de salto (Y{'(n),n € N) se define como

= [r@N (L dn) ~ [ F@N o), 2.7)

Lo que también es equivalente a

Y{(n) = f(An(r))), (2.8)

para todo n € N.
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Teorema 2.4.6 Las variables aleatorias YfU(n), n € N son i...d. con distribucion comin

dada por
Unf'(4))
B(YY(n) e A) = 4 2.
( f (n) € ) V(U) ) ( 9)
para todo A € B(R).
Demostracion: Utilizaremos el Teorema 2.4.3 y (2.7) junto con el hecho que 7¢¥ — 7Y ||

n € N son variables aleatorias i.i.d. distribuidas exponencialmente y con media igual a
1. Asf se tiene

v(U)
P(Y/(n)e A) = E[1a(Y{(n))]
= E[E[ 1Y/ ()7 — 75 4]]
— /0 s U1A (f (@))v(da)p,v_,v (ds)
v(UN f~ 1(A))

v(U)

lo cual demuestra que las variables son idénticamente distribuidas. Para demostrar que
son independientes, consideremos un conjunto finito de nimeros naturales {1, j2, ..., jm
y Aj, ..., Aj,. € B(R). Luego, calculamos la siguiente probabilidad

P (YfU(jl) € Aju YfU<j2) < Aj27 \ 7YfU(.jm) € Ajm)

m
8L, OF Gl = ot = ”

_ / [ [ sij RGOS

Xpro (s )pry _rv(dsg,) - pro _qv  (dsj,,)
= P(Y7 (1) € 45) P (Y7 (42) € App) - P (Y (jim) € 4;,.)
debido a (2.9). O
Teorema 2.4.7 (fU f(z)N(t, dx),t > O) es un proceso de Poisson compuesto.

Demostracion: Primeramente, habria que demostrar que (YfU(n), n € N) y el proceso de
Poisson (N(t,U),t > 0) son idependientes. Esto se demuestra porque para todo m € N
yneNU{0},t>0y A e B(R)
P(Y{(m) € AIN(t,U)=n) = P(Y/(m)e€ Alr, <t, 7, >1)
= P(Y{(m) € A)

a través de un cédlculo similar al realizado en el teorema anterior. Luego, para todo t > 0
tenemos

/f N(t,dz) =Y/ (1) + Y/ (2) + -+ Y/ (N(t,U)),

donde los sumandos son i.i.d. O
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Corolario 2.4.8 Sea f : R — R una funcion de Borel, y U € By. Entonces el proceso
estocdstico ([, f(x)N(t,dx),t > 0) es de variacion finita' en [0,t] para todo t > 0.

Demostracion: Se sabe que Y i ., [f(AX,)[1y(AX,) < oo casi seguramente. Luego,
para todas las particiones (r) del intervalo [0,¢] se tiene

varp) (V) < > [f(AX)[1p(AX,) < oo c.s.

0<s<t

O

Definicién 2.4.9 (Integral de Poisson compensada) Sea U € By, f € L'(U,vy) y
para todo t > 0, se define la integral de Poisson compensada como

/f N(t,dz) /f tdx)—t/Uf(x)y(dx

Proposicion 2.4.10 La integral de Poisson compensada posee las siguientes propiedades:

(1) la integral de Poisson compensada es una martingala;

(2) la funcion caracteristica de la integral de Poisson compensada es:

exp {t/U [€"* — 1 — juz] nyU(d$)} (2.10)
donde vy (A) =v(UN f71(A) yu e R;
(3) si f € LAU,vp)

tdm

]—t/ 1 (2)[2(d). (2.11)

Demostracion: Para demostrar (1), por el Teorema 2.4.3 tenemos

[/f tdx] = EU f(x)N(t,dx)] —E{t/f(x)y(dx)}
= [ faptan) —t [ s

Luego, se calcula para s,t >0y s <t

()] o[ (- [ s

al ser ( fU (t,dz),t > 0) un proceso de Lévy, y usando el Teorema 2.4.3, del lado derecho
se tiene

_EK/Ntdx /Nsdxﬂ—t/f v(dx) +s/f da;)—i—/UN(s,d:U)
—t/f v(dz) —s/f v(dzx) —t/f v(dzx) —i—s/f dx)—k/UN(s,dx);

con lo cual, . K/U N(t,dl’)> ]_—8} — /UN(S,dx).

Finalmente, (2) y (3) pueden derivarse directamente del Teorema 2.4.3. O

4Revisar Definicién B.4.3
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2.5 Descomposicion de Lévy-Ito

En esta seccion se demostrara uno de los resultados clave en la teoria de los procesos
de Lévy, denominado descomposicion de Lévy-Ito. Este resultado permite descomponer
los caminos muestrales de un proceso de Lévy en una parte continua y otra de saltos.
El primer paso es eliminar del proceso de Lévy los saltos con magnitud mayor que un
cierto real (generalmente 1) y demostrar que dicho proceso de saltos acotados es también
un proceso de Lévy y puede descomponerse en dos procesos independientes: un proceso
continuo y un proceso con saltos compensados. Finalmente, se demuestra que el proceso
continuo corresponde a un movimiento browniano.

No esta de mas recordar que la medida salto N se encuentra asociada al proceso de
Lévy n, el cual se quiere descomponer.

Se ha seleccionado el enfoque de demostracién que presentan Applebaum [1] y Protter
[14].

Definicién 2.5.1 (Proceso de eliminacién de saltos) Para todo a > 0, considerando
el proceso de Poisson compuesto

</|xzaxN(t,dx),t > o> |

Definimos un nuevo proceso estocdstico Y = (Y(t),t > 0) donde

ya(t) :n(t)—/|> sN(t, dz).

Sean {7,,n € N}, los tiempos de llegada del proceso de Poisson N(t, A°),t > 0 donde
A={y eR: |yl <a}; entonces

n(t) si0<t<m,
a 4 77(71—) sttt = T1,
Yo = nt) —n(m) +n(n—) sim <t<m,
Ya(TQ—) sttt = T2,

Y ast se continua recursivamente.
Teorema 2.5.2 El proceso estocdstico Y es un proceso de Lévy.

Demostracion: Es claro que Y(0) = 0 casi seguramente. Ademas, tal como se hizo en
el caso de teoremas anteriores, tenemos que Y(t) — Y%(s) es medible con respecto a la
o-algebra a{n(u) — n(v);s < v < wu < t}. Entonces Y* tiene incrementos estacionarios
e independientes. Finalmente para establecer la continuidad en probabilidad, se cumple
que para todod >0yt >0
d
-3).

donde n(t) y f|ar|>a xN(t,dzx) son procesos de Lévy, siendo la conclusién inmediata. [

P(|Y(t)| > d) <P <|n(t)| > g) +P (’/wa aN(t, dz)
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Corolario 2.5.3 Un proceso de Lévy tiene saltos acotados si y solamente si es de la
forma Y para cierto a > 0.

Demmostracion: (=) Sin es un proceso de Lévy con saltos acotados, entonces sup, |An,| <
C < oo para algin C' > 0, entonces n es un proceso del tipo Y* con a = C'. Ahora,
demostraremos (<=). Si un proceso de Lévy 1 es de la forma Y* entonces sup, |An| <
a < oo con lo cual es un proceso de saltos acotados. [l

Definicién 2.5.4 (Proceso compensado de eliminacién de saltos) Para cualquier
a > 0, definimos el proceso (Lévy) compensado de eliminacidon de saltos, Y* = (Y(t),t >
0), donde A

Ye(t) =Yt) — E[Y(t)].

Teorema 2.5.5 FEl proceso compensado de eliminacion de saltos es una martingala cad-
lag centrada y cuadrado integrable.

Demostracién: Es obvio que E[Y?] = 0. Demostraremos que Y es una martingala. Para
s >0yt > tales que s <t se tiene

A

EY“()|F,] = E[Y(t) = Y(s) + V()| Fe] = Y(s) + E[V(1)] = E[Y(5)] = Y"(s).

Ademas E[[Y%(t)|] < oo y E[[Y%(t)[?] < oo por ser Y un proceso de Lévy con saltos
acotados (existen todos sus momentos finitos). Finalmente, al ser Y* una martingala
tiene una versién con caminos muestrales cadlag. 0

A partir de ahora consideraremos a = 1 y a los procesos Y! e Y1 como Y e Y, res-
pectivamente. Asimismo, Y es la versién centrada de Y. Por ultimo, utilizaremos la
notacion

MU(t):/UxN(t,dx) :/U:rN(t,dx)—t/xu(dx)

U
para todo U € By y ¢t > 0.

Teorema 2.5.6 Para todot > 0

Y (t) = Ye(t) + Ya(t),
donde Y. y Yy son procesos de Lévy independientes, Y, tiene caminos muestrales continuos
Y

Yo(t) = / N )

Demostracién: Se completa la demostracién dada por Protter [14], p. 31. Sea U, =
{k%l <lz| < %} con k € N. Luego, para n € N definimos A,, = U}_,Uy. Lo primero que
haremos es demostrar la convergencia de (M4, n € N) a Y, en el espacio de martingalas.
Se sabe que para todo t > 0, las variables aleatorias MUk(t) son mutuamente ortogonales
debido a la Proposicién B.4.4. Con lo cual, para todo n > 1 tenemos

E(|MA )] =) E[[MY#)P] . (2.12)
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Por argumentos similares a los que se utilizaron en la demostracion del Teorema 2.4.4 y
la Proposicién 2.1.9, se demuestra que los procesos Y — M4» y M4 son independientes.
Entonces

Var(Y(t)) = Var(Y (t) — M (t)) + Var(M*(t)),
y por consiguiente,
E[M (£)2] = Var(MA"(t)) < Var(Y (t)). (2.13)
Ademds, por (2.12), para todo n; < no,
E [(MAM (t) — MAn (@)2} _E [(MA"z (t)ﬂ _E [(MAnl (t)ﬂ >0, (2.14)
Debido a (2.13) y (2.14), se puede observar que para todo t > 0, (E[M#»(t)?],n € N) es
creciente y acotada superiormente y por lo tanto, convergente. Luego, se deduce que

L2 ~

MA () = / oWt de) 2 [ st dz) = Ya(),
con lo cual, Y4(t) es una martingala. Ademds, debido a la convergencia en L?, se tiene

convergencia en probabilidad, es decir, que M%=(¢) = Y,(t) para todo ¢ > 0. Se
demuestra que Yy(t) es un proceso de Lévy, utilizando la desigualdad de Chebyshev-
Markov (Teorema A.1.1) para deducir que para todo € > 0

=0

E | (Ya(t) — M4 (1))
ltilrgl]P(}Yd(t) — MA”(t)| > e) < [( - > ) ]

para todo n € N. Argumentos similares muestran que Y, es un proceso de Lévy en el
espacio de martingalas, donde para todo ¢t > 0

(Y/(t) _ MA (t)) Zy. ).

Ahora consideremos las funciones caracteristicas de Y (t) — MA»(t) y MA»(t). Por inde-
pendencia, se tiene que para todot > 0, u,p e Ry n € N|

E [exp {iuM ()} exp {ip (Y(t) — MA (t)) }]
= E [exp {iuM”"(t)}] E [exp {ip <}7(t) — MA"(t)> H .

Luego, sabiendo que (Y (t) — M4~ (t)) 5 Y, (t) y M4~ (t) A Y, (t) cuando n — oo, se tiene
que la expresion anterior toma la forma

E [exp {iuYa(t)}] E [exp {ipYe(t)}] .

Esto se generaliza a Y; y Y,, demostrando la independencia entre dichos procesos. Final-
mente, faltarfa demostrar que Y. tiene caminos muestrales continuos. Si Y.(f) = 0 c.s.
para todo t > 0, la conclusion acerca de la continuidad de los caminos es obvia. Sea
S C ) tal que para todo w € S, el camino muestral del proceso Y, no es continuo. Si
P(S) = 0, Y. se puede reemplazar por una versién con caminos muestrales continuos.
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Ahora, por contradiccién, supongamos que P(S) > 0, con lo cual existiria § > 0 y un
tiempo de parada 7 tal que P(|An(7)| > 6) > 0. Sea B = {x € R;|z| > ¢}. Luego, para
todot >0y f € L*(B,vg), aplicando la Proposicién (B.4.4), se tiene

0¢E[ /f tdx]zgi_)rgoE[(Y( /f tdx]:()

con lo cual obtenemos la contradiccién deseada. O

Proposicion 2.5.7 Para todot >0 yu € R,

E [e"40] = exp {t/ [ — 1 — iuz] y(d:z:)} :
lz|<1

Demostracion: La expresion anterior se obtiene tomando limite cuando n — oo en

exp {t /A [ -1 iua] u(dm)} .

U
Proposicion 2.5.8 v es una medida de Lévy.
Demostracion: Es obvio que v((—1,1)¢) < co. Ademas, se tiene
/ ePu(dr) = lim [ |aPr(dz) = m B [p )]
|z|<1 n—oo [ 4 n—o00
= E[[Y4®)]?] < oo.
U

Teorema 2.5.9 Y, es un movimiento browniano.

Demostracion: Se completa y aclara la versiéon dada por Applebaum [1], pp. 106-108.
Buscaremos demostrar que para todou € Ry t > 0,

E [¢-0] = ot

con a > 0, para usar la caracterizacion de martingala de Lévy para el movimiento brow-
niano®. Notemos que como Y, no tiene saltos, todos sus momentos existen debido al

Teorema 2.2.2, y ademas, al ser Y, un proceso de Lévy centrado se tiene
On(u) = B [e"7O] = e,

donde ¢ € C*°(R) y ¢/(0) = 0. Diferenciando repetidamente se tiene que para todo t > 0
ym 2> 2
EY. ()™ = ait + agt* + -+ + ap_1t™ ", (2.15)

°Sea X = (X(t),t > 0) es un proceso de Lévy con caminos muestrales continuos c.s. tal que
E[X(t)] = 0 para todo t > 0y E[X(t)X(s)] = a(sAt) cona >0y st > 0. X es un movimiento
browniano si y solamente si
E |:eiuX(t)] _ e—uQat/2’

paratodot >0y u € R.
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para ciertos ap, as, ..., a,—1 € R. Tomemos, (r) = {0 =ty < t; < -+ < t, = t}, una
particién de [0,t], y definamos AY.(t;) = Y.(t;41) — Y(t;) para todo 0 < j < n—1.

Luego, se tiene
n—1

E [equC(t Z 'LuYC(t]Jrl . quC(tj))] )

Usando la expansién de Taylor para eWYC +1) alrededor de Y,(t ;) se tiene
2
eiuYeltiv1) — giuYe(ty) 4 Z-uemyc(tj)AYC(tj) + %em[yc(tj)ijyc(tj)] [AYC(tj)]2 (2.16)

donde 6; €]0,1[, con lo cual, Y.(¢;) < Y.(t;)+6;AY.(t;) < Ye(t;+1). Luego, si ala ecuacion
(2.16) le sumamos y restamos 2 ™Ye(5) [AY,(t;)]?, tenemos que e™¥<(ti+1) es igual a

'LL2 2

Giuyc(tj)—i—'iueiuyc(tj)AY;(tj) 2 wYC(t [AY( )] _{_% (eiu[YC(tj)+9jAYc(tj)] . equC (t; )) [AY( )]

con lo cual se tiene

n—1

E | (en¥elin) — %)) | = B[1(1)] + E[L(t)] + ElL:(t)],

J=0

donde

n—1
L(t) = iuy e WAY,(t;)

j=0
U2 n—1
Lt) = —5 > WA ()P
7=0
’U2 n—1
L(t) = -5 (ew[Yc(tj)JrGjAYc(tj)] etuYel t])[Ay( N
j=0

Luego, considerando los incrementos independientes de Y,(¢) calculamos el valor esperado
de I 1 (t) .

Z uYe(t;)

7=0

pues E[AY.(t;)] = E[Y.(tj+1)] — E[Yc(tj)] = 0. Asimismo, utilizando los incrementos
independientes de Y, (t) y la ecuacién (2.15) con a; = a > 0, calculamos el valor esperado

E[I(t)] = iuE E[AY.(t;)] =0;

de IQ( ) .
Bl =~ 3" B[] B[(AY.(1)]
= —%i%( w)(tj1 = 1)
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Para el calculo del valor esperado de I3(t), definimos para £ > 0 el evento

Ve = {w € Q: max sup  |Ye(v)(w) — Ye(u)(w)] < f} :

0<j<n— 1t <u,w<t;jp1

Utilizando la desigualdad |e** — 1| < 2 para todo z € R, se tiene

—_

n—

<Y [ lAYi(h) @) IR(), (217)

J

‘E [Ig(t)m&c]

Il
=)

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

[
/Q <1V§C)QIP’(dW)F /g}(fl(m@(tj)(w)y)}(dw) 2

n—1

Z(AYc(tj)(W))2] P(dw) <

J=1

IN

J=1

< / w;ww]é E (S(Am@»?)z

J=1

Luego, reemplazando la expresién anterior en (2.17), se tiene

1
n—1 2

< (P(VE)* | B (Z(Amtm?) : (2.18)

=

‘E [Ig(t)lvgc}

Utilizando los incrementos estacionarios e independientes de Y. y trabajando con el lado
derecho de la expresién anterior obtenemos

(immtﬁ)?) = B2 Milty) Vel Valtinr) Yot

i
L

E [(Ye(tjrr — t;)°] B [(Ye(tisn — t)?] -

Luego, utilizando la ecuacién (2.15) con E[Y.(t)Y] = a1t + ast? + ast® y E[Y.(t))] = at y
tomando b = max {|a;|,a® + |az — a?|, |as|} se tiene que la expresién anterior

n—1 n—1
Z (tjs1 — 1) + ax(tjen — 1))* + as(tjn — t5)°) + o’ (’52 =) (ti - fj)2>

J=0
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n—1 n—1

= alt + a2t2 + (ag — a Z j+1 —1; ) + as Z(thrl — tj)g
Jj=0 J=0
n—1

< aglt + a2 + |ag — a®]Y (L1 — 1) +|a3|z tig —t;)°
j=0

< Jailt + (a® + |ag — a®|)t* + |as|t?
< b+ 1Y)

Con lo cual tenemos la desigualdad (2.18) como

B L] | <w (P(VE))? [O(# +19)] 2 . (2.19)

Utilizando el teorema del valor medio y la ecuacién (2.15) tenemos

|E [I3(t) 1V§\<|“| /1V§Z|AY w)|PP(dw) < 2. (2.20)

Luego, sea ((r,),n € N) una sucesién de particiones del intervalo [0,¢] con abertura o,
tales que lim,_, 6, = 0. Hacemos referencia a I(t), I5(t) y a I3(t) como Il(”) (1), IQ(”) (t)
y I:.E”) (t), respectivamente, dependiendo de la particién; y a Ve como Vé(n). Ahora, la

continuidad c.s. de los caminos muestrales de Y, implica

max sup |Ye(v)(w) = Ye(u)(w)[ < sup [Ye(v)(w) = Ye(u)(w)],

<5< —
1<j<m(n)—1 t;n)ﬁu,vﬁtgz_)l 0<u,v<t,|lu—v|<dpn

y el lado derecho de la tltima expresion tiende a cero c.s cuando n — oo. Luego, como
la funcién indicadora 1, converge c.s a lg al utilizar el teorema de la convergencia
£

dominada se tiene

lim P(V™) = lim [ 1,0 P(dw) = / i 1,0 P(d) = B() = 1,

con lo cual, lim,, IP’((Vg(”))C) = 0. Posteriormente, y por (2.19) y (2.20), se obtiene
claramente

t 3
limsup F [Ién)(t)} < Satlul’.

— Y
n—oo 2

y como ¢ puede hacerse arbitrariamente pequeno,

lim E [132”) (t)] = 0.

n—oo

Tomando limite a IJ™(t), se tiene

lim F [I (n) au / bs(u

n—oo

Finalmente, las dos expresiones anteriores,

¢t(u)—1:—7/0 6o(u)ds
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y asi

O

Teorema 2.5.10 (Descomposicién de Lévy-Itd) Sea n un proceso de Lévy. En-
tonces existen b € R, un movimiento browniano B, (con a como en el teorema anterior)
y una medida de Poisson N en Ry x (R — {0}) independiente de B,, tal que para todo
t>0,

n(t) = bt + B,(t) + /

lz|<1

N (t,dx) +/ xN(t,dx). (2.21)

|z|>1

Demostracion: Este es un resultado directo de combinar los Teoremas 2.5.6 y 2.5.9, pues

n(t) — / N ) -8 [n(t) - / lleN(t,dx)] — BJ(t) + /| Ntz

o b= E {nu) —/Iw|21 xN(l,dx)] .
0

A continuacién se presenta la demostracién de la férmula de Lévy-Khintchine (Teorema
1.2.19).

Teorema 2.5.11 Sea n un proceso de Lévy, entonces para todo u € R, t > 0 se tiene

2

B[] = exp {t (ibu — % + /R o [e™ — 1 — duylp(y)] V(dy)> } (2.22)

donde B = {z € R;|z| < 1}.

Demostracion: Por independencia, se tiene
E [ eiun(t)] _ itub [ eich(t)] E [ eiqu(t)] E [eiu J'lwlZImN(t,dx)] .
De resultados anteriores tenemos
E [ei“YE(t)} = e 2
E [ei“Yd(t)} = exp {t/ [ — 1 — iuz] I/(dx)} ;
lz|<1
E [emflzlzﬂN(t’dI)] = exp [t/l (e — 1)V(d$)} ;

con lo cual, la deduccién es inmediata. 0
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2.6 Interlazado

En esta seccion vamos a utilizar la técnica del interlazado para lograr una mayor profun-
didad en la descomposicién de Lévy-Ito. Sea Y = (Y'(t),t > 0), un proceso de Lévy con
saltos acotados por 1, con lo cual, a través de la descomposicion de Lévy-1to, se tiene

Y (t) = bt + B,(t) +/ xN(t,dz),

lz|<1

para todo t > 0. Para que la siguiente construccién sea no trivial, es conveniente asumir
que Y pueda tener saltos de una dimension arbitrariamente pequena, es decir que no
exista un numero a tal que 0 < a < 1y que v((—a,a)) = 0. Asimismo, definimos una
sucesion (€,,n € N) que decrece monoténicamente a cero tal que

1
En:SUp{yZO»/ ‘/EQV(dI)S_n}7
0<|zl<y 8

donde v es la medida de Lévy asociada a Y. Luego, definimos una sucesion de procesos
de Lévy Y, = (Y,(t),n € N), donde en cada uno de ellos su salto es acotado inferiormente
por €, y superiormente por 1, de la manera siguiente;

Y, (t) = bt + B,(t) +/ xN(t,dz), paran € N.

en<|z|<1

Si separamos el movimiento browniano y la tendencia, y definimos
Cn(t) = B,(t) + ¢ [b - / xu(da:)} 4
en<|z|<1
el proceso Y,, quedaria
x@pxmw+/ N (t, dz)
en<|z|<1

para todo t > 0. Ahora, fe <Jel<1 xN(t,dx) es un proceso de Poisson compuesto con

saltos AY (), tomando lugar en los tiempos (7', m € N). Luego, podemos construir el
proceso Y, por medio del interlazado, de la siguiente manera:

Cn(t) si0<t<rT),
Ya(t) = Co(th) + AY (7)) sit=rTl
" Yo () + Co(t) — Cu(t)) siT! <t <72,
Y, (2=) + AY (72 sit=rT12

y asi se prosigue recursivamente.

Teorema 2.6.1 Para todot > 0, se cumple casi seguramente que

lim Y,(t) = Y (#),

n—oo

y la convergencia es uniforme en intervalos compactos de R .
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Demostracion: Se sigue la demostracién dada por Applebaum [1], p. 114. Fijemos T" > 0,
entonces para todo t tal que 0 <t < Ty todo n € N se tiene

Vo) = Yalt) = [ PN (t, dr),
ent+1<|z|<€n

la cual es una martingala en L?. Luego, por la desigualdad de martingalas de Doob
(Teorema B.2.3), y considerando el hecho que para A € By se cumple

/AxN(t,dx) 2] :t/A|x|2u(dx),

4E [|Yoia (1) = Ya(8)’]

= 4T/ |z|” v(dz) < =
ent1<|z|<en 8
Luego, por la desigualdad de Chebyshev-Markov (Teorema A.1.1),

P ( sup V(0 - Yol 2 32) < 50

0<t<T 2 on ) = on’

E

obtenemos

IN

E { sup |Yosi(t) — Yn(t)lz}

0<t<T

ahora es posible aplicar el lema de Borel (Lema A.1.4) y se obtiene
1
P <nm sup sup [¥a(t) — Ya(t)] 2 —) 0
n—oo 0<t<T AL
de donde por (A.1)
1
P (liminf sup |Yo11(t) — Yo (8)| < —) =1
n—o0 (0<t<T 21

Por consiguiente, dado todo § > 0 existe ny € N tal que para todo m,n > ng se tiene
con probabilidad 1,

sup [Y,,(t) — Y (8)] < Z SUP Vi1 (?) ()] < Z_ <0,

0<t<T ~ 0<t<

con lo cual se aprecia que (Y, (t),n € N) es c.s. uniformemente de Cauchy en intervalos
compactos y por consiguiente, converge casi seguramente y de manera uniforme en in-
tervalos compactos. [l

Concluimos el capitulo con la demostracion de que todo proceso de Lévy es una semi-
martingala.

Definicién 2.6.2 (Semimartingala) Se dice que X es una semimartingala si es un
proceso adaptado tal que para todo t > 0,

X(t) = X(0) + M(t) + C(¢)

donde M = (M(t),t > 0) es una martingala local’ y C = (C(t),t > 0) es un proceso
adaptado de variacion finita.

6Ver Definicién 3.2.13.
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Proposicion 2.6.3 Todo proceso de Lévy es una semimartingala.
Demostracion: Por la descomposicion de Lévy-It6 se tiene que para todo ¢ > 0,
X(t)=M(t)+ C(¢)

donde

M(t) = Ba(t) + /| N,

C(t) :bt+/ xN(t,dz).

lz[>1

M (t) es una martingala y por lo tanto es una martingala local. Como
Y(t) = / N (¢, dz)
z[>1

es un proceso de Poisson compuesto, para cualquier particién (r) de [0,¢] se cumple

varyy(Y) < Z |AX |11 00(AXS) < 00 css.,

0<s<t

deduciéndose que C(t) es un proceso adaptado de variacién finita. 0
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Capitulo 3

Integracion Estocastica

En este capitulo, a fin de simplificar la notacién, consideraremos procesos estocasticos en
R, pero los resultados se cumplen para procesos en R". Asimismo, asumimos la existencia
de un espacio de probabilidad filtrado (2, F, (F;):>0, P) satisfaciendo las hip6tesis usuales:

(1) Fo contiene todos los conjuntos P-nulos de F;
(2) la filtracién (F;)i>o es continua por derecha, esto es, F; = Ny~ F,, para todo t > 0.

El presente capitulo se basa fundamentalmente en Applebaum [1], pp. 190-230.

3.1 Conceptos previos y motivacion

3.1.1 Medidas aleatorias y medida martingala valuada

En esta seccién se considera la definicion de la medida martingala valuada segun El
Karoui y Méléard [7].

Definicién 3.1.1 (Medidas aleatorias) Sea un espacio medible (S, A) y un espacio
de probabilidad filtrado (2, F, (Fi)i>0,P). Una medida aleatoria M en (S, A) es una
coleccidn de variables aleatorias (M(Q),Q € A), tal que

(1) M(D) = 0;

(2) dada una sucesion (Cp,n € N) de conjuntos mutuamente disjuntos en A, se cumple

cast sequramente que
M (U Cn> = M(Cy);

neN neN

(3) para toda familia de conjuntos disjuntos (Q1,...,Qn) en A, las variables aleatorias
M(Q1), M(Qs), ..., M(Q,) son independientes.

La sequnda propiedad corresponde a la o—aditividad de la medida aleatoria, y la tercera
propiedad, se denomina propiedad de independencia dispersa.

A continuacién introduciremos el concepto de medida martingala valuada, el cual sera
muy importante en el desarrollo de la teoria de integracion estocastica.
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Definicién 3.1.2 (Medida martingala valuada) Sea E € B(R); una medida mar-
tingala valuada es una funcién de conjuntos M : RT x B(E) x Q — R la cual satisface
las siguientes propiedades

(1) M(0,A) = M(t,0) =0 (c.s), para todo A € B(E) y todo t > 0;

(2) M(t,AUB) = M(t,A) + M(t,B) (c.s), para todo t > 0 y para cualquier par de
conjuntos disjuntos A, B € B(E);

(3) (M(t,A),t > 0) es una martingala cuadrado integrable para todo A € B(E), y es
independiente de (M(t, B),t > 0) cuando A, B € B(E) son disjuntos;

(4) sup{E[M(t, A)?] | A€ B(E)} < oo para todo t > 0.

Un ejemplo de una medida martingala valuada es la medida de Poisson compensada
que definimos en secciones anteriores. Sea un X un proceso de Lévy con N, su medida
aleatoria de Poisson asociada. Para cada t > 0y A € By, tenemos que la medida de
Poisson compensada

N(t,A) = N(t,A) — tv(A)
es una martingala; y se demuestra facilmente que cumple con las propiedades de una

medida martingala valuada.

Otro ejemplo lo constituye la medida martingala valuada de Lévy. Sea X un pro-
ceso de Lévy con descomposicién de Lévy-Itdo dada por (2.21), y consideramos F =
{r eR | |z| <1} — {0}. Si A € B(F) definimos

M(t, A) = aN(t, A — {0}) + fvaB(t)d(A), (3.1)
donde a, 3 € R y .
50(A):{1 si0e A

0 en caso contrario.
Es facil demostrar que (3.1) es una medida martingala valuada. Asimismo, en muchas
de las aplicaciones vamos a considerar (o, 3) = (1,0) o (0, 1).

3.1.2 Integradores e Integrandos

Supongamos que tenemos una medida martingala valuada definida en RT x E, donde
E € B(R). Para poder trabajar adecuadamente con la teoria de integracién estocéstica,
se va a necesitar imponer condiciones adicionales sobre la medida martingala valuada M.
Asimismo, se va a utilizar la siguiente notacién:

M(]s,t],A) = M(t,A) — M(s,A) para0<s<t<oo, AecB(E).
Las condiciones adicionales son
(1) M(]s,t],A) es independiente de F;
(2) existe una medida o-finita p definida en R x E para la cual se cumple
E[(M(t,A)*] = p(t, A),

para todo 0 < s <t < oo, A € B(E).
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Adicionalmente, y de manera abreviada, se ha considerado, p(t, A) = p(]0,t] x A).

Medidas martingala valuadas que satisfagan (1) y (2) se van a denominar del tipo (2, p),
es decir medidas que tienen segundo momento finito y que ademas puede ser expresado
en términos de la medida producto p.

Asimismo, a partir de ahora vamos a considerar que la medida producto p toma la
siguiente forma:

p(10,1] x A) = tu(A)
para todot > 0y A € B(F) donde p es una medida o-finita en FE.

Definicién 3.1.3 (Medida martingala valuada continua) Una medida martingala
valuada es continua si sus caminos muestrales t — M (t, A)(w) son continuos para casi
todo w € Q y para todo A € B(E).

Definicién 3.1.4 (o-algebra y funcién predecible) Fijamos E € B(R) y 0 < T <
00. Una o-dlgebra P es predecible si es la menor o-dlgebra con respecto a la cual son
medibles las funciones F : [0,T] x E x Q — R que satisfacen

(1) para todo 0 <t < T la funcion (x,w) — F(t,z,w) es B(F) ® F; medible; y
(2) para todo x € E, w € Q la funcion t — F(t,x,w) es continua por izquierda.

Una funcion G : [0,T] x E x Q — R se denomina predecible si es medible respecto a P.

Es importante notar, debido a (1), que si G es predecible entonces el proceso t — G(t, z, -)
es adaptado para todo x € E.

Definicién 3.1.5 Sea M una medida martingala valuada del tipo (2, p). Fijamos T > 0
y definimos Hy(T, E) como el espacio lineal de todas las clases de equivalencia de las
funciones F : [0,T] x E x Q — R las cuales coinciden casi sequramente con respecto a
p X Py satisfacen las siguientes condiciones

(1) F es predecible;

(2) fo [p E|F(t,z)*] p(dt, dz) < co

También, definimos el producto interno (-,-)r, en Hy(T, E) por:

_ /0 ' /E E[F(t, 2)G(t, 2)] p(dt, dz),

para cada F,G € Hy(T, E), y obtenemos la norma |||, de la manera usual. Asimismo,
por el teorema de Fubini podemos expresar la norma como

=8 [ [ 1)

Recordar que p es siempre de la forma p(dt, dxr) = p(dz)dt. En el caso en que E = {0}
y 11({0}) = 1, tenemos que Hy (7', E) = Hy(T') y la norma en Hy(T') esta dada por

|FIE = B [ / ' |F<t>\2dt] |
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Lema 3.1.6 Hy (7, E) es un espacio de Hilbert real.

Demostracion: Claramente Hy (T, E) es un subespacio de L*([0,T[xE x , p x P), con
lo cual sélo harfa falta probar que es cerrado. Sea una sucesién (F,,,n € N) de funciones
en Hy(T, E) que converge a F' € L?, por lo cual también (F,,n € N) converge a F en
distribucion (con respecto a (p x P)). Entonces, existe una subsucesién que converge a
F' casi seguramente y como dicha subsucesién contiene funciones predecibles se deduce
que F' también es predecible, con lo cual F' € Hy (T, E). O

Definicién 3.1.7 Definimos S(T, E) como el espacio lineal de las funciones simples en
Hy(T, E). Recordamos que F' es simple si para algunos m,n € N, existen 0 < t; <ty <

- < tma1 = T y conjuntos Borel disjuntos Ay, As, ..., A, que forman una particion de
E con u(A;) < oo para todo i =1,...,n y tal que:

n

F=>"% " aF ()l la,, (3.2)
7j=1 k=1

donde ¢, € R y F(t;) es una variable aleatoria acotada y Fi,-medible. Notar que como
F' es continua por izquierda y B(E) ® F;-medible, entonces es predecible. En el caso de
Hy(T), el espacio de las funciones simples se denota como S(T) y las funciones simples
son de la forma

F=> " F(tj)l, .. (3.3)
7=1

Podemos simplificar la notacién de las funciones simples en S(7', E), considerando Fj(t;) =

axF(t) y
Z ZCkF(tj)l]tj,tjﬂ]lAk = Z Fk 1]tjzt1+1]1Ak
j=1 k=1

7,k=1

Lema 3.1.8 S(T, E) es denso en Hy(T', E).

Demostracion: La demostraciéon de este lema puede encontrarse en Applebaum [1], pp.
194-196. 0

3.2 Integraciéon Estocastica

3.2.1 La teoria L2

El propdsito de esta seccion es definir, para un 7' > 0 fijo, la integral estocastica

_ /0 ' /E F(t, 2)M (dt, de)

donde F' € Hy(T,E) y M es una medida martingala valuada del tipo (2, p). Como es
usual, se comenzard definiendo la integral estocdstica en S(7T', E') para después realizar su
extension a Hy(T, E).
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Definicién 3.2.1 (Integral estocastica en S(T, E)) Sea F' € S(T,E) y M una me-
dida martingala valuada del tipo (2, p). Se define la integral estocdstica de

F= Z Fy ()Nt 50 L,

7,k=1

con respecto a M, para un T > 0 fijo, como

F)= 3" Bt M(ty. 3], A, (3.4

J,k=1

El punto clave en la Definicién 3.2.1 es que para cada intervalo de tiempo [t;,t;41], la
funcién Fj(t;) es adaptada a la filtracién F;;, mientras que M(Jt;,1;11], Ax) esta en el
futuro y ademds es independiente de F,.

Proposicién 3.2.2 Si F,G € S(T,E) y a,3 € R, entonces oF + G € S(T,E), y
ademds
Ir(aF + BG) = alr(F) + BIr(G).

Demostracion: Primero, se demostrard que si F,G € S(T,E) y «, 3 € R entonces aF' +
BG € S(T, E). Consideremos F' y G (sobre la misma particién de [0,77]) como

n

F CkF(tj)l]tjin}lAk’

[
NE

1 k=1

<.
Il

m 1
Z le 1]t1 t]+1]1B

=1 i=1

G

.

Como {A} y {B;} son ambas particiones disjuntas de E se puede formar una nueva
particion H, también disjunta de E:

H:{{AkﬂBZ}, ]{7:1,...,’)1 ,’izl,...,l, yAkﬂBz?é@}

Denominamos H, a cada elemento de H y suponemos que r = 1,..., R. Asimismo,
definimos ¢, = ¢ si H, C Ay y d, = d; si H, C B; con lo cual

Por las expresiones anteriores tenemos

OéF —|— 6G ZZ O{CT + 6d G( ))1]tj t]+1]1H7“

7j=1 r=1

Si definimos L, (t;) = ac, F(t;) + 5d,.G(t;) se deduce que L,(t;) es una variable aleatoria
acotada y F;,-medible, entonces L es continua por izquierda y B(£) ® F;-medible, con

o7
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lo cual es predecible; demostrando asi que oF + G € S(T, E). Para demostrar que
Ir(aF + BG) = alr(F) + B17(G), (de acuerdo a la nueva representacion de F' y G), se

tiene
Ir(aF + 3G) = Z > (o, F(t)) + Bd,G(t;)) (M(tjr, H,) — M(t;, H,))
m R m R
= Z Z ac, F(t))M(Jt;, tjw], Hy) + Z Z Bd, G(t;)M(Jt;, 4], Hy)
= Z Z ack F(t)M(Jt;, tj], Ag) + Z Z BdiG(t;) M(]t;, tj41], Bi)

Lema 3.2.3 Para todo T >0, y toda F € S(T, E), se cumple
) =0;

E[I(
E[Ix(F)] = /0 /E E[|F(t, 2)P] p(dt, da).

Demostracién: Se ha completado y detallado la versién de Applebaum [1], pp. 197-199.
Por propiedad de martingalas se cumple que

E [M(Jtj, tj1], Ae)] = 0,

paratodo 1 < j <m, 1 <k <n. Luego, por la primera condicién adicional de la medida
martingala valuada M se tiene que

E[Ip(F)] = Y E[Fu(t;)] EM(t;, t5], Ax)] = 0,

jk=1

con lo cual, la primera parte queda demostrada. Para demostrar la segunda parte,
tenemos

E[I(F}] = E [Z S° FLt) Mt ], A Fy ()M (1 fiyn), Ay)
i, k=11,p=1

= D D> EIFR(t)M(ty tin], A By () M (1t ], A)]

jk=11,p=1

= 3 SN BB Mt bl A Fy(t) M ([t ], A,)]

jk=1p=1 I<j

+ Z > E[Fi(t;) M(Jtj, ts], Ae) Fy(t) M (It 1], Ay)]

jk=1p=1

F 303 ST B IR MOt ], A B0 Mt ), A

jk=1p=1 [>j

o8
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Nuevamente, por la primera condicién adicional de la medida martingala valuada M se
tiene

Z > > B[Rt Mt tial, A ()M (Jt, 114, Ap))

7,k=1p=1 I<j

= Z > D E[F(t)M(t i), Ap) Fp(t)) E [M (1t tja], Ar)] = 0;

3k=1p=1 I<j

por un argumento similar, tenemos

Z > S B[Rt Mt tial, A Fp(t) M (Jt, 1], Ap))

3,k=1p=1 [>j

- Z > EF(t) Mt tia], Ap) By ()] B [M (i, tra], Ak)] = 0.

3k=1p=1 [>j

Utilizando las condiciones adicionales de la medida martingala valuada

SO S B [Fult) Mty o), A Fp(t) M1t t501), Ay)]

jk=1p=1

- Z Z E[Fy(t;) Fp(t)] £ [M(Jt5, ti], Ae) M (Jt5, ti11], Ap)]

m,n

= ) E[E®)*] E [M(lt,tj0], Ar)’]

jk=1

- Z E [Fi(t;)?] {E [M(t;e1, An)?) — E [M(t;, An)*]}

m,n

= 3" EB[E)?] o5, tia), Ab),

Jk=1

con lo cual se llega al resultado requerido; demostrandose de esta manera el lema. [l

De la Proposicion 3.2.2 y del Lema 3.2.3, se deduce que Ir es una isometria lineal de
S(T, E) en L*(Q, F,P), y como S(T, E) es denso en Hy (T, E), esta isometria se extiende
de Hy (T, E) a L*(Q, F,P). Continuaremos denotando esta extensién como Iy y denomi-
naremos a Ip(F) la integral estocdstica de Ité de F tal que F' € Hy(T, E). Cuando sea
conveniente, utilizaremos la notacién de Leibniz Ir(F) = fOT S F(t,z)M(dt, dx).

Entonces tenemos

E[Ir(F)’] = | Flz,
para todo F' € Hy(T, E), y esta identidad se denomina isometria de Ito.

Debido a que S(7), E) es denso en Hy (T, E), para cualquier F' € Hy(7, E) es posible en-
contrar una sucesion (£, n € N) de funciones en S(T', E) tal que lim,, . [|F' — Fy ||, = 0

99
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y en L? se tiene

T
/ /F(t,x)M(dt,dx hm/ / (t,x)M(dt,dzx).
0 E n—oo

Si0<a<b<T,AcB(E)yF € Hy(T, ), es facil de verificar que 1), 14 F € Hy (T, E);
con lo cual es posible definir

Loya(F / / (. 2)M(dt, dz) = Ir(Lay 14 F),
denotandose I, = I, p.p, si A = B.

Si [|F|[,, < oo para todo t > 0, es adecuado considerar ([;(F'),t > 0) como un pro-
ceso estocastico, y asimismo supondremos que esta condicién se satisface siempre que
trabajemos de esta forma.

A continuacién, se enuncian las propiedades més importantes tanto de Ir(F') como del
proceso (I;(F'),t > 0) cuando F € Hy(T, E).

Teorema 3.2.4 Si F,G € Hy(T, E) y o, B € R, entonces
(1) Ip(aF + BG) = alp(F) + BIp(G);
(2) ElIr(F)] =
(3) E[Ip(F)?] fo [z E|F(t,2)?] p(dt, dx);
(4) (I.(F),t > 0) es Fi-adaptada;
(5) (L(F),t

Demostracién: Se ha completado y clarificado la versién dada por Applebaum [1], p.
200. Para demostrar (1), se sabe que si F' € Hy (7, E) entonces existe una sucesién de
funciones simples (F,,n € N) en S(T, E) tal que lim, o [|F' — F,[|;, = 0; asimismo,
también existe una sucesion de funciones simples (G,,n € N) que pertenecen a S(T', F)
tales que lim, . ||G — Gyll1, = 0 con G € Hy(T', E). Con lo cual es l6gico que aF" + 3G
es aproximada por aF), + G, es decir que

> 0) es una martingala cuadrado integrable.

lim [|aF + BG — aF, — BG,|ly, = 0,
debido a que
| + BG — aFy = 8Ghllr, < aF — aFully, + [|18G — 6Ghllr,, ,

donde el lado derecho de la ultima expresion tiende a cero cuando n — oo. En razén de
la proposiciéon anterior, se sabe que

[T(OéFn + ﬁGn) = OéIT(Fn) + ﬂ[T(Gn),

y tomando limite cuando n — oo en L? en ambos lados se tiene el resultado requerido.
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Para demostrar (2), se sabe que si F' € Hy(T, E') entonces existe una sucesiéon de fun-
ciones simples (F,,n € N) en S(T, E) tal que lim, . ||F' — Fy, [l , = 0. Luego, por el
lema anterior, se tiene que E [Ir(F,)] = 0. Con lo cual, si tomamos limite cuando n — oo
en L?, en el lado izquierdo, se obtiene como resultado que FE [I7(F)] = 0, pues la conver-
gencia en L? asegura la convergencia en L.

Para demostrar (3), basta con recordar que para todo n se cumple

Iz (Fa)ll 2 = [[Enllz,,

y el resultado se obtiene tomando limite cuando n — oo.

Para demostrar (4), consideremos una sucesién (F,,,n € N) que estd contenida en S(T', F)
tal que lim, e [|F' = Fyl|5,, = 0; con lo cual, el proceso (I;(£,,),t > 0) es claramente
adaptado. Debido a que I;(F,) — I;(F) en L? cuando n — oo, es posible encontrar
una subsucesion (F,, ,n, € N) tal que I(F,,) — [;(F) casi seguramente, luego cuando
nj — 00 se obtiene el resultado requerido.

Para demostrar (5), consideremos F' € S(T, FE) y escogemos (sin pérdida de generali-
dad) 0 < s = #; < t;11 < t. Con lo cual, se tiene que I(F) = I(F) + I;(F) y por

(3)
E[]t(F)LFS] = IS(F) + E[]s,t(F)|fs]7

debido a la propiedad de la torre! y a la condicién adicional (1) de la medida martingala
valuada se tiene

E[l(F)|F) = E LZ > Fu(t)M(lty, i, Ak Fe

m n

= Z ZE [E [Fk(tj)M(]tjatj+1]7Ak)|ﬂz+1} |f5]

= Z ZE [Fk(t]‘)E [M(]tj;tj—l—l]?Ak”ﬂl-s-J |‘75}

j=I+1 k=1

= 3" S EBIRWG)IF] E Mt t1], A = 0.

j=l+1 k=1

Luego, el resultado se logra debido a la contractibilidad de E [-|F,] en L?. Sea (F,,n € N),
una sucesién en S(7', E') que converge a F'; entonces, se tiene

1B (F)F] = EL(E)IFll < [1L(F) = L(F)| 2
= F = Fullg,,

donde la ultima expresion tiende a cero cuando n — oo. 0

!Sea X una variable aleatoria real tal que E[|X|] < co. Si ‘H es una sub-o-dlgebra de G entonces

E[E[X|G]/H] = E[X|H] c.s.
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Proposicién 3.2.5 Si F,G € Hy(T, E) entonces
E[Ir(F)Ir(G)] = (F,G)r,.

Demostracion: Es facil deducir

1 1
(FG)ryp = 4 1+ Gllz,, — = Gllz.,

B (F)I(G)] = LE [L:(F + 6]~ LE [1:(F — G

y luego, debido a la propiedad de isometria, se demuestra la proposicion. U

3.2.2 La teoria extendida

El propésito de esta seccion es definir para 7' > 0 fijo, la integral estocéastica I7(F') pero
con F' perteneciendo a un espacio mas general que Hy(T, E).

Definicién 3.2.6 Definimos Pyo(T, E) como el conjunto de todas las clases de equiva-
lencia de funciones F : [0,T] x E x Q — R las cuales coinciden casi seqguramente con
respecto a p X P y que satisfacen las siguientes condiciones:

(1) F es predecible;
(2) P (fOT [ |F(t,2)[2p(dt, dz) < oo) 8
Proposicién 3.2.7 Py(T, E) es un espacio lineal y Hy(T, E) C Po(T, E).

Demostracion: Sea a,f € Ry F,G € Py(T, E), con lo cual se tiene

P (/OT/E\aF(t,x)Fp(dt,da;) < oo)
P (/OT/E BG(t, ) Pp(dt, dz) < oo> _1

Es facil deducir que H = aF + (G es predecible, pues las funciones predecibles forman
un espacio lineal. Definamos los eventos

ve={o: [ [ leFte ot ) <o

T
Ng = {w :/ /|aG(t,x)(w)|2p(dt, dr) < oo}.
o JE
Como F,G € Py(T, E) se tiene que P(Ng) = P(N&) = 0. Ademds, se verifica que

1

|aF(t,x) + BG(t,z)]* < |aF(t,z)]* + |BG(t, )|,

con lo cual el evento
T
Ny — {w ; / / QF(t,2)(w) + BC(E 2)(w)2p(dt, dx) < oo}
o JE
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es igual a Np N Ng.
Consideremos el conjunto (Np N Ng)¢ = Ni U NE. Luego, se verifica que P(NG U N§) <
P(Ng) +P(NE) = 0, con lo cual P(Nrp N Ng) = 1. Cumpliéndose que

P (/OT/E QF(t,7) + BG(t, 7) 2(dt, dz) < oo) —1

Para demostrar que Hy (7', E) C Po(T, E), basta mostrar que si F' € Hy(T, E) entonces
F € Po(T, E). Como F es predecible entonces la primera condicién esta satisfecha. Luego

faltaria demostrar que
T
<oo—=sP (/ / Pt ) Po(dt, dz) < oo) ~1
o JE

E UOT/E (L) Po(dt, do)

Trabajando por contradiccién, suponemos que existe un evento B € F tal que P(B) # 0
y para todo w € B, se cumple que fOT [ | F(t,2)[?p(dt, dz) = co. Entonces

s [/OT/E |E(t, ) p(dt, d:c)} A
_ //OT/E |F(t,2)(w)]*p(dt, dz)P(dw) +/B/0T/E|F(t, 7)(w)|*p(dt, dz)P(dw) =

contradiciendo el hecho que F [fOT [ | E(t, x)?p(dt, dx)} < 0. O

Definicién 3.2.8 (Convergencia en Py(7, E)) Una sucesion de funciones (F,,,n € N)
en Po(T, E) converge a F si

(nlggo/ /\F (t,2) — F(t,z)[2p(dt, dx)—O)zl

Lema 3.2.9 S(7T, E) es denso en Py(T, F).

Demostracion: La demostraciéon de este lema se encuentra en Applebaum [1], p. 201. OJ

Lema 3.2.10 Si F' € S(T, E), entonces para todo C, K > 0 se cumple:

IP’< >C><—+P(//|Fta:|pdtdx)>[(>

Demostracion: Consideremos K > 0 fijo y definamos FX como

FvK(tj):{ Op( t) si 3 Flt) et tia], A) < K,

en caso contrario.

F(t,z)M(dt,dx)

Con lo cual FX € S(T,E) y

mKg NK

/ /\FK (t,2)Pp(dt, dx) = " Fi(t:)*p(lti, tisa], A,

=1 [=1
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donde mg y ngx son los mayores enteros para los cuales se cumple

mg MK

ZZFZ 2p(Jti, tia], A) < K.

i=1 [=1

Por definicién, se tiene

T
F=rf — / /|F(t,x)|2p(dt,dx)§K
o JE

IP( > (J)
= IP’(/OT/EF(t,x)M(dt,dx) > C, F:FK)
(| ]
IP’(/OT/EFK(t,x)M(dt,dx)

< MH@(/ /|th|p(dtda:)>K>

CQ

< —+]P>(/ /|th|pdtdx)>K)

donde el pentltimo paso se justifica a través de la desigualdad de Chebyshev-Markov
(Teorema A.1.1). O

Luego tenemos

F(t,z)M(dt, dx)

F(t,z)M(dt,dx)

240 F;«AFK>

IN

>C>+]P’<F7éFK)

Sea F € Po(T, E), y como S(T, E) es denso en Py(T, E') se puede encontrar una sucesion
(Fn,n € N) en S(T, E) tal que lim,, ., a(F;,) = 0 c.s., donde para todo n € N se define
F,) = fOT S| Fu(t, ) — F(t,x)|*p(dt, dz). Entonces, también lim, . «(F,) = 0 en
probabilidad, y (a(F},),n € N) es una sucesiéon de Cauchy en probabilidad. Debido al
Lema 3.2.10, para todo m,n € Ny K, 3 > 0, se tiene
> ﬁ)

“(f

<—+]P>(/ /|F (t,2) — F(t, 2)[2p(dt. dx)>K> (3.5)

Con lo cual, para todo # > 0, dado € > 0 es posible encontrar mg € N tal que, para todo
m,n > mg es cierto

</ / |Fa(t, @) = Fun(t,x)*pldt, dx) > 952>

Ahora, seleccionamos K = 63% en (3.5), para deducir que la sucesién

(/oT /E F(t, x)M(dt, dzx),n € N)
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es de Cauchy en probabilidad y por lo tanto tiene un tinico limite en probabilidad (debido
a la convergencia casi segura de la subsucesién). Denotamos este limite como

T
- / / F(t, 1) M(dt, dz):
o JE
de tal manera que, en probabilidad, se cumple
T
/ / F(t,2)M(dt,dz) = lim [ Fo(t, 2)M(dt, dz).
0o JE = JE

Llamaremos a I7(F), la integral estocdstica (extendida), y se dejard de utilizar extendida
cuando el contexto sea claro.

A continuacion, presentamos la generalizacién del Lema 3.2.10 para una F' arbitraria
en Po(T, E).

Proposicién 3.2.11 Si F' € Pyo(T, E), entonces para todo C, K > 0 se cumple

1@( >C> <ngP(/OT/EW(t,x)\Qp(dt,dx) >K>.

Demostracion: Consideremos una sucesién (F,,n € N) en S(7, E) que converge a F' €

Py (T, E), es decir,
(hm/ /|F (t,2) (t,:n)|2p(dt,dx):0) _1 (3.6)

Asimismo, en probabilidad se tiene

F(t,z)M(dt,dx)

/ / (t,x)M(dt,dx) = lim [ F,(t,z)M(dt,dz). (3.7)
Ademas para toda F), y para todo C, K > 0 se Cumple

( > C) Ar +P (/OT/E |E,(t,2)p(dt, dv) > K) .

Tomando limite cuando n — oo en la expresion anterior y utilizando las convergencias
(3.6) y (3.7), se demuestra la proposicién. O

w(t, )M (dt, dx)

Analogamente a lo que se hizo en la integracién L? podemos considerar las integrales es-
tocdsticas (extendidas) como procesos estocdsticos (I;(F'),t > 0), imponiendo la condicién

P (/Ot/E\F(t,x)]Qp(dt,dx) < oo> —1, t>0.

Tal como se hizo en la seccion anterior se van a enunciar las propiedades mas impor-
tantes de Ir(F) y del proceso (I;(F),t > 0) cuando F € Py(T, E). Como se verd a
continuacion, muchas propiedades se mantienen; pero el hecho de extender el espacio de
las funciones integrables hace que (I,(F),t > 0) no sea necesariamente un martingala,
sino una martingala local.
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Teorema 3.2.12 Si F,G € PA(T, E) y o, € R, entonces
(1) Ir(aF + BG) = alr(F) + BIp(G);
(2) (I(F),t > 0) es Fy-adaptada.

Demostracién: Se ha clarificado la version dada por Applebaum [1], p. 204. Para
demostrar (1), se sabe que si F' € Po(T, E'), entonces existe una sucesién de funciones
simples (F,,n € N) en S(7T', E) tal que

(Jinolo/ /|th Fu(t, )2 pldt, dx)—O)—l.

Asimismo, si G € Py(T, F) también existe una sucesién de funciones simples (G,,,n € N)
que pertenecen a S(7, F) tal que

<nh_>nc}o/ / |G (t,z) — Gu(t, ) p(dt, dz) = O> =1

Con lo cual es légico que aF + G es aproximada por aF), + 8G,,, es decir

n—oo

<hm/ /|ath)+5G(t 2) — aFy(t, 7) — BCn(t,z)2o(dt, dm)_0> L

Esto se deduce del hecho de que para todo n € N,

P ( /0 ' /E 0F(t,7) + BG(t,7) — aFa(t, ) — BCn(t, z)Pp(dt, dx) # 0) <

(/ /'Ft‘” Fu(t,z)]Ppdt, dx)7éo)
T </o /E |G(t, @) = Gu(t, z)[*p(dt, dz) # 0) ,

En razon de las propiedades de la integral estocastica para las funciones simples se sabe
que ) R )

[T(aFn + ﬁGn) - aIT(Fn) + ﬁIT(Gn)v
y tomando limite cuando n — oo en probabilidad en ambos lados se tiene el resultado

requerido.

Para demostrar (2), consideremos una sucesién (F,,,n € N) en S(T, E') tal que

lim/ /|th E,(t,z)]*p(dt, dr) = 0;

con lo cual el proceso (I,(F,),t > 0) es claramente adaptado. Debido a que I,(F,) —
ft(F) en probabilidad cuando n — oo, es posible encontrar una subsucesion (F,, ,ny, € N)
tal que I,(F, ) — I,(F) casi seguramente, luego cuando ny — oo se obtiene el resultado
requerido. [l
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Definicién 3.2.13 (Martingala Local) Una martingala local es un proceso adaptado
M = (M(t),t > 0) para el cual existe una sucesion de tiempos aleatorios (1,,n € N)
tales que 7 < --- < 1, — 00 ¢.s. y tal que cada uno de los procesos (M(t A T,),t > 0) es
una martingala.

Teorema 3.2.14 Sea F € Py(T, E). Entonces
(1) (I,(F),t > 0) es una martingala local;
(2) (I,(F),t > 0) tiene una modificacién cadlag.

Demostracion: Para demostrar (1), consideremos una sucesiéon de tiempos de parada
(1n,n € N) dada por

Tn(w) —inf{tzo; /Ot/E|F(t,x)(w)|2p(dt,da:) >n},

para todo w € €, n € N. Entonces lim,,_,. 7, = 00 (c.s). Luego definimos F,(t,z) =
F(t,2)1r,>¢ para todo z € E, t >0y n € N. Con lo cual tenemos

[ [ 1EGs.a)eotds.do) <.

Consecuentemente, F, € Hy(t, ) para todo ¢ > 0. Luego, el proceso (I,(F,),t > 0) es
una martingala, pero [,(F,,) = I, (F'), con lo cual se obtiene el resultado requerido.

Para demostrar (2), sabemos que (7,,,n € N) es creciente c.s., entonces para todo w € €,
podemos encontrar ng(w) € N tal que tg = to ATy, (w). Pero sabemos que (Iin, (F),t > 0)
es una martingala y por lo tanto, tiene una modificaciéon cadlag. O

Terminamos esta seccién analizando el caso especial en el cual la medida martingala
valuada es continua.

Teorema 3.2.15 Si M es continuo y F € Po(T, E), entonces I,(F) es continuo en [0, T].

Demostracion: Es facil de verificar que si M es continuo y F' € S(T, E), entonces ft(F ) es
continuo en [0, T]. Comenzaremos por el caso en que F' € Hy(T, E). Sea (F,,,n € N) una
sucesion en S(7T', E) la cual converge a F'; luego, por la desigualdad de Chebyshev-Markov
(Teorema A.1.1) y la desigualdad de martingalas de Doob (Teorema B.2.3) se tiene que,
para todo € > 0,

P < sup |Li(F,) — L(F)| > 6) < lE { sup |I(F,) — L(F)|?

0<t<T €2 0<t<T

< %E (I1(F) = L(F)[)

donde el lado derecho tiende a cero cuando n — oco. Como la convergencia en probabili-
dad estd demostrada, entonces existe una subsucesion (F,, ,n; € N) tal que

lim sup |[;(F,,)— L(F)| =0, cs.

nE—00 0<t<T
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Luego, para demostrar la continuidad de los caminos muestrales de I;(F') tenemos que
para todo t; € [0,T];

th—gi ‘It( ) [t1<F)| < th—gi |It( ) It(Fnk) - (It1 (F) - Itl(Fnk)) + It(Fnk) - Itl(Fnk)l'
Fijamos € > 0, luego existe r tal que para todo k > r se cumple que |I;(F) —L(F,,)| <
Asimismo, existe h tal que para todo k > h se cumple que |I;,(F) — I;,(F,,)| <
Luego, debido a la continuidad de los caminos muestrales en S(7', ), existe 6 > 0 tal
que si [t; —t[ < 4, se tiene que |[[;(F,,) — I, (Fy,)| < 5, con lo cual la proposicién queda
demostrada para F' € Hy(T, E). La extension a F' € Py(T', E) se hace a través del mismo
argumento de la parte (2) del Teorema 3.2.14. O

wlmwlm

3.3 Integrales estocasticas basadas en procesos de
Lévy

En esta parte, vamos a examinar rapidamente algunas integrales estocasicas en las que
el integrador es un proceso de Lévy. Asimismo, utilizaremos la notaciéon de sumas de
Einstein, donde por ejemplo si z,y € R? y A = (Aj) es una matriz d X d entonces

Alggf = Alzgy) = (z, Ay).

Y]

3.3.1 Integrales estocasticas brownianas

En este caso, vamos a considerar E = {0}, Po(T,{0}) = Po(T), el espacio que contiene a
todas las funciones predecibles F' : [0, 7] xQ — R para las cuales P ( fOT |F(t)|*dt < oo) —
1 y tomemos cualquiera de las componentes (B!, B, ..., B™) de un movimiento browniano

estandar m-dimensional B = (B(t),t > 0) como la medida martingala valuada M. Luego,
se pueden considerar integrales del tipo

Yi(t) = /O Fi(s)dB(s)

paral <i<d, 1<757<m,0<t<Tdonde F = (FJ’) es una matriz dxm con entradas en
Py(T). Esta integral estocastica genera el proceso estocdstico Y = (Y (¢),0 <t < T') con
valores en R? y componentes (Y!, Y2 ... Y%). Claramente, Y es continuo en 0 < ¢t < T
debido al Teorema 3.2.15. Més atn, si G = (G(¢),0 <t < T) es un proceso predecible
en R? y cada componente de G pertenece a L'[0,T] entonces M = (M (t),0 <t < T) es
adaptado y con caminos muestrales continuos, donde para cada 1 <7 <d, 1 <j <m,

M'(t) = /0 t s)dB’ (s / G'(s (3.8)

En secciones posteriores, vamos a tener la siguiente situacién: sea ((r),,n € N) una
sucesién de particiones de la forma

(r)n = {0 =t <tV <<t <t = T},
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y supongamos que lim,, ., §((r),) = 0, donde la abertura de la particién 6((r),,) estd dada

t§+)1 t( )‘. Luego, sea (F'(t),t > 0) un proceso adaptado y continuo

por maXOS]‘ <m(n)

por derecha y definimos una sucesién de procesos simples (F,(t),n € N) donde

m(n)

t) = Z F(tg,”) ) t(+1]< )
=0

j
paratodon e Ny 0 <t <T.

Se verifica facilmente que F,, — F' en Py(T") cuando n — oo. Con lo cual, se tiene in-
mediatamente que It(Fn) — It(F) en probabilidad cuando n — oo, para todo 0 <t < T.

3.3.2 Integrales estocasticas de Poisson

En este caso, vamos a considerar E = B — {0} con B = {x € R |z| < 1}. Sea N
una medida aleatoria de Poisson en R, x (R? — {0}) con medida de intensidad v, la
cual asumimos medida de Lévy. Luego, consideremos como M a la medida aleatoria
de Poisson compensada N. En este caso, Py (T, E) es el espacio de todas las funciones

predecibles F' : [0,T] x E x Q — R para las cuales P (fOT [ | E(t, z)Pr(de)dt < oo) =1.

Sea H un vector cuyas componentes (H', H? ..., H?) toman valores en Py(T, E); con
lo cual, podemos contruir el proceso Z = (Z(t),0 < t < T) con valores en R? cuyas
componentes (21, Z%,..., Z%) son

Zi(T):/OT |I<1Hi(t,x)J\7(dt,dx).

Sea A € By e introducimos el proceso de Poisson compuesto P = (P(t),t > 0), donde
= f 4 TN(t,dz). Sea K un proceso predecible, y presentemos la siguiente generali-
zacion,

/T/K(t,x)zv(dt,dx): > K(u,AP,)14(AP,)

0<u<T

como una suma aleatoria finita. En particular, si H es cuadrado integrable, podemos
definir, para cada 1 <1 < d,

//Hltx (dt,dx) //H’ta;N(dtda: //Hztx (dx)dt.

Los siguientes resultados permiten extender la técnica de interlazado a integrales es-
tocésticas.

Teorema 3.3.1 Si F' € Pyo(T, E), entonces para cada sucesion (A,,n € N) en B(E) con
A, T E cuando n — oo se tiene

lim// (t,z)N(dt, dx) // (t,z)N(dt,dx),

en probabilidad.
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Demostracion: Utilizando la Proposicion 3.2.11, podemos encontrar que para cualesquie-

rad,e>0,néeN,
F(t,x)N(dt,dz) — / / (t,z)N(dt,dz)| > e)

“(
<—+IP>(//EA F(t,z)]*v (dx)dt>5)

con lo cual el resultado se deduce inmediatamente. [l

Teorema 3.3.2 Si F' € Hy(T, E), entonces existe una sucesion (A,,n € N) en B(FE)
con v(A,) < oo y A, T E cuando n — oo, tal que casi sequramente:

lim/ / (t,z)N(dt, dx) / / (t,z)N(dt,dzx) c.s.,

y la convergencia es uniforme en los intervalos compactos de [0,T].

Demostracion: Definimos una sucesién (e,,n € N) que decrece monotdénicamente a cero,
con € =1y paran > 2,

X 1
. Squp {y > o,/ / E[|F(t,2)] v(de)dt < —} |
0 Jo<jzi<y 8"

Definimos A,, = {x € E;¢, < |z| < 1} para todo n € N. Luego, por la desigualdad de
martingalas de Doob (Teorema B.2.3), para todo n € N,

2

Sup// F(u, )N (du, dz) // (u, ) duda:)]
0<s<t Apt1

< 4F F(u, )N (du, d:v)

n+1 A
= 4/ / E [|F(u,a:)|2} v(dz)du.
0 An+1*An
Luego, el resultado se obtiene con el mismo argumento del Teorema 2.6.1. U

3.3.3 Integrales estocasticas del tipo Lévy

Definicién 3.3.3 (Integral estocastica del tipo Lévy) Decimos que un proceso es-
tocdstico Y = (Y (t),t > 0) con valores en RY es una integral estocdstica del tipo Lévy si
puede escribirse de la siguiente forma,

Yi(t) = Y(0) + /0 G'(s)ds + /O Fi(s)dB(s)

t
+/ H'(s,x)N(ds, dx)
|z|<1
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—I—/ . K'(s,z)N(ds,dz) (3.9)

donde, para todo 1 < i < d, 1 < j < m, t > 0 se tiene que |Gi|%, F; € Py(T),
H' € Py(T,E) con E = {x € R,|z| < 1} — {0} y K es predecible. Aqui, B es un
movimiento browniano m-dimensional y N es una medida de Poisson independiente de
B en Ry x (R — {0}) con compensador N y medida de intensidad v, la cual se asume
que es una medida de Lévy y Y (0) es una variable aleatoria Fy medible.

Sea (7,,n € NU{o0}) la sucesion de tiempos de llegada del proceso de Poisson N (¢, E€).
Ahora, el proceso con valor [ Jiajz1 K'(s,2)N(ds, dz) en el tiempo ¢ es una variable

aleatoria con valor constante en el intervalo [7,, T,+1[ y, por tanto, tiene caminos cadlag.
Luego, por el Teorema 3.2.14, Y tiene una modificacion cadlag y a partir de ahora
identificaremos a Y con esta modificaciéon. Asimismo, podemos simplificar las expresiones
utilizando la notacion de los diferenciales estocdsticos para representar las integrales del
tipo Lévy. Entonces, podemos escribir (3.9) como

dY (t) = G(t)dt + F(t)dB(t) + H(t, 2)N(dt,dz) + K (¢, 2)N(dt, d).

Podemos construir integrales estocésticas del tipo Lévy por medio del interlazado. Sea
(An,n € N) en B(E) con A, T E cuando n — oo; podemos considerar la sucesién de
procesos (Y,,,n € N) definida por

/G’ ds—i—/Fl( YdB (s // Hi(s,z)N(ds, dx)
0

¢
+/ K'(s,z)N(ds, dz)
|z|>1

paratodo1 <i<d, 1 <75 <m,t>0;y apartir de los Teoremas 3.3.1 y 3.3.2 se derivan
inmediatamente los siguientes dos corolarios.

Corolario 3.3.4 Si H € Py(T, E), entonces para cada sucesion (A,,n € N) en B(E)
con A, T E cuando n — oo, se tiene

lim Y, (t) = Y (2),

en probabilidad.

Corolario 3.3.5 Si H € Hy(T, E), entonces existe una sucesion (A,,n € N) en B(F)
con v(A,) < oo y A, T E cuando n — oo, tal que

lim Y, (t) =Y(t) cs.,

n—oo

y la convergencia es uniforme en los intervalos compactos de [0, T
A partir de la construccién de Y;, a través del interlazado, se puede lograr un mayor detalle
en los resultados anteriores. Pero para ello necesitamos imponer una restricciéon adicional

en el Corolario 3.3.4, pues la sucesién (A,,n € N) necesita ademds que v(A,) < co. Sea
C = (C(t),t > 0) el proceso con diferencial estocastico dC(t) = G(t)dt + F(t)dB(t); sea
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dW(t) = dC(t)+ K(t,x)N(dt,dz). Se puede construir W a partir de C' interlazdndolo con
los saltos del proceso de Poisson compuesto P = (P(t),t > 0) con P(t) = f‘x|>1 zN(t,dx)

de la forma siguiente. Sea (£",n € N) la sucesién de saltos que genera P, entonces

C(t) si0<t<El
C(EH + K(EHAY(EY))  sit=¢
W(EH+0@) —-Cg)  sid<t<g?
W(&-) + K(§,AP(E?) sit=¢,

W(t) =

y se prosigue recursivamente. Para construir la sucesién (Y,,n € N), se requiere una
sucesion de procesos de Poisson compuestos @, = (Qn(t),n € N) para el cual Q,(t) =
i) A, TN (t,dz) y denotaremos por (77*,m € N) la correspondiente sucesion de tiempos
de salto. Asimismo, se requiere una sucesion de integrales estocasticas del tipo Lévy
(Zn,n € N), donde

t

ZH(t) = Wi(t) — / H'(s,x)v(dz)ds.

0 JA,
Luego construimos la sucesién (Y,,n € N) que aparece en los Corolarios 3.3.4 y 3.3.5
como sigue:

Zn(t) si0<t<Tl
Ya(t) = Zy(tH + H(TL, AQ,(T)))  sit=71),
T V() + Zu(8) — Za(7)) sitl<t<Ttl
2 .

y se prosigue recursivamente.

3.4 La formula de Ito

Vamos a introducir la notacion de las funciones que se utilizaran en esta seccion.

Para 1 < n < oo, denotamos por C”(Rd) al conjunto de todas las funciones n veces
diferenciables de R? a R y cuyas derivadas son continuas. La j-ésima derivada parcial de
f € CYR?) en z € R? la denotaremos como 9, f(x). De manera similar, si f € C*(R?)
denotamos como

0% f

00,0(#) = 5,5 (0)

Asimismo, CY%(R,, R?) denota las funciones de R, x R% en R que tienen primera derivada
continua respecto a la primera variable, y que tienen segunda derivada continua respecto
a la segunda variable.

3.4.1 Foérmula de It6 para integrales brownianas

Sea M = (M(t),t > 0) una integral browniana de la forma

M"(t):/0 Fi(s)dB(s)

1 < < m, donde F = (FJ’) es una matriz d x m tomando valores
en Po(T) y B = (B*,..., B™) un movimiento browniano estdndar en R™. La finalidad
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es encontrar la estructura de (f(M(t)),t > 0), donde f € C*(RY). Asimismo, vamos a
considerar ((r),,n € N), una sucesién de particiones de la forma

(r)nz{ozt(‘)")<t§”) o<ttt <) )H:T},

y supongamos que lim, ., 6((r),) = 0, donde la abertura de la particién 6((r),) esta

(n) (n)

dada por maxg<;j<m(n)

Proposicién 3.4.1 Si Hy € Hy(T) para todo 1 < k,1 < m, entonces en L*

Tim > Hyg (") [Bk(tﬂ)l) Bk(t§n>)] [Bz(tﬂ)l) Bl(tgm)] -y /O Hy(s)ds.
7=0 k=1

Demostracién®: Se ha completado la versién dada por Applebaum [1], pp. 219-220.
En primer lugar vamos a simpliﬁcar la notacién elimando n, con lo cual H, kl(tg-n)) = Hj,.

Ademés, ABY = BF(t%))) — BFt) y Aty = "), —

J+1 J+1 J
de B' para | 7& k, se tiene

(Z Hi,(ABY)(AB) Z Z HI At >

™, Ahora, como B es independiente

(Z H}y (AB))? Z Z Hj,At, )
=330 > B [HjyH, [(AB) - At] [(AB]) — At]].

Como en la demostracion del Lema 3.2.3, el iltimo término se puede separar en tres

partes: @ < j, j > 1 e 1 = j. Por la segunda condicién adicional de la medida martingala

valuada M y por los incrementos independientes, los dos primeros casos se hacen cero.
Ahora, utilizando el hecho conocido que ABF ~ N(0, At;) y E [(AB¥)*] = 3(At;)?, y la
segunda condicién adicional de la medida martingala valuada M,

S S B (b, [(ABE? — At [(ABE - AL)] =

2308 | () (B} - A

>5[ [ o0

ZZ B [(1})°] B[(ABY - 2ABE?AL + (ALY
= 2ZZE (HL)"] (at)?

2En términos simples y sin utilizar la notacién de sumas de Einstein se busca demostrar que

m T
> HydB*dB' = Z/ Hpg(s)ds
k,l k=170

@ Tesis publicada con autorizacion del autor
SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\gﬁgﬁmn

DEL PERU

donde el ultimo término tiende a cero cuando n — oo. O

La siguiente proposicion se deriva inmediatamnte de la proposicion anterior.

Corolario 3.4.2 Si B es un movimiento browniano unidimensional, entonces

m(n) 9
Jim 3 [ —meh] =7
en L?.

Consideremos ahora M, una integral browniana con tendencia de la forma

Mi(t) = /0 Fi(s)dB(s) + /O G'(s)ds, (3.10)

paral <i<d,1<j5<m,t>0,donde F = (F;) es una matriz d x m tomando valores
en Po(T) y (GY)z € Py(T).

Definicién 3.4.3 (Proceso de variacién cuadréatica) Para todo par de indices i,j
tales que 1 < 1,5 < d, definimos el proceso de variacion cuadrdtica ([M*, M7](t),t > 0)

como
(M, M)( Z / Fi(s)Fl(s

Teorema 3.4.4 (Teorema de Itd 1) Si M = (M(t),t > 0) es una integral brownia-
na con tendencia de la forma de (3.10), entonces para toda f € C*(R?), t > 0, con
probabilidad 1 se tiene

FM(1)) - / 8,f (M(s))dM¥(s / 0,0, £ (M (s))d[M', M)(s).

Demostracion: Se ha clarificado la versién dada por Applebaum [1], pp. 221-222.
Asumiremos que M(t), F}(t) y G*(t) son variables aleatorias acotadas para todo ¢ > 0.
Sea ((r)n,n € N) una sucesién de particiones de [0, t]. Por el teorema de Taylor, tenemos
que para cada una de dichas particiones (se ha suprimido el indice n):

FM(tein)) = F(M (1) = 0 f(M(te)) [M'(tir1) — M'(t,)]
+ %@@f(Nil}) (M (tya) — M ()] [M (th40) — M7 ()]

donde Ni’} son variables aleatorias F;,_,-medibles en R? y satisfacen ‘Nz’j - M (tk)‘ <
[M(tes1) = M(#)] . Luego,

FOM()) = 3" (M) — FM ()] = Tilt) + 5To(0)

2
k=0
donde

Tit) = DSO(M0)) [ tuar) = 0]
() = Zaaf ) [M(ther) — M) [M () — M (1))
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Observemos que, cuando n — oo, se tiene

H/af §))dM(s)

en probabilidad. Entonces, escribimos T(t) = S (t) + Sa(t), donde

WE

Si(t) = 0;0; f (M (1)) [M'(te1) — M (tr)] [M (trs1) — M7 (ti)]

el
I
o

NE

Sy(t) = [8iajf(Nz‘I;‘) — 0,0, f (M (t1))] [M*(trs1) — M' ()] [M? (trsr) — M (t)] -

e
I
o

Luego, se tiene que cuando n — oo,

t
0~ [ 00, 5(0()d M3 ().
0
en probabilidad. Posteriormente, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

[So(t)] < max |0:0;(Ni;) — 0:0;f (M (1)

{Z (M (tys) — Mf(tmf}

1
2

N

k=0 k=

{ (M (th41) — Mf<tk>}2}

Cuando n — oo y por continuidad, se cumple

[max. |00, f(N5) = 8:0; [ (M (ty))| = 0 c.s.,

y ademas
m

Z [Mi(tkﬂ) = Mi(tk)}2 — [Mi, MZ] (t), en L2

k=0
Con lo cual Sy(t) — 0 en probabilidad?.
Para establecer el resultado general introducimos una sucesiéon de tiempos de parada
(1(n),n € N) definida por

7(n) =inf {t > 0 | max {|M'(t)],|G

t) ,|F;(t)};1§i§d,1§j§m}>n}/\n,

con lo cual lim, ., 7(n) = oo (c.s.). Luego, la demostraciéon anterior se aplica con
(M(t A7(n)),t > 0) y el resultado requerido se obtiene por la continuidad de f cuando
se toman limites. O

Corolario 3.4.5 Si M = (M(t),t > 0) es una integral browniana con tendencia de la
forma de (3.10), entonces para toda f € CY*(R.,R?), t > 0, con probabilidad 1, se tiene

‘of

£ M)~ F0MO) = [ s, m(s) ds+/ (5, M () (s)

+ %/o afiéij (s, M(s))d[M", M7](s).

3Si (X(n),n € N) y (Y(n),n € N) son sucesiones de variables aleatorias donde X(n) — X en
probabilidad y Y (n) — 0 casi seguramente se tiene que X (n)Y (n) — 0 en probabilidad.
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Demostracion: Utilzando la misma notacion del teorema anterior, podemos escribir:

FE M) = FOMO) = 3 [Fltaen Mltaen)) — (b Mty
St M b)) — (b M(5).

Por el teorema del valor medio, se puede encontrar ¢ < s < tr11, para todo 0 < k <
m — 1 tal que

S (e, M(tegn)) = fte, M(ti))] = Y

k=0 0

(8ky M (tiy1)) (tegr — ti)

m m
k=

P

y el lado derecho tiende a

5f
0s

Los términos faltantes se analizan se la misma forma que en el Teorema 3.4.4. 0

—(s,M(s))ds cuando n — oc.

3.4.2 Formula de It6 para integrales del tipo Lévy

Se iniciara el desarrollo de este punto considerando las integrales del tipo Poisson,

Wi(t) = W(0) —|—/0 AKi(s,x)N(ds,dx), (3.11)

para 1 <i < d dondet >0, A€ By y K es predecible.

Lema 3.4.6 Si W es una integral de Poisson de la forma de (3.11), entonces para todo
f € C(RY) y para todo t > 0, con probabilidad 1, se cumple

FW () - ‘// )+ K(s,2)) — f(W(s—))] N(ds, dx).

Demostracion: Sea Y (t) = [, N (t,dz) y con los tiempos de salto definidos recursiva-
mente como 7' = 0, y para todo n € N,

=inf{t>0:¢t>r A CAY () € A}.

Con lo cual se encuentra

FW@) = fW () = > [f(W(s) = f(W(s-))]

= > [FWEAT) = FWV(EATL))]

n=1
o)

= Z [FOWEATA) + KEATEAY (EATE)) = FIV(EATEA))]

_ / / )4 K(s,2)) — f(W(s—))] N(ds, d). 0
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Ahora, consideremos una integral del tipo Lévy de la forma

Yi(t) =Y"0) + Y/ (t / /K’ s, x)N(ds,dz), (3.12)
donde . .
Yi(t) = / Fi(s)dBi(s) + / Gi(s)ds
0 0
paratodot >0,1<i<d, 1 <7< m.

Lema 3.4.7 Si Y es una integral de Poisson de la forma de (3.12), entonces para todo
f € C*(RY) y para todo t > 0, con probabilidad 1, se cumple

FOY(8) - f( / O F (Y (5—))dYi(s / 86, (s )I¥. 7108
/ / =)+ K(s,z)) — f(Y(5—))] N(ds, dz).

Demostracion: Utilizando los mismos tiempos de parada del lema anterior, se tiene
(o)

FY®) - fY0) = > Y EATL)) — FY(EAT)]

n=0

[fY (AT =) = FYEATD)]

(e}

Z LfY (A Tos1)) = F(Y (E A Tfﬂ—))} :

n=0

[
[M]¢

3
Il
o

+

Utilizando interlazado, se aprecia que para cada 7' < t < T,‘:‘H tenemos

i = el Ll =

n

Luego, el resultado se deduce aplicando el Teorema 3.4.4 a la primera suma y el Lema
3.4.6 a la segunda. O

Ahora, se va a deducir la férmula de Ito para integrales estocasticas del tipo Lévy mas
general. Sea Y, con diferencial estocastico

dY (t) = G(t)dt + F(t)dB(t) + | H(t,z)N(dt,dz) + | Kt 2)N(dt dz), (3.13)

|z <1 |z|>1

1 : .
donde para cada 1 < i < d, 1 < j < m,t >0, |G'?, tenemos IS Py(T) y H" €
Py(T, E), y K es predecible. Asimismo, vamos a seguir considerando:

dY,(t) = G(t)dt + F(t)dB(t),

y vamos a referirnos a la parte discontinua de Y como Yy(¢), la cual estd definida como

dYy(t) = H(t, z)N(dt,dz) + K(t,z)N(dt,dz).

|z|<1 |z|>1

Con lo cual, para todo t > 0 podemos escribir

Y(t) = Y(0) + Ya(t) + Ya(t).
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Teorema 3.4.8 (Teorema de Itd 2) Si Y es una integral estocdstica del tipo Lévy de
la forma dada por (3.13), entonces para toda f € C*(R%) yt >0, con probabilidad 1, se

tiene
) - / OLf (Y (5-))dYi(s / 010, (Y (s—)d[Y;, Y7](5)
/ /||>1 —)+ K(s,z)) — f(Y(s—))] N(ds, dz)
/ /||<1 —) 4 H(s,x)) — f(Y(s=))] N(ds, dz)

o [ e ) - o)
—H'(s,2)0,f(Y (5—))|v(dz)ds

Demostracion: Se ha clarificado la versién dada por Applebaum [1], pp. 226-227.
Asumiremos que Y (s) y H(s,z) son variables aleatorias acotadas para todo 0 < s <ty
|z| < 1; con lo cual, todos los términos de la férmula estan bien definidos. Consideremos
la sucesién de conjuntos (A,,n € N) de la misma forma que en el Teorema 3.3.1, y la
sucesion de procesos interlazados (Y;,,n € N) definida por

:/OtGi(s)ds+/JtF;(s)dBj(s)+/Ot A H'(s,z)N(ds, dx)

t
—i—/ K'(s,z)N(ds, dz)
|z|>1

paratodo 1 <i<d, 1 <j<m,t>0. Luego, por el Lema 3.4.7 se tiene

F(Yalt)) = J( / O f (¥ (s—))dYi (s / A AT
/ /, —) + K (5,2)) = (¥ (5-))] N(ds, d)
/ [ v O (=) o H(5,0)) = (Y (5=)] N (s, do)
- /0 /A (s, 2)0f (Y (o) (d)ds
- / A (v / 0, (Y (s=))d[Y?, YI](s)
//|x>1 =)+ K(s,x)) = f(Y(s—))| N(ds,dx)
/ / )+ H(s,2)) = [(Y (5-))] N(ds, dx)

b [ [ 106+ HEs ) = 1050
—H'(s,2)0:f (Y (s—))]v(dz)ds.
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Ahora, por el Corolario 3.3.4, se tiene que Y,,(t) — Y (¢) en probabilidad, cuando n — oo;
con lo cual existe una subsucesién que converge a Y (t) de manera casi segura. El resultado
requerido se logra pasando al limite en la expresion anterior a través de dicha subsucesion.
El caso general para Y y H se logra a través del argumento del tiempo de parada utilizado
en teoremas previos. 0

Proposicién 3.4.9 Si H' € Po(T, E) para todo 1 < i < d entonces se cumple, casi

seguramente,
t
/ / |H'(s,z)H(s,x)| N(ds,dz) < o0
0 Jz|<1

para todo 1 <1i,5 <d, t>0.

Demostracion: En primer lugar, se demostrara que casi seguramente

/ot/|;,;|<1 |Hi(s,)|* N(ds, dr) < o0

para cualquier 1 < i < d. Supongamos primero que H® € Hy(T, E), entonces

{//|z|<1 5$‘Nd3dl“} /Arld |H’sx‘) (dw)ds.

t i . 4
Consecuentemente, [o [, [ (s,2)|* N(ds,dz) < oo (c.s). Ahora si H € Py(T, E),
para todo n € N definimos

t
S~ {t >0: / / |H' (s, z)|*v(dx)ds > n} .
0 Jiz|<1

de tal manera que lim,, ., 7,, = 0o (c.s). Entonces, casi seguramente

N,
/ / |Hi(5,31:)|2 N(ds,dx) < co para cada n,
lz|]<1

y el resultado requerido se obtiene tomando limite. Para finalizar, si consideramos la
desigualdad 2|xy| < |z|? + |y|?, para z,y € R y junto con el resultado anterior, la
proposicion queda demostrada. [l

Corolario 3.4.10 Si Y es una integral estocdstica del tipo Lévy, entonces se cumple,
casi sequramente, para 1 <1< d yt >0

Z AY'(s)?
0<s<t

Demostracion: Por la Proposicién 3.4.9, casi seguramente, tenemos

2
Y AY(s) = [Z H'(s,AY (s))Liavseny + Y K'(s,AY (5))1{av(s)ere)

0<s<t 0<s<t 0<s<t

= Z H'(s,AY (s))? Liay(s)ery + Z K'(s, AY (s ))21{AY(S)€EC}

0<s<t 0<s<t

¢ ¢
= / /Hi(s,x)2N(ds,dx) +/ K'(s,z)*N(ds,dr) < co. O
0o JE 0 JEe
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Teorema 3.4.11 (Teorema de It6 3) Si Y es una integral estocdstica del tipo Lévy
de la forma dada por (3.13), entonces para toda f € C*(R%) yt >0, con probabilidad 1,

se tiene
) = F60) = [ o s=av(s / 0.0, f (Y (s—))d[Y:, Y3)(s)
. [f(Y(8)>—f AV (Y (5—))]

Demostracion: En primer lugar, mostraremos que la suma aleatoria es casi seguramente
finita. Utilizaremos la Proposicién 3.4.9, después de aplicar una expansion de Taylor y
la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

D () = f(Y(s=)) = AY ()0 f (Y (s—))]

0<s<t

<

IN

)+ K(s,2)) = f(Y(s—)) = K'(s,2)0,f (Y (s—))IN(ds, d)

c

)+ H(s,2)) = f(Y(s—)) + H'(s,2)0:f (Y (s—))|N (ds, dx)

< /0 . |K1(s, 2) K (5,2)0,0,f (Y (s—) + 0(s, x) K (s, z))| N(ds, dx)
+ /0 /E ‘Hl(s,x)HJ(s,x)@iajf(Y(s—) + qb(s,x)H(s,x))] N(ds, dx)

< sup I&'@jf(Y(S—))I(/O ECIKi(S,x)Kj(Sax)IN(dsadx)

0<s<t

+/Ot/E1Hi(s,x)Hj(s,x)|N(ds,dw))

< OO C.8

para todo 0 < s <t, 0 < f(s,x) <1y 0< ¢(s,x) < 1. Luego el teorema se completa
por manipulaciones algebraicas del Teorema 3.4.8. U
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Capitulo 4

Aplicaciones de Procesos de Lévy en
Finanzas

En este capitulo se muestran dos aplicaciones de los procesos de Lévy en Finanzas. La
primera aplicacion consiste en la descripcion y demostracion de algunas de las propiedades
del modelo propuesto por Merton [11]. La segunda aplicacién consiste en un breve
resumen de Chavez Bedoya y Rosales [5], en el cual se proponen modelos de retornos
alternativos al movimiento browniano con el propésito de modelar retornos de acciones
en mercados poco liquidos.

4.1 Modelo de Precios

En esta seccién vamos a considerar un proceso de precios en tiempo continuo con caminos
muestrales continuos por derecha y con limites por la izquierda (cadlag), el modelo presen-
tado es bastante general y un caso particular de él lo constituye el movimiento browniano
geométrico. Asimismo, se encuentran las condiciones que hacen que el proceso de precios
descontados sea una martingala.

Consideremos que el precio de una acciéon es gobernado por un proceso estocéstico
S = (S(t),t > 0) del tipo Lévy que satisface la siguiente ecuacién diferencial estocéstica:

dS(t) = pS(t—)dt + o S(t—)dB(t) + S(t—)dJ(t) (4.1)

donde n € R, 0 € R, B es un movimiento browniano unidimensional y JJ es un proceso
independiente de B, el cual tiene caminos muestrales constantes por tramos. La notacién
S(t—) significa limite por la izquierda de S(t) en t, es decir S(t—) = lim,y; S(u), obvi-
amente este limite se aplica a los caminos muestrales de S. El proceso de saltos de S
se define como AS = (AS(t),t > 0) donde AS(t) = S(t) — S(t—), dicho proceso puede
tomar valor cero salvo que haya habido un salto de J(t) en ¢t. De (4.1) podemos observar
que el incremento dS(t) en el tiempo t depende del valor de S justo antes del posible
salto en t y no del valor se .S después de que el salto se haya realizado.

En particular, J = (J(t),t > 0) puede estar dado por

N(t)

J) =) (&—-1) (4.2)

i=1

81

@ Tesis publicada con autorizacion del autor

SOME RIGHTS RESERVED Algunos Derechos Reservados. No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP T gx_:_\gﬁgﬁmn

DEL PERU

donde N = (N(t),t > 0) es un proceso de conteo, es decir que existe una sucesién
(Tn,n € N) de tiempos de arribo de tal forma que

=Y Yy =#{n>1|7 <t}

n>1

cuenta el nimero de llegadas en el intervalo [0,¢]. Asimismo, la sucesién & = (&;,i € N)
estd formada por variables aleatorias i.i.d. e independientes de B y N, tales que &; > 0,
E[¢?] < 0oy E&] = pe < oo para todo i € N.

Podemos reescribir (4.1) cuando J(t) sigue el proceso especificado en (4.2) como:

ds(t)
S(t-)

— pdt + odB(t) + (€ — 1)dN (1) (4.3)

Proposicién 4.1.1 La solucion de la ecuacion diferencial estocdstica (4.3) viene dada

por:
N(t)

5(t) = 5(0)el#” “"B”H@ (4.4)

Demostracion: Consideremos X () = In S(t) y aplicamos la férmula de Ito para integrales
del tipo Lévy (Teorema 3.4.8):

AX(0) = — (uS(t=)dt + oS(t—)dB(t)) — 2 —

S(t-)
In(S(t—) + (€ = 1)S(t=)) —InS(t—)] dN(#)

= (u 3 %) dt + odB(t) + In(§)dN (),
con lo cual
52 N(®)
X(t) = X(0)+ (u = 7) t+oB(t) + ;lng,-.
Finalmente S(t) = eX® con lo cual se demuestra la proposicién. 0

El modelo propuesto por Merton [11] considera a N como un proceso de Poisson con
intensidad A, es decir, considera que los tiempos entre arribos 7,411 — 7, son independien-
tes y tienen distribucion exponencial con medla <, es decir,

P(Thy1 —7a <t)=1—e t>0.

A continuacién se presentan tres proposiciones que seran utiles en la identificacion del
proceso del precio de la acciéon bajo una medida de probabilidad neutral al riesgo. Dichas
proposiciones se encuentran sin demostracién en Glasserman [8].

Proposicién 4.1.2 (Martingala exponencial) El proceso My = (M,(t),t > 0) definido
como
o'2t
M1 (t) = BUB(t)_T

con o # 0 es una martingala para todo t > 0.
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Demostracion: Resulta obvio que M; es un proceso adaptado a F; y ademés E[|M;(t)|] <
oo para todo ¢t > 0. Luego debido a la independencia de los incrementos de B y con-
siderando 0 < s < ¢:

2

fs:| = E[e7BO-BE)oB@)| £] %

= T B [ (BB

o o“(t—
t oB(s) 7(2 s)

= (& s
con lo cual se logra el resultado requerido. 0

Proposicién 4.1.3 Sea N es un proceso de Poisson con intensidad X\, £ = (§;,1 € N)
una sucesion de variables i.i.d. e independientes de N tal que E[&;] < oo para todo i € N,
y h una funcion tal que Eh(§)] < co. Entonces el proceso My = (Ms(t),t > 0) con

N(t)

Zhgz — ME[R(¢)]

es una martingala para todo t > 0.

Demostracién: Es conocido que N(t) — At es una martingala, por consiguiente esta
proposiciéon es una generalizaciéon de dicha propiedad. Es claro que Ms es un proceso
adaptado a F; y ademds E|[|Ms(t)|] < oco. Utilizando los incrementos independientes y
estacionarios del proceso de Poisson, para 0 < s < ¢ tenemos

EIMy®)|F.] = E Zh& — ME[R(E)]| Fs
N(s) N(t)—N(s ]
N Zh@ + Z h(&) | = ME[R(E)]
:N(t)—N(s) N(s)
_ E Z (&) +Zh& — ME[R()]
— At—s)E +Zh& — ME[h()]

N(s)
= Z h(&) — AsE[R(E)],

demostrando de esta forma la proposicion. [l

Proposicion 4.1.4 Si N es un proceso de Poisson con intensidad X\ y los & son como
en la Proposicion 4.1.3, entonces se cumple que:

N(t)

H &l = eMue—1)
i=1
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Demostracion: Debido a la independencia de N y £ y como el producto toma valor uno
al no haber salto (N(t) = 0), se tiene:

N(t) 0

ellls| = ZE[&"JP(N@):n)

=1
—~ n!
B €—>\t e HeAt (Né)\t)n
T pHeAt |
eTHe e~ n!
— ekt(ugfl)’
estableciendo el resultado requerido. 0

Ahora se estableceran las condiciones para que el proceso de precios descontados de
S sea una martingala.

Proposicién 4.1.5 Si en la ecuacion (4.3) N es un proceso de Poisson con intensidad
A, los & son como en las Proposiciones 4.1.3 y 4.1.4 y p = 1 — Mg — 1), entonces el
proceso Sg = (Sg(t),t > 0) con

es una martingala.

Demostracion: Vamos a presentar dos métodos de demostracion, el primero es trabajando

con (4.4) y el segundo es trabajando con el cociente df( )) en (4.3). En el primer caso se

tiene que para 0 < s <t

% N(t)
E S(O)e—rtGET*A(#E*I)*%] t+oB(t) H & F

» N(t)
_ S(O)eiﬂ\w&fl)f%th 60B(t)H§i 7.

N(s) —N(s)
_ S()ek e n-T)eg e BO-BNeE [T [[ &7
11512

N(t)—N(s)

_ S(O)e( Mg — 1)7— t oB(s Hfz B(t)—B(s ))} E H £
i=1

N(s)
_ S(O)el:*/\(uéfl)*ﬁj teo'B(s) H 616@6)\(“5_1)@_5)

=1

[ Aue—1)-% ) s+ B 1T
= S(0)er VTP T 6
i=1
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donde los 1ltimos pasos se justifican a través de las proposiciones 4.1.2 y 4.1.4.

El segundo método de demostracion es mas sencillo, pues si se tiene que:

dS(t)
S(t-)

= rdt + odB(t) + (£ — 1)AN () — A(e — 1)dt

entonces en (4.3) se ha hecho 1 = r — A(pe — 1) con lo cual los dos términos de la derecha
son martingalas centradas (revisar proposicién 4.1.3 para el caso del dltimo término) y
por lo tanto la tasa de crecimiento neta de S(t) es justamente 7. U

A partir de las proposiciones anteriores se verifica inmediatamente que cuando p =

r—= A(ﬂ’ﬁ - 1)7
E[S(t)] = S(0)e e~ DHAme=1) — g(()er

con lo cual

E[S(t)e™] = S(0).

Conociendo el proceso de precios bajo una medida neutral al riesgo, es posible valuar
instrumentos derivados. La férmula del precio de una opcién europea bajo el modelo de
precios especificado en esta seccién se puede encontrar en la seccién final de Merton [11].

4.2 Modelos de Retornos en Mercados Iliquidos

Al observar los precios de cierre de las acciones que cotizan en mercados poco liquidos,
se puede apreciar que existen muchos dias en los cuales el precio de la acciéon permanece
inalterado. Por ejemplo, en un mercado tipicamente iliquido, como el de la Bolsa de
Valores de Lima (BVL), gran parte de las acciones cotizadas s6lo muestra cambios en sus
precios al rededor del 50% de los dias de negociacién. La Tabla 4.1 resume algunas de las
caracteristicas bédsicas de los datos® utilizados y muestra que en acciones como Volcan,
el 73% de las veces no se registra movimiento. Esto contrasta en gran medida con lo
que ocurre en mercados en los que el nivel de negociacién es mucho mas elevado, como
por ejemplo, el NYSE. Aqui una accién tipica, como Halliburton?, muestra cambios en
sus precios el 99.96% de las veces. La Figura 4.1 muestra las trayectorias de los precios
de Volcan y Halliburton entre los anos 2001 y 2003. Mientras que en el segundo caso
la hipotesis Browniana parece natural, en el primero la presencia de saltos abruptos, y
abundantes periodos de estancamiento la hacen cuestionable.

Asi, la conjetura de que un proceso estocastico con saltos, o con caminos muestrales
discontinuos, caracteriza la conducta de los precios en mercados iliquidos de mejor mane-
ra que en la hipdtesis Browniana, parece natural. Chavez Bedoya y Rosales [5] proponen
los siguientes tres modelos para los retornos de acciones poco liquidas que cotizan en la
Bolsa de Valores de Lima (BVL). El primer modelo corresponde a un movimiento brown-
iano con tendencia, el segundo modelo es un proceso de Poisson compuesto (recordar que
ambos procesos se definen en tiempo continuo) y el tercer modelo es un camino aleatorio

!Fuente: Economética.
2Fuente: Yahoo finance.
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Tabla 4.1: Descripcion Preliminar de los Datos

Accién # Obs. lera. Obs. Obs. sin Mov. %

Brocal 1484  30/05/2000 900 61%
Milpo 586 07/11/2003 176 30%
Morococha 3678  02/01/1992 1557 42%
Volcan 2245 30/06/1997 1641 73%

T T T
—— Log P. Halliburton

N -

MM oMM

mom

o o o o

Y]
o M e

Figura 4.1: Volcan y Halliburton. El grafico muestra la trayectoria de precios logaritmizados
para las acciones Volcan (arriba) y Halliburton (abajo) entre 01/01,/2001 y 01/01/2003.

en tiempo discreto.

Para los dos primeros modelos denominaremos al proceso de retornos como Y = (Y (¢),t >

0) donde Y (t) = 1125((3))

4.2.1 Movimiento browniano

Para modelar el proceso de retornos Y asumimos un movimiento browniano con tendencia
p v coeficiente de difusién o2. Es decir que Y () resuelve la siguiente ecuacién diferencial
estocastica

dY (t) = pdt + odB(t) (4.5)
donde B es un movimiento browniano unidimensional. Es inmediato inferir que la
solucién de (4.5) esta dada por

Y(t) = ut + oB(t). (4.6)

Es importante mencionar que el precio de la accién S(t), que presenta un proceso de
retornos como el de (4.6), satisface la siguiente ecuacién diferencial estocastica:
2

dS(t) = (u + %) S(t)dt + o S(t)dB(t). (4.7)
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No es dificil deducir a partir de (4.6) que Y (t) ~ N(ut,o?t), con lo cual E[Y (t)] = ut y
Var(Y (t)) = o°t.

Para simular el proceso de retornos dado por (4.6) es necesario enfocarse en simu-
lar los valores (B(t1),...,B(tm)) v (Y(t1),...,Y(tn)) para un conjunto fijo de puntos
to =0<t, < --- < t, =t Debido a que el movimiento browniano tiene incre-
mentos independientes y normalmente distribuidos, simular B(¢;) 6 Y (¢;) por medio de
sus incrementos es inmediato. Si 7y, ..., Z,, son variables aleatorias normales estandar
independientes y sabiendo que B(ty) = B(0) = 0, los valores siguientes del movimiento
browniano pueden generarse de la siguiente forma

B(ti—i-l) - B(tl) —|- ti+1 - tiZH—l (48)
para i = 0,...,m — 1. Luego para generar Y, sabiendo que Y (0) = 0, se tiene que
Y(ti) =Y () + pltisn — ti) + oy/tig1 — tiZia (4.9)

para, ¢ = 0,...,m — 1. Es importante mencionar que los métodos en (4.8) y (4.9) repli-
can exactamente la distribucién conjunta de los vectores aleatorios (B(t1),..., B(t)) v
(Y(t1),...,Y(tm)). En el caso en que t;41 —t; = 1 para todo ¢ y ¢ es entero (4.8) y (4.9)
toman formas particularmente sencillas como el lector podra apreciar.

4.2.2 Proceso de Poisson Compuesto

Se asume que el retorno de una accion sigue un proceso de Poisson compuesto, el cual
es un proceso en tiempo continuo pero tiene caminos muestrales discontinuos cadlag. Es

decir que
N(t)
Y(t)=) Ing (4.10)
i=1
donde N es un proceso de Poisson con pardmetro A\ y la sucesion & = (&,i € N)

estd formada por variables aleatorias i.i.d. e independientes de N, tales que & > 0,
El&] = pe < 00, E[E?] < 0o para todo ¢ € N, finalmente se asume que 2?21 In& = 0.
Si E[ln&;] = pe- y Var(Ing;) = of., se verifica inmediatamente que E[Y (t)] = Mg y
Var(Y(t)) = Xog..

El proceso de precios S que induce (4.10) es tal que

N(t)
S(t) = 5(0) H &iy (4.11)

0 .
donde se asume que [[,_, & = 1. Luego, se verifica que

E[S(t)] = eMkeb), (4.12)

Para simular caminos muestrales del proceso de retornos dado por (4.10), definimos al
igual que en el caso del movimiento browniano un conjunto finito de puntos {5 = 0 <
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ty-++ < t,, =ty para simular (4.10) de ¢; a t;;1 nos basamos en dos propiedades
fundamentales del proceso de Poisson N, las cuales afirman que la distribucion de
N(tiz1) — N(t;) es de Poisson con pardmetro A(t;1; — t;) y que es independiente de
los incrementos de N ocurridos de 0 a ¢;. Por lo tanto, para simular Y (¢;,1) dado el valor
de Y (t;) bastaria con simular una variable aleatoria X ~ Poisson(A(t;11 — t;)), luego
simular X variables aleatorias £ y hacer P = Zz)(:l In¢;. Si el valor simulado de X fuera
igual a 0 se hace P = 0. Luego, como Y (0) = 0, se tendria

Y(tiyr) =Y(t:) + P (4.13)

donde ¢ =0,...,n — 1.

4.2.3 Camino Aleatorio

Ahora se presenta un modelo en tiempo discreto para modelar el proceso de retornos. El
proceso de retornos Y = (Y (n),n € N) es tal que:

Y(n)=In(S(n)/S0) =X+ - +Inp,X, (4.14)

donde X = (X;,7 € N) es una sucesién de variables i.i.d. tal que

¥ 1 con probabilidad p
1 0 con probabilidad 1—p

y la sucesién § = (3;,7 € N) esta formada por variables aleatorias i.i.d. e independientes
de X, tales que 3; > 0, E[B;] = ug < oo, E[3?] < oo para todo i € N. Podemos escribir
(4.14) de una manera mds simple, al notar que V(n) = """ X; ~ Binomial(n, p), con lo

cual
V(n)

YWJ=§:m@, (4.15)

donde asumimos, al igual que en el proceso de Poisson compensado, que Z?Zl G; = 0.
Asimismo, es obvio que V(n) va a ser independiente de 5. Si E[ln 3;] = pug« y Var(In 5;) =
0%. se verifica inmediatamente que E[Y (n)] = npug- y Var(Y (t)) = np(1 — p)oj..

El proceso de precios S que induce tanto (4.14) como (4.15) es tal que

V(n)

S(n) =5(0) [] & (4.16)
i=1
donde se asume que H?:1 B; = 1. No es dificil verificar que

ﬂ—pW<1+lﬁ£>d (4.17)

1-p

E[S(n)]

Si hacemos At = np, £ = 3, tomamos n grande y hacemos p tender a cero, (4.17) toma la
forma de (4.12). Lo anterior se justifica por debido a la aproximacién de la distribucién
binomial a la de Poisson.
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Para simular caminos muestrales del proceso de retornos dado por (4.15) de un tiempo
n a un tiempo n + 1, basta con simular una variable aleatoria ) ~ Binomial(n,p) luego
simular () variables aleatorias (3 y hacer P = 2?:1 In¢&;. Si el valor simulado de @) fuera
igual a 0 se hace P = 0. Luego como Y (0) = 0 se tendria

Yi+1)=Y@\)+P (4.18)
donde 7 = 0,...,n — 1. El método anterior se justifica debido a que In 3,X,, es indepen-

diente de Y'(n — 1).

4.2.4 Resultados Empiricos

En Chavez Bedoya y Rosales [5] se estiman los pardmetros de los modelos de retornos a
través del método MCMC? y la Figura 4.2 muestra un ejemplo grafico de los procesos
simulados para Volcan en el periodo comprendido entre 01/01/2001 y 01,/01/2003.

50 loo 150 oo 250 ing iso 400 450 500

Figura 4.2: Procesos Estocdsticos Simulados. Los gréficos muestran los caminos muestrales
resultantes del calculo por MCMC del camino aleatorio (ca), el movimiento browniano (mb) y el
proceso de Poisson compensado (pc) para la accién Volcan (data). El gréafico superior muestra
la estimacién para el proceso de retornos acumulados, mientras que el inferior lo hace para el
caso de retornos punto a punto.

Se denomina como Z (i) aY (i)=Y (i—1) conlocual Z = (Z(i),i € T) con T = {1,2,...,n}
es el proceso de retornos puntuales. Para la estimacion de £ y ( los autores trabajaron
con la informacién de los retornos puntuales sin el cero y con dos distribuciones tentati-
vas, la primera es LN (p,0?) y la segunda es una Gamma(ay, as).

Los criterios seleccionados en el articulo para analizar la preferencia de un modelo sobre
otro son:

3Siglas de Markov Chain Monte Carlo.
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(1) El error cuadritico medio esperado (ECME)

n

> (Retorno(i) — Z(i))* /n] :

i=1

E

(2) El error absoluto medio esperado (EAME)

E

Z |Retorno(i) — Z(i)| /n] .

(3) El estadistico obtenido por la prueba ajuste de Chi-cuadrado (x?).

A partir de los modelos estimados y las simulaciones realizadas por los autores, se puede
apreciar que todos los modelos tienen un valor de ECME muy similar, debido a que la
media estimada por cada modelo es practicamente la misma. Bajo este criterio no es
posible concluir si tanto el proceso de Poisson compuesto como el camino aleatorio en
tiempo discreto se comportan mejor que el movimiento browniano.

Bajo el criterio EAME se observa un mejor desempeno del proceso de Poisson compuesto
y del camino aleatorio en tiempo discreto sobre el movimiento browniano. Asimismo, no
existe una diferencia significativa entre utilizar la distribucién Lognormal o Gamma.

Finalmente, se nota una marcada superioridad de los procesos de Poisson Compuesto y
el camino aleatorio discreto sobre el movimiento browniano al comparar los estadisticos
de la prueba chi-cuadrado (debido en su mayoria a la acumulacién de retornos puntuales
con valor 0). Finalmente, el uso de la variable aleatoria Gamma genera resultados lige-
ramente superiores bajo este criterio.

A manera de conclusién, Chavez Bedoya y Rosales afirman que los modelos alterna-
tivos al movimiento browniano producen resultados superiores en las pruebas que se
seleccionaron; pero el ajuste de dichos modelos a los datos reales es no es del todo satis-
factorio.
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Apéndice A

Conceptos y resultados importantes

A.1 Teoremas importantes

Los siguientes teoremas son importantes en algunas de las demostraciones de este trabajo.

Teorema A.1.1 (Desigualdad de Chebyshev-Markov) Si X es una variable aleato-
ria tal que E[X]| = p < oo se cumple

PX - apl 2 ) « ZEZ 200,
donde C' >0, a € R yn e N.
Demostracién: Ver Applebaum [1], p. 7. O
Teorema A.1.2 (Teorema de Kac) Las variables aleatorias X, ..., X, son indepen-

dientes si y solo si:
E [eigg;lujxj] _E [eiule] .y [emnxn]
para todo uq,...,u, € R.

Demostracion: Ver Applebaum [1], p. 17. d

Definicién A.1.3 (Limite de eventos) Sea (B,,n € N), una sucesion de eventos en
F. Definimos los siguientes eventos

(G
D)

liminf B,, := By,
oo n=1k=n
o0 oo

limsup B,, := ﬂ U By..
n—oo n=1k=n

Una manipulacion elemental conlleva a

P (hm inf BZ) =1-P <lim sup Bn> . (A1)

n—00 n—oo
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Lema A.1.4 (Lema de Borel) Sea (B,,n € N) una sucesion de eventos para los cuales
se cumple Y~ P(B,) < oo, entonces P(limsup,, .., B,) = 0.

Demostracion: Para todo € > 0 se puede encontrar un ny € N tal que para todo m > ny,
se tiene Y>> P(B,) < e. Consecuentemente

P (lim sup Bn) <P (U Bn> <) P(B,) <

n—oo
n=m

con lo cual se obtiene el resultado requerido. O
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Apéndice B
Martingalas en Tiempo Continuo

Se asume que trabajamos en un espacio de probabilidad (€2, F,P) con una filtracién
(Fi)t>0- Por filtracién se entiende una familia de o-algebras (F;):>o creciente, o sea
Fs C Fisi s < t. Entonces (£, F, (Fi)i>0,P) denotard a un espacio de probabilidad
filtrado.

B.1 Definiciones y Conceptos Previos

Definicién B.1.1 (Filtracién continua por derecha) Definimos la o-dlgebra Fiy
como Firy = (oo Fte- St Fry = Fi para todo t > 0, decimos que la filtracion (F;)i>o es
continua por derecha.

Definicién B.1.2 Se dice que un espacio de probabilidad filtrado (Q, F, (Ft)i>0,P) sa-
tisface las hipotesis usuales si

(1) Fo contiene todos los conjuntos P-nulos de F;

(2) la filtracion (Fi)i>o es continua por derecha.

Definicién B.1.3 (Proceso estocastico) Un proceso estocdstico X es una coleccion
(X (t),t € T) de variables aleatorias indexadas por el parametro t € T y definidas en un
espacio de probabilidad (Q, F,P). Ademds, dada una filtracion (Fi)i>o, el proceso X se
dice que es adaptado si X (t) es F;-medible para cada t € T.

En el presente trabajo asumiremos T = [0, oo|.

Definicién B.1.4 Sean X e Y dos procesos estocdsticos. Y es una modificacion de X
si, para todo t > 0, se tiene que P[X(t) =Y (t)] = 1.

Definicién B.1.5 Sean X e Y dos procesos estocdsticos. X eY se denominan indis-
tinguibles si casi todos sus caminos muestrales coinciden:

PIX(t) = Y (t); ¥t > 0] = 1.

Teorema B.1.6 Sean X e Y procesos estocasticos con X una modificacion de'Y. Si X
e Y tienen caminos muestrales continuos por derecha c.s. entonces X e Y son indistin-
quibles.
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Demostracion: Sea A el conjunto de medida nula donde X no es continuo por derecha
y sea B el conjunto andlogo en Y. Definimos los eventos N(t) = {w, X;(w) # Yi(w)}, v
sea N = [J,cq N(t). Entonces P(N) = 0 y si definimos M = AU B U N, obviamente,
P(M) = 0. Se tiene X;(w) = Y;(w) para todo t € Q si w ¢ M. Sea t, una sucesiéon de
racionales que se aproximan por derecha al nimero no racional ¢t. Para w ¢ M, se tiene
X, (w) = Y, (w), para cada n, y Xi(w) = lim, oo Xy, (w) = lim,_o Yy, (w) = Yi(w).
Como P(M) = 0, los procesos X e Y son indistinguibles. O

Corolario B.1.7 Sean X e Y procesos estocdsticos cuyos caminos muestrales son cadlag
cast sequramente. Si X es una modificacion de Y, entonces X eY son indistinguibles.

Demostracion: Por la definicién de cadlag, los procesos X e Y tienen casi seguramente
caminos muestrales continuos por derecha. De alli la conclusién es una aplicacién directa
del teorema anterior. O

Definicién B.1.8 (Martingala, submartingala y supermartingala) Suponemos que
el proceso estocdstico X = (X (t),t > 0) es adaptado a (Fi)i>0 y E[|X(t)|] < 0o para todo
t > 0. Entonces, para todo 0 < s <t, X es

(1) una martingala si

E[X()|Fs] = X(s) c.s

(2) una submartingala si

E[X(8)|F] > X(s) cs.

(8) una supermartingala si

E[X(H|F.] < X(s) s

B.2 Propiedades importantes

A continuacién se presentan las principales propiedades que presentan las martingalas.
Estos resultados son utilizados en muchas de las las demostraciones del presente trabajo.

Teorema B.2.1 Sea X = (X(¢),t > 0) una submartingala.

(1) Sea D C R, cualquier conjunto denso y numerable. Entonces casi sequramente,
los siguientes limites

X(t—)= lim X(s); X(t+) = lim X(s)

seD,sTt seD,s|t
existen y son finitos para todo t > 0.

(2) Si la filtracion (Fi)iso satisface las hipdtesis usuales y la funcion t — E[X(t)] es
continua por derecha, entonces X tiene una modificacion cadlag.

(3) Si X es una martingala con respecto a una filtracion que cumple las hipdtesis usuales
entonces X tiene una modificacion cadlag.

Demostracion: Ver Protter [14], pp. 8-9. O
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Teorema B.2.2 (Teorema de muestreo opcional) Si X =
martingala y T, T» son tiempos de parada acotados con T, > T
X (1) y X(m2) son integrables, cumpliéndose

E[X(n)|F,] = X(n1) cs.
Demostracion: Ver Rolski et. al. [15], p. 419. O

Teorema B.2.3 (Desigualdad de martingalas de Doob) Si X = (X (¢),t > 0) es
una submartingala positiva, entonces para cualquier p > 1,

E {sup X (s)P} < ¢E[X(1)"],

0<s<t
1,1 _
donde s+, =1
Demostracion: Ver Rolski et. al. [15], p. 415. O

B.3 Espacio de Martingalas

Ahora se tratara de imponer una métrica a un subconjunto del espacio de las martingalas
a fin de demostrar la compleciéon de dicho subconjunto.

Definicién B.3.1 (Martingala Cuadrado Integrable) Sea X = (X(¢),t > 0) una
martingala continua por derecha. Decimos que X es cuadrado integrable si E[X (t)?] <
para todo t > 0. Si ademds X (0) =0 c.s., escribimos X € M.

Definicién B.3.2 Para todo X € My yt >0, se define

IX®I =E[X@®)]*, y

N|=

X ()| AL
===
n=1

Observemos que la funcién ¢ — [|X(¢)|| en [0, 00 es creciente porque X? es una sub-
martingala. Ademds ||X — Y| es una pseudo-métrica en Mp, la cual se convierte en
una métrica si identificamos los procesos indistinguibles. Supongamos que para X,
Ye Ms se tiene || X — Y|| = 0; esto implica X(n) = Y(n) c.s. para todon € Ny
X(t) = E[X(n)|F] = E]Y(n)|F] =Y(t) c.s. para todo 0 <t < n. Debido a que si X e
Y son continuas por derecha entonces son indistinguibles.

Proposicion B.3.3 Bajo la métrica anterior, el espacio My es completo.

Demostracién: Consideremos una sucesién Cauchy (X, n € N) en My, es decir que
lim,, oo || X ™ — X™M)|| = 0. Para cada t fijo, la sucesién (X™(t),n € N) es Cauchy
en L*(Q,F,P) y tiene limite X(¢) en L?. Para 0 < s < t < ooy A € F,, se
obtiene a partir de la convergencia en L? y la desigualdad de Cauchy-Schwarz que
lim, oo B [14(X™(s) — X(5))] =0, lim,_.oe E [14(X™(t) — X(¢))] = 0. Consecuente-
mente, E[14X™(t)] = E[14X™(s)] implica E[14X ()] = E[14X(s)] y se observa que X
es una martingala; por lo tanto se puede escoger una modificaciéon que sea continua por
derecha de tal forma que X € M,. Con lo cual se tiene lim,, ., ||X™ — X|| = 0. O
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B.4 Propiedad de saltos de una martingala

En esta seccién se va a demostrar una proposiciéon muy importante de la covarianza de
dos martingalas cadlag centradas. Esta proposicién es clave en la demostracién de la
descomposicion de Lévy-I1to en el Capitulo 2. Antes de enunciar la proposicién se hara
una breve exposiciéon de definiciones relacionadas con la variacién de una funcién cadlag.

Definicién B.4.1 (Variacién de una funcién cadlag) Sea (r) = {a = t; < t5 <

- <ty < tpp1 = b} una particion del intervalo [a,b] en R. Definimos la separacion de
la particion (r) como 0 = maxi<i<p |tix1 — t;|. Definimos la variacion varyy(f) de una
funcién cadlag f : [a,b] — R sobre la particion (r) como

varqy(f) = Z |f(tiy1) — f(to)].

Definicién B.4.2 (Funcién cadlag de variacién finita) Decimos que una funcion cad-
lag f tiene variacion finita en el intervalo [a,b] si V(f) = sup, vary)(f) < oo. Si la
funcion f estd definida en todo R (o en R, ); tenemos que es de variacion finita si f
tiene variacion finita en cada intervalo compacto.

Definicién B.4.3 (Proceso estocéastico de variacién finita) Un proceso estocdstico
X = (X(t),t > 0) es de variacion finita si los caminos muestrales (X (t)(w),t > 0) son
de variacion finita para casi todo w € 2.

Si tenemos un proceso estocastico M = (M (t),t > 0) se puede encontrar su proceso de
saltos AM = (AM(t),t > 0) donde AM (t) = M(t) — M(t—) con M (t—) = limg M(t).

Finalmente, para terminar esta seccién del apéndice, se enuncia y demuestra la sigu-
iente proposicién, la cual se encuentra parcialmente desarrollada en Protter [14], p. 29.

Proposicién B.4.4 Sean M y M? dos martingalas cadlag tales que E[M*(t)] =E[M?(t)]

=0,Vt >0, M'(0) =0 c.s y M?(0) =0 c.s.. Si la martingala M es L* y para todo

t >0, E[|V(M?(t))|*] < co entonces
EM'®)M(t)] =E | Y AMAM;

0<s<t

Demostracion: Por simplicidad notacional consideremos Mtjk = M(t},) y supongamos
que M' es L? y que M? tiene variacién cuadrado integrable. Sea (r) = {0 =ty < t; <
ty < -+ < tp, =t} una particién de [0, ¢], luego por la propiedad de martingalas tenemos

que
EM@)' M) = E mZ( M, =M >"§< Mijo = >]
[
B z‘:OE[( b ) M%“_ Eﬂ
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Sea ((rn),n € N) una sucesién de particiones tal que

I 0 — v =0.
Jim gimﬁ%%)in)_l‘”l i

Ahora afirmamos con probabilidad 1 que se cumple

m(n)—1
. 1 1 2 2 _ 1 2
,}LIEO Z (Mti<n>+1 N Mtz‘(n)) (Mti<n>+1 N Mti(n)) o ; AMAM;.
i(n)=0 0<s<t

Para demostrar lo anterior, fijemos w € €2 y asumamos sin pérdida de generalidad que
M} (w) y MZ(w) con t > 0 tienen puntos comunes de discontinuidad, A = (¢,,n € N).
Luego, consideremos el conjunto A¢ y sea ((r,),n € N) una sucesién de particiones en

[0,t] tales que para todo n € N, AN [tg-n),t;:?l] = () para todo 0 < j < m(n) — 1.

Eliminando w por simplicidad notacional, tenemos

m(n)—1
1 1 e >
Z ‘(Mti(n)Jrl | Mti(m) (Mti(nm e Mti(n))‘ =
1 1 2
< Ogi(nr)rgjz((n)_l ’ (Mti(n)+1 — Mti(’n)> ‘ UCLT(T)n<M )7

donde la 1ultima expresion tiende a cero cuando n — oo. Luego, trabajando con A,

fijamos € > 0 y escogemos d = (d,,,n € N) tal que
max {|M} — M}, 5, — AME], M2 — ME_; — AM2|} < —

K2’
donde K = 2supgc,, | M|+ 2supgc,<, |MZ|. Luego, definimos:

S(6) = Z {(Mtln - Mtln—an)(Mth = Mth—(Sn) = AMtlnAan} :
n=1

Entonces se tiene

SO < > IML - M 5 — AM||MZ — M?_ |
n=1
+ Z |Mt2n == Mth—én ] AMthHAMtln‘
n=1
< 2| sup |ML+ su M2) ¢ < €.
< 2 sup 1021+ sup s > g

El resultado del teorema se consigue a través del teorema de la convergencia dominada,
utilizando el hecho que para todo n € N,

m(n)—1

1 1 2 2 1 2
Z [Mti(nm o Mti(n)] [Mtz‘(nm - Mti(n)} < 2 sup [M V(M)

<s<
i(n)=0 Oss<t

y utilizando la desigualdad de martingalas de Doob (Teorema B.2.3),

B s VOB < B | s M|+ B VOB

0<s<t 0<s<t

< AB[M ]+ B[V(M)]"] < oc.
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