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Resumen

En este trabajo presentamos una moderna introduccion a las formas modulares cuyo
contexto de desarrollo es principalmente analitico. Esto tltimo lo aprovechamos so-
bremanera para evidenciar la naturaleza aritmética de las formas modulares, la cual
emplearemos para demostrar completamente la conjetura de Bachet y parcialmente

la conjetura de Ramanujan.

Palabras Claves: Grupo Modular. Formas Modulares. Dominio Fundamental. Conje-

tura de Ramanujan. Conjetura de Bachet.
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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo consiste en brindar una exposicién moderna e
introductoria a las formas modulares. Por un lado, es moderna, pues abandona com-
pletamente el lenguaje clasico de reticulos sobre C. Por otro lado, es introductoria, ya
que desea presentarse como material inicial para temas mds avanzados como lo son el
programa de Langlands o la teoria de varidades de Shimura.

En el primer capitulo discutimos aspectos algebraicos y geométricos de SL,(Z).

En el segundo capitulo definimos las formas modulares, las cuales presentan una
estructura de C-espacio vectorial. Por este motivo, las preguntas naturales de dlgebra
lineal brotan y es aqui donde determinamos las correspondientes dimensiones.

En el tercer capitulo definimos operadores lineales para los espacios vectoriales de
formas modulares, conocidos como operadores de Hecke. Estos fueron usados por
Mordell para probar parcialmente la conjetura de Ramanuajan, cuya prueba presenta-
mos en este capitulo.

En el cuarto capitulo extendemos nuestra definicion de formas modulares para
subgrupos de congruencia, las cuales también presentan estructura de C-espacio vec-
torial finito dimensional. Ademads, usamos un ejemplo de formas modulares para pro-
bar el teorema de la suma de los cuatro cuadrados.

El quinto capitulo es esencialmente una continuacion del tercero. Acd definimos
el producto de Petterson, el cual nos permite mostrar que los operadores Hecke son
hermitianos. Asimismo, construimos operadores lineales para los espacios vectoriales

de las formas modulares de niveles altos.



Capitulo 1

El Grupo modular

En este capitulo pondremos en relieve informacion sobre los principales aspectos al-
gebraicos y geométricos del grupo modular. Gran parte de los resultados puede ser

consultado en [2], [12], [15] y [19].

1.1 SL,(Z)

En el conjunto de las matrices enteras 2 x 2, los elementos invertibles son aquellos que
tienen como determinante una unidad de Z. En particular, aquellos elementos de de-
terminante 1 forman un subgrupo con la multiplicacién usual. Este objeto algebraico
es conocido como el grupo modular y es denotado por SL;(Z).

El grupo modular es en aparencia un ente tan elemental que para exhibir algin
elemento es suficiente tomar dos enteros relativamente primos y usar la identidad de
Bézout. Entre los elementos mds resaltantes de SL,(Z), aparte de la identidad, se en-

cuentran

0-1
S_[l 0

11
T‘[01

El grupo modular es finitamente generado y curiosamente lo esta por este par de ma-

trices. El siguiente teorema pone en evidencia la veracidad de esta afirmacion.
Teorema 1.1. El grupo modular estd generado por las matricesSy T.

Prueba. La verificacion de esta afirmacién consiste en brindar a cada elemento del
grupo modular un aspecto familiar respecto al grupo (S, T). En otras palabras, a cada

elemento ccl Z de SL,(Z) se le multiplicara de manera sucesiva otros de (S, T)) hasta




que el producto sea un elemento facilmente reconocible de (S, T'). Para ello conside-
remos dos casos: ¢ vale 0 o no.
Si c vale 0, evidentemente se cumple ad =1y con ello obtenemos a = d = +1, pues

son enteros los que estan discusién. En consecuencia, tenemos que y es una matriz

+1 b
0 +1
matriz a y, pues tanto T? como S2T~? son elementos de (S, T).

de la forma . Por lo cual, en esta situacién no es necesario multiplicarle una

Si c es diferente de 0, entonces buscamos un entero n; tal que la matrizy T™ S, igual
erzlll IZ :Z , satisface la condicion |cny +d| < % Sicn;+des0, entoncesyT™ S es
igual T~% 0 a T%S%. De lo contrario, existe un entero n, tal que la matriz y T ST S es
n,(any+b)—a —an;—b <|cn1+d| _ e
no(cni+d)—c —cny—d -2 T2
Claramente, si continuamos repitiendo los argumentos del parrafo anterior con-

igual a con la condicién |ny(cny + d) — ¢

seguiremos un elemento de (S, T) tal que al multiplicarlo con y obtendremos una ma-
/

0 +1
es alo mas k, donde este es el menor entero positivo que satisface |c| < 2k, O

triz de la forma con b’ € Z. De hecho, la cantidad de repeticiones necesarias

El teorema anterior revela que todo elemento de SL,(Z) se identifica con alguna
palabra del alfabeto {S, T, T~13. De hecho, nos describe el procedimiento a seguir para

lograr este cometido.

Ejemplo 1.2. Usemos el algoritmo descrito en el teorema 1.1 para mostar como la ma-

triz A= se representa como una palabra del alfabeto {S, T, T~'}.

31
52
Como no estamos en el primer caso del algoritmo, el entero n; que buscamos para

. . . . 5 .
nuestra primera iteracion es 0, ya que satisface |51, +2| < 4 Porlo cual, la nueva matriz
1-3
2 -5
Nuevamente no estamos en el primer caso, por lo que el entero n, que buscamos

a considerar es AS =

2
para la segunda iteracion es 2, pues satisface [2n, — 5| < 3 Asi tenemos que la nueva
-1-1
-1 -2
Otra vez no estamos en el primer caso por lo que el entero n3 que buscamos para

matriz a considerar es AST2S =

1
esta tercera y Ultima iteracion es -2 debido a que satisface | — n3 — 2| < 7 En este caso,

obtenemos AST2ST2S = T. Por lo tanto, A se escribe como TSSSTTSSST ! T~1S8SS.

En resumen, SL,(Z) es un ejemplo de un grupo infinito finitamente generado no

abeliano. No obstante, su estructura atin es un enigma, ya que preguntas como: jcudles



son sus automorfismos?, ;cémo se comporta el grupo modular en alguno otro que lo
contiene? o ;cudles son sus subgrupos? no se han respondido.

Conrespecto ala primera pregunta, podemos afirmar que todos los automorfismos
de SL»(Z) son de la forma y — aya™! o de la forma y — e(y)aya™!, donde a es un
elemento de SLy(Z) y € es una funcién cuya imagen estd en {—1I, I}. Todos los detalles de
este resultado se encuentran en [10] y tienen como prerrequisito basico el teorema 1.1.

Con respecto a la segunda pregunta, si vemos a SL,(Z), que es GL;r (Z), como sub-
grupo de GL(Z), existen dos tnicas clases laterales, las cuales estan representas por
las matrices

[=1%=

01 0-1

10] v I(_):[l 0

Esto implica que SL,(Z) es un subgrupo normal de GL,(Z) con indice finito y donde la
identificacion SL,(Z)GL,(Z) = GL,(Z)SLy (Z) es valida.

En virtud de lo mencionado en el parrafo anterior, la segunda pregunta puede ser
mads especifica. ;Existe alguna descomposicion de GL; (Q) con elementos de SLy(Z)?
;El indice de SLy(Z) en GL] (Q) es finito? La siguiente proposiciéon da respuesta a la

primera de estas preguntas.

Proposicién 1.3. Para todo elemento de GL;r (Q) existe un multiplo racional positivo
de la matriz identidad y un elemento de SL,(Z) tales que el producto de los tres es una

matriz entera triangular superior.

Prueba. No hay duda de que el enunciado asegura ser vdlido sin importar el orden
para la multiplicaciéon. Sin embargo, probaremos dicha afirmacion para un orden es-
pecifico, los casos restantes son similares.

LCZ Z € GLJ (Q). Supongamos inicialmente que & es una matriz entera. En
este caso, para a y c¢ tendriamos enteros a’,c’ y k tales que se cumple a = a'k, ¢ = c'k

Seaa=

y k = mcd(a,c). Como 'y ¢’ son primos relativos, existen enteros m y n tales que la

matrizy = ;1| esun elemento de SL»(Z). Por lo cual, los objetos buscados en caso

—c' a
para a son y y la matriz identidad, pues ya es una matriz entera triangular superior.

Para el caso general podemos repetir los argumentos del péarrafo anterior ya que

existen a’ € M, (Z) y n’ entero positivo para los cuales se satisface n'a = o' O

De la proposicion anterior se desprende la siguiente identificacién conocida como

la descomposicién de Bruhat GL,(Q) = SL,(Z) B, donde B; es el grupo formado por las

10



matrices triangulares superiores en GL, (Q).
Para finalizar esta secci6n, atendamos ahora la pregunta con respecto a la finitud
del indice del grupo modular en GL,(Q) (o bien para GL] (Q)). Para distintos primos p

y g las matrices

p 0 q 0
0 p‘ll Y lo q‘l}
son representantes de clases laterales distintas de GL,(Q)/SL,(Z). Es decir, el indice
del grupo modular en GL,(Q) es finito.

En la siguiente seccion, la discusion se centrard en los subgrupos de SL,(Z) y en

especial nos enfocaremos en aquellos de indice finito.

1.2 Subgrupos de congruencia

El estudio de los subgrupos de un grupo permite mejorar la compresién de la estruc-
tura algebraica, ya que los herederos nos mostrardn qué es lo més valioso del ancestro
estudiado. Tal labor se inicia con el anélisis de un pufiado de sus subgrupos, en nues-
tra particular situacién tenemos a (-1, (S3T),(S),(ST) y (T), donde el primero es el
centro de SL,(Z), los primeros cuatro son subgrupos finitos de érdenes 2, 3, 4 y 6, res-
pectivamente, y tltimo es de orden e indice infinito.

La forma como hemos obtenido los subgrupos ciclicos, antes mencionados, ha sido
apenas via manipulaciones sucesivas de los elementos generadores de SL,(Z). No ob-
stante, si queremos conseguir otros subgrupos menos elementales, debemos usar al-
guna sofisticacion de la teoria de grupos.

Para cada natural N, la proyeccién Z — Z/NZ induce un homomorfismo que va
ab ab
cd cd

homomorfismos, a los que denotaremos por I'(N), es un subgrupo normal de SL;(Z)

de SLy(Z) a SLp(Z/N2Z), el cual estd dado por . Cada nucleo de estos

—

de indice finito. A estos subgrupos del grupo modular se les conoce como subgrupos

de congruencia principal de nivel N y cuya definicién alternativa dada por

ab
cd

ab

F(N):{ cd

€SLy(2):

_ [(1) ‘1’] (médN)}

nos permite deducir que la inclusién I'(M) c I'(N) es vélida si N divide a M.

Alos subgrupos de SL,(Z) que contienen algun subgrupo de congruencia principal

11



se les conoce como subgrupos de congruencia. Adicionalmente, se dice que tienen
nivel N si el subgrupo de congruencia principal més grande que yace dentro de ellos
tiene nivel N. Evidentemente, todos los subgrupos de congruencia tienen indice finito
y ello nos obliga a preguntarnos: ;son todos los subgrupos de indice finito de SL,(Z)
subgrupos de congruencia? La respuesta es no y se remonta a los tiempos de Klein,
cuyo contraejemplo brindado por aquel entonces lo encontramos en [16].

El siguiente teorema revela las principales cualidades de los subgrupos de congru-
encia y ademds presenta nuevos subgrupos de congruencias a los cuales se les conoce

como subgrupos de Hecke.
Teorema 1.4. Las siguientes propiedades se cumplen.

a. Cualquier conjugacion de un subgrupo de congruencia por un elemento de SL,(Z) es

un subgrupo de congruencia. Mds atin, el nivel no varia.

b. La interseccion de dos subgrupos de congruencia principal es un subgrupo de con-
gruencia principal cuyo nivel es el minimo comiin miiltiplo de los niveles de los sub-

grupos intersectados.

c. El producto de dos subgrupos de congruencia principal es un subgrupo de congru-
encia principal cuyo nivel es mdximo comun divisor de los niveles de los subgrupos

multiplicados.

d. Los subgrupos de SL,(Z) dados por

ab] abl_ [1=x .
Fl(N):{ Cd‘eSLg(Z). Cdd:_()l](m()dm}’

b) bl [10], .
rl(N):{ szESLg(Z): ‘Cldjsk* 1] (modN)},
roN =412 2] s (28] = [* *| (medn
o) =131, 41€ 2()'cdd:_0*(m° )oYy
FO(N):{ ‘C’Z €SLy(2) ZZ =" S] (médN)}

2" n

son subgrupos de congruencia (acd " *" significa sin especificar). Mds atin, se verifican

las cadenas de inclusiones

T'(N) cT1(N) € To(N) €SLa(Z) y T(N) eTH(N) e T(N) € SLy(2).

12



Prueba. Los items a, b y d son faciles de verificar, por lo cual los dejaremos como
ejercicio para el lector.

Con respecto al item ¢, claramente se cumple
['(M)I'(N) cT'(med(M, N))
para cualesquiera par de naturales M y N. Por lo tanto, es suficiente probar
[SLz(Z) : T(M)T'(N)] = [SL2(2) : T (med (M, N))].
En efecto, por el segundo teorema de isomorfismos tenemos
[LMI(N) :T(N)] =[I'(M) : T'(M)nT'(N)]

y al aplicar las reglas de la torre a [SL,(Z) : T'(M)I'(IN)] obtenemos

[SL2(Z) : I'(N)]

[I'(M)I'(N) : T'(N)
[SL2(Z) : T'(N)]

~ [TM):T(M) AT ()]
_ SL(2) : T(M)][SL2(Z) : I'(N)]

[SLa2(Z) : T(M) N T'(N)]

[SL2(2) : T (M)T(N)] =

Para finalizar la prueba de este item usaremos el siguiente hecho (ver teorema 1.8):

el indice de todo subgrupo de congruencia principal vale

1
[SL(2):T(\N] =N° ] (1 - —2).

pIN p
Gracias a ello, conseguimos
1
SL(2): T (V] =medM, N ] (1-—]
plmcd(M,N) p
= [SL2(2) : T(mcd (M, N))],
pues por el item b se cumple
F'(M)NT(N)=T(mcm(M, N)). O

13



La finitud de los indices de los subgrupos congruencia junto con el teorema 1.1, nos
asegura que los subgrupos de congruencia son finitamente generados por el lema de
Schreier para subgrupos (véase el lema 4.2.1 de [18]). Mads atn, este tltimo resultado
nos indica que de tener algiin subconjunto tranversal (subconjunto formado por un
Unico representante de cada clase lateral) de un subgrupo de congruencia en SL,(Z),
un conjunto de generadores para tal subgrupo congruencia estaria determinado de
manera canonica.

Como los valores de los indices de los subgrupos de congruencia principal delimita
los valores de los indices de los subgrupos de congruencia, los inicos subconjuntos
transversales en SL (Z) a especificar serian aquellos correspondientes a los subgrupos
de congruencia principal. Para esta tarea podemos implementar una bisqueda ex-
haustiva que terminaria si el cardinal del subconjunto tranversal en SL,(Z) buscado
es igual al indice del subgrupo de congruencia principal correspondiente. Debido a
ello, es indispensable calcular es valor exacto de los indices de todos los subgrupos de
congruencia principal. En lo que resta de esta seccion nos enfocaremos en conseguir
esto.

El siguiente teorema nos indica que el valor del indice de un subgrupo de congru-

encia principal de nivel N coincide con el cardinal del grupo SL,(Z/NZ).
Teorema 1.5. El homomorfismo inducido SLy(Z) — SLy(Z/ NZ) es sobreyectivo.
Para demostrar este teorema es necesario probar el siguiente lema técnico.

Lema 1.6. Para cualesquiera a,b y N enteros primos entre si, existen enteros u 'y v para

los cuales a+ uN y b+ vN son coprimos.

Prueba. La afirmacion es evidente si N es un elemento invertible de Z. Por lo cual,
es suficiente brindar detalles para N # +1. En esta circunstancia en particular, se
cumpliria mcd(a, N) # N o bien mcd(b, N) # N, Por ello, sin pérdida de generalidad
podemos asumir que se cumple mcd(a, N) # N,

Al descomponer a como a; a, de tal manera que a, sea igual amcd(a, N), se cumple
que a; y N son coprimos. De este modo, existen enteros sy ¢ para los cuales se verifica
la identidad sa; + tN =1, de donde obtenemos b+ t(1 — b)N =1 (moéd a;).

Los enteros u 'y v buscados son entonces 0y #(1 — b). En efecto, si p es un primo

que divide mutuamente a ay b+ v N, entonces se cumple p | a; o p | a;. La primera

14



de estas condiciones jamds ocurrird, pues b+ vN no es divisible por factores de a;.
Tampoco tiene lugar la segunda, ya que de lo contrario a,b y N no serian coprimos
pues todos serian divisible por p. De este modo, hemos verificado que a+ uNy b+vN

son coprimos. O

Un comentario interesante respecto al lema 1.6 es que puede ser reformulado de
manera distinta. Especificamente, el lema anterior puede ser enunciado como un
problema de dindmica discreta asociado a la aplicacién fy : Z — Z dada por x — x+ N
donde N es un entero. Es decir, ;bajo qué condiciones dos 6rbitas distintas de f con-

tienen puntos coprimos entre si?

Prueba del teorema 1.5. Sea un elemento de SL,(Z/NZ). De este hecho se des-

prende la igualdad modular ad — bc = 1(m6d N), la cual confirma que a,by N son

coprimos. En concordancia, el lema 1.6 asegura la existencia de a’ y b’ enteros copri-
a b ab
cd cd

mos tales que se verifica

Para constatar que tiene una preimagen en SL,(Z), es suficiente exhibir en-

c

! /

a
c+uN d+vN
timo estd justificado debido a que los valores de (a'v— b'u) N recorren todos los multi-

teros u y v para los cuales la matriz tenga determinante 1. Esto tul-

plos de N, pues @’ y b’ son coprimos. Por lo tanto, hemos verificado que el homomor-

fismo inducido SL,(Z) — SL»(Z/ NZ) es sobreyectivo. O

Como consecuencia del teorema 1.5, calcular el indice de un subgrupo de congru-

encia principal de nivel N es igual a determinar el cardinal de SL,(Z/NZ).

Lema 1.7. Para todo primo p y entero positivo n, se tiene
n-1 ©
|GL,(Z/p2)| =[] (p" - PY.
k=0

Prueba. Notemos que el cardinal de GL,,(Z/pZ) coincide con el nimero de bases orde-
nadas de (Z/pZ)". Por ello, debemos calcular de cuantas maneras diferentes podemos
colocar n vectores de (Z/ pZ)" de manera que la matriz generada por ellos tenga todos
sus vectores columna linealmente independientes entre si.

La primera columna tiene p” — 1 opciones diferentes pues no debemos considerar

el vector nulo. La segunda tiene p" — p porque debemos eliminar las p combinaciones

15



lineales de la primera columna. La tercera tiene p” — p? ya que en este caso debemos
descartar las p? combinaciones lineales generados por la primera y segunda columna.
Siguiendo este razonamiento, concluimos que la k-ésima columna tiene p” — p* op-
ciones diferentes. Por lo tanto, el nimero de bases ordenadas de (Z/pZ)" es precisa-

mente (p" -1 (p" = p)(p" - p?)...(p" = p" ). O

El lema anterior puede ser generalizado para cualquier cuerpo finito F,. Es decir,
n-1
el tamafio de GL,(F,) es [] (¢" - q".
k=0

El siguiente resultado determina el valor exacto del cardinal de SL,(Z/N2Z).

Teorema 1.8. Para todo subgrupo de congruencia principal se verifica

[SL2(2) :T(\N)] = N° [ ] (1 - iz)

pIN B
Prueba. Iniciemos la prueba considerando el caso cuando N es un primo p. En vista
de que SLy(Z/pZ) es un subgrupo de GL,(Z/pZ), es suficiente estimar la cantidad de
elementos de determinante 1 dentro de este grupo de elementos con determinante
no nulo. En otras palabras, debemos hallar el cardinal del nticleo del homormorfismo

sobreyectivo det: GL,(Z/pZ) — (Z/pZ)*, el cual en este caso es

|GL2(Z/ p2)|

= |SLy(Z/pZ)|.
(Z/p2)*| A

Ellema 1.7 nos indica entonces que [SL,(Z/pZ)| vale p3(1 - #)

Ahora, resolvamos el caso cuando N es igual a p”. Para esto, usemos induccién.
El caso base n = 1 ya fue verificado, por lo cual, supongamos que hasta cierto n = 1 se
verifica |SL,(Z/p"Z)| = (p™)3 (1 — #) Lo que resta es verificar lo andlogo para n + 1.

La proyeccién natural SLy(Z/ p"**1Z) — SL,(Z/ p"Z) es un homomorfismo sobreyec-
tivo, pues el teorema 1.5 nos permite levantar cualquier elemento de SL,(Z/p"Z) en al-
guno de SL,(Z) para luego reducirlo médulo p"*!. Notemos que el nticleo de la proyec-
cién natural estd conformado por las matrices de la forma

1+ tlpn tzpn
tgpn 1+ t4pn

n+1

con 0 < f; < p—1. Como todas estas son de determinante 1 médulo p”""", necesaria-

mente se cumple ¢ + t4 =0 mod p. De este modo, el niicleo tiene p* elementos y, por
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lo tanto, |SL, (Z/p”“Z)I esigual a p3|SL2(Z/p”Z)|, lo cual corrobora el caso n+ 1.
Finalmente, el caso general se cumple, pues del teorema fundamental de la arit-

méticay del teorema chino del resto deducimos
SLy(Z/NZ) = SLy(Z1 p{"Z) x ... x SLo(Z/ p™" Z). O

I[lustremos lo conseguido en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.9. Las matrices T,S? y S3T~*S forman un subconjunto minimal de gene-
radores de I'y(4). En efecto, el teorema 1.5 nos brinda un algoritmo para determinar un
subconjunto transversal de I'(4) en SL,(Z) el cual tiene consigo a otro subconjunto que
corresponde a un sistema de distintos representantes de I'y(4) en SL,(Z). En este caso,

consideremos al subconjunto transversal de I'y(4) en SL,(Z) dado por las matrices

10{ [(10f [0-1f (0-1| (0-1 0-1

o1l 21 [t p 2|1 3]Y |14

Al aplicar el lema de Scheier para subgrupos a este subconjunto conseguimos un

subconjunto de generadores para I'o(4). No obstante, en este caso el subconjunto
obtenido no es minimal, pues lleva consigo muchas redundancias. Para asegurarnos
de que tenemos un conjunto minimal de generadores, usamos el algoritmo presentado
en el teorema 1.1, ya que este nos brindara una representacién simbdlica de cada una
de estas matrices. Como cada una de las representaciones son palabras de {S, T, T~ '}

es muy fécil hacer simplificaciones. De esto modo, luego de hacer las cuentas corre-

spondientes tenemos que las matrices

11 , [-10 5740 |10
I P I

forman un subconjunto minimal de generadores de I'y(4).
Finalicemos esta seccién determinando los indices de los subgrupos de Hecke.

Teorema 1.10. Todo subgrupo de congruencia principal I'(N) es normal enT';(N) y este

asuvezloesenI'y(N). Adicionalmente, los indices de estos grupos cocientes son

(I (V) :T(N)] =N,
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1
[Co(N):T1 (M1 =NJ] (1 — —).
pIN p

Prueba. Consideremos los homomorfismos sobreyectivos

I''(N)— (ZINZ,+) Io(N) — (ZINZ)*
ab , ab .
cd — b (mo6d N), cd — d (m6d N).

Notemos que el niicleo del primer homomorfismo es I'(V) y del segundo I'y (V). Por lo
tanto, I'(IN) y I';1 (V) son subgrupos normales en I'; (N) y I'g(IN) respectivamente y los

indice estan determinados por |Z/NZ|y |(Z/ NZ)*|. O

El siguiente corolario nos brinda los indices en SL;(Z) de los subgrupos de Hecke.

Corolario 1.11. Para todo entero positivo N, se verifica

1
[[o(N):T(\W)] = N*[] (1——),
pIN p

1
[SLo(2) :To(M)] =N | (1 + —) y
pIN P

1
[SL2(2): T1(\N)] = N [ ] (1——2). 0
pIN 2

En la siguiente seccion discutiremos cuestiones geométricas del grupo modular.

Concretamente, discutiremos la accion de SL,(Z) sobre H, el semiplano superior de C.

1.3 Dominio fundamental

En esta seccién desarrollaremos los aspectos geométricos de SL,(Z). Especificamente,
brindaremos una "buena" identificacion del espacio cociente determinado por la ac-
cién de SL;(Z) sobre el semiplano superior de C.

El semiplano de Poincaré (o semiplano superior de C) es el subconjunto H dado
por

H={zeC:Im(z) > 0}.

Las transformaciones de Mobius asociadas a GL'Z* (R) son automorfimos de H, los

cuales estdn dadas por las aplicaciones de la forma

az+b
cz+d’

Z —

18



donde es un elemento de GL; (R). Mds atn, se cumple

a
cd

az+b 3 (ad — bc)Im(z)
cz+d  |cz+d)?

Im(

para todo z en H (ver lema 5 del capitulo 26 de [15]). Por lo tanto, se deduce que todo
subgrupo de GL; (R) acttia de manera continua sobre H. Para ser precisos, la aplicacion

considerada es
az+b

cz+d’

(y,2)—vz=

donde y =

Z 4| esun matriz de GL] (R) y z un punto de H. Notemos que yz es una

aplicacion conforme con derivada igual a

dyz  ad-bc
dz (cz+d)?

(yz) =

La accién de GL; (R) sobre H presenta muchas redundancias debido a que para

cualquier an € GL; (R) se cumple

cd
a = b
z
ﬂZ+b:\/ad—bc vad-bc
cz+d c o d ’
vad-—bc vad-—bc

En consecuencia, las acciones de grupos sobre H que examinaremos serdn las de los
subgrupos de SL,(R). Observemos que atn asi existen redundancias adicionales de-

bido a la presencia de —I, pues para todo y € SL,(R), se cumple

(-y)z=7yz.

Cada subgrupo I' < SL,(R) sobre H nos ofrece un espacio de 6rbitas I'\H, el cual
estd dotado de una estructura analitica natural. Estos espacios cocientes tienen un
sinfin de identificaciones en H. El siguiente ejemplo advierte que es necesario depurar

algunos subgrupos I' = SL, (R) con el proposito de no discutir cuestiones triviales.

Ejemplo 1.12. El espacio SL,(R)\H consiste en un solo punto ( o bien consta de una
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sola 6rbita ), pues cualquier punto z = x + yi € H puede ser descrito como

VENP
o vy |~

En otras palabras, la accién de este grupo es transitiva.

Antes de precisar qué cualidades deben cumplir las identificaciones que buscamos

de los espacio de 6rbitas de H, veamos dos ejemplos de "buenas" identificaciones.

Ejemplo 1.13. Todo elemento de (S)\H tiene un representante en el conjunto
Fs={zeH:|z| = 1}.

En efecto, la semicircunferencia |z| = r con r < 1 en H es transformada via S en la semi-
circunferencia |z| = % En particular, la semicircunferencia |z| = 1 es dejada invariante
por S. Adicionalmente, el conjunto Fs no contiene redundancias en su interior, pues
la 6rbita de z € H consta solo de z y Sz. Finalmente, Fs es un subconjunto cerrado de

Hy su frontera consiste de una curva suave.

Ejemplo 1.14. Todo elemento de (T)\H tiene un representante en el conjunto
1
Fr={zeH:Re(z) < 5}.

En efecto, toda semirrecta vectical Re(z) = r en H con |r| = % es transformada en una
semirrecta vertical dentro de Fr via T" para algin conveniente entero n. En particular,
la semirrecta Re(z) = —% se transforma en la semirrecta Re(z) = % via a T. Adicional-
mente, el conjunto Fr no tiene redundancias en su interior, pues los elementos de
la 6rbita (T)z con z € H comparten igual parte imaginaria y distan entre si en por lo
menos 1. Finalmente, Fr es un subconjunto cerrado de H y su frontera consiste en una

curva suave.

Sean w,z € Hy I' © SL,(Z) un subgrupo. Se dice que w y z son I'-equivalentes o

que pertenecen a la misma I'-6rbita si existe y € I tal que se cumple yw = z.

ni
3

Ejemplo 1.15. Denotemos por p alaraiz cibica de la unidad e 3. Por un lado tenemos

que p y p? son SL,(Z)-equivalentes, pues se cumple Sp = p?. Por otro lado, p y i no
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z Z € SL,(Z) que cumpla yi = p, daria
como consecuencia que v/3 sea un racional, lo cual es falso.

son SL,(Z)-equivalentes. Pues, de existir y =

Sean un subgrupo I' © SL,(Z) y F < H un conjunto cerrado y conexo. Se dice que
F es un dominio fundamental para I (o bien para el espacio de 6rbitas H/T) si se

satisfacen las siguientes condiciones:
e todo elemento de H es I'-equivalente a uno F;
* ningln par de puntos interiores de F son I'-equivalentes;
¢ la frontera de F es una union finita de curvas suaves.

Como ejemplo notemos que la regiones Fs y Fr son dominios fundamentales para
los subgrupos (S) y (T) respectivamente

Para hallar un dominio fundamental para SL,(Z) necesitamos de un lema técnico.

Lema 1.16. Dado z € H, el conjunto formado por los pares (c,d) € Z? diferentes a (0,0) y

que satisfacen |cz + d| < 1 es no vacio y finito.

Prueba. El conjunto es claramente no vacio, pues (0, 1) satisface lo requerido. Ahora,
al escribir z como x + iy, se nota que un par (c,d) € 7?2 satisface |cz+d| <1 si y solo si
se cumple (cx + d)? + c?y? < 1. Esto implica que c?y? < 1 debe satisfacerse, lo cual es
equivalentemente a |c| < % Es decir, c tiene una cantidad finita de opciones sobre Z.
Y como |cx + d| <1 debe satisfacerse también, se obtiene -1 —cx < d <1 - cx. De esta
manera se puede concluir que d admite como méaximo una cantidad finita de opciones

sobre Z. El conjunto en cuestion resulta entonces finito. O

El siguiente teorema muestra un dominio fundamental para SL,(Z) en H, el cual es

conocido como la regién modular.

Teorema 1.17. Un dominio fundamental para SL,(Z) enH estd dado por el dominio

1
Fsi,) = {Z €H:|Re(2)| < > |z| = 1}.

Prueba. Primero verifiquemos que todo z € H es SL,(Z)-equivalente a un punto del

conjunto Fsi,z). En virtud del lema 1.16, existe yo elemento de SL»(Z) tal que para

21



Region Modular

A o | Rl e D (A s S N e e i (3 7. 0

Figura 1.1: Region Modular Fs,z)

cualquier otro y elemento SLy(Z), se cumple la desigualdad Im(yz) < Im(ypz). Mads
aun, por el ejemplo 1.14, podemos asumir Yz estd en Fr. Por esta razon, es suficiente
confirmar que se satisface la desigualdad |yoz| = 1. En efecto, si se supone lo contrario,
se cumpliria Im(Sypz) > Im(yoz), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, hemos
verificado que yyz estéd en Fsy, (7).

Ahora mostremos que si dos elementos de Fsy, (z) son SLz(Z)-equivalentes, uno de
ellos estd necesariamente en la frontera de Fsy,z). Sean z y w elementos de Fsy,(z)

tal que para algin y = € SL,(Z) se cumple la igualdad yz = w. Sin pérdida de

ab
cd
generalidad, podemos asumir Im(w) = Im(z). Esto dltimo es equivalente a |cz+d| <1,

es decir, tenemos |c|Im(z) < 1. Como se cumple Im(z) = v/3/2 para todo z € Fs1,@2),
obtenemos |c| < 2/v/3. De esta forma deducimos que c vale 0 0 +1.

Por un lado, si ¢ es 0, entonces ad es igual a 1. De ser necesario, tras multiplicar a
Y por —1I se logra a = d = 1. En este caso, y serd alguna potencia de T. De este modo,
tanto z como w serian elementos de la frontera de Fsy,z).

Por otro lado, si ¢ es £1, entonces al escribir z como x + iy obtenemos
1=|cz+d|* = (x+d)* +y* = (x+ d)* +3/4,
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lo cual implica |x + d| < 1/2. Si se verifica |x + d| = 1/2, entonces necesariamente se
cumple |x| = 1/2. Es decir, en este caso z seria un elemento de la frontera Fs, 7). Por el
contrario, si se verifica la desigualdad estricta deducimos d = 0. Esto implicaria que z
estd en la frontera Fsy, (7)) pues su norma seria 1. Por lo tanto, no existen z y w puntos
interiores de Fsy, (z) que sean SL,(Z)-equivalentes.

Finalmente, la frontera de Fsy,(z) es claramente la unién de curvas suaves. Especi-
ficamente, es la unién de dos rectas y una arco de circunferencia. Por lo tanto, Fsy,z)

es un dominio fundamental para SL,(Z). O

En el transcurso de la demostracion del teorema anterior se establecio el siguiente

resultado.

Corolario 1.18. Sizy w son elementos diferentes de Fsy,z) que sonSLy(Z) -equivalentes,

entonces se cumpleIm(z) = Im(w) yRe(z) = —Re(w) . a

Denotemos por Fg al conjunto que resulta de quitarle a Fsy,z) los puntos con

L2(2)
parte real 1/2 y los de norma 1 con parte real positiva . Por el corolario 1.18, FéLz 2) €8
un conjunto de representantes de H/SL,(Z). Es decir, la region modular es una des-
cripcion fiel del espacio de 6rbitas H/SL,(Z) siempre que se hagan las identificaciones
adecuadas en la frontera de Fs, (7).

Es aqui donde nos preguntamos si cualquier subgrupo de congruencia I' tiene esta
cualidad. En otras palabras, j;todo subgrupo de congruencia I tiene un dominio funda-
mental? La respuesta es afirmativa (véase [15]). Mdas atin, podemos escoger represen-
tantes convenientes de SLy(Z)/{£ I}I" de tal manera que si reunimos todas las imédgenes

de la regi6én modular via estos representantes, obtenemos un dominio fundamental

paral (véase [13]).
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Capitulo 2

Formas modulares I

En este capitulo estudiaremos las formas modulares respecto a SL,(Z). Los principales

materiales de consulta para este capitulo son [6] y [19].

2.1 Primeras definiciones

un elemento de GL;r (R). El operador k-peso [y]; para las

Sea k un enteroy y = [Z Z

funciones f:H — C estd definido como
fink(@ = det)**(cz+ )™ fy2),

donde z es un elemento de H. Notemos que el operador [I] es el operador identidad
para las funciones f : H — C. La siguiente proposicion muestra que los operadores

k-peso son compatibles con la multiplicaciéon de matrices.

Proposicién 2.1. Para cualesquieray, yy. elementos de GL; (R) y funcioén f :H — C se

cumple la identidad

flrivele = (fFlyvally2lk.
a _[a v
cd|YV2= | a

cién del operador k-peso a f[y1]xl[y2]x obtenemos

Prueba. Consideremos y; = . Al aplicar sucesivamente la defini-

Flyilily2li(2) = det(y2) 2 (' z+ d") * fly11i(y22)
= det(}/g)klz(c’z + d')_kdet()q)k/z(cyzz + d)_kf()/lygz)

= det(y)*? det(y2)*?(c(d'z+ b+ d(c'z+d) ¥ f(y1722),
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donde lo ultimo se cumple debido a

a'z+b
' ! =(c !
('z+d)(cyrz+d) = (c z+d)(c(c’z+d’)+d)'

Por tanto, al agrupar convenientemente conseguimos
Flyidely2le(2) = det(y1y2) 2 ((ca' + dc)z+ (cb + dd) ¥ f(y1722),

que resulta igual a f[y;y2]x, pues se cumple

(ad' + bc)z+ (ab' + bd")

= . O
yiva2 (ca'+dc)z+ (cb' +dd")

Sea k un entero y I' un subgrupo de GL; (R). Una funcién f : H — C satisface la

condicién de modularidad de peso k para I' si para todo y = [Z Z el'yzeHse

cumple la igualdad

frz) = (cz+d)* f(2).

En particular, diremos que f es invariante bajo I' o simplemente I'-invariante si f

satisface la condicion de modularidad de peso 0 paraT'.

Ejemplo 2.2. Toda funcién f : H — C que satisfaga la condicién de modularidad de

peso k para SL,(Z) cumple las identidades

fe+m=f2 y f(—%):zkf(z)

para todo z € Hy n entero. En efecto, ambas propiedades son consecuencia directa de

la definicién de condicién de modularidad restringida a las matrices T" y S.

Observemos que la nocién de condicién de modularidad estd relacionada con la
de los operadores de k-peso. Especificamente, se tiene que una funcién f: H — C
satisface la condicion de modularidad de peso k paraT siysolosi f es un punto fijo de
todos los operadores [y]k, paray elemento de I'. A continuacién mostramos la utilidad

de esta observacion.

Ejemplo 2.3. Sea I' un subgrupo de congruencia y @ un elemento de SL,(Z). Si una

funcion f :H — C satisface la condicién de modularidad de peso k para I, entonces la
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funcién f[a]; satisface la condicién de modularidad de peso k para a”'T'a. En efecto,

por la proposicién 2.1 para todo y € I' tenemos

flalkla™'yalg = flaa™ yalk
= flyalk
= flylklalx (pues flylk = f)
= flalg,

lo cual por definicion significa que f[a]i satisface la condicion de modularidad de

peso k paraa”'Ta.

En la seccion 2 del capitulo anterior, mencionamos que todo subgrupo de con-
gruencia es finitamente generado. Esto es sumamente ttil al momento de verificar la
condiciéon de modularidad para una funcién, pues basta verificar la identidad asoci-
ada a la condicién de modularidad en sus generadores. El siguiente resultado precisa

la afirmacién.

Proposicién 2.4. SeaT un subgrupo deGL; (R) y{y1,...,Yn} un conjunto que lo genera.
Una funcion f :H — C satisface la condicion de modularidad de peso k paraT siy solo
si f es un punto fijo para los operadores [y;lr. En particular, [ satisface la condicion

modularidad de peso k para SL,(Z) si y solo si cumple

fz+m=f(2) y f(—%) A i),

para todo z € H. O

A consecuencia del ejemplo 2.2, se deduce que si una funcién f : H — C satisface
la condicién de modularidad para un subgrupo de congruencia de nivel N, entonces
f tiene periodo N. Por lo cual, bajo ciertas condiciones la funcién f se exhibe como
una serie de Fourier. El siguiente teorema detalla los atributos necesarios que debe

cumplir la funcién f para obtener tal representacion.

Teorema 2.5. Sea f : C — C una funcion de periodo real h. Si f es holomorfa en la franja
horizontal D = {z € C: —oo < a < Im(z) < b < oo}, entonces f tiene una representacion

vdlida en D dada por

f(@=) anq),

nez
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donde a,, son niimeros complejos y qy es e » . Mds atin, los coeficientes de esta repre-

sentacion estdan tunicamente determinados por la formula

=2nxni

h
i
anp= | f(re n )r-"e n dx,
0

=2na

. . —21b  2ma
donde r es cualquier valor en el intervalo (e”n ,e"h ).
Esta representacion es conocida como la qy,-expansion de la funcion f. En adelante,
convengamos que en el caso h = 1 escribiremos q en vez de q .

2nb

Tﬂ y
mayor e~i*. Definamos la funcién fn: A— Cvia g5, — f(2) para gy, € A. Esta funcién

2miz) 2mizy

estd bien definida, pues si tenemos e » =e & con z; y 22 en C, entonces existe

Prueba. Sea A la corona abierta de C centrada en el origen de radio menor e

un entero k para el cual se cumple 27iz; = 2mizy + 2mwikh. Asi, la periodicidad de f
asegura la buena definicién de fj,.

Observemos que para cualquier gqj € A existe una rama holomorfa del logaritmo,
digamos L, la cual estd definida en U c C, vecindad de g;. Por este motivo, para
cualquier g € U N A se cumple

hL(qh) )

fh(CIh)Zf( o

Esto implica que fh es holomorfa en la corona abierta A. De este modo, fh(qh) admite

como expansion de Laurent a

Tn(an) = Y anqy.

nez

En otras palabras, para todo z € D se cumple

f@) =) anq;.

nez

Dado que la corona tiene como centro al origen, la expansién de Laurent fj,(qy,) es
Unica, es decir, los coeficentes a,, estan inicamente determinados. Es mas, la formula

para calcularlos es la indicada. O

Sean C un real no negativo y f : H — C una funcién de periodo real h y holomorfa
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en la region Im(z) > C con gj-expansion Z an(q;,- Diremos que f es meromorfa en
nez
infinito si 0 es una singularidad no esencial de la funcién f;,, donde ella es aquella que

aparece en la prueba del teorema 2.5. En particular, diremos que f es holomorfa en
infinito si 0 es una singularidad removible de f;.

Observemos que las nociones definidas arriba son independientes del periodo h.
En efecto, si f no es constante en la regién Im(z) > C, entonces los periodos de f for-
man un subgrupo discreto de (R,+) (véase [15, capitulo 6, lema 7]). Por lo cual, la
unicidad de la expansién de Laurent de f,(g;) nos asegura que la regularidad de ella
en infinito es un multiplo positivo de la de fn n(qnn), donde n es un entero positivo.

En virtud de la descripcién dada para la regularidad en infinito, podemos definir
ahiunanocién de orden. De manera especifica, para una funcién f : H — C de periodo
real 2 y holomorfa en la regién Im(z) > C, con C = 0, el orden de f en infinito con
respecto h estd dado por

ordeo; (f; 1) = ordo(f),

donde fj, es la funcién definida en la prueba del teorema 2.5. Nuevamente, conven-
gamos que si h vale 1, entonces escribiremos ord.; (f) en vez de ordyo; (f;1).
Como consecuencia directa del teorema de clasificacion de singularidades del ana-

lisis complejo, podemos enunciar las distintas caracterizaciones de la regularidad.

Proposicién 2.6. Sea C un real no negativo y f : H — C una funcién periodo real h y
holomorfa en la regién Im(z) > C con qy,-expansion dada por Z anq,- Las siguientes

nez
condiciones son equivalentes:

* f es holomorfa en infinito (respectivamente meromorfa en infinito);

* el valor de lim q,f(z) es 0 (respectivamente el valor de lim g} f(z) es 0
Im(z)—o0 Im(z)—o0

para algun entero positivo n);

el orden de f en infinito respecto a h es no negativo (respectivamente es acotado

inferiormente). O

En este punto, ya podemos definir el principal objeto de estudio de este capitulo.
Una funcién holomorfa f : H — C es una forma modular de peso k respecto a SL,(Z) si

satisface la condicién de modularidad de peso k para SL,(Z) y si ademas es holomorfa
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en infinito. Adicionalmente, diremos que f es una forma cuspidal si se cumple

lim f(z)=0.

Im(z)—oc0

Notemos que toda forma modular respecto a SL, (Z) tiene una g-expansion con indices
no negativos.
La siguiente proposicion nos indica cuél es la relacion analitica entre distintos pun-

tos de H asociada a una forma modular respecto a SL(Z).

Proposicion 2.7. Sea f una forma modular de peso k respecto a SLy(Z). Si zy y zo son

elementos deH que pertenecen a misma 6rbita deH/SL,(Z), entonces se cumple

ord;, (f) =ordg, (f).

Prueba. Si z1 y zp son SLy(Z)-equivalentes, entonces existe y = [Z Z € SL,(2Z) tal que

se cumple z; = yz,. Por lo tanto, el resultado se sigue de la igualdad
flz) =z + D f(a). O

Al conjunto de las formas modulares de peso k respecto a SL,(Z) lo denotaremos
por My (SL»(Z)) y al de las formas cuspidales de peso k respecto a SL,(Z) por Si(SL2(2)).
La siguiente proposicion, cuya prueba es trivial, lista las propiedades mas ostensibles

de las formas modulares respecto a SLy (Z).
Proposicion 2.8. Las siguientes propiedades se cumplen.
a. Los conjuntos My(SLy(2)) y Sk (SL2(2)) son C-espacios vectoriales.

b. El producto de dos formas modulares respecto a SLy(Z) es también una forma mo-
dular respecto a SL,(Z) de peso igual a la suma de los pesos. Mds auin, si una de ellas

es una forma cuspidal, entonces el producto es también una forma cuspidal. O

Hasta ahora las cualidades exhibidas de las formas modulares no nos brindan in-
formacion sobre su presentacién. No obstante, la siguiente proposicién pondrd en

evidencia los casos mas resaltantes.
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Proposicién 2.9. La funcion idénticamente nula definida sobre H es la tinica forma
modular de peso impar respecto a SL,(Z). Es decir, el espacio vectorial My (SL,(Z)) es

trivial para k impar.

Prueba. Sea f € M}(SLy(Z)) con k impar. Para —I la condiciéon de modularidad de peso

k se transforma en

f@ =D f(2).
Deducimos que f es idénticamente nula en H. O

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior, las formas modulares

respecto a SL,(Z) que discutiremos en adelante, tendrdn peso par.

2.2 Series de Eisenstein

En la seccion anterior apenas mostramos que la funcién idénticamente nula definida
sobre H es una forma modular de peso impar respecto a SL,(Z). Sin embargo, como
debe ser evidente, existen otras igualmente elementales. Por ejemplo, las funciones
constantes definidas sobre H son claramente formas modulares de peso 0. M4ds atn,
ninguna de estas es una forma ctspidal a excepcién de la funcién idénticamente nula
definida sobre H.

Presentar ejemplos adicionales de formas modulares respecto a SL,(Z) es una tarea
nada trivial. Por lo cual, el resto de la secciéon estd dedicada a presentar ejemplos
no elementales de formas modulares respecto a SL,(Z); de paso exhibiremos sus g-
expansiones.

Sea k = 2 un entero. La serie de Eisenstein G de peso k definida para todo ele-

mento z de H estd dada por

1
Gi(2) = S —
(m,nz):ezz (mz+n)k
(m,n)#(0,0)

Teorema 2.10. Todas las series de Eisenstein Gy (z) de peso k > 2 son formas modulares

de peso k respecto aSly(Z).

Prueba. Primero verifiquemos que las series de Eisenstein Gi(z) de peso k > 2 son

holomorfas en H.

30



Sea K un subconjunto compacto de H. El producto K x S! es un subconjunto com-
pacto de H x R2. Como z no es real, la aplicacién continua K x S' — R definida por
(z,x,y) — |xz+ y| alcanza un minino positivo, digamos u. Més atn, se cumple

m n 2

|mz+n|2 = zZ+ (m2+ n2)
Vm2+n?2  Vm?+n?

> uz(m2 + nz),

para todo z € Ky (m,n) € Z2 con (m,n) # (0,0). De esta manera, para todo z € K, el

valor de G (z) queda acotado superiormente por la serie

1
-2k
2 I\L=_£) ,
(m,n)ez? (m? + n2)k
(m,n)#(0,0)
Evidentemente, se tiene
1 x 1

)3

(m,n)ez?
(m,n)#(0,0)

=2 )

(m2+n?)k = o (m? + n?)F’

donde la suma interior es sobre aquellos nimeros enteros my n que satisfacen |m| =
y|nl < N, o |n| = Ny|m| < N. Observemos que si fijamos NN, entonces existardn a lo
mas 8N +4 pares (m, n) de nimeros enteros que satisfarian las condiciones de la suma

interior. Ademads, se cumple m? + n? > N. De este modo, tenemos

3 3 N 4— Y g+l ANk,
PRI +n2) Ay,

Esto ultimo implica que las series G (z) convergen uniformente sobre K bajo la condi-
cién k > 2. Es decir, las series de Eisenstein de peso k > 2 son holomorfas en H. Note-
mos que la sutileza que asegura esta parte de nuestro resultado es la convergencia de
las p-series, la cual no cubre el caso G,. Es importante sefialemos que la serie de Eisen-
tein de peso 2 junto una pequefa correccion términos es también holomorfa en H; sin
embargo, la sustentacién de esta afirmacion la postergaremos.

Ahora, verifiquemos que todas las series Eisenstein Gy(z) con k > 2 satisfacen la

condicién de modularidad de peso k > 2 para SL,(Z).
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€ SL»(Z). Al desarrollar la expresion G (yz), obtenemos

Seay = [Z Z

b
"(Z:d)

>

(m,n)ez?
(m,n)#(0,0)

(m,n)ez?
(m,n)#(0,0)

=(cz+d)* Y

(m,n)ez?
(m,n)#(0,0)

Gi(yz)
az+b -k

cz+d

+n)

maz+ mb+ ncz+nd)—k
cz+d

1
((ma+nc)z+mb+nd)k’

Como las series Eisenstein G (z) con k > 2 convergen absolutamente sobre H y dado

quey! = Z 2 define un automorfismo del Z-médulo libre Z2, se cumple
Gi(2) > !
7)) =
& mmezz ((ma+nc)z+mb+nd)*
(m,n)#(0,0)

para todo k > 2. Por lo tanto, las series de Eisenstein Gi(z) con k > 2 satisfacen la
condicién de modularidad de peso k > 2 para SL,(Z).

Finalmente, verifiquemos que las series de Eisenstein G (z) de peso k > 2 son holo-
morfas en infinito.

Notemos primero que para todo k = 2 se cumple

1 1
Ga=Y —+ Y

— -
nez+ N — (mz+n)

(m,n)#(0,0)
m#0

Por la proposicion 2.6, es suficiente calcular el limite de la expresién de arriba cuando

la parte imaginaria de z tiende al infinito; lo que da como resultado

lim  Gy(2) =2{(k),

Im(z)—o0

donde ¢ es la funcién zeta de Riemann. Como { (k) converge para k = 2, las series de
Eisentein Gy (z) de peso k = 2 son holomorfas en infinito.
En conclusioén, las series de Eisenstein Gy (z) de peso k > 2 son formas modulares

(no cuspidales) de peso k > 2 respecto a SL»(Z), ya que {(k) no se anulapara k=2. O
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Como sabemos, las formas modulares respecto a SL,(Z) tienen una g-expansion.
Por esta razon, en lo queda de esta seccion determinaremos g-expansion de la series

de Eisenstein.

Lema2.11. La serie

definida sobre H tiene q-expansion dada por
ne”Z (Z + n)2

= @27i)? i ng”.

n=1

)}

= (z+n)?

Prueba. La funcién m cot(rrz) tiene una expasion (véase la proposicion I11.3.17 de [7])

dada por
1
meot(nz) = ) g
7 z+n
la cual al ser derivada respecto a z deviene en
n? B Z 1
(sin(m2)? S (z+n)?’

Por la definicion de cot(z) tenemos

cos(mz) q+1 . 2mi
- =7 =7i~—
sin( z) qg-—1 1-¢g

[e.°]
=nmi-2ni ) q".

n=0

ncot(mz)=m

Al igual que antes, derivamos con respecto a z y obtenemos

7'52

.. 2 N2 - n
(sin(rz))? e n;nq ’

y la afirmacion queda verificada. O

La igualdad del siguiente teorema es conocida como la férmula de Lipschitz.

Teorema 2.12. Para todo entero k = 2, las series (—1)’C Z

definidas sobre H
nez (Z + n)

k
tienen q-expansion dada por

1 erik =
-1 k — k-1 n.
( ),Z;Z(z+n)k (k—1)!n;” q

Prueba. Esto esuna fécil induccién que se obtiene al derivar sucesivamente la férmula

del lema 2.11. O
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Corolario 2.13. La q-expansion de la serie de Eisenstein Gy (z) estd dada por

, (2
Gr(2) =2 (k) + 2 e 1)' Zak 1(mg",

dondeay_1(n) esiguala ) d*'.
din

Prueba. Claramente, Gy (z) puede expresarse cual

& 1
Gr2) =20k +2Y Y

=1 nez (mz+n)k

Por el teorema anterior, para todo entero m = 1 tenemos

Z anlmn

= (mz+ n)k =

De este modo, podemos reescribir G (z) cual

Gr(2) = 20 (k) +2 ~2ni)* 391 Z nk=1gmn.
¢ - (k 1)' m=1n=

Ahora, si juntamos los términos de igual grado con respecto a g, obtenemos que el
coeficiente de cado uno de ellos es o_;(s), donde s es el grado con respecto a g. Por

ello, la nueva presentacion para Gy (z) estd dada por

(-2
Gi(2) = 2((k)+2(k 1), Zak 1(9)g°. O

Debido a lo engorroso que es determinar el valor de {(k) para enteros k = 2, es
conveniente normalizar las g-expansion de las series de Eisenstein Gi(z) de manera
que el término independiente de ellas sea 1. De este modo, definimos las series de

Eisenstein normalizadas Ej(z) de peso k mediante

Eix(2) =

1
27 () O

Ejemplo 2.14. Las g-expansion de las seis primeras series de Eisenstein normalizadas
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estdn dadas por (para E» la expresion es apenas formal)

Ex(2)=1-24) o1(mq", Eg(z) =1+480 ) g7(n)q",
n=1 n=1
Es(2)=1+240 ) o3(n)q", Eio(2) =1-264 ) g9(n)q",
n=1 n=1
x 65520 &
Eg(2) =1-504 ) o5(m)q", Ep(@=1+—— ) on(nq".
n=1 691 n=1

Finalicemos esta secciéon mostrando que las tnicas formas modulares no cuspi-
dales respecto a SL,(Z) de peso al menos cuatro son aquellas generadas por alguna

serie de Eisenstein normalizada.

Proposicién 2.15. Los espacios My (SLy(Z)) con k = 4 satisfacen la descomposicion

M (SLz(2)) = CEg @ Sk (SL2(2)).

En particular, se tiene dim M (SLy(Z)) = 1+ dim S (SLy(Z)).

Prueba. Sea f € My(SLy(Z)). Como la identidad f = cEj + (f — cEj) se verifica para
cualquier c¢ € C, es suficiente mostrar que existe un ¢ adecuado tal que f — wEj es

cuspidal. En efecto, si tomamos ¢ = | %1%11 f(z) cumplimos con lo solicitado. O
m(z)—o0

2.3 Laformula k/12

En la seccién precendente mostramos que las series de Eisenstein de peso al menos
cuatro son formas modulares respecto a SL,(Z). Mds aun, si consideramos sus ver-
siones normalizadas, verificamos que estas son no cuspidales ya que toman 1 como
valor de término independiente en sus correspondientes g-expansiones.

Al final de la seccion mostramos que el conjunto de formas modulares no cusp-
idales de peso al menos cuatro es el subespacio vectorial generado por alguna serie
de Eisenstein normalizada. Por tal motivo, para determinar cuan grande es el espacio
vectorial de las formas modulares respecto a SL,(Z), basta determinar la dimensién de
las formas cuspidales. En esta seccion, estableceremos una férmula para determinar
la dimension exacta de estos espacios.

Sea f:H — CuU {oo} una funcién meromorfa. Diremos que f es forma modular

meromorfa si existe C > 0 para el cual f es holomorfa en la region Im(z) > C, satis-
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face la condicién de modularidad de peso k para SL(Z) y si ademds es meromorfa en
infinito. Claramente, toda forma modular de peso k respecto a SL,(Z) es una forma

modular meromorfa de peso k respecto a SL,(Z).

Lema 2.16. Toda forma modular meromorfa respecto a SL,(Z) no idénticamente nula

enH tiene una cantidad finita de ceros y polos en la region modular.

Prueba. Sea f una forma modular meromorfa. Por definicion, existe un real C > 0 tal
que el conjunto K = {z € Fsi,(z) : |z| < C} contiene a los polos de f. Dado que este
conjunto es compacto, la cantidad de polos y ceros es finita. Como f no tiene una
singularidad esencial en ioo, los ceros no se acumulan en Fsp,z)\K. Se sigue que la

cantidad de ceros es finita. O
El siguiente teorema es conocido como la férmula k/12.

Teorema 2.17. Para toda forma modular meromorfa f de peso k respecto a SL,(Z) no

idénticamente nula en H se verifica

1 1 k
ordeo; (f) + -ord; (f) + ~ord2(f) + Z ord,(f) = —.
2 3 ZeH/SLy(2) 12
Z#£1,0°

Prueba. Este resultado es esencialmente una aplicacion del principio del argumento
de Cauchy. Como el enunciado lo sugiere, debemos considerar una region en la cual
estén representados todos los elementos de H/SL(Z). Esto nos estd insinuando que la
region con la que trabajemos tiene relacién con un dominio fundamental de H/SL;(Z).

Si consideramos toda la regién modular salvo por los puntos i, p y p?, el lema ante-

rior nos asegura que para algan C > 0 se cumple

2. ord(f)= ) ord:(f).

ZeH/SL(2) z€Fs1, )
Z#41,p° |z|<C
z#i,p,p?

Esta igualdad se satisface siempre que no haya ceros ni polos en los puntos de la fron-
tera de Fsy,(z) excepto por lo no tomados, pues de lo contrario habria duplicidades en
la suma de la derecha debido a la proposicién 2.7.

Por lo disctutido en el parrafo anterior, la regién a considerar es aquella limitada

por la curva descrita en la imagen 2.1. En este gréfico, las lineas punteadas describen

36



jol Ps

LI . T:re

Figura 2.1: Curva €6,

implicitamente a otros puntos y a otros arcos de circuferencia cuyos centros son los

1
anteriores. El tramo vertical de la izquierda pertenece a la recta Re(z) = -3 y el de

la derecha a la recta Re(z) = % En el primero estan los puntos zi,...,2,,p1 Y p2; ¥
en segundo estan los puntos p7 y ps. Ademas, se cumple Tp, = pgy Tp2 = p7. El
tramo superior es parte de la recta Im(z) = C y los puntos wy,..., Wy, p3, P4, P5 Y Pé
son elementos de la semicircunferencia |z| = 1 dentro H. Finalmente, los radios de los
arcos de la curva descrita valen €, el cual es muy pequefio.

Claramente, se cumple

1 f(z)dz: Z ord;(f).

m
e—027i f(2)

zZ€eH/SLy (Z
% z 2(Z)

Z#1,P°

Por ello, nuestros esfuerzos estaran enfocadas al calculo del limite anterior.
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1. Evalucién del tramo pg-p;:

p1 =
@, . 1 7@

im ~— = ——dq (U=0B(0,e >
eo2mi | F@ T 02 ¥ Fugp ( ©e=)
ps qeyu

= —0rdoo; (f).

2. Evalucién de los tramos p;-p, y p7-ps:

p2 Ps Ps
f'(2) 1 [[@, n f’(TZ) 1 [f
iG] Fo % i 7o P" e—»O(Zm | fT2) TZ+2ni | @ dz)
P1 p7
/ f’(Z) / f’(Z)
_e—>0 2mi (z) Zm (Z)
=0.

3. Evalucién de los tramos ps3-p, y p5-ps:

Pa Ps pPs Ps
1 [fl(2) 1 (fle, .. 1 [f(Sz2) 1 [fl(2

i) T i) 7o @ MG | Fea Y o ) T %P
P3 Ps Pé Ps

] 143 K f’( ) ] Pef,( )

hY@RV IR T | 2 = [ =

ll—r»%(_ 27i /(z * f(2) )dz+ 2ni | f(2) dz)
Pe ps

) k
= lim(=— (In(ps) —In(ps)))
e—0 27i

3 k (m’)
270 6
_k
12

4. Evalucién de los tramos p,-p3 'y ps-p7:
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p3 p7
.1 [fl2 1 [fla, 1 1
G| T ¥ 2mi | Fo P = 6% ) o)
p2 144

1
=— gord p2(f)  (porlaproposicién 2.7).

5. Evalucién del tramo p,-ps:

Ps
(1 [fla,) 1
iy 57 | i) = o

Pa

En resumen, tenemos

Ny (i
2027 ) f(2)
%.

1 1 k
dz=—0rde;(f) — Eordi(f) — gordpz (f)+ e

Hemos asiconseguido lo anunciado. O

Corolario 2.18. Para las formas modulares respecto a SL,(Z) tenemos las siguientes

propiedades en H.

a) Todas las formas modulares de peso negativo son idénticamente nulas.
b) Las funciones constantes son las tinicas formas modulares de peso 0.

¢) Las formas modulares de peso 2 son idénticamente nulas.

d) La forma modular E4(z) tiene un cero simple en z = p°.

e) La forma modular Eg(z) tiene un cero simpleen z = i.

f) Los espacios cuspidales de peso menor o igual a 10 estdn conformados por la funcion

idénticamente nula.

g Los espacios de formas modulares de peso 4, 6, 8 y 10 son expandidos por las series de

Eisenstein normalizadas. En particular, son unidimensionales.

h) Se satisfacen las igualdades Ei = Eg y E4Eg = Eyy.
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Prueba. Todas estas propiedades son consecuencia inmediata de la férmula %

a) Sihubiese alguna forma modular de peso negativo no idénticamente nula, esta
no cumpliria la férmula l_kz pues el valor de la parte izquierda seria no negativo y el de
la derecha negativo. Asi, la funcién idénticamente nula es la inica forma modular de
peso 0.

b) Si f(z) es una forma de peso 0, entonces f(z) — f (i) también lo es con un cero
en z = i. Si f(z) — f(i) no se anula idénticamente, entonces el valor de la parte de la
izquierda de féormula % es positivo y el de la derecha es 0. Por lo cual, f(z) — f(i) debe
ser la funcién idénticamente nula; es decir, f es una funcién constante.

c) Aligual que antes, si consideramos una forma modular de peso 2 no idéntica-
mente nula, esta no satisfaria la formula l_kz ya que el valor de la parte de laizquierda de
la fé6rmula, cuando no es 0, es al menos 1/3, valor diferente a 1/6, el cual es el valor cor-
respondiente a la parte derecha de la férmula. De este modo, la tinica forma modular
de peso 2 es la funcién idénticamente nula.

d) Como E; es una forma modular de peso 4 no idénticamente nula, en este caso
la férmula 1—kz nos dice para ella que el valor del lado izquierdo debe ser 1/3. Lo cual
solo es posible si el orden de E4(z) en z = p2 es 1.

e) Como Es es una forma modular de peso 6 no idénticamente nula, en este caso
la férmula 1_k2 nos dice para ella que el valor del lado izquierdo debe ser 1/2. Lo cual,
solo sucede siel ordende Eg(z) enz=1ies 1.

f) Si existiese una forma cuspidal de peso a lo més 10 que no se anula idéntica-
mente, la férmula % no se satisfaria ya que el valor del lado izquierdo es al menos 1y
el de lado derecho como mucho 5/6. Por esta razon, la funcién idénticamente nula es
la tinica cuspidal de peso a lo mas 10.

g) Porlapartef)ylaproposicion2.15 deducimos que la dimensién de los espacios
de formas modulares de peso 4, 6,8y 10 es 1.

h) Por parte g) y el hecho de que los coeficientes independientes de las series de

Eisenstein normalizadas valen 1 concluimos Ei = Egy E4Eg = Eyp. O

Como mencionamos de pasada al inicio de la seccion, la tarea es determinar con
exactitud cudl es la dimension de cada espacio de formas modulares respecto a SL (Z).
Sin embargo, antes debemos probar que cada uno de estos espacio vectoriales es de

dimension finita.
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Lema 2.19. Sea f una forma modular de peso k respecto a SLy(Z). Si se cumple

k

entonces f es indénticamente nula en H.

k
Prueba. Si f no es idénticamente nula en H, entonces satisface la férmula 12 Sin em-
bargo, esto seria contradiccién debido a la premisa. Por lo tanto, f es necesariamente

idénticamente nula en H. O

El siguiente teorema expresa que la bisqueda para determinar una férmula para

las dimensiones de los espacios formas modulares respecto a SL,(Z) tiene asidero.
Teorema 2.20. El espacio vectorial My (SLy(Z)) es finito dimensional.

Prueba. Por la parte a) del corolario 2.18, sabemos que cada uno de los espacios vec-
toriales M (SL,(Z)) con k < 0 son finito dimensionales. Por este motivo, es suficiente
verificar la afirmacion para k = 0. Si bien, por la proposicién 2.9 y por las partes b), ¢)
y &) del corolario 2.18, son menos casos los que debemos verificar, el argumento que
usaremos cubre todos los casos k = 0.

Consideremos la siguiente transformacion lineal

My (SLy(2)) — C™*!

o0
Z anqn = (a()) ES) ar);
n=0

: k g . :
donde r es igual a = Por el lema 2.19, esta transformacion es inyectiva. Por lo
k
tanto, tenemos dim M} (SLy(Z)) < {EJ +1. O

Todo lo desarrollado hasta ahora nos sirve como preludio para presentar el mas
célebre ejemplo de formas modulares respecto a SL,(Z). Este el caso de la forma de
Ramanujan A, la cual estd definida por

3 2
_ E4_E6
1728

Observemos que las partes e) y f) del corolario 2.18 aseguran que A no es idéntica-

) : ) k
mente nula en H. Es mads, gracias a la férmula B se deduce que A no se anula en
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ningin punto de H. Sin embargo, silo hace en infinito donde admite un cero simple.

Esta observacién nos permite probar el siguiente teorema.
Teorema 2.21. Los espacios vectoriales My._12(SL2(Z)) y Sx(SL2(2)) son isomorfos.

Prueba. Consideremos a la aplicacion

Mie-12(SL2(2)) — Sk (SL2(2))

f=Af,

la cual es un homomorfismo por la proposicién 2.8. Por lo tanto, para mostrar que los
espacios Mj_12(SL2(2)) y Sk(SL2(Z)) son isomorfos, solo resta verificar la biyectividad
de la aplicacion escogida.

Sean f1y f> elementos de My_12(SL(2)) tales que se satisface Af; = Af,. Como A
no se anula en H, deducimos f; = f,. Es decir, se verifica la inyectividad.

Sea g un elemento de Si(SL»(Z)). Claramente, el cociente % es una funcién holo-
morfa en Hy ademas satisface la condicion de modularidad de peso k—12 para SL,(Z).
Como se cumple ord;(g) = 1y ord,; (A) = 1, la funcién % es holomorfa en infinito.
Esto implica que este cociente es una forma modular de peso k — 12 respecto a SLy(Z).

En otras palabras, hemos verificado la sobreyectividad. O

Corolario 2.22. Si k es niimero par, entonces se tienen las siguientes formulas para las

dimensiones.

a) Sik =0 setiene

k
{—J parak=2 mod 12,
dim M, (SL,(2)) = 1kz
{EJ +1 parak#2 mod12.
b) Sik =4 se tiene
k
{—J -1 parak=2 mod12,
dim S (SLy(2)) = 1kz
{EJ parak #2 mod 12.

Prueba. La parte a) se verifica para k < 10 por las partes b),c) y g) del corolario 2.18.
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Por otro lado, por la proposicién 2.15 y el teorema 2.21 tenemos

dim M (SLy(Z)) = 1+ dim S (SL»(2))

=1+ dlka_lz(SLz(Z))

para k = 12. Por ello, podemos usar induccién en esta recurrencia para verificar la
primera férmula para el resto de casos.

La parte b) es consecuencia de la parte a) junto con el teorema 2.15. (]

El corolario anterior salda nuestra deuda respecto a lo prometido al inicio de la sec-
cién. Por lo cual, de aqui al final del capitulo solo brindaremos algunas conclusiones

adicionales que se derivan de los resultados anteriores de esta misma seccion.

Teorema 2.23. El conjunto {E)"E{ : m,n € Ny4m +6n = k} es una base de M(SL>(2))

para todo par k = 4.

Prueba. Primero probaremos que para todo par k = 4 se cumple

M;(SLp(Z)) = span {E"E}}.

Adm+6n=k
m,n=0

Por la parte f), g) y h) del corolario 2.18, la afirmacion es clara para k < 10. Para los
otros valores de k, todos pares, consideremos el hecho de que siempre existen enteros
positivos my n sujetosadm+6n = k.

Sean f € My(SLy(Z)) con k =12y g = Ej"E. La forma modular g no se anula en in-
finito; sin embargo, podemos conseguir c € C tal que f — cg silo haga. Debido a ello, el
teorema 2.21 nos dice que podemos escribir f = cg+Ah para algin h € My_1,(SL2(2)).

Por la parte b) y c) del corolario 2.18, podemos deducir del parrafo anterior que el
resultado buscado es vdlido para k = 12 y k = 14. Por lo tanto, podemos usar induccién
para los valores restantes de k.

A continuacién, probaremos la independencia lineal de los monomios E;"E[.

Consideremos la siguiente ecuacion lineal

Z mpn
4m+6n=k
m,n=0
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donde las incégnitas a,,, son nimeros complejos. Por las partes d) y e) del coro-
k

lario 2.18 y por la férmula T ¢ verifica E4(p?) = 0y Eg(p?) # 0, lo cual implica que

el valor incégnita ay, es 0. Andlogamente, tenemos que el valor de a,,o es 0, pues se

cumple Eg(i) =0y E4(i) # 0. De este modo, nuestra ecuacion lineal se convierte en

amnE'EY = 0.
4(m-1)+6(n-1)=k-10
m,n=1

Evidentemente, podemos simplificar un factor E;Es de nuestra ecuacion. Asi, con-

seguimos una nueva version de ella dada por

A AE PE Y= 0.

4(m-1)+6(n-1)=k-10
m,n=1

Si repetimos sucesivamente el procedimiento del parrafo anterior, eventualmente

determinaremos que el valor de todas las incégnitas a;,, es 0. O
Corolario 2.24. El anillo graduado @ M;(SLy(2)) es isomorfo a C[Ey, Egl. O
kez

El invariante j es la funcién holomorfa en H dada por

la cual es SLy(Z)-invariante y meromorfa en infinito con orden —1. Ademads, por la
férmula % suimagen es Cy cumple ord;(j) =0y ord,2(j) = 3.

El invariante j resalta dentro un conjunto de funciones llamadas funciones modu-
lares. Una funcion meromorfa f : H — C U {oo} es una funcién modular si existe C >0
parael cual f es holomorfa enlaregion Im(z) > C, es SL,(Z)-invariante y es meromorfa
en infinito.

El siguiente teorema clasifica las funciones modulares.

Teorema 2.25. Sea f :H — C una funcién meromorfa. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
(i) f es una funcion modular;

(ii) f es el cociente de dos formas modulares del mismo peso;
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(iii) f es una funcién racional de j.

Prueba. La ruta (iii) implica (i) implica (i) es inmediata. Por cual, basta entonces
probar que (i) implica (iii).

Si f es una funcién modular con polo de orden r en un punto w € H, entonces el
producto (j(z) — j(w))" f(z) es una funcién modular sin polo en w. Ello nos permite
asumir que f es holomorfa en H. Mds atin, para un entero k > 0 conveniente tenemos
que A¥ f es holomorfa en infinito, y por lo tanto, es una forma modular de peso 12k.

mgn
Fa b es un polinomio en j
Ak ’

donde m y n son enteros positivos que obedecen 4m +6n = 12k.

Por el teorema 2.23, el problema se reduce a verificar que

Notemos que 3 divide a m y 2 divide a n, lo cual deriva en

EZHEg _ (Ez)m/g(Eé)n/Z

Ak Ak
_(E_z)m/?)(E_g)n/Z
A A

Por lo tanto, de la definicion de j y de A conseguimos

EE!
476 _ .m/3;; /2
Corolario 2.26. El cuerpo de funciones modulares coincide con el cuerpo de funciones

racionales respecto al invariente j. O
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Capitulo 3

Operadores de Hecke I

En este capitulo presentaremos al enésimo operador de Hecke para las formas modu-
lares respecto a SL, (Z) y ademads probaremos parcialmente la conjetura de Ramanujan.

Los principales materiales de consulta para este capitulo son [6] y [19].

3.1 Elenésimo operador de Hecke

En esta seccion recopilaremos gran parte de los resultados de Hecke de Uber Modul-
funktionen und die Dirichletschen Reihen mit Eulerscher Produktentwicklung I [8]. No
obstante, la presentacion serd en un lenguaje moderno.

Sea M- (Z, n) el conjunto de matrices enteras 2 x 2 de determinante n > 0. El grupo
modular actia sobre M,(Z, n) de manera natural via multiplicacién por la izquierda.
Por consiguiente, podemos definir el espacio orbitas M,(Z, n)/SL,(Z), el cual es finito

gracias al siguiente teorema.

Teorema 3.1. Un conjunto transversal de M (Z, n)/SL,(Z) estd dado por

{

En otras palabras, en notacion simbolica podemos escribir

ab
0d

EMZ(Z,n):aZl,ad:n,Osbsd—l}.

d-1 ab
Myz,m= || |]SL®@ :
0d
ad=n b=0
d>0
Prueba. Sea ; ]}; un elemento de M, (Z, n). Para probar la afirmacién, debemos en-
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r

contrar matrices " Z eSLy(2) y g Z € M»(Z, n) relacionadas mediante

ab
0d

ra rb+sd
ta tb+ ud

ef
gh

rs
ru

. . . e
La relacion de arriba sugiere que tomemos a =mcd(e, g), r = —y t = §_ Esto con-
a a

nota que r y t son coprimos, por lo cual existen enteros sy u sujetosa ru—ts =1. De

este modo, conseguimos

-1

ab| |[rs efl _|u-sllef
0d| |tu gh| |-t r|lgh
que impone b= fu—-hsyd=—-ft+hr.
-
Como el valor de la determinante de ; Z 2 £ no varia, obtenemos ad = n,

lo que de manera indirecta prueba la positividad de d. Esto significa que solo resta

asegurar el cumplimiento de 0 < b < d — 1. Para este fin, recurrimos a la identidad

ab|
0d|~

ab+kd
0 d

)

1k
01

donde k es un entero, de donde se desprende mecanicamente lo deseado.
Finalmente, comprobaremos que no existen elementos SL;(Z)-equivalentes entre

si en el conjunto

{ gZ e My(Z,n):a> l,ad:n,Osbsd—l}.
a a b : . rs
En efecto, sean 0dlYlo a elementos como arriba tales que existe s ulen SL,(2)
! /
con el cual se cumple ;Z gZ = % Z, . Asi debe satisfacerse
ar br+sd| _|a' b
at bt+ud|~ |0 d'|’

de lo que desprende que  y ru son 0 y 1 respectivamente. Como a y a’ son positivos,
el valor de r y u debe ser 1. Esto tltimo implica que a y a’ son iguales, lo mismo se
concluye para d y d'. Finalmente, de las desigualdades0<b<d-1y0<b <d-1

obtenemos que s vale 0, pues b+ sd es igual b’. Hemos verificado asi la afirmacion. O
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Sea un entero n positivo. El enésimo operador de Hecke T,[lk] de peso k para las

formas modulares de peso k respecto a SL,(Z) esta dado por

TH(f) = n*'*! 3 flalk

aeM,(Z,n)/SLy(2)

donde f esun elemento de My (SL,(Z)). Convengamos que cuando el peso del enésimo
operador de Hecke esté sobreentendido, escribiremos T}, en vez de T,[f].

La buena definicién de enésimo operador de Hecke T ,[lk] estd garantizada gracias al
teorema 3.1, la proposiciéon 2.1 y al hecho de que los objetos en discusion satisfacen
la condicién de modularidad peso k para SL,(Z). Mds aun, T,[lk] puede expresarse de
manera mds amigable como

(k] k/2—1 =l Tab
T, (f)=n Z Zf 0d

ad=n b=0
d>0

k

Ejemplo 3.2. El operador Tl[k] es el operador identidad para las formas modulares de

peso k respecto a SL(Z).

Como lo afirma su nombre, T,[Qk] es un operador del espacio M (SL;(Z)). Sin em-
bargo, verificarlo no es inmediato. Para ello usaremos el siguiente lema trivial, el cual

dejaremos como ejercicio para el lector.

Lema 3.3. Para n entero positivo se tiene

a-1 ., . a sia dividen,
1= _
Y o -
b=0 0 en caso contrario. -

El siguiente teorema no solo justifica el nombre de T,[,k] sino también su relevancia.

Teorema 3.4. Para todo entero positivo n, el operador de Hecke T,[lk] es un operador
lineal de M(SLy(Z)). Explicitamente, si f es una forma modular de peso k respecto a

SL,(2), la q-expansion de T, (f) estd dada por

Ta(f) = i( > d’c‘%(%))q’"

m=0\d|m,n
d>0

donde los A(m) son los coeficientes de la q-expansion de f .

48



Prueba. Sea f un elemento de My (SL,(Z)) con g-expansion dada por Oi A(s)qg’. Clara-
mente T, (f) es holomorfa en todo H, por lo cual solo debemos Veriﬁi::aor si satisface la
condicién de modularidad de peso k para SL,(Z) y si es regular en infinito.

Primero mostremos que T,(f) satisface la condicion de modularidad de peso k
para SL,(Z). De la identidad elemental SL,(Z) M>(Z, n)SLy(Z) = M>(Z, n) concluimos
que se cumple M (Z,n)SLy(Z) = SLy(Z)M>(Z,n). Por lo cual, aseguramos que para
cualesquiera @ € M,(Z, n)/SL,(2) yy € SL,(2), existen y' € SL,(Z) yB € My(Z,n)ISLy(2)
tales que se cumple ay = y'f. Mds atn, si exisitiese a’ € M, (Z,2)/SLy(Z) tal que para
algtin " € SL»(Z) se tenga a’y = y” B, entonces claramente se deberd cumplir @’ = @.

Al desarrollar la expresion T, (f)[y]x obtenemos por definicién

T(Oy =(n*27 ¥ flal iy

aeM,(Z,n)/SLy(2)

= nt?! > flayl,

aeM,(Z,n)/SLy(2)

donde esto ultimo se cumple por la proposicién 2.1. Por la identidad del parrafo an-
terior, podemos conseguir convenientes y, € SLy(Z) y Ba € M>(Z,n)/SL,(Z) para los

cuales se cumple ay =y 4. De este modo la expresion T;,(f)[y]x se reduce a

Tn(f)lylg = n*/?71 Y FlyaBalk

aeM,(Z,n)/SL2(Z)

= pk/2-1 Z fBalk,

aeMy(Z,n)ISLy(Z)

donde lo ultimo es vélido por la proposicién 2.1 y el hecho de que f es una forma
modular de peso k respecto a SL»(Z). En vista de que Ba y Ba, son iguales siy solo si a

y &’ lo son, concluimos que para todo y € SL,(Z) se verifica

Tn(Dlyle = Ta(f),

lo que es precisamente la condicion de modularidad de peso k para SL,(Z).
A continuacion, verificaremos que T,,(f) es holomorfa en infinito. Para ello, es

suficiente mostrar que la g-expansion de T;,(f) no tiene términos con indice negativo.
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Iniciemos esta tarea expandiendo la versién amigable de T}, (f). En este caso, tenemos

Tn(f):nk/2_1 Z Zf

ad=nb=0
a>0
a-l dz+b
_ pki2-1 Yy nk/za—kf( )
ad=nb=0 a
a>0
a—1
2ns(dz+b)
=Y Y nla kZA(s)e a
ad=nb=0
a>0
Al agrupar la dltima expresion conseguimos
2ns(dz+b)
T,(f)= Y Zn’” (A(0)+Z;L(s)e )
ad=nb=0
a>0
> i 2ns(dz+b)
= =i n*akar) + > an 1 kZ/l(s)e a )
ad=n ad=n b=0
a>0 a>0
n k-1 2ns(dz+b)
=Y (5) 20+ ¥ Zan Lk A(s)el a
ad=n a4 ad=nb=0s=
a>0 a>0

La nueva presentacion de T, (f) nos indica cudles son las modificaciones adicionales
que debemos realizar para cumplir con el cometido. Por ejemplo, si ordenamos la

suma interior y luego usamos el lema 3.3 obtenemos

'8 = . 21s(dz+
Tn(f)= 2 (2) IMOH > Zznk_la_’%(s)e’—z dzeh)
ad=n "4 ad=ns=1b=0
a>0 a>0
g k-1 - 2nsdz
- ¥ (30 ¥ ¥t tatarwe™
ad=n ad=ns=1
a>0 a>0 als
n k-1 n k-1 o0 4
= - A(O)+ — A(ra)q r’
a;n(a) a;n(a) El
a>0 a>0

donde para la tltima linea hemos reescrito s como ar.
Finalmente, si identificamos dr con m y ademds usamos — = d, la nueva descrip-
a

ciéon de T, (f) estd dada por

Ta(f)=Y d* 17L(0)+Zd’”2)t( >

din din
d>0 dlm
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la que es igual a

INHEDY ( y dk—lA(m_zn))qm
m=0\d|m,n d
d>0

bajo un reordenamiento de los indices. Por lo tanto, hemos probado que T,(f) es holo-

morfa en infinito. O

Observemos que T,[qk I es también un operador lineal para Sy (SL»(Z)), ya que el valor

deI %n)n T,[lk] (f) es 0 cuando f es un elemento de Si(SL2(Z)). El siguiente resultado
m(z)—0o0

manifiesta que el operador T,[qk] conmuta condicionalmente.

Proposicién 3.5. Para cualesquiera m y n coprimos se verifica

K] K] _ Ikl _ plkl ikl

o0
Prueba. Sea f € My (SL,(Z)) con g-expansion igual a Z a(s)g®. Por el teorema 3.4,
s=0

tenemos T, (f) = Z b(s)q® donde cada b(s) es igual a Z dk_la(ﬁ). Nuevamente,

s=0 d\n,s d>
o0
por el teorema 3.4, se cumple T, T,,(f) = Z c(s)g® donde en este caso el valor de c(s)
s=0
estd dado por

) = Z ek_lb(%): Z ok-1 Z dk_la(mns)_

202
e|lm,s elm,s dln,%s d=e
e
: _y (mns .
Como m y n son coprimos, la suma Z d* la(—) es en realidad una suma que

2,2
din s d=e

. . N m b, .
recorre los divisores de n y —, pues n'y — también son coprimos. Con ello obtenemos
e e

c(s) Z ekl Z dk_la(%)

elm,s dln,3

Y Z(ed)k_la(w) (pues (m,n) =1).

2,52
elm,sd|n,s de

Dado que el producto ed de la suma del parrafo anterior recorre todos los divisores

de mny s, podemos reescribir c(s) cual

cs)= ) hk_la(mns).

2
hlmn,s h
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Por lo tanto, se cumple T,, T;, = T),, siempre y cuando m y n sean coprimos. O

Es realmente sorprendente que el operador T,[lk] conmute condicionalmente. No
obstante, el enésimo operador de Hecke conmuta sin condiciones. En lo queda de esta

seccion confirmaremos dicha propiedad.

Lema 3.6. Sea p primoy f € My(SL2(Z)). Para toda potencia s > 0 se tiene

Tps (Tp()) = Tpsr () + p* 7 Tt ().

Prueba. Al desarrollar al detalle Ts(T)(f)) obtenemos

S =J
Ty Ty =p 0% Z Tn(f)[ 0 5]]
k

p-1

170" ]
k 0 pll,

17 o]
k 0 p/l,

pti-i b — [p*I b+plc
p] Zf ]9]’31

59,

c=0

s p/-1
p(s+1)(§—1). Z (f

J

Tras algunas modificaciones elementales, la primera parte de la Gltima suma puede

escribirse cual

s+n-nf [P0 p** 11 bp
plervED s +3 % f '
0 1J; j=1 b=0 0 p/ k
y la segunda como
p~I b+plc

p-1pi-1 [

(575

j=0¢=0 b=0

O p]+1

J

Con respecto a esta segunda parte, las primeras sumas internas se pueden combi-

).

Similarmente, podemos alterar la primera parte. De este modo, la doble suma interna

nary arrojan

k_ b’
(s+1)( 1)(2 Z f 0 p]+1
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se escribe como

Sll

P Ey pl v
+p* > 2 f[ 0 pj—llk,

k j=1 b'=0

p

s+1
(s+1)(’§—1)f [P 0
0 1

o lo que es lo mismo cual

S+10
0 1],

k
perUG-D ¢ p +pk‘1Tps_1(f).

Al reunir todos nuestros hallazgos obtenemos, en resumen,
Tps (Tp()) = Tpser (f) + p* ' Tt (). O
Notemos que en particular se cumple
T,[,E] _ (T’[jk])z _pkirik

lo cual indica como podemos describir de manera recursiva cualquier T),s+1 con s = 0.

En particular, T,s podra expresarse como un polinomio de T},.

Teorema 3.7. Sea p primo. Para cualesquiera enteros positivos m y n se cumple
T (k] T[k] T[k] T[k]

Prueba. Sin pérdida de generalidad asumamos m < n y que el peso de los operadores
de Hecke en discusion es k. Usemos induccién sobre n para probar esta afirmacion. El
caso base n =1 es claro. Por cual, asumamos que para algin entero h = 1 se satisface
laidentidad Tj,m T,n = Tyn Tyym siempre y cuando se cumpla m < n < h.

Ahora, consideremos Tj,m Tph+1 con la condicion m < h+1. Sise cumple m=h+1,
la afirmacion es clara. Si por el contrario se cumple m < h, de la hipétesis inductiva y

el lema 3.6 concluimos

k— k-
Tym Tynir = Ty (Tyn Ty = P Tp) = (T Ty = p* 7 Tyi) Ty = Ty Tym. O
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Corolario 3.8. Para cualesquiera enteros positivos m y n se cumple
TRk = pk k),

Es decir, los operadores de Hecke conmutan. O

La conmutatividad de los operadores Hecke serd de suma ayuda para atacar parte

de la conjetura de Ramanujan, la cual discutiremos de inmediato.

3.2 Laconjetura de Ramanujan

En esta seccion probaremos un fragmento de la conjetura de Ramanujan, la cual fue
publicada en el afio 1916 en el articulo On certain arithmetical functions [17].
(e.0)
Sea Z anq" la g-expansion de la forma cuspidal A. La funcién 7 de Ramanujan
n=1

estd definida como los coeficientes de la g-expansion de A. Explicitamente, 7 es la

funcion aritmética dada por

T:N—-C

n— a.

El siguiente teorema muestra la naturaleza aritmética de ciertas formas modulares

respecto a SLy(Z).
Teorema 3.9. Los valores de la funcion t son enteros.

o0 o0
Prueba. Escribamos A = Z o3(n)q" yB = Z o5(n)q". Ello nos permite obtener
n=1 n=1
E; — E5 = (1+240A)° — (1 -504B)?

=3(240A) + 3(240A)% + (240 A)> + 2(504) B — (504B)>.

Como se cumple 3(240)? = (240)3 = (504)?> =0 mod 1728, es suficiente verificar que los
coeficientes de 5A + 7B son multiplos de 12. En efecto, por definicion tenemos que el
coeficiente de q" es

503(n) +705(n) =Y (5d° +7d°).
din
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Célculos sencillos nos permiten deducir que para todo d € Z se cumplen las con-

gruencias
A2G+7d>)=d*(d*-1)=0 mod3 y d’56G+7dH=d*(1-d*>)=0 mod4.

Por lo tanto, todos los valores de T son enteros. O

La conjetura de Ramanujan sostiene que la funcién 7 satisface las siguiente tres

propiedades.

e Para cualesquiera m y n coprimos positivos se cumple 7(mn) = t(m)t(n). Es

decir, la funcién T es multiplicativa.

e Paratodo p primoy a entero positivo se cumple 7(p®*) = 7(p) T (pY) -plT(p*).

e Paratodo p se cumple |7(p)| <2p'/2.

En el 1917, un afio después de la publicacion de Ramanujan, Mordell resolvi6 las
dos primeras partes de la conjetura en el articulo On Mr. Ramanujan's empirical ex-
pansions of modular functions [14]. Sin embargo, no fue hasta 1974 cuando Deligne
probd las conjecturas de Weil en La conjecture de Weil: I [5], prueba que proporcion6
de manera indirecta la solucién de tltima parte de la conjetura de Ramanujan.

Verificar que la funcién 7 no es completamente multiplicativa es f4cil, ya que la

g-expansion de A estd dada por
A=q-24q°+252q° —1472q" + 4830g° — 6048¢° — 16744q" +844804° + ...

No obstante, el siguiente teorema nos brinda una férmula para el producto de dos

valores de la funcién t.

Teorema 3.10. Para cualesquiera niimeros enteros positivos m y n se cumple

tmrm= Y a7,
Z 4 )

Prueba. Por el teorema 3.4, Tj,(A) es una forma modular de peso 12 respecto a SL,(Z).
Mads atn, es una forma cuspidal de peso 12 respecto a SL (Z). Por tal motivo, se cumple
Tm(A) = cpA
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para algun ¢, € C, ya que por el corolario 2.22 la dimensién de S12(SL2(Z)) es 1. Esto
implica que los coeficientes de las g-expansiones de Ty, (A) y ¢;,A son iguales.

En consecuencia, por el teorema 3.4 para todo n tenemos

mn

Z dllr(—z) =cpt(n).

dlm,n d

Al reemplazar n = 1, verificamos que se cumple ¢, = 7(m) para todo m. Con esto

queda establecido el teorema. |
Corolario 3.11. Las dos primeras partes de la conjetura de Ramanujan son ciertas.

Prueba. Ambas conjecturas son consecuencia directa del teorema anterior. Discuta-
mos la primera, si m y n son coprimos positivos, por el teorema 3.10 inmediatamente
tenemos 7(m)t(n) = t(mn).

Ahora, probemos la segunda conjectura. Sea p un primo y a un entero positvo. Por

el teorema 3.10, el producto de 7(p) con 7(p%) es igual a

a+1

(p)T(pY =t(p®N + ptlr(p®™h,

lo cual prueba la segunda conjectura. O

En este trabajo no probaremos la dltima parte de la conjetura de Ramanujan pues
escapa a nuestras posibilidades. Sin embargo, probaremos un resultado que logrard

acercarnos de la veracidad de ella.

Lema3.12. Seal un subgrupo de congruencia. Si f :IH — C es una funcion que satisface
la condicién de modularidad de peso k para T, entonces la funcion Im(z)*/2| f(2)| esT-

invariante.

Prueba. Seay = [ccl Z un elemento de I'. Claramente, se cumple

k2
e ot a2l

m(yz)" | f(y2)l ezt dlf

=Im(2)*"?|f(2)I.

De este modo, hemos verificado que la funcién Im(z)*/2| f(2)| es I'-invariante. O
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El siguiente teorema probado por Hecke genera una cota para |7(p)| mucho mas

débil que la conjeturada por Ramanujan.

o0
Teorema 3.13. Sea f un elemento de S;(SL,(Z)) con q-expansiéon dada por Z anq".
n=1

k12 para todo n. En par-

Entonces, existe un real M > 0 con el que se cumple |a,| < Mn

ticular, la funcién T obedece 1(n) = O(n®).

Prueba. Como f es una forma cuspidal respecto a SL,(Z), para todo C > 0 existe un

algin M” > 0 tal que se cumple
|f(Z)| < M//e—ZT[IIn(Z)

enlaregion D = {z € Fs1,(z) : Im(z) > C}. Esto significa que Im(z)*'?| f(z)| es acotado en

la region modular. Es decir, existe M’ > 0 tal que para todo z € Fgp,(z) se cumple
Im(2)*"?| f(2)| < M.

Mads aun, ello se verifica para todo z € H, ya que Im(z)* 2| f(2)| es SLy(Z)-invariante
debido alema 3.12.

En el teorema 2.5 se presento la férmula
1
a, = /f(x +iy)e 2D gy
0

donde y es un niimero real entre 0 y 1. Si empleamos la estimacién de Im(z)*'?|f(z2)|
en la integral obtenemos

la,| < M/y—k/ZeZnny

para todo y > 0. Por lo tanto, al reemplazar y = 1/n conseguimos
|anl < Mn*",

donde M es real positivo. g
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Capitulo 4

Formas modulares 11

En este capitulo extenderemos la definicion de formas modulares para cualquier sub-
grupo de congruencia. Esencialmente, replicaremos todo aquello que hemos hecho
para las formas modulares respecto a SL(Z). El principal material de consulta para

este capitulo es [6].

4.1 Formas modulares de niveles altos

Generalizar una nocién siempre nos obliga justificar el porqué de su utilidad y ser ca-
paces de mostrar que existe armonia con las ideas que la anteceden. En esta seccion,
describiremos las formas modulares respecto a un subgrupo de congruencia arbitrario
(o formas modulares de niveles altos), los cuales extendardn la definicion de forma
modular respecto a SL,(Z).

Seal un subgrupo de congruencia. Una funcién holomorfa f : H — C es una forma
modular de peso k con respecto a I' si cumple la condicién de modularidad de peso k
paraI' y si ademads f[y] es holomorfa en infinito para todo y € SL,(Z). En particular,

diremos que f es una forma cuspidal si cumple

lim  flylx(2) =0

Im(z)—o0

para todo y € SL,(Z). Notemos que la verificacion de la holomorfia en infinito de f[y]x
se reduce a simplemente verificarla en aquellos y elementos de algiin subconjunto
transversal de I'\SL,(Z). Ademés, es evidente que esta definicién es compatible con

aquella dada en el capitulo 2.
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Ejemplo 4.1. Sean I' y I subgrupos de congruencia con I'' c T'. Toda forma modular

de peso k respecto a I es una forma modular de peso k respecto aI”.

Ejemplo 4.2. Sean I' y I'" subgrupos de congruencia con I' < T'y {y1,...,y,} un sub-
n

conjunto transversal de I'\I'. Si f es un elemento de My (I"), entonces Y _ fly;lx es un
i=1

n
elemento de M (I y H flyilx esun elemento de My, (I').
i=1

Sea I' un subgrupo de congruencia. Al conjunto de las formas modulares de peso k

respecto a I' lo denotemos por My (I') y al de las formas cuspidales por Si(I').
Proposicién 4.3. Para cualquier subgrupo de congruencial’ se cumple lo siguiente.
a. Los conjuntos My (I') y S, (I') son C-espacios vectoriales.

b. El producto de dos formas modulares respecto a I' es también una forma modular
respecto a I' de peso igual a la suma de los pesos. Mds atin, si uno de ellos es una

forma cuspidal, entonces el producto es también una forma cuspidal.

Prueba. Las pruebas son idénticas a las de la proposicién 2.8, por lo cual, se dejan

como ejercicio para el lector. O

Para exhibir ejemplos adicionales de formas modulares con respecto a subgrupos
de congruencia arbitrarios es necesario retomar nuestra definicion de Gy.
Sea k =3 un entero y g un par en Z2. Una serie de Eisenstein G, ¢(2) (con zeH) de

peso k para I'(N) es la subserie de G (z) dada por

1
Grg= Yy = ——.
§ mmez2  (mz+ n)k
(m,n)=g (méd N)
(m,n)#(0,0)

Teorema 4.4. Toda serie de Eisenstein de peso k para I'(N) es una forma modular de

peso k respecto a'(N).

Prueba. Como Gy converge uniformente en compactos de H, cualquier subserie de
ella también lo hace. En particular, toda serie de Eisenstein para I'(/N) es holomorfa
en H. Por esta razén, debemos ocuparnos apenas de las otras dos propiedades que

aparecen en la definicion.
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un elemento de I'(NV). Notemos que el auto-

Sea g un elemento de Z2y y = [? Z
morfismo de Z2 dado por (m, n) — (m, n)y define una permutacién sobre el conjunto

de indices de Gy, g. Por lo cual, al desarrollar la expresion Gy, ¢(y z), tenemos

(cz+d)¥
Grg(yz) = Y .
mmezz ((ma+nc)z+mb+ nd)
(m,n)=g (m6d N)
(m,n)#(0,0)
1
= (cz+d)¥ Y i
mmezz  ((ma+nc)z+mb+ nd)
(m,n)=g (m6d N)
(m,n)#(0,0)
=(cz+ d)ka,g(z),

De este modo, hemos verificado que Gy, ¢ satisface la condicion de modularidad de
peso k para I'(N).

De lo desarrollado el parrafo anterior, concluimos la identidad

Gk,g[')/,]k = Gk,gy’
para todo Y’ € SL,(Z). De este modo, tenemos dos opciones para el valor de

lim G gly'lk(2).

Im(z)—o0

1

Vale 0 si g1 # 0(m6d N); de lo contrario vale > —- No obstante, en ambos
n=g, (méd N) n

casos se deduce que Gy g[y']x es holomorfa en infinito para todo y’ € SL»(Z). De este

modo, las series de Eisenstein de peso k para I'(N) son formas modulares de peso k

respecto a I'(N). |

El siguiente teorema nos indica que ciertas funciones holomorfas invariantes bajo
un subgrupo de congruencia arbitrario tienen crecimiento asint6ticamente moderado.
Mads atin, una consecuencia directa de este resultado, la cual presentamos como coro-
lario, brinda una manera alternativa para verificar si una funcién holomorfa invariante

bajo un subgrupo de congruencia arbitrario es una forma modular.

Teorema 4.5. Sea I' un subgrupo de congruencia de nivel N y f : H — C una funcion

holomorfa que satisface la condicion de modularidad de peso k paraT. Si f es holo-
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morfa en infinito y todos sus coeficientes de indice positivo en su qy-expansion (dada

(o]

por Z anqy) satisfacen |a,| < Kn" para constantes positivas K y r, entonces existen
n=0

otras constantes Ky, K, y C, también positivas, con las cuales se cumple

K>

|f(Z)|SK1+m

siempre que z caiga dentro de la region Im(z) > C.
Prueba. Como la convergencia de f asociada su g-expansién es normal, se cumple

) —2mnim(z)
If(@|<lagl+K ) n"e” N

n=1

2ntlm(z) —2nnlm(z

. _ 2t P . —2nnlm(z)
Consideremos g(t) =t"e~ N ,laversion continuade n"e~ ~  en [0,+00), la cual

tetlim(z]
v

glt) = te”

A =2 v

Ay = 3"&_%

0 rN 1 2 3 t
2rlm(2)

Figura 4.1: gréfica de g(1).

rN

’ 2nlm(z)

: rN
) y decrece de igual manera en [m, +oo). Dado

crece mondétonamente en [0

que existe una region Im(z) > C, con C > 0, para la cual las restricciones

I’N _ 2mIm(2)
<l v Im(z2)'e N

2nIm(z)
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se verifican, la figura 4.1 muestra que en la regiéon Im(z) > C se cumple

o0 o0
Y Ay, s/ g(ndt,
n=2 1

acd A, es el drea del rectdngulo de altura g(n) y base 1. Por lo tanto, para convenientes

constantes positvas K y K, en la regién Im(z) > C se cumple

<K +K, ndt+ :
F@I=K 2(/0 g(0di+ )
27l t
Al aplicar el cambio de variable s = %(Z) en la ultima integral obtenemos

Nyr 1 L 1
A=K +K||—] ——— sfe ds+ .
F@l =k 2((27:) Im(z)r“/O Im(z)’)
Para el remate usamos el hecho de que la funcién gamma estd bien definida en todos

reales positvos. Por lo tanto, una simple estimacion acompafiada de una constante

positiva K, deviene en
K
Im(z)"

If(2) =K+
para todo z dentro de la region Im(z) > C. O
Corolario 4.6. SiT" y f son como en el lema anterior, entonces f es un elemento de My (T').

Prueba. Por la proposicion 2.6, es suficiente verificar que se cumple

lim gnflalk(z)=0

Im(z)—o0
para todo a € SL,(Z), lo cual es evidente por el lema anterior. a

La definicién de formas modulares con respecto un subgrupo de congruencia arbi-
trario para nada insinda que la dimension de los espacios vectoriales correspendientes
sea finita. Por estd razon, en lo queda de esta subseccién nos dedicaremos a probar que

los espacios de formas modulares son finito dimensionales.

Proposicién 4.7. Sea k un entero impar y I un subgrupo de congruencia que contiene

a —1. Entonces, el espacio vectorial My (T') es trivial.

Prueba. La prueba es idéntica a la de la proposicion 2.9. |
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El siguiente resultado nos ensefard, en su prueba, una técnica usual para probar
que los espacios vectoriales formados por formas modulares con respecto un sub-

grupo de congruencia arbitrario son finito dimensionales.
Proposicién 4.8. Los espacios vectoriales My (I') con k < 0 son triviales.

Prueba. Sea f un elemento de My(I'). Por el ejemplo 4.2, la funcién H flyilk
¥i€SL2(2)/T
es una forma modular de peso negativo respecto a SL,(Z). Es decir, es idénticamente

nula en H debido a la parte a) del corolario 2.18. En virtud del lema 2.16, deducimos

que algin f[y;]x es idénticamente nulo en H, lo cual implica que f tambiénloes. O

Todas las formas modulares respecto a un subgrupo de congruencia llevan con-
sigo una g-expansion. De hecho, sus imagenes via un operador k-peso asociado a los
elementos de SL,(Z) también tienen una g-expansion. Por los requisitos dados en su
definicion, el orden de las formas modulares en infinito es no negativo. Mds aun, este
no puede ser arbitrariamente grande. El siguiente teorema nos brinda una cota para
determinar cudndo una forma modular respecto a un subgrupo de congruencia arbi-

trario es idénticamente nula en H.

Lema4.9. Sea f un elemento de My (') dondeT esdenivel N yr es el indice de subgrupo

SL,(2)/T. Si f satisface la desigualdad

kr
Y 0rdeo; (flyili, N) = {—J N+N,
¥:€SLo(2)/T 12

entonces f es idénticamente nula en H.

Prueba. Por el ejemplo 4.2, la funcion F=  []  flyilx es una forma modular de
¥7€SLo(2)/T
peso kr respecto a SL,(Z). Como cada f;y;l; tiene una gy-expansion dada por

_—
f[)f,']kZ(lglli)qN’ +....

la gn-expansion de F esta dada por
Fe)=al)...al gy "+

4 kr

De este modo tenemos Z n; = Nordy(F), lo cual implica orde,(F) = {EJ +1. La
i=1

férmula k/12 nos asegura luego que f es idénticamente nula en H. O
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El siguiente teorema establece que los espacios de formas modulares respecto a
subgrupo congruencia arbitrario no son mucho mas grandes que los espacios de for-

mas modulares respecto a SL,(Z).
Teorema 4.10. El espacio vectorial My(T') es finito dimensional.

Prueba. Sea N el nivel de I'. Consideremos la transformacién lineal

Mk(r) N G:T-l—l

o0

n
Z anqN'_) (aO;---;ar);
n=0

k[SL>(Z):T
donde r es igual {%J N + N. Por el lema 4.9, esta transformacion lineal es
inyectiva. De esto concluimos la cota dim My (I') < r + 1. O

4.2 Elteorema de los cuatro cuadrados

En esta seccion sustentaremos el beneficio de extender la nocién de formas modulares
a subgrupos de congruencia arbitrarios. Aparte, el resultado que exhibiremos ilustra
nuevamente el cardcter aritmético que llevan intrinsecas las formas modulares. Para
esto saldaremos cuentas respecto a E,; especificamente, mostraremos que es casi una

forma modular de peso 2 respecto a SL,(Z).

Proposicién 4.11. La serie de Eisenstein E, tal como es presentada en el ejemplo 2.14 es

holomorfa enH y en infinito.

Prueba. Sea K un subconjunto compacto de H. A todas luces, existe un real positvo
r <1 tal que para todo z € K se cumple Im(z) > r. Por consiguiente, E» converge uni-
formente en K pues se cumple i o1(m)g" < oXo: n?r" donde esta tltima converge.
De este modo, hemos probado q:ll:elEg es holom(r)lr:f; tanto en H como en infinito. O

La siguiente proposicion dada por Hurwitz muestra una nueva y enriquecida pre-

sentacion para E».
Proposicién 4.12. La serie E, tiene una expansién absolutamente convergente dada por

1 1
(mz+n)? (mz+n-0)(mz+n))

1
Ez(z)_1+m >y

mezZ* neZ
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Prueba. La serie E» deberia estar dada por

Z 1

Exz)=1+ S —
2@=14 e L L mz )

la cual no converge absolutamente (a diferencia de su presentacién modifica). Por
dicho motivo, debemos justificar por qué el sumando extra dentro de la suma doble es

indispensable.

. . 1 .
Heuristicamente, al desarrollar la serie Z Z conseguimos
mez* ney (Mmz+n—1)(mz+ n)

1 1 1

2l -

ey io\mz+n-1 mz+n)

2 X

mez* ney (IMmz+n—1)(mz+n)

Notemos que la suma interior es una serie telescopica y converge a 0. De este modo,

verificamos que la serie doble converge a 0. Por lo tanto, al agregar y quitar el sumando

extra a la suma doble de E, junto con el reescalamiento de obtenemos la expan-

1
2¢(2)
sién requerida.

No obstante, ahora si la convergencia absoluta de esta nueva expansion se sostiene

por los mismos argumentos presentados al inicio de la prueba del teorema 2.10. O

El siguiente lema técnico es un ejemplo de como el cambio de orden en una serie

doble no se puede dar de manera indiscriminada.

Lema 4.13. Para todo z € H se cumple

Z Z ( 1 N ):_Zni.

nezmezr\mz+n—1 mz+n z

Prueba. El calculo del valor de la serie doble deviene de

Zz(l_l):hmﬁz(l_l)

nermezs\mz+n—1 mz+n) N—oo, =y =.\mz+n-1 mz+n

N-1 1 1
—lm Y Y ( _ )
N—oo = SZy\mz+n—-1 mz+n

. ( 1 1
= lim -
N_’OOmez* mZ_N mZ+N

1 1
= lim — ) ( + )
N—oo Z m—-Nl/z —-m—-NJ/z

65



Este ultimo limite es equivalente a

.12 12 1 ( 1 1 )
lim ——— ————+- ) +
N—-cozNl/z zNlz z,c7«\m—Nlz -m—-Nlz

que ala vez es igual a

. 1 1 ( 1 1 )
lim —+- ) + )
N—-oo N z m—N/z —-m-N/z

meZ

Por la proposicion I11.3.17 de [7] tenemos

N—oo N Z

ZZ( 1 3 1

nezmezr\mz+n—1 mz+n

De este modo, al usar la férmula de Euler conseguimos

1 1 1 2mife %Nz
> > |~ = lim — + i )
nezmezs\mz+n—1 mz+n & -1

Por lo tanto, al evaluar el limite comprobamos la afirmacion. O

El siguiente resultado muestra por que E» en su "forma cdndida" es una "casi forma

modular de peso 2 respecto a SL,(Z)".

Teorema 4.14. La serie E, satisface las siguientes identidades:

E>[T]2(2) = Ex(2),

61
E3[S]2(2) = E2(2) — —.
nz

Prueba. Laprimeraidentidad es clara: para comprobarla basta revisar la g-expansion

de E,. Por ello, apenas verificaremos la segunda. Por la definicion E»[S]»(z) tenemos

-1

E>[S)2(2) = 22 Eo[ —
<

-2

s Y Y —

2((2) mezZ* neZ m

1
=z 24 —— —,
2((2) mezZ* neZ (nz—m)

—_
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que luego de un reordenamiento y una reindexacion lleva a

w2 1 1
222 XD B . ia—m

meZ* neZ*
1 1
=1+ — —
26(2) meZ neZ* (nz—m)
1 1
=1+— —.
20(2) 7 meo (mz+n)

E>[S]2(2) =1+

Mads atn, por la proposicién 4.11 conseguimos

Yy :

E = 1 E —1
2[S12(2) =1+ |Ex(2) -1+ 20(2) foyne+ (mz+n—-1)(mz+ n)

Finalmente, por el lema 4.13 obtenemos

.
E>[S12(2) = Ex(2) — —. O
V¥4

Corolario 4.15. Para todoy = [Z Z € SL,(Z) se cumple

E>[y]2(2) = Ex( )—6—Ci
S - B n(cz+d)

Prueba. SeaT el subconjunto de SL,(Z) para el cual sus elementos cumple la identidad

de arriba. Por el teorema anterior, 7y S son elementos de I'. Por lo cual, podemos
ay bl ay bz
c1 dy c d
los cuales verificaremos que su producto es también un elemento de I'. En efecto, al

considerar dos elementos arbitrarios de I', digamos y; = Y2 = . para

desarrollar detallamente E»[y;Y2]2» obtenemos

E>[y17212(2) = (E2[y1]12)[y2]l2(2)

Ey(e)~ —2! )[ ]
= Z -_—
2 n(c1z+dy) Yalo
6Cgi ) 6011'
=E - —(crz+d .
2(2) w(Crz + d>) (o2 + d) (e (azz+b2)+d)
! cz+do !
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Por lo cual, para conseguir lo enunciado solo resta operar. En efecto, tenemos

6coi 6cri
JT(CZZ+d2) n(czz+d2)(cl(a2z+b2) +d1(02Z+d2))
6cri(ci(arz+ b)) +di(coz+ ds)) +6¢11

E>[y1y212(2) = Ex(2) —

= Ex(2) -

n(coz+do)(c1(azz+ b)) +di(caz+ dy))
_F 6(co(craz +dicr)z+ c1baco +dicads + €1)i
= E2(2) n(crz+dy)(c1(azz+ bo) +di(caz+ do))
_F 6(ca(crax+dicr)z+ craxds + dycady)i
= b(2) n(caz+do)(c1(azz+ b)) +di(caz+ dy))
_E 6(crz+do)(cray+dicy)i
= et )1 @ by) + (o2 + d)

6(crax + dlcg)i

= E»(2) —

n((cras + d162)2+ Clbz + dldz) ’

lo cual verifica que ;Y2 es un elemento de I'. Adicionalmente esto tltimo de pasada
verifica que la inversa de cualquier elemento de I" es también un elemento de €él, pues
Sy T generan a SL,(Z) y ademas las inversas de estas matrices son elementos de I'. Por

lo tanto, I es igual a SL,(Z). Es decir, el enunciado se cumple. d

Como mencionamos antes, E» es practicamente una forma modular de peso 2 res-
pecto a SL,(Z) salvo por los detalles que se muestran en el teorema 4.14. No obstante,
el corolario 4.15 nos permite definir, para un entero positivo N, la funcién E, y dada
por

E> n(2) = Ex(2) = NE>(Nz),

la cual si bien no es una forma modular de peso 2 respecto a SL,(Z), si lo es para un

subgrupo de congruencia mas pequefio.
Teorema 4.16. La funcion E, n es una forma modular de peso 2 con respecto I'g(N).

Prueba. La funcién E» y es holomorfa en H debido a la proposiciéon 4.11, por lo cual,
solo resta comprobar las otras dos propiedades que mostrarian que E» y es un ele-
mento de M (T'o(N)).

Primero verifiquemos que E, y satisface la condicién de modularidad de peso 2
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€ I'o(NV). Por definicién del operador 2-peso tenemos

paraI'g(N). Seay = [LCZ Z

E> nlyl2(2) = Ezlyla(2) = NE2[y]2(IN2)

= B> [yl2(2) = N(cz+ d) E»(Nyz)

= Bylyla(2) - N(i(Nz) " d)_zEz(M)
N £(Nz)+d
. 6ci
N P L N(Ez(Nz) - L) (por el corolario 4.15)
n(cz+d) n(%(Nz) +d)

=E>(2) - NE>(Nz)

= E» n(2).

De este modo, hemos verificado lo requerido.
Ahora, comprobemos que E; ny[y] es holomorfa en infinito para todo y € SLy(Z).

Dado que E; tiene una g-expansion, E  también tiene unay estd dada por

By n(2)=1-N-24 S oma+ (o1 —Nal(%))q”),
Nin Rin

lo cual implica que es holomorfa en infinito. Mds aun, E; y[y] tiene como gy-expansion

EZ,N(Z) A —N—24( OXo:l 0'1(%)q1’z]+ oXo:l (0’1(%) —N(Tl(%))q]’\l])
n= n=
Nin Nin
N?tn N?|n

Reescribamos la gn-expansion de E> y de manera mds manejable mediante

o0
Ean(@)=1-N+ ) anqp,

n=1

donde a,, esta definida como

sSiN|nyN?{n
an =<3 —24(01(3) —Nal(i)) SiN|nyN?|n

0 €n caso contrario.

De esto tltimo concluimos que para todo n se cumple |a,| < 24n?. Por lo tanto, por el
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corolario 4.6 tenemos que E; y es una forma modular de peso 2 respecto I'g(V). O

Ejemplo 4.17. Las funciones E,» y E» 4 son elementos de M»(I'g(2)) y M2(I'9(4)) res-

pectivamente. Mds atn, la primera es también elemento de M, (I'y(4)).

Antes de discutir nuestro principal resultado de la seccion es necesario que pre-
sentamos el siguiente teorema conocido como la cota de Sturm, el cual representa

una sustancial mejora al lema 4.9.

Teorema 4.18. Para todo My (I') se verifica

dim(M (D)) <1+ {k[SLz(Z):{iI}r]J.

12
Prueba. Ver teorema 1 de [20]. O
El siguiente ejemplo muestra que la cota establecida en el teorema 4.18 es 6ptima.

Ejemplo 4.19. La formas modulares E,, y E, 4 forman una base para M,(I'¢(4)). En
efecto, por el corolario 4.18 se cumple dim(M>(I'p(4))) <2y como E» 2 y E» 4 son lineal-

mente independientes, el resultado se sigue.

En este punto ya podemos describir la finalidad de esta seccidn, la cual consiste
en probar la conjectura de Bachet. Esta es conocida también como el teorema de La-
grange de los cuatro cuadros, la cual fue originalmente probada en 1770 por métodos
que no empleamos. Nosotros usaremos la teoria de las formas modulares cuya par-
ticipacion en este problema es misteriosa mas no anecdética, pues como vimos en
capitulo 3, las formas modulares tienen cualidades aritméticas intrinsecas.

La funcién theta de Jacobi sobre H est4d dada por

0=y q",

nez

cuya buena definicidn estd supeditada al hecho de que converge absolutamente en

todo H. La siguiente proposicién corrobora estd afirmacion.

Proposicion 4.20. La funcion 0(z) converge uniformente en cualquier regionIm(z) > C

con C > 0. Mds atin, es holomorfa en infinito.

Prueba. La prueba es similar a la de la proposicion 4.11. |
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De la proposicion anterior concluimos que la funcion theta es holomorfa en el in-

finito con g-expansion dada por

02)=1+) 2q".

n=1

El siguiente lema afirma que la funcioén 6(z) es una "forma modular de peso 1/2
0 -1/2i
-2i 0

n

respecto al grupo generado por T'y

Lema 4.21. La funcion theta satisface las ecuaciones funcioneles
-1
0(z+1)=0(z) y 9(4—) =V -2zi0(2)
z

para todo z € H.

Prueba. La primera igualdad se verifica trivialmente, por lo que solo probaremos la
segunda. Sea f(x) =e™ ** una funcién real con y > 0 fijo. Esta aplicacién es un ele-
mento del espacio Schwartz de la recta, por lo cual la férmula de sumatoria de Poisson
tiene asidero. De esta manera, determinar los valores de la transformada de Fourier

respecto a los enteros es imperativo. En efecto, para n entero tenemos

fm) = / e~ 2N £ (x) d x

(e 9]

0o ) )
:/ e TyX +2mxndx

o0
a2
enn/y 0o

= e ds (dondes: \/?x—ii)

VY J-o VY
e—nnz/y o ’
= 75 (pues/ e ™ ds=1).
y -0

Por la férmula de sumatoria de Poisson conseguimos

Z e—nnzy — L Z e—nnz/y

nez \/7 ne”zZ

siempre que se satisfaga y > 0. En resumen, hemos verificado que
-1
6(4—) =V -2zi0(2)
z

es valido para todo z = Jz/i con y > 0. Finalmente, el resultado se sigue por el teorema
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de la identidad para funciones analiticas. O

Una razoén (si nos es la inica) por la cual nos aventuramos a considerar la teoria
de formas modulares para resolver el problema de los cuatro cuadrados es que este
aparece como parte de la g-representacion de una funcién holomorfa en H. Més pre-
cisamente, se cumple

(o]

0*(2) =) ra(mq"
n=0
donde r4(n) es igual al cardinal de {(vl, U, U3, Vs) €Z%: vf + vg + v§ + vi = n} En otras
palabras, r4(n) es el nimero de representaciones de un entero n como suma de cuatro
cuadrados de enteros. Esta presentacién de 8(z), que proviene de simples manipu-

laciones de productos de 6(z) consigo mismo, nos permite deducir una estimacion

elemental para r4(n). En efecto, como para todo n = 1 se cumple
ry(n) = #{(vl, Vo, U3, Vy) € Z*n [—n, n]4 : vf + vg + v§ + vi = n},
concluimos que para todo n = 1 se satisface
4
r4(n) <8ln".
El siguiente teorema nos presta el principal ingrediente para probar el teorema de
Lagrange de los cuatro cuadrados.

Teorema 4.22. La funcién 0*(z) es una forma modular de peso 2 respecto aTy(4).

Prueba. La funcién 6%(z) es evidentemente holomorfa por lo que nos enfocamos en
probar las otras dos propiedades.

Por la proposicion 2.4 y el ejemplo 1.9, la verificacion de la condicién de modulari-
dad estd sujeta a la comprobacion de las identidades

4 _pd 4% |- 2p4
0°(z+1)=0%(2) y 0O (—4z+1) (4z+1)°0"(2)

en todo H. La primera de ellas se cumple por lema 4.21 y la segunda se deduce de la

ecuacién funcional

9( i ) —Vaz+10(2),

4z+1
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la cual es vdlida para todo z € H. En efecto, al usar reiteradas veces el lema 4.21 sobre
1

T

4z

.. Z o . .
la expresion H(ﬁ) que reescribimos convenientemente como 9( -
z+

conseguimos

4z

6(4;1):9(_m):\/m9(_ﬁ_1)

_ Zii+1)e(_i)
4z 4z
=1/21 i4—1)\/—2zit9(z)
4z
=v4z+10(2).

Para verificar que 0[y], es holomorfa en infinito para todo y € SL,(Z), es suficiente

obtener reales positivos Cy r tales que se cumple
lrs(n)| < Cn"

para todo n > 0 debido al corolario 4.6. Pero a estos reales los conocemos, pues luego

de la prueba de lalema 4.21 mencionamos que para todo n > 0 se verifica
lra(n)| < 81n™.

Por lo tanto, hemos verificado la propiedad restante.
En consecuencia, la funcién 6*(z) es una forma modular de peso 2 respecto a I'y(4)
con g-expansion dada por
0*(2) = i ra(n)q". O
n=0

El siguiente resultado es conocido como el teorema de los cuatro cuadrados de

Jacobi (probado en 1834).

Teorema 4.23. Para todo n >0 se cumple

ra(nm)=8) d.
din
atd
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Prueba. Como vimos en ejemplo 4.19, las formas modulares

Exp(2)=-1-24) o1(mq"+48 Y o1(n)g*"
n=1 n=1
Yy
Era(2)=-3-24) a1(mq"+96 Y o1(nm)q""
n=1 n=1

forman una base para M, (I'y(4)). De este modo, existen a y b nimeros complejos su-
jetos a

aEs2(2) + bEs 4(2) = 0% (2).

1
Célculos elementales nos permiten obtener a=0y b = ~3 y asi tenemos

1
0%(2) = —<E24(2).
3
De esto ultimo se infiere que para todo n = 1 se cumple

801(n), sidfn;
r4(n) =

801(n)—3201(n/4), si4|n.

Por lo tanto, el resultado se sigue de inmediato. O

En resumen, hemos probado nuestro principal resultado de la seccién que enun-

ciamos en el siguiente teorema.

Teorema 4.24. Todo niuimero natural puede ser representado como la suma de cuatro

cuadrados de enteros. O
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Capitulo 5

Operadores de Hecke 11

En este capitulo presentaremos distintos ejemplos de operadores lineales para los es-
pacios de formas modulares. Ademads, exhibiremos la naturaleza hermitiana de los
espacios de formas modulares. Los resultados introducidos en este capitulo se en-

cuentran en [6] y [19].

5.1 Operadores de Hecke de niveles altos

Una de las principales utilidades de generar operadores lineales para las formas modu-
lares respecto a un subgrupo de congruencia (o operadores de Hecke de niveles de
altos) es que conseguimos nuevos ejemplos de formas modulares de apartir otras ya

conocidas.

Ejemplo 5.1. Sea a € SL,(Z). Si f es un elemento de M (I'), entonces f[a]x es un el-
emento de My (a 'Ta). Mds aun, si f es una forma cuspidal, entonces f[a]; también
lo es. En efecto, por la definicién del operador k-peso y por lo discutido en el ejem-
plo 2.3 la funcién f[a]; es holomorfa en H y satisface la condicién de modularidad
para a”'Ta, el mismo que es un subgrupo de congruencia por el teorema 1.4. En vista
de que f[flx es holomorfa en infinito para todo € SL,(Z), es obvio que flayl es
holomorfa en infinito para todo y € SL,(Z). Por lo tanto, por definicion f[a] es una

forma modular de peso k respectoa a”'T'a.

Del ejemplo anterior deducimos que para todo a € SL,(Z) el operador [a]; es un

operador lineal entre los espacios M (I') y Mi(a~'T'a) o bien entre Si(I') y Si(a™'Ta).
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No obstante, esta construccién no es exclusiva de los elementos de SL,(Z). Para exten-
der el resultado anterior es necesario el siguiente lema, una generalizacion de la parte

primera del teorema 1.4.

Lema 5.2. La interseccién de un subgrupo de congruencia con cualquier conjugacion
de otro subgrupo de congruencia generada por un elemento de GL; (Q) es también un

subgrupo de congruencia.

Prueba. Sean T’y y I'; subgrupos de congruencia y a un elemento de GL; (Q). Por la
parte b) de la teorema 1.4, existe un subgrupo de congruencia principal I'(N) cT'; NI,

de tal manera que las matrices Na y Na~! son enteras. De este modo, de la inclusién

a 'T(NYaca '+ NM,(2)a c My (Z)

concluimos facilmente que se cumple

a 'T(N})a cT(N) cTy,

lo cual implica T'(N®) c al';a™!. En resumidas cuentas I'; n al';a ™! es un subgrupo de

congruencia. a
El siguiente ejemplo generaliza lo presentado en el ejemplo 5.1.

Ejemplo 5.3. Sea a un elemento de GL; (@) y I'' un subgrupo congruencia. Si f es un
elemento de My (I'), entonces f[alj es un elemento de My (a 'TanT’). Esmaés, si f es
una forma cuspidal, entonces f[a]; también lo es. En efecto, f[a]; es holomorfa en H
y satisface la condicién de modularidad de peso k para a 'TanI”’, que es subgrupo de
congruencia por el lema 5.2. Como f[y] es holomorfa en infinito para todo y € SL,(2)
y dado que ay es un producto de un elemento de SL,(Z) con una matriz triangular
superior de entradas racionales por la proposicion 1.3, obtenemos que f[ay] es holo-
morfa en infinito para todo y € SL,(Z). De este modo queda verificado que f[y] es

una forma modular de peso k respectoa o 'TanT”.

Tal como en el ejemplo 5.1, para todo a € GL] (Q) y subgrupos de congruencia
arbitrarios T y I/, el operador [a]; es un operador lineal entre My (I') y My (a 'TanI’)

o bien entre Sy (I) y Sx.(a@”'TanT’).
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En los ejemplos anteriores hemos presentado operadores lineales entre espacios
de formas modulares de subgrupos de congruencia donde el subgrupo de congruencia
asociado al rango tiene relacion con aquel respecto al dominio. Enlo que queda de este
capitulo describiremos un operador lineal entre espacios de formas modulares res-
pecto a subgrupos de congruencia arbitrarios. Para ello es necesario un tecnicismo que
es apenas una paréafrasis de un resultado cldsico sobre los indices de las clase laterales

dobles de subgrupos.

Lema5.4. SeanT'y yT's subgrupos de congruenciay a un elemento de GL; (Q) . Si defini-

mosT's comoa™ ‘T anTy, la aplicacionT'y — I'yal', dada por

rg g Flal"g

Y2+ ay2

induce una biyeccion natural entre el espacio de clases laterales I's\T', y el espacio de

orbitasT'1\I'1al’,.

Prueba. Claramente, la aplicaciondeI'; aI'j\I';al'» que envia y, aI' @y, es sobreyec-
tiva. Mds atin, dos elementos y, y ylz de I', estdn en la misma 6rbita si y solo si Y5y, 1
es un elemento de a”'T';a. Por lo tanto, la aplicacién natural de T'3\T', a T'1\T'yal’, es

una biyeccion. O

Sean k un entero, @ un elemento de GL; (Q) y I'; y I'> subgrupos de congruencia. El

operador k-clase lateral doble [I'; al'»] para M (') esta definido por

flhialalie= ). flBl.
BET\T1al,
Hagamos unas observaciones de rutina asocidas a este operador. Por el lema 5.4,
la cantidad de representantes de 6rbitas de I';al'» es finita. Por esta razén, la suma
de operadores k-peso es finita en la definicion del k-operador clase lateral doble; este

altimo estd bien definido, pues f es un elemento de M;.(I';).

Teorema 5.5. El operador k-clase lateral doble [I'yal'2]y es un operador lineal entre los

espacios My (I'y) y My (T'2). Es mds, define un operador entre Si.(I'1) y Si(I'2).

Prueba. Sea f un elemento My(I';). Como claramente f[I';al'2]x es holomorfa en

todo H, solo basta verificar las otras dos propiedades para mostrar que es un elemento
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de My (I'2). Primero probemos que f[I'yal',]; satisface la condicién de modularidad
de peso k para I';.

Para todo y, € I'y, la aplicacion I'1 \I';al's — I'1\I'jal'» dada por

Fl\Flafg I Fl\l"lal"g

B— By
es una permutacion. Asi de la proposicion 2.1 deducimos la igualdad

fllalalely2lk= ). flBlely2lk

BET\T 1 al

il and 1

BET\Tal

= = fl1By2lk

EEFl \I'yal'y

= fll'al]k.

De este modo, f[I'yal'2] satisface la condicién de modularidad de peso k para I's.
Ahora, probemos que f[I';al'2] es holomorfa en infinito. Sea B un elemento arbi-
trario de I';\I'yal' y ¥ un elemento de SL,(Z). Por la proposicion 1.3, existe r racional
positivo, Y’ elemento de SL,(2) y 7 = g Z
relacionados via By = ry’t. De la proposicion 2.1 obtenemos asi

una matriz entera de determinante positiva

Byl = f1BYk
= flry'tlk
= fly'tle
= fly'lkl7lk

(e 0]
Dado que f[y'] tiene una gj-expansion Z anq,, podemos conseguir, al igual que en
n=0
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el teorema 3.4, una expansion para f[y'1[t]x:

ki2

, _(a , az+b)
fIY'lkltlk(2) = p f[Y]k( p
a\"? & 2min(az+b)/dh
. a, e min(az+
i =
a\? & ibldh
=13 nzoanez’”/ asn-

Como la suma de funciones holomorfas en infinito es una funcién holomorfa en in-
finito resulta que f[I';al2]x[ylx es holomorfa en infinito para todo y € SLy(Z). Més
aun, si f[y']x tiene orden positivo en infinito, entonces f[y']x[7]; también lo tendra.

En resumen, hemos probado que f[I';al'2]x es elemento de My (I'2). O

5.2 Producto interno de Petersson

En la seccién anterior, proporcionamos distintos ejemplos de operadores lineales en-
tre espacios de formas modulares respecto a subgrupos de congruencia. Ahora, nos
sentimos obligados a indagar mas sobre la estructura de los espacios de formas modu-
lares. Especificamente, en esta seccion mostraremos que los espacios de las formas
cuspidales son hermitianos. Ademads, exhibiremos que el operador T, del capitulo 3
como un operador hermitiano para las formas cuspidales respecto a SL (Z).

Tomemos la medida hipérbolica du sobre H definida por

dxd
a2 == L,

donde xy y son la parte real e imaginaria de z € H. Esta la utilizaremos para definir un

producto interno en ciertos epacios de funciones.

m
Ejemplo 5.6. La medida hiperbdlica de Fsy,(z) es 3 En efecto, un célculo directa lleva

1/2 o0
dydx
[ e[ 2
-1/2JV1-x2 Y

Fsi, @)

a

/4
3
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La medida hiperbdlica es interesante debido a que ella se preserva via las transfor-

maciones de Mobius. La siguiente proposicion prueba esta afirmacion.
Proposicién 5.7. La medida hiperbdlica sobreH es GL; (R)-invariante.

Prueba. Sea y = un elemento de GL] (R) y z = x+ yi un punto de H. Por un

ab
cd
lado, si describimos yz como u(x, y) + v(x, y)i donde u y v son funciones reales dife-

renciables definidas sobre R x R* que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

entonces la férmula del cambio de variable nos brinda

duyz) = dudv
(Im(yz))?
:det( ™y )—dxdy
Ux Uy | ) (Im(yz))?
:det( Uy Uy )Icz+d|4dxdy
Ux Uy (det(y)y)?

Por otro lado, de las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos

2
det( ey ) = %‘
Ux Uy dz
_ (det(y))®
lcz+d|*
De este modo, tras simplificar obtenemos du(yz) = du(z). O

En pos de simplicar el lenguaje, definamos un nimero complejo asociado a cada

ab
cd

conocido como el factor de automorfia de y en z. Observemos que para todo z € H se

elemento y = de GL;r (R) y punto z de H mediante j(y,z) = cz+d, el cual es

cumple j(y1y2,2) = j(y1,Y22) j(y2, 2) siempre que se tenga y1,y2 € GL; (R).

Lema 5.8. Sean ¢ :H — C una funcion y ' un subgrupo congruencia. Si ¢ es continua,
acotada y T -invariante, entonces la integral de ¢ sobre un dominio fundamental Fr

paral, es decir

¢ (2)du(z),
Fr

es absolutamente convergente e independiente del dominio fundamental paraT .

Prueba. Primero probemos que la integral es independiente del dominio fundamental

elegido paraI'. Sea F{. un dominio fundamental para I distinto de Fr. Por la topologia
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de Hy porlas propiedades de dominio fundamental, podemos conseguir una particién

o0
numerable para Fr dada por Fr = | J U, para la cual existe una sucesion {antS., de
n=1
elementos de I' que satisface a,(U,) c F para todo n. Mads atin, se cumple que el
o0

complemento de | J a,(Uy) en F{ yace completamente dentro de la frontera de F..
n=1
De este modo, tenemos

P(2)du(z) =/ G(2)du(z).
Fr

U(:lozl an(Up)

Pero como ¢ y di(z) son I'-invariantes, conseguimos

P(2)du(z) =/ P(2)du(z).
F

Fr

Por lo tanto, la integral de ¢ es independiente del dominio fundamental.
Ahora probemos que la integral en cuestion es absolutamente convergente. Con-
n
sideremos ajy,..., @, un subconjunto tranversal de SLy(Z)/{+I}T tal que U «a;(Fsr,z)
i=1

es un dominio fundamental para I'. Como ¢ es acotada, existe C tal que para todo

z € H se cumple [¢p(z)| = C . Asi tenemos

e du(z).

i=1Yai(Fsiy @)

n
> P(z)du(z)

i=1J ai(Fs1,2))

Como dpu(z) es SLy(Z)-invariante y dado que la medida hiperbdlica de Fs,(z) vale n/3,
obtenemos

n
3 b(2)duz)| < ? O

i=1Y a;(Fsi, @)

El siguiente resultado nos permite definir un producto interno para los espacios de

formas cuspidales respecto a subgrupos de congruencia.

Teorema 5.9. Sean f y g elementos de Sy.(I') y Fr un dominio fundamenteal deT'. La
integral

/ f@g@Im(2) du(z)
F
es absolutamente convergente e independiente de Fr.

Prueba. En virtud del lema anterior, es suficiente probar que f(z)g(z)Im(z)* es con-

tinua, I'-invariante y acotada. Como la primera propiedad es evidente, nos limitamos
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a probar las dos propiedades restantes.

Sea y un elemento de I'. Por la proposicién 2.1 obtenemos

fy2gramy2)"* = fliyli(2)j(y, 2 g1k (2) i (7, 2 Im(2)*| iy, 272k
= flylr(2)gly1k(2)Im(2)F
= f(2)g(2)Im(2)F,

donde la tltima igualdad deviene del hecho de que f y g satisfacen la condicion de
modularidad de peso k para I'. Por ello, tenemos que f(z)g(z)Im(z)* es I'-invariante.

Para mostrar que f (z)@lm(z)’C es acotada en H, basta mostrar que lo es en algin
dominio fundamental de I'. Sea LnJ a;Fs1,z) un dominio fundamental para I' donde
los a; son elementos convenientérzﬁente elegidos de SLy(Z). Por lo visto en el parrafo
anterior, es suficiente probar que fla;1x(z)gla;lx(z)Im(z)* es acotada en Fsp,(z) para
todo «a;.

Sea N el nivel de I'. El hecho de que f y g sean cuspidales de peso k para I nos

permite estimar

flailk(2glailr(2)Im(2)* = 0(g%Im(2)%).

Esto tltimo implica que f[a;]x(2)gla;]x(2)Im(2)F es acotado en una vecindad de in-
finito. Y como fla;lx(2)glailx(2)Im(z)* es acotada en cualquier subconjunto com-

pacto de Fsy,(z), el resultado finalmente se verifica. O

Corolario 5.10. La integral del teorema anterior define un producto interno hermitiano

sobre Sy ('), la cual denotaremos por (, )r, dado por

1 — k
(f,8&r— SL@): 1= 00] /5, f(2)g(2)(Im(z)"du(z),

acad f y g son elementos de Si.(I') y Fr es un dominio fundamental paraT. O

Este producto interno recién introducido es conocido como el producto interno
de Petersson. Cuando el subgrupo de congruencia I" esté claro en el contexto, simple-

mente escribiremos (, ).

Teorema 5.11. Sean T’y y T’y subgrupos de congruencia sujetos al'y c T'». Entones, para
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cualesquiera f' y g elementos de Sy (') se cumple la identidad

f,8r, =<f,8r,-

Prueba. Sean las descomposiciones SLy(Z) = | J{+I}T2a; y {+[}T, = | J{£ 31 B; de tal
- .

manera que | J|JBjai(Fsi,@) v Jai(Fsi,z) sean dominios fundamentales de I', y
7o i
I'1, respectivamente. Por definicion, se tiene

(f.&r, = ZZ / f(2)g(z)(Im(2)*du(z).

ﬁ]a (Fsiy )

[SL2(2) :{£ 3111 5

Como los §; pueden ser considerados elementos de I';, obtenemos

(f, &1, = ZZ / f(Bj2g(B;2)Im(B;2) du(z)

az (FsL, )

ZZ / f(2)g@Im(2)*du(z)

06 (Fsi,(2))

[SLp(2) : {£1}T'1]

1
T SL@): (£1T]

Finalmente, de ahi pasamos a

{1} {1} ] k
(f,&r = SLo@): LI Z / f(2)g(2)(Im(2))*dpu(z)
a;i(Fs1,2)
= <fr g)rzy
pues se cumple [SLy(Z) : {+}T'1] = [SLo(Z) : {= [T [{+ [}T 2 : {+ 13T ]. O

Corolario 5.12. Sea a € GL; (Q). Para f y g elementos de M.(T') se verifica la identidad

(f,&r={flal glalk)g-11rqnr- 0

Corolario 5.13. Sea a € GL; (Q). Para cualesquiera f,g € M (I') se cumple la identidad

(flalk, gr = (f,glDa 1p)r,

acd D es el valor del determinante de «. O
El siguiente teorema corrobora que los operadores de Hecke de nivel bajo son her-
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mitianos.

Teorema 5.14. Para cualesquiera f y g elementos de Si.(SLy(Z)) se cumple

(Tn(f), 8) =(f, Tn(g)).

Prueba. Por lalinealidad de producto interno de Peterssony por el hecho de que dado
un nimero primo p y un numero entero s > 0, el operador T)s se puede describir como
un polinomio del operador T), es suficiente verificar la afirmacion para n = p.

Por definicién, tenemos entonces

p—-1

auno=o (e8] Eils ] o

b=0

Por linealidad, conseguimos

p-1 b
(Tp(f), gy =p" = |(f Olkng;)(f 0p| &
Por el corolario 5.12 obtenemos

p-1 -b
Q+Z“@B1

_ o ki2-1 10
(Tp(f),8)=p ((f,glo p

)

k“%vﬂol >+ng%flﬁ

>+<fg[

Ahora notemos que para todo entero b se cumple la igualdad

0-1][p-b|[0 1] [1b
1 b|l0 1||-1-b|"]0p|
Por ello, el corolario 5.13 junto al uso reiterado de la condicién de modularidad para

SL,(Z) de peso k de tanto f como g nos permite conseguir
p-1
_ p-b 0 1
Zosls ) Z<fl Sl esls LS )
0-1 p—b 0 1
_Z<f ] [1 b] [0 1 ]k[_l _b]k>
= <f,g[ ] )
bg:l 0Pk
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En resumen, se verifica (T, (f), g) = (f, Tn(g))- g
El siguiente resultado de dlgebra lineal es conocido como el teorema espectral.

Teorema 5.15. Sea un espacio de Hilbert finito dimensional V. Si R es un anillo con-
mutativo de operadores hermitianos sobre V, entonces este espacio admite una base or-

togonal formada por autovectores de R. O

Corolario 5.16. Elespacio vectorial Si.(SLy(Z)) tiene un base ortogonal formada valores

propios del operador Ty,.

Prueba. Elespacio Si(SL2(Z)) es un espacio de Hilbert, pues es finito dimensional. Por
lo cual, es suficiente encontrar un anillo conmutivo de operadores hermitianos sobre
los espacios Si(SL2(Z)). Pero, esta tarea ya se hizo, precisamente el teorema 5.14 nos
dice que el anillo de operadores formado por los enésimos operadores de Hecke T,
es conmutativo. Por lo tanto, el resultado se verifica como consecuencia del teorema

anterior. 0
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