L o PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\gﬁgﬁm

DEL PERU

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU

ESCUELA DE GRADUADOS

ESTIMACION NO PARAMETRICA EN UN PROCESO DE
MARKOV “ENFERMEDAD - MUERTE” APLICADO A
UNA BASE DE CLIENTES DE UNA AFP

TESIS PARA OPTAR POR EL GRADO DE MAGISTER EN
ESTADISTICA

Presentado por:

Genaro Requena Espinoza

Asesor: Dra. Elizabeth Doig Camino

Miembros del jurado:
Dr. Luis Valdivieso Serrano
Dr. Jorge Bazan Guzman
Dra. Elizabeth Doig Camino

Lima, Febrero 2010

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




: PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\g‘_f}gﬁm

DEL PERU

Dedicatoria

Dedico esta investigacién en memoria de mi abuelita Romelia, por todo el amor y sabiduria

que me entregd, y porque toda su vida fue ejemplo de lucha y sacrificio.

i exi mi T ubén rmen, porque me ensenaron rseguir mis sueil
Dedico este éxito a mis padres Rubén y Carmen, porque me ensenaron a perse S suenos
y que nada es imposible. A mis hermanos Rubén, Eduardo y Carmencita porque hacen que

mi vida este completa.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




: PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\g‘_f}gﬁm

DEL PERU

Agradecimentos

Le agradezco inmensamente a Dios por ser mi luz y guia en todas las etapas de mi vida y

porque gracias a €l descubri que con amor se pueden lograr grandes cosas.

Mi agradecimiento eterno para mi asesora y amiga Elizabeth Doig Camino, por confiar en

mi desde el comienzo, y por su invalorable aporte en el trabajo de investigacion.

Un agradecimiento especial para mi amiga Claudia Salas Colonna por su apoyo incondicional

y por darme la oportunidad de crecer profesionalmente.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\\\15“534,

S+l % UNIVERSIDAD
TESIS PUCP % UNIVERSID

DEL PERU

Resumen de la Tesis

En el presente trabajo, se estudian las propiedades del método de estimacion no paramétri-
co en un modelo de “Enfermedad - Muerte” de proceso de Markov. Este modelo posee tres
estados 1, 2 y 3 correspondientes a “salud”, “enfermedad” y “muerte” respectivamente y solo
admite las transiciones de 1 — 2, 1 — 3 y 2 — 3, asimismo a este proceso se le denomina de
Markov porque la probabilidad de transicién de un estado a otro es independiente del tiempo

de permanencia en el estado inicial.

Las funciones de tiempo de muerte y enfermedad, asi como la funcién de riesgo de muerte
dada la enfermedad son los parametros del modelo “Enfermedad - Muerte”. Sin embargo la
estimacién de estas funciones del modelo no es directa pues existen dos formas de censura en
los datos: los intervalos censurados y la pérdida de estados de transicién; por lo que se utiliza

un algoritmo de autoconsistencia para calcular estos estimadores.

Los intervalos censurados y la pérdida de estados de transicién se generan porque los pa-
cientes son evaluados periddicamente. En un intervalo censurado (¢; , t2) se conoce que la
enfermedad ocurrié entre un tiempo t; y t2 pero no el momento exacto, mientras que para
la pérdida de estados de transicién se sabe que la enfermedad no ha ocurrido hasta la ultima
medicién pero se desconoce si la enfermedad ocurre entre esta tltima medicién y el tiempo
final del estudio.

En la aplicacién del modelo “Enfermedad - Muerte” de proceso de Markov a una base de
clientes de una administradora de fondos de pensiones (AFP) se consideran los intervalos cen-
surados para los reclamos de los clientes, asi como la pérdida de estados de transicién para
los traspasos. Modelar los tiempos de traspaso y de reclamo de los afiliados bajo un proceso
de Markov “Enfermedad - Muerte” con intervalos censurados y pérdida de estados de tran-

sicién intermedia, aumenta la precisién de los estimadores de las funciones de tiempo y riesgo.

Palabras-clave: Estimacién no paramétrica, Modelo “Enfermedad - Muerte”, Intervalo cen-

surado, Pérdida de estados de transicién, Estimacion autoconsistente.
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Capitulo 1

Introduccion

En el presente trabajo, se estudiaran las propiedades del método de estimacién no paramé-
trico de un modelo de “enfermedad - muerte” de un proceso de Markov y se evaluara la teoria
mediante una aplicacién a una base de clientes de una Administradora de Fondo de Pensiones
(AFP).

El modelo de “Enfermedad - Muerte” es muy usado en los estudios biomédicos para identificar
el riesgo de un individuo, cuando se asumen riesgos de competencia entre la muerte y la
enfermedad. El modelo posee tres estados, 1, 2 y 3 correspondientes a “salud”, “enfermedad”
vy “muerte” respectivamente, y donde no es posible la recuperacién es decir la transicién del
estado 2 al estado 1. De manera particular, si la probabilidad de transicién de un estado a
otro es independiente del tiempo de permanencia en el estado inicial, al proceso se denomina
de Markov.

El enfoque del modelo se centra en la estimacion del tiempo de supervivencia hasta la ocur-
rencia de la muerte o desarrollo de la enfermedad, sin embargo la estimacion del tiempo no es
directa debido a que los pacientes son observados de forma peridédica. El modelo de “Enfer-
medad - Muerte” considera dos formas de censura presente en este tipo de datos: la primera
forma se debe a que los pacientes son observados en intervalos de tiempo, es decir no se puede
determinar el tiempo exacto de ocurrencia del evento no fatal, especialmente si el evento es
asintomadtico (ej. progreso del tumor) generdandose intervalos censurados; la segunda forma
se debe a que si el paciente no ha registrado la ocurrencia de un evento no fatal hasta la
ultima medicién, se desconocerd la ocurrencia del evento no fatal desde la 1ltima medicién
negativa hasta el final del estudio por muerte o censura, generandose pérdida de estados de
transicion.

Muchos investigadores han modelado en las ultimas décadas diferentes tipos de censura,
siendo Turnbull (1976) quien introduce la idea de autoconsistencia propuesta por Efron (1967)
para la estimacion no paramétrica de las funciones de distribucién con datos en intervalos
censurados, como una solucién del algoritmo de maximizacién esperada. Frydman (1995)
adapta inicialmente la idea de autoconsistencia para la estimacién no paramétrica en modelos
multiestados con datos en intervalos censurados, afos més tarde Frydman (2008) extiende
el algoritmo de estimacién no paramétrico con datos en intervalos censurados para tratar la
pérdida de estados de transicién, bajo un modelo “Enfermedad - Muerte” de un proceso de
Markov.
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El interés del trabajo es la aplicacién del modelo “enfermedad-muerte” de un proceso de
Markov a una base de clientes de una administradora de fondos de pensiones (AFP) para
estimar el tiempo de permanencia de un cliente en la administradora hasta que ocurra el
reclamo o la pérdida por traspaso, asi como conocer el riesgo de perder un cliente dado el
reclamo. La metodologia resulta de interés considerando que existen ambas formas de censura
en los datos: primero cuando el cliente no presenta el reclamo en el momento en que ocurre
el problema sino uno o varios meses después, se generan intervalos censurados y segundo
cuando los clientes no presentan reclamos durante el periodo de estudio a pesar de existir el
problema, se generan pérdidas de estados de transicién.

El modelar los tiempos de reclamo y de traspaso de los afiliados bajo un proceso de Markov
“enfermedad-muerte” que considera intervalos censurados y pérdida de estados de transicién
intermedia, permitird una estimacién més precisa de las funciones de tiempo y riesgo asi como
la reduccion de la incertidumbre existente en este tipo de situaciones.

En el Capitulo 2, se introducen los conceptos previos para el desarrollo de la investigacién,
se estudia brevemente la teoria del andlisis de supervivencia y de un proceso de Markov.
También se describen los métodos de estimacién no paramétrico para datos en intervalos
censurados, asi como el modelo de “Enfermedad-Muerte” y sus propiedades.

En el Capitulo 3, se plantea el problema de estudio, la justificacién de la investigacién y se
define el modelo de “Enfermedad-Muerte” de un proceso de Markov. Se describen los datos y
se define la funcién de verosimilitud, luego se desarrolla un algoritmo no paramétrico basado
en las ecuaciones de autoconsistencia para obtener los estimadores de maxima verosimilitud
de las funciones de tiempo e intensidad del modelo.

En el Capitulo 4, se muestra la aplicacién del modelo de “Enfermedad-Muerte” de un proceso
de Markov a una base de clientes de una administradora de fondo de pensiones (AFP) con
la finalidad de estimar las funciones de tiempo e intensidad de los reclamos. Se realizan
los céalculos con ayuda del programa R, se presentan las soluciones de las ecuaciones de
autoconsistencia y los estimadores no paramétricos de méxima verosimilitud. Asi también se
realiza un andlisis e interpretacion de dichos resultados.

Finalmente, en el Capitulo 5 se discuten algunas conclusiones obtenidas en este trabajo. Se
analizan la ventajas y desventajas del método propuesto, se proponen algunas sugerencias
para futuras investigaciones.

Es importante manifestar que es la primera vez que se realiza la aplicacién de un modelo de
“Enfermedad-Muerte” a una base de datos de una AFP.

En el anexo se presentan algunas demostraciones con més detalle (Apéndice A) y también el

programa utilizado para la aplicacién al conjuntos de datos reales.
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Capitulo 2

Conceptos Preliminares

2.1. Analisis de Supervivencia

El anélisis de supervivencia es una rama de la estadistica que utiliza métodos cuantitativos
para estudiar los tiempos de ocurrencia de un evento de interés, como puede ser la deteccién
de una enfermedad, la falla de un equipo electrénico, la pérdida de un cliente, etc. En un
comienzo estos métodos fueron utilizados en estudios de mortalidad lo cual explica el nombre
de supervivencia, posteriormente su uso se extendié a diferentes ciencias, tanto naturales
como sociales, con aplicaciones en campos tan diversos como la biologia, ingenieria, economia,
fisica, etc.

En el andlisis de supervivencia, es necesario definir para cada observacién el instante de
origen, el instante en que ocurre el evento de interés y el tiempo transcurrido entre estos,
lo que se conoce como tiempo de supervivencia. Sin embargo no siempre es posible definir
estos instantes o conocer el tiempo exacto de supervivencia, produciéndose diferentes tipos
de censura en las observaciones.

Para el anélisis de supervivencia con observaciones censuradas se han desarrollado modelos y
procedimientos especiales para tratar los diferentes tipos de censura. Estos modelos constan
de una variable que mide el tiempo de supervivencia hasta la ocurrencia del evento de interés
o la censura y de otra que indica el tipo de censura que se presenta, se trabaja ademés bajo
el supuesto de que los tiempos de supervivencia y los de censura son independientes.

En general, para resumir los datos del andlisis de supervivencia se tienen dos funciones

béasicas, la funcién de supervivencia y la funcién de riesgo.

2.1.1. Funcién de Supervivencia y Funcién de Riesgo

La funcién de supervivencia representa la probabilidad de que no haya ocurrido el evento
de interés hasta un instante ¢, donde ¢ puede tomar cualquier valor de la variable aleatoria
no negativa T, asociada al tiempo de supervivencia. La funcién de supervivencia, S(t), se

define como la probabilidad de que la variable aleatoria T' sea mayor o igual a un ¢,

S(t)=P(T >1t), t >0 (2.1)

La funcién de supervivencia, S(t), vale 1 al inicio y se aproxima a 0 a medida que el tiempo

se acerca a infinito.
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La funcién de riesgo representa la probabilidad instantanea de que ocurra el evento de interés
en un instante ¢ dado que no ha ocurrido hasta ese instante. La funcién de riesgo, h(t), se
define como la probabilidad de que la variable aleatoria 1" se encuentre entre ¢t y ¢t + dt, dado

que T es mayor o igual que ¢,

PE<T <t+dt|T>t) (2.2)

Matematicamente la tasa de riesgo sera el limite de la probabilidad de morir entre el ¢ y t+ 0t

cuando Jt tiende a cero dado que no ha ocurrido el evento de interés en t,

A(t) = lim P(t < T <t+06t | T >1) = f(t)/S(1) (2.3)

donde f(t) es la funcién de densidad de la variable aleatoria Ty S(t¢) es la funcién de
supervivencia. Por esto bastara hallar la distribucion de la variable aleatoria T', para poder
caracterizar la tasa de riesgo. Por otro lado, cuando no se conoce la forma funcional de la
variable aleatoria 7' es posible usar la funcién de riesgo acumulado, H(t), a partir de una

transformacién de la funcién de supervivencia S(t).

H(t) = —InS(t). (2.4)
2.1.2. Estimacion no paramétrica de la funcién de supervivencia

El analisis de los datos puede realizarse utilizando técnicas paramétricas o no paramétri-
cas, sin embargo los métodos no paramétricos resultan una alternativa razonable si no se
conoce con certeza el modelo paramétrico ya que no requieren informacién sobre la distribu-
cién de la variable T'.

Cuando no hay censura en las observaciones, la estimaciéon no paramétrica de la funcién
de supervivencia S(t), simplemente es la proporcién de eventos de interés ocurridos en el

instante t.

Numero de eventos de interés observados hasta un instante > ¢

S(t) =

Numero total de observaciones

De igual forma, S(t) = 1 — F(t), donde F(t) es la funcién de distribucién empirica. Esta
funcién tiene forma de escalera en el que cada escalén es un instante ¢ en que ocurre el
evento y la altura del escalén es la probabilidad de ocurrencia del evento en un instante ¢.

Los métodos no paramétricos para estimar la funcién de supervivencia S(t) cuando hay cen-

sura en las observaciones, se presentan continuacion:
Estimacién por tablas de vida

Este método se conoce también como de estimador actuarial, se comienza por dividir el
periodo de observacion en una serie de intervalos de tiempo, que pueden tener diferentes
longitudes, y donde la cantidad de intervalos dependerda del nimero de individuos en el

estudio .
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Sea j el j-ésimo intervalo de m intervalos dados, que va desde t; hasta t;- Lcong=1,2..m,

y sean d; y c¢; el nimero de eventos de interés ocurridos y el niimero de tiempos de super-
vivencia censurados, respectivamente, en este intervalo. Ademas n; el nimero de individuos
libres de la ocurrencia del evento y por lo tanto estan en riesgo al inicio del j-ésimo intervalo.

Bajo la asuncién de que el proceso de censura es uniforme en todo el intervalo, se tiene que el

I
L=
intervalo, la probabilidad de que ocurra el evento de interés puede ser estimada por d;/ n;-,

nimero de individuos en riesgo durante el j-ésimo intervalo es n/; = n; —¢;/2. En el j-ésimo
asi tenemos que la probabilidad de supervivencia correspondiente es (n; —d;)/ n;

Para estimar la probabilidad de que no ocurra un evento de interés hasta un tiempo ¢}, donde
k= 1,2,...,m, es decir después del inicio del k-ésimo intervalo, se multiplican las proba-
bilidades de que el individuo sobreviva en el k-ésimo intervalo por las probabilidades de
supervivencia para cada intervalo anterior, asi la funcién de supervivencia queda definida

COomo:

k

s*(t) = [ ((nf = dy)/n5)

=

La gréfica del estimador de la funcién de supervivencia por tablas de vida es de forma escalo-

nada con valores constantes de la funcién en cada intervalo de tiempo.
Estimacién por Kaplan-Meier

El estimador de Kaplan-Meier a diferencia del método de tablas de vida, calcula la probabi-
lidad exacta de supervivencia cada vez que ocurre el evento de interés.

Dado un intervalo de tiempo que va desde t; — 6t; hasta t;, donde dt; es el intervalo in-
finitesimal de tiempo en el que ocurre el evento de interés. Se tiene que la probabilidad de
ocurrencia del evento de interés en el intervalo de tiempo desde t; — 6t; hasta t;, es d;j/n;,
donde d; es el nimero de eventos de interés ocurridos y n; el nimero de individuos en riesgo,
en el tiempo ¢;. Por lo que la probabilidad de supervivencia para ese intervalo es (n; —d;)/n;.
Dado que los eventos de interés ocurren de forma independiente unos de otros, se estima
la funcién de supervivencia para un tiempo t, en el k-ésimo intervalo de tiempo construido
como t hasta tp1, k = 1,2,...,r, donde t,4; se define como oo, es decir la probabilidad
de supervivencia hasta t;. La funcién de supervivencia estimada de Kaplan-Meier esta dada

por:

k

S(t) =[] (tnj —dy)/ny)

j=1

para ty <t <tp+1, k=1,2,...,r, con ,§(t) =1 para t < t1, y donde t,11 tiende a co.
La gréfica del estimador de la funcién de supervivencia por el método de Kaplan-Meier tam-
bién es de forma escalonada, en la cual las probabilidades de supervivencia estimada son

constantes para los tiempos inmediatos de ocurrencia del evento y decrecientes para poste-
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riores tiempos de ocurrencia.

2.1.3. Estimacion no paramétrica de la funcién de riesgo

Los datos de supervivencia pueden también ser resumidos a través de la funcién de riesgo
h(t), la cual muestra la dependencia del riesgo instantédneo de ocurrencia del evento de interés
en un instante t. Existen diferentes maneras de estimar la funcién de riesgo, entre las més

utilizadas se tienen las estimaciones por tablas de vida y por Kaplan-Meier:
Estimacién por tablas de vida

Suponga que los tiempos de supervivencia observados han sido agrupados en una serie de m
intervalos, como en la construccién del estimador actuarial de la funcién de supervivencia.
Un estimador apropiado del riesgo promedio por unidad de tiempo para cada intervalo es
el nimero de eventos observados en ese intervalo dividido por el tiempo promedio de super-
vivencia del intervalo. Esta tltima cantidad es el nimero promedio de individuos en riesgo
en el intervalo, multiplicado por la longitud del intervalo.

Sea dj, j = 1,2,...,m el nimero de eventos en el j-ésimo intervalo de tiempo y suponga que
/
J
de riesgo es constante durante el j-ésimo intervalo, el promedio del tiempo de supervivencia

n’; es el nimero promedio de individuos en riesgo en ese intervalo, asumiendo que la tasa
en ese intervalo es (ng —d;/2)t;, donde t; es la longitud del j-ésimo intervalo de tiempo. La
funcién de riesgo estimada por el método actuarial en el j-ésimo intervalo de tiempo esta

dado por:

h*(t) = d;/ [(n — d;/2)t;5]

para t; <t; <t. .y, j=1,2,..,m.

Estimacién por Kaplan-Meier

Una forma natural de estimar la funcién de riesgo para datos de supervivencia sin agruparlos
es tomar la razon entre el nimero de eventos ocurridos en un tiempo y el nimero de individuos
en riesgo en este tiempo. Bajo la asuncién que la funcién de riesgo es constante entre tiempos
sucesivos, el riesgo por unidad de tiempo puede ser hallado dividiendo por el intervalo de
tiempo. Entonces si ocurren d; eventos en el j-ésimo intervalo de tiempo, t;,7 = 1,2,...,r
y mj en riesgo en el tiempo ¢;, la funcién de riesgo en el intervalo de t; a t;41 puede ser

estimado por

h(t) = d;/ [njt;]

para t; < t; <., donde t; =t ; — t. No es posible usar la ecuacién para estimar el

riesgo en el intervalo que comienza al final de evento ya que es de forma abierta. La ecuacién
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se denomina de tipo Kaplan-Meier porque de ella se deriva el estimador Kaplan-Meier de la

funcién de supervivencia.

2.1.4. Datos en Intervalos Censurados

La censura se define como la ocurrencia de un evento de interés “Y” en un tiempo en que
el sujeto no esta en observacién, de manera particular cuando solo se conoce que un evento
ocurri6 entre los tiempos t1 y t2 pero no el momento exacto, se dice que el intervalo (t1 , t2)
es censurado.

El tiempo de supervivencia de un individuo pertenece a un intervalo censurado si se sabe que
por lo menos es un valor ¢; pero no es mayor que un valor t5. Los intervalos censurados se
generan cuando los individuos de estudio son evaluados de forma periédica en puntos fijos

de tiempo a lo largo de un periodo de seguimiento (ver figura 2.1).

t:; ti t2 trv—i tw

-
i
~L

L J L\
Figura 2.1: Intervalo Censurado

Los intervalos censurados son muy comunes en situaciones en que los individuos son observa-
dos periédicamente para detectar la ocurrencia de un evento, un individuo puede estar libre
de la ocurrencia del evento en el tiempo t; pero luego haber ocurrido el evento cuando se

observa el tiempo to.

2.1.5. Pérdida de Estado de Transicién

La pérdida de estado de transicion se define como la perdida de un evento de interés “Y” en
un tiempo en que el sujeto no esta en observacion, es decir que se desconoce si el evento de

interés ocurrié o no, hasta el final del estudio.

Peviodo de Observaclon

Figura 2.2: Pérdida de Estado de Transicion
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2.2. Proceso de Markov

Los procesos de Markov son procesos estocdsticos utiles para estudiar el comportamiento
de una variable en periodos sucesivos de tiempo cuando existe incertidumbre sobre el estado
de la variable en determinados intervalos de tiempo.

La propiedad de Markov se cumple si en un proceso estocéastico X () con n “instantes”
t1 < to < ... < tp, la probabilidad del estado “futuro” del proceso es independiente del estado

“pasado”, dado su estado “presente”; esta se expresa como

P[X(tn) < a:n/X(tl) =T, ...,X(tn_l) = a:n_l] = P[X(tn) < l’n/X(tn_l) = xn_l] (25)

Las probabilidades condicionales P[X(¢,)/X (t,—1)] se denominan probabilidades de tran-
sicién del proceso. Las probabilidades de transiciéon permiten describir la forma en que el
proceso hace transiciones de un periodo al siguiente.

Los procesos de Markov discretos son conocidos como cadenas de Markov y tanto las cadenas

finitas como las infinitas numerables, tienen interesantes aplicaciones.

2.2.1. Cadena de Markov

En bioestadistica, un ejemplo comun del uso de cadenas de Markov son los modelos de
riesgo de competencia que estudia una o méas causas de muerte para un grupo de individuos,
en el que se usa un proceso de conteo para registrar el nimero total de muertes por cada
causa; otra cadena de Markov importante en la investigacién son los modelos de “Enfermedad
- Muerte” de tres estados, donde el proceso de conteo consiste en registrar el nimero total
de transiciones entre los estados.

Una cadena de Markov es una secuencia de variables aleatorias X7, X9, X3, ... cuyo rango se
denomina espacio de estados, donde cada valor de X,, representa el estado del proceso en
el instante n y la distribucién de probabilidad condicional de X,, en estados pasados es una
funcién de X,,_1 por si sola.

Las cadenas de Markov tienen la propiedad de que las transiciones entre los estados, sélo
puede producirse entre estados vecinos, se llega al estado n desde el estado n —1 6 de n + 1.
Si en lugar de considerar una secuencia discreta X1, Xo, ..., X;.. con ¢ indexado al conjunto de
numeros naturales, se consideran las variables aleatorias X (¢) con ¢ que varia en un intervalo
continuo del conjunto de nimeros reales, se tendria lo que se conoce como una cadena en

tiempo continuo.

La cadena de Markov se dice homogénea si la probabilidad de pasar de un estado 7 a otro j
no depende del tiempo en el que se encuentra la cadena. Si para alguna pareja de estados y
para algin tiempo n la propiedad antes mencionada no se cumple se dice que la cadena de

Markov es no homogénea.
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2.2.2. Matriz de Transiciéon

Las probabilidades de transicién de un proceso de Markov pueden ser ordenadas en una

matriz de transicion P que es una matriz estocéastica de la forma.

P11 .-+ DPin

n
> Py =1;Vi
=1

pij = 0;Vig

Cuando la probabilidad de transicién de un estado i al estado j sucede en k pasos se denomina

(k)

probabilidad de transicién en k pasos, y se representa como P Estas probabilidades son

ordenadas en una matriz de transicién de k pasos.

(k) (k)
Pir -+ Pin
Pk — SN
k k
BN e
Ademds por teorema tenemos que si P es la matriz de transicién de una cadena de Markov,

entonces la matriz de transicién en k pasos es la k-ésima potencia de P.
plk) — pk

2.2.3. Tasa de Intensidad

Cuando se requiere informacion sobre la progresiéon de un fenémeno, se realizan repetidas
mediciones que son tomadas en diferentes instantes de tiempo, Diggle et al. (1994). Con
esto se busca registrar el cambio de una respuesta de interés en el tiempo, que se conoce
como la tasa de intensidad de transicién, Bhat (1994), y sirve para identificar que factores
se relacionan con el riesgo que un paciente o una unidad experimental transite a través de
diferentes estados del proceso.

Es posible observar el patrén de transiciéon de cada individuo evaluado a través de k estados
previamente definidos bajo un proceso de Markov, con el interés de estimar las tasas de
intensidad asociadas a los distintos estados del proceso. De manera formal, una tasa de

intensidad para una transicién de un estado i a un estado j se define como:

L p(X(E+ A =4|X(1t) =1
aft) = tim PN =X =)

coni,j=1,...ky aj;t)>0

donde «;;(t) denota la probabilidad de un individuo que esta en el estado i justo antes del
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tiempo ¢, haga una transicién al estado j en un pequeno intervalo de tiempo (¢t + At). La
probabilidad de transicién de un estado a otro puede ser estimado por uno menos el estimador
de Kaplan-Meier. El estimador de Kaplan-Meier puede ser generalizado para una cadena de
Markov arbitraria con un nimero finito de estados, Aalen et al. (2008).

Asumir la propiedad de Markov implica que las funciones de intensidad son funciones cons-
tantes en el tiempo, y por esto resulta apropiado llamarlas tasas de intensidad, Salazar et al.
(2007).

2.3. Estimacion No Paramétrica, para datos en intervalos censurados

La estimacién no paramétrica de una variable aleatoria con intervalos censurados ha sido
tratada por diferentes autores, siendo la contribucién mas importante la de Turnbull (1976),
quien introduce la idea de autoconsistencia para la estimacién de méxima verosimilitud de
la funcién de supervivencia.

El estimador de la funcién de supervivencia para intervalos censurados, propuesto por Turn-
bull (1976), es una generalizacién del estimador de méxima verosimilitud, que puede ser
derivado por un algoritmo de autoconsistencia. Actualmente existen técnicas de conteo de

procesos para derivar estos resultados.

2.3.1. Estimacion de Maxima Verosimilitud

Para una variable aleatoria X que sigue un proceso de Markov no homogéneo se tiene
{X(t), t >0, X(0) = 1} con espacio de estados {i, j, k}, con funcién de distribucién de tiem-

po F'y funcién acumulada de intensidad de transicién A. Se definen los conjuntos:

S = {tiempo que X (¢) permanece en el estado i}

V = {tiempo que X (¢) permanece en el estado j}

yT =54+V,donde S y V son variables dependientes porque la cadena no es homogénea.
Se denota a la funcién de distribucién de S como F(s) = P(S < 's), con S € Ay, = [Lim, R
que es el intervalo de censura, y la funcién de supervivencia condicional de V =T — S por

Gs(v) = P(V > v|S = s).

Sea v, el maximo valor de V, tal que G4(vs—) > 0y Gs(vs) = 0 . Entonces Aji, la funcion

acumulada de intensidad de transicién del estado j al estado k, estd definida en (0, vs] como

Aji((s,0]) = — o ]Gs(dU)/Gs(u—)

y G4(v) es representada para todo s € (0,3] como el producto integral de A;

Ga(v) = Plopyg (1 —dhje) = ] 1= Ajr(w)] eap {—A%((s,v +s])} (2.6)

s<u<v+s
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donde A;k es una parte continua de Aj;, denotada como

A5e((s,v+8]) = Ajpl((s,o+ ) = D> Ajelu (2.7)

s<u<v+s
Para la construccion de la funcién de verosimilitud, se definen tres tipos de datos segun el
comportamiento y censura de las observaciones, se tienen las observaciones J que se censuran
en un tiempo S y que no ofrecen informacién del tiempo V', las observaciones M que realizan

transicién en un tiempo S € A,,, de las cuales solo N realizan otra transicién en un tiempo 7.

La funcién de verosimilitud L = L(F, Aj;) sera de la forma.

J N
L = H 1S > si] [[ PIT = tm, S € An] H P[T > ty,S € Ap]
Jj=1 m=1 m=N-+1
J N R, R
L = H —)}H/ P[T = t,|S = 5] dF(s) H / P[T > t,,|S = 5] dF(s)
7j=1 m=1

m=N+1

Por la ecuacién (2.6) y la propiedad multiplicativa del producto integral,

P[T > tm|S = 5] = P(s,Rm}(l = dAjk)P(Rm,tm](l — dA]k)

PIT=tn|S=s] = Aj({tm })Ps (1 = dAji) = Aji({tm}) Pls R (1 = dAji) PRy 1) (1 = dAji)
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donde
ANjx({tm}) = PV =tm —s|V > ty, — 5,5 = 5] = P[T =tp|T > t,)]

esta ultima igualdad se deduce de la propiedad de Markov. Se sustituyen estas expresiones

en la funcién de verosimilitud y ademas se define

J
= [T{1-F(s)

se tiene finalmente que

N M
P) IT 2t
m=1 m=1

el 'Y 2 dAjk)/A P, ry) (1 = dAjy)dF(s)

donde

- (R, tm) si 1 <m < N,
Y (R, tm) si N <m < M.

De la funcién de verosimilitud, se tiene que Aj; que maximiza L posee una parte continua
A% =0, Aj(tm) >0si1 <m < N mientras que Ajx(ty,) = 0si N < m < M. Por lo tanto
An = Ajp(ty;) donde T* = {t;,,1 <n < N} es el conjunto de tiempos distintos de falla y d,
la multiplicidad de ¢}, tal que N = Zﬁle dy,, se tiene que
N M
L:B(F)HAgnH [[a-A / H 1— \p)dF(s)

n=1 m=1 Am (s,Rm

Para la obtencién del célculo de [[5 (1 — A,) se considera a E' como un intervalo arbitrario

y a I {A} la funcién indicadora del evento A, obteniéndose

N
[T -2 = H — Mlieny)

E

Ademas es necesario definir una particién en A, para evaluar
I = | [T 0= xarts)
L

Sea 7" el k-ésimo tiempo de falla en el intervalo (L, Ry,] y sea k(m) el nimero de distintos

tiempos de falla en (Ly,, Ry,]

L <7{" <1" <. <7y < B
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Por conveniencia de notacién 7" = L,,. Entonces

IT -2 = { M g, (1= An) =alkym)  sis € [, 77), 1<k < k(m),

(5, Fon] 1, sis €[, fm]

y por lo tanto

Ly, = Y alk,m){F(r"=) = F(7"1=)} + F(Rm) = F(7i{,—)
k=1
= F(Rwm) - Y F("=){a(k+1,m) — a(k,m)}
k=0

donde a(0,m) =0y a{k(m)+ 1,m} = 1. Se puede deducir que a(k + 1,m) — a(k,m) > 0
para 0 < k < k(m).

Para maximizar L con respecto a F' se debe hacer los valores { F(7"—),0 < k < k(m),1 <m < M}
y{F(s;—),1 < j < J} tan pequenos como sea posible, y los valores { F/(R,,),1 <m < M, F(c0)}

tan grandes como sea posible, bajo la condicién de que F' es una funcién de distribucién.

2.3.2. Estimacion Autoconsistente

El concepto de estimador autoconsistente fue introducido por Efron (1967) para una fun-
ci6n de distribucién con datos censurados por la derecha, y extendido por Turnbull (1976)
en datos con intervalos censurados. Las propiedades asintéticas de los estimadores autocon-
sistentes, para funciones de distribucién con datos incompletos, han sido tratados por Tsai
y Crowley (1985) y Chang y Yang (1987).

Se tiene que la estimacién de maxima verosimilitud de (F, A;i) es equivalente a la estimacion
de (2, ). El estimador autoconsistente de (z,\) bajo un modelo de Markov con espacio de
estados {1, j, k} con D observaciones de las cuales m hacen transicién del estado i al j en un

intervalo de tiempo @, donde 1 < m < M y 1 <[ < L, considera las siguientes variables

aleatorias:

N;;(Q;) = {Nro. total de individuos con transicién del estado ¢ al j en el intervalo Q;}
Y;(t;,—) = {Nro. total de individuos en el estado j en el instante ¢y, —}

Nji(ty,) = {Nro. total de individuos con transicién del estado j al k en el instante ¢;,}
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Debido a que existe censura en los datos, no es posible la observacion directa de estas va-

riables; por lo que se usan las siguientes relaciones con los esperados de (z,A):

EnNij(Q) = N*z (1<1<L)
EepNik(tm) = AmEenYj(tn—) L <m < M) (2.8)

Se define como estimador autoconsistente de (z,A) a una solucién del siguiente sistema de

ecuaciones:

E(ZvA)[Nij(Ql)’D] = Nz (1<I<L)
EenNieE)ID] = By Wi -)ID] (1< m < M) (29)

Este sistema de ecuaciones se obtiene reemplazando los esperados simples por los esperados
condicionales dado los datos D. La importancia del estimador autoconsistente se debe a que

sus ecuaciones coinciden con las ecuaciones del logaritmo de la verosimilitud. Frydman (1992)

2.4. Modelo de “Enfermedad - Muerte”
2.4.1. Modelos Multiestados

Los modelos multiestados o de estados multiples conforman una importante familia de
herramientas estadisticas utilizadas para el analisis de datos longitudinales con respuesta
categérica; por ejemplo, la progresion de una enfermedad incurable, la preferencia de un
usuario por un servicio especifico, etc. Este tipo de modelos han tenido una exitosa acogida
en campos de la ciencia tan diversos como biologia, fisica, farmacia, epidemiologia, ciencias
sociales y medicina, Salazar et al. (2007).

Los modelos multiestados pueden ser expresados como un proceso estocastico X en un tiempo
continuo con espacio de estados finitos ¢ = {0,1,2,...,k}. El espacio de estados posee los
posibles estados de un individuo y X (¢) = i representa a un individuo en el estado i para el
tiempo t. En general, en un modelo multiestado las transiciones a un estado futuro dependen
en algin modo de su pasado. Sin embargo para el caso especial de una Cadena de Markov,
el pasado y el futuro son independientes dado el estado presente, es decir las transiciones a
un estado futuro dependen solo de su estado presente.

Existen dos modelos multiestados muy conocidos; el modelo de “Riesgos de Competencia” y

el modelo de “Enfermedad - Muerte”.

2.4.2. Modelo de “Enfermedad - Muerte”

El modelo de “Enfermedad - Muerte” es un modelo de tres estados. Se define como un
proceso estocdstico X (t) : ¢ > 0 con espacio de estados finito = {1,2,3}, X(t) € Q con
probabilidad 1, que satisface la propiedad de Markov, esto es:
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P[X(tg) S $3/X(t1) = xl,X(tg) = .CCQ] = P[X(t3) § $3/X(t2) = xg] (2.10)

donde t; < to < t3, esto implica que el proceso no es homogéneo.

Ademsds, se asume que el estado 3 es absorbente, y que t representa el tiempo transcurrido
desde la primera visita, y solo se admiten las transiciones 1 — 2, 1 — 3 y 2 — 3. Esta
cadena de Markov se denomina absorbente dado que consta de dos estados transitorios y uno
absorbente.

Los estados de este proceso se pueden escribir por medio de una matriz de transicién depen-
dientes del tiempo, Bhat (1994). Las intensidades de transicién del modelo son denotados por
a11(t), a2(t), aes(t), y estas describen el riesgo instantdneo de transicién entre los estados.
La relacién entre estas tasas de intensidad y las probabilidades de transicion se establece a

partir de un sistema de ecuaciones de Kolmogorov hacia adelante, Bhat (1994),

%P(t) — P() x @, P(0) = Irs1, con Q =[]

donde: P(t) es la matriz de de probabilidades de transicién, «;; la tasa de intensidad del

estado ¢ al estado j y @ la matriz de tasas de intensidad. Cuando se considera el modelo de

tres estados este sistema tiene una solucion exacta dada por

pi1i(t) = exp(—(oi2 + ai3)t)

— fu2 [1 — exp(—oux(t))]exp(—a23(t))

kK

)
)
) = 1—pu(t) —p2t)
)
)

p12(t

p2(t) = exp(—az3(t))

(
(
ps(t
(
(

pos(t) = 1— exp(—ags(t))

Qs = (2 + Q13 — Q23
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Capitulo 3

Estimacion No Paramétrica en un Proceso de Markov
“Enfermedad-Muerte” con Intervalos Censurados y

Pérdida de Estado de Transicion Intermedia

3.1. Introduccion

En numerosos ensayos clinicos de cancer, el interés de estudio se centra en la estimacion
no paramétrica del tiempo de ocurrencia de un primer evento para una situacion con dos
posibles eventos: la muerte o el evento no fatal relacionado a la enfermedad. Los pacientes
son evaluados periddicamente para observar la ocurrencia del evento no fatal hasta el final
del seguimiento o la muerte. La dificultad con la estimacién se debe porque (i) los pacientes
son evaluados de forma no continua, lo cual genera intervalos censurados para los tiempos
de ocurrencia del evento no fatal, especialmente si el evento es asintomatico (ej. progreso del
tumor) y (ii) si la dltima evaluacién previa a la muerte o a la censura por la derecha resulta
negativa respecto a la ocurrencia de un evento no fatal, se desconocera la ocurrencia de un
evento no fatal entre el tiempo de la iltima evaluacién y el final del seguimiento.

La primera forma de censura sucede cuando se asume que el tiempo de un evento no fatal
observado es exacto y que su ocurrencia corresponde al tiempo de la primera medicién. La
segunda forma de censura depende del estado vital del paciente al final del seguimiento por
muerte; si es sabido que el paciente sobrevivira, el tiempo de ocurrencia del primer evento se
censurara por la derecha luego de la ultima medicién negativa, si es sabido que el paciente
morird, se asumira la muerte luego de la ultima medicién negativa.

En esta investigaciéon se desarrolla un procedimiento de estimacion no paramétrico de maxima
verosimilitud (MV) que usa toda la informacién disponible de los pacientes, incluyendo su
estado vital al final del seguimiento, asi como un tratamiento apropiado de los intervalos
censurados para el tiempo de ocurrencia de los eventos no fatales.

Se trabaja con una cadena de Markov de tres estados de tiempo continuo, también llamado
Modelo de “Enfermedad - Muerte”. En este modelo (figura 3.1) bajo el contexto de un
ensayo clinico, el estado 1 representa el inicio de la enfermedad, el estado 2 representa una
complicacién de la enfermedad (evento no fatal), y el estado 3 representa la muerte.

Se obtienen los estimadores de maxima verosimilitud de las dos funciones de subdistribucién
correspondientes a las transiciones 1 — 2 y 1 — 3 y la intensidad de transicién 2 — 3, para

los datos incompletos que se describen en la seccién 3.2. Esta estimacion esta sujeta a un
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esquema de observacién no informativo como se discutié en Gruger et al. (1991). Se muestra
que los estimadores de méxima verosimilitud son estimadores auto-consistentes y a partir de
esta propiedad se propone un algoritmo facilmente aplicable para obtener los estimadores de
maxima verosimilitud de los pardmetros.

Efron (1967) introduce la idea de estimacién auto-consistente como una versién del algoritmo
de maximizacién esperada (EM). Turnbull (1976) extiende esta idea para la estimacién de
funciones de distribucién con datos en intervalos censurados, luego Frydman (1995) la ex-
tiende para la estimacién en modelos multi-estados y Hudgens et al. (2001) para los riesgos
de competencia con tiempos de transicién en intervalos censurados. En esta investigacién, se
desarrolla sustancialmente la metodologia de maxima verosimilitud (MV) de Frydman (1995)

y se incorporan observaciones con estados de eventos intermedios desconocidos.

Fz

Salud o

\ Enfermedant

Figura 3.1: Modelo de “Enfermedad - Muerte”

3.2. Descripciéon de los Datos

El modelo (figura 3.1) es una cadena de Markov no homogénea de tres estados, con
transiciones irreversibles, donde Fis, Fi3y Aog representan las funciones de subdistribucion
de tiempo de 1 — 2, 1 — 3 y la funcién de intensidad acumulada respectivamente . Se asume
que todas las observaciones estan en el estado 1 en el momento 0, sea S el tiempo de salida
del estado 1 y sea T el tiempo de entrada al estado 3. Existen M observaciones en intervalos
de tiempo censurado que hacen la transicién de 1 — 2 de los cuales N observaciones hacen
ademds la transicién al estado 3 y las observaciones restantes son censuradas a la derecha

para el estado 2:

{5m:1>LmSSSRm>T:tmamSN}U

{szl,LmgSng,T>tm,N<m§M} (3.1)

Donde L., < Rp, v 0, = 1(0) indica que la transicién de 1 — 2 ocurri6é (no ocurrié). Una
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m-ésima observacién hace una transicién de 1 — 2 en un intervalo [L,,, R;,] y entra al estado

3 en el tiempo ¢, si 1 < m < N, pero es censurada a la derecha en t,, si m > N.
Existen K observaciones que hacen una transicién directa de 1 — 3, en los tiempos

{T:ek,1gk§f(}, (3.2)

y J observaciones que son censuradas a la derecha en el estado 1, en los tiempos

{s;,1<j<J}. (3.3)

La estimacién de las intensidades de transiciéon para los datos descritos, han sido tratadas
antes por Frydman (1995). Pero en el presente capitulo ademds se consideraran a las obser-
vaciones con pérdida de estado de transicién intermedia, asi existen U observaciones de la
forma {dpr4u =7, X(Largu—) =1, T = tar4u, 1 <u < U. Para la u-ésima observacién dada
se sabe que fue vista por tltima vez en el estado 1 en el tiempo L s, — y posteriormente hizo
una transicién al estado 3 en el tiempo tjr4,, pero no se sabe si la transiciéon ocurrié desde
el estado 1 o el estado 2. Es posible representar a la u-ésima observacién, 1 < u < U, como

el conjunto:

{0040 =1, Lpgn 8 S tyrgu— T = tprgu} U {0040 = 0, T = tprqu} (3.4)

Existen ademds C observaciones de la forma {0y 1. =7, X (Lw4c—) =1, T > tywye, para

1<c¢<Cdonde W =M + U. Para la c-ésima observacién se sabe que fue vista por ltima
vez en el estado 1 en el tiempo Ly y.— y posteriormente fue censurada por la derecha en
tw e, Pero no se sabe si fue censurada en el estado 1 o en el estado 2. Es posible representar

a la c-ésima observacion, 1 < ¢ < C, como el conjunto:

{5W+c =1, LW+c <S§< twe, T> tW-I—c} U {5W+c =0,T> tW+C} (3'5)

Se consideran los conjuntos de tiempo de falla {tm, 1<m< N} U{trtu, 1 <u<U}. En-
tonces cada tiempo en el primer conjunto es el tiempo observado para la transicién de 2 — 3
y cada tiempo en el segundo conjunto es el tiempo potencial de la transicién de 2 — 3 . Sea
T = {t},1 <n < Ni} un conjunto de N; tiempos distintos del conjunto {tm, 1<m< N}
y Ty ={t;, N1 +1 < n < N} un conjunto de tiempos distintos de {tps44,1 < u < U} tal que
TFNTy = @. Se tiene T* =Ty UTy = {t;,,1 <n < N} el conjunto de tiempos distintos (ob-
servado y potencial) de las transiciones de 2 — 3. Se define ademds d,, como la multiplicidad
de los t7.

Luego, se consideran los conjuntos {ek, 1<k< f(} U {trm+u,l <u <U}. Entonces cada
tiempo en el primer conjunto es el tiempo observado para la transicién de 1 — 3 y cada
tiempo en el segundo conjunto es el tiempo potencial de la transicién de 1 — 3.

Sea B} = {e},1 < k < K;} un conjunto de K tiempos distintos del conjunto {ek, 1<k< f(}
y BE5 = {e*KlH,...,e*K} un conjunto de tiempos distintos de {tpr4y,1 <u < U} tal que
EfNE; = . Se tiene E* = EfUES = {e;,1 < k < K} el conjunto de tiempos distintos (ob-
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servado y potencial) de las transiciones de 1 — 3. Se define ademds ¢; como la multiplicidad
de los ej.
Finalmente, sea N* = M +U+C+ K +.J el nimero total de observaciones y M’ = M+U+C.

3.3. Funcion de Verosimilitud

Sea S el tiempo de salida del estado 1, con funcién de distribucién F(s) = P(S < s)y
funciones de subdistribucién Fia(s) = P(S < s,0 = 1) y Fiz(s) = P(S < s,§ = 0), tal que
F(s) = Fia(s) + Fi3(s).
La funcién de verosimilitud del modelo queda expresada en términos de Fia(s), Fi3(s) y de
la funcién de intensidad de transicién discreta 2 — 3, Aoz ({t}) = P(T =t|T > t,6 = 1).

Para t} € T* se tiene A, := Ag3({t}}) v se define la intensidad de transicién acumulada
Aos(t) = Aos({t:})I(t: <t) donde I(-) es una funcién indicadora.

De Frydman (1995) la verosimilitud de una m-ésima observacién en (3.1) cuando n < N, es

P(T =tpn,S € [Lm, Ry),0m =1) = P( =tm|S = $,0m = 1)dF12(s)

n A /L CAdFL(s)  (36)

(Rm,tm Y NERE sRm]

donde para cualquier G' dado, el producto [[,..~(1 — Ay) es sobre todos los A’s en los que
ty, € G. Para simplificar la notacién de ahora en adelante [[ G := [[;« co(1 — An) y se asume
que [[G=1siGNT* = 0.

También se tiene

I(Ay) = /:m (TI(s Bnl) dFra(s), 1 < < 07 (3.7)

donde A, := [Li, Rp], para M < m < M+ U, Ryty = tysu—, y para W < m < M/,
Ry 4 = twtc. Luego la verosimilitud de una m-ésima observacién en (3.1), segiin la notacién
dada, cuando m < N, es Ay ([[(Rm,tm)) I(An). Por consiguiente la verosimilitud de las

observaciones en la ecuacién (3.1) toma la siguiente forma:

N1 M
[ TT (TT6n) 104n)
n=1 m=1

donde Gy, = (R, tm) sim< N,y Gm= (R, tin] sim > N.

La funcién de verosimilitud, L, para las observaciones con transiciéon de estados conocidos

1 — 2 incluyendo también a las observaciones definidas en (3.2) y (3.3), es
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N1 M K
T2 TT AT Gm) I Am) TT {Fr3(er) — Fis(ep—)3
n=1 m=1 k=1

J
x J]{1 = Fia(s;—) — Fus(s;—)} (3.8)
j=1

La funcién de verosimilitud, Lo, para las observaciones definidas en (3.4) y (3.5) con transicién

de estados desconocidos 1 — 2, segin la notacion utilizada, es:

=

Ly = [F13(tM+u) W F13(tM+u_) + )\MJruI(AMJru)]

g
Il
_

-

[1 = Fia(twe) — Fis(twc) + 1(Awc)] (3.9)
c=1
Para 1 <m < M/, se tiene
k(m)
I(An) = a(k,m) { Fia(m"=) — Fia(7i1 =)} + Fia(Rim) — Fr2(7g () )
k=1
k(m)

= Fi(R Z Fio(r*)[a(k + 1,m) — a(k,m)], (3.10)

donde, para 1 < k < k(m), a(k,m) = [[[7", Rn], a(0,m) = 0, a(k(m) +1,m) =1,y
{r" € T*,0 < k < k(m)} es una particion de (L, R,,] para los tiempos de transicién de
2 — 3y se define a 7" = Ly,. Asi reemplazando la ecuacién (3.10) en la ecuacién (3.9), el

segundo factor de Ly toma la siguiente forma

C k(W+c)
H 1_F13(tW+c)_ Z F12( Wie )[a(k—l—l,W—l—c)—a(k,W—i—C)] (311)
c=1 k=0

Finalmente se observa que para 0 < k < k(m), a(k +1,m) — a(k,m) > 0 y que la funcién
L = Ly Ly. Entonces de las ecuaciones (3.8 - 3.11), para maximizar la funcién de verosimilitud
L con respecto a F12 se deberan hacer los valores {Fi2(7]"—),0 <k < k(m),1 <m < M'},
y {Fi2(sj—),1 < j < J} tan pequeio como sea posible, y los valores {Fi2(Ry,), 1 <m < W}
tan grande como sea posible, sujeto a la condicién que Fis es una funcién de subdistribucion.
Por lo tanto, se forman dos conjuntos de tiempos

L={Ln,1<m<M}U{T*NA}YU{S; N A} U {Smaz : Smaz > Rmaz V €

maa )
max
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R={Rn,1 <m < W}uU{cc}

donde A = U%lzlAm, Smaz = maz(sj,1 < j < J), Rpae = maz(Ry,,1 < m < W),y
e = mazx(er, 1 <k, < K).

€m

De estos conjuntos de tiempos se construyen intervalos cerrados disjuntos cuyos limites
izquierdo y derecho pertenecen a los conjuntos L y R respectivamente, y que no contienen
ningtin otro miembro de Ly R. Sea {Q; := [l;,r;],1 <4 < I} esos intervalos donde I; < ry <
lo <rg<..<ly<r; <00,y Q=UQ;. El término {oo} es incluido en R para asegurar que
los intervalos queden definidos cuando Sy,qz > Rmas. S€ observa que Fio, que maximiza L,

puede crecer solo sobre ). A continuacion se muestra el teorema de la forma de L :

Teorema 1

» Fi3 crece para cada tiempo de E} y puede crecer para un subconjunto de tiempos de

E3. Si Spmaz > Rmaz V €, entonces Fi3 es indefinida en s > 4.

» Fo puede crecer solo sobre ). Para valores fijos de Fia(r;) y Fia(li—), 1 < i < I,
la verosimilitud es independiente del comportamiento de Fia sobre [l;, 7i]. Si Smaz >

Roaz V €5, €ntonces Fia es indefinida en s > s;maz-
» Ao3({t:}) > 0 para ¢, € Ty, y Aos({t}}) > 0 para t} € Ty

3.4. Estimacion de Maxima Verosimilitud

Se reformula la funcién de verosimilitud L; Ly expresandola en términos de {\,,1 <n < N},
{2;,1 <4 < I}y {z;,I <i<I'}, para poder estimar Aos(t), Fia y Fi3 respectivamente; el
primer conjunto representa las intensidades de transicién discreta 2 — 3, el segundo conjun-
to las probabilidades en los intervalos @); que son el soporte de Fia, v el tercer conjunto las

probabilidades en los instantes de tiempo {ej,1 < k < K} que son el soporte de Fi3.

Para 1 <i < I —1, se tiene que z; = Fi2(r;) — Fia2(l;i—), si r; < 0o, entonces

zr = Fiao(rr) — Fia(l—), y si 11 = oo, entonces z; = 1 — F(Spqez—). Donde z; representa
la probabilidad de transicién 1 — 2 en el intervalo de tiempo @);, de manera particular si
r; = oo el intervalo serd [Spmaz, 00].

Paral <i<I+K=1 conQ; = {ez‘_l}, se tiene que z; = Fi3(e;_;) — Fi3(e;_;—). Donde
z; representa la probabilidad de transicion 1 — 3 en el instante de tiempo Q);.

De esta manera, la probabilidad de transicién del modelo queda definida como z = {z;,1 <i < I'},
tal que Zl[/:l zi = 1.

Luego, para 1 <i < I',y 1 < j < J+ C, se construye la funcién indicadora

a;j = I(Qi C [874¢,0]), donde {s54¢,1 < e < C} = {twie,1 < e < C}. Asi mismo, para
1<i<I,y1<m< M, seconstruye la funcién indicadora G, = I(Q; C Ap).
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A partir de esta notacién el In Ly estd dado por:

Ny M M 1
1@1:XMMM+ZmH%Hz:ZIp“ 1)Bimzi
+ Z Ci— Ilnzz—i—Zanawzl (3.12)

i=I+1

y el In Lo por:

r I
InLy, = Z 111{ D Itargu =€)z + A Y ([ (i tM+u—])ﬂi,M+uZi}

i=1+1 =1

+ Z In {Z (071 J+czz + Z H Tu tWJrc] /62 W+czz}
::Zmﬁ+2mﬁ (3.13)
u=1 e=.

Para maximizar In L respecto a (z, \) sujeto a 2211:1 zi=1,(2>0,1<i<TI),y
0<A, <1,1<n<N).El lagrangiano para este problema es H =: H(z,A\) =InL(z,\) —

a(ZZ L %i— )%—ZZ 1 bi ZH-Z (1—)\n)+27]:7:1 fnAn,dondeparal <i<I'yl<n<N,
Il

bizi =0, hn(1=An) =0, fodn =0, a,b, b, fn 20, > z=1 (3.14)
i=1

El estimador de mdxima verosimilitud de (z,A) es una solucién del siguiente sistema de

ecuaciones

OH O0H
= <gi<]
oz 0(1 7 I), 8)\

=0, (1<n<N) (3.15)

3.5. Algoritmo para la obtencién de estimadores de Maxima Verosimilitud

Para la estimacion de la intensidad y de la probabilidad de transicién del modelo, se introduce
el estimador de autoconsistencia de (z, \) y se muestra su relacién con el estimador de maxima
verosimilitud de (z, A) en el Teorema 2. Se define un estimador de autoconsistencia como aquel

que satisface las siguientes ecuaciones:

B n[Ni12(Qi)|D]/N* = 2z 1<i<I,
B 3[Ni3(Q)|D]/N* = 2z I<i<I,
B [Nas(t,) D]/ Ec n)[Y (t,-)ID] = Ay 1<n<N

donde para 1 < i < I, Ni12(Q;) es el nimero de observaciones que hacen una transicién de
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1 — 2 en el intervalo Q;, y para I < i < I', N13(Q;) es el niimero de observaciones que
hacen la transiciéon de 1 — 3 en el intervalo Q;. Ademds, para 1 < n < N, Y (¢} —) es el
nimero de observaciones que estén en el estado 2 en el instante ¢} —, y Na3(£};) es el nimero
de observaciones que hacen la transicion de 2 — 3 en el instante ¢;. Los esperados de las
transiciones se calculan bajo el valor real de (z, A), condicionados a la informacién disponible

de los datos D. Para llegar a la forma explicita de estas ecuaciones se introducen los siguientes

expresiones:
limi = Iﬂimz"' (L1(rs, m]) ,(1<i<I),(1<m< M) (3.16)
Zp:l Bpmzp (I1(rp, Bm))
— aijzl . / .
Rji 7 s (1<i<TI),1<5<) (3.17)
Zp:lapjzp

- At pu (TT(ris tar)) Bipruzi/ LY, (1<i<1),(1<u<U) (3.18)

" I(tarpu = €f_p)z/LY, (I<i<T),(1<u<U) '
 aigrem/LE + (s twae)) Biwrez/LE, (1 <i<1I),(1<e<C) (3.19)

e qigrem/LE, (I i< I),(1<c<C) |

Cada expresién en las ecuaciones (3.16) - (3.19) representa la probabilidad condicional de
una observacién que hace la transicién 1 — 2 en el intervalo (); con 1 < ¢ < I, o la transicién
1 — 3 en el instante Q; = ¢ ;con I <7 < [ ’. Cada probabilidad condicional es calculada
bajo el valor real de (z,\) condicionados a la informacién disponible de los datos contenidos
respectivamente segun las ecuaciones (3.1),(3.3),(3.4) y (3.5). También se consideran las si-

guientes expresiones:

I
pon = I(tm >5)>  pmil (Qi C [Lin, 1)), 1 <m < M,
=1

I
Tun = I(tarpu 2 65) Y 00l (Qi C [Largusty), 1<u<T,
=1

1
Ocn = I(tW-‘,-c > t:) Z'YczI(Qz C [LW-‘ert:;))’ 1<e<C,
=1
(3.20)

las cuales representan respectivamente la probabilidad condicional que una m-ésima obser-
vacién en la ecuacién (3.1), una wu-ésima observacién en la ecuacién (3.4), y una c-ésima

observacién en la ecuacion (3.5) estén en riesgo de transicién 2 — 3 en el instante ¢ —. Todas
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estas ecuaciones son demostradas en el apéndice A - 1.

Teorema 2

(a) Las ecuaciones de auto-consistencia en (3.16)-(3.16) toman la siguiente forma explicita:
paral <¢< T

M J = U C
> m=1 Mmi t Zj:l Bji + D et i + Doy Vei
zZi = N (3.21)

para [ <i < [T
J - U c
Ci I+ D51 Bji + Dyt T + D1 Ve
N*

(3.22)

2 =

yparal <n <N

N, = L0 S N & 5y T(taan = 8) 33 (3.23)

Z%:l Pmn + 25:1 Tun + chzl Ocn

(b) El estimador de maxima verosimilitud de (z,\) serd un estimador auto-consistente de
(z,A).

La demostracién de la parte (a) del Teorema 2 esta dada en el apéndice A - 2, y de la parte
(b) en el apéndice A - 3.

Las ecuaciones (3.21)-(3.23) sugieren un algoritmo para obtener el estimador de mdaxima
verosimilitud de (2, \). Se evaltian estas ecuaciones para un valor inicial (z(9, A(®)) generando
un nuevo valor (z(l), )\(1)), con el cual se repite el paso anterior. El proceso se detendra cuando
el criterio de convergencia este satisfecho.

El estimador de maxima verosimilitud siempre serd una solucién de las ecuaciones de auto-
consistencia, pero las ecuaciones de autoconsistencia pueden tener multiples soluciones que
no corresponden al estimador de maxima verosimilitud, es decir que no satisfacen las condi-
ciones en (3.14). Entonces, uno debe empezar el algoritmo con diferentes valores iniciales del
pardmetro y en caso de multiples soluciones, verificar cual de las soluciones satisface (3.14),

es decir la que maximice la funcién de verosimilitud.

Sea (2,)) el estimador de méxima verosimilitud de (z,\). Para r; < oo el estimador de

maxima verosimilitud de Fia es

0 (8 < ll)
Fio(s) = ¢ S0 15 (i<s<lip,1<i<I—1)
I ~
Zp:l Zp (5 2 TI)

e indefinido de otra forma, y el estimador de méaxima verosimilitud de Fi3 estd dado por
Fis(s) = Z]{:Hl 2,1(Q, < 5). Entonces F(s) queda definido como F(s) = Fia(s) + Fi3(s).
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El estimador de maxima verosimilitud de Agz(t) = SN, A I (¢ < t) esté definido para ¢ <

n=1

tmaz Pero indefinido para t > t,4z.

También es posible calcular las intensidades acumuladas A1s y A13, que son los estimadores

de méaxima verosimilitud de Aj2 y A13 usando las siguientes relaciones:

A1s(s) = Fia(du) {1 — F(u—)} "
(0,5]

A1s(s) = Fig(du) {1 — F(u—)}""
(0,5]

Se tienen las ecuaciones

Ao = Y a{i-Feo)})

i <8

Au) = Y ma{i- P}

=
€;<s

Por otro lado, para r; = oo (implica que Simar > Rmaz) entonces, para s < Spqq, los esti-
madores Flg(s) v Flg(s) quedan definidas como antes, mientras que para s > S;nqz, S€ tienen

dos situaciones:

Si s > Smaw > Rmaz V €4, entonces, por el Teorema 1, las dos funciones Fia(s) y Fis(s)

quedan indefinidas sobre Q = [$ymqz, 00

Si €l e = Smaz, €NtoONces para s > Smar, la funcion Fia(s) = Zé;i zp, por lo que Fip no

crece en (Q, a diferencia de Fi3 que si crece.
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Capitulo 4

Aplicacién del Modelo “Enfermedad-Muerte” a una
base de clientes de una AFP

4.1. Introduccién

En la actualidad, el sistema privado de pensiones estd conformado por cuatro empresas
privadas encargadas de administrar los fondos de pensiones, conocidas como AFP’s. La AFP
tiene como unico fin la administraciéon de los aportes de los afiliados y otorgar los servicios
de Jubilacién, Invalidez, Sobrevivencia y Gastos de Sepelio a sus afiliados.

Cualquier afiliado del sistema privado de pensiones puede trasladarse de una AFP a otra, a
través de lo que se denomina un Traspaso, sin embargo el Traspaso de un afiliado de una
AFP a otra implica una serie de costos administrativos y econémicos para la AFP. Por ello
resulta muchas veces mas rentable para la administradora retener a sus afiliados que captar
a nuevos afiliados, a largo plazo.

Existen criterios especificos que el afiliado considera para evaluar a una AFP, como son el
respaldo, la comisién, el costo de la prima del seguro, los servicios de asesoria y la informacion
que le brinda.

Una de las estrategias de la AFP es lograr niveles extraordinarios de servicio en asesoria e
informacién que permitan la retencién y captacién de nuevos afiliados. Es decir alcanzar un
nivel de servicio extraordinario que proporcione a los afiliados mayor satisfaccion, de manera
que se evite los traspasos por mala atencion.

La AFP cuenta con canales de atencién al cliente que garantizan la solucién y respuesta de
los reclamos de los afiliados. Estos reclamos son registrados en una base de datos y a cada
reclamo se le asigna un responsable que analiza la informacion recibida, efectiia las consultas,
acciones y coordinaciones hasta la soluciéon del reclamo.

La AFP posee un segmento de afiliados premium que son la unidad de observacién del
estudio, por ser afiliados con ingresos mensuales superiores a los diez mil soles, cuya retencién
resulta altamente rentable para la AFP. Para la investigacién se identificaron los principales
motivos de reclamo de estos afiliados, como la falta de asesoria e informacién, los errores o
diferencias en los datos registrados, la demora en los tramite, asi como disconformidades con
el estado de cuenta.

Con la finalidad de estimar el riesgo de traspaso de un afiliado premium dado el reclamo,

asi como los tiempos de permanencia del afiliado hasta la ocurrencia del reclamo o el traspaso,
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se realiz6 la aplicacién del modelo “enfermedad-muerte” de un proceso de Markov (descrito

en el capitulo 3) a una base de afiliados premium de una AFP (ver figura 4.1).

fre
ATLLuﬂdO [ 1

i

} Afiliado

stnreclamo con reclavao

Traspaso
del Afiliado

Figura 4.1: Modelo de “Enfermedad - Muerte” aplicado a una AFP

El modelo propuesto permite controlar dos formas de censura existente en este tipo de estu-
dios. La primera forma de censura se da porque el afiliado no realiza el reclamo en el instante
exacto en que ocurre el problema sino un tiempo posterior, generandose intervalos censura-
dos. La segunda forma de censura se da porque el afiliado no siempre realiza el reclamo en
el periodo de estudio, generandose pérdida de estado de transicién, es decir el afiliado puede

trasladarse o no a otra AFP, sin conocerse si realizé o no reclamo en algiin momento.

4.2. Descripcion de los Datos

Para la aplicacion del modelo, se asume que todos los afiliados premium parten de un
estado inicial “sin reclamo” en un tiempo 0, luego abandonan este estado inicial en un tiempo

S, y posteriormente realizan su traspaso a otra AFP en el tiempo T (ver figura 4.2).

Afiliado rReclamo Traspaso

\ 1

Figura 4.2: Tiempos de transicién en el modelo
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Se tienen M afiliados premium que realizan reclamos, de los cuales N afiliados ademds

deciden trasladarse a otra AFP (ver figura 4.3).

Afiliado ®Reclimo Traspaso
M
R L
Tm=C S= [Lw,Ru] =t

Figura 4.3: Afiliados tipo M y N

Se define:

5 { 1, indica que el afiliado premium realiza el reclamo
m

0, indica que el afiliado premium no realiza el reclamo

Supdngase que un m-ésimo afiliado realiza un reclamo en un intervalo censurado [Ly,, Ry,
donde Ly, < Ry, luego se traspasa a otra AFP en el tiempo ¢, para 1 < m < N, o no se

traspasa en t,, para m > IN, interpretdndose este suceso como:

{5m:1,Lmgngm,thm,mgN}u{5m=1,LmSSSRm,T>tm,N<m§M}

También existen K afiliados premium que se traspasan a otra AFP de manera directa, es
decir sin realizar reclamo (ver figura 4.4) ; donde un k-ésimo afiliado realiza su traspaso en

el tiempo ey:

{Tzek,lsk:sff},

Adfiliado rReclamo Traspaso

R L

=0 K -

I
0o
il

Figura 4.4: Afiliados tipo K
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Por otro lado, existen J afiliados premium que no realizaron reclamo ni traspaso (ver figura
4.5); donde un j-ésimo afiliado permanece en el estado inicial para un tiempo s;, es decir se

censura:

{S],]_S]SJ}

Atiliado rReclamo Traspaso

tt=0 t= g
Figura 4.5: Afiliados tipo J

En el modelo, ademés se consideran U afiliados premium que se traspasan a otra AFP, pero
se desconoce si realizaron reclamo o no, generandose pérdida de estado de transicién inter-

media (ver figura 4.6).

Afiliade reclamp Traspaso

b— = . - R
=0 S= [Lstrw, tiite]

Figura 4.6: Afiliados tipo U

Supdngase un u-ésimo afiliado sin reclamo en el tiempo Lps4,—, que hace su traspaso a otra
AFP en el tiempo tpr1,, v se desconoce si realizé reclamo o no en el intervalo censurado

[Laf4u, tar+uw—], interpretdndose este suceso como:

{0040 =1 Larga <8 <tpygu— T =ty U {0040 = 0,T = targu}
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Por ultimo, existen C' afiliados premium que no se traspasan pero se desconoce si realizaron

reclamo o no, generandose pérdida de estado de transicién intermedia (ver figura 4.7).

Afiliado reclawo TrASpaso

T B VP ; ) b | ey
e S= { Lwae, Twte] =~ Lw+

Figura 4.7: Afiliados tipo C

Supdngase un c-ésimo afiliado sin reclamo en el tiempo Ly 4.— y posteriormente censurado
en el tiempo ty 4. donde W = M + U, por lo que se desconoce si fue censurado en el estado

sin reclamo o con reclamo, interpretandose este suceso como:

{5W+c = 17 LW+C < S < tW-‘,—m T > tW-{—c} U {5W+c =3 07 T > tW—i—c}

En resumen, se tienen 5 tipos de afiliados premium: M, K ,J, Uy C , que se diferencian en

la forma en que hacen las transiciones por los estados del modelo.

Finalmente, se tiene que el ntmero total de afiliados atendidos por la AFP es
N*=M+U+C+K+J

4.3. Calculo de las Funciones de Tiempo y Riesgo

Para el cédlculo de las funciones de tiempo de reclamo, de traspaso y la funcién de riesgo,
se trabajé con una base de datos de afiliados del segmento premium que fueron atendidos
por la AFP, y a quienes se les hizo seguimiento durante siete meses. Para la estimacion de los
paramétros del modelo se utilizé el algoritmo de autoconsistencia descrito en la seccién (3.5),
lo que condujo al diseno de un diagrama de flujo (ver apéndice A.5) y a la elaboracién de
un programa en lenguaje R (ver apéndice A.4) para el cdlculo de los estimadores de maxima

verosimilitud.

Se realiz6 la aplicacién del modelo “enfermedad-muerte” bajo tres escenarios distintos, man-
teniéndose el periodo de tiempo de siete meses en cada caso, con el propodsito de comparar el
comportamiento de los afiliados y recomendar acciones correctivas. Con la ayuda del software

R project, se realizaron 30 iteraciones para los valores iniciales z(9) y A\(©) generdndose las
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funciones acumuladas de tiempo y riesgo segun el escenario.

Escenario 1: Reclamos y Traspasos Enero - Julio
En enero del 2009 se registraron 732 afiliados premium que fueron atendidos por la AFP, de
los cuales 125 realizaron reclamos. Posteriormente, a todos los afiliados se les hizo seguimien-

to hasta julio del 2009 registrandose 94 traspasos a otra AFP.

Traspaso
Reclamo | Tipo | Si  No | Total
Si M 113
N 12 125
No i I\l3
] 425
U 48
C 100 | 607
Total 94 638 | 732

Cuadro 4.1: Tipo de afiliado premium para el escenario 1

En el escenario 1 (ver cuadro 4.1), se tienen M afiliados (n =113) que presentan reclamo,
N afiliados (n =12) que realizan reclamo y traspaso a otra AFP, K afiliados(n =34) que
solo realizan traspaso a otra AFP, J afiliados (n =425) que no presentan reclamo ni realizan
traspaso a otra AFP, U afiliados (n =48) que realizan traspaso a otra AFP sin embargo se
desconoce si presentaron o no reclamo, y finalmente C' afiliados (n =100) que no realizaron

traspaso a otra AFP y ademaés se desconoce si presentaron o no reclamo.

Escenario 2: Reclamos y Traspasos Febrero - Agosto
En febrero del 2009 se registraron 752 afiliados premium que fueron atendidos por la AFP, de
los cuales 145 realizaron reclamos. Posteriormente, a todos los afiliados se les hizo seguimien-

to hasta Agosto del 2009 registrandose 93 traspasos a otra AFP.

Traspaso
Reclamo | Tipo | Si No | Total
Si M 134
N 11 145
No K 29
J 425
U 53
C 100 | 607
Total 93 659 | 752

Cuadro 4.2: Tipo de afiliado premium para el escenario 2
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En el escenario 2 (ver cuadro 4.2) , se tienen M afiliados (n =134) que presentan reclamo,
N afiliados (n =11) realizan reclamo y traspaso a otra AFP, K afiliados(n =29) que solo
realizan traspaso a otra AFP, J afiliados (n =425) que no presentan reclamo ni realizan
traspaso a otra AFP, U afiliados (n =53) que realizan traspaso a otra AFP sin embargo se
desconoce si presentaron o no reclamo, y finalmente C' afiliados (n =100) que no realizaron

traspaso a otra AFP y ademaés se desconoce si presentaron o no reclamo.

Escenario 3: Reclamos y Traspasos Marzo - Setiembre
En marzo del 2009 se registraron 775 afiliados premium que fueron atendidos por la AFP, de
los cuales 165 realizaron reclamos. Posteriormente, a todos los afiliados se les hizo seguimien-

to hasta setiembre del 2009 registrandose 95 traspasos a otra AFP.

Traspaso
Reclamo | Tipo | Si No | Total
Si M 155
N 10 165
No K 19
J 425
U 66
C 100 | 610
Total 95 680 | 775

Cuadro 4.3: Tipo de afiliado premium para el escenario 2

En el escenario 3 (ver cuadro 4.3), se tienen M afiliados (n =155) que presentan reclamo,
de los cuales N afiliados (n =10) realizan traspaso a otra AFP, K afiliados(n =19) que solo
realizan traspaso a otra AFP, J afiliados (n =425) que no presentan reclamo ni realizan
traspaso a otra AFP, U afiliados (n =66) que realizan traspaso a otra AFP sin embargo se
desconoce si presentaron o no reclamo, y finalmente C' afiliados (n =100) que no realizaron

traspaso a otra AFP y ademaés se desconoce si presentaron o no reclamo.
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4.4. Andlisis de los Resultados

Para el escenario 1 (ver cuadro 4.4), se puede observar por ejemplo que para el mes de
marzo la probabilidad acumulada de que un afiliado premium atendido realice reclamo es de
0.17, mientras que la probabilidad acumulada de que se traspase es de 0.06, con una tasa de

riesgo acumulada de 0.05 afiliados.

Mes Flg(S) Flg(s) F(S) f(S) A23 /\23
Enero | 0.067850 | 0.010457 | 0.078307 | 0.078307 | 0.013625 | 0.013625
Febrero | 0.117486 | 0.022408 | 0.139894 | 0.061587 | 0.040757 | 0.027132
Marzo | 0.170765 | 0.062916 | 0.233681 | 0.093787 | 0.054383 | 0.013626
Abril | 0.170766 | 0.129325 | 0.300092 | 0.066411 | 0.115580 | 0.061197
Mayo | 0.170767 | 0.219864 | 0.390632 | 0.090540 | 0.237854 | 0.122274
Junio | 0.170768 | 0.286282 | 0.457051 | 0.066419 | 0.319490 | 0.081636
Julio | 0.170776 | 0.340623 | 0.511399 | 0.054348 | 0.380747 | 0.061257

Cuadro 4.4: Funciones del tiempo y riesgo para el escenario 1

De estos resultados, se puede interpretar que para los afiliados premium que fueron atendidos
por la AFP entre enero y marzo 2009, la probabilidad de reclamo fue casi 3 veces mayor que
la probabilidad de traspaso, observandose poco riesgo de que un afiliado se traspase dado

que realizé reclamo.

Para el escenario 2 (ver cuadro 4.5), se puede observar por ejemplo que para el mes de abril
la probabilidad Fis de que un afiliado premium atendido realice reclamo es de 0.28, mientras

que la probabilidad Fi3 de que se traspase es de 0.10, con una tasa de riesgo Aog de 0.10

afiliados.
Mes Flg(s) F13(8) F(S) f(S) A23 )\23
Febrero | 0.054853 | 0.014939 | 0.0697928 | 0.069793 | 0.0210827 | 0.021082
Marzo | 0.110372 | 0.052003 | 0.1623758 | 0.092583 | 0.0362838 | 0.015201
Abril | 0.289813 | 0.100861 | 0.3906747 | 0.228299 | 0.1088516 | 0.072567
Mayo | 0.324216 | 0.179031 | 0.5032472 | 0.112573 | 0.2336294 | 0.124777
Junio | 0.324216 | 0.232776 | 0.5569929 | 0.053746 | 0.3289988 | 0.095369
Julio | 0.324216 | 0.276750 | 0.6009666 | 0.043974 | 0.3956848 | 0.066686
Agosto | 0.324222 | 0.310950 | 0.6351725 | 0.034206 | 0.4530515 | 0.057366

Cuadro 4.5: Funciones del tiempo y riesgo para el escenario 2

De estos resultados, se puede interpretar que para los afiliados premium que fueron atendidos
por la AFP entre febrero y abril 2009, la probabilidad de reclamo fue casi 3 veces mayor que
la probabilidad de traspaso, observandose bajo riesgo de que un afiliado se traspase dado que
realiz6 reclamo.

Para el escenario 3 (ver cuadro 4.6), se puede observar por ejemplo que para el mes de mayo
la probabilidad Fis de que un afiliado premium atendido realice reclamo es de 0.40, mientras

que la probabilidad Fi3 de que se traspase es de 0.17, con una tasa de riesgo Aoz de 0.16
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afiliados.
Mes Flg(s) F13(8) F(S) f(S) A23 )\23

Marzo 0.051618 | 0.040503 | 0.092121 | 0.092121 | 0.012241 | 0.012241
Abril 0.199490 | 0.093529 | 0.293019 | 0.200898 | 0.062614 | 0.050373
Mayo 0.406716 | 0.178367 | 0.585085 | 0.292066 | 0.169942 | 0.107328
Junio 0.406717 | 0.236698 | 0.643415 | 0.058330 | 0.238677 | 0.068735
Julio 0.406718 | 0.284422 | 0.691140 | 0.047725 | 0.291405 | 0.052728
Agosto | 0.406718 | 0.326842 | 0.733560 | 0.042420 | 0.341778 | 0.050373
Setiembre | 0.406720 | 0.395774 | 0.802494 | 0.068934 | 0.415687 | 0.073909

Cuadro 4.6: Funciones del tiempo y riesgo para el escenario 3

De estos resultados, se puede interpretar que los afiliados premium que fueron atendidos
por la AFP entre marzo y mayo 2009, la probabilidad de reclamo fue 2.3 veces mayor que
la probabilidad de traspaso, observandose bajo riesgo que un afiliado se traspase dado que

realiz6 reclamo.

En resumen, de los tres escenarios se tiene que la probabilidad de reclamo de un afiliado
en el mes de mayo es superior que en los meses de marzo y abril, pudiéndose atribuir este
comportamiento de reclamo al hecho de que los afiliados reciben su estados de cuenta en el

mes de mayo, esto les brindaria informacién actual para realizar un reclamo.

Es posible observar que la tasa de riesgo para los tres escenarios es baja, esto se interpreta
como que el nimero esperado de afiliados que se traspasan dado que realizan reclamo no llega
a un afiliado. Es decir que los reclamos serian factores de proteccion, resultando conveniente
para la AFP que un afiliado reclame, dado que un reclamo no solo ayuda a corregir las
deficiencias de la AFP, sino también es una oportunidad para establecer un contacto directo
con el afiliado, conocerlo, escuchar sus inquietudes, disconformidades y buscar soluciones que

permitan afianzar la fidelidad de los afiliados, que se traduce en menor cantidad de traspasos.
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4.5. Interpretacion de las Graficas

Se muestran las gréaficas correspondientes a la funcién conjunta acumulada de transicién
F(s) = Fia(s) + Fi3(s) y la funcién acumulada de riesgo Ags. En el escenario 1, se observa
que la probabilidad que un afiliado, atendido entre enero y julio, realice reclamo o se traspase
alcanza el 51.13 %.

Fis) = Fiz2(s) + F13(s)

05 - = '.
a4 ..o‘"
03 - - &'

0.2 - .."
0.1 - = .0“

Probabilidad del Evento

0 30 60 20 120 150 180 210

Tiempo de ocurrencia (en dias)

Figura 4.8: Funcién acumulada de tiempo F(s) (Escenario 1)

En el escenario 1, la funcién acumulada de riesgo Aoz presenta una mayor pendiente entre los
dias 138 y 152, que se interpreta como una mayor intensidad de traspasos dado el reclamo,

durante la segunda quincena del mes de mayo.

o Funcién de Riesgo _r"\za[t]

0.35 1 f .

0.3 A o*

0.25
ot
0.2 A ’

Intensidad Acumulada

a 30 60 20 120 150 180 210

Tiempo de ocurrencia (en dias)

Figura 4.9: Funcién acumulada de riesgo Aa3(s) (Escenario 1)
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En el escenario 2, se observa que la probabilidad que un afiliado, atendido entre febrero y
agosto, realice reclamo o se traspase alcanza el 63.51 %; con un incremento de reclamos a
partir del dia 76.

Fis) = Faz(s) + Fas(s)

0.8

0.7

06 gue ®

=
05 ’.,..0‘

‘.
0.4 -

0.3 +

Probabilidad del Evento

(0] 30 60 80 120 150 180 210

Tiempo de ocurrencia {en dias)

Figura 4.10: Funcién acumulada de tiempo F(s) (Escenario 2)

De igual forma, se observa que la funcién acumulada de riesgo Ao3 presenta una mayor pen-
diente entre los dias 108 y 122, que se interpreta como una mayor intensidad de traspasos

dado el reclamo, durante la segunda quincena del mes de mayo.

Funcién de Riesgo _r"\za[t]

0.2 A &
0:15 A .

0.1 A ‘I

0.05 &

Intensidad Acumulada

a 30 60 20 120 150 180 210

Tiempo de ocurrencia (en dias)

Figura 4.11: Funcién acumulada de riesgo Aas(s) (Escenario 2)
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En el escenario 3, se observa que la probabilidad que un afiliado, atendido entre marzo y
setiembre, realice reclamo o se traspase alcanza el 80.24 %; con un incremento de reclamos a
partir del dia 46.

Fis) = Faz(s) + Fas(s)

l'.
_ '.‘ TR
a.7 -

06 - ,-0“".

Probabilidad del Evento
e

0 30 60 90 120 150 180 210

Tiempo de ocurrencia (en dias)

Figura 4.12: Funcién acumulada de tiempo F(s) (Escenario 3)

Finalmente, se observa que la funciéon acumulada de riesgo Ass presenta una mayor pen-
diente entre los dias 78 y 92, que se interpreta como una mayor intensidad de traspasos dado

el reclamo, durante la segunda quincena del mes de mayo.

Funcién de Riesgo _r"\za[t]

0.2 A o

[
015 A 2

01 .f.
0.05 - "
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Figura 4.13: Funcién acumulada de riesgo Aas(s) (Escenario 3)
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Se mantiene una semejanza de comportamiento en la curvas de los tres escenarios, siendo este
comportamiento mas similiar en el caso de las graficas de As3, mientras que en las graficas
de F'(s) el comportamiento estd afectado por el mes de inicio del estudio y por el periodo del
escenario, ya que a medida que avanza el ano (mayor nimero de meses) se presenta casi la
totalidad de reclamos. Asi se puede notar que en el escenario 2 y 3, el valor de Fio es mayor

en relacién al escenario 1, lo que afecta a F(s).

Las graficas de As3 de los tres escenarios presentan un patrén de comportamiento similar,
en todas estas hay un segmento de curva que muestra una pendiente pronunciada durante el

mes de mayo.

Por otro lado, observar que los valores obtenidos de fi3 presentan un valor maximo en el mes

de mayo para cada escenario, tal como se muestra en el siguiente cuadro 4.7:

Escenario 1 Escenario 2 Escenario 3

Mes fiz(s) Mes fiz(s) Mes fiz(s)
Enero | 0.010457 Febrero | 0.014939 Marzo 0.040503
Febrero | 0.011951 Marzo | 0.037064 Abril 0.053026
Marzo | 0.040508 Abril | 0.048858 Mayo 0.084838
Abril | 0.066409 Mayo | 0.078170 Junio 0.058331
Mayo | 0.090539 Junio | 0.053745 Julio 0.047724
Junio | 0.066418 Julio 0.043974 Agosto 0.042420
Julio | 0.054341 Agosto | 0.034200 Setiembre | 0.068932

Cuadro 4.7: Funciones del tiempo de trapaso fi3(s) para cada escenario

De este 1iltimo anélisis, se deduce que tanto la intensidad de traspasos como la probabilidad

de que ocurra un traspaso sin haber hecho reclamo, es maxima en el mes de mayo.

La forma de las graficas de F'(s) del escenario 1 y del escenario 2 son parecidas y ambas
difieren del escenario 3. En el escenario 3, se nota que hay un crecimiento marcado entre el
dia 45 y 90, debido a un incremento de la Fio, lo que se interpreta como un mayor niimero

de reclamos en el mes de mayo.
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Capitulo 5

Conclusiones y Sugerencias (Generales

5.1. Conclusiones en relacion al modelo

= El modelo “Enfermedad - Muerte” esta orientado al andlisis de datos en individuos que
se encuentran en situaciones extremas como el desarrollo de una enfermedad terminal
0 en procesos en los que no existe retorno a un estado anterior como la pérdida de un

cliente.

= El modelo “Enfermedad - Muerte” obedece a un proceso de Markov el cual permite
analizar el comportamiento de individuos en diferentes estados y tiempos. Las varia-
bles consideradas en el modelo no tienen distribuciones conocidas, no poseen una forma

definida, por lo que se trabaja de forma empirica.

= El algoritmo de estimacién autoconsistente es una herramienta adecuada para el calcu-
lo de estimadores de maxima verosimilitud en modelos no paramétricos, con tiempos
en intervalos censurados y pérdida de estados intermedios, porque facilita los calculos

proporcionando férmulas que resultan explicitas.

= De la aplicacion del modelo, se tiene que no siempre es posible conocer el tiempo exacto
en que un cliente hace la transicion a un estado de reclamo. Considerar estos tiempos
como exactos podrian sobrestimar la funcién de intensidad de pérdida de clientes por
reclamo. El uso de intervalos censurados resulta conveniente para el tratamiento de este

tipo de datos censurados, debido a que mejora la precisién del estimador.

= Asimismo, la pérdida de informacién del estado intermedio hace que la intensidad de
pérdida de clientes se vea afectada, pudiendo aumentar o disminuir. El modelo con-
sidera tiempos potenciales de transicién para controlar la pérdida de informacién que

ocurre cuando los clientes no formalizan su reclamo.
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5.2. Conclusiones en relacion a la aplicacion a la AFP

» La probabilidad de traspaso fi3(s) estimada a partir del modelo muestra mayor mag-
nitud en el mes de mayo, pudiéndose explicar este comportamiento al hecho de que
en ese mes los afiliados reciben el estado de cuenta, lo que les permitiria contar con

informacién real para tomar decisiones.

» El comportamiento de la funcién conjunta de reclamos y traspasos F(s) = Fia(s) +
Fi3(s) esté afectada por el mes de inicio del estudio, observandose que en los meses con

mayor probabilidad de reclamo la curva F'(s) presenta pendiente pronunciada.

= La tasa de riesgo Aoz estimada a partir del modelo es pequena, interpretandose esta
como el esperado de que un afiliado que realiza reclamo se traspase a otra AFP; los
reclamos resultarian méas bien un factor de proteccion, pudiendo ser hasta favorable

para la AFP que un afiliado reclame.

= Kl comportamiento de la funcién de riesgo Aoz también posee un segmento de curva
donde la pendiente es maxima, lo que estaria explicado por un incremento en el riesgo

de traspasos dado el reclamo, durante el mes de mayo.

5.3. Sugerencias en relacion al modelo

= El modelo de estudio resulta limitado, no permite el retorno de un estado intermedio a
un estado inicial, solo la transiciéon a un estado final. En la realidad, en enfermedades
como el cancer o el VIH, los pacientes desarrollan eventos no fatales (enfermedades
oportunistas) que pueden recuperarse y posteriormente retornar a un estado inicial,

por lo que se podria ampliar el presente estudio, incluyendo esta posibilidad.

= Joly et al.(2002) desarrollé un método de estimacién de méxima verosimilitud pena-
lizado con el objeto de obtener estimadores suavizados, para las intensidades de tran-
sicién que no consideran las pérdidas de estados. Un tema interesante para una futura
investigacién seria adicionar en la funcién de verosimilitud estudiada por Joly et al. las

pérdidas de transicién definidas por Frydman (2008).

= Uno de los puntos débiles del modelo es que considera una poblacién cerrada, lo que
no esta acorde con la realidad y afecta al calculo de los estimadores. Por esta razén,
seria apropiado disefiar un modelo en el cual la poblacién no es cerrada y evaluar la

sensibilidad de los estimadores.
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5.4. Sugerencias para continuar la investigacion en la aplicacion a la AFP

Se recomendarfan las siguiente sugerencias:

= Dar mayor informacion al afiliado sobre los distintos canales que tiene para reclamar
como la agencia, telemarketing, la pagina web, el correo electrénico, etc., de manera
que estos reclamos se conviertan en una oportunidad para conocer mejor a los clientes y
estar atento a sus necesidades. Esta sugerencia se basa en el hecho de que los reclamos

han resultado ser un factor de proteccién para la empresa

= Adicionar a la entrega del estado de cuenta una encuesta simple que detecte el grado
de satisfaccién del afiliado y que a la vez sirva como un reclamo automatico. Esta su-
gerencia nace a partir de que el mayor nimero de traspasos ocurre en el mes de mayo,

cuando el afiliado recibe el estado de cuenta.

= Completar el estudio para un periodo anual, dividiendo a los datos segin la entrega
cuatrimestral de los estados de cuenta, con el objetivo de hacer una comparacién en el
movimiento de los clientes y recomendar propagandas o publicidad en los meses en que

el riesgo de traspasos por reclamo sea mayor.

= Replicar el calculo de Fia, Fi3, Asg segtin el motivo de reclamo, con la finalidad de
buscar soluciones en cada caso; asi como de investigar la importancia de cada motivo

de reclamo respecto del traspaso.
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Apéndice A

Resultados Teodricos

A.1. Definicion de las Ecuaciones de Autoconsistencia

Se definen las siguientes cantidades y se derivan estas expresiones para hallar las ecuaciones
en (3.16-3.19).

Para, 1 <m < N , v 1 <4 <1T; se puede demostrar la misma expresion para N <m< M.

pmi = :P(S€QiT =tn,S€ Ay, =P(SeQ;T=ty)/P(Se€A,T=t,)

= Bimzi (H("”i;%]) /Zl:ﬂpmzp <H(Tp7tm])
p=1
Bimzi (H('f'i, Rm]) /iﬁpmzp <H(7“pa Rm]) ;

Para, 1 <i<I' y1<j<J,

a. .z.
Bi; =: P(S € Q4|S = s5) = #
szl QpJZp
Para, 1 <:<I,y1<u<U
i = P (S €Qil{0m+u=1,Lytu <S5 <tmpu—, T =tyiut U{omsu = 0,5 = tariu})

P(S € Qi75M+u =1,T= tM-i—u)
AM +u fffﬁff (I1(ss tarvu)) dF12(s) + Fiz(tarsu) — Frs(tar+u—)

= AM+u (H(Ti, tM+u)) Bz’,M—Fuzi/Lg?

ypara, [ <i<I'1<u<U

Ni = P (S = 62(_]| {5M+u =1L, Lyt <SS <typu—,T = tMJru} U {6M+u =0,5= tMJru})

= I(tmru = €f_p)2i/Ly,
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Finalmente, para 1 <i < I,y 1 <c¢<C

Yei = P(S€Qi{owic=1Lwyie<S <twie, T >twict U{0wie=0,9>twic})
= P(S S Qi7 5W+C = 1)T > tW+C)/LcC + P(S S Qi76W+C - 07 S > tW+c)/LcC
= aigpezi/LE + (H(m tW+cJ> Biw-rezi/ LS
donde ~,; es la probabilidad condicional para una c-ésima observacién en (3.5) que hace una
transicion al estado 2, en el intervalo (); y es censurada por la derecha en el estado 2, en

tw e, O es censurada por la derecha en el estado 1, en Q.
Paral <i<I' yl1<c<C

Yi = P(S=e_[{owie=1Lwvic<S <twie;T >twict U {0wiec=0,5>twic})

c
= oy +c%i/L¢,

donde ~,; es la probabilidad para una c-ésima observacién en (3.5) que es censurada por la

derecha en el estado 1, en ty4. y hard una transicién final al estado 3, en el tiempo €] _;.

A continuacién, se definen las expresiones para las cantidades en (3.20), las cuales son:

S It = )P(S <ti|T =tp, S € Ap), 1<m < N
pmn = { I(tm > t5)P(S < t5|T > tym, S € Ap), N<m< M
Tun = T(targa > )P(S < 5, 0040 = 1T = tarsu, S > Laggu), 1 <u<U
Oen = L(twie > t0)P(S <t 0wiec=1T > twie,S > Lwie), 1 <ec<C,

dadas las definiciones de fmi, Mui ¥ YVei-

A.2. Demostracién de la parte (a) del Teorema 2

Se consideran las funciones indicadoras I, i Iiy Inigui Y Twe,i, tales que

Y { 1, si una j-ésima observacion en 3.3 hace una transiciéon 1 — 2 en @,

0, si no hace la transicién

para 1 < ¢ < I’. Las otras variables indicadoras tienen similar definicién, con respecto a las
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observaciones en (3.1), (3.4) y (3.5), respectivamente. Luego

J

E(N12(Q:)|D) = Z +ZIW+ZIM+M+ZIW+M J(1<i<T)

E(Ni3(Q:)|D) =

Ma

+Zlmz+ZIM+uz+ZIW+cz 7(I<Z§I/)
Para, 1 <i <[, y usando (3.16-3.19) se tiene

J J

Z =P(SEQiIS=s) =Y —i7 =3y

j=1 Zp 1%j%p =1

M N M
EO) Im) = EQ_ In) +E( ) Im)

m=1 m=1 m:N+1
N M
= Y P(S€QiT=tm,S€An)+ > P(SE€QIT>tn,S € Ap)
m=1 m=N+1

(H(Tu m] Bimzi <
ZII):I (H(rpv ]) ﬂpmzz mz:

U U
E(ZIM+U,Z') - ZP(SGQi‘{(sM-l-u:laT:tM—i-uaSGAM+u}U{5M+u:0aT:tM+u}
1

Il

U

(5M+u =1, T= tMJruyS € Q)
P(5M+u =1,T =tysy,S € AM+u) + P(5M+u =0,T = tM+u)

I
\Mq

)‘ (H(Tz'?tM-i-u 61 M+uzi
Lg Z Thui

Il
MQ

u=1

M~

P(S € Qi {5W+c =1,T>twie, S € Aw+c} U {5W+c =0,T > tW—l—c})

C
E(Z IW—i-c,z')
c=1

1

o
I

POwie=1,T > twie, S € Qi) + POwie =0,T > twye, S € Q5)
POwie=1,T >twie, S € Qi)+ P(Owse =0,T > twic)

Il
M=

1

S
Q |l

B i gy + ([1ris twae—]) Biwrezi
- Z Lg’ - Z'Yci

c=1 c=1

Entonces, para 1 <i <1,
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[N12 Qz |D ZM]%'*’ZMTM""ZUW"’Z’YCZ

a partir de FE[N12(Q;)|D] = N * z;, se tiene la ecuacién (3.21). Para I <i < I,

J J J
QijZi _
EQ L)) = PSEQIS>s) = —p—=> M
=1 01 2= apjzp j=1
U U ZI/ I(t -
i Ltvra =€)_1)%p
EQ Iuius) = » =2 U = —ZW
u=1 u=1

C C
QG J4cz
E(E IW+c,i) = . +CZ E Yei
c=1

c=1

asi entonces,

J U C
E[N3(Qa)ID] = ciot Y fiji+ Y Nui + Y Yei
j=1 u=1 c=1

a partir de EE[N13(Q;)|D] = N x z;, se tiene la ecuacién (3.22). Finalmente, se tiene que el

conjunto de ecuaciones en (3.16) toman la forma explicita dada en (3.23). Para 1 <n < N,

M
E[Ngs(tp)|D] = I < Ndn+ > I(tm <th)P(S <t;, T =13|T >ty S € Ap)
+ ZP S < t5,T =t5|S > sj)
+ ZI(tMJru = t;)P((;MJru = 1|S > LM+U7T = tM+u)
C
+ ) I(twae <t)POwye=1,8 <t T =t5|T > twic, S > L)
C
+ Y P(S <t T=15]8 > twyc)
se tiene que,

U U I
D Itarsu = ) PErrsu = 1S = Largas T = tarsa) = D T(taru = ) Y i

u=1 u=1
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Luego se considera,

Mz

E[Ya(t:—)|D] = I(n<N') Ity > t5)P(S < t5,T > t5|T = ty, S € Ap)
—
M
+ Y P(S<t,T>tT >1tm,S € Ap)
m=N+1
J U I
+ Y P(S<th,T>t5]8>55) + > I(tarsu =15) D Nui
j=1 u=1 i=1

+ ) I(taga > t5)P(S < 15, T > 4|7 = targus S > Lastu)
+ Y P(S <t5,T>th0wie=1T > twic,S > Lwsc)
+ Y P(S<th,T >8> twie)

y se comparan los términos en la expresién para E[Na3(t))|D] con los de la expresién para
E[Y5(t:—)|D], se obtiene

J J
N P(S<tp,T=thS>s) = MY P(S<t;,,T>th|S>s;)
j=1 j=1
C C
S P(S<tp,T=t5]8 > twie) = Z (S < t5,T >t%|S > twae)
c=1 =1
M
I < N')dp+ Y I(tm <th)P(S <t5, T =t5|T > ty,S € Ap)
mzN—i—l
M
=X Y I(tm <t)P(S <t} T > t3|T > tm, S € Ap)
m=N+1
C

S I(twie < t)POwie=1,8 <t T =t5|T > twie, S > Ly
c=1
C
=\ Zl(tw+c <t)P(S < t5,T > t5 dwae = 1T > twie, S > Liyye)

c=1

Se introduce la notacién en (3.20)
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U I
E[Na3(t3)|D] = MEYa(t,=)|D] = I(n < N')dp+ Y I(tariu = 1) Y i
u=1 i=1
M U
_)\n[z Pmn + Z
m=1 u=1
C
Tun + Z Ucn,] - O
c=1

que son las ecuaciones en (3.23). Esto completa la prueba de la parte (a) del Teorema 2.

A.3. Demostracién de la parte (b) del Teorema 2

Se consideran las ecuaciones de (3.14)

OH  Jlog L B
822' N 8ZZ

a+b=01<i<T)

se multiplica la expresion por z; y se hace la sumatoria respecto de 4

A continuacién se demuestra que a = N*. Para 1 <i < I, de (3.12) y (3.13)

J M
ZialogL - Z o — Z Bimzi ([] (ri, Rm])
(] i - I/ I/
0z j=1 2up=1%j?p =1 > p=1 Pomzp (I1 (rp, Bml)
U
At (TT(ris taria)) Biovvuzi
+ Z LU
u=1 u
C
o, g+ezi + ([1(ris twe)) Biwczi
+ Z ¢
c=1 ¢
J M U c
j=1 m=1 u=1 c=1
para [ <i < I
J U « c
'8logL — e, Qi Z; n Z I(tpw =€)z Z QG J+cZi
1 - 11— /
Oz j=1 >l iz u=1 Ly =1 Lg
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Por lo tanto, en efecto

I I I
810 L Olog L Olog L
a = g Z; & E zii@j + E 2 aj
i=1 ¢ i=I+1 v

S0 5] DSLIED YIS SN o3

i=1 \j=1
I/

J U C
+ Z Ci—I—i-ZﬂjH-ZUuH-Z%i
i=I+1 j=1 u=1 c=1
= J+K+M+U+C=N*

Ahora se multiplica la i-ésima ecuacién del primer conjunto de (3.14) por z; dando las si-

guientes ecuaciones para z;, 1< 7 < [

y para z;, I <i< 1T

J U c
Ci—I+Zﬂji +Znui +Z%i —N*2=0
j=1 u=1 c=1

que son las ecuaciones en (3.21) y (3.22). A continuacién se consideran las ecuaciones de
(3.14) para A, 1 <n < N.

M

log L d,

OlogL ho+ fo = I(n < Ny) — WS I € G
m=1

OAn An

_ Zz 1 T’Z, m]) I(t;kz € (’ria Rm])ﬂzmzz
Z Zz 1 (H(riv Rm]) BimZi

U
n Z I au = M) Sty ([T, tarse)) Biniu?i
LU
u=1

U *

_ Z I 4u # M) Mra Sony (T1ras tarsn)) Biparuzil (£ € (riytarsa))
LY
C 1
i1 (TT(ristwae)) Biw ezl (£, € (ristw i)
N Z ¢ = —hn+ frn=0
1 C
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se multiplica la n-ésima ecuacién por (1 — A\,,)\, resultando

M M T
(1= A)dnI(n < N1) = Ao Y I(t € G )\nzzu (% € (ri, Rm))
m=1 ’ II 1
+ (1_)‘)2 )\MJru—)\ Znuz
u=1 =1

v luego se despeja

U I
A = ll(n < N'Yd, + ZI(tM—I—u =t,) an

X

U I M
1n < N')dp + > I(tayra =t5) > i+ 3 It € Gi)
u=1 i=1 m=1

I
Z ,umif(t;; € (7“1', Rm])

=1

/s
I()‘M+u 7& An) Z nuil(t:; € (Tia tM+u))
=1

(= 1M

IS
Il
i

-1

I
Zf}/cz]t G TutWJrc])
=1

n
MQ

o
I
e

(A.@2)

Se puede demostrar que el denominador en la n-ésima ecuacion tratada, es la misma que la

de la n-ésima ecuacién en (3.23) , se prueban las siguientes tres igualdades:

M M M I
D pmn = 1< N)dy+ Y It €Gm)+ D> pmil (8 € (i, Ri])
m=1 m=1

m=1 =1
U U I

U I
> mun = D TOmu =) > i+ D T # An) D il (£, € (i, tarsn))
=1 u=1 =1

C c 1
Zacn = Z Z’Yczj t S T’LatW-i-c])
c=1

c=1 i=1
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se usan las expresiones para P, Tun ¥ Ocn, dadas en (3.20). Se tiene

M M 1
Z Pmn = Z I(tm > t;kl) Z,me (Ql [ m n))
m=1 m=1 =1

M
I m—f’< Zﬂmz Qz mat; +ZI >t* Zﬂmz Qz [mat:))
m=1

M
Ity = t7) Z“ml (Qi C [Lm t2))+ > It m:tZ)ZﬂmiI(QiC[Lmat:))

I
M= isz iMz

=1 m=N+1 =1
I M I
b > 1) il (@i € (Lot 4 D2 Tl > 1) S i (Qi € (B, 7))
m=1 i=1 m=N+1 i=1
M
= <N+ > I(tm >t Zumz (Qi C [Lim, 1))
m=N+1 i=1
N I
+ ZI(tm >t:)Z,U/mz (Qz [ ms n))
m=1 i=1

Se sustituyen las igualdades I(t,, > t}) = I(Ry, <t < tm) + 1t < Rp) y L(tm > t)) =
I(Ry, <t} <tm)+ It < R,,) en las tltimas expresiones dadas, se tiene

M N I
> pmn = <N+ > IR <th <tm) Y pmid (Qs C [Lm, t}))
m=1 m=1 ="
M I

V+1 i=1

+ th < R, Z,Usz Qz [ma n))

:ﬁ

m=1

M M I
— A N+ S I € G+ S 10 < B) S i [(Q1 € (L)
m=1 m=1 =1
M M I
= 1n<N)dp+ > It € Gm)+ > Y il (ri <t < Rp)
m=1 m=1 i=1

lo cual prueba la primera igualdad. De forma similar, se tiene que

nuzl( (Tl7tM+u)) = nuz‘I(Qi - [LM+U7t;))I(tM+u > t;)
Yeil (), € (riytwe)) = Yeil(Qi C [Lwe,th))I(twie > 1)
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luego

I U I

IOwsa = M) D i + Y I # M) D il (8, € (riy tarsa))

i=1 u=1 i=1

= Z tM+u—t Z?]m—f-zf UM >t an Qz LMJru) n))

u=1

U I
= > It > )Y nul() = meI(Qi C [Lartust))
u=1 i=1

u=1

1M

c I C

ZZ'YciI(t; € (ristwe]) = ZI(tW+c >t Z'ch tn € (Tistwe]) chn

c=1 i=1 c=1 =1

lo cual demuestra que el denominador es en efecto el mismo denominador de (3.23). Esto

completa la prueba de la parte (b) del Teorema 2.

A.4. Algoritmo de autoconsistencia para el calculo de EMV

Para importar los datos del archivo afiliados.txt

afp <- read.table("C:/Users/Genaro/Desktop/Afiliados.txt", header=TRUE,
sep="\t", na.strings="", dec=".", strip.white=TRUE)

Para asignar las variables M, N, J, Kt, U, C.
D=length(afp[,1])

i=1
1m=0
rm=0

tm=0

for(d in 1:D){

if(afpld,1]=="M"|afp[d,1]=="N"){
Im[i]=afpld,6];rm[i]l=afp[d,8];tm[il=afp[d,9];M=i;i=i+1;} else i=i
}

i=1
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1u=0
ru=0

tmu=0

for(d in 1:D){

if(afpld,1]=="U"){
lulil=afp[d,6];rulil=afp[d,8];tmuli]=afp[d,9];U=i;i=i+1}else i=i
}

i=1
1c=0
rc=0
twc=0

for(d in 1:D){

if (afpld,1]=="C") {
1c[il=afpld,6];rclil=afp[d,8];twcl[i]l=afp[d,9];C=i;i=i+1}else i=i
}

i=1

ek=0

for(d in 1:D){

if (afpl[d,1]=="K"){ek[il=afp[d,9] ;Kt=i;i=i+1}else i=i
}

i=1

sj=0

for(d in 1:D){

if (afpld,1]=="J"){sjli]l=afp[d,7];J=1i;i=i+1}else i=i
}

Observaciones 1: M, N, Kt, J, U, C
W=M+U

Mt=M+U+C

Ne=M+U+C+Kt+J

Conjunto de tiempos distinto
t=c(tm,tmu)

e=c(ek,tmu)

eke=as.integer(levels(factor(e)))
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tne=as.integer(levels(factor(t)))

Multiplicidades

dn=as.integer(table(t))
ck=as.integer (table(e))

Observaciones 2

K=length(eke)
N=length(tne)

kl=as.integer (levels(factor(ek)))

ni=as.integer(levels(factor(tm)))

Ki=length (k1)
Ni=length(n1l)

Cantidad de intervalos Qi

I=round (Mt/2)
It=I+K

Generando los limites de intervalos Qi

L=c(1lm,lu,lc,tne,sj)

R=c(rm,ru,rc,tne,sj)

amplitud=1

1=0

r=0

for(i in 1:I){

if (i<I) {
r[i]=1[i]+amplitud;
1[i+1]=r[i]+1}
else
r[i]l=1[i]+amplitud
}

Calculo de Alfa (Indicadora del tiempo de salida "S")

sjc= c(sj,twc)

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\ﬁNrgﬂl

S+l % UNIVERSIDAD
TESIS PUCP % UNIVERSID

DEL PERU

JC=J+C

a<-array(dim=c(It,JC))

I1=I+1

for(j in 1:JC){

for(i in 1:I){if(sjc[jl<=1[i]) ali,jl=1 else ali,jl=0}

for(i in I1:It){if(sjcl[jl<=ekel[i-I]) ali,jl=1 else ali,jl=0}
}

Imt=c(1m,lu,lc)

rmt=c(rm,ru,rc)

Cdlculo de Beta (Indicadora del tiempo de salida "S")

b<-array(dim=c(I,Mt))

for(m in 1:Mt){

for(i in 1:1){

if (Amt [m]<=1[i] & r[il<=rmt[m]) b[i,m]=1 else b[i,m]=0}
}

Valores iniciales

z=c(rep(1/It,It))
lambda=c (rep(0.5,W))

sum(z)

Creando la Funcién F= Prod(1 - Lambda)

F<-function(I,N,M,tne,rm){
g<-array(dim=c(M,N,I))
G<-array(dim=c(M,I))

for (m in 1:M){

for (i in 1:1){

for (n in 1:N){

if(r[i]l<tne[n] & tne[n]l<= rm[m]) glm,n,il=1-lambda[n]
else glm,n,i]l=1

}

G[m,i]l=prod(g[m,1:N,i])

}

}
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P=30
zl<-array(dim=c(P,It))
lambdal<-array(dim=c(P,N))

X<-function(z,lambda){

for (p in 1:P){

Célculo de la funcién producto (ri,Rm], (ri,tmu], (ri,twc]

RM=F(I,N,M,tne,rm)
TMU=F(I,N,U,tne,tmu)
TWC=F(I,N,C,tne,twc)

Calculo de LUu

I1=I+1

LU<-array(dim=c(U))

for (u in 1:U){

LU[ul=sum(z[I1:It])+lambda[M+u]l *sum(TMU[u,1:I]1*b[1:I,M+ul*z[1:I])}

Calculo de LCc

LC<-array(dim=c(C))
for (c in 1:C){
LC[c]l=sum(al1:It,J+c]l*z[1:I1t])+sum(TWC[c,1:I]*b[1:I,W+c]l*=z[1:I])}

Matrices de almacenamiento 1

mu<-array (dim=c(M,I))

for(m in 1:M){

for(i in 1:I){
mul[m,i]=(b[i,m]*z[i]*RM[m,i])/(sum(b[1:I,m]*z[1:I]*RM[m,1:I]))}
}
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mus<-array(dim=c(J,It))

for(j in 1:1){

for(i in 1:It){
mus[j,il=(ali,jl*z[i])/(sum(all:It,jl*z[1:It]1))}
}

eta<-array(dim=c(U,It))

I1=I+1

for(u in 1:U){

for(i in 1:I){
etalu,i]=(1lambda[M+u] *TMU[u,i] *b[i,M+ul *z[i]) /LU[ul}
for(i in I1:It){

etalu,i]l=(z[i])/LU[ul}

}

gamma<-array (dim=c(C,It))

for(c in 1:C){

for(i in 1:I){
gamma[c,il=(ali,J+c]*z[i])/LCLc]+(TWC[c,il*b[i,W+ul*z[i])/LC[c]}
for(i in I1:It){

gamma [c,i]l=(al[i,J+c]*z[i])/LC[c]}

}

Matrices de almacenamiento 2

rho<-array(dim=c (M) )
for(m in 1:M){rho[m]l= sum(mu[m,1:I])}

phi<-array(dim=c(U))
for(u in 1:U){phil[ul= sum(etalu,1:I]1)}

sigma<-array(dim=c(C))

for(c in 1:C){sigmalc]= sum(gamma[c,1:I])}

Algoritmo de Autoconsistencia z,lambda

for(i in 1:I){

z[i]l= (sum(mu[1:M,i])+sum(mus([1:J,i])+sum(etal1:U,i])+
sum(gamma[1:C,1])) /Ne

z1[p,il=z[il}
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for(i in I1:It){

z[i]l= (ck[i-I] +sum(mus[1:J,i])+sum(etal[1:U,i])+
sum(gamma[1:C,i]))/Ne

z1[p,il=z[i]}

for(n in 1:N){

lambda[n]l= (dn[n] +sum(etal1:U,1:I]1))/(sum(rho[1:M])+
sum(phi[1:U])+ sum(sigmal[1:C])) lambdal[p,n]=lambda[n]}
}

print(z1)
print(lambdal)
print (sum(z1[P,1:It]))

print ("F12(s)")
for(i in 1:I){print(sum(z[1:1]1))}

Y=I+1
print ("F13(s)")

for(i in Y:It){print(sum(z[161:1i]1))}

print ("Lambda 23(t)")
for(i in 1:N){print(sum(lambdal1:1i]))}

Algoritmo de autoconsistencia para calcular EMV

X(z,lambda)
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A.5. Diagrama de Flujo para el Calculo de Fiy, Fi3 y Ags
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