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RESUMEN

Esta tesis pretende identificar el conocimiento didactico-matematico que deberia tener un
profesor de matematica, en relacion con los sistemas de ecuaciones lineales, en la
secundaria peruana. Para ello, se ha adoptado el modelo del Conocimiento Didactico-
Matematico propuesto por Pino-Fan y Godino (2015), del cual se consideraran la

dimension Matematica y las facetas epistémica y ecoldgica de la dimension Didactica.

De esta manera, se busca poner al alcance de los docentes e investigadores en Didactica de
la Matematica una propuesta concreta, que podra ser tomada como base en procesos de

formacion inicial o continua de maestros de matematica.

Una de las etapas fundamentales del trabajo es la construccion de un significado de
referencia asociado a los sistemas de ecuaciones lineales, ademas de la determinacion de
indicadores sobre el conocimiento didactico-matematico que deberia tener el profesor de
secundaria, con respecto al mismo objeto de estudio. Este significado de referencia se
relaciona con el conocimiento del profesor de matematica y el contexto en el cual se
desenvuelve. Para lograr tal construccion se empled el andlisis de contenido de textos
escolares y no escolares, y se revisaron investigaciones que brindaron orientacion en

cuanto al modelo tedrico considerado, asi como a la metodologia.

La construccion del significado de referencia institucional, acerca de los sistemas de
ecuaciones lineales, incluye la identificacion de los diversos objetos primarios que
emergen de las practicas matematicas: situaciones-problema, lenguajes, definiciones,
procedimientos, propiedades y argumentaciones, todos ellos relacionados con los sistemas
de ecuaciones lineales. A partir de dicho significado, se proponen cuéles podrian ser los
conocimientos del profesor de matematica, en las dimensiones Matemaética (conocimiento
comun y ampliado) y Didactica (faceta epistémica y ecoldgica), asociada a los sistemas de

ecuaciones lineales.

A partir de esta identificacion, se podrian desarrollar nuevos trabajos que exploren las otras
facetas de la Dimension Didactica, como son la cognitiva, afectiva, mediacional e
interaccional, también de los sistemas de ecuaciones lineales, asi como la dimensién

Metadidactico-Matematica.
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INTRODUCCION

No hay duda que el rol que ejerce el profesor de matemaéticas en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la matematica es fundamental; sin embargo, como mencionan Pino-Fan y
Godino (2015), uno de los problemas mas interesantes en didactica de la matematica,
abordado en los ultimos afios, es el que se refiere en definir cuales son los conocimientos
del profesor de matemaéticas, en cuanto a los aspectos matematicos y didacticos, ya que

estos no habian sido problematizados antes.

Muchos docentes cuentan con los conocimientos matematicos pero no son capaces de
organizar estos conocimientos para el proceso de ensefianza-aprendizaje, por lo que
necesitan a la vez de conocimientos didactico-matematicos para dicho proceso. Debido a
esto, actualmente se necesitan de investigaciones basadas en modelos que analicen los
conocimientos del profesor de matematicas, que permitan organizar, analizar e interpretar

dichos conocimientos.

Este trabajo tiene por objetivo reconocer los conocimientos del profesor de matemaéticas de
secundaria, referente a los sistemas de ecuaciones lineales. Para ello se toma como base el
modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) propuesto por Pino-Fan y Godino
(2015), del cual se desarrollaran las facetas epistémica y ecoldgica de la faceta Didactica,
de dicho modelo.

El presente trabajo se ha organizado de la siguiente manera:

En el primero, se presentan algunas investigaciones que analizan cual deberia ser el
conocimiento que debe tener un profesor de matematicas, en relacion a los sistemas de
ecuaciones lineales y otros objetos. Algunas de ellas emplearon el modelo CDM. También
se describen los aspectos metodoldgicos que se consideraron en esta investigacion.

En el segundo capitulo, se presentan los principales elementos teéricos considerados en
esta investigacion, es decir, los relacionados con el Enfoque Ontosemiético del

Conocimiento y la Instruccion Matematica (EOS) y el modelo del CDM.

En el tercer capitulo, se propone un significado de referencia institucional para los sistemas

de ecuaciones lineales, en la educacion secundaria peruana. Para ello, se realizé el analisis
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de contenido de diversa bibliografia escolar y no escolar, asi como de trabajos de
investigacion en didactica matematica. En la descripcion del significado de referencia,

aparecen los objetos primarios que surgen y se emplean en las practicas.

En el cuarto capitulo, se propone una lista de indicadores del conocimiento que debe tener
un profesor de matemaética, sobre los sistemas de ecuaciones lineales. Para ello se ha
considerado un analisis de contenido de textos escolares y no escolares, el significado de
referencia elaborado en el capitulo anterior, ademas de las consignas o sugerencias que
plantean investigaciones en didactica como las de Godino (2009), y Pino-Fan y Godino
(2015). Los aspectos considerados estan relacionados con el conocimiento comudn y
ampliado del contenido, los que se desarrollan en la dimensién Matemaética del modelo del

CDM, y con las facetas epistémica y ecoldgica de la dimension Didéctica.

Por ultimo, se proponen algunas consideraciones finales que hacen referencia a los
antecedentes considerados, los objetivos planteados, elementos teéricos y metodoldgicos
empleados, asi como a los principales resultados de esta tesis. Ademas, se proponen

perspectivas para futuros trabajos de investigacion.

A continuacion se muestra en la Figura 1, un esquema del trabajo desarrollado en esta
investigacion. Los rectangulos blancos corresponden a las etapas consideradas en este
trabajo:

Inicia con el “Problema de investigacion”, en el cual se consideraran investigaciones
relacionadas con diversos modelos tedricos, conocimiento que deberia tener un profesor de
matematicas, en torno a los sistemas de ecuaciones lineales. Luego de lo cual se plantean la

pregunta de investigacion y los objetivos del trabajo.

Continla la “Metodologia” que se relaciona con los procedimientos que se seguiran en la
investigacion, asi como aspectos tedricos del modelo del Conocimiento Didactico-

Matematico, que ayudaran a fundamentar y relacionar los procedimientos desarrollados.

Se propone un “Significado de referencia” con respecto a los sistemas de ecuaciones
lineales, en la educacion secundaria peruana, en el que se identificaran los objetos

primarios y se clasificaran segun el modelo del Conocimiento Didactico-Matematico.
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Se presenta una propuesta de los “Conocimientos didactico-matematicos” en relacion a las
dimensiones Matematica y Didactica del modelo tedrico adoptado. Para la primera se
consideraran los Conocimientos Comun y Ampliado, mientras que para la segunda solo las

facetas Epistémica y Ecoldgica.

Finalmente se muestran los “Resultados y Conclusiones” de la investigacion realizada.

Metedologia

Pregunta de B Problema de
mvestigacion | mvestipacion

Sipnificado de

referencia

Figura 1 — Esquema de trabajo de la tesis.
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CAPITULO 1: EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

En este capitulo se muestran algunas investigaciones relacionadas con diversos modelos
teoricos, algunas de las cuales analizan el conocimiento que deberia tener un profesor de
matematicas, en torno a los sistemas de ecuaciones lineales, que es el objeto matematico de
estudio de esta investigacion. La finalidad es justificar la importancia de este trabajo ante
la comunidad cientifica y matemaética y brindar informacion de lo que se ha desarrollado
hasta el momento. De cada una de estas investigaciones, se presenta el objetivo, se sefiala
el marco tedrico en que se apoyaron, el objeto matemético de estudio, la metodologia
empleada, asi como los instrumentos de recoleccion de datos que se utilizaron y los
resultados que se obtuvieron. También se hacen explicitos los aspectos metodoldgicos que

se consideraran en este trabajo.

1.1.Investigaciones sobre el conocimiento didactico-matemético del profesor de

matematica

Existen algunos estudios sobre el conocimiento del docente en relacion a diferentes temas
especificos. En particular, se han realizado investigaciones sobre los conocimientos del
profesor, referente a la proporcionalidad (Rivas, Godino y Castro, 2012) o la derivada
(Pino-Fan, 2013), por citar algunos ejemplos. Otro de los trabajos analizados es el que
desarrollan Ferrini, Floden, McCrory, Burrill y Sandow (s.f.), ellos proponen una
metodologia basada en el marco tedrico que desarroll6 Shulman en el afio 1986, para el
conocimiento pedagdégico y del contenido referente al conocimiento del &lgebra. El
objetivo de Ferrini et al, es comprender y evaluar los conocimientos que presentan los

profesores para la ensefianza de algebra sobre expresiones algebraicas y ecuaciones.

Los autores desarrollan y aplican diferentes instrumentos, como por ejemplo el analisis de
textos, entrevistas a profesores y cuestionarios. Estos instrumentos se aplican a un grupo de
docente con la finalidad de evaluar sus conocimientos sobre algebra lineal a través del
estudio de las evaluaciones que proponen a sus alumnos. Esto es relevante para esta tesis,
puesto que los sistemas de ecuaciones lineales corresponden al campo del algebra lineal.
Ferrini et al (s.f.) proponen que el docente desarrolle tres practicas matematicas llamadas
Descomprimir, Recortar y De puente.
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A continuacion se presenta una breve descripcion de cada una de ellas:

e Descomprimir, implica utilizar todo su conocimiento para presentar situaciones mas
dificiles a los alumnos y estos puedan analizar el pensamiento matematico (aciertos y
errores), asi como seleccionar tareas adecuadas para sus alumnos. Por ejemplo,
mostrar la diferencia entre la solucion de una ecuacion con un conjunto finito de
soluciones y la solucién de una inecuacion con un conjunto infinito de soluciones.

e Recorte, implica reducir la complejidad de la matematica, para lo cual se seleccionan o
mantienen los conceptos matematicos pero con menos nivel de dificultad y asi los
alumnos entienden mejor las propiedades y caracteristicas de las expresiones
algebraicas y las ecuaciones.

e De puente, se refiere a la conexion de los conceptos matematicos con la realidad o con
la abstraccion propia de la matematica, por ejemplo, mencionan que el estudio y
comprension de las fracciones es muy importante para el desarrollo del pensamiento
algebraico. Analizan la relaciones que aparecen en algunos textos entre las funciones

lineales y las progresiones aritméticas, o entre las funciones lineales y cuadraticas

De esta manera, los autores aplican este cuestionario para analizar el conocimiento
matematico del profesor en dos areas previamente definidas: La primera sobre Expresiones
y ecuaciones algebraicas, que busca identificar las diversas notaciones, interpretaciones y
soluciones, asi como las dificultades que pueden surgir. La segunda area se refiere a las
relaciones lineales, lo que incluye representaciones (tablas, graficos, ecuaciones,
expresiones verbales), propiedades, y los comportamientos de relaciones y funciones
lineales y las situaciones en las cuales son utilizados. A partir de este trabajo, los
investigadores identificaron diversas dificultades que tienen los profesores en formacién en

estas areas.

Ferrini et al (s.f.) organizan la evaluacién con preguntas en funcion a categorias de

conocimiento de algebra para la ensefianza, como son:

e EIl conocimiento de contenido principal, que incluye las ideas principales y los
conceptos de estudio, los algoritmos aplicados o procedimientos, las estructuras de

organizacion y los marcos que sostienen el dominio matematico.
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e La representacion, referida a diferentes modelos utilizados para conceptos y
procedimientos, asi como las diversas formas de organizar la informacion y los
conceptos.

e EI contenido de trayectorias, es la comprension de los origenes y extensiones de
conceptos importantes y procedimientos (el saber, que es la base para ideas en el
dominio), asi como la comprension de las ideas que surgen y se hacen mas elaboradas
y eficientes.

e Las aplicaciones y contextos, se refieren al conocimiento de problemas que provienen
de situaciones, contextos, o circunstancias fuera o dentro del algebra, como por
ejemplo circunstancias diarias reales.

e El lenguaje y convenciones, implican al lenguaje matematico y la comprension de las
matematicas, siendo necesarios en términos de estructuras ldgicas y axiomaticas. Los
diversos significados usados en el algebra escolar pueden ser ambiguos para los
alumnos ya que no son usados coherentemente y son posiblemente confundidos con
los significados diarios de los estudiantes para estas palabras. El algebra escolar
implica ambas definiciones y convenciones de lengua.

e EIl razonamiento matematico y la prueba, existe una forma especial de razonar, por
ejemplo, el uso de analogias o argumentos para justificar respuestas, la aplicacion de
varias técnicas de prueba para tener argumentos validos. Se debe ser consciente de la
importancia de las definiciones y axiomas en el algebra, considerando los efectos que
pueden tener cambiar definiciones o suposiciones al usar equivalencias de axiomas, y

definiciones alternas.

En el estudio de Ferrini et al (s.f.), se pretende mostrar que no es solo necesario el
conocimiento matematico para la ensefianza, sino que es necesario utilizar procesos
didacticos que permitan esclarecer el conocimiento de expresiones algebraicas vy

ecuaciones.

Por ello, las practicas matematicas que proponen, Descomprimir, Recortar y De puente,
permiten organizar los conocimientos que debe tener un profesor de algebra, donde se
abordan los sistemas de ecuaciones lineales, que es el objeto matemaético de estudio de esta

tesis. Asi también, la clasificacion del conocimiento para la ensefianza del algebra, en este
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trabajo, tiene relacion con la tipologia de objetos matematicos primarios propuestos por el
modelo del Conocimiento Didactico-Matematico. Estos aspectos seran considerados en
nuestro analisis para guiar qué se debe indagar para reconocer los conocimientos del

profesor de secundaria.

Otros autores toman otros modelos tedricos para promover el estudio del conocimiento del
profesor de matematicas. Sosa (2012) desarrolla un articulo que tiene por objetivo
identificar y comprender el conocimiento matematico y didactico del profesor de
bachillerato, tomando como marco teoérico el modelo del Conocimiento Matematico para la
Ensefianza, mas conocido como MKT, por sus siglas en inglés (Mathematical Knowledge
for Teaching). El modelo MKT centra su desarrollo en el saber matematico que debe tener
un profesor, para desarrollar el proceso de ensefianza desde su practica docente. Asi
también, este modelo se basa en el trabajo de Shulman (citado por Sosa, 2012), adaptando
los dominios que este presentd, en dos dimensiones: Conocimiento del contenido y
Conocimiento didactico del contenido. El autor realiza una investigacion que adopta una
metodologia de tipo cualitativa y analiza el aspecto cognitivo de dos profesores bajo el
método de estudio de casos. Sosa indaga respecto a las Matrices, Sistemas de ecuaciones
lineales y Programacion lineal, cual es el conocimiento que deben tener los profesores.
Entre otros instrumentos que utiliza para recabar informacion, se emplean observaciones
en el aula, grabaciones de las sesiones que desarrollan los docentes, anotaciones,

cuestionarios y entrevistas.

Las preguntas de los cuestionarios se muestran en la tesis de Sosa (2011) y estas han sido
agrupadas considerando dos subdominios, sobre las matrices, sistemas de ecuaciones

lineales y programacion lineal:
En el subdominio Conocimiento Comun del Contenido se contemplan:

e Definir conceptos, reglas, propiedades, teoremas o métodos que presenta.
e Usar términos matematicos y notacion matematica.

e Mostrar la importancia de la notacion en matematicas.

e Operatividad, propiedades, utilidad o aplicacién de un concepto.

e Demostrar teoremas.
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Y en el Conocimiento Especializado del Contenido del profesor, Sosa (2011) propone:

e Conocer el significado de los conceptos.

e Justificacion de procedimientos.

¢ Identificar conceptos, propiedades, reglas, etc., ante una respuesta, pregunta o solucion
no estandar o inesperada de los estudiantes, lo que le permite saber si su razonamiento
matematico funciona en general o no, asi como justificar el pensamiento matematico
que utiliza el estudiante, o describir matematicamente el procedimiento que el
estudiante esta usando.

o Identificar la causa matematica de los errores comunes de los estudiantes.

e Conocer aspectos matematicos de especial importancia para la ensefianza, lo que le
permite distinguir la importancia de un aspecto matematico especifico para ensefiar el

contenido matematico.

Asi también Sosa (2011) muestra la Figura 2, donde indica las etapas del analisis de la

informacion recabada:

| ANALISIS DE LA INFORMACION

FUENTES SECUNDARIAS:
Cuestionarios

Entrevista

MNotas de campo

FUENTE PRIMARIA:
Clases grabadas y transcritas

1" acercamiento

cada profesora).
Obtencidn:
lista de descriptores.

2% acercamiento

3" acercamiento

4" acercamiento

5 acercamiento

Primera identificacion Seleccidn de Focalizacién v descripcidn Construccion ~ de  nuevos Codificacidn de los
de los subdominios del clases para con mayor detalle de cada descriptores y refinamiento de subdescriptores de los
CME en cada una de analizar en uno  de los subdominios los identificados en el primer subdominios del CME
las 30 clases (15 de profundidad. “visibles” del CME. acercamiento al  andlisis, plasmados en las modelaciones

Primera

Obtencion: Clases
seleccionadas.

Obtencién:  Registros  de
subdescriptores  de  los
subdominios del CME
plasmados en esquemas de

modelaciones del proceso de
ensefianza de cada profesora.

ademds de la verificacion de
que la informacién de los
subdescriptores corresponda a
e50s descriptones.

Obtencidn: Una clasificacion
refinada  y efiquetada de
descriptores de los
subdominios del CME.

Figura 2 —Analisis de la informacion.

Fuente: Sosa (2011, p. 62)
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del proceso de enseflanza de
cada profesora y verificacién de
que la adaptaciin de la
informacién evidenciada de la
prictica de las dos profesoras
corresponda con la recogida en
los subdescriptores y a su vez en
los descriptores.

Obtencidn: Subdescriptores
codificados de los subdominios
del CME.




Esta figura muestra el andlisis de la informacion que se encuentra desarrollada con base en
cinco fases (el autor las Ilama acercamientos): en el primer acercamiento identifica en las
clases grabadas a los profesores, qué subdominios del modelo MKT se pueden encontrar y
en base a ello define descriptores y los clasifica. Con la informacion anterior desarrolla un
segundo acercamiento, donde selecciona algunas clases para ser analizadas con mayor
precision los conceptos de Matrices, Sistemas de ecuaciones lineales y Programacion
lineal. Selecciona 8 clases de cada docente, de las 15 que habian sido grabadas, basado en
aquellas clases donde haya mayor presencia de indicadores o descriptores identificados en
el primer acercamiento. Para el tercer acercamiento, Sosa desarrolla el analisis de las clases
elegidas en el acercamiento anterior, en los cuales se consideran el titulo de la clase, el
objetivo de aprendizaje de la sesion, el desarrollo de la clase identificando los descriptores
y el cierre de la clase. El cuarto acercamiento permite crear nuevos descriptores hallados
en el analisis de las clases y ajustar aquellos ya identificados en el primer acercamiento.
También se corrobora que todos los descriptores han sido identificados totalmente. Lo que
Sosa (2011) pretende es organizar la informacion para un facil acceso. Ya en el quinto
acercamiento se codifican los descriptores mejorados segun los temas matrices, sistemas
de ecuaciones lineales y programacion lineal, lo que permitira especificar con qué
indicadores cuenta cada docente, relacionado con los subdominios del modelo tedrico del
MKT, que tiene que ver con el conocimiento del profesor, en el aspecto matematico y

didactico, asi como el curricular.

Los resultados de la investigacion indican que los docentes deberian desarrollar el aspecto
referente al subdominio Conocimiento del contenido y los estudiantes, pues no identifican
con claridad la manera de pensar y aprender de los estudiantes. También, enfatiza en la
dificultad que tienen los profesores para identificar los subdominios del MKT, ya que para
algunos de ellos, los indicadores y subdominios no coinciden en la misma clasificacion

personal del conocimiento que debe tener el profesor, segin el MKT.

Como conclusion, Sosa (2011) manifiesta que la identificacion de los descriptores del
conocimiento matematico y didactico del profesor, permitira reconocer y analizar el
conocimiento que tienen los profesores o de aquellos en formacidn, asi como qué ensefiar

en determinados temas, al diferenciar entre contenido e instruccion.
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Del trabajo de Sosa (2011) se consideraran la lista de descriptores o indicadores de los
conocimientos que debe tener un profesor con respecto a los sistemas de ecuaciones
lineales, que es interés de este trabajo de investigacion. Asi también, la clasificacion de
dichos conocimientos nos permitira reconocer, de manera mas sencilla, los conocimientos

del profesor sobre los sistemas de ecuaciones lineales.

Se han citado dos investigaciones, uno basado en el modelo de Shulman y otro en el
modelo propuesto por Ball, Hill y Schilling, el MKT. Pero también hay estudios enfocados
en otros modelos, como el desarrollado por Vasco (2015) en sus tesis de doctorado, en la
cual se hace un anélisis tomando como referencia al modelo Conocimiento Especializado
del Profesor de Matemaéticas conocido como MTSK (Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge). Su estudio se basa en indagar sobre el conocimiento didactico-matematico
del profesor de algebra lineal en el nivel universitario, acerca de matrices, determinantes y
sistemas de ecuaciones lineales. Emplea una metodologia cualitativa y el método de
estudio de casos para dos docentes del curso, con la finalidad de identificar cuéles son los
conceptos, percepciones, creencias sobre la ensefianza de la matematica, y cémo vincular
esas percepciones con el conocimiento especializado. Los datos son recogidos por Vasco
(2015), en base a las observaciones de clase y entrevistas semi-estructuradas, cuyos
resultados son organizados teniendo en cuenta dos temas: Conocimiento sobre matrices y,
Conocimiento sobre determinantes y sistemas de ecuaciones lineales. Analiza las
concepciones porque considera que existe un vinculo entre las concepciones del docente, el
desempefio en clase del mismo y la instruccion de los alumnos, lo que se refleja en el
proceso de ensefianza-aprendizaje. Para el analisis de las concepciones sobre la ensefianza
y aprendizaje de las matematicas de los dos profesores que participan en esta investigacion
se extrajeron unidades de informacion, principalmente de su practica, las cuales

permitieron realizar un informe preliminar.

Los cuestionarios propuestos a los docentes buscaron obtener informacion referente a su
experiencia, formacion docente y concepciones de ensefianza-aprendizaje sobre matrices,
determinantes y sistemas de ecuaciones lineales, asi como identificar los conocimientos y
dificultades de los alumnos en el desarrollo de estos temas, y su conocimiento sobre el

programa de estudio.
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Las sesiones fueron grabadas y observadas, y de esos resultados se identificaron aspectos
que refieren al conocimiento especializado de los docentes. Asi también, se desarrollaron
entrevistas a los docentes para indagar y analizar con mayor profundidad qué

conocimientos presentan, y asi complementar lo observado en las sesiones de clase.

Para el informe definitivo del analisis de las concepciones, Vasco (2015) consider6 algunas
respuestas de los profesores durante las entrevistas. Las categorias y subdominios del

modelo MTSK que se analizaron para los dos docentes se muestran en la Tabla 1:

Tabla 1

Categorias del MTSK de profesores de algebra lineal.

Dominio Subdominie Categoria v subcategoria

Definiciones

Fenomenologia y aplicaciones

Registros de representacion

Propiedades y sus fundamentos

KoT

,Como se hace?

;Cuando se puede hacer?

MK Por qué se hace asi?

Caracteristicas del resultado

Procedimientos

Conexiones de complejizacion

Conexiones de simplhificacion

Conexiones de contenidos transversales

Conexiones auxiliares

Formas de proceder

Teorias personales o mstitucionalizadas de ensefianza

KMT Recursos materiales y virtuales

Ejemplos para la ensefianza

Formas de aprendizaje

Fortalezas v dificultades asociadas al aprendizaje
PCK KFLM

Formas de interaccidn de los alumnos con el contenido matematico

Concepcrones de los estudiantes sobre matematicas

Contenndos matemsticos que se requieren enseflar

Nivel de desarrollo conceptual y procedumental esperado

Secuenciacion de diversos femas

Fuente: Vasco (2015, p.126)

El cuadro que organiza Vasco (2015) muestra como se clasificard el conocimiento con

base en el modelo MTSK, considerando dos dominios: Conocimiento Matematico (MK) y
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Conocimiento Didactico del Contenido (PCK). ElI MK se refiere a todos los conceptos y
procedimientos, organizacion de ideas, justificacion de procedimientos, formas de
comprobacion (KOT), relacidn con otros temas (KSM), metodologia utilizada, importancia
que le da a los temas (KPM) y otros aspectos matematicos como el lenguaje propio de la
matematica. EI PCK en tanto se refiere al conocimiento para el proceso de ensefianza-
aprendizaje de matemaéticas y tiene subdivisiones relacionadas con conocimientos para
ensefiar matematicas (KMT), del aprendizaje de las matematicas (KFLM), y los patrones

de aprendizaje matematico (KMLYS).

Luego de las entrevistas y las observaciones de clase, Vasco (2015) continda con el
andlisis de datos. Muestra en sus resultados que el conocimiento matematico sobre las
matrices y sistemas de ecuaciones lineales esta presente en los profesores y lo desarrollan
sin dificultad; sin embargo, no siempre logran conectarlo con situaciones en contextos
reales (como es el caso de las matrices). En cuanto a la ensefianza de los profesores, se
concluye que los conocimientos y concepciones que tienen, posibilitan una mejor
comprension de los temas que ensefian, ya que muestran métodos mas eficaces y préacticos,

con lo cual los alumnos disminuyen los errores y dificultades al realizar operaciones.

En términos generales, el trabajo de Vasco (2015) permite reconocer el conocimiento que
hay detras de las acciones del profesor en el aula. La clasificacion en dominios permite
establecer unidades de informacion que puede organizarse en episodios que refleja el
MTSK sobre matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales, y estos a su vez en
subdominios como KOT, KPM, KMT y KFLM, junto a la descripcion del conocimiento
matematico del contenido y conocimiento didactico del contenido detallado para cada una

de las categorias para el conocimiento especializado del profesor.

La investigacion respalda la validez del modelo MTSK en su aplicacion sobre el
conocimiento especializado del profesor en el nivel universitario, constituyendo una
herramienta valiosa para el analisis de dicho conocimiento. Para Vasco, la replicabilidad
de estos cuestionarios resultan ser muy importantes, ya que permiten indagar diferentes

temas, en diversos de niveles de educacion y en las demas ramas matematicas.
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Del trabajo de Vasco (2015) consideramos que el cuestionario aplicado en la entrevista
semi-estructurada y las respuestas a este, permitirdn reconocer el conocimiento del
profesor, asi también, la replicabilidad y adaptacion en el tema de sistemas de ecuaciones
lineales puede ayudar a identificar dicho conocimiento, lo que forma parte de los objetivos

planteados en esta tesis.

Otra investigacion que aborda la identificacion de los conocimientos que debe poseer un
profesor de matematicas es la realizada por Pino-Fan, Assis y Castro (2015), quienes
exploran las dimensiones matematica y didactica del modelo del Conocimiento Didactico-
Matematico del profesor. Dicho trabajo se realiza con profesores en ejercicio de
matematicas de primaria y secundaria, quienes cursan una maestria en la universidad de
Los Lagos, en Chile. La investigacidn es de tipo cualitativa, con metodologia de estudio de
casos Y se plantea una actividad que consiste en relacionar el nimero de cubos adyacentes
que forman una fila y el nimero de caras visibles en dicha fila de cubos. Los autores
plantean un cuestionario a los profesores con la finalidad de analizar el desarrollo de su
razonamiento algebraico. Como se indico, las preguntas estan relacionadas con dos de las
tres dimensiones del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico, que son la
dimension matematica y la didactica del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico.
Con respecto a la dimension meta-didactica-matematica, los autores indican que no surgio
analisis en la actividad propuesta por los autores, porque se enfocaron en el aprendizaje y

ensefianza de los estudiantes.

A su vez, en cada dimension se realiza un analisis mas exhaustivo de ambas dimensiones.
Para la dimensién Matematica analizan los conocimientos comun y extendido del profesor;
y para la dimensién Didactica analizan el conocimiento del profesor basados en las seis
facetas de dicha dimension: epistémica, ecologica, cognitiva, afectiva, interactiva y

medicional.

Los investigadores analizan las respuestas y las organizan, llegando a concluir, en cuanto a
la dimension Matematica, que los profesores resuelven problemas invocando al
conocimiento comun, pero algunos tienen ciertas diferencias cuando se indaga sobre su
conocimiento extendido, por ejemplo cuando relacionan tareas en diversos niveles

educativos, sin que todos coincidan en uno comun, por lo que sugieren realizar estudios
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sobre ello en futuras investigaciones que permitan establecer una concordancia. En cuanto
a la dimension Didéactica, se analizan las respuestas y se hacen conclusiones sobre cada
faceta: En la faceta epistémica, los profesores solicitan desarrollar tareas que permitan
generalizar a los alumnos aspectos algebraicos, pero la forma de llegar a esa generalizacion
no es eficiente en algunos casos, inclusive alguno no usa formas algebraicas. Y cuando se
les solicita otra forma de solucién, en algunos casos manifiestan que no es posible. Para
Pino-Fan, Assis y Castro (2015), esto evidencia un bajo nivel de conocimiento respecto a
la faceta epistémica por parte de algunos docentes. En la faceta ecoldgica, los docentes
relacionan la actividad con los grados en los cuales desempefian la profesion, lo que
muestra conocimiento del curriculo, pero también los autores concluyen, a partir de las
respuestas al cuestionario y las entrevistas, que los docentes tienen poca experiencia con
aspectos relacionados al razonamiento algebraico. En la faceta cognitiva, los docentes
reconocen que los alumnos tienen problemas de generalizacion, ademas de manifestar
errores al considerar las caras de los cubos que no son visibles. En la faceta afectiva, los
docentes afirman que el uso de materiales que puedan manipular o programas
computacionales motivarian a los alumnos establecer la relacion de los cubos y sus caras
visibles. Desafiarlos como si fuese un reto, podria ser otra forma de lograr lo deseado.
Ademas, esta faceta y la cognitiva permiten determinar las dificultades y errores de los
alumnos, pero los profesores no saben cémo dar solucién a dichos errores, aduciendo a
falta de capacidad o habilidad en matematicas, como el pretender hallar la relacion entre el
namero de cubos en la fila y el nimero de caras visibles. En la faceta interaccional, indican
que los docentes sugieren que, para optar por otras estrategias, los alumnos necesitan
manejar generalidades algebraicas, sino tendran dificultades. Y en la faceta medicional,
proponen que el trabajo con material apropiado facilita generar conocimiento en los

alumnos.

Los investigadores concluyen que el modelo del Conocimiento Didactico-Matematico
permite un mejor estudio que otros modelos desarrollados hasta aqui, pues brinda
herramientas de andlisis &mbitos no vistos, por ejemplo, el andlisis de las facetas afectiva,
interaccional y medicional, lo que permite crear un mejor conocimiento del profesor, para

desarrollar un ideal proceso de ensefianza-aprendizaje. También, indican que aun cuando
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los profesores son capaces de resolver problemas, es necesario promover todas las facetas
conocimientos del profesor, en términos del modelo del Conocimiento Didactico-
Matematico para lograr un eficiente proceso de ensefianza-aprendizaje, con mayor énfasis
en matematicas. Algunos conocimientos matematicos no son asimilados por muchos
alumnos debido a las deficiencias en los primeros afios de educacion. Esto implica seguir
en la capacitacion y formacion continua de los docentes, para que ellos puedan desarrollar

las diversas facetas del modelo del Conocimiento Didactico-matematico.

Del trabajo de Pino-Fan, Assis y Castro (2015) se tomaran en cuenta el cuestionario que
aplican, asi como el analisis de las respuestas de los profesores participantes en el estudio,
ya que ayudan a reconocer el conocimiento de los profesores en las dimensiones
matematica y didactica, desde el punto de vista del modelo del Conocimiento Didactico-

Matematico en relacion a los sistemas de ecuaciones lineales.

Otro trabajo es el que presenta Pino-Fan (2013) quien muestra resultados de la aplicacion
de un cuestionario sobre el conocimiento de la derivada, a un grupo de profesores en
México, quienes son evaluados con respecto a la faceta epistémica, del Conocimiento
Didactico-Matematico. Es un trabajo de tipo mixto, es decir, cualitativo por su analisis
sobre las configuraciones cognitivas sobre la derivada, en los profesores, y cuantitativo por
considerar el nivel de respuesta a las preguntas del cuestionario. Ademas, para la
recoleccion de datos se aplicd un cuestionario y entrevistas estructuradas y semi-

estructuradas, asi como el analisis de textos.

Los aspectos relevantes de dicho trabajo son los referidos al disefio del cuestionario que
evalla el conocimiento de los profesores y la construccion del significado de referencia
sobre el objeto derivada. Se muestra la construccion del significado de referencia de la

derivada a partir de su evolucién en el tiempo y considerando aspectos epistemoldgicos.

Con base en los tres aspectos mencionados anteriormente, de la faceta epistémica, se

construy0 un cuestionario, relacionado con:

e El significado global de la derivada, que se refiere a la identificacion de los conceptos
de derivada, tales como: la pendiente de la recta tangente, la razon de cambio

instantanea y la tasa instantanea de variacion.
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e Las representaciones de la derivada, que implican: representar una funcion en distintas
formas, cambiar de representacion de una funcién por su derivada, y representar la
derivada de una funcion en distintas formas. De esta manera, se pueden analizar las
representaciones de una funcion y su derivada través de diversos lenguajes: verbal,
gréfico, simbdlico y tabular.

e El tipo de conocimiento en la faceta epistémica, es decir, el conocimiento comdn, que
permiten solucionar tareas; el conocimiento especializado, que permite el uso de
diversas representaciones, significados, aplicacién de procedimientos, argumentar
correctamente, reconocer conocimientos presentes en la solucion de tareas; y el
conocimiento ampliado, que permite la generalizacion de tareas con respecto al
conocimiento comun o especializado, como vincular con otros objetos presentes en el

curriculo.

Para la clasificacion de las diversas concepciones de la derivada y la construccion del
significado de referencia global de la derivada, Pino-Fan (2013) analiza los hechos
historicos-epistémicos respecto a la aparicion y evolucién de la derivada, por ejemplo: la
matematica griega entre los afios 300 y 200 a.C., la variacion en la Edad Media (entre los
siglos XIV y finales del XVI), la creacion, desarrollo y rigor del calculo diferencial (siglo
XVII al XIX) y la generalizacion de la derivada. Estos aspectos historicos permiten al
autor, organizar nueve sistemas de practicas agrupados en tres configuraciones que son las
situaciones con tangentes; maximos y minimos; y velocidades. A partir de ello se
organizan las demas situaciones asociadas a un respectivo significado de la derivada. Cabe
resaltar que para lograr el estudio de los diversos momentos histéricos-epistémicos de la
derivada, el autor hace un estudio y analisis de materiales bibliogréaficos, como manuales,
investigaciones didacticas, libros de texto, planes de estudio. En esta investigacion también
se considerard un andlisis de contenido de diversa bibliografia relacionada a los sistemas

de ecuaciones lineales.

Pino-Fan (2013) resalta la importancia de elaborar un significado global de referencia en
torno a la derivada, ya que, desde el Enfoque Ontosemiético del Conocimiento y la

Instruccion Matematicas, este significado holistico posibilita comprender los sistemas de
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préacticas relacionados a las diversas situaciones-problema y determinar cuéles seran los

otros significados institucionales, es decir, el pretendido, implementado y el evaluado.

Pino-Fan (2013) también presenta un cuestionario que permitird evaluar la faceta
epistémica de los profesores con respecto a la derivada. Este instrumento ha sido disefiado
a partir de un plan piloto y la validacion de expertos en calculo diferencial. Se consideran 3
aspectos importantes para su elaboracion: primero, comparar el nivel de significado
personal de profesores contra el significado global de la derivada.; segundo, se refiere a las
representaciones relacionadas a la derivada, tanto en la conversion y tratamiento entre las
diversas formas de representacion y; tercero, el conocimiento didactico-matemético del
profesor en cuanto a su conocimiento comun, especializado y ampliado. Ademas, el autor
evalta cual es el nivel de idoneidad epistémica en el curriculo de matematicas cuando

analiza informacion bibliogréfica (textos, respuestas de cuestionarios o entrevistas).

Como resultado de dicha investigacion, el autor concluye que algunos profesores
manifiestan dificultades en las representaciones de la derivada, a la vez que no establecen
conexion entre los diferentes significados de la derivada. También presentan problemas
relacionados al conocimiento especializado y ampliado sobre la derivada, ya que
encuentran problema al resolver tareas con modelacion. Por ello, el autor enfatiza en la
necesidad de orientar, desarrollar y potenciar los conocimientos de los profesores de
bachillerato, referidos con la derivada y recomienda brindar sesiones adecuadas de

ensefianza-aprendizaje a los alumnos.

Este trabajo de Pino-Fan (2013) brinda ideas para construir el significado de referencia de
los sistemas de ecuaciones lineales en esta tesis. La clasificacion de las configuraciones y
la identificacion de los objetos matematicos en cada una de ellas, como son las situaciones-
problemas, los lenguajes, los procedimientos o justificaciones, que emergen de las
practicas, permitiran identificar el conocimiento didactico-matematico del profesor sobre
nuestro objeto matematico de estudio. A su vez, el analisis de los libros que hace Pino-Fan
en su trabajo, nos orienta sobre la manera de relacionar los resultados del analisis de textos
matematicos y escolares, asi como del curriculo de matematicas con respecto a los

sistemas de ecuaciones lineales, con las facetas epistémicas y ecoldgicas del modelo.
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Otro estudio que permite identificar los conocimientos del profesor es el que presenta
Escudero (2017), basado en el modelo del Conocimiento Didactico-Matematico, y cuyo
centro de atencion fue el reconocimiento de dicho conocimiento en la faceta epistémica
sobre las funciones lineales y cuadraticas. La investigacion es de tipo cualitativo y se hace
un analisis tedrico, pues es una propuesta sobre los conocimientos del profesor, apoyada en
analizar textos escolares y no escolares de matematica, asi como investigaciones en
didactica de la matematica. EI método de investigacion es el andlisis de contenido de
textos, que segun Lopez (2002), es una técnica que permite analizar las ideas de los
documentos tratando de cuantificarlas. Se basa en buscar palabras u otras simbologias que
aparecen en el contenido de la comunicacion, situdndose en la légica de las
comunicaciones interhumanas. Este trabajo también analiza el constructo llamado
Razonamiento Algebraico Elemental para que ayude en el reconocimiento y valoracion de
las tareas relacionadas con las funciones lineales y cuadraticas. Este constructo muestra
diversos niveles de algebrizacion que permiten desarrollar progresivamente las
caracteristicas algebraicas, durante las practicas al solucionar tareas. Cada nivel presenta
objetos y procesos que aparecen de las actividades matematicas. Para lograr estos niveles
se analizan los objetos ostensivos (faciles de percibir o mostrar a otra persona) y objetos
intensivos presentes, a la vez que se identifican los simbolos que utilizan, los objetos

intensivos que manejan durante los célculos y la generalizacién

Escudero (2017) construye el significado institucional de referencia de las funciones
lineales y cuadraticas, a partir del estudio de los textos utilizados en secundaria, educacion
superior e investigaciones, lo que le permite clasificar situaciones y organizar practicas
matematicas que sean consideradas en la formacién de profesores. Luego, presenta listas
de indicadores de conocimientos, para la faceta epistémica del modelo del Conocimiento

Didactico-Matematico y en relacién al razonamiento algebraico elemental.

Escudero (2017) concluye que no es suficiente solo el conocimiento matematico del
profesor para el proceso de ensefianza-aprendizaje, sino que, considerando los analisis de
su estudio, es necesario identificar otros aspectos en cuestidn de didactica, por lo que los se

muestran una serie de tipologias situacionales y conocimientos ideales. También menciona
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que al ser el modelo del Conocimiento Didéctico-Matematico muy amplio, es necesario
realizar investigaciones sobre las demas facetas del modelo.

Este trabajo orienta en la forma que se podrian analizar los textos para conseguir la
construccién del significado de referencia de los sistemas de ecuaciones lineales, asi
también los elementos que encuentra de dicho analisis y la tipologia que define para estos
objetos primarios, son muy relevantes para esta tesis. Por otro lado, los indicadores que
plantea en su trabajo sobre el conocimiento del acerca de las funciones lineales y
cuadréticas, tienen relacion con nuestro objeto matematico de estudio, por lo que

evaluaremos cudles podriamos considerar.
1.2 Justificacion y Objetivos de la investigacion

En los dltimos afios, se han desarrollado numerosas investigaciones sobre el conocimiento

que debe tener el profesor de matematicas, a partir de diversos modelos tedricos.

Sin embargo, dada la gran variedad de objetos matematicos, es necesario realizar méas
investigaciones en Did4ctica de la Matematica orientadas a la construccion de instrumentos
que permitan identificar el conocimiento didactico-matematico para temas especificos. Asi

por ejemplo:

e Gonzato, Godino y Neto (2011) presentan una evaluacion del conocimiento
didactico-matematico del profesor sobre la visualizaciobn de objetos
tridimensionales, explorando la facéta epistémica, desde el marco del Enfoque
Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS).

e Rivas, Godino y Castro (2012) hacen un analisis epistémico, desde el Enfoque
Ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS), que permite
desarrollar el conocimiento especializado del contenido del profesor con referencia
a la proporcionalidad.

e Pino-Fan (2013) realiza una investigacion que analiza la faceta epistémica del
modelo del Conocimiento Didactico-Matematico del profesor sobre la derivada.

e Vasquez (2014) desarrolla una tesis doctoral sobre la evaluacion de los

conocimientos del profesor para ensefiar probabilidad, donde brinda indicadores
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relacionados al conocimiento comun, ampliado y especializado, mediante el uso del
Enfogque Ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematica (EOS)

e Vasco (2015) realiza un estudio sobre el conocimiento especializado del profesor,
acerca del algebra lineal, basado en el modelo del Conocimiento Especializado del
Profesor de Matematicas, acerca de las matrices, determinantes y sistemas de
ecuaciones lineales.

e Sepulveda (2016) hace un analisis del conocimiento del profesor universitario
sobre el objeto Campo, en referencia a la faceta epistémica del modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico.

e Asi también, Escudero (2017) muestra su trabajo basado en reconocer el
conocimiento del profesor en la faceta epistémica, sobre las funciones lineales y

cuadraticas, con base en el modelo del Conocimiento Didactico-Matematico.

Este trabajo de tesis pretende indagar por el conocimiento del profesor de matematicas en
la educacion secundaria, pero referido a los sistemas de ecuaciones lineales. Este estudio
tendré un alcance sobre los sistemas que estan conformados por 2 o 3 ecuaciones lineales,
tema que figura en la reciente publicacién Curriculo Nacional de Educacion Basica
(PERU, 2016), en el cual se considera el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales en
la educacion secundaria. El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales se encuentra en
el nivel 7 de los estandares de aprendizaje esperado en los alumnos, asociado con la

competencia. En el Curriculo Nacional se detalla lo siguiente:

Resuelve problemas referidos a analizar cambios continuos o periddicos, o
regularidades entre magnitudes, valores o expresiones, traduciéndolas a expresiones
algebraicas que pueden contener la regla general de progresiones geomeétricas,
sistema de ecuaciones lineales, ecuaciones y funciones cuadraticas y exponenciales.
Evalua si la expresion algebraica reproduce las condiciones del problema. Expresa
su comprension de la regla de formacién de sucesiones y progresiones geomeétricas;
la solucion o conjunto solucion de sistemas de ecuaciones lineales e inecuaciones;
la diferencia entre una funcion lineal y una funcion cuadratica y exponencial y sus
parametros; las usa para interpretar enunciados o textos o fuentes de informacion

usando lenguaje matematico y graficos. Selecciona, combina y adapta variados
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recursos, estrategias y procedimientos matematicos para determinar términos
desconocidos en progresiones geométricas, solucionar ecuaciones lineales o
cuadraticas, simplificar expresiones usando identidades algebraicas; evalia y opta
por aquellos mas idoneos segun las condiciones del problema. Plantea afirmaciones
sobre enunciados opuestos 0 casos especiales que se cumplen entre expresiones
algebraicas; asi como predecir el comportamiento de variables; comprueba o
descarta la validez de la afirmacién mediante contraejemplos y propiedades
mateméticas (PERU, 2016, p.139).

Como se puede apreciar, la competencia Resuelve problemas de regularidad, equivalencia
y cambio, establece algunas consideraciones como usar ecuaciones que permitan establecer
relaciones entre magnitudes, asi como usar estrategias que permitan resolver problemas.
Estas estrategias deben ser proporcionadas por el docente, por lo cual es imprescindible
que los profesores de educacion secundaria desarrollen herramientas para ser usadas en su
labor docente. Es importante considerar que el desarrollo de los sistemas de ecuaciones
lineales tiene utilidad en diversos contextos reales, propios de la matematica y fuera de
ella, lo que muestra la existencia de conexiones con otros temas de estudio. En los
antecedentes, algunas investigaciones desarrollan el conocimiento de los profesores sobre
los sistemas de ecuaciones lineales pero desde marcos teoricos diferentes al que se toma en

esta investigacion, que es el modelo del Conocimiento Didactico-Matematico.

Del mismo modo, el Curriculo Nacional (PERU, 2016) brinda orientaciones pedagdgicas a
los docentes para desarrollar el proceso de ensefianza-aprendizaje, en el capitulo VI de
dicho documento. Se incluyen entre ellas, el hecho que el profesor cree situaciones
significativas que permitan tener elegir algin esquema de solucion y que generen interés
en los alumnos, pues asi ellos sentiran la necesidad de ampliar sus conocimientos.
Finalmente, se sefiala que deben partir de conocimientos previos que son la base del
aprendizaje; ensefiar a los alumnos desde sus errores, pues es una manera de aprender, lo

que permite analizar los factores de decision que los condujeron a su respuesta errada.

Todo esto implica que el docente tenga la capacidad de seleccionar y organizar de manera
acertada el conocimiento que tiene y pueda brindar la informacion apropiada, a fin que

puedan ser asimilado de manera eficiente. Sin embargo, aun existen brechas de
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desigualdad en aprendizaje tal como ha venido ocurriendo en nuestro pais en los Gltimos
15 afios, tal como lo indica UNESCO (2017), que ademas menciona la importancia que
existe sobre la preparacion del profesor. En el Perd, la formacion inicial de los profesores
estd a cargo de institutos pedagodgicos y facultades de universidades, pero en la ultima
década la cantidad de alumnos en carreras de educacion ha descendido y los programas de
estudio no han cumplido con las exigencias de la realidad social. Por ello, es urgente la
creacion de un sistema integral de formacion de profesores que permita desarrollar dichos
conocimientos en el profesor. Existe una iniciativa y motivacion para evitar que siga el
descenso de alumnos en carreras de educacion, como la del Ministerio de Educacién, que
ha creado el programa Beca VVocacion de Maestro a cargo del Programa Nacional de Becas
y Crédito Educativo (PRONABEC).

Motivado por lo anterior y basado en el modelo Conocimiento Didactico-Matematico del
profesor, este trabajo pretende identificar cual deberia ser el conocimiento que debe poseer
el profesor de secundaria con respecto a los sistemas de ecuaciones lineales, desde las
facetas epistémica y ecoldgica del modelo antes descrito, para brindar ayuda que permita
organizar el conocimiento del profesor al momento de desarrollar su practica docente y asi

pueda brindar herramientas a los alumnos para optimizar el uso de este objeto de estudio.
Ante lo expuesto, se plantea la siguiente pregunta de investigacion:

¢Qué conocimientos didactico-matematicos, en la faceta epistémica y ecoldgica,
deberian tener los docentes de secundaria de Educacién Béasica Regular en el Perd,

con relacion a los sistemas de ecuaciones lineales?

Al responder esta pregunta se pretenden sefialar, de manera explicita, los conocimientos
didactico-matematicos que requiere un profesor en relacion con los sistemas de ecuaciones
lineales. Es necesario precisar que los sistemas de ecuaciones que se consideraran para el
estudio son los que se conforman de 2 o 3 ecuaciones lineales. Ademas, aunque el modelo
considerado tenga diversas dimensiones, en este trabajo solo se consideraran la dimension
Matematica y la dimension Didactica, sobre esta Ultima, especificamente, las facetas
epistémica y ecoldgica, en torno a los sistemas de ecuaciones lineales. Esto debido a que se

considera muy importante la faceta epistémica, ya que considerado desde “un punto de
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vista antropoldgico y semiético: la matematica como actividad humana adquiere
significado mediante la accion de las personas ante situaciones — problemas especificos”
(Godino, 2009, p.21). Ademas, dado que los objetos primarios que identificaremos forman
configuraciones epistémicas que surgen de la practica matematica, estos forman parte del
conocimiento especializado que debe tener el profesor sobre los sistemas de ecuaciones
lineales. Y con respecto a la faceta ecoldgica, debido a que se debe analizar cuéles son los
lineamientos y el curriculo que pretende implementarse en la educacion secundaria y que
el profesor debe tener conocimiento para la elaboracion actividades de la ensefianza-

aprendizaje.

De esta manera, se identificaran los conocimientos sobre los sistemas de ecuaciones
lineales, que deberia tener un profesor de matematicas de modo que estos le permitan
organizar sesiones de clase y relacionar dichos conocimientos con otros temas matematicos

como la programacion lineal o matrices, por citar algunos ejemplos.
Asi, para esta investigacion se ha propuesto el siguiente objetivo general:

O.G.: Identificar conocimientos que debe tener un profesor de educacion secundaria en el
marco del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico, en la faceta epistémica y

ecoldgica, sobre los sistemas de ecuaciones lineales.
Para lograr este objetivo general se plantea los siguientes objetivos especificos:

O.E. 1: Construir el significado de referencia sobre los sistemas de ecuaciones lineales,

en la educacion secundaria peruana.

O.E. 2: Reconocer el conocimiento, con respecto a los sistemas de ecuaciones lineales,
que deben tener los profesores de secundaria en la Dimensién Matematica del
Conocimiento Didactico-Matematico.

O.E. 3: Identificar, en la Dimensién Didactica del Conocimiento Didactico-Matematico,
referentes a las facetas epistémica y ecoldgica, el conocimiento con respecto a los

sistemas de ecuaciones lineales, que deben tener los profesores de secundaria.
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1.3.Aspectos Metodologicos

Segin Martinez (2006), los nuevos procesos metodoldgicos buscan clarificar las
dificultades de la vida moderna y proporcionar procesos con nivel cientifico,
proporcionando “procedimientos rigurosos, sistematicos y criticos” (Martinez, 2006,
p.124). Hoy en dia, segun el autor, la investigacion se da en relacion al conocimiento y la
ciencia, pero no es posible analizar todas bajo el método cientifico tradicional, que es muy
rigido. La naturaleza hace que las investigaciones cientificas se basen en metodologias con
una perspectiva cualitativa. Indica también que el término cualitativo es usado bajo dos
conceptos, que son la cualidad y la calidad, sin un grado de jerarquia de uno sobre el otro y
que la investigacién cualitativa procura reconocer la naturaleza como un solo sistema
integrado. Lo importante de toda investigacion es recoger informacion que permita dar
solucion a los problemas y organizar esta informacion de manera logica y coherente. Trata
de reconocer la naturaleza esencial de la realidad, como estd estructurada y cémo se
relacionan los elementos que surgen en la investigacion, para cumplir estas dos tareas

béasicas de toda investigacion: recoger datos, clasificarlos e interpretarlos.

El objetivo de este trabajo es identificar el conocimiento didactico-matematico del profesor
de secundaria sobre los sistemas de ecuaciones lineales, por lo que se desea brindar una
propuesta metodoldgica que permita lograr esa identificacion. Para ello se analizaran
aspectos cualitativos como: el significado de referencia de los sistemas de ecuaciones
lineales y la determinacion de indicadores sobre el conocimiento didactico-matematico que
debe tener el profesor de secundaria sobre lo mismo. De esta manera, en esta investigacion

se realizara una metodologia de tipo cualitativo.

Martinez (2006) también menciona algunos criterios para el trabajo de una investigacion
cualitativa que permiten un adecuado trato de la informacion, validez y confianza en la

investigacion:

e Buscar informacién idonea, sincera, que permita luego redireccionar y buscar nueva
informacion.
e No modificar la informacion real.

e Revisar la informacién cuantas veces sea necesaria.
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e Elegir los datos mas significativos de los sujetos y objetos.
e Comparar cOmo otros investigadores recolectan datos.
e Desde la perspectiva cualitativa, el investigador es parte del caso de estudio, lo que le

permite recabar informacion para que sea lo mas veraz posible.

En este trabajo se identificaran los lenguajes, situaciones, conceptos, procedimientos y
propiedades en tareas que involucren a los sistemas de ecuaciones lineales. Con ellos, se
podré construir el significado de referencia de los mismos, lo que permitird junto a
documentacién emitida por el Ministerio de Educacion del Peru y otras investigaciones en
didactica matematica, reconocer el conocimiento que debe tener el profesor de
matematicas en las facetas epistémica y ecoldgica, relacionadas con el modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico. Estos elementos estdn presentes en diversos
materiales educativos, como textos escolares, textos matematicos, investigaciones y el
Disefio Curricular de Educacion Bésica (PERU, 2016). Por ello, el método que se utilizara
para llegar a cumplir los objetivos es el andlisis de contenido de los materiales antes

mencionados.

Andréu (2001) menciona que el analisis de contenido consiste en interpretar textos donde
haya datos que permitan identificar fendmenos y otros aspectos de la sociedad. La lectura
de los textos debe realizarse segun el método cientifico y tomar en cuenta aspectos
sistémicos, objetivos, replicables y validos. En base a esto, para este trabajo se adaptaran

algunas fases de manera conveniente y se contemplaran otras:

e Determinar el objeto de analisis: Al definir el problema de investigacién se establece
en qué linea se encuentra la investigacion. De ahi surge la pregunta con la cual el
investigador debe buscar bibliografia que ayude a responderla y que sea acorde a un
marco tedrico (Andréu, 2001). En este trabajo, se pretende indagar sobre conocimiento
didactico-matematico del profesor de educacién secundaria acerca del objeto sistema
de ecuaciones lineales bajo el modelo del Conocimiento Didactico-Matematico. Se
analizaran textos escolares, matematicos e investigaciones en didactica matematica
donde se desarrolle el objeto mencionado, por lo que se consideraran a estos

materiales como unidades de andlisis. EI marco tedrico en el que se desarrolla este

36



trabajo tiene herramientas del EOS como los sistemas de précticas (discursivas u
operatorias) que permitiran analizar las unidades y a partir de ello, construir el
significado de referencia de los sistemas de ecuaciones lineales.

Determinar el sistema de codificacion: La codificacion implica transformar los datos
de las unidades en informacion que permitan descubrir y describir caracteristicas del
contenido. Para esta investigacion nos referiremos a objetos primarios, en términos del
Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion e Instruccion Matemaética (EOS), en los
textos, es decir, cuales se refieren a situaciones-problema, cuales a lenguajes,
definiciones, propiedades, procedimientos y argumentaciones. En este estudio se
considerara utilizar simbologia matematica (verbal, numérica, grafica o simbdlica),
lenguaje contemplado en el EOS.

Determinar el sistema de categorias: Se refiere a clasificar los elementos, agruparlos
por similitudes, en base a criterios pre-establecidos. Implica buscar qué de comuin
tienen con respecto a otros. Para este trabajo, el sistema de categorias se relaciona con
la clasificacion de las situaciones problemas, contempladas por el modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico. Esta clasificacion se basa en aparicion de
situaciones consideradas como herramientas 0 como objetos, adaptando la dialéctica
de Douady (2009) a este trabajo. Esto se explicard con mayor precision cuando se
desarrolle la construccién del significado de referencia de los sistemas de ecuaciones
lineales. Asi también, se consideraran los contextos en los que aparece, siendo estos
intra-matematico (aritméticos, algebraicos y geométricos) y extra-matematicos (fisicos
y quimicos). Asi también, se consideraran qué elementos aportan en la identificacion
del conocimiento del profesor segin las Dimensiones Matematica y Didéactica, del
modelo tedrico considerado. En la Dimension Matemaética se consideran 2 sub-
categorias, que son el conocimiento comdn y ampliado del contenido, mientras que en
la Dimensién Didactica se han considerado, como ya se dijo, solo las facetas
epistémica y ecoldgica, todo ello referente a los sistemas de ecuaciones lineales.
Inferencias: El investigador llega a concluir o explicar ciertos aspectos, algunos
explicitos y otros implicitos del propio contenido del texto. En este trabajo, se

pretende reconocer el conocimiento didactico-matematico del profesor de secundaria,
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en la faceta epistémica y ecoldgica, de la dimension didactica. Para eso primero se
construird un significado de referencia institucional sobre los sistemas de ecuaciones
lineales. Se consideraran las consignas que presenta Godino (2009), asi como las
preguntas que proponen Pino-Fan y Godino (2015), ambas casos permitiran deducir

dichos indicadores de conocimiento del profesor.

Para recabar informacién se analizaran textos, algunos escolares y otros no escolares.
Rivas (2015) indica que los libros son muy importantes en la educacién ya que regulan el
conocimiento. También indica que en el Perd, la politica del Estado referente a la entrega
de libros, permiti6 mejorar la calidad de la educacion secundaria. Los libros son
importantes pues en ellos esto muestra la importancia que implica tener un significado
institucional de referencia, ya que los textos buscaran cumplir con el significado
pretendido por la institucion. Debemos analizar las actividades y realizar un estudio
epistémico de los textos, ya que ellos son referentes del conocimiento sobre los sistemas de

ecuaciones lineales.

Como ya se dijo antes, se propondra un significado de referencia para los sistemas de

ecuaciones lineales. Para ello se seguiran los siguientes pasos:

e Realizar un analisis de contenido de los textos matematicos y no matematicos, asi
como de otros trabajos de investigacion en didactica matematica. Se anotara
informacion donde haya enunciados verbales, definiciones, gréficos, simbologia
matematica, justificaciones, métodos y todo cuanto se relacione con sistemas de
ecuaciones lineales.

e Organizar la informacion mediante la configuracion de los objetos matematicos
primarios, con base en las practicas discursivas y operatorias del modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico, esto es clasificar en situaciones-problema,
definiciones, propiedades, procedimientos y argumentaciones, para asi lograr la
construccion del significado de referencia institucional, sobre los sistemas de

ecuaciones lineales, cumpliendo el primer objetivo especifico de esta investigacion.

Con ello y apoyado en indicadores que existen en otras investigaciones sobre conocimiento

del profesor de matemaética, referente a sistemas de ecuaciones lineales, podremos
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identificar los conocimientos matemaéticos, comun y ampliado, que debe tener un profesor
de secundaria sobre el objeto de estudio mencionado. Asi se cumplird con el segundo

objetivo especifico.

Para cumplir con el tercer objetivo especifico, se considerard la configuracion de los
objetos primarios antes mencionada, para identificar qué representaciones, métodos de
solucion, propiedades o vinculacion con temas avanzados, referente a los sistemas de
ecuaciones lineales deberia tener el profesor de matematicas. De esta manera podremos
identificar los conocimientos referidos a la faceta epistémica. De la misma manera, se
analizara el Curriculo Nacional de Educacion Béasica (PERU, 2016) para establecer a
través del desarrollo de tareas propuestas, cuales son los elementos que se realizan, y qué
conexiones intra e interdisciplinarias se establecen. Con esto se identificara el

conocimiento del curriculo y sus contextos educativos.

La secuencia de procedimientos a seguir para cumplir nuestros objetivos se detalla a

continuacion:

e Seleccionar investigaciones sobre sistemas de ecuaciones lineales y otros documentos
referentes al conocimiento didactico-matematico del profesor.

e Seleccionar textos escolares de secundaria y textos matematicos no escolares donde se
desarrolle el tema de sistemas de ecuaciones lineales. Los textos seleccionados para
esta investigacion, deben cumplir con los criterios establecidos por el Ministerio de
Educacién del Per( u otras instancias similares, asi como ser evaluados por alguna
entidad confiable. Debemos identificar las situaciones-problema, que aparecen en los
textos, ya que en ellos surgen los objetos primarios que se analizaran.

e Analizar el contenido de dichos materiales para identificar los objetos primarios que
aparecen y que se relacionan con los sistemas de ecuaciones lineales.

e Analizar el Curriculo Nacional (PERU, 2016), asi como las Rutas de Aprendizaje,
Mapas de Progreso y Sesiones de Aprendizaje, que son documentos oficiales de la
Educacién Bésica Regular del Per(, los cuales nos mostrardn una vision de qué
situaciones-problemas se expresan sobre los sistemas de ecuaciones lineales, en la

secundaria. A su vez, permitird identificar en qué nivel, ciclo y grados, segun la
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organizacion de la educacion bésica regular peruana, se desarrollan los sistemas de
ecuaciones lineales, asi como las capacidades o competencias que se deben cubrir con
este estudio.

Establecer el sistema de codificacion y de categorias, hallados en el analisis de
contenido de la bibliografia.

Determinar la clasificacion los objetos primarios sobre los sistemas de ecuaciones
lineales, asi como describir las caracteristicas de lenguaje, situaciones, conceptos,
procedimientos, propiedades y argumentos.

Construir un significado de referencia institucional en la escuela secundaria del
sistema educativo peruano, sobre los sistemas de ecuaciones lineales. Para ello, se
analizaran los diversos materiales bibliograficos antes mencionados, e identificar los
distintos sistemas de practicas referentes a los sistemas de ecuaciones lineales.
Proponer cuéles deben ser los conocimientos didactico-matemaéticos que debe tener el
profesor en relacion a su conocimiento comun y ampliado del contenido. Para ello, se
realizard un analisis de los descriptores o indicadores propuestos por Sosa (2011) y
Vasco (2015) sobre el conocimiento matematico acerca de los sistemas de ecuaciones
lineales, segin el subdominio del marco teérico que aborde cada una de estas
investigaciones.

Proponer qué conocimientos sobre el conocimiento especializado debe tener el
profesor sobre los sistemas de ecuaciones lineales, con ayuda de la configuracion de
objetos primarios y el significado de referencia que se construy6. Con ello
presentaremos una lista de indicadores referentes al conocimiento didactico-
matematico del profesor, desde la faceta epistémica del modelo del Conocimiento
Didactico-Matematico.

Identificar en qué otros niveles de la matematica y en qué otras disciplinas hay
presencia de los sistemas de ecuaciones lineales, en el curriculo de educacion
secundaria.

Proponer cuales deben ser los conocimientos didactico-matematicos que debe tener el
profesor en relacion a la faceta ecoldgica sobre los sistemas de ecuaciones lineales.

Para ello, nuevamente se analizaran los indicadores propuestos por Sosa (2011) y
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Vasco (2015), sobre el conocimiento del curriculo, sobre de los sistemas de

ecuaciones lineales.

Esta secuencia de actividades se desarrollara aplicando los aspectos que brinda el modelo
de Conocimiento Didactico-Matematico, y aplicando el método de analisis de contenido,
los cuales permitiran dar respuesta a nuestra pregunta de investigacion y cumplir los

objetivos de este trabajo.

Como ha quedado evidenciado, este capitulo muestra antecedentes que son importantes
para el estudio del conocimiento del profesor sobre los sistemas de ecuaciones lineales, asi
como la metodologia que se utilizara, y metodologia de andlisis de contenido, mostrando la

secuencia de actividades a desarrollar durante la investigacion.

En el siguiente capitulo se desarrollan aquellos aspectos tedricos que se han considerado

para el desarrollo de esta tesis.
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CAPITULO 2: ELEMENTOS TEORICOS CONSIDERADOS EN LA
INVESTIGACION.

En este capitulo se presentan aspectos tedricos del modelo del Conocimiento Didactico-
Matematico del profesor, basado en las herramientas y nociones tedricas que propone el
Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento e Instruccion Matematica (EOS). Este modelo
ayudara a identificar cuél es el conocimiento didactico-matematico del profesor de
secundaria sobre los sistemas de ecuaciones lineales, en relacion a las facetas epistémica y
ecologica, que es el objetivo de este trabajo de investigacion. Es por ello que primero se
describirdn las herramientas y nociones que brinda el EOS, para luego mostrar la
ampliaciéon del modelo del Conocimiento Didéctico-Matematico del profesor, que
corresponde a la propuesta por Pino-Fan y Godino (2015).

2.1. Aspectos teoricos del Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento e Instruccion
Matematica (EOS).

El EOS es “una sintesis de supuestos y nociones teoricas” (Godino, Batanero y Font, 2008,
p.4), es decir, es la articulacion de diferentes modelos tedricos que se utilizan en
investigaciones sobre Educacion Matematica a partir de presupuestos antropoldgicos y

semidticos sobre las matematicas y su ensefianza.

El EOS tiene su punto de partida en “la formulacion de una ontologia de objetos
matematicos que tiene en cuenta el triple aspecto de la matemética como actividad de
resolucion de problemas, socialmente compartida, como lenguaje simbdlico y sistema
conceptual l6gicamente organizado” (Godino, Batanero y Font, 2008, p.4).Las definiciones
de précticas, objetos y significados surgen de las situaciones-problema para comprobar dos
aspectos: el triple aspecto de la matematica mencionado y la génesis (institucional y
personal) del saber matematico, a la vez que de la reciproca dependencia.

El EOS brinda herramientas tedricas que permiten analizar los procesos de ensefianza-

aprendizaje de los diferentes temas matematicos. Entre ellas se consideraran:

e Sistemas de practicas operativas Yy discursivas ligadas a tipos de problemas.

e Configuracion de objetos y procesos matematicos.
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La primera debido a que se necesita identificar cuéles son los sistemas de practicas a los
que se enfrentan las personas cuando se abordan situaciones sobre sistemas de ecuaciones
lineales, para lo cual se tomara como institucion de referencia a la educacion secundaria
peruana. Por ello, se propondra el significado de referencia institucional de la secundaria,
referido a los sistemas de ecuaciones lineales. Y en cuanto a la segunda, se identificaran
los elementos que surgen de las practicas matematicas, clasificAndola en objetos primarios
que se relacionen con los sistemas de ecuaciones lineales y asi hacer un analisis mas
exhaustivo que los desarrollados por otros modelos teoricos, dada “la forma particular que
adoptan los conocimientos en distintos marcos institucionales, contextos de uso o juegos

de lenguaje” (Godino, Batanero y Font, 2008, p.S8).
A continuacion, se detallan algunas herramientas que se aplicaran en esta tesis.
2.1.1. Sistemas de préacticas operativas y discursivas ligadas a tipos de problemas.

Godino, Batanero y Font (2008) indican que la préactica matematica es toda actividad o
forma de expresion que realiza alguna persona para resolver situaciones, tareas o
problemas de la matematica, esto implica, comunicar a otras personas la solucién
encontrada, aprobar o generalizar en otros contextos y situaciones. Todo esto se entiende
que ocurre en los procesos de ensefianza y aprendizaje de los diversos temas matematicos.
Asi también, los autores definen una institucion como el conjunto de personas implicadas
en un mismo tipo situaciones problematicas; lo que conlleva a realizar practicas sociales de
caracteristicas especificas, que son establecidas por las herramientas, reglas o

funcionamientos que se disponen en la misma.

Lo que es de interés a considerar en la matematica son los sistemas de practicas (operativas
y discursivas) que manifiestan las personas cuando se enfrentan a diversos problemas. En
este trabajo se consideraran los problemas referidos a sistemas de ecuaciones lineales. Por
ello es necesario proponer una tipologia de significados como la presentada en la Figura 3,

que se muestra a continuacion:
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Figura 3 — Tipos de significados institucionales y personales.

Fuente: Godino, Batanero y Font (2008, p.6)

el pretendido, implantado o evaluado.
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Como se puede apreciar, para el significado institucional se propone considerar la siguiente

Implementado: es el sistema de practicas que utiliza el profesor en una clase.

Evaluado: es el sistema de practicas que utiliza el profesor en la evaluacion del

Pretendido: es el sistema de practicas que se planifica la institucion en un proceso de

Referencial: es el sistema de practicas que sirve como referencia a la institucion para
elaborar el significado pretendido. Este significado de referencia es parte del
significado holistico del objeto matemético de estudio. Para ello se necesita hacer un
estudio histérico-epistemoldgico del origen y la evolucion del objeto en estudio, y

considerar los diferentes pasajes donde esta dicho objeto.

En este trabajo, se realizaran las acciones y analisis necesarios para identificar, construir y
proponer un significado de referencia institucional en la educacion béasica regular peruana,

debido a lo amplio que resultaria determinar los otros significados institucionales, es decir,



Asi también el significado personal presenta la siguiente clasificacion:

e Global: es la totalidad del sistema de practicas de la persona con respecto a un objeto
matematico.

e Declarado: es el sistema de practicas respecto a una evaluacion propuesta por la
institucion, que incluye tanto a las correctas como incorrectas.

e Logrado: es el sistema de practicas expresadas segun lo establecido por la institucion
conforme con la pauta institucional establecida. Es importante tomar en cuenta, de
todos los significados que en el proceso adquiere una persona, los significados
iniciales y finales alcancen.

2.1.2. Configuracion de objetos y procesos matematicos.

En el EOS se consideran los postulados epistemoldgicos, asi como el hecho que los
objetos matematicos derivan de las practicas matematica, pero este surgimiento es muy
complicado ya que se deben tener en cuenta al menos dos niveles de objetos: el primero
relacionado con las entidades que se aprecian en un texto, por ejemplo, las definiciones,
los problemas, las proposiciones y otros mas; el segundo, la tipologia de los objetos que
surgen del nivel anterior (hablados, vistos, operados u otras acciones), es decir, los objetos

personales o institucionales.

Primer nivel: Configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de

los sistemas de practicas

Es necesario hacer funcionar ciertos conocimientos para llevar a cabo una préactica
matematica e interpretar los resultados de forma satisfactoria. Por eso, segin Font y
Godino (citados por Godino, Batanero y Font, 2008), cuando alguien o algo hace y valora
una préctica matematica activara un conjunto de situaciones—problemaéticas, lenguajes,
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, articulados como se muestra en

figura a continuacion:
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Figura 4 — Configuracion de objetos primarios.

Fuente: Godino, Batanero y Font (2008, p.7)

En la Figura 4, se muestra la tipologia de objetos matematicos primarios, con los siguientes

elementos:

e Elementos linguisticos: se refieren a las expresiones, graficos, notaciones, entre otros,

que aparecen en diversos registros, como el oral, escrito, gestual, etc.

Situaciones-problemas: son las situaciones intra o0 extra-matematicas de las tareas que

propician una actividad matematica.

Conceptos-definicién: que definen entidades o expresiones matematicas.

Proposiciones: declaraciones o atributos de los conceptos.

Procedimientos: son los métodos, operaciones, técnicas, algoritmos que se utilizan para
solucionar una situacion especifica.

e Argumentos: expresiones para aceptar o revelar las proposiciones y procedimientos.

Para analizar con mas especificidad los sistemas de ecuaciones lineales en la educacion
secundaria peruana, es pertinente implantar las seis categorias de objetos primarios, que
permiten ampliar la clésica distincion entre conceptos y procedimientos, que no satisfacen

la descripcion de los objetos que intervienen y surgen de la actividad.
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2.2. Modelo del Conocimiento Didéactico-Matematico del profesor.

El EOS muestra las herramientas necesarias para realizar y mostrar la propuesta de esta
tesis sobre el conocimiento didactico-matematica del profesor en torno a los sistemas de
ecuaciones lineales. Sin embargo, este modelo ha evolucionado, como lo muestra Godino
(2009) donde se propone un sistema de andlisis matemético y didactico del profesor.
Godino, Batanero y Font (2008) organizan los componentes en facetas o niveles para
analizar el conocimiento del profesor (del contenido matematico y didactico). En cada una

de las facetas se sefialan cuatro niveles de analisis.

Las seis facetas se muestran en la siguiente figura:
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Figura 5 — Facetas y niveles del conocimiento del profesor.
Fuente: Godino (2009, p.21)

La figura 5, muestra la relacion de las seis facetas en el proceso de estudio de un objeto
matematico, en general. En este trabajo se referird a los sistemas de ecuaciones lineales.

Las facetas en mencién se detallan a continuacion:

e Faceta Epistémica: Se refiere a los conocimientos matematicos referentes a la
institucién donde se desarrolla el estudio, asi como la distribucion del tiempo de los
componentes del contenido, como pueden ser los problemas, los lenguajes, los

procedimientos, las definiciones, las propiedades y los argumentos.
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Faceta Cognitiva: Se refiere a la evolucion de los conocimientos personales de los
estudiantes y su mejora en el aprendizaje.

Faceta Afectiva: Se refiere a las actitudes, impresiones, opiniones, valores del
alumno respecto al objeto de estudio y el asunto de estudio.

Faceta Mediacional: Se refiere a forma de distribuir los recursos, tecnologicos,
materiales u otros, y la concesion temporal de las acciones y los procesos.

Faceta Interaccional: Se refiere a como interaccionan el profesor y sus alumnos, asi
como la secuencia sobre la fijacion y negociacion de los significados.

Faceta Ecoldgica: es el sistema que se relaciona con el entorno social, politico,

econdmico, que sostiene y determina el proceso de estudio.

Godino (2009) indica que en cada una de las facetas se presentan niveles de analisis que

comprenden:

Practicas matematicas y didacticas. Describe las acciones que se desarrollan al
solucionar tareas propuestas durante la contextualizacion de contenidos y la
promocion del aprendizaje.

Configuraciones de objetos y procesos (matematicos y didacticos). Describe los
objetos y procesos que participan en las practicas, también los que surgen de estas.
Lo que se desea es detallar y aclarar cuan complejo son los objetos y los
significados de la préactica didactica-matematica.

Normas y meta-normas. Identificar las reglas, normas, condiciones que posibilitan
el proceso de estudio en las diversas facetas.

Idoneidad. Reconocer la situacion actual y buscar formas de mejorar el estudio con

la finalidad de aumentar la pertinencia de los mismos.

El surgimiento del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico del profesor destaca la

utilizacion de las dos herramientas disefiadas en base al EOS: las facetas y los niveles de

andlisis. Sin embargo, a pesar de la organizacion de estas herramientas, es necesario

mejorar y refinarlas para un mejor andlisis. Por ello, Pino-Fan y Godino (2015)

reorganizan los componentes y caracteristicas del modelo al considerar tres dimensiones:

Matematica, Didactica y Meta didactico-matematico, y muestran el modelo anterior pero
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que permite, ademas de la reorganizacion de herramientas, la integracion y ampliacion de
lo desarrollado y avanzado por otros modelos acerca del conocimiento del profesor de
matematicas. A continuacion, se muestra en la Figura 6, la nueva organizacion del modelo

en base a estas tres dimensiones:

/ Conocimiento Diddctico-Matematico (CDM) \
/ﬁ Dimension Meta Diddctico-Matematica /—\
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Figura 6 — Dimensiones y componentes del modelo del Conocimiento Didactico-
Matematico.

Fuente: Pino-Fan y Godino (2015, p.98)

La Figura 6 muestra un esquema del conocimiento del profesor, para lo cual se han
considerado las tres dimensiones, asi como las fases de disefio didactico y los niveles de
analisis que se consideran en cada una de dichas dimensiones. Esta mejora del modelo de
Godino (2009) permite analizar de forma mas especifica las practicas de indole
matematica y didacticas, para los que se han desarrollado subcategorias en el conocimiento
del profesor de matemaéticas. A continuacion, se detallan las caracteristicas de cada una de

estas dimensiones.
2.2.1. Dimension Matematica:

Esta dimension se refiere al conocimiento matematico del profesor y se clasifica en dos

subcategorias:
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a. Conocimiento Comun del Contenido, es el conocimiento suficiente para solucionar
problemas que estan propuestos en el plan de estudio o en los textos de algun nivel
educativo especifico. En esta investigacion, el Conocimiento Comun del Contenido
se refiere a las habilidades del profesor cuando resuelve situaciones-problema
referidos a los sistemas e ecuaciones lineales. Se debe suponer que, para resolver
una situacion, debe ser capaz de realizar al menos cuatro fases: (i) reconocer si la
situacion requiriere el uso de los sistemas de ecuaciones lineales, (ii) plantear el
problema, es decir, simbolizar el enunciado en forma matematica para su
tratamiento en esta representacion, (iii) resolver el sistema de ecuaciones lineales
que ha planteado, e (iv) interpretar la solucion del sistema como solucién de la
situacion inicial.

b. Conocimiento Ampliado del Contenido, es el conocimiento que debe poseer el
profesor sobre los conceptos matematicos que son estudiados en un momento
determinado y aparecen posteriormente en el plan de estudio referido o en algin
nivel de estudios. Brinda al profesor herramientas necesarias para mostrar desafios
matematicos en aula, relaciona el objeto en estudio otros objetos, o que motivaria
a los alumnos en el estudio de conceptos matematicas posteriores a la actual. Como
mas adelante se planteard, hay temas matematicos y situaciones que requieren del
uso de los sistemas de ecuaciones lineales, tanto en la misma matematica (intra-
matematica) como fuera de ella (extra-matematica). El profesor debe ser capaz de
reconocer estas situaciones y las condiciones propias de cada tema para lograr
resolverlas, ya que en muchos casos para resolver el sistema necesitara que cumpla

ciertas propiedades o caracteristicas, no solo matematicas.

El reconocimiento de los conocimientos comun y ampliado, permitira construir el
significado institucional de referencia del objeto, en particular a proponer un significado
de referencia institucional para los sistemas de ecuaciones lineales, en la educacion

secundaria.

Sin embargo, de acuerdo con Pino-Fan y Godino (2015), para caracterizar el conocimiento
didactico-matematico del profesor se requiere considerar otros aspectos. Por eso surge la

necesidad de analizar la segunda dimension.
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2.2.2. Dimension Didactica

El conocimiento especializado del profesor que estaba considerado en el conocimiento del
contenido, es separado por Pino-Fan y Godino (2015) del conocimiento comun y ampliado
debido a que se refiere al conocimiento, destrezas y habilidades del profesor de

matematicas que se relacionan con la ensefianza.

La dimension Didactica reorganiza las facetas propuestas por Godino (2009) y agrupa de
manera conveniente algunas de ellas para facilitar su entendimiento y aplicacion. Los
nombres que se dan a las facetas de esta dimensidn coinciden con las mencionadas en el
modelo del EOS expuestas por Godino, pero cabe resaltar que los componentes de esta
dimension son de indole didactico-matematica, ya que las caracteristicas cognitivas y
afectivas de los alumnos, asi como las interacciones o recursos, estan fuertemente
relacionadas con el objeto de estudio. La adaptacion de los criterios de idoneidad

didactica, permiten al profesor reflexionar sobre su propio trabajo en clase.

Dado que este trabajo de maestria solo analizard las facetas epistémica y ecoldgica, a

continuacion seran detalladas:

a. Faceta epistémica: Esta faceta hace referencia al conocimiento especializado del
profesor de matematicas, que tiene que ver con la forma de representar
exactamente ideas propias de la matematica, explicar los procedimientos y
propiedades matematicas que son comunes encontrar en la ensefianza, asi como el
analisis y entendimiento de los métodos tradicionales que conllevan a dar solucion
a un problema. Incluye conocer la matematica escolar a profundidad y en amplitud.
El profesor debe tener un conocimiento matematico “perfilado” o “especializado”
para la ensefianza, tener la capacidad de:

“movilizar diversas representaciones de un objeto matematico, resolver la
tarea mediante distintos procedimientos, vincular el objeto matematico con
otros objetos matematicos del nivel educativo en el que se ensefia o de
niveles anteriores y posteriores, comprender y movilizar la diversidad de
significados parciales para un mismo objeto matematico (que integran el

significado holistico para dicho objeto), proporcionar diversas
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justificaciones y argumentaciones, e identificar los conocimientos puestos
en juego durante la resolucion de una tarea matemdtica.” (Pino-Fan y
Godino, 2015, p. 15)

En esta investigacion, el objeto de estudio son los sistemas de ecuaciones lineales,

por lo que el profesor debe tener habilidades para identificar los siguientes objetos

primarios:

Definiciones especificas relacionadas con el objeto que pueden tener
conexion con otros objetos, como ecuacion lineal, conjunto solucidn,
unicidad de la solucién, equivalencia, operaciones lineales, entre otros mas
que sean necesarios.

Procedimientos 0 métodos de solucion, pero ademas la eficiencia de uno
sobre otro, para poder elegir el mas conveniente.

Lenguajes empleados para desarrollar sistemas de ecuaciones lineales, esto
implica tener la capacidad de interpretar cada registro de representacion.
Propiedades en torno al objeto de estudio, por ejemplo, si tiene solucion o
no, si el sistema tiene 2, 3 0 mas incognitas, si tiene o no la misma cantidad
de incdgnitas y ecuaciones, entre otras.

Argumentaciones, que permitan justificar la forma de usar y aplicar un
método u otro, de las propiedades existentes, a fin que sea convincente en

su practica docente.

Algunas cuestiones que podrian ser resueltas por los profesores, aplicando esta

Faceta Epistémica, las enumera Godino (2015):

¢ Existe otra manera, diferente a nuestra solucion, al solucionar una tarea?

Si un alumno no resolvié la tarea haciendo uso de los procedimientos de
clase, ¢Cémo le explicarias dicha solucion?

Al solucionar una tarea, ¢ Qué conocimientos se utilizan o activan?

¢ Qué posibles generalizaciones de tareas se pueden identificar?

¢ Qué conexiones con temas mas avanzados identificas?

Para este trabajo, se tomaran en cuenta estas consignas con la finalidad de evaluar

si cumple con las condiciones planteadas.
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b. Faceta ecoldgica: Se refiere a los conocimientos acerca del curriculo o plan de

estudio de matematicas del nivel educativo donde aparece el objeto matemaético,
esto es: vinculo con otros planes de estudio, con los cuestiones relacionadas con la
sociedad, politica y economia, que contempla el proceso de ensefianza-aprendizaje.
Para este trabajo, se consideraran como plan de estudio oficial al Curriculo
Nacional (PERU, 2016), el cual muestra en que ciclos, niveles y grados aparecen
los sistemas de ecuaciones lineales, asi como otros temas del &rea curricular
matematica y no matematica, que seran analizados para ver si es necesario el uso
de los sistemas de ecuaciones lineales al abordar situaciones de cada una de ellas.
Inclusive, determinar su necesidad en el desarrollo de temas pos-escolares, a fin
que proporcionen herramientas adecuadas a los alumnos en estudios superiores a
futuro.
Algunas preguntas o aspectos que ayudan a identificar los conocimientos de esta
faceta podrian ser:

e Identifique los elementos del curriculo que se aparecen al resolver tareas.

e Establecer conexiones con otros temas de la misma matematica o de otras

materias con respecto al objeto de estudio;
e . Qué factores sociales, materiales o de otra indole, condicionan la solucién
de las tareas o cumplir con el proyecto educativo?

Similar a como se procedera para la faceta epistémica, también se consideraran
estas consignas a fin de validar los indicadores de conocimiento del profesor, en

esta faceta.

El modelo del CDM también considera las siguientes 4 facetas:

C.

Facetas cognitiva: se refiere a los conocimientos que necesita para “reflexionar y
evaluar” el nivel en que se ajustan significados personales y los significados
institucionales.

Faceta afectiva: implica que conocimientos se necesitan para entender y tratar el
animo de los alumnos. Describe experiencias y sensaciones de los alumnos en una
clase respecto a un problema matematico especifico. Estas facetas cognitiva y

afectiva dan una mejor idea y comprensién del conocimiento que debe poseer el
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profesor sobre la manera de pensar, conocer, actuar y sentir de los alumnos, en la
clase.

e. Faceta mediacional: se refiere al conocimiento del profesor para utilizar y analizar
el manejo de materiales y recursos tecnologicos, y para desarrollar el aprendizaje
de un objeto de estudio determinado.

f. Faceta interaccional: relacionada al conocimiento para prevenir, efectuar y
valorar las interacciones profesor-alumno, alumno—alumno, alumnos—recursos, y
profesor—recursos—alumnos. Aqui se desarrollan las normas y meta-normas. La
conexion de estas dos facetas (interaccional y mediacional) propician un mejor
entendimiento del conocimiento del contenido y la ensefianza expuesto por Ball y

sus colaboradores (citados por Godino, 2009, p.16)

Es asi como las seis facetas de la Dimensién Didactica permiten analizar y describir de una

manera mas completa el conocimiento de los profesores en formacion o permanente.
2.2.3. Dimension Meta Didactico-Matematica

Los criterios de idoneidad didactica son parte de esta dimensidn, asi como el conocimiento
de normas Yy meta-normas (epistémicas, ecoldgicas, cognitivas, interaccionales,

mediacionales, afectivas), del mismo modo que las escenarios y restricciones contextuales.

Se debe sefialar que, en este trabajo, no se realizara un analisis de esta dimensién, pues
como se sefiald, nos enfocaremos solamente en las facetas epistémica y ecoldgica, de la

Dimensién Didactica.

En el siguiente capitulo se realizara la construccion del significado de referencia
institucional de los sistemas de ecuaciones lineales, en la educacion secundaria peruana.
Para ello, se consideraran los aportes tedricos que brinda el modelo del CDM, propuesto
por Pino-Fan y Godino (2015), que permitira a clasificar el conocimiento del profesor en
cuanto a aspectos matematicos (conocimiento comun y ampliado, de la dimension
Matematica) y aspectos didacticos para la ensefianza (facetas epistemica y ecologica, de la
dimension Didactica). Asi también, para identificar los objetos primarios que emergen de
las situaciones con sistemas de ecuaciones lineales, esta tesis se apoya en las herramientas
que brinda el EOS:
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e Sistemas de practicas operativas y discursivas, que permitirdn considerar aquellas
situaciones que corresponden a los sistemas de ecuaciones lineales, considerando
como institucion la educacion secundaria peruana. Para esta institucion es que se
propondré un significado de referencia sobre el objeto de estudio.

e Configuracion de Objetos, que permitird organizar dichos objetos primarios
(situaciones,  definiciones,  proposiciones, lenguaje, procedimientos 'y

argumentaciones).

Con todos ellos se podra analizar qué conocimientos necesita el profesor de matemaética

sobre este objeto de estudio.
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CAPITULO 3: CONSTRUCCION DEL SIGNIFICADO DE
REFERENCIA INSTITUCIONAL SOBRE LOS SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES.

En este capitulo se propondra un significado de referencia institucional de la secundaria
peruana, referente a los sistemas de ecuaciones lineales. Esto contribuira a cumplir el
primer objetivo especifico. Para esta construccion se han revisado diversos estudios y
articulos, algunos relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales, otros con la
metodologia en base al analisis de contenido o con el modelo del Conocimiento Didéactico-
Matematico del profesor de matemaética, asi como unos tantos que tienen relacion con la
construccion del significado de referencia de objetos matematicos diferentes al abordado
en esta tesis. También se han analizado textos escolares de matematica y libros de
matematica de educacion superior, con la finalidad de identificar como aparecen,

desarrollan y muestran a los alumnos los sistemas de ecuaciones lineales.

Se identificaron los objetos primarios hallados en las diversas practicas que requieren del
uso de los sistemas de ecuaciones lineales, y se clasifican, para lo cual se ha considerado el
modelo del Conocimiento Didactico-Matematico y aspectos metodologicos antes
sefialados, entre ellos el desarrollo de un andlisis de contenido de la bibliografia
considerada para lograr dicha construccion, considerando las etapas necesarias e indicadas

en el primer capitulo.

3.1.El significado institucional de referencia de los sistemas de ecuaciones lineales

en la educacion secundaria peruana.

Como ya se ha establecido, el objetivo de esta investigacion es reconocer el conocimiento
didactico-matematico del profesor de matematica, referente a los sistemas de ecuaciones
lineales. Para lograrlo se construira el significado de referencia del objeto indicado, en la
institucion educacion secundaria peruana. Se hard un analisis de contenido de textos
escolares para indagar sobre la forma en que se desarrolla actualmente. Asi tambien, dado
gue no solo debemos considerar el &mbito escolar para explicitar los conocimientos del
profesor, los textos matematicos no escolares e investigaciones asociadas a los sistemas de

ecuaciones lineales permitiran ampliar la identificacion de estos conocimientos. El analisis
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de la diversa bibliografia permitird reconocer los objetos primarios que surgen de las
situaciones-problema. La Tabla 2, muestra los textos a analizar para la construccion del

significado de referencia institucional:

Tabla 2

Material bibliogréfico para realizar analizar

TITULO AUTOR TIPO EDITORIAL ANO
Matemaética 2 Tasayco, Silva, | Texto  escolar | Norma 2016
Saavedra. oficial.
Matematica 3 Lafosse, Huailla, | Texto  escolar | Santillana 2016
Torres oficial.
Matematica 4 Mendoza, Lafosse, | Texto  escolar | Santillana 2016
Vargas oficial.
Matematica 5 Mendoza, Paulino, | Texto escolar | Santillana 2016
Vargas. oficial.
Intelectum evolution 3 Ediciones Lexicom | Texto  escolar | San Marcos 2013
no oficial.
Intelectum evolution 4 Ediciones Lexicom | Texto  escolar | San Marcos 2013
no oficial.
Intelectum evolution 5 Ediciones Lexicom | Texto  escolar | San Marcos 2013
no oficial.
Precélculo Sullivan. Texto de pre- | Prentice-Hall 1997
grado. Latinoamericana
Precélculo. Gréfico, | Demana,  Waits, | Texto de pre- | Pearson 2007
numeérico, algebraico Foley, Kennedy. grado.
Algebra Lineal. Jerénimo, Sabia, | Texto de pre- | Universidad de | 2008
Tesauri grado. Buenos Aires
Precalculo. Matematicas | Stewart,  Redlin, | Texto de pre- | Cengage 2012
para el calculo. Watson grado. Learning
Editores
Curriculo Nacional de la | MINEDU Documento MINEDU 2016
Educacion Bésica oficial de
educacion
secundaria
Sesiones de Aprendizaje | MINEDU Fasciculo MINEDU 2016
— Secundaria escolar oficial.
Resolucién de problemas | Mufioz Articulo de | Suma 2007
mediante la regla de falsa investigacion
posicion:  un  estudio didactica
histérico
Introduccién a las | Chinchilla, Acufia. | Articulo de | Instituto 2013
ecuaciones diofanticas en investigacion. Tecnoldgico de
secundaria Costa Rica
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La eleccion de estos textos se debe a las siguientes consideraciones:

Los cuatro primeros textos (Matematica 2, 3, 4, 5) son textos oficiales del sistema
educativo peruano y que son distribuidos en forma gratuita a todos los estudiantes
de entidades escolares publicas. Estos textos siguen los lineamientos estipulados en
el Curriculo Nacional (PERU, 2016) para el area curricular matematica, el cual
sirve como raiz para la creacion de programas curriculares a nivel nacional.

Los siguientes tres (Intelectum evolution 3, 4, 5) son textos escolares no oficiales
que pertenecen a una coleccion de libros empleada en diversos centros educativos,
los cuales, si se considera como referencia el tiraje de esta edicion (15 000 libros)
sin contar las anteriores y posteriores, se puede afirmar que tienen un amplio
alcance. Son elaborados por editoriales privadas que atienden las exigencias del
Curriculo Nacional (PERU, 2016) pero con ciertas variaciones, como por ejemplo,
el desarrollo de mas temas que las indicadas en el curriculo, muchos de los cuales
son considerados en el temario de algunas universidades o centros de estudios
superiores cuando realizan sus respectivos procesos de admision.

Los libros de educacion superior (pre-grado) son importantes porque permitiran
relacionar los conocimientos de la educacion secundaria con la superior, de esta
manera se identificaran algunos aspectos del conocimiento ampliado. En estos
textos aparecen objetos primarios que no son muy explicitos en los textos
escolares.

Los dos materiales siguientes (Curriculo Nacional y Sesiones de Aprendizaje,
2016) muestran una serie de procesos didacticos que son usados como
herramientas o modelos a los profesores, para guiarlos en la elaboracion de sus
sesiones de clase. Estos documentos brindan ideas del conocimiento que pretende
impartir el Ministerio de Educacion en la secundaria peruana, asi también
presentan los temas considerados a desarrollar. Por ello es importante considerarlos
en el analisis ya que brindaran ideas de qué conocimiento respecto al curriculo
deben tener los profesores de matematica y reconocer en qué temas intra y extra-

matematicos necesitan usar los sistemas de ecuaciones lineales.
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La intencidn es analizar esta bibliografia para reconocer los objetos primarios sobre los

sistemas de ecuaciones lineales, que surgen de las situaciones-problema.

Del analisis de los textos mencionados, es necesario considerar las fases o procedimientos

que se han seguido, en virtud de presentar una metodologia que ayude a otros

investigadores a desarrollar la construccion de significados institucionales:

El objeto de analisis de esta tesis es el sistema de ecuaciones lineales, por lo cual se
plateo el capitulo 1 la pregunta de investigacion, referente a cual debe ser el
conocimiento didactico-matematico que deberian tener los docentes de secundaria
de Educacion Basica Regular en el Per(, con relacion a la ensefianza de los
sistemas de ecuaciones lineales, en la faceta epistémica y ecoldgica.

Luego de ello, se conviene en determinar el sistema de codificacion que se
empleard. Es importante por cuanto se deben analizar unidades de informacién que
permitan reconocer aspectos relacionados a los sistemas de ecuaciones lineales. Se
consideraran simbologia matematica, tales como verbales o simbolicas.

Una vez identificados los aspectos relacionados a los sistemas de ecuaciones
lineales, estos se deberan clasificar, para lo cual sera necesario determinar un
sistema de categorias. EI modelo del Conocimiento Didactico-Matematico adopta
herramientas del EOS, por lo que se usara una categorizacién, basada en objetos
matematicos primarios, que surgen de las practicas. Esta categorizacion se clasifica
en situaciones-problema, lenguajes, definiciones, procedimientos, propiedades y
argumentos. Para ello, luego de la revision de los textos se realizara un listado de
las definiciones, propiedades, procedimientos y situaciones-problema que se

pueden apreciar y se considera el lenguaje utilizado en cada caso.

De esta manera, se logran seguir las primeras fases del analisis de contenido propuesto en

los aspectos metodoldgicos. La inferencia, que es una de las fases, serd retomada en el

siguiente capitulo, cuando se precisen los indicadores referentes al conocimiento del

profesor en las facetas epistémicas y ecoldgicas.

A partir del analisis de las fuentes anteriores y de su organizacion, se pueden identificar los

objetos primarios asociados a los sistemas de ecuaciones lineales.
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A continuacion, se presenta la propuesta para ellos:
3.1.1. Situaciones-problemas

Como se manifestd en capitulo anterior, se refiere a las situaciones intra o extra-
matematicas de las tareas que provocan una actividad matematica, de las cuales surgen los
objetos matematicos. Para clasificar las situaciones-problema, se hace una adaptacion
basada en la dialéctica Herramienta-Objeto que utiliza Douady (2009). Douady sefiala que
esta dialéctica es un desarrollo periodico donde los objetos matematicos actian de dos
maneras, alternandose convenientemente: como herramienta cuando se trata de solucionar
una situacién y como objeto cuando se trata de elaborar un conocimiento organizado. En
otras palabras, se trata de usar los conocimientos previos como herramienta al elaborar un
nuevo saber matematico, y que una vez evolucionado se convierte en herramienta para un
nuevo periodo de esta dialéctica en otra nueva circunstancia. Es por ello que para la
clasificacion de las situaciones-problema de esta tesis, se ha visto pertinente adaptar esta
dialéctica, entendiendo que los sistemas de ecuaciones lineales son utilizados como
herramienta cuando se abordan y resuelven otros temas en la matematica y fuera de ella,
asi como objeto cuando se desarrolla el “concepto matematico, considerado como cultural”
(Douady, 2009, p.4) referente al este estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. De esa

manera, la clasificacion se considerara segun la Figura 7:
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SITUACIONES-PEOBLEMA

S.EL. como Objeto S.EL. como Herramienta

Figura 7 — Clasificacion de las situaciones-problema, respecto a los sistemas de ecuaciones
lineales (SEL).

Al referirse a situaciones como objeto se considerara una sub-clasificacion orientada a
aprender diversas técnicas y analizar tipos de sistemas de ecuaciones. Asi también, cuando
se refiere a Situaciones como Herramienta se sub-clasificard de acuerdo a la situacion
empleada, esto es, en contextos Intra-matematicos o Extra-matematicos, para lo cual se
debe entender como Intra-matemaético a todas las situaciones que se relacionan con la
matematica y que aparecen en el Curriculo Nacional (PERU, 2016), no siendo el objetivo
de aprendizaje especificamente los sistemas de ecuaciones lineales, sino que se requiere de
su uso para resolver tales situaciones. En este grupo de problemas, se consideraran
situaciones en el &mbito aritmético, algebraico, geométrico y estadistico. Por otro lado, se
entiende como Extra-matematico a los problemas que aparecen en el curriculo peruano,
pero que pertenecen a otras areas, como por es el caso de Ciencia, Tecnologia y Ambiente,
especificamente en temas relacionados a la Fisica y Quimica, y a temas de caracter social o
de situaciones cotidianas.



I.  Sistema de ecuaciones lineales como Objeto:
Como se indicd antes, en este grupo de problemas se promueven aspectos teoricos,
técnicas y propiedades de los sistemas de ecuaciones lineales. Podemos mencionar
diversas situaciones, por ejemplo:
a. Situaciones que desarrollan las técnicas de solucion:
Son problemas iniciales en el desarrollo del concepto de sistemas de ecuaciones lineales,
que pretenden desarrollar las técnicas de solucion. Se muestran problemas con dos y tres

incdgnitas, como el de la Figura 8:

4x+3y=23 b Sx+6y=2

3x -4y

Il
'’
+
‘>
il

Figura 8 — Sistema de ecuaciones con dos incdgnitas.

Este tipo de problemas tienen la caracteristica de presentar 2 ecuaciones con 2 incégnitas,
teniendo cada una la forma ax + by = c;dondea,b,c € R. Otro tipo de situaciones

son como la que se muestra en la Figura 9:

2x—3y—-2z=8
Resuelve el sistema formado por | 3x + 2y +5z=-7
2x+2y-3z=22

Figura 9 — Sistemas de ecuaciones con tres incognitas.

Los textos escolares contemplan el desarrollo de los sistemas de ecuaciones lineales con 3
incAgnitas, las cuales esta formadas por 3 ecuaciones lineales con 3 incdgnitas, que estan

caracterizadas por ser de la forma ax + by + cz = d ;donde a,b,c,d € R

En ambos casos se muestra actividad matematica centrada en la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales, con la aplicacion de diversas técnicas de solucion que detallaremos
mas adelante. Se consideran como incognitas a “x”, ’y”” o ’z”. Es comun ver en los textos,
casi siempre, que se consideran como incognitas estas letras, o que podria cambiarse por
otras, para que esa manera cuando se desarrollen situaciones donde las incdgnitas sean

otras no cause confusion, debido a la representacion tradicional.
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b. Situaciones analiticas:

Estos problemas pretenden identificar ciertas cualidades del sistema de ecuaciones
planteado. En ellos se debe usar la estrategia mas conveniente y analizar la posibilidad de

poder resolver o no el sistema.

Resolver cada ejercicio e indigue |a solucidn. De no ser posible, justifigue por qué.

{2x+y=? b [ XFtY=10 fxty=7
3Ix—-y=3 " l2x+2v=20 —x-y=9

Figura 10 — Problema analitico sobre tipo de sistema de ecuaciones lineales.

La Figura 10, muestra una situacién que se presentan a su vez 3 ejercicios que permitiran
determinar el tipo de sistema de ecuaciones lineales (con solucién Unica o infinita, o sin

solucion), segun los resultados que se obtengan.

También se presentan situaciones donde se analizan graficamente el tipo de sistema de

ecuaciones lineales, como la de la Figura 11:

Grafica los siguientes sistemas de ecuaciones lineales e identifica a qué tipo pertenecen.

[2x+y=? b x+y=10 . x+y=7
Jx-y=3 2x+2y=20 =x-y=9

Figura 11 - Problema con analisis grafico sobre sistemas de ecuaciones lineales

La tarea exige representar de forma grafica cada ejercicio, pues es otra forma de expresar
dichas caracteristicas. De esta manera, puede lograr afianzar lo que algebraicamente logré

con las técnicas de resolucion.

En la Figura 12, se muestra una situacion que tiene como coeficiente de una incognita un

valor desconocido representado por “a”:

ax+y=13

X-y=3

Figura 12 — Problema con analisis con parametros sobre sistemas de ecuaciones lineales.

Fuente: Matematica 5 (PERU, 2016, p.64)
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Esta situacion ha reemplazado alguno de los coeficientes del sistema en funcion de un
parametro “a”, y asi determinar los valores que debe tomar para tener solucion Unica,

infinitas soluciones o no presentar solucion en el conjunto de los numeros reales.

Ademas de ello, deberian plantearse situaciones donde se pueda analizar la pertinencia de
un método u otro. Por ello, se deben analizar algunas caracteristicas del sistema de
ecuaciones lineales. Este andlisis estard en funcion a los coeficientes del sistema. En ese

sentido, se propone como ejemplo el siguiente problema:

Dado el sistema lineal de incognitas m; n:
3m+fn=y
Sm+en=¢
Resuelva con los métodos de igualacion, sustitucion y eliminacion. ¢Cual fue el método

mas y menos trabajoso en cada caso? Justifique sus respuestas.

i Parap =4; e =3; y = 24; ¢ = 29.
ii. Parap=1; e =3; y = 16; ¢ = 23.
iii. Parap=1;e=-1,y=14; ¢ =13
iv. Parap =2;e=2;y=10; ¢ =12

Se pretende que el alumno reconozca el método mas conveniente para cada caso. Esta
situacion tiene como incdgnitas a “m” y “n”, que no son las incognitas tradicionales en un
sistema de ecuaciones, pero que permitira ante posibles sistemas que no cuenten con estas
incAgnitas reconocer el sistema presente y resolverlas sin inconvenientes. El profesor de
matematicas deberia proponer estos problemas por que permiten elegir la estrategia mas
adecuada, no solo resolverla, lo que podra evidenciar qué método es mas efectivo y mas

econdmico en funcion a la cantidad de operaciones realizadas.
Il.  Sistemas de ecuaciones lineales como Herramienta

Ademas de las situaciones donde se problematizan los sistemas de ecuaciones lineales en
si mismos, los conceptos matematicos son utilizados en diversas practicas o situaciones, no
siendo el foco de estudio los sistemas de ecuaciones lineales. En ese sentido, se presenta
una clasificacion de las situaciones de este tipo en Intra-matematicos y Extra-matematicos.

Se mostrard una propuesta para clasificar dichas situaciones, al considerar que en todas
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ellas es necesario el empleo de los sistemas de ecuaciones lineales. Pero ademas de ello, se
deben considerar definiciones, propiedades, condiciones y otros factores necesarios en
cada tema, con la finalidad de reconocer y complementar la formulacion del sistema de
ecuaciones lineales que permita dar la solucion al problema. A continuacién se detallara

dicha clasificacion:
A. Situaciones Intra-matematicas

Se refiere a los problemas que se encuentran en el area curricular Matematica, segun el
Curriculo Nacional (PERU, 2016), pero que necesitan de los sistemas de ecuaciones
lineales para resolver alguna situacion, sin ser estos el foco principal de aprendizaje. En
ese sentido, se ha considerado conveniente clasificarlas en tres contextos: aritmético,
algebraico y geométrico, en cada uno de los cuales existen temas que utilizan los sistemas

de ecuaciones lineales como herramientas y que se detallan a continuacion:
I. Situaciones de contexto aritmético

En este grupo se ubican las situaciones que involucran conceptos aritméticos y para cuya
solucion se necesita utilizar los sistemas de ecuaciones lineales. Cuando se menciona
condiciones de cada tema, se hace alusién a las propiedades, argumentos y justificaciones
de cada tema propiamente dicho. De la revision de los textos indicada se ha identificado la
necesidad de aplicar resolucion de sistemas de ecuaciones lineales en los siguientes temas

aritméticos:
Situaciones relacionadas con contexto cotidiano

Son aquellas que implican un contexto matematico, ya que refieren a tratar con
operaciones aritméticas elementales y se relaciona con problemas de reparto, distribucion,
compras 0 ventas. Se desea que el alumno elija la estrategia o procedimiento mas
adecuado y determine la solucion de la situacion. Son situaciones simplificadas de la
realidad, que cumplen una funcion motivadora. A continuacién, se muestra una situacién

de este tipo en la Figura 13:
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En una feria agropecuaria realizada en Cajamarca, una familia compré 24 animales
entre vacas y ovejas. Se sabe que cada vaca cuesta S/ 250, y cada oveja, S/ 60. Si la
familia pag6 en total S/ 2960, ;cuéantas vacas y ovejas compré?

Figura 13 — Problema con enunciado sobre sistemas de 2 ecuaciones lineales.

Fuente: Matematica 5 (PERU, 2016, p.60)
Este problema se desarrolla con un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incognitas.

v:numero de vacas _
. d N v+c=24
j:numero de ovejas 2500 + 60j = 2960

Estos problemas permiten iniciar la capacidad de traducir datos, tal como se indica en el
Curriculo Nacional (PERU, 2016) en la competencia Resuelve problemas de regularidad,
equivalencia y cambio, donde se ubica el desarrollo esta capacidad referente al objeto de

estudio de esta tesis.

Ademas, existen situaciones que requieren discriminar datos que no son necesarios para

formar el sistema de ecuaciones y encontrar la solucion, como el mostrado en la Figura 14:

Resalver la siguiente situacion: Los pacientes de un hospital consumen diariamente 31
gramos de proteinas, 150 gramos de carbohidratos y 50 gramos de grasas. La nutricionis
solo cuenta con dos mezclas de alimentos disponibles con la composicion siguiente:

Nutrientes Mezcla A Meicla B Cantidad
Proteinas 58x 34y 300
Carbohidratos) 29x [ 17y 150
Grasas 10x Sy 50

Figura 14 - Problema con distractor sobre sistema de 2 ecuaciones lineales

Fuente: Sesion de Aprendizaje (PERU, 2016, 5°Sec-Unidad 2- Sesion 2)

En este ejemplo, las filas de “Proteinas” y “Carbohidratos” se refieren ecuaciones
equivalentes, lo cual debe ser identificado.
58x + 34y = 300

29x + 17y =150 -
10x + 5y =50

Multiplicando por 2 a (29x + 17y = 150)
58x + 34y = 300, equivalente a la primera ecuacién
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También existen situaciones de sistemas de 3 ecuaciones lineales con 3 incognitas, como

el que se muestra en la Figura 15:

En su tienda de abarrotes, Cecilia vende tres tipos de conservas
de pescado: sardina, caballa y atin. Se sabe que el precio
promedio de los tres tipos de conservas es de Sf 5. Hoy un
cliente compré 6 unidades de conserva de sardina, 4 unidades
de conserva de caballa y 2 unidades de conserva de atuin,

por lo cual pagd S/ 66. Si otro cliente comprd 8 unidades de
conserva de sardina y 6 unidades de conserva de caballa, por
lo cual pago S/ 62, jcuanto cuesta la unidad de conserva de
cada tipo de pescado?

Figura 15- Problema con enunciado sobre sistemas de 3 ecuaciones lineales.

Fuente: Matematica 5 — Cuaderno de trabajo (PERU, 2016, p.134)

Se requiere de mayor grado de conocimiento que en los ejemplos anteriores, ya que debe
tener la capacidad de reconocer dicho sistema de 3x3, ademas de resolverlo con el método

que mas convenga.

. ) S+c+a
s:precio de una conserva de sardina B N _—
c:precio de una conserva de caballa ; —» 3

: . 6a + 4c + 2a = 56
a: precio de una conserva de atun

8s + 6¢c =62

Situaciones relacionadas con Operaciones entre Conjuntos:

Son problemas con enunciados de conjuntos, donde se debe plantear las ecuaciones
pertinentes que resuelvan el problema. A continuacion un ejemplo de dichas situaciones,

se muestra en la Figura 16:

De un grupo de 55 personas, 25 hablan inglés; 32 francés y 33, aleman. Ademas, 5
personas hablan los 3 idiomas. ;Cuantas personas hablan exactamente 2 de estos idomas?

Figura 16 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con conjuntos

En la solucion de esta situacion se hace necesario el uso de los sistemas de ecuaciones
lineales por la relacién lineal entre algunos valores desconocidos. A continuacion la Figura

17, que muestra las relaciones formuladas.
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F

Sl=a+b+c
& S2=m+n+p
A
n(IUFUA) =55 =~ §14S52453=55

n(l) +n(F)+n(4)=25+32+33 = S51+2.52+3.53=90

Figura 17 — Planteo figural de un problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado

con Conjuntos

En este enunciado debe considerarse que las incognitas deben pertenecer a los nimeros
enteros no negativos. Ademas, el sistema que se plantea presenta 5 ecuaciones con 9
incdgnitas, lo cual implica un sistema con infinitas soluciones para las demas incdgnitas,
menos para alguna de ellas que seran posibles de hallar. El profesor debe reconocer que los
valores de las incognitas deben ser enteros no negativos, por tratarse de cantidades de

personas.

Entonces, es necesario reconocer nociones propias de este tema como son la cardinalidad
de conjuntos (nimero de elementos de un conjunto), que puede ser vacio, unitario, y con
mas elementos; operaciones como unidn, interseccion, diferencia, diferencia simétrica y
complemento; esquemas para plantear y solucionar situaciones con conjuntos como los
diagramas de Venn-Euler (figuras cerradas que se intersectan) o de Carrol (tablas de doble

entrada, para conjuntos disjuntos) o propiedades entre cardinales de conjuntos.
Situaciones relacionadas con Divisibilidad:

Estos problemas se relacionan con el tema de Teoria de NUmeros, especificamente con

criterios de divisibilidad. Como ejemplo se muestra la siguiente situacion:

Si: ababa = 88, hallar a — b

Figura 18 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con divisibilidad
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Este problema, mostrado en la Figura 18, implica aplicar criterios de divisibilidad para 8 y
11 (maltiplo de 88), de la cual se generan 2 ecuaciones con las incognitas “a” y “b”, como

se muestra a continuacion.
Por criterio de divisibilidad del 8: 4a +2b+a =8 = 8m
Por criterio de divisibilidad del 11: 3a —2b = 11 = 11k

En estos problemas los valores de “a” y “b” son digitos en el sistema de numeracion
decimal, es decir enteros no negativos, por lo cual los valores que puede asumir “a”
pueden ser desde 1 a 9, mientras que “b” puede tomar valores desde 0 a 9, por no ser
primera cifra. De la misma manera, dada la teoria de nimeros, el valor de “a@” debe ser par,
por ser la dltima cifra del numeral. Esta es una propiedad de divisibilidad de nimeros.
Ademaés de ello, la solucién del sistema implica que se consideren algunos valores para los
multiplos de 8 y 11, es decir, antes de resolver el sistema los valores de “m” y “k” son
parametros que podrian tomar diversos valores, lo que llevaria a la posibilidad de tener

mas de una solucion, por existir mas de un sistema de ecuaciones lineales no equivalentes.

Entonces, al abordar situaciones sobre divisibilidad, el profesor deberia considerar
conceptos, como mdaltiplo (nimero que contiene a otro) y divisor (nUmero que esta
contenido en otro); expresar un numero como divisor de otro con residuo por defecto o
exceso, criterios de divisibilidad de algunos nameros (divisibilidad por 2; 3; 4; 5; 7; 8; 9;
11; 13; 25, entre otros, asi como los criterios de nimeros que necesitan de la composicion
de dos o maés criterios); propiedades de la teoria de numeros (multiplicacion, suma;
potencia de nimeros no divisibles pero con residuo); justificaciones de los criterios (en
base a la descomposicion polindmica de los numeros y su representacion como divisor de

otro nimero con residuo) y algunos conceptos mas que sean necesarios.
Situaciones relacionadas con Proporcionalidad:

Las situaciones de este grupo se muestran en la solucion de problemas de
proporcionalidad, como son Razones, Proporciones, Magnitudes Proporcionales o Regla
de tres. Se formulan relaciones o igualdades sobre proporcionalidades Directa o
Inversamente proporcional. A continuacion se presenta un problema en la Figura 19,

referente a la proporcionalidad:
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a b d e d
Si: —= =—=——;ademdsa+ b + c = 380.Hallar —
6 84+n 5 5-—n n

Figura 19 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con proporcionalidad

En este problema se deben generar mas ecuaciones relacionando de forma conveniente los

datos mas apropiados, como se muestra a continuacion.

a b d e

6:8+n:5:5—n:k
Entonces: a = 6k ;b = (8+n)k;d =5k;e = (5—n)k
a+b+c=380

Dado que el tema de este problema implica desarrollar el tema de Proporcionalidad, los
valores de a, b, ¢, d, n deben ser nimeros enteros positivos, mientras que k debe ser
racional positivo. Estas condiciones son propias del tema en mencion, el cual admite
propiedades entre sus términos (antecedentes y consecuentes). Se muestra un sistema con
6 incdgnitas y se han establecido 6 ecuaciones, lo que permitira hallar los valores de todas

las incognitas.

Los promedios y mezclas son temas de indole aritmética que hacen referencia a la
proporcion de elementos, siendo Utiles en contextos reales. Por ello, es necesario que el
profesor identifique que en su desarrollo se emplean métodos de solucion de sistemas de
ecuaciones lineales. La Figura 20 que se muestra a continuacion, ejemplifica este tipo de

situacion:

Un kilogramo de café de primera y un kilogramo de café de segunda
cuesta S/. 26. Se mezcla 10 kg de primera con 20 kg de segunda. Si se
hubiera mezclado 20 kg de primera con 10 kg de segunda, el precio
medio hubiera sido S/.2 mayor. ¢(Cudl es el precio de un kilogramo de
primera?

Figura 20 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con mezclas

Se plantea para su solucion un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas, como el que se

muestra a continuacion
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a+b=26
Siendo a: precio de 1K g.de café de primera calidad » 10a + 20b = M

Siendo b: precio de 1K g. de café de primera calidad 20a 4+ 10b = M 4 2

En este problema los valores de a, b, M deben ser positivos, asi como el valor de M mayor
a‘“a’y“b”.

En conclusion, el profesor debe reconocer expresiones que representen razones aritmética
(por diferencia) o geométrica (por cociente); magnitudes y proporciones directa e inversa;
regla de tres simple (solo 2 magnitudes) o compuesta (mas de 2 magnitudes); cuando se
refiere a mezclas o promedios, reconocer conceptos como grado de alcohol en una mezcla,
precio medio, ley o liga (en metales finos); ademas de propiedades como suma o productos
de antecedentes y consecuentes en razones geometricas equivalentes, proporcion discreta o

continua, grado de alcohol en el agua o alcohol puro, entre otros.
Situaciones relacionadas con Interes:

Problemas de este tipo muestran la necesidad de resolverlos haciendo uso de los sistemas

de ecuaciones lineales. A continuacion se muestra un ejercicio de esta clasificacion:

Dos capitales se diferencian en S/.2 000, el primero se impone al 16% anual y el
segundo al 10% semestral. Si al cabo de un afio los montos son iguales, hallar el

mayor capital.

Figura 21 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con Interés

Al plantear el problema mostrado en la Figura 21, se generan 2 ecuaciones lineales de 2

incognitas, que se debe resolver de la manera mas conveniente:

¢, — C, = 2000
C,.16%.1+ C; = C.20%.2 + C,

En esta situacion se han generado 2 ecuaciones con 2 incognitas (los capitales). Estos
capitales deben ser nimeros reales no negativos. Sin embargo, podria llegar a la solucion
con valores negativos, los cuales tienen una interpretacion: la diferencia asumida esta en el

orden C; — C,, es decir, deberia ser C, — C;, con lo cual el capital C; debe ser mayor a C,.
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Por ello, el profesor debe reconocer términos como capital o inversion, tasa de interés,
tiempo de inversién, monto o interés; equivalencia entre tasas de interés (diario, semanal,
quincenal, mensual, bimestral, trimestral, cuatrimestral, semestral, anual y otros) o tiempos

(entre dias, meses o0 afos).
Situaciones relacionadas con Sucesiones:

Existen diversas situaciones sobre sucesiones, entre las que son muy comunes las
progresiones aritméticas, cuyos planteamientos en la mayoria de los casos necesita utilizar
los sistemas de ecuaciones lineales para dar respuesta a lo solicitado. Por ejemplo, la

Figura 22 muestra una situacion sobre este tema:

En una progresion aritmética, se sabe que el término de lugar 27 es 180 y
el término de lugar 54 es 342. Hallar el término que ocupa el lugar 63.

Figura 22 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con progresiones

aritméticas

Al plantear las ecuaciones a partir del enunciado presentado en la figura anterior, se
obtiene un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 incognitas, en las cuales se debe hallar el

primer término y la razon aritmética.

t54, = 342 = tl + T(54 - 1)
t27 = 180 = tl + T(27 - 1)

Los valores de t; y r representan el primer término y la razén de la progresion aritmética,
respectivamente. Al corresponder a t;, = 342 y t,, = 180, se pueden intuir que la razon

debe ser positiva, ya que se refiere a una progresion aritmética creciente.

Debido a todo esto, el profesor debe reconocer cuando se presenta una sucesion aritmética
(con razdn aritmética constante o no), propiedades entre términos de una progresion
aritmética, numero de elementos, suma de términos, sucesiones notables (de nameros

naturales positivos, pares, impares, cuadrados perfectos, cubos perfectos, otros).
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ii. Situaciones de contexto algebraico

En este grupo se encuentran las situaciones-problema que involucran conceptos
algebraicos que necesitan utilizar los sistemas de ecuaciones lineales para su solucion.
Aqui también, el profesor de matematica debe ser capaz de reconocer las propiedades,
argumentos y justificaciones de cada tema algebraico. A continuacion se mostraran los

temas identificados:
Situaciones relacionadas con Polinomios

Son problemas relacionados con grados o coeficientes de polinomios, como por ejemplo el
grado absoluto o relativo, asi como identidad de polinomios o andlisis de coeficientes. Por

ejemplo, a continuacidn se muestra un ejercicio en la Figura 23:

n+3, ,m-2_6-n n+2, ,m-3_n+m

En el siguiente polinomio: P(x; y) =5x" Yy <z " + X"y °z
Donde: G.R. (X) - G.R. (y) =3 AG.A.(P) = 13.
Calcular: 2m —n.

Figura 23 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con grados en

polinomios
De esta figura, se obtiene un sistema lineal de ecuaciones que se muestra a continuacion:

mn+3)—-(m—-2)=3
n+3)+(m—-2)=13

La solucion de este sistema debe considerar que los exponentes de las incdgnitas deben ser
ndmeros enteros no negativos, ya que es el motivo por el que una expresion algebraica se

Ilama polinomio.

El profesor debe reconocer sobre los polinomios algunos conceptos o propiedades como
grado relativo de una variable o grado absoluto de un polinomio, polinomios ordenados
(creciente o decreciente), completos (segun los grados de los términos de un polinomio),
polinomios especiales como monico, idénticos, idénticamente nulos, operaciones entre
polinomios, como adicion, multiplicacién o divisién, factorizaciones; propiedades entre

grados de polinomios cuando se realizan operaciones entre ellos.
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Situaciones relacionadas con Fracciones algebraicas

Las fracciones algebraicas son expresiones algebraicas muy comunes. Muchas de ellas se
pueden descomponer 2 0 mas fracciones algebraicas, cuyos denominadores sean factores

primos. En la Figura 24 aparece un ejercicio de ese tipo:

Si- 3x+4 __A _B
x4 3x+2 X+1 x+2

Hallar: A.B

Figura 24 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con fracciones

algebraicas

De lo cual se obtiene estas 2 ecuaciones lineales:

3x+4  A(x+2)+B(x+1) (A+B)x+ (24+B)
x2+3x+2  (x+DKx+2) x2+3x+2

A+B=3;2A+B=4

Se deben considerar que los valores de A y B no pueden ser nulos, ya que anularia una de

las fracciones algebraicas y no cumplirian la separacién en fracciones propias.

Es decir, el profesor debe ser capaz de reconocer definiciones, propiedades y otras
caracteristicas, como reconocer entre fraccion algebraica propia (grado absoluto del
numerador debe ser menor al del denominador) o impropia (grado absoluto del numerador
es mayor al del denominador), factorizar polinomios, operaciones como suma,
multiplicacién o division, asi como la descomposicion de fracciones como suma o resta de

fracciones propias.
Situaciones relacionadas con Binomio de Newton

En estos ejercicios, las actividades se centran en el analisis de los grados de los términos
gue forman el binomio de Newton. Son ejercicios netamente matematicos, que implican un

trabajo con expresiones algebraicas. En la Figura 25 se muestra un ejercicio de este tema:

74



2m ym+20 16

+ ) el término central tiene

yn—lo xn

Al desarrollar la expresion (

como parte literal a x6*y*°°, Hallar m.n

Figura 25 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con Binomio de

Newton

Considerando elementos tedricos y propiedades del tema Binomio de Newton, se plantean

el siguiente sistema de 2 ecuaciones lineales:

2m \ 8 +204 8 16m — 8n = 64
al " = x16m-8n,,8m+160-8n+80 [
yrie x" 8m —8n = 160

Los exponentes de las incognitas “x” e “y” pueden tomar cualquier valor real, ya que el

binomio de Newton se ha generalizado para cualquier tipo de exponente en este dominio.

Por eso, el profesor debe reconocer la forma de un binomio de Newton, asi como el
desarrollo del mismo y la formula para hallar el término de alguna posicion en particular
(Hlamado también término k-ésimo), reconocer las caracteristicas de un término en
particular como el signo, el desarrollo de una combinacion de “n” en “k”, y la relacion de
esta con los exponentes de los términos y del grado absoluto de aquel término. Asi
también, reconocer propiedades sobre division y multiplicacién de potenciacién, cuando

trabaje con los elementos de uno 0 mas términos.
Situaciones relacionadas con Nameros Complejos

La teoria de Numeros Complejos no esta contemplada en el Curriculo nacional (PERU,
2016), pero se desarrolla en algunas instituciones privadas por ser tema de evaluacion en
algunos procesos de admision a instituciones de educacion superior. En este tema, se
admiten operaciones béasicas como las desarrolladas en Numeros Reales, por lo que se
necesita de soluciones utilizando los sistemas de ecuaciones lineales. A continuacion, la

Figura 26 muestra una situacién sobre nameros complejos:
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. , +b+2i ,
Sabiendo que 2a —3b = —3 y que ademés que z = 2 * es un ndmero real

a—b-3i
puro, hallar a-b

Figura 26 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con nimeros

complejos

De las propiedades en NUmeros Complejos se realizan operaciones convenientes para

transformar z1 y z2 en nimero real puro e imaginario puro.

a+b+2i a—b+3i (a®—b%—6)+ (5a+ b)i m) Sa+b=0

TR . — 2
a—b—3i'a—b+3i (a—Db)*+9 2a —3b =—3

Para la validez de la solucidon del sistema de ecuaciones, se debe considerar que el
coeficiente real a? — b? — 6, debe ser diferentes de cero, pues sino se anularia la expresion
y obtendriamos una incoherencia segun las condiciones del tema de los nimeros

complejos.

En general, implica reconocer definiciones como médulo y conjugado de un complejo,
namero real puro y nimero imaginario puro, ecuaciones con raices complejas, operaciones
aritméticas entre nimeros complejos, racionalizar cuando se divide nameros complejos,
representar de forma algebraica (parte real y parte imaginaria), geométrica (eje real y eje
imaginario) o trigonométrica (médulo y argumento) de estos, para su tratamiento en ese

ambito, asi también propiedades en cada una de las representaciones antes mencionadas.
Situaciones relacionadas con Ecuaciones cuadraticas:

A pesar de referirse en estas situaciones a ecuaciones de segundo grado, en muchos
problemas es evidente el uso de sistemas de ecuaciones lineales. Por ejemplo, la Figura 27
presenta un problema en el que se deben aplicar propiedades sobre la relacion de los

coeficientes de la ecuacién cuadratica:
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Dada la ecuacion: 2x? + (a+ b)x —2a+b =0
Si la suma de raices es 4 y el producto de las mismas es 6. Hallar “a.b”

Figura 27 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con ecuaciones

cuadraticas

De la ecuacion y datos de la suma y producto se pueden plantear las siguientes ecuaciones:

—(a+b) _ —2a+b _

2 4 2 6 - —a—b=28

—2a+b=12

El profesor de matemética debe reconocer una ecuacion cuadratica y sus terminos
(principal, lineal e independiente), asi como propiedades como la suma, producto y
diferencia de raices; reconocer la naturaleza de las raices (cuando son reales y diferentes,
reales e iguales o no reales), también meétodos de solucion como factorizacion (aspa

simple, factor comdn o producto notable) y formula general (completando cuadrados).
Situaciones relacionadas con Matrices:

En el desarrollo de las matrices, se analizan relaciones entre sus elementos, segun filas y
columnas, asi como otras caracteristicas propias de ellas. A continuacion una situacion
sobre ellas se puede apreciar en la Figura 28, que muestra una matriz de orden 2x2 (2 filas

y 2 columnas):

2x-3y 4x

Sienlamatriz: 4 =
2x+12 y+6

se cumple que ay =2.a»Yy que Traza(A) =6.

Calcula: "x +y".

Figura 28 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con matrices

La traza se refiere a la suma de los elementos de la diagonal principal de una matriz,
mientras que las expresiones ay; Y ay; se refiere a los elementos de la segunda fila de dicha

matriz, de donde obtenemos el sistema de ecuaciones:
2x-3y)+(y+6) =6
(2x+12) =2(y +6)
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Dado que se expresa como dato la relaciéon de a,; = 2a,,, no tendria sentido que ambos
valores (a,;; a,,) sean nulos, a pesar que cumplan la relacion. Asi también, el alumno
debe recordar el concepto de traza de una matriz, como la suma de la diagonal principal de

una matriz cuadrada.

Por todo ello, el profesor debe realizar operaciones entre matrices (suma, diferencia,
producto por un escalar, producto matricial), métodos para hallar la inversa de una matriz,
conceptos como orden de una matriz, diagonal, matriz triangular (superior o inferior) o

traza de una matriz, asi como las condiciones para cada caso.
Situaciones relacionadas con Funciones:

Existen diversos tipos de funciones, entre ellas las funciones lineales, las cuales requieren
de la solucidn de sistemas de 2 ecuaciones lineales con 2 incdgnitas. Por ello, se muestra el

siguiente tipo de problema en la Figura 29:

Si la produccion inicial de una empresa es de 30 articulos y se sabe que
en los primeros 12 meses, dicha produccion se incrementa en forma
lineal. Ademas, en el cuarto mes se produjeron 190 articulos. Se desea
obtener:

a. La expresion que defina la produccion P en funcién al tiempo

X €n meses.
b. La produccion anual.

Figura 29 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con funcion lineal

Dado que la funcion lineal tiene la forma general f(x) = mx + b, se obtienen las
siguientes ecuaciones: f(0) = m(0) + b = 30 ; f(4)=m.4+b =120

Como se trata de una funcion lineal el valor de “m” no negativo por ser una funcion lineal
creciente, que se entiende del enunciado del problema, el valor de “b” también debe ser no

negativo, ya que representa una cantidad inicial de articulos.

Entonces, el profesor ademas de los sistemas de ecuaciones lineales debe reconocer
caracteristicas de una funcién como dominio y rango, interceptos con los ejes, par
ordenado, interseccion de funciones, asi también, reconocer los cuadrantes del plano

cartesiano.
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Situaciones relacionadas con Programacion lineal:

Los problemas de Programacion Lineal buscan determinar, en base a inecuaciones
lineales, la optimizacion de expresiones, segun lo solicite la situacion. Un ejemplo de ello

se muestra a continuacion, en la Figura 30, donde se busca optimizar un polinomio:

Determina el valor minimo que toma la funcién objetivo: |X+ ¥ =3
, i Xx-3y<3
P(x, ¥) = 10x + 15y sujeta a las restricciones. ’

! : V=X

Figura 30 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con programacion

lineal

Este problema pretenden determinar el punto o los puntos en los cuales la funcion objetivo
dada por P(x, y) se vuelve éptima. Para ello, se cambian las relaciones, de desigualdad de
las inecuaciones por igualdades, para delimitar la region factible comprendida entre ellas y
buscar entre las infinitas posibilidades aquella que logre la optimizacion. Se hallan los

puntos extremos de la regién intersectando las rectas halladas anteriormente:

x+y =3
x—3y=3
X=y

Las soluciones posibles se obtienen de intersectar estas ecuaciones. La solucion debe
aceptar numeros reales ya que no existen restricciones en el enunciado, por ser netamente
de &mbito matematico. Lo que se desea es que el alumno haga uso de las técnicas para la

solucioén.

Para ello, el profesor debe tener conocimientos previos de funciones, asi como reconocer
la region factible para delimitar sus posibilidades de solucion. También el profesor debe
reconocer que este tipo de situaciones originan sistemas de ecuaciones lineales con 2

incdgnitas, ya que se trabaja en el plano cartesiano (bidimensional).
iii. Situaciones de contexto geométrico

En este grupo situaciones se encuentran las involucran conceptos geométricos que
requieren el uso de sistemas de ecuaciones lineales para su solucion. Nuevamente, el

profesor de matematica debe ser capaz de reconocer las propiedades, argumentos y
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justificaciones de cada tema algebraico. Sin embrago, el contexto geométrico implica
ciertas condiciones que haran vélida la solucion del sistema, como solucion de la situacion
planteada A continuacion se mostraran los temas identificados:

Situaciones relacionadas con Angulos

En la Figura 31, se muestra una situacion en lenguaje figural, sobre &ngulos entre rectas
paralelas y angulos consecutivos:

Caleular *x*, si T /1 y AB// CD.

Figura 31 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con angulos entre

paralelas

La solucion de este ejercicio muestra en la Figura 32, donde se formulan 2 ecuaciones

lineales con 3 incognitas, que a pesar de la naturaleza del sistema, se logra hallar lo que
deseado.

et -x
o 8x-B+¢= 180"

Figura 32 — Solucion del problema relacionado con angulos.
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Se muestra un sistema con infinitas soluciones, pero que permiten dar solucion a la
situacion. El profesor de matematicas debe ser capaz de reconocer y discutir esto, pues a
pesar de ser un sistema con infinitas soluciones, las incognitas que no se pueden hallar
actian como parametros, los cuales deben cumplir condiciones de existencia, por ejemplo,
deben ser no negativos y menores a un angulo llano (180° sexagesimales). Asi también, el

valor de "¢" debe ser mayor a “x” ya "f".

El profesor debe reconocer al menos dos sistemas de medida angular (sexagesimal y
radial), las equivalencias entre ellos, las propiedades cuando se presentan rectas paralelas
y secantes comunes a ellas, como angulos opuestos por el vértice, conjugados, alternos

internos o externos, o consecutivos, entre otros.
Situaciones relacionadas con Triangulos

Cuando se aborda el tema de Triangulos en la geometria, también se hacen operaciones
con angulos, ya que los tridngulos pueden ser acutangulos, rectangulos u oblicuangulos, lo
que implica que todos los angulos deben ser convexos, es decir, mayores a 0° y menores a
90°. Deben considerarse caracteristicas y propiedades de cada tipo, reconocer conceptos
sobre lineas notables (bisectriz, mediatriz, altura 0 mediana), asi como trabajar con las
longitudes de los lados, al trabajar con triangulos escalenos, isosceles o equilateros, ya que
estos permitiran reconocer y formular el sistema de ecuaciones lineales que permita
resolver la situacion. A continuacién se muestra la Figura 33, donde se plantea un

problema aplicado a triangulos:

En la figura, calcular el valor de "x°".

Figura 33 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con triangulos

La solucién como en los demas casos, muestra relaciones entre angulos de triangulos.
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a+x+p =90 20 + 2¢ + 90 = 360
2+ 6 =90 28+ ¢ =90

(Y4

Los angulos geométricos son no negativos y los valores de a,f,¢,0,y el mismo “x”,
deben ser menores a 90°, por ser angulos agudos de un triangulo rectangulo. El sistema
que se ha obtenido tiene infinitas soluciones, a pesar de ello el problema tiene solucién. No
se puede dar un valor especifico a las demas incognitas, por lo que el profesor debe tener
la capacidad de justificar ello, asi como el comportamiento de estas incdgnitas, cuya

solucion se puede expresar en términos de parametros.
Situaciones relacionadas con Cuadrilateros

El trabajo con cuadrilateros, similar a los triangulos, implica reconocer caracteristicas y
propiedades de estos. Reconocer los tipos de cuadrilateros (paralelogramos, trapecios o
trapezoides), ya que en cada caso existen propiedades que se cumplen con sus angulos o
lados. En este grupo se presentan problemas sobre cuadrilateros, como el que se presenta

en la Figura 34:

Calcular “x" en :

Figura 34 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con cuadrilateros
Las ecuaciones lineales que se formulan son:
x=2¢04+0 7¢ + 3¢ + 36 + 26 = 360

Similar a los casos anteriores, el sistema tiene infinitas soluciones, pero es posible dar
solucion a lo que se pide hallar, sin embargo, se deben expresar las otras incognitas en

términos de un parametro que permita cumplir las condiciones de la geometria.
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Situaciones relacionadas con Poligonos

Las situaciones sobre poligonos requieren de soluciones con uso de diversas técnicas
algebraicas, ya que en muchos casos se deben resolver ecuaciones. Se presenta en la

Figura 35, un ejercicio sobre este tema:

La suma de las medidas de 4 angulos consecutivos de un hexagono es
500°. Hallar el angulo que forman las bisectrices interiores de los otros 2
angulos.

Figura 35 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con poligonos

La Figura 36 muestra un problema cuya solucion necesita ser mostrado con una grafica y

en ella determinar algunas ecuaciones:

miA+m¢B+mdC+meD+meE+mF=180"6-2)

o+ B+ x=180°

Figura 36 — Solucion de un problema relacionado con poligonos

Efectivamente, como se indico lineas arriba, la Figura 37 muestra el planteamiento en otro
lenguaje matematico, algo que el profesor debe ser capaz de hacer. Los poligonos pueden
ser convexos 0 clncavos, asi como equiangulos, equilateros o regulares. Para las
situaciones de este tema se plantean por defecto poligonos convexos, a no ser que el
enunciado exprese lo contrario. Por ello el profesor debe manifestar estas condiciones a los
alumnos al abordar estas situaciones, para evitar que se obtengan graficos o expresiones
que conlleven a error o incoherencias. También debe tener conocimiento de algunas
caracteristicas generales, como suma de angulos internos, externos o centrales, cantidad de

diagonales o diagonales medias.
Situaciones relacionadas con Geometria Analitica

Estos problemas se encuentran en la competencia “Resuelve problemas de forma,

movimiento y localizacion”. A continuacion, se muestra un ejemplo en la Figura 37:
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Encuentre la ecuacién cartesiana de la circunferencia que pasa por los puntos
(3; 1), (1; 6) y (-2; -1). Dé como respuesta la suma de las coordenadas de su
centro con su radio.

Figura 37- Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con ecuacién de

circunferencia

Este problema se plantea con la ecuacion cartesiana de la circunferencia dada de la
siguiente forma: (x —h)? + (y —k)? =r? Al reemplazar los puntos se obtienen 3
ecuaciones no lineales, pero trabajando de formas conveniente tomadas de 2 en 2, se

logran ecuaciones lineales.

(3-h)?*+(1-k)3?=r?

. L s _4h4 10k=27
(1—hP+(6—KP =12 —

> 3h+7k=16

Il
-

(—2—h)2 +(—1—k)2=1* —

Los valores que puede tomar “h” y “k” deben ser reales, sin importar el signo o si son
racionales 0 no, ya que estos valores constituyen el centro de la circunferencia, en el plano

)
T

cartesiano. En cambio, el valor de debe ser no negativo, por referirse a la distancia

entre 2 puntos, en este caso, entre el centro y un punto que pertenece a la circunferencia.

El profesor debe tener conocimiento de las ecuaciones de recta, circunferencia, parabola,
elipse e hipérbola, ademas de reconocer sus elementos, como vértice, foco, centro, eje
focal, eje transverso, lado recto, segun sea el caso, a la vez de reconocer las gréficas y la
argumentacion de las ecuaciones y las propiedades que existen en estas conicas.

B. Situaciones Extra-matematicas

Cuando nos referimos a esta clasificacion, se hace alusiéon a temas que no corresponden
propiamente a la matematica, pero que necesitan de los sistemas de ecuaciones lineales
para llegar a la solucion de la situacion. En ese sentido se han identificado situaciones en
el area curricular Ciencia y Tecnologia, mas especificamente en la Fisica y Quimica, asi

como otros que corresponden a la vida cotidiana, que a continuacion se detalla:
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i. Situaciones en contexto de la Fisica

De los temas referentes a la Fisica y coherentes con el Curriculo Nacional (PERU, 2016)

se han considerado algunos temas que utilizan sistemas de ecuaciones lineales:
Situaciones relacionadas con Vectores

Estos problemas se presentan para hallar los mddulos de vectores, por ejemplo, la Figura
38 presenta una situacién con vectores cuyo punto inicial estd en el origen de coordenadas

del plano cartesiano:

Dada la gréfica, encontrar los médulos de los vectores A y B, si la
resultante es un vector horizontal en el semi-eje positivo “X” igual a 20 u.
(|A|=10v; |B|=15u)

Figura 38 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con vectores

Este problema implica descomponer los vectores A y B en sus componentes sobre el eje X
e Y con los cuales se plantean 2 ecuaciones lineales. Para ello los valores de las funciones

trigonométricas de los angulos 45° y 30° son constantes y generaran coeficientes.
A.cos(45°) + B.sen(30°) = 20
A.sen(45°) — B.cos(30°) =0

Por ello, el profesor de fisica debe reconocer condiciones de vectores que permitan
formular un sistema de ecuaciones lineales, por ejemplo, los vectores tienen modulo y
direccién, con lo cual si un médulo es negativo se debe entender que la direccion inicial
considerada debe ser contraria; reconocer funciones trigonomeétricas de angulos agudos;
descomponer un vector en sus componentes en los ejes coordenados; reconocer

expresiones como resultante, suma, producto escalar o vectorial, entre otros.
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Situaciones relacionadas con Cinematica

La Cinemaética es una parte de la fisica que estudia el movimiento de los cuerpos. Tiene a
su vez diversos capitulos. Se mostraran ejercicios que se relacionan con Movimiento
Rectilineo Uniforme (MRU). El problema mostrado en la Figura 39 es muy comdn en este

tema:

Dos mdviles estan separados inicialmente 200Km y viajan en sentidos opuestos.
Si las velocidades son 8 Km/h y 17 Km/h. Hallar la distancia que recorre cada
uno y el tiempo que demoran antes del encuentro

Ve . Ve
I 200 |

Figura 39 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con MRU.

En esta situacion se utiliza la férmula de MRU dada por Espacio = Velocidad . Tiempo.

Entonces se considera “t” el tiempo de encuentro y “X” la distancia de uno de los moviles

Parael mévil A: 8.t =X

Va Ve

00 -x

Para el movil B: 17.t =200-X
I 200

Figura 40 — Planteo del problema relacionado con MRU.

Es importante para este problema realizar una grafica que permita entender y plantear
ecuaciones para cada movil, como se hace en la Figura 40. En los problemas de
cinematica, no se consideran factores externos que puedan influir en el recorrido de los
moviles, sino por el contrario situaciones ideales, entendiendo estas como aquellas en las
que las fuerzas externas no existen. Por otro lado, hay condiciones que el profesor debe
considerar como establecer un sistema de referencia para la trayectoria de los mdviles, en
el caso del tiempo considerarlo como numero real no negativo, en tanto los demas
elementos de cinematica si podrian serlo como son la velocidad, aceleracion,

desplazamientos, ya que dependeran del sistema de referencia considerado.
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Situaciones relacionadas con Estatica

La Estatica estudia el equilibrio de los cuerpos. En este tema también es necesario el uso
de los sistemas de ecuaciones lineales para relacionar las diversas fuerzas que acttan en el

sistema a fin de cumplir las leyes de equilibrio. A continuacidn se muestra un problema, en

la Figura 41:

Un bloque de 150 N de peso se encuentra colgado seguln el
sistema en equilibrio. Hallar la tension de las cuerdas.

40°

150N

Figura 41 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con equilibrio estatico

En esta situacion se realiza un diagrama de cuerpo libre y de ella se plantean las

ecuaciones pertinentes.

Diagrama de cuerpo libre (DCL) YFi=0 = Tix—Txx=0
SF, =0 = Ty +Tyy, —150N =0

De las cuales se obtienen

Ty.c0850° — T;.c0540° =0

T;.sen50° + T,.sen40® = 150N

150N

Figura 42 — Diagrama de cuerpo libre relacionado a situacion sobre equilibrio estatico

Como se puede apreciar en la Figura 42, el sistema que se obtiene estd formado por 2
ecuaciones y 2 incognitas, pero puede darse el caso de tener mas incognitas que
ecuaciones o viceversa, lo que puede conllevar a sistemas con solucion Unica o infinita.

Los valores de T; y T,, asi como de los mddulos de los diferentes elementos deberian ser
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no negativos, pero de darse el caso, se debe interpretar como una direccion contraria a la

asumida inicialmente. También debe reconocer situaciones de equilibrio estatico.
Situaciones relacionadas con Dinamica

La Dinamica estudia las fuerzas que originan el movimiento de los cuerpos. Estas fuerzas
se relacionan entre si y genera ecuaciones lineales que permiten su solucion. La Figura 43

muestra un problema de dindmica con 2 bloques unidos por una cuerda:

Hallar la tension de la cuerda que une los bloques y
la aceleracion del sistema: ma=9 kg; mg =11 kg

20N 60N
— A B L

o o

Figura 43 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con dindmica lineal

Para resolver la situacion, en la Figura 44 se muestran los diagramas de cuerpo libre de
cada bloque y las fuerzas que actlan sobre cada uno y se formulan las ecuaciones sobre

leyes de Dinamica (3 F = m.a)

N1T N2 I
T—-20= .
20N T T 60N - @
+— A [— +— B [
1 . 60 —T =mz.a
l 1 me.q
M.

Figura 44 — Diagramas de cuerpo libre de 2 bloques, relacionado a problema sobre
dinamica
Se presentan 2 ecuaciones con 2 incégnitas, ya que los valores de las masas A y B
(m, y mg) son datos conocidos.
ii. Situaciones en contexto de la Quimica

En la misma éarea curricular de Ciencia y Tecnologia, se desarrollan temas que se

relacionan con la Quimica. A continuacién se mostraran algunos casos.
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Situaciones relacionadas con Balanceo de reacciones quimicas

Estos problemas se presentan para hallar los coeficientes de los compuestos que

intervienen en la reaccién, por ejemplo:

Balancear con método algebraico la siguiente reaccion quimica:
HNO; + SnO - NO + SnO, + H,0

Figura 45 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con balanceo
quimico
Lo que se muestra en la Figura 45 es un problema muy comun en este tema. Lo que se

debe hacer es anteponer delante de cada componente quimico variables que simularan los

coeficientes de las ecuaciones. Luego se formulan las ecuaciones lineales necesarias.

a=2e
a.HNO; + b.SnO — c.NO + d.Sn0, + e.H,0 - s +g:€+2d+
a = e

bh=d

Los coeficientes son valores no negativos. Lo que representan estos valores realmente se
refieren a la proporcion de dichos elementos. Podria existir la posibilidad de incluir como
dato alguna cantidad especifica de alguno de ellos y pedir las cantidades de los demas

elementos que intervienen, mediante la relacion de los coeficientes.

El profesor debe tener conocimiento sobre caracteristicas de los &tomos y de los
compuestos formados con ellos como masa molecular, nimero de moles o molaridad. Asi
también, debe considerar la valencia de atomos cuando realice enlaces quimicos para

formar los compuestos.
Situaciones relacionadas con teoria de atomos

Estos problemas se presentan para hallar los coeficientes de los compuestos que
intervienen en la reaccién quimica, por ejemplo, la Figura 46 muestra una situacion donde

se deben identificar algunas definiciones de la Quimica:
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Si dos atomos “A” y “B” tienen igual nimero de neutrones, la suma de sus
protones es 76 y la diferencia de sus nimeros de masa es 4. ;Cuantos
protones tiene “A”?

Figura 46 - Problema de sistemas de ecuaciones lineales relacionado con atomos

Se debe recurrir a propiedades de los atomos para formular las siguientes ecuaciones.

TLAZTIB
Pa+pg =76
my—mg=4->pyg+n,—pg—ng = py—pp==4

Los valores de las incognitas deben ser enteros no negativos, por referirse a cantidades de
elementos quimicos. El profesor debe considerar cuando un atomo es estable, o ha ganado
o perdido electrones (i6n), nimero de neutrones y protones que hay en el ndcleo de un
atomo, asi como los electrones que presenta en la nube electronica. También se menciond

anteriormente conceptos como nimero masico o de masa, y numero atomico.

De esta manera, se han mostrado algunos temas que requieren del uso de los sistemas de
ecuaciones lineales. Ahora seran analizados para identificar los demas objetos primarios
qgue emergen de ellos y asi clasificarlos segun el lenguaje en que se muestra, las
definiciones necesarias, los procedimientos de solucion, las propiedades o las

argumentaciones sobre los sistemas de ecuaciones lineales.
3.1.2. Lenguajes

El lenguaje estd referido a las formas de expresion grafica o notaciones, que estan
presentes diversos registros de representacion, como por ejemplo en forma natural o
escrita, que sirven para describir las situaciones-problema. Asi también “son la parte
ostensiva de una serie de conceptos, definiciones y procedimientos que intervienen en la
elaboracion de argumentos” (Godino, Batanero y Font, 2008, p.6), siendo muy importante

debido a que en la practica matematica, los objetos matematicos son abstractos.

Del anélisis de contenido se han identificado diversos términos, notaciones, graficos o
expresiones que se relacionan con los sistemas de ecuaciones lineales. Por ello se ha

elaborado una clasificacion que se muestra en la Tabla 3:
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Tabla 3

Tipo de lenguajes empleados sobre los sistemas de ecuaciones lineales

LENGUAJE

EJEMPLO

Verbal:

Expresiones sobre definiciones:

Ecuacién lineal, sistema de ecuaciones
lineales, sistema de ecuaciones equivalentes,
pardmetro, incognita, matriz de coeficientes,

matriz  triangular, matriz  aumentada,
determinante, sistema  consistente 0
compatible, sistema compatible
determinado, sistema compatible

indeterminado, sistema incompatible.

Expresiones sobre propiedades:

Relacion de coeficientes, interseccion de
rectas, rectas paralelas, rectas superpuestas,
determinante nulo, determinante no nulo,
analizar el sistema, intercambiar ecuaciones,
multiplicar una ecuacion por un escalar.

Expresiones sobre enunciados de problemas:
Cuantos elementos de cada tipo hay; entre
los 2 tipos hay; halla el C.S.

Sistema de ecuaciones lineales es el
conjunto de ecuaciones de primer grado
con 2 0 més incognitas.

Sistema compatible determinado es aquel
sistema que tiene un conjunto finito de
soluciones.

Sistema compatible indeterminado es

aquel sistema que tiene infinitas de
soluciones.
Si una ecuacién de un sistema se

reemplaza por la suma de esta ecuacion,
previamente multiplicada por un nimero
distinto de cero, con otra ecuacion del
sistema, se obtiene un sistema equivalente
al inicial.

Un kilogramo de café de primera y un
kilogramo de café de segunda cuesta S/.
26. Se mezcla 10 kg de primera con 20 kg
de segunda. Si se hubiera mezclado 20 kg
de primera con 10 kg de segunda, el
precio medio hubiera sido S/.2 mayor.
¢Cuél es el precio de un kilogramo de
primera?

Algebraico
Incégnitas, parametros, términos
independientes, forma general para 2

incognitas, forma general para 3 incognitas.

Sea el sistema de incognitas {m, n}.
am+bn=c
dm+en=f

Sea el sistema de incognitas {x, y, z}:

ax+by+cz=d
ex+fy+gz=nh
ix+jy+kz=1

Grafica:

Situaciones que incluyen graficar rectas o
planos del sistema de ecuaciones. Pueden ser
representados en un plano cartesiano o en el
sistema tridimensional.

Determinante:
Cuando se resuelven situaciones por el método
de Cramer.

ar+by=e

Para ¢l sistcma ¢

cr + dy
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Tabular:
Muestran informacion en una tabla y se deben
de relacionar de forma conveniente para formar
el sistema de ecuaciones que permita resolver el
problema

N2 N. N.
total de|  de tiros de tiros
puntos de 2 de 3

7 |
(14 puntos) | (3 puntos)
4 :
(8 puntos) 9 puntos)
1 5

7 ] Sl
(2 puntos) | (15 puntos)

Figural:

Con mucha frecuencia en situaciones
geométricas, donde el problema se muestra con
un grafico, donde hay datos presentes en la
figura, como &ngulos, lineas notables,
longitudes de segmentos, entre otros.

Matricial:

En situaciones donde se aplica el método de
Gauss-Jordan: transformar una matriz inicial
aumentada en otra, mediante operaciones fila.

— N W

e I

3.1.3. Definiciones

Son las descripciones de las expresiones matematicas que intervienen en el desarrollo de
un objeto matematico. Las definiciones que se tienen en torno a un objeto pueden ser
diversas, dependiendo de la institucion en la que se hace referencia. El interés de este
trabajo esta relacionado con los sistemas de ecuaciones lineales, por lo que, del analisis de

textos realizado se propone la Tabla 4, con los conceptos que son necesarios para abordar

el tema en la educacion secundaria peruana:
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Tabla 4

Definiciones sobre los sistemas de ecuaciones lineales

CONCEPTO

DEFINICION

Ecuacion lineal

Expresion algebraica cuyo grado es igual a la unidad y presenta al menos una
incégnita.

Sistema de
ecuaciones lineales

Conjunto de ecuaciones lineales con 2 0 méas incognitas.

Conjunto solucién

Conjunto de valores que satisfacen simultdneamente las ecuaciones del sistema.

Sistemas de
ecuaciones
equivalentes

Son aquellos sistemas de ecuaciones lineales que admiten el mismo conjunto
solucion. La definicion dada para sistemas equivalentes es una relacion de
equivalencia, que implica cumplir con las propiedades transitiva, reflexiva y
simétrica.

Interceptos con los

Valores en los cuales la gréfica de la recta o plano asociada a una ecuacion

ejes intersectan a los ejes coordenados.

Parametro Variable que reemplaza el valor de un coeficiente en el sistema de ecuaciones
lineales, diferente a las incognitas del sistema de ecuaciones.

Matriz de | Es un arreglo de nimeros ordenados en filas y columnas formado por los

coeficientes

coeficientes del sistema de ecuaciones.

Matriz aumentada

Es la matriz de coeficientes, pero con una columna adicional, formada por los
términos independientes de cada ecuacion.

Matriz triangular

Es la matriz cuyos elementos debajo o por encima de la diagonal principal, son
Ceros.

Determinante

Valor asociado a una matriz de igual nimero de filas y columnas, que se obtiene
multiplicando cada elemento de la primera fila por su cofactor, sumando luego
todos los productos obtenidos.

Cofactor A;; del

elemento a;

Se define 4;; = (— 1)i+fMl-]-, siendo M;; el menor determinante que se obtiene al

1 6 4
eliminar la i-ésima fila y la j-ésima columna. Por ejemplo, [—1 2 7],
5 -3 3

6
°)= 03 -6y = -33

1
entonces el menor M3 = [5

Sistema compatible
determinado

Sistema que tiene un conjunto finito de soluciones.

Sistema compatible
indeterminado

Sistema que tiene infinitas soluciones

Sistema
incompatible

Sistema que no tiene solucién. También se le conoce como inconsistente o
absurda.
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3.1.4. Procedimientos

Para poder resolver un sistema de ecuaciones lineales se debe contar con el enunciado del
problema y el profesor debe tener la capacidad de reconocer si la situacion requiere o0 no
de la nocion de sistemas de ecuaciones lineales. De ser el caso, debe asociar un sistema en
su representacion algebraica, identificar cuales serian las incdgnitas y organizarlas en
ecuaciones lineales, donde las incognitas se agrupan por términos semejantes. Luego,
colocar las ecuaciones, una debajo de otra, de tal manera que los términos de una misma
incdgnita se ubiquen en una misma columna. En cuanto a las diferentes expresiones que se
pueden obtener cuando se plantea una ecuacion, se deben considerar expresiones
fraccionarias, que si bien no son ecuaciones lineales, con un tratamiento adecuado, que
considere restricciones, segun el denominador, se puede transformar en un sistema de

ecuaciones lineales. Estas expresiones fraccionarias podria ser consideradas de la forma

ax+by+c
dx+ey+f

3x—2y+5

=k, como por ejemplo Ere—

= 2, a la cual se deben aplicar operaciones
aritméticas bésicas (adicion, sustraccion, multiplicacion o divisién) y propiedades (como
distributiva, conmutativa, asociativa), de tal manera que se exprese como una ecuacion
lineal con los términos que presentan incégnitas en un lado de la igualdad y los términos
independientes en el otro lado. Del ejemplo anterior mostrado, la secuencia de procesos

que se podrian realizar seria el siguiente:

3x—2y+5_2
3x+y—5

3x =2y +5=2Bx+y—5) (Multiplicacion en aspa)

3x -2y +5=6x+2y—10 (Propiedad distributiva)

3x —2y—6x—2y=-10—-5 (Separa términos semejantes
3x —6x —2y —2y =—-10—-5 (Propiedad conmutativa)
—3x —4y =-15 (Suma de términos semejantes)

Ya formulado el sistema de ecuaciones lineales, se procede a resolver para lo cual se
propone hallar sistemas equivalentes. Esto se puede obtener considerando manejo de

expresiones algebraicas, para lo cual se consideraran 2 métodos:
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e Reducir un sistema de ecuaciones "mxn"auno"m—1xn—1"

e Meétodo de Gauss-Jordan.

Luego de resolver el sistema de ecuaciones lineales por algun método, se debe verificar
que dicha solucion satisfaga como solucién de la situacion inicial planteada, cumpliendo

las condiciones respectivas.

A continuacion se detallard cada uno de los métodos, cuyo desarrollo implica hacer uso de

procesos algebraicos y otros que no son considerados asi:
l. Reducir un sistemade "mxn"aunode " m—1xn—1"

Este método tiene por finalidad reducir el sistema de orden "m x n" (m ecuaciones con n
incognitas) a equivalente de orden "m — 1 x n — 1" (m-1 ecuaciones con n-1 incognitas).
Esto mediante operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion o division entre las
ecuaciones del sistema. Este proceso se realiza cuantas veces sea conveniente hasta
obtener una ecuacion de primer grado con una incognita, la cual es mas sencilla de
resolver. Luego de manera regresiva, se reemplaza el valor de la incognita, hallada en la
ecuacion lineal, en el sistema equivalente previo a esta ecuacion y asi obtener el valor de
otra incognita. Se vuelve a hacer lo mismo cuantas veces sea necesario hasta hallar el valor
de cada incognita del sistema, lo cual se logra en el alguna ecuacién lineal del sistema de
ecuaciones inicial. Si la ecuacion de primer grado final posee mas de una incognita, se
procede a asignar a alguna de las incégnitas el valor de un pardmetro. Esto implicaria que

el sistema no tiene solucién Unica.
1. Método de Gauss - Jordan

Tal como indican Jer6nimo, Sabia y Tesauri (2008), este método tiene como objetivo
obtener un sistema equivalente al inicial de tal manera que sea mas sencillo de resolver,
hallando la incognita que esta en la fila (ecuacion) con menos valores no nulos. Para ello
se forma una matriz aumentada, esto se consigue al agregar una columna a la derecha de la
matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales. Dicha columna se forma con los
términos independientes de las ecuaciones, cada uno en la fila que corresponde a la misma
ecuacion original. En esta matriz se realizan operaciones entre sus filas para obtener una

matriz triangular.
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Se muestra en la Figura 47, un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas, resuelto por este

método:
. -
[x=2y+5z=13 K2 5 13
‘ La matriz aumentadade | 2x-S5y+z=19 es |2 5 | 19
‘ x+3y-2z=-4 I 332 | 4

Obtén la matriz triangular y halla los valores de x, y y z.

* Multiplicamos la primera fila =2 4 -10 26+ [1.-2.5. 113
por -2 para luego sumarla con la P9 _s 1 19 ’ 0 Ot -9 7
segunda fila. Reemplazamos el DR 1 3 = "
resultado en la segunda fila: <o sy ey s o gt

« Multiplicamos la primera fil:

plicamos la primera fila 3 TS I E M2 s s
por -1 para luego sumarla con 38 =]
- o C g
[ latercera fila. Reemplazamosel |~ f—4. Al \) :
| resultado en la tercera fila: 0.5 -1-17 iplo 5 Nin

* Multiplicamos la segunda fila

‘ S 45 A5+ [L-2 513
por 5 para luego sumarla con la

tercera fila. Reemplazamos el 9 5 % ~§] 9 b e® 17
resultado en la tercera fila: 0 0-52-52 po0 0 -33:52
x-2y+5z=13
* El sistema queda de forma escalonada: ¥y —=9z2=-7
-52z =52

* Calculamos de abajo hacia arriba:
De la ltima ecuacién, obtenemos z = 1. Luego, y =-2; x = 4.

Por lo tanto, C.S. = {(4; -2; 1)}.

Figura 47 - Aplicacion del método de Gauss-Jordan para sistemas de 3 ecuaciones lineales

Fuente: Matematica 5 (Mendoza, Paulino y Vargas, 2016, p. 62)

Se puede apreciar que la matriz final se obtiene de diversas operaciones aritméticas entre
las filas para formar la matriz triangular. Entre las ventajas de este método, se puede
considerar que siempre se realizan los mismos procedimientos, sin importar si la cantidad
de ecuaciones e incdgnitas sea iguales (matriz cuadrada), es decir, se aplica a sistemas de
ecuaciones lineales de orden “m,n” y permitira obtener soluciones unicas, infinitas o

reconocer cuando no existe solucion.

Como un ejemplo de lo antes mencionado, la Figura 48 muestra un sistema de 2

ecuaciones con 3 incagnitas y su solucion por este metodo:
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3x-2y+3z=5 [3 -2 3 5]
—
2x+4y—z=2 2 4 -1 2

rsr (1 =6 4 3\ p,e 1 -6 4 3
PR e e 0 16 -9 -4

1R, [1 -6 49 3] SRy R, [1 0 3]

ik JEiEE | D ncll
iees s o cmiaw ] sl Eseainyg
donde obtenemos: despejando x, y
5,3 =3 _ 2
X+ 3z=3 xX=35 — 32
Y~16%=71 AT

luego x, y dependen de z, siz = ¢, € R, tenemos

=3 _ 3
x= 3 3!
yz*;}-i-i%t; teR.

z =1

Figura 48 - Aplicacion del método de Gauss-Jordan para sistema compatible

indeterminado

Se puede notar que las soluciones se obtienen en funcion a un parametro “t”, el cual
tomara valores en el conjunto de los numeros reales e iran generando los valores
respectivos de “x” e “y”.

Ahora, se mostrara un sistema de ecuaciones lineales formado por 4 ecuaciones y 4
variables, que podria suponer un sistema compatible por la igualdad de la cantidad de

ecuaciones e incognitas. Entonces, analicemos que sucede en la Figura 49:
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X+y+z-w=2
2x-y+w=35
3x+z+w=1

2x+2y+2z-w=3

1 4 1 -1 2} Nk i 3 =12
3R +R,
2 -1 0 1 5| opep, |0 -3 -2 3 1| _pun,
30 1 1 1 0 =3 =8 4 =%
3 2 W .15 0 0 0 T 1
t 1 %~ 2 i1 F F =l 2
0 -3 -2 3 1| _pup |0 -3 -2 3 1
00 0 T —6 0 0 0 1 -6
O 06 0 1 =i 00 0 0 5

Del cuarto renglén se tiene 0x +0y +0z+0w =5 que da la igualdad 0=5,
por lo tanto, el sistema no tiene solucion.

Figura 49 - Aplicacién del método de Gauss-Jordan para sistema incompatible

En este ejercicio se muestra inicialmente un sistema de ecuaciones lineales con cuatro
ecuaciones y cuatro incognitas, al aplicar el método se obtiene un sistema de ecuaciones
equivalente que muestra sus coeficientes y términos independientes en la Gltima matriz
aumentada. La Gltima fila formaria la ecuacion 0x + 0y + 0z + Ow = 5, es decir, muestra
la igualdad 0= 5, lo cual es absurdo. Por ello, se concluye que el sistema no tiene

solucién.

Con esto se puede apreciar lo util y eficiente del método para cualquier tipo de sistema,
siendo muy apropiado. Este método propone generalizar el método de reduccion que se
analizo lineas arriba, ya que se realizan eliminaciones de forma sucesiva, hasta lograr una
matriz triangular, para lo cual elimina en cada fila (ecuacion) una incognita, hasta reducir

la Gltima ecuacion en otra con la menor cantidad de incognitas posibles.
3.1.5. Propiedades

Del analisis de textos, se han reconocido propiedades que se deben considerar al abordan

situaciones sobre sistemas de ecuaciones lineales. Se muestran algunas la Tabla 5:
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Tabla 5

Propiedades de los sistemas de ecuaciones lineales

PROPIEDAD

PROPOSICION

Para sistemas de
ecuaciones lineales

P-01: Si < # g % % , el sistema es compatible determinado.

ax+by = c P-02: Si % = g = j% , el sistema es compatible indeterminado.
dx+ey=f P-03: Si < = g % % , el sistema es incompatible.
Si se tiene un | P-04. Cuando el determinante del sistema es diferente de cero, el sistema

(I}

sistema de n
incognitas con “n”

es compatible determinado.
P-05. Cuando el determinante del sistema es igual a cero, el sistema puede

ecuaciones. ser compatible indeterminado o incompatible.

Para 2 rectas P-06. Si las rectas se intersectan, el sistema es compatible determinado.
ax +by=c P-07. Si las rectas se superponen, el sistema es compatible indeterminado.
dx+ey=f P-08. Si las rectas son paralelas y diferentes, el sistema es incompatible.

Para 3 planos

ax+by+cz=d
ex+fy+gz=nh
ix+jy+kz=1

P-09. Si las planos se intersectan en un punto, el sistema es compatible
determinado.

P-10. Si las planos se intersectan en una recta, el sistema es compatible
indeterminado.

P-11. Si 2 planos coinciden y el otro intersecta, el sistema es compatible
indeterminado.

P-12. Si los 3 planos coinciden, sistema es compatible indeterminado.
P-13. Si al menos 2 planos son paralelos, el sistema es incompatible.

P-14. Si los planos se intersectan 2 a 2, el sistema es incompatible.

Sistemas de
gcuaciones
equivalentes:

P-15. Dos sistemas de ecuaciones lineales, llamados A y B, son

equivalentes si sus conjuntos solucién son iguales, cumpliendo 3

propiedades:

e Transitiva: Sea un sistema de ecuaciones C, si A=B y B=C, entonces
A=C.

o Reflexiva: Todo sistema de ecuaciones es equivalente a si mismo, por
ello, A = A.

e Simétrica: Si A = B, entonces B = A.

P-16. Dado un sistema de ecuaciones lineales, las siguientes operaciones
generan sistemas equivalentes:

¢ Intercambiar dos ecuaciones de lugar.

e Multiplicar una ecuacion por una constante no nula.

e Reemplazar una ecuacion por ella misma més un maltiplo de otra.

Operaciones
aritméticas.

Deben considerar propiedades de numeros reales, como asociativa,
conmutativa, distributiva, elemento neutro, inverso aditivo, asi como las
operaciones basicas de adicion, sustraccion, multiplicacion y division,
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cuando se realizan operaciones de los diversos métodos utilizados cuando
se resuelven sistemas de ecuaciones lineales, ya que no siempre se
presenta el sistema de forma organizada, en cuanto a las incognitas y los
términos independientes.

3.1.6. Argumentos

Los argumentos son empleados para justificar, comprobar o validar las soluciones de los
sistemas de ecuaciones lineales. Los diversos métodos tienen una justificacion del
algoritmo que realizan. Se expondran argumentos sobre ellos, asi como para algunas
propiedades que se han reconocido en este trabajo. En las fuentes bibliograficas

analizadas, se pueden apreciar algunas de estas, que se detalla a continuacion:
A. Argumentos referente a los métodos

Todos los métodos tienen su fundamento en las proposiciones del algebra lineal, sobre
sistemas equivalentes. Como indican Jerénimo, Sabia y Tesauri (2008) sobre el método de
Gauss-Jordan, este método consiste en realizar intercambios u operaciones entre filas
(ecuaciones), para formar un sistema de ecuaciones equivalente. Los autores enuncian una
proposicion que permite este trabajo entre filas, que es si en un sistema de ecuaciones, una
de las ecuaciones es reemplazada por ella misma mas un multiplo de otra se obtiene un

sistema equivalente.
B. Argumentos referentes a las propiedades

Las propiedades referentes a los sistemas de ecuaciones lineales tienen su fundamento en

el algebra lineal.
Las propiedades que se refieren al andlisis de coeficientes del sistema para determinar si
tiene o no solucién (P-01, P-02, P-03), se justifican asi:

S _{ax+by=c
"dx+ey=f

€69

Multiplicando la primera ecuacion por “d” y la segunda por “a”, y restar miembro a

miembro se obtendra: y(bd — ae) = (cd —af) - y= %
De forma analoga se despeja “x”: x(bd — ae) = (ce — bf) - x = Z;:l;];
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Luego,

. . b s s
e Sibd —ae # 0, setiene: % *-= % (Solucién Gnica)

e Sibd—ae=0"bf—ae=0"cd—af =0"ce—bf =0, setiene:—=g=;
(Infinitas soluciones)
e Si(bd—ae=0ad—af #0)v(bf —ae=0ace—bf #0), luego: %z%i%

(No hay solucién)

€C_ 9

Para las propiedades referentes a un sistema de “n” incognitas con “n” ecuaciones (P-04,
P-05), se considera el siguiente sistema de ecuaciones, de incognitas x;, x5, X3, ..., Xn:
A11.X1 + Qqp. X5 + Ag3. X3 + =+ Ayn—1)- Xn—1 + Q1. Xy = by
Ap1.X1 + App.X5 + Ap3.X3 + - + Ayn—1)- Xn—1 T Azn. Xy = by
An1-X1 + App. Xy + Apz. X3 + 2+ Apn—1)- Xn—1 T App- Xy = by
De la cual se obtiene la determinante del sistema Mg formado por
a1 Q12 Q13 ... Ai(n-1) Ain
A N 1
ap1 Apz Apz - Qpn-1) Ann

e Si el sistema tiene solucion Unica, entonces el valor del determinante del sistema
(Ms) debe ser diferente de cero por ser un sistema linealmente independiente, es
decir, que ninguna ecuacion del sistema es resultado de operar otras 2 del mismo
sistema (combinacion lineal).

e Entanto, si el valor de dicho determinante es cero, se tiene un sistema que no tiene
solucion unica, por ser un sistema linealmente dependiente, es decir, que alguna
ecuacion del sistema es resultado de operar otras 2 del mismo sistema
(combinacién lineal), no pudiendo especificar si tiene infinitas soluciones o no la

tiene. Por ejemplo, sea el sistema de ecuaciones lineales:

3x —2y+3z=5
2x+ 4y —z=2
x+10y —5z=-1
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La ultima ecuacién es resultado de una combinacion lineal de las otras dos y esto
se puede demostrar de la siguiente manera:
Se restan el doble de la segunda ecuacién con la primera columna:

2,2x+4y—z= 2)
3x—2y+3z =5

x+ 10y —5z=-1

Con lo cual se obtiene la tercera ecuacion. De esta manera, se demuestra que una
de las ecuaciones es combinacion lineal de las otras 2, es decir:

De la primera ecuacion se obtiene el vector u = (3; —2; 3), asi también de la
segunda ecuaciéon se obtiene v = (2; 4; —1), con los cuales, se obtiene una
combinaciéon lineal (—1)u+ (2)v = (1;10; —5), que corresponde con los
coeficientes de la tercera ecuacion.

De esta manera se demuestra que, al existir una dependencia, se obtiene el

determinante de este sistema igual a cero. Formamos la matriz de coeficientes y asi

se obtiene:
3 —2 3
2 4 —-1|=
1 10 -5

[(4.4.=5) + (2.10.3) + (=2.—1.1)] = [(1.4.3) + (3.10.—=1) + (2.—2.-5)] = 0

Las propiedades para 2 rectas (P-06 hasta P-14) se demuestran en el plano cartesiano o

sistema de 3 ejes coordenados. En el caso de las rectas ocurre lo siguiente:

Si hay interseccién, dicho punto es la solucién del sistema, ya que comprueba la
igualdad de las 2 rectas.

Si las rectas estan superpuestas, significa que se refiere a la misma recta, coinciden
todos sus puntos, por eso hay infinitas coincidencias, lo que comprueba que
infinitas soluciones.

Si las rectas son paralelas, entonces no tienen puntos en comun o interseccion, lo
que indica no hay valores comunes que cumplan la igualdad en cada recta, lo que

muestra un sistema sin solucion.
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Para el caso de los planos, es analogo a lo anterior, por lo que solo existe solucién unica si
los 3 planos se intersectan en un solo punto, ya que ese punto sera el Gnico que compruebe

la igualdad en las 3 ecuaciones (planos).

Para las proposiciones relacionadas a los sistemas equivalentes (P-15, P-16). Para el caso

de las propiedades de la relacidn de equivalencia de 2 sistemas de ecuaciones lineales:

Sean C.S. (A); C.S. (B); C.S. (C), los conjuntos solucion de los sistemas de ecuaciones

lineales de A, B y C, respectivamente, definidos por:

C.S(A) = (x1; X255 Xn); C.S(B) = (Y15 Y25 5 Yu); C.S(C) = (245 225 o5 Zp)

e Para la propiedad transitiva:
SiC.S(A) = C.S(B), esdecCir, x; = y1; X3 = Vq; o} Xn = Vn
YsiC.S(B) = C.S5(C),esdecir, y; = z3; Yy = Zg; oo} Y = Zp,
Entonces: x; = zy; x, = Zy; ...; X, = Zy, por lo tanto: C.S(A) = C.S(C)

e Para la propiedad reflexiva:
Cumple que C.S(A) = C.S(A), ya que el sistema de ecuaciones lineales A es igual

a si mismo.

e Para la propiedad simétrica:
SiC.S(A) = C.S(B),esdecCir, x; = yq; X3 = Vy; oo} Xn = Y
Entonces y; = x4; ¥, = X3; ...; Y = Xp, porlotanto C.S(B) = C.S(A)

Se han identificado los objetos primarios, que surgen en las situaciones-problema, que han
permitido reconocer diversos significados de los sistemas de ecuaciones lineales, lo que
permitiran un mejor analisis didactico de los elementos que intervienen, a fin de establecer
las relaciones entre ellos y que el profesor de matematicas debe identificar como parte de
su conocimiento didactico-matematico, sobre los sistemas de ecuaciones lineales. De este
significado de referencia se desprenderan los demaéas significados institucionales

(pretendido, evaluado e implementado), pero que no analizaran en esta tesis.

En el siguiente capitulo se hara una propuesta de los conocimientos didactico-matematicos

que debe tener el profesor de matematicas, organizados en tablas con indicadores, a partir
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de la identificacion de un significado de referencia institucional, sobre los sistemas de

ecuaciones lineales.
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CAPITULO 4: CONOCIMIENTO DIDACTICO-MATEMATICO DEL
PROFESOR SOBRE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

En este capitulo se presentara una propuesta sobre cuéles deberian ser los conocimientos
didactico-matematicos que un profesor debe poseer acerca de los sistemas de ecuaciones
lineales. Para ello, se complementara el significado de referencia institucional con la
informacion proveniente del analisis de textos escolares y no escolares, asi como los
documentos emitidos por el Ministerio de Educacion del Perd, y algunas investigaciones

consideradas en el capitulo 1.

Se propondran indicadores en las dimensiones Matematica y Didéactica, del modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico. De la primera dimension se ha visto conveniente
hacer dos listas de indicadores, uno para el conocimiento comdn y el otro para el
conocimiento ampliado del mismo, ya que este conocimiento se relaciona con aspectos
matematicos de un determinado nivel educativo, que permitirdn al profesor solucionar
situaciones y tareas matematicas sobre sistemas de ecuaciones lineales. Para la segunda
dimension, se mostraran aspectos en dos facetas: la epistémica, que permite al docente
utilizar representaciones, procedimientos, relaciones con otros temas que anteceden o
prosiguen en el curriculo, propiedades o justificaciones al emplear sistemas de ecuaciones
lineales; y en la faceta ecoldgica, se mostraran aspectos relacionados con el curriculo de
educacion secundaria, de temas considerados en él como de otros de nivel educativo
superior, asi como aquellos indicadores de conocimiento que se relacionan con los

conceptos claves del sistema educativo peruano.

A continuacién, la Figura 50, muestra un esquema que ilustra los elementos considerados

para la elaboracion de los indicadores del conocimiento:
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- n p | 1 =101 Wiz “Hirs
| Significade de referencia |— | Dimenzién Matemética |
I

[ |
| hiodelo CDM l_ | Conecimiente Comin | ‘ Conocimiento Ampliado

| Investigaciones sobre SEL |—

I Dimensién Didictica |

| Documentos del MINEDU | , ' ,
| Faceta Epistemica | ‘ Facetz Ecologica

Figura 50 — Relacion de elementos para elaboracion de indicadores del conocimiento
didactico-matematico del profesor

La anterior figura, muestra los aspectos que se han tomado en cuenta para la identificacion
de los conocimientos del profesor. Primero, se consideraron las herramientas que brinda el
modelo del Conocimiento Didactico-Matematico para la identificacion de los objetos
primarios y cdmo se organiza el significado de referencia institucional con respecto a los
sistemas de ecuaciones lineales, visto en el capitulo anterior. También se analiz6 como
algunas investigaciones construyeron el significado de referencia de otros objetos
matematicos, siendo un aspecto muy relevante para esta investigacion el analisis de
contenido de diversos textos. Ya para complementar el andlisis y enfocado en la educacion
secundaria peruana, se considerd analizar documentacion brindada por el Ministerio de
Educacion del Per(, como el Disefio Curricular Nacional (PERU, 2009), el Curriculo
Nacional (PERU, 2016), las Rutas de Aprendizaje (PERU, 2015), y las Sesiones de
Aprendizaje (PERU, 2016) y el Programa Curricular de Educacion Basica (PERU, 2016).
Esta documentacion permitié analizar la forma actual que se muestra a los alumnos la
ensefianza de los sistemas de ecuaciones lineales y de otros temas desarrollados en el nivel
escolar, asi también, el conocimiento que el Ministerio de Educacion pretende inculcar en

los mismos.

Con todos estos insumos se clasificd, organizé y analiz6 la informacion obtenida para
identificar el conocimiento del profesor de matematica en dos dimensiones del modelo
tedrico en que se apoya esta tesis: la dimension Matematica y la dimension Didactica. Con
respecto a la primera se ha clasificado el conocimiento en base a dos subcategorias, como

son el conocimiento comun y el conocimiento ampliado; para la segunda dimension, que
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comprende seis subcategorias o facetas, en este trabajo solo se han considerado las facetas

epistémica y ecoldgica.

4.1.Indicadores del conocimiento didactico-matematico del profesor sobre los

sistemas de ecuaciones lineales.

Como parte de la metodologia de esta tesis, se consideran las inferencias que son
determinadas por el investigador, luego del andlisis de contenido realizado y del
significado de referencia construido en el capitulo anterior, sobre los sistemas de

ecuaciones lineales.

El modelo del Conocimiento Didactico-Matematico presenta en la Dimensién Matematica,
dos sub-categorias: el conocimiento comun y ampliado del contenido, y en la Dimension
Didactica, seis facetas, de las cuales se desarrollaran las que se refieren a la facetas

epistémica y ecoldgica.

Para la elaboracion de las listas de indicadores que el profesor debe tener para su préctica
docente, sobre los sistemas de ecuaciones lineales, se ha considerado analizar otros
trabajos de investigacion referentes a los sistemas de ecuaciones lineales, como los de Sosa
(2011) y Vasco (2015), y otros sobre el modelo teérico como los de Godino, Batanero y
Font (2008), Godino (2009) y Pino-Fan y Godino (2015), los cuales ayudaran a lograr los
objetivos de esta tesis.

4.1.1. Conocimiento comun del profesor en la dimension Matematica.

Esta subcategoria de la Dimension Matematica hace referencia a aquel conocimiento que
permite solucionar problemas, es decir, por algin medio responder al problema abordado.
Para la elaboracion de esta lista se consideraron como referencias las investigaciones que
realizan Sosa (2011) y Vasco (2015) sobre sistemas de ecuaciones lineales, los cuales
presentan indicadores del conocimiento matematico del profesor. También, se
consideraron las consignas que muestra Godino (2009), para identificar caracteristicas del
conocimiento del profesor al solucionar problemas. Por dltimo, se ha considerado lo
indicado por Pino-Fan y Godino (2015) para reconocer los aspectos relacionados a esta

sub-categoria. A continuacion, en la Tabla 6, se muestran los indicadores del conocimiento
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comun y una descripcion sobre lo que el profesor de matematicas debe poseer o tomar en

cuenta:

Tabla 6

Indicadores del conocimiento comun del contenido del profesor, sobre sistemas de

ecuaciones lineales.

INDICADOR

DESCRIPCION

Reconocer qué problema
requiere el uso de sistemas
de ecuaciones lineales.

Significa que el profesor debe identificar el tipo de situacion-
problema que aparece en la educacion secundaria peruana, sea
intra 0 extra-matematicos, tal como se mostré en el significado de
referencia.

Plantear un sistema de
ecuaciones lineales.

Significa que el profesor debe plantear una situacion como un
sistema de ecuaciones lineales, identificar las incégnitas y
parametros o coeficientes. Esto en muchos casos implicard hacer
un cambio de representacién al algebraico para su tratamiento.

Resolver un sistema de
ecuaciones lineales, usando
algin método.

Significa que el profesor debe utilizar algin método que permita
resolver el sistema de ecuaciones. Puede ser cualquiera de los
vistos en el significado de referencia antes construido.

Interpretar la solucion del
sistema de ecuaciones
lineales como solucién de
la situacion inicial.

Significa que el profesor debe concluir en una respuesta a la
situacion planteada. Existen situaciones en la cual la solucion del
sistema, no sera necesariamente la solucion de la situacion. Por
ello, debe haber la capacidad de interpretar dicha solucién,
regresar al enunciado y verificar que satisfaga como solucién de la
situacion planteada.

4.1.2.Conocimiento ampliado del profesor en la dimension Matematica.

Se presentaran indicadores sobre el conocimiento ampliado, otra subcategoria de la
Dimensién Matematica. Para esto, se consideraron otra vez los indicadores mostrados por
Sosa (2011) y Vasco (2015), el uso del significado de referencia del capitulo 3, donde se
muestran los objetos primarios sobre sistemas de ecuaciones lineales, asi también el
Curriculo Nacional (PERU, 2016), para identificar qué temas de los vistos en el
los indicadores

significado de referencia se contemplaron. La Tabla 7 muestra

reconocidos:
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Tabla 7

Indicadores del conocimiento ampliado del contenido del profesor, sobre sistemas de
ecuaciones lineales.

INDICADOR DESCRIPCION
Identificar qué | Significa que el profesor debe relacionar los sistemas de ecuaciones lineales con
temas usan los | otros temas de la competencia Resuelve problemas de regularidad, equivalencia
sistemas de | y cambio, como las fracciones algebraicas, ecuaciones lineales, funcion lineal,
ecuaciones programacion lineal o geometria analitica.
lineales. Para las nociones matematicas de indole intra-matemético se consideraron los
siguientes contextos:
o Aritmético: Situaciones cotidianas, Conjuntos, Divisibilidad,
Proporcionalidad, Regla de Interés, Sucesiones.
o Algebraicos: Polinomios, Fracciones algebraicas, Binomio de Newton,
Numeros Complejos, Funciones, Programacion Lineal.
e Geométrico: angulos, triangulos, Cuadrilateros, Poligonos, Geometria
Analitica.
Y para las nociones matematicas de indole extra-matematicos, se consideraron
los siguientes contextos:
e Fisico: Vectores, Cinematica, Estatica, Dinamica.
¢ Quimico: Reacciones quimicas, Teoria de atomos.
Identificar Significa que el profesor debe tener conocimiento de las definiciones y

conocimientos
de otros temas

que usan
sistemas de
ecuaciones
lineales.

propiedades de otros temas intra 0 extra-matematicos que necesitan de los
sistemas de ecuaciones lineales cuando resuelve situaciones en dichos temas.
Estos conocimientos se mencionaron cuando se identificaron las situaciones-
problema en el significado de referencia, ya que existen conceptos, propiedades
y otras condiciones que son necesarias que el profesor sea capaz de formular,
resolver e indicar la solucién de la situacion inicial.

Debe reconocer condiciones de cada caso. Por ejemplo, para programacién
lineal, reconocer el gréafico de las ecuaciones lineales y la region factible, que
permita optimizar una funcion objetivo; para geometria analitica, reconocer
ecuaciones de elipses, circunferencias, rectas o hipérbolas, en los cuales se
plantean ecuaciones no lineales, pero estas conllevan, en la mayoria de casos, a
reducirlas a ecuaciones lineales, como parte de la solucion.

Como indica Pino-Fan y Godino (2015), el conocimiento ampliado implica relacionar el

objeto matematico, en este caso los sistemas de ecuaciones lineales, con otros temas del

curriculo, ademas de motivar el estudio de estos temas, en los alumnos. Es importante

considerar que existen temas que estan explicitados en el Curriculo Nacional (PERU,

2016), pero que no corresponden a la misma competencia, sin embargo, cuando se

plantean situaciones sobre dichos temas, surge la necesidad de resolver sistemas de

ecuaciones lineales.
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4.1.3. Conocimiento en la faceta Epistémica del profesor en la dimensién
Didactica.

Existe un “conocimiento especializado de la dimensién matematica” (Pino-Fan y Godino,
2015, p.98), el cual se relaciona con el conocimiento didactico, que es necesario para el
proceso de ensefianza-aprendizaje. Este conocimiento se desarrolla en la Dimension
Didactica que presenta seis facetas como sub-categorias, entre las cuales figura la faceta
epistémica. Para la elaboracion de la lista de indicadores se considero el significado de
referencia institucional, desarrollado en el capitulo 3, ya que en él se muestran las diversas
situaciones-problema donde se hace necesario el uso de los sistemas de ecuaciones
lineales, asi como los lenguajes, conceptos, procedimientos, propiedades Yy
argumentaciones, objetos primarios que permitiran tener un significado mas amplio de este
objeto matematico. Nuevamente, se consideraron los trabajos de Sosa (2011) y Vasco
(2015), por algunos descriptores relacionados con esta faceta, a pesar de ser desarrollados
en base a otros marcos tedricos, en funcion al algebra lineal, especificamente para los
sistemas de ecuaciones lineales. A continuacion se presentaran aspectos que debe tener el

profesor sobre esta faceta:

A. ldentificar los lenguajes para representar los sistemas de ecuaciones lineales.
Reconocer el lenguaje verbal cuando se manifiestan situaciones en forma de
enunciados, o cuando se dan definiciones o propiedades de los sistemas de
ecuaciones lineales. Reconocer el lenguaje algebraico cuando se presentan
ejercicios donde se muestra el sistema de ecuaciones lineales, sea para 2 0 3
incognitas, asi como con Unica o infinitas solucién, o sin solucién, donde aplica
operaciones bésicas en los reales. En este lenguaje debe identificar cuales son las
incégnitas y cuales los parametros o coeficientes. Reconocer el lenguaje gréafico
cuando se muestran rectas o planos en ejes de coordenadas. Identificar los
interceptos con los ejes y entre las graficas presentes, para interpretar la solucion
del sistema de ecuaciones lineales. Reconocer el lenguaje tabular cuando se
presente informacion expresada en cuadros o tablas de doble entrada. Interpretar
los que implica cada celda de la tabla para plantear el problema en otro lenguaje.

Reconocer el lenguaje figural, propio de la geometria, en el cual hay datos que
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debe considerar para plantear el sistema de ecuaciones lineales. Reconocer el
lenguaje matricial cuando forma una matriz de coeficientes 0 aumentada, para
mediante operaciones fila para lograr otro sistema equivalente al sistema de
ecuaciones lineales inicial. Reconocer expresiones que muestran determinantes
cuando aplique el método de Cramer, pero reconociendo que solo es una notacion
que permite relacionar los coeficientes del sistema, de forma mas conveniente.

B. Identificar las definiciones sobre sistemas de ecuaciones lineales. Es decir,
reconocer las definiciones de temas previos a los sistemas de ecuaciones lineales,
como ecuacion lineal, intersecciones con los ejes coordinados, conjunto solucion,
los cuales son necesarios para abordar el objeto de estudio de esta investigacion.
Reconocer definiciones relacionadas con sistemas de ecuaciones lineales y con
temas que son posteriores a este objeto, ya que necesitara definiciones en estos
temas vinculados para plantear el sistema.

C. Identificar procedimientos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. En el

significado de referencia presentado en el capitulo anterior, se mencionan 2
métodos para resolver situaciones sobre sistemas de ecuaciones lineales:
Reduccidn de un sistema de ecuaciones "m x n" a uno "m-1 x n-1" y el Método de
Gauss-Jordan.
Sobre el primero, el profesor debe reconocer 3 métodos tradicionales que aparecen
en los textos escolares como diferentes, pero no lo son, pues todos implican
realizar operaciones entre las ecuaciones para disminuir el orden del sistema. A
continuacion se presenta cual debe ser el proceder en cada caso, para sistemas de
2x2yde3x3.

i.  Método de Igualacion.
La secuencia de pasos para resolver por este método se puede definir asi:

1° Elegir una incognita del sistema y despejarla en todas las ecuaciones del sistema.
2° lgualar las expresiones obtenidas y formar otro sistema de ecuaciones lineales.
Continuar con este proceso hasta obtener una sola incégnita en una ecuacion, la

cual se resuelve.
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3° Reemplazar el valor hallado en el paso anterior en cualquiera de las expresiones
halladas en forma regresiva, hasta hallar todas las incdgnitas.

4° Indicar el conjunto solucion del sistema.

La Figura 51 aparece en el libro Matematicas 3 (Lafosse, Huailla, Torres, 2016) se muestra

un ejercicio resuelto con este metodo:

{x + y =58
2x +4y = 168
x=58—-y

1°. Despejamos X en las ecuaciones: = L84y
2

2°. lgualamos las ecuaciones: 1682—4‘” =58—-y
y =26
3°. Reemplazamos el valor hallado en una de las ecuaciones:
x =58—(26) =32

4°, Escribimos el conjunto solucién: C.S.= {(32; 26)}

Figura 51 - Solucién por método de igualacion (2 ecuaciones — 2 incognitas)

Fuente: Matematica 3 (Lafosse, Huailla, Torres, 2016, p. 73)

Se pueden apreciar aspectos algebraicos en esta solucién, como son el par ordenado,
ecuacion lineal, entre otros. Pero el método es similar para sistemas de 3 ecuaciones con 3
incognitas. De esta manera, en la Figura 52, extraida del libro Matematica 5 (Mendoza,
Paulino y Vargas., 2016) se muestra el procedimiento de solucién por este método.
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2x—3y—2z=8
3x+2y+5z=-7
2x+ 2y —3z=22

x = 8+3327+22
-7-2y-5z
3

_22-2y+3z
- 2
2°. Se igualan 2 a 2 las expresiones despejadas:
8+3y+2z —-7-2y-—5z
> = 3 - 13y + 16z = —38

8+3y+2z 22-2y+3z
2 B 2
Se resuelve el sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas:

1°. Despejamos “x” de cada ecuacion: x =

-5y—z=14

13 16z = —38
{ y+ 16z - y=2;z= —4

S5y—z=14

8+3(2)+2(-4) _
2

3°. Se reemplazan en una ecuacion: x = 3

4°. El conjunto solucion del sistema es: C.S. {(3; 2; -4)}

Figura 52 - Solucion por método de igualacion (3 ecuaciones — 3 incognitas)

Fuente: Matematica 3 (Mendoza, Paulino y Vargas, 2016, p. 61)

Como se puede apreciar, se trata de transformar el sistema de 3 ecuaciones con 3

incognitas, reduciendo ecuaciones en uno de 2 ecuaciones lineales con dos incognitas,

método que ya se explico antes, para reemplazar esos valores en algunas de las ecuaciones

iniciales o despejadas.

Método de Sustitucion

La secuencia de pasos para resolver por este método se puede definir asi:

10
20

30

40

Despejar una de las incdgnitas en una ecuacion.

Reemplazar la expresion obtenida en las otras ecuaciones. Continuar con el proceso
hasta obtener una ecuacion lineal con una incognita.

Reemplazar el valor hallado en el paso anterior en cualquiera de las expresiones
halladas en el primer paso.

Indicar el conjunto solucion del sistema.
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Considerando el sistema de ecuaciones lineales empleado en el método anterior, el sistema

resuelto con este método seria el que se muestra a continuacion, en la Figura 53:

x+y=>58
{Zx +4y = 168
1° Despejar la incdgnita “x” de la primera ecuacion:
x+y=58 >x=58-y
2° Reemplazar en la segunda ecuacion:
2x +4y =168 — 2(58—-y)+4y =168
Resolviendo la ecuacion y = 26
3° Reemplazar el valor de “y” en la expresion del paso 1°
x=58—-(26) - x =32
4° Entonces C.S.= {(32;26)}

Figura 53 . Solucion por método de sustitucidn (2 ecuaciones — 2 incgnitas)

Se puede apreciar que al hacer uso de cualquier método se obtiene el mismo conjunto

solucidn, lo que indica la posibilidad de mas de un método para la solucion.

De la misma manera que el método anterior, se muestra la Figura 54, en la cual se explica

el método para sistemas de 3 ecuaciones lineales con 3 incognitas.

2x —3y+4z=19
x+2y+z=3
1° Despejamos “x” de cada ecuacion: x = 3 — 2y — z
2° Sustituimos esta expresion en las otras ecuaciones:
33—-2y—2z)+5y—2z=-5 -5z+y=14
23=-2y—2z)—-3y+4z=19 - 2z—-7y=13

{3x+5y—22=—5

Se resuelve el sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas:

5z+y=14 .
{22—7y=13 - y=-1;z=3
3° Se reemplaza en una ecuacion: x =3 —-2(—-1) - (3) =2

4° El conjunto solucion del sistema es: C.S. {(2; -1; 3)}

Figura 54 - Solucién por método de sustitucion (3cuaciones - 3 incognitas

Fuente: Matematica 5 (Mendoza, Paulino y Vargas, 2016, p. 60)
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Inicialmente, se convierte el sistema de 3 ecuaciones en 2, lo que se resuelve como se

indicd antes para 2 ecuaciones y 2 incognitas.

Método de Eliminacion

Este método es sugerido cuando se cuente con coeficientes opuestos para la misma

incognita en el sistema de ecuaciones lineales. La secuencia de pasos para resolver por este

método se puede definir asi:

10
20

30

40

50

Elegir una misma variable en todas las ecuaciones para eliminarla.

Verificar que dicha incognita presente coeficientes opuestos en todas las
ecuaciones. De no ser asi, obtener ecuaciones equivalentes, multiplicando por
factores convenientes en aquellas ecuaciones que se desea tener dichos coeficientes
opuestos.

Sumar ambas ecuaciones. Se eliminara la incégnita con coeficientes opuestos.
Hacer cuantas veces sea necesario estos pasos hasta obtener una ecuacién lineal
con una incognita y resolverla.

Reemplazar el valor hallado en el paso anterior en las expresiones halladas, en
forma regresiva.

Indicar el conjunto solucion del sistema.

Nuevamente, se considerara como punto de partida, el sistema de ecuaciones lineales

empleado en el método anterior. Asi, en la Figura 55 se muestra el sistema resuelto con

este método:
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x+y=>58
{Zx +4y =168
1° Se elige la incognita “x” en todas las ecuaciones.
2° Ninguna incégnita tiene coeficientes opuestos, entonces se multiplica la
segunda ecuacion por -0,5; como también podria ser la primera multiplicada por
2:
2x + 4y = 168
Se multiplica por — 0,5 y se obtiene - —x — 2y = —84
3° Sumar la primera ecuacion y la ecuacion equivalente hallada:
x+ y= 58
{—x — 2y =-84
—y=-26 >y =26
4° Reemplazar el valor de “y” en la expresion la primera ecuacion:
x4+ (26) =58 - x =32
5° Entonces C.S.= {(32;26)}

Figura 55 - Solucion por método de eliminacion (2 ecuaciones — 2 incognitas)

Estas técnicas algebraicas, tienen un objetivo en comun: hallar sistemas equivalentes.
Incluso en aquellas que se expresan como una ecuacion con una incégnita, porque luego se

deben usar las otras ecuaciones para hallar las demas incognitas.
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15x + 25y + 20z = 840
25x + 20y + 20z =860 2

30x + 10y + 40z = 880

Eliminamos la incognita z. Para 15x + 25y +20z = 840
ello, sumamos las ecuaciones ‘1 ~25x = 20y = 20z = —860
SRR e > (3 = .
con el opuesto de 10t 3y - 20a
« Eliminamos la misma incégnita z de las ecuaciones 2 y 3. Para ello,
multiplicamos la ecuacion @ por —1/2. Luego. las sumamos:
25x + 20y + 20z = 860 25x + 20y + 20z = 860
> ! :
30x + 10y + 40z = 880 x (~1/2) —15x - 5y - 20z =-440
10x + 15y =420
Formamos un nuevo sistema con 10x + Sy =-20
las ecunciones 1y & y climinamos 102+ 15y =420

la incOgnita x para hallar y: 20y = 400 —» v =20

Reemplazamos el valor y = 20 en la ecuacion & para hallar x:

10x + 15y =420 10x + 15(20) =420 —» 10x+300=420 > x=12
Para calcular el valor de z, reemplazamos x=12e y=20en 0
15x + 25y + 20z = 840 —» 15(12) + 25(20) + 20z =840 —» z =8

El conjunto solucion del sistema es {(12: 20; 8))

Figura 56 - Solucion por método de reduccién (3cuaciones - 3 incognitas

Fuente: Matematica 5 (Mendoza, Paulino y Vargas, 2016, p. 59)

Como se puede apreciar en la Figura 56, con este método se reduce el sistema inicial de 3
ecuaciones a uno de 2, para usar el método mostrado nuevamente y conseguir una

ecuacién con una incégnita.

Como se comentd antes, todos estos métodos hasta aqui vistos, en realidad conllevan a
sistemas equivalentes. Por ello, el profesor de matematicas debe ser capaz de reconocer
dicho objetivo y es necesario que lo transmita a los alumnos, los cuales deben aprender al
menos uno Y asi lograr resolver la situacion. Sin embargo, es importante reconocer en qué
situaciones son mas conveniente resolver con uno u otro método, por lo que, como aporte

de esta tesis, se brinda las siguientes recomendaciones:

e Si todos los coeficientes de las incognitas son diferentes de uno, el método de
igualacion permitira igualar fracciones, debido a que se obtendran ecuaciones con

coeficientes fraccionarios, para lo cual se resuelve al multiplicar en forma
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“cruzada”, es decir, al tener 2 expresiones iguales con coeficiente fraccionario, se
multiplican ambos términos por el minimo comdn mdaltiplo de dichos y se obtiene
asi una ecuacion con coeficientes enteros.

e Si uno de los coeficientes es igual a la unidad, seria preferible el método de
sustitucion, despejando esa incognita con coeficiente unitario, ya que evitara
muchas operaciones.

e Si para una incognita los valores absolutos de los coeficientes son iguales, deberia
aplicarse el método de eliminacion o reduccion, debido a que al sumar o restar los
términos semejantes respectivos, una de las incognitas sera eliminada y se procede
a resolver una ecuacion lineal con una variable, para lo cual se desarrollan menos

operaciones.

Hasta aqui, se han presentado los métodos clasicos. Pero, hay algunas situaciones-
problema que se suelen presentar asociadas a los sistemas de ecuaciones lineales, se
podrian emplear algoritmos que son considerados provienen de otro campo de la

matematica para su solucién. A continuacion, se mencionan algunas de ellas:
iv.  Ecuacion Diofantica.

No es un método en si, pero permite resolver sistemas de ecuaciones lineales con
coeficientes y conjunto solucidn que pertenecen a los nimeros enteros. Las ecuaciones que

son de interés de esta investigacién son de la forma:
ax+by=c 0 a1X1 + azxy + -+ apx, =

Para que estas ecuaciones tengan solucion deben cumplir que el maximo comun divisor de

los coeficientes de las incognitas debe ser divisor del término independiente.

A continuacion, la Figura 57 muestra un enunciado que se resolvera con este método:
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Un hombre compra 12 trajes, unos negros y otros grises, por 1200 €. Si los trajes

negros valen 30 € mas que los grises y compr6 el minimo posible de estos ultimos,

;cuantos traies ha comorado de cada color?

Figura 57 - Situacion-problema para ecuacion Diofantica.
Fuente: Chinchilla y Acufa (2013, p.234)
Las soluciones de estas ecuaciones del tipo ax + by = c tienen la siguiente forma:
x=x0+k§;y=y0—k%
Donde: d = mcd(a; b) Y (xo; ¥o) son los soluciones particulares o primarias.

La solucién del enunciado anterior que también estd en articulo de Chinchilla y Acufia

(2013), se muestra en la Figura 58:

Solucidn: Sea x = cantidad de trajes negros, 12 — x = cantidad de trajes grises,
y = precio de un traje negro ¥ + 30 = precio de un traje gris.
La ecuacion asociada es x(y + 30) + (12 — x)y = 1200.

Al simplificar 30x + 12y = 1200.
Como med(30,12) = 6es un divisor de 1200 esta ecuacion tiene soluciones.

Mediante una serie de procedimientos, se obtiene la solucion particular:

xg =200 Y y, = =400

12 30
x=200+k-?=200+2k y=—400—k~?=—400—5k

Teniendo en cuenta que el numero de trajes de cada tipo comprados

por esta persona debe ser positivo y menor que 12 tenemos lo siguiente:
0<—-188 -2k <12 & 188 < —2k < 200 & —100 < k < —94

Por tanto, los anicos valores posibles para k son k = {—99,—98,-97,-96, —95}

se cumple para t = —95.
En consecuencia el protagonista de nuestro problema comprd

—188 — 2(—95) = 2 trajes grises y 12 — 2 = 10 trajes negros.

Figura 58 - Solucion por ecuacion Diofantica.

Fuente: Chinchilla y Acufia (2013, p.235-236)

Este método se evalta cada conjunto solucion y se consideran aquellos que cumplan en el

contexto del problema, por lo que se realizan operaciones aritméticas para ello.
119



Existen problemas que se resuelven por este método pero que necesitan del anélisis de
ciertos pardmetros previamente. A continuacion, se presenta una ecuacion sobre
divisibilidad, 5a + 2b = 8 = 8k, donde “k” es un parametro que requiere ser evaluado,
pasos previos a la aplicacion del método para la ecuacion diofantica, de la cual se obtienen
todas las posibles soluciones en la siguiente Tabla 8:

Tabla 8

Conjuntos solucién de una ecuacion diofantica

k 2 3 3 4 4 5 6 5 6 7
a 2 2 4 4 6 6 6 8 8 8
b 3 7 2 6 1 5 9 0 4 8

El profesor debe reconocer este tipo de ecuaciones, ya que se generan soluciones finitas a
pesar de tener un sistema de ecuaciones lineales con menos ecuaciones que incognitas, lo
gue suponia un sistema de ecuaciones indeterminado. Ademas, para que esto sea posible
debe cumplir ciertas caracteristicas como es el hecho de admitir solo soluciones enteras, lo

que ayuda en el analisis de los tipos de sistema que se han visto.
v.  Método de Falsa Suposicién

Tal como indica Mufioz (2007), este método es muy antiguo y también se desarrolla en
base a operaciones aritméticas, para lo cual se considera un valor cualquiera y a partir de
ello se resuelven las ecuaciones. Es aplicable en diversos tipos de ecuaciones, por interés
de este trabajo solo analizaremos el método cuando se aplica a sistemas de ecuaciones
lineales. Consiste en asignar cualquier valor a las incégnitas y luego a partir del resultado

que se obtiene, realizar los ajustes validos para lograr la respuesta.

Un ejemplo de resolver un sistema de ecuaciones lineales por este método, se muestra a

continuacion, en la Figura 59:

“Una persona compr6o 11 pafios por 108 ducados, entre los cuales hay pafios que
costaban 9 ducados y otros que costaban 12, ;cuantas piezas hay de cada precio?

Figura 59 - Adaptacion de un problema de sistemas de ecuaciones lineales.

Fuente: Mufioz (2007, p. 58)
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Para resolver esta situacion, se supone lo siguiente:

Si todos los pafios son de 12 ducados, deberiamos pagar: 11(12) = 132 ducados.

Pero el costo real fue de 108, entonces hay un excedente de 132 — 108 = 24 ducados
Esto se debe a que hay pafios cuyo costo es 8 ducados, por lo que por cada pafio que
asumimos de 12 en lugar de 9 hay un excedente de 12 — 9 = 3 ducados.

Entonces: El nimero de pafios de 9 ducados sera 24 ~3 = 8

El numero de pafios de 12 ducados sera pafios de 11 — 8 = 3

Este método no ha necesitado manipular expresiones algebraicas para su desarrollo, a
pesar que se podria plantear el siguiente sistema:

x: cantidad de panos de 9 ducados. x+y =11

Siendo y: cantidad de pafios de 12 ducados. ~ox + 12y = 108

Esto tiene una justificacion, que se detallard mas adelante en las argumentaciones.

El profesor de matematicas debe reconocer en qué situaciones es aplicable, teniendo un
alcance sobre sistemas de ecuaciones lineales de orden 2,2. Entre las caracteristicas de
estos problemas, se debe mencionar que presenta 4 datos, de los cuales 2 son referentes a
los totales de alguna actividad y los otros 2 corresponden a datos respecto a caracteristicas
de cada uno. Asi también, de los 4 datos, 3 de ellos tienen la misma unidad y la cuarta
diferente a ellos. En el problema anterior, los valores de 108 ducados y 11 pafios se
refieren a los totales, mientras que los datos 9 y 12 ducados, a los precios unitarios de cada
tipo de pano. Y los valores 108, 9 y 12 tienen como unidades “ducados”, mientras que 11

se refiere a la cantidad de parios.

D. ldentificar las propiedades de los sistemas de ecuaciones lineales. Reconocer
relaciones de coeficientes del sistema cuando se tiene una representacion
algebraica, a fin de indicar si es posible o no la solucion del sistema. Reconocer la
posibilidad de resolver un sistema al analiza el determinante de la matriz de
coeficientes. Reconocer la interseccion de rectas o planos como la solucion del
sistema. En caso no haya interseccion establecer que el sistema puede tener

infinitas soluciones o no tiene solucién alguna. Reconocer propiedades de otros
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temas que necesitan sistemas de ecuaciones lineales, para complementar su
solucion.

E. ldentificar argumentos que justifiquen procedimientos o propiedades, al
resolver sistemas de ecuaciones lineales. Las justificaciones sobre el algoritmo de
un procedimiento o la aplicacion de una propiedad o no, implica reconocer
conceptos y propiedades de Algebra Lineal. Con estas argumentaciones, el profesor
podra realizar mejor desempefio en su practica docente. Argumentar la
clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales, justifica emplear un método u otro

al resolver situaciones

De todo esto, se mostrard una lista de indicadores de forma resumida, sobre el

conocimiento en la faceta epistémica, en la Tabla 9:
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Tabla 9

Indicadores del conocimiento del profesor sobre los sistemas de ecuaciones lineales, en la

faceta epistémica.

INDICADOR DESCRIPCION
Identificar lenguajes | Significa que el profesor deberia reconocer el lenguaje verbal,
sobre SEL. algebraico, gréfico, tabular, figural, matricial. Reconocer expresiones
con determinantes al aplicar el método de Cramer.
Identificar Reconocer definiciones de temas previos a los sistemas de ecuaciones

definiciones sobre a
SEL.

lineales (ecuacion lineal, intercepto, conjunto solucion). Reconocer
definiciones relacionadas con sistemas de ecuaciones lineales y con
temas que son posteriores a este objeto.

Identificar situaciones
sobre SEL.

Reconocer situaciones intra-matematicos (aritmética,
geometria) y extra-matematicos (fisica y quimica).

algebra y

Reconocer las

variables didacticas.

Identificar elementos necesarios al resolver sistemas de ecuaciones
lineales, que al ser modificarlos, propicien situaciones que generen
nuevos desafios. Por ejemplo, los parametros del sistema (coeficientes
de las incAgnitas o términos independientes); la cantidad de ecuaciones
e incdgnitas, para analizar el tipo de sistema mostrado.

Identificar
procedimientos sobre
SEL.

Aplicar procedimientos, como Sustitucion, Igualacion, Eliminacion o
Gauss-Jordan, y otros como ecuaciones diofanticas o la falsa
suposicion. Reconocer procedimientos mas convenientes y explicar la
secuencia de pasos en cada método.

Identificar
propiedades
SEL.

sobre

Reconocer las relaciones de coeficientes del sistema, la posibilidad o
no de resolver un sistema de ecuaciones lineales. Reconocer
propiedades de otros temas que necesitan sistemas de ecuaciones
lineales.

Identificar argumentos
0 justificaciones sobre
SEL.

Justificar métodos de Sustitucién, Igualacion, Eliminacién, Gauss-
Jordan, Falsa suposicion o Ecuaciones Diofanticas. Justificar
propiedades del objeto. Justificar el tipo de solucién: Gnica (compatible
determinado), infinitas (compatible indeterminado) o aquellas que no
tienen solucion (incompatibles). Justificar eleccion de un método segln
las caracteristicas de las variables didacticas, que se reconocen del
significado de referencia.

De esta manera, se presenta de forma explicita los indicadores de conocimiento didactico-

matematico que debe tener el profesor, en la faceta epistémica.

4.1.4. Conocimiento en la faceta Ecoldgica del profesor en la dimension

DidActica.

Existen caracteristicas sobre el conocimiento del profesor en la faceta ecoldgica. Como

indican Pino-Fan y Godino (2015), esta faceta se refiere al conocimiento del curriculo de

matematicas que considera al objeto matematico de estudio, asi como la relacion con

123




otros planes de estudio, ademas de caracteristicas de indole social, politica o econdmica,
los cuales brindan las condiciones necesarias para el proceso de ensefianza y aprendizaje.
Para la elaboracion de los indicadores de conocimiento de esta faceta en esta tesis, se han
considerado resultados de investigaciones, como las de Sosa (2011) y Vasco (2015), las
consignas sobre esta faceta mostradas por Godino (2009) y los aspectos que se debe
considerar segun Pino-Fan y Godino (2015). Para ello se han considerado analizar el
Curriculo Nacional (PERU, 2016), las Rutas de Aprendizaje (PERU, 2015), el Programa
Curricular de Educacion Secundaria (PERU, 2016) y las Sesiones de Aprendizaje (PERU,
2016), los cuales brindaron aspectos a tener en consideracion por el profesor de

matematica cuando realice su practica docente.
A continuacion, se muestran algunos aspectos a tomar en cuenta de este analisis:

Este trabajo busca reconocer el conocimiento didactico-matematico que deberia tener el
profesor de matematica de educacion secundaria sobre los sistemas de ecuaciones lineales.

Por ello es importante explicar el marco en que desarrolla su practica docente.

El Curriculo Nacional (PERU, 2016) expresa que la educacion bésica regular contempla
tres niveles educativos: Educacion Inicial, Primaria y Secundaria. A su vez, comprende
siete ciclos, de los cuales los ciclos VI y VII corresponden a la educacién secundaria, y
estos ciclos se organizan en grados, los grados 1° y 2° para el ciclo VI, y los grados 3°, 4°
y 5° para el ciclo VII, tal como se muestra en la Figura 60:

EDUCACION BASICA REGULAR
NIVELES Inicial Primaria Secundaria
CICLOS % vV Vi VI
GRADOS
30| 4e 50| @2 | 12 | 29|32 4e]| 52

Figura 60- Niveles, ciclos y grados de la Educacion Basica Regular

Fuente: PERU (2016, p.159)

Por otro lado, el Curriculo Nacional (PERU, 2016) muestra las diversas competencias para

medir el aprendizaje de los alumnos. Se entiende por competencia, la habilidad de las
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personas para combinar sus capacidades frente a alguna situacion-problema dada. El area

curricular de Matematica contempla las siguientes competencias:

Resuelve problemas de cantidad
Resuelve problemas de regularidad, equivalencia y cambio
Resuelve problemas de forma, movimiento y localizacion

Resuelve problemas de gestion de datos e incertidumbre

Cada competencia incluye el desarrollo de capacidades, referidas al uso de recursos, como

los conocimientos, habilidades y actitudes, que son utilizados por los alumnos cuando se

les presenta un problema especifico. Se centrara el andlisis en la competencia “Resuelve

problemas de regularidad, equivalencia y cambio”, ya que en ella se ubican los sistemas de

ecuaciones lineales. En esta competencia se establecen capacidades a desarrollar. De lo

mostrado en el Curriculo Nacional (PERU, 2016) se ha considerado importante lo

siguiente:

Traduce datos y condiciones a expresiones algebraicas. Se refiere a la
transformacion de datos o valores desconocidos sobre enunciados de sistemas de
ecuaciones lineales, esto se puede ver en el significado de referencia cuando se
muestran los diversos lenguajes empleados, siendo uno de ellos, el lenguaje
algebraico, que permite generalizar dicha relacion. También debe validar lo
formulado y sus resultados de acuerdo a las condiciones iniciales del problema, ya
que la solucién del sistema deberia ser solucion de la situacion, segun el contexto
en el que se planted inicialmente.

Comunica su comprension sobre las relaciones algebraicas, es decir, manifestar
la comprension de los conceptos o propiedades de los sistemas de ecuaciones
lineales, mediante lenguaje algebraico u otro contemplado en el significado de
referencia institucional, asi como la interpretacion de las incognitas o parametros
en la representacion algebraico. Hay que destacar que en el significado de
referencia se muestran los diversos conceptos y propiedades que el profesor de

matematicas deberia conocer.
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e Usa estrategias y procedimientos para encontrar reglas generales. Mediante la
seleccion, adaptacién, combinacion o creacion de métodos de solucion y
propiedades a fin de reducir o transformar el sistema de ecuaciones lineales para
solucionarlo. Las estrategias a utilizar son variadas y el profesor deberia ser capaz
de utilizar el mas conveniente, segun la situacion planteada, a fin de que sea mas
econdémico, en términos de cantidad de operaciones. Los procedimientos mostrados
en el significado de referencia abordan diferentes situaciones, también mostradas
en dicho significado, lo cual puede ser Gtil al docente en su labor.

e Argumenta afirmaciones sobre relaciones de cambio y equivalencia, mediante
la elaboracion de proposiciones respecto a las incognitas involucradas en el sistema
de ecuaciones lineales, sus propiedades algebraicas, asi como buscar generalizar de
forma inductiva las reglas de este sistema. Las argumentaciones Yy justificaciones
de los procedimientos y propiedades se muestran en el significado de referencia

elaborado.

Estas capacidades muestran que el profesor de matematicas debe conocerlas y
desarrollarlas en sus alumnos, para lo cual debe plantear situaciones que permitan lograrlo.
No solo es saber resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante la matematica, sino
transmitir su interpretacion seglin sea la situacién-problema y brindar a los alumnos
herramientas y opciones de solucién y reconocer las propiedades del mismo. Esta
informacion aparece también en el “Programa Curricular de Educacion Secundaria”
(PERU, 2016) que muestra los desempefios esperados para cada grado, ademas de las

capacidades y niveles de aprendizaje presentes en el Curriculo Nacional (PERU, 2016).

Las “Rutas de Aprendizaje” (PERU, 2015) muestran estandares de aprendizaje acerca del
objeto de estudio de esta tesis, por grados, en funcion a las cuatro capacidades de la

competencia que se aborda en esta tesis, las cuales se han adaptado en la Tabla 10:
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Tabla 10

Capacidades e indicadores de la competencia “Resuelve problemas de regularidad,
equivalencia y cambio”.

3° SECUNDARIA

4° SECUNDARIA

5° SECUNDARIA

Organiza datos y

Organiza datos a partir de

Determina relaciones no

g expresiones a partir de | fuentes de informacion, en | explicitas en situaciones
o condiciones de igualdad, | situaciones de | de  equivalencias, al
2 al expresar un modelo | equivalencias al expresar | expresar modelos
E sobre sistemas de | modelos referidos a | referidos a sistemas de
) ecuaciones lineales. sistemas de ecuaciones | ecuaciones lineales.
f, Selecciona y usa modelos | lineales. Examina propuestas de
E referido a sistemas de | Reconoce la pertinencia de | modelos  referidos a
S ecuaciones lineales, al | modelos referidos a | sistemas de ecuaciones
E plantear vy resolver | sistemas de ecuaciones | lineales para resolver un
<§‘: problemas. lineales en determinados | problema.
problemas.

< Emplea expresiones y | Describe la naturaleza de | Emplea expresiones y
E %) conceptos respecto a los | las soluciones (no tiene | conceptos respecto a un
7 5 diferentes elementos que | solucion; una solucion; | sistema de ecuaciones
'ﬁ':J 5 componen el sistema de | infinitas soluciones) en un | lineales en sus diferentes
0 S ecuaciones lineales en sus | sistema de  ecuaciones | representaciones.
§ E diferentes _ lineales. Emplea la representacion
z() S | representaciones. Relaciona representaciones | simbolica de un sistema
= g Representa graficamente | graficas, simbdlicas y el | de ecuaciones lineales
gg un sistema de ecuaciones | conjunto solucion de un | para  expresar  otras
O — | lineales para clasificar e | mismo sistema de | representaciones
© interpretar las soluciones. | ecuaciones lineales. equivalentes.

Emplea propiedades e | Plantea un problema que se | Emplea procedimientos

identidades  algebraicas | expresa a partir de unas | matematicos y
% %) para resolver problemas | soluciones o de un sistema | propiedades para resolver
2 g de sistema de ecuaciones | de  ecuaciones lineales | problemas de sistema de
< lineales. dado. ecuaciones lineales.
% é Ejecuta transformaciones | Aplica  los  diferentes | Halla la solucién de un
2 5 de  equivalencias en | métodos de resolucién de | problema de sistemas de
d i problemas de sistema de | un sistema de ecuaciones | ecuaciones lineales

ecuaciones lineales. lineales. identificando sus

parametros.
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. Prueba que los puntos de | Prueba sus conjeturas sobre | Analiza y explica el
5 interseccion de dos lineas | los  posibles  conjuntos | razonamiento  aplicado
> lf O en el plano cartesiano | soluciones de un sistema de | para resolver un sistema
<Z( 5 ol satisfacen dos ecuaciones | ecuaciones lineales. de ecuaciones lineales.
o :E) % simultaneamente. Justifica conexiones entre
é 8 % Justifica si dos o mas | la representacion gréfica y
< =| sistemas son equivalentes | la representacion simbolica
'{'DJ a partir de las soluciones. | de un  sistema  de
ecuaciones lineales.

Estos estandares, mostrados en la Tabla 10, se refiere a los indicadores a lograr en los
alumnos y tiene relacion con los desempefios esperados mostrados en el actual Curriculo
Nacional (PERU, 2016). Se debe mencionar que el documento anterior, Rutas de
Aprendizaje (PERU, 2015) presenta el desarrollo de los temas de manera mas explicita, al
mismo tiempo que muestra las capacidades o logros en el desarrollo de cada tema, lo cual
no estad explicito en el actual Curriculo Nacional. Sin embargo, se deberia indicar que
resolver problemas de sistemas de ecuaciones lineales no es un tema particular solo de la
competencia “Resuelve problemas de regularidad, equivalencia y cambio”, sino que esta
presente en diversos temas de otras competencias, como se mostré en el significado de
referencia desarrollado en el capitulo anterior. Por ello, el profesor debe reconocer estas

diferencias y seleccionar aquello que sea pertinente para su practica docente.

Para complementar los documentos del PERU, se pone a disposicion de los docentes un
conjunto de Sesiones de Aprendizaje (PERU, 2016) mediante los cuales, los profesores
pueden considerar secuencias didacticas y pedagdgicas cuando planifiquen sus
actividades. En estas sesiones también se encuentra el desarrollo por grado, en 3°, 4° y 5°
de secundaria, de los sistemas de ecuaciones lineales. En ellos se puede apreciar que
indicadores se deben desarrollar para lograr una capacidad especifica, y asi la

competencia que nos interesa.

A continuacion, se muestra la Tabla 11, adaptada a los sistemas de ecuaciones lineales,
especificando las capacidades e indicadores que se deben lograr, por grado, segun el
Curriculo nacional (PERU, 2016):

128



Tabla 11

Capacidades e indicadores por grado en las Sesiones de Aprendizaje

SECCION CAPACIDAD INDICADORES
3° 6 Razona y argumenta | Prueba que los puntos de interseccion de dos lineas en el plano
generando ideas | cartesiano satisfacen dos ecuaciones simultaneamente.
matematicas
Comunica y | Emplea expresiones y conceptos respecto a los diferentes
representa ideas | elementos que componen el sistema de ecuaciones lineales en
matematicas sus diferentes representaciones.
7 Matematiza Evalla si los datos y condiciones que establecio ayudaron a
situaciones resolver el problema.
Comunica y | Representa gréficamente un sistema de ecuaciones lineales
representa ideas | para clasificar e interpretar las soluciones.
matematicas
8 Elabora vy usa | Ejecuta transformaciones de equivalencias en problemas de
estrategias sistema de ecuaciones lineales.
Matematiza Organiza datos y expresiones a partir de una a mas condiciones
situaciones de igualdad, al expresar un modelo referido a sistemas de
ecuaciones lineales
4 2 | Comunica y | Emplea expresiones y conceptos respecto a los diferentes
representa ideas | elementos que componen el sistema de ecuaciones lineales en
matematicas sus diferentes representaciones.
5° 2 Matematiza Determina relaciones no explicitas en situaciones de
situaciones equivalencia al expresar modelos referidos a sistemas de
ecuaciones lineales
Comunica y | Emplea la representacion simbdlica de un sistema de
representa ideas | ecuaciones lineales para expresar otras representaciones.
matematicas
3 | Comunica y | Emplea expresiones y conceptos respecto a un sistema de
representa ideas | ecuaciones lineales en sus diferentes representaciones.
matematicas
Elabora vy usa | Resuelve un sistema de ecuaciones lineales identificando el
estrategias nimero de parametros de la solucion.
4 Elabora vy usa | Emplea procedimientos matematicos y propiedades para
estrategias resolver problemas de sistema de ecuaciones lineales.
Razona y argumenta | Analiza y explica el razonamiento aplicado para resolver un
generando ideas | sistema de ecuacion lineal.
matematicas

Las Sesiones de Aprendizaje (PERU, 2016) muestran una serie de secuencias didacticas

sobre los sistemas de ecuaciones lineales, donde se indica las capacidades esperadas, pero

estas capacidades entendidas en términos del documento previo al Curriculo Nacional

(PERU, 2016). El profesor debe tener la capacidad de aplicar los indicadores de

conocimiento en su practica docente en términos del Curriculo Nacional vigente.
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El Curriculo Nacional (PERU, 2016) es la Gltima version del curriculo escolar peruano,

que reemplaza al Disefio Curricular Nacional (PERU, 2009), pero que considera muchos

aspectos del predecesor. En la Tabla 12 se han considerado las siguientes diferencias:

Tabla 12

Comparativo entre Disefio Curricular Nacional y el Curriculo Nacional

Disefio Curricular Nacional

Curriculo Nacional

Organizado en 3 sub-areas:

e NUmeros, Relaciones y
Funciones. Aqui se ubica el tema
sistemas de ecuaciones lineales.

e Geometria y Medicidn.

¢ Estadistica y Probabilidad.

Organizado en 4 Competencias

¢ Resuelve problemas de cantidad.

e Resuelve problemas de regularidad, equivalencia y
cambio Aqui se ubica el tema sistemas de ecuaciones
lineales

¢ Resuelve problemas de gestién de datos e incertidumbre.

¢ Resuelve problemas de forma, movimiento y localizacion

Cada sub-area desarrolla 3
capacidades. Menciona
explicitamente el desarrollo de los
sistemas de ecuaciones lineales
solo en la capacidad Resolucion de
problemas, en los grados 4° y 5°
de secundaria.

Cada competencia desarrolla 4 capacidades, que estan

interrelacionadas. Debido a esto cuando abordan los

sistemas de ecuaciones lineales, se asume que estan

presentes en todas estas capacidades:

e Traduce datos y condiciones a expresiones algebraicas.

e Comunica su comprensién sobre las relaciones
algebraicas.

e Usa estrategias y procedimientos para encontrar reglas
generales.

e Argumenta afirmaciones sobre relaciones de cambio y
equivalencia

Especifica en cada grado, los
conocimientos y capacidades que
se desarrollaran. Considera el
desarrollo de los sistemas de
ecuaciones lineales en los grados
4° y 5° de secundaria.

No especifica en qué grados se desarrollan los sistemas de
ecuaciones lineales, solo los agrupa por ciclos. Corresponde
al ciclo VII, el desarrollo de los sistemas de ecuaciones por
lo que se puede asumir que se los grados 3°, 4° y 5° de
secundaria. Esto se corrobora con los textos oficiales del
MINEDU.

Por todo ello, se puede afirmar que el Curriculo Nacional (PERU, 2016) no es muy
especifico sobre qué conocimientos o temas deben desarrollar en cada grado, lo que puede
provocar serios problemas a los docentes, cuando organicen su conocimiento para el
proceso de ensefianza-aprendizaje. Por ello, el profesor de matematicas debe tener la
capacidad de reconocer las similitudes de estos 2 documentos y de todos los conceptos
que contemplan cada uno de estos para organizar su conocimiento al momento de la

practica docente. El docente debe darse cuenta que en los 3 grados de secundaria, que
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corresponden al ciclo VI del nuevo documento se desarrollan los sistemas de ecuaciones
lineales, por lo cual debe desarrollar un plan que permita brindar las clases a fin de lograr

las capacidades establecidas.

Ademas, las Rutas de Aprendizaje (PERU, 2015) y Sesiones de Aprendizaje (PERU,
2016) son desarrolladas en términos del documento del 2009, lo que puede provocar
confusiones en el docente, que debe saber relacionar con la actual organizacion del
Curriculo Nacional (PERU, 2016).

Este andlisis, permitira identificar algunas caracteristicas del conocimiento del curriculo y
el contexto en el que se desarrolla. El profesor debe reconocer los objetos primarios, ya
que se debe recordar que una de las formas de comprender el significado de los sistemas
de ecuaciones lineales se da en funcion a los sistemas de practicas operativas y discursivas,
ya gue estos se relacionan con las diversas situaciones-problema, donde surgen los objetos

primarios.

De todo ello, se ha podido notar que en muchos casos, los textos no son muy explicitos en
el desarrollo del tema como Objeto (entendiendo esto, segun la clasificacion de las
situaciones-problema en la construccion del significado de referencia). Se detallan algunas

observaciones a dicho desarrollo en los textos escolares:

e En casi todos se limitan a desarrollar problemas donde la simbolizacion de las
incAgnitas siempre estd dadas por las letras “x”, “y” o “z”, dejando de lado otra
representacion, lo cual puede provocar que el alumno, inclusive podria ser el caso
del profesor, solo reconozca sistemas de ecuaciones lineales con estas incognitas
clasicas y cuando deba resolver situaciones con otros simbolos vea truncado su
intento de solucion porque no se familiariz6 con otra notacion. Esto es muy
perjudicial, pues en otros contextos no se utilizan las clasicas “x”, “y” o “z”, por
ejemplo en Fisica se puede usar la “T” para expresar tension de un cable o “F”
para una fuerza, o en Quimica cuando desarrollan Teoria atomica y usan variables
“n” para expresar el nimero de neutrones, “A” para expresar el nimero de masa de

un atomo o “Z” para el nimero atémico.
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No se ven problemas que utilicen coeficientes o términos independientes como
parametros, siempre son valores conocidos, lo que evita el alumno pueda analizar
el comportamiento de dicho parametro para identificar qué tipo de sistema de
ecuaciones lineales se presenta o qué procedimiento de solucion podria ser el méas
eficiente de aplicar. Tampoco se ven problemas que analicen un sistema de
ecuaciones equivalente cuando se aplica el procedimiento de Gauss-Jordan,
siempre se resuelven situaciones que tienen valor diferente de cero para el
determinante de la matriz de coeficientes.

En cuanto a las proposiciones sobre sistemas de ecuaciones lineales, no son
explicitas y en algunos casos ni siquiera surgen de las préacticas matemaéticas. Por
ejemplo, no se muestra la relacion de coeficientes de cada incognita para
identificar qué tipo de sistema se tiene. Esto podria despertar inquietud en el
alumno a fin de reconocer dicha relacion. Tampoco se muestra porqué el
determinante de la matriz de coeficientes debe ser diferente de cero para que el
sistema tenga solucion Unica, lo que no permite que el alumno memorice
simplemente que no debe ser cero y lo entiende como “una regla porque asi se
dio”. Asi también, cuando desarrollan el método de Gauss-Jordan solo realizan
operaciones filas, pero no explican qué propiedades se cumplen para que ello
determine un sistema de ecuaciones equivalente. Y qué sucederia si en una 0 mas
filas al final se obtienen puros ceros, o si todos son ceros, menos el ultimo nimero,
que significa.

Respecto a los procedimientos, la mayoria muestra el desarrollo de los métodos de
Igualacion, Sustitucién o Reduccion, no considerando otro método como el de
Gauss-Jordan, debido a que se trabajan sistemas de ecuaciones de méaximo 3
incdgnitas, los cuales son mas eficientes por que hacen menos operaciones para
Ilegar un sistema de ecuaciones equivalente. EI “método de Cramer” es solo una
notacion que muestra la relacion de los coeficientes del sistema, debido a la
facilidad de recordar el orden de los coeficientes y términos independientes,
dejando de lado la importancia real del determinante de una matriz, que segun el

Algebra Lineal permite asociarla con la inversa de una matriz, tal como lo indican
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Jerénimo, Sabia y Tesauri (2008). EI método de Gauss-Jordan solo se muestra en
el desarrollo del tema, pero porque el enunciado lo indica asi, cuando como se
expreso lineas arriba, de colocar sistemas de 4 o mas variables podrian ver que
hacer uso de este procedimiento es mas eficiente que los primeros tres
mencionados. Y en el caso de los métodos de Falsa Suposicién o Ecuaciones
Diofénticas, no son desarrollados como tal, ya que no se muestra situaciones que
permitan aplicar estos métodos. Erroneamente, se consideran métodos
memoristicos como Rombo o Rectangulo, cuyo fondo es el de falsa suposicion,
pero no lo saben y solo aprenden el método sin conocer la justificacion de porqué
se hace asi.

A continuacidn, se muestra la Tabla 13, en la que se propone el conocimiento didactico-
matematico del profesor en cuanto a la faceta ecologica, para los sistemas de ecuaciones
lineales (SEL)
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Tabla 13

Indicadores del conocimiento del profesor, en la faceta ecoldgica, sobre los sistemas de
ecuaciones lineales

INDICADOR DESCRIPCION
Ubicar los SEL en | El profesor debe conocer la organizacion del sistema educativo escolar
el sistema peruano, dividido en niveles (inicial, primaria y secundaria), ciclos (I al VIII) y
educativo. grados. Los SEL aparecen en el ciclo VII (3°, 4°, 5° secundaria).

Reconocer las
imprecisiones del
curriculo escolar
con respecto a los
SEL.

Reconocer que el curriculo no especifica los grados que deben desarrollar los
SEL, ni que capacidades especificas lograr. Por eso, el profesor debe organizar
el conocimiento y elaborar un plan de estudio que permita desarrollarlas
cuando aborde los SEL. Ademaés, dada la necesidad los SEL en otros temas del
curriculo, tanto matematicos como no, la organizacion del conocimiento debe
tener un alcance con las demas competencias del curriculo, para cumplir con
las expectativas cognitivas deseadas.

Conocer
definiciones
claves del
curriculo escolar.

Reconocer competencias, capacidades, estandares de aprendizaje y los
desemperios, para lograr el perfil de egreso de los alumnos. Es importante,
porgue el docente debe organizar su conocimiento sobre los SEL para lograr
dicho desarrollo en los alumnos.

Organizar los
SEL en los libros
de texto.

Los libros muestran el significado pretendido y el docente debe implementarlo,
pero hay aspectos ausentes: indicar que el “método de grafico”, no es un
método; mostrar ejercicios con incognitas diferentes a “x”, “y”, “z”; demostrar
propiedades; indicar la relacién de métodos de solucidn, para obtener sistemas
de ecuaciones equivalentes; mostrar ejercicios sobre sistemas indeterminados o
incompatibles; usar parametros como coeficientes del sistema o términos
independientes, para analizar condiciones el tipo de sistemas; indicar en que
otros temas necesitaran aplicar SEL.

Reconocer temas
intra o extra-
matematicos del
curriculo.

Reconaocer los grados y niveles donde se desarrollen temas que necesiten de
SEL, asi como otras areas (Ciencia y Tecnologia) que desarrollan temas que las
usan (los de contextos fisicos 0 quimicos). Las situaciones se muestran en el
significado de referencia construido en el capitulo 3.

Conocer objetivos
de los temas que
emplean los SEL.

En cada tema y qué condiciones tiene cada uno, porque son necesarios, ya que
su utilidad es parte de la solucion de las situaciones-problema mostradas. No
solo en el &mbito escolar, pienso que deberia darse también en estudios
superiores.

Priorizar temas
del relacionado a
los SEL.

Priorizar el desarrollo de temas del Curriculo Nacional (PERU, 2016). Hay
temas no contemplados, actualmente, pero podrian serlo en futuras ediciones,
como los Numeros Complejos, Ecuacion de Parabola o Hipérbola, no
considerados, hoy.

Estos serian la propuesta de indicadores de conocimiento didactico-matematico del

profesor, sobre los sistemas de ecuaciones lineales, considerando las dimensiones
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Matematica y Did&ctica, especificamente de esta Ultima, sobre las facetas epistémica y
ecoldgica. Es oportuno desarrollar las demés facetas y la dimension no considerada en este
trabajo en trabajos futuros de investigacion, de modo que se cuente con una propuesta

completa de conocimientos didactico-matematico que debe tener un profesor.
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CONSIDERACIONES FINALES.

En este capitulo se presentan las principales conclusiones de la investigacion. Se mostrara
en quée medida los antecedentes confirman la validez de esta tesis, concordando con
algunas conclusiones de las mismas. En qué medida se pudo responder la pregunta de
investigacion de este trabajo, a traves de la realizacion de los objetivos planteados. Se
sefialaran algunos aspectos teoricos del modelo del Conocimiento Didactico-Matematico
considerados aqui y aquellos que no se contemplaron. Para finalizar, algunas posibles
lineas de investigaciones a futuro que pueden considerar como base este trabajo de

investigacion.
Sobre los antecedentes de esta investigacion.

En el primer capitulo se presentdé una serie de investigaciones que se relacionan con el
objeto de estudio de esta tesis. Tal y como afirmaban Ferrini et al (s.f.), Sosa (2011) y
Vasco (2015), existe la necesidad de identificar qué conocimiento debe tener un profesor
de matematica sobre aspectos algebraico, mas especificamente, en los sistemas de
ecuaciones lineales, sobre los cuales son importantes mencionar aquellos aspectos
referentes a representaciones, lenguajes, definiciones, justificaciones y aplicaciones en
contextos dentro de la matematica y fuera de ella. Estas caracteristicas son consideradas
desde diversos marcos teoricos, por lo cual se puede afirmar que también son
significativos en esta investigacion, dada la importancia en didactica de la matematica.
Estos antecedentes considerados reflejan las inquietudes de la comunidad cientifica, y han
guiado en cierto modo sobre la forma de abordar este trabajo, desde el objeto de estudio,

asi como la secuencia metodoldgica que utilizan para lograr sus objetivos.

Los resultados de estos trabajos concuerdan con los hallados en esta investigacion acerca
de la necesidad de identificar el conocimiento del profesor de matemaética, cuando se
refiere a temas relacionados a relaciones lineales, dentro de los cuales se encuentran los
sistemas de ecuaciones lineales, ademas de confirmar que el profesor no solo debe poseer
conocimientos matematico que le permitan resolver problemas, sino que es necesario de
algunos procesos didacticos, para lo cual debe organizar dichos conocimientos y reconocer

la tipologia de objetos matematicos primarios presentes en ellos.
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Asi también, como muestran Pino-Fan (2013) y Escudero (2017), la construccion de un
significado de referencia permite reconocer vinculos matematicos que una institucion
pretende sean considerados sobre un objeto en particular. En nuestro caso, la construccion
del significado de referencia, ayudd a reconocer indicadores de conocimiento del profesor
sobre los sistemas de ecuaciones lineales. El analisis de contenido desarrollado por cada
autor, guié la forma en que se pudo construir el significado de referencia en esta tesis, el
cual es un aporte muy significativo de esta tesis. Es por ello que los resultados y las
conclusiones de estas investigaciones, se hallan en la misma direccion que los obtenidos en
esta tesis, ya que el significado de referencia de los sistemas de ecuaciones lineales
permitira comprender los sistemas de précticas que se relacionan con las situaciones-
problemas, en todos los contextos que se han considerado. Estos contextos se pudieron
identificar gracias al analisis de contenido, tal y como estos investigadores desarrollaron

respectivamente en sus trabajos.

Por otro lado, los trabajos de Pino-Fan (2013), Pino-Fan, Assis y Castro (2015), asi como
el de Escudero (2017), que se desarrollan basados en el modelo del Conocimiento
Didactico-Matematico, muestran que es un modelo tedrico que permite realizar un mejor
andlisis, mas minucioso y detallado que en otros existentes, ya que presenta herramientas
interconectadas que permiten evaluar y analizar los conocimientos del profesor, que
permite describir y caracterizar los objetos primarios, como son las situaciones-problema,
lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos. De esta manera, en esta
tesis se pudo identificar los objetos primarios sobre los sistemas de ecuaciones lineales,
con la utilizacién de la herramienta de la Configuraciones de objetos intervinientes y
emergentes de los sistemas de préacticas, asi como identificar qué conocimiento
matematico y especializado debe tener el profesor, basado en las Dimensiones Matematica
y Didéctica, que permite una mejor clasificacion del conocimiento total que debe tener un

profesor sobre los sistemas de ecuaciones lineales.
Sobre los objetivos de esta investigacion.

En esta tesis se plate6 un objetivo general:
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O.G. Identificar el conocimiento que debe tener un profesor de educacion secundaria en
el marco del modelo del Conocimiento Didactico-Matemaético, en la faceta epistémica y

ecologica, sobre los sistemas de ecuaciones lineales.
Para lograrlo se plantearon los siguientes objetivos especificos:

O.E. 1: Construir el significado de referencia sobre los sistemas de ecuaciones lineales,

en la educacion secundaria peruana.

Se logr6 proponer un significado de referencia asociado a los sistemas de ecuaciones
lineales. Para ello fueron importantes el analisis de contenido de los textos escolares y no
escolares, la metodologia empleada y los aspectos tedricos brindados por el modelo tedrico
considerado. En este significado de referencia se identificaron los diversos objetos
primarios, que emergieron de las practicas matematicas: situaciones-problema, lenguajes,
definiciones, procedimientos, propiedades y argumentaciones, todos ellos relacionados con
los sistemas de ecuaciones lineales. Este significado de referencia es muy 0til pues apoyd
en la identificacion de cuéles deberian ser los conocimientos del profesor de matematica,
en las dimensiones Matematica (conocimiento comdn y ampliado) y Didéactica (faceta

epistémica y ecoldgica), asociada a los sistemas de ecuaciones lineales.

O.E. 2: Reconocer el conocimiento, con respecto a los sistemas de ecuaciones lineales,
que deben tener los profesores de secundaria en la Dimension Matematica del
Conocimiento Didéactico-Matematico.

Se logr6 proponer indicadores de conocimiento didactico-matematico del profesor de
matematicas, en las dos subcategorias de conocimiento de la Dimension Matematica del
modelo del CDM: conocimiento comin y conocimiento ampliado del contenido. Esto se
logro, apoyado en el significado de referencia institucional de los sistemas de ecuaciones
lineales que se propuso y por las consignas que se presentan en Godino (2009) para

reconocer los conocimientos de esta dimensién

En lo referente al conocimiento comun se puede explicitar lo que necesita un profesor

para resolver una situacion planteada, en la cual debe contemplar lo siguiente:

e Reconocer que un problema requiere el uso de sistemas de ecuaciones lineales.
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e Plantear un sistema de ecuaciones lineales.
e Resolver un sistema de ecuaciones lineales, usando algiin método.
e Interpretar la solucion del sistema de ecuaciones lineales como solucién de la
situacion inicial.
De esta manera, se brinda una serie de indicadores que ayudaran a los profesores, tanto en
formacion como activos, para organizar sus conocimientos y aplicarlos en su labor
docente. Existen estudios en otros marcos tedricos pero dada la eficiencia de este modelo,

es mucho mas eficiente por lo antes expuesto.

Y en cuanto al conocimiento ampliado se pudo organizar la diversa informacion y

mostrar indicadores también de forma explicita, como se menciona a continuacion:

e Identificar la pertinencia de un problema.
e Reconocer las variables didacticas, parametros, cantidad de ecuaciones, cantidad
de incognitas, entre otros.

e Identificar en que otros temas se usan los sistemas de ecuaciones lineales.

En la medida que se han identificado, se puede decir que se ha logrado cumplir el primer

objetivo especifico.
Ahora, se muestra el segundo objetivo especifico, que fue:

O.E. 3: Identificar, en la Dimension Didactica del Conocimiento Didactico-Matematico,
referentes a las facetas epistémica y ecoldgica, el conocimiento con respecto a los

sistemas de ecuaciones lineales, que deben tener los profesores de secundaria.

También se logré cumplir con el ultimo objetivo especifico, para lo cual se utilizaron los
objetos primarios del significado de referencia institucional, que se desarroll6 en el
capitulo 3, las consignas mostradas por Godino (2009) y las preguntas que presentaron
Pino-Fan y Godino (2015), asi como del analisis de los documentos oficiales de educacion
secundaria. Como se menciono en el capitulo 1, solo se desarrollo lo concerniente a dos
facetas. La faceta epistémica, referida al conocimiento especializado del profesor, el que

implica aspectos didacticos que permitan una mejor organizacion y aplicaciéon de sus
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conocimientos en aula. Los indicadores que en esta faceta se obtuvieron fueron los

siguientes:

o Identificar lenguajes usados para representar los sistemas de ecuaciones lineales.

e Identificar definiciones relacionadas a sistemas de ecuaciones lineales.

e ldentificar situaciones que usan sistemas de ecuaciones lineales.

¢ Identificar procedimientos para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

e Identificar propiedades de los sistemas de ecuaciones lineales.

e Identificar argumentos que justifiquen los procedimientos o propiedades, al

resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Estos indicadores fueron descritos especificamente en el capitulo anterior. Con esto
podemos afirmar lo que se indica en Pino-Fan y Godino (2015) sobre la capacidad que
debe tener el profesor para manejar las representaciones de los sistemas de ecuaciones
lineales, asi como los deméas objetos primarios, desarrollados en el significado de
referencia institucional, logrando integrar el holo-significado del objeto matematico de

esta tesis.

Para identificar los indicadores en la faceta ecoldgica fue necesario analizar en mayor
profundidad los documentos oficiales, ya que ellos muestran el conocimiento pretendido
por la institucion secundaria peruana que desea implantar en los alumnos. Esta faceta
permite conectar el objeto de estudio con todos los temas del curriculo escolar como no
escolar. Dentro de los indicadores de esta faceta se presento lo siguiente:

o Identificar la ubicacion de los sistemas de ecuaciones lineales en el sistema
educativo peruano, en el ciclo VII, desarrollado en 3°, 4° y 5° grado de
secundaria.

e Conocer las definiciones claves del curriculo escolar, tales como competencias,
capacidades, logros esperados, entre otros.

e Organizar el conocimiento mostrado en los libros de texto sobre los sistemas de
ecuaciones lineales, definiciones, propiedades, métodos, argumentaciones, tareas,

considerando lo que esta presentan y lo que falta presentar.
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e Reconocer temas intra o extra-matematicos del curriculo que requieren de los
sistemas de ecuaciones lineales.

e Reconocer otros temas fuera del curriculo escolar que requieran sistemas de
ecuaciones lineales.

e Conocer objetivos de estudio de los temas que emplean los sistemas de

ecuaciones lineales.

Asi, se ha podido cumplir con el segundo objetivo especifico. De esta manera, se han
hecho explicitos qué conocimientos didacticos-matematicos del profesor en las

dimensiones y sub-categorias desarrolladas.
Sobre los elementos tedricos de esta investigacion.

Como se indicé en el segundo capitulo, el modelo tedrico adoptado en este trabajo es el
modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM). Las herramientas que este
ofrece para un minucioso analisis para identificar el conocimiento del profesor de
matematica, sobre las ecuaciones lineales, tales la configuracién de objetos primarios
permitié la construccion del significado de referencia institucional, lo mismo que las
consignas que presentd Godino (2009) en el marco del Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matematica, y que posteriormente Pino-Fan y Godino
(2015) mejoran con preguntas para identificar qué conocimiento debe presentar el profesor
en relacion a cada faceta del conocimiento especializado del profesor, ayudaron a
establecer listas de indicadores de conocimiento que debe tener el profesor en las

dimensiones Matematica y Didactica del modelo del CDM.

Ademas, el haber seguido la metodologia para el andlisis de contenido, ha permitido
construir el significado de referencia institucional de los sistemas de ecuaciones lineales
en la educacion peruana. La codificacion y categorizacion de elementos ayudaron en la
construccién del significado de referencia, con los cual se logré identificar y organizar el
conocimiento del profesor, no solo de la dimensién Matematica, sino también en torno a
su conocimiento especializado (faceta epistémica) y sobre el curriculo, cuando se analiza

la faceta ecoldgica de la dimension Didactica.
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Sobre lineas de investigaciones futuras.

El trabajo realizado muestra un método que puede ser replicado para el estudio del

conocimiento didactico-matematico del profesor en otros temas, ya que, como se indicd

anteriormente, aln son pocas las investigaciones y trabajos en didactica matematica que

expliquen los conocimientos especificos que debe tener un profesor de matematica. A

continuacidn, se presenta una serie de posibles temas a desarrollar:

Extender el estudio del conocimiento del profesor sobre los sistemas de ecuaciones
lineales en las demas facetas no consideradas: cognitiva, afectiva, interaccional y
mediacional, a fin de obtener una lista completa de los conocimientos del profesor,
que permitan desarrollar una mejor practica docente. Esto podria desarrollarse
mediante la elaboracion de instrumentos de evaluacion, contemplados en el modelo
del CDM, los cuales deberian ser aplicados para el analisis respectivo. Se deben
considerar para ello los resultados de esta investigacion, que ha identificado el
conocimiento del profesor de matematica respecto a las facetas epistémica y
ecoldgica. Para el desarrollo de las facetas cognitiva y afectiva acerca de los
sistemas de ecuaciones lineales, se pueden elaborar sesiones de aprendizaje, para lo
cual se deben considerar las diversas situaciones que necesitan de los sistemas, qué
tipo de evaluaciones y qué evaluar respecto a este objeto de estudio (definiciones,
propiedades, procedimientos, lenguajes y argumentaciones). Asi también, elaborar
actividades a los alumnos que permitan identificar las dificultades y errores
frecuentes que pueden tener, y las respuestas posibles a estas. Formular estrategias
que incentiven a los alumnos, comprometiéndolos en la solucion de las tareas y el
estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. Por ejemplo, se pueden indicar los
diversos contextos en que son Utiles, asi como procurar conllevar un trabajo
colaborativo entre los alumnos, trabajar en grupos, elaborar una escala de
incentivos a quienes logren alcanzar los objetivos planteados en el estudio de los
sistemas de ecuaciones lineales. Para el desarrollo de las facetas mediacional e
interaccional referente a los sistemas de ecuaciones lineales, establecer las
funciones del profesor y de los alumnos cuando desarrollen sistemas de ecuaciones

lineales, indicando hasta qué punto es oportuna el apoyo del profesor, pudiendo
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depender de qué propiedades, lenguajes, procedimientos u otro aspecto relacionado
con la interaccion entre docentes y alumnos. Establecer qué recursos o materiales
adicionales debe utilizar el profesor para el aprendizaje de los sistemas de
ecuaciones lineales, como por ejemplo programas computacionales que permiten
graficamente hallar la solucion del sistema. Organizar de forma eficiente el tiempo
para cumplir cada una de las etapas previstas, en la ensefianza y aprendizaje de los
sistemas de ecuaciones lineales, pudiendo establecer tantas sesiones como sean
necesarias, a fin de cumplir con los objetivos planteados a implantar.

e Extender el estudio del modelo a las deméas herramientas contempladas en el
modelo del CDM, como por ejemplo, la idoneidad didactica, la cual permitiria
analizar y valorar el desempefio docente con respecto a los sistemas de ecuaciones
lineales. Al tener ya indicadores de conocimiento del profesor y algln instrumento
de evaluacion a los mismos, se puede buscar una aproximacién entre que se
pretende implementar y lo logrado.

e La metodologia desarrollada en esta tesis se puede replicar en el desarrollo de
investigaciones sobre las facetas epistémica y ecologica del modelo del
Conocimiento Didactico-Matematico, con respecto a otros objetos, por ejemplo, las
inecuaciones lineales, que tiene gran aplicacion en administracion, economia, fisica
0 analisis matematico. La secuencia de acciones metodoldgicas es aplicable a estas
u otros objetos, ya que en cada uno se puede construir su propio significado de
referencia y sus propios indicadores de conocimiento. Asi también. motivar a otros
investigadores a reconocer conocimientos del profesor sobre este objeto, ya que se
puede construir un significado de referencia, crear instrumentos de evaluacion o
crear sesiones de aprendizaje.

e Puede ser Util para organizar programas destinado a la formacion de docentes, en
formacion o activos, para evitar que carezcan de conocimientos al desempefarse
como docentes, asi como crear programas en formacion y en activo, para

consolidar los conocimientos ya existentes.

El trabajo realizado pone en evidencia la relatividad de los conocimientos didactico-

matematicos, segin sea el tema matematico seleccionado y la institucién considerada.
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Quedan por hacer investigaciones asociadas a otros objetos matematicos con la intencion
final de contribuir con propuestas de formacion integral de docentes de matematica.
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