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Resumen

Un grupo de Lie es una variedad diferenciable que también tiene cualidad de
grupo, y su operacion producto y el tomar inversa respetan la estructura diferen-
ciable. El prototipo mas simple de variedad es el espacio euclidiano, y por tanto es
mas que conocido; sin embargo, si cambiamos la operacion rutinaria, la estructura
geométrica que le otorga a la variedad es diferente a la ya conocida. Este nuevo
espacio en el que trabajaremos es conocido como el Grupo de Heisenberg. En esta
variedad, estudiaremos una clase particular de superficies minimas.

Dividiremos nuestro estudio en tres partes. En la primera parte construiremos
el ya conocido Grupo de Heisenberg a partir de la motivacién de generalizar el
espacio euclidiano. Ademads, trabajaremos la geometria heredada por los campos
invariantes izquierda que definiremos. En la segunda parte estudiaremos las su-
perficies en el grupo de Heisenberg, lo que involucra definir y ejemplificar algunas
nociones basicas. Ademads, se daran los primeros ejemplos de superficies minimas
en este espacio. En la tercera parte abordaremos las llamadas superficies mini-
mas de traslacion. Esta clase de superficies nacen de la motivacién por replicar el
estudio realizado por Scherk en el espacio euclidiano.
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Introduccion

Aventurarnos en la geometria de las superficies minimas es trabajar sobre
superficies que localmente minimizan el area. Ello involucra, en general, resolver
una ecuacién diferencial parcial de segundo orden.

Cuando trabajamos en el espacio euclidiano R3, los ejemplos inmediatos de su-
perficies minimas estan dados por los planos. Posteriormente, gracias a la férmula
de representacion de Weirstrass, podemos describir muchas de sus superficies mini-
mas. Como resultado tenemos una extensa compilacién de ejemplos y propiedades
en este caso euclideo.

Con el propésito de encontrar méas ejemplos de superficies minimas, se impu-
sieron ciertas condiciones adicionales y nos topamos con las superficies minimas
de traslacion. Gracias a Scherk, tenemos incluso una caracterizacién de estas su-
perficies minimas en el caso euclidiano. Puesto que R3 tiene también estructura
de grupo de Lie, es natural definir y estudiar este tipo de superfices sobre otros
grupos de Lie.

La finalidad del presente trabajo es clasificar las superficies minimas de trasla-
cién en un grupo de Lie especifico, que en los tltimos anos ha ganado popularidad:
el grupo de Heisenberg, una de las ocho geometrias descritas por Thurston para
modelar las variedades de dimension 3.



Capitulo 1

El grupo de Heisenberg Hjy

El grupo de Heisenberg es un grupo de Lie de dimensién 3; es decir, tiene
tanto estructura de variedad diferenciable (de dimensién 3) como una estructura
de grupo, cuya operacién y el tomar inversa tienen buen comportamiento con la
estructura diferenciable designada.

En este capitulo estudiaremos la geometria del grupo de Heisenberg. La re-

ferencia principal para las secciones 2 y 3 es [3], y para las tltimas secciones es
[4].

1.1. Un poco de algebras y grupos de Lie

Para entender mejor la construccion del grupo de Heisenberg, primero veamos
un poco de la teoria de dlgebras de Lie sobre R.

Llamamos algebra de Lie a un espacio vectorial (real) V', junto con una
operacién binaria [ , | bilineal y antisimétrica que satisface la identidad de Jacobi:

[[u,v] , w] + [[v,w],u] + [[w,u] ,v] =0, Yu,v,weV.

Llamamos corchete de Lie a dicha operacion.
El siguiente ejemplo muestra que siempre podemos dar estructura de algebra
de Lie a cualquier espacio vectorial.

Ejemplo 1.1. Sea V un espacio vectorial. Definimos la operacion

[,]:VxV—V
(u,v) — 0.

Se comprueba inmediatamente que (V, [, |) es un algebra de Lie.

También podemos dar una estructura de algebra de Lie al espacio de matrices
gracias al conmutador del producto de matrices, como veremos en el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 1.2. Sea M,, el espacio vectorial de las matrices de orden n. Definimos
la operacién conmutador:

[7]:MnXMn—>Mn
(A,B) — AB — BA.
Es inmediato comprobar que [, | es bilineal y antisimétrica. Ademds, con un

calculo largo pero directo se comprueba que se cumple la identidad de Jacobi. De
esta forma, (M, [, |) es un algebra de Lie.

Diremos que un algebra de Lie es k-nilpotente o nilpotente de indice £k,
con k > 1, cuando

[[ [[v()avl]v"'] ,'Uk;_l] ,?)k] - 07 vv())/l)l)"'avk € ‘/7

y k es la minima cantidad de composiciones requeridas para que se cumpla la
propiedad de arriba.

Tenemos, entonces, que nuestro primer ejemplo trata de un algebra de Lie
nilpotente de indice 1, llamado también trivial o conmutativo. De hecho, es claro
que es la tunica estructura l-nilpotente para cualquier espacio vectorial V. En
particular, tenemos un dlgebra de Lie trivial de dimensién 3 para V = R3.

El siguiente paso légico seria determinar las dlgebras de Lie nilpotentes de
indice 2 en dimensién 3. El siguiente lema sera crucial para nuestro objetivo de
caracterizar tales dlgebras.

Lema 1.3. Sea V un espacio vectorial de dimension 3. Si (V,|, ]) es un dlgebra
de Lie 2-nilpotente entonces existe una base {u,v,w} de V tal que

[u,v] =w, [u,w] =0, [v,w]=0.

Demostracion. Por la condiciéon de nilpotencia, existe v € V no nulo tal que el
operador

T,:V —V
v [V 0]

es nilpotente de indice 2. Luego, existe u € V' tal que T,(u) es no nulo. Llamemos
w = T,(u) y tomemos la combinacién lineal nula

au +bv + cw =0,

con a,b,c € R. Aplicamos el operador T, a la expresién y obtenemos aw = 0, lo
que implica que a = 0. Luego, reducimos la expresion a

bv + cw = 0.
Multiplicamos con el corchete de Lie por u a la izquierda, con lo que obtenemos
blu,v] + clu, [u,v]] = 0.

Asi, bw = bu,v] = 0, lo que implica que b = 0, por lo que también ¢ = 0. Por lo
tanto, {u, v, w} es una base de V' que cumple lo solicitado. O
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Decimos que un isomorfismo lineal T: (V,[, ]) = (V',[, ]') es un isomorfis-
mo de algebras de Lie si respeta la operacién del corchete de lie; es decir,

T ([u,v]) = [Tu, Tv]", Yu,v V.

Por otro lado, decimos que un subespacio (U,[, ]) de un espacio vectorial
(V,[, ]) es un subdlgebra de Lie si es cerrado por la operacion [, |; es decir,
[u,v] € U para todo u,v € U.

Consideremos el subespacio

bs =

del espacio vectorial M3. Es claro que h3 es un subdlgebra de Lie del espacio de
matrices con la operacion conmutador del ejemplo 1.2. En particular, si definimos
las matrices en b3

010 000 0 01
Ey=10 0 0}, E;=(001], E,=(000
000 000 000

tenemos que

[Ela EQ] - E37 {E17E3] = 07 [E27 E3] == O

De esta forma, tenemos la siguiente caracterizacion para algebras de Lie nilpotentes
de dimensién 3.

Proposicién 1.4. Toda dlgebra de Lie 2-nilpotente es isomorfa a (bs, [, |), donde
el corchete de Lie [, ] es el conmutador del producto de matrices.
Demostracion. Sea (V. [, ],,) un dlgebra de Lie 2-nilpotente y {u,v, w} una base

como en el lema anterior. Llamamos 7T': h3 — V al isomorfismo lineal que actia
sobre la base canénica como

E,— u,

EQ — v,

E3 — Ww.

Para cada 7,7 € {1,2,3} tenemos que T ([£;, E;]) = [T'(£;), T(£;)],,. Claramente
esta propiedad se extiende a todo b3, y hace que 1" sea un isomorfismo de algebras
de Lie. O

En general, por el teorema de representaciéon de Ado (ver [1], y [10] para una
prueba en espanol), podemos expresar cualquier dlgebra de Lie de dimensién n
como un algebra de Lie en el espacio de matrices cuadradas M,, con el conmutador
de matrices como corchete de Lie.

El vinculo que nos dirige de un algebra de Lie g C M,, a su grupo de Lie G (con
el producto de matrices como operacién de grupo) es la aplicacién exponencial,

exp: g — G
+o00 An

AHGA:Z?’

n=1
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que se vuelve un difeomorfismo global cuando tratamos algebras de Lie nilpotentes

(ver [6]). En nuestro caso, como trabajamos con un &lgebra de Lie 2-nilpotente,

la aplicacion exponencial exp: hs — Hs, que relaciona hz con su grupo de Lie Hs,
2

solo tiene 3 sumandos: A+ et =T+ A+ R donde I es la matriz identidad. Por

lo tanto, tenemos que exp queda expresada como

exp: hs — Hjs

z 1 x z+%
yl— (0 1 Y

0 0 0 1

o O O
o o8

Utilicemos este hecho para identificar H3 con R? de tal forma que se conserve la
estructura diferenciable y de grupo. Para ello, debemos definir una operacion de
grupos adecuada en R3. Consideremos el difeomorfismo

0: R* — Hs

zy
2T

(z,y,2) —

O O
O~ 8

+
Yy
1

Inducimos en R? una operacién * tal que ¢ sea también un homomorfismo de
grupos; es decir,

o((z,y,2) x (2',y, 2) = o(z,y, 2)p(@, Y, 2).

Como
1L v z2+% 1 2 z’+%
oz, y,2)e,y,2) =0 1 gy 0 1 y
0 0 1 0 0 1
1 z+4a z~|—z’+%’/—%
=10 1 y+y
0 0 1
entonces
L z+a" 242 +% —%y
(z,y,2)* (¢, 2) =" O 1 y+y
0 0 1
/ /
:(x—kx’,y%—y',z%—z'—i—%—%y).

Con ello, hemos justificado la operacién de grupo en R3, asociado a un algebra

de Lie 2 nilpotente (tinico salvo isomorfismo), que utilizaremos en las siguientes
secciones.
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1.2. Hj; como grupo de Lie

Definimos el grupo de Heisenberg Hj (sobre R) como la variedad diferen-
ciable R3 con la operacién de grupo

*ZHgXHg%Hg
/

(z,y,2), (2, y, 7)) — <x+z’,y+y',z+z’—l—%—%).

Podemos verificar inmediatamente que en efecto (Hs, %) cumple la propiedad aso-
ciativa. Ademas se cumple que

= su elemento identidad es 0y, = (0,0,0),
» dado (x,y, z) € Hs, su elemento inverso es (z,, z)fl = (—x,—y,—2).
Observamos también que la aplicacién
Hs x Hy — Hj3
(p.q) — pxq

es C*. Esto muestra que tanto la operacién producto y el tomar inversa son
diferenciables, por lo tanto el grupo de Heisenberg es un grupo de Lie.
Topolégicamente, nuestro grupo es la variedad euclidiana R?, por lo que Hj es
simplemente conexo.
Debido a la estructura de grupo de Lie, podemos definir la siguiente aplicacién
diferenciable, que ademés nos ayudara a construir una estructura riemanniana
para Hs. Fijemos p € Hs. La aplicacion

Lp2H3—>H3
q—pP*q

es claramente diferenciable y, por construccion, también lo es su aplicacién inversa
L,-1. Por lo tanto es un difeomorfismo, y si damos coordenadas p = (z,y, 2),
entonces para todo ¢ € Hj se tiene

d(L,),: R® — R?

1 0 0 T
(1’1,.%2,.1'3) — 0 1 0 To | . (11)
1) \n

La aplicacién L, es llamada traslacién por izquierda. Podemos definir de
forma andaloga las traslaciones por derecha

Rpi Hg—)Hg
q—>qx*p,

las cuales también son difeomorfismos. Cabe recalcar que Hj no es abeliano, por
lo que en general no tenemos la igualdad L, = R,.

A partir de las traslaciones por izquierda definiremos una métrica riemanniana
en Hs.
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1.3. La geometria de Hj

Para todo grupo de Lie G: si ya tenemos un producto interno en T,G, donde e
es la identidad de G, podemos inducir una métrica riemanniana en todo el grupo
mediante las traslaciones por izquierda. Procederemos en el caso particular que
nos interesa: el grupo de Heisenberg.

Sea p € Hj. Definimos naturalmente en 1), Hs el producto interno

<, >pITpH3XTpH3—>R
(u,0) = (L), (), (dLy 1), (0) )

donde (, ) es el producto interno usual en R® ~ TyR3; es decir, {ey,es,e3} es
una base ortonormal para (, ). Como las traslaciones por izquierda existen para
todo p € Hjs, entonces esta construccion dota a Hs de una métrica riemannia-
na. Ademas, por la definiciéon de esta métrica, las traslaciones por izquierda son
isometrias.

Sip = (x,y,z) € Hs, en la base candnica {ey, e, €3} de R? ~ Ty H3, también re-

o 0 0 L . - -
presentada como 92 50" 95 (7 la métrica ( , ) , tiene la siguiente representacion
x 0y 0z
matricial: ,
Yy ry Yy
I+%5 -3, 3
J— x X T
g(z,y,2)=| -2 142 2|,
y _z 1
2 2

y como tensor queda descrito como
g(r.y.2) = Y gyde' @da?,
i,je{1,2,3}

donde g;; son las entradas de la matriz g; es decir,

2
g(r,y,2) = (H%) dx®dx—%d:c®dy+gd:c®dz

2

~Yiyede+ (1+ 2 ) dy@dy — “dy ® dz
4 4 2
—i—%dz@dx—%dz@dy—kdz@dz.

Ademas, nuestra métrica recién definida es por construcciéon una métrica inva-
riante izquierda; es decir,

(u,v), = (d(Lp)q(u), d<Lp)q<U)>Lp(q) , Vp,q € Hy, Vu,v € TyHs.

Para simplificar la expresién tensorial de la métrica, usaremos la notacién
simétrica para el producto tensorial:

L®fot fo® fi
2 )

Jifa =



CAPITULO 1. EL GRUPO DE HEISENBERG Hs 8

donde f; v fo son formas lineales cualesquiera. Esta notacién tiene la bondad de
ser, valga la redundancia, simétrica: f;fo = fof1. De esta forma, podemos expresar
g de forma mas compacta.

Nuestro andlisis de esta métrica queda resumido en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5 (Métrica en Hj). El grupo de Heisenberg tiene la métrica rie-
manniana

1 2
g(z,y,2) = dz* + dy* + (dz + §(ydac — xdy)) ,
la cual es invariante por izquierda.

Demostracion. La forma de g solo es una reorganizacion de lo expresado lineas
arriba, utilizando la notacion simétrica. O

El siguiente paso natural para asentar las bases de la geometria riemanniana en
H; es equiparla con la conexion riemanniana; es decir, una conexién afin, simétrica
y compatible con la métrica. Para ello construiremos un referencial en Hj; es
decir, un sistema de campos locales que forman una base de cada espacio tangente
T,Hs.
o 0 0 ..
Sea {—, —, —} ‘ = {e1, €9, e3} la base canénica de TyHj ~ R3. Para cada
Oxr dy 0z ] lo
i € {1,2,3} definimos el campo E' € x(M) tal que
E; = d(Lp)[)(€Z‘), \le S H3.

Luego, para cada p = (z,y, z) evaluamos en la base canénica el operador de (1.1)
con ¢ = 0, y obtenemos que los campos E;, Fy y E3 se presentan en todo R como

5= (0-3) = (5~ 53:)

Y

p
2 _ N _ (9 0 1.2
EP_<O’1’2>_(ay 28z> p (1.2
0
3 _ e
B =(0.0.1)= 7| .

Por construccion, esta base es invariante por izquierda; es decir,

d(Lp)q(Eé) =E

p*q’

para todo ¢ € {1,2,3}. Ademads, es inmediato verificar que es ortonormal.

Antes de continuar, daremos una pequena definicién. Sean M y N dos varie-
dades y sea ¢: M — N una aplicacion diferenciable. Decimos que los campos
X eX(M)yY € X(N) estdn ¢-relacionados si para todo p € M tenemos que
dop(Xp) = Yo(p); es decir,

X(fop)=Y(f)oyp
para toda funcién f: N — R diferenciable.

Recordemos que el corchete de Lie de dos campos X, Xy € X (M) en una
variedad M es el campo [X7, X3] = X7 Xy — X5 X;. El siguiente lema nos dice que
el corchete de Lie preserva la (-relacion.
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Lema 1.6. Sean M y N wvarieadades diferenciables. Sean los campos X1, Xy €
X(M) yY1,Ys € X(N). Si las parejas de campos X1,Y1 y X, Ys estan ¢ relacio-
nadas, entonces [ X1, Xs| y [Y1,Ys] estdn ¢ relacionados. En particular, si ¢ es un
difeomorfismo entonces

d@p[va Yp] = [dgopo, d@pyb]@(p)'

Demostracion. Sea f: N — R una funcién diferenciable fija pero arbitraria. Tra-
bajemos con i,7 € {1,2}. Por hipdtesis tenemos que X;(f o) = Y;(f)op y
Xi(Y;(f) o p) =Yi(Y;(f)) o . Luego,

Xi(X;(f o)) = Xi(Y;(f) 0 ) = Yi(Y;(f)) 0 .
Asi, tenemos que:

Xi(Xa(f o)) =Yi(Ya(f)) o,
Xo(X1(f o)) =Yo(Y1(f)) o p.

Restamos estos dos resultados:

(X1, Xa](f 0 @) = [V1, Y2](f) o &,
que es el resultado buscado. O

En la siguiente proposiciéon establecemos cémo se comporta el corchete de Lie
en nuestro referencial.

Proposiciéon 1.7. Sea {E'};_1 23 la base local definida anteriormente. Se tiene
[E17E2] — E3’ [EQ,E?’] _ O7 [Eg,El] _ O

Demostracion. El célculo por definicién es directo. Otra forma es usar el lema
1.6: basta recordar que todo campo invariante a izquierda estd L, relacionado a
si mismo; en particular, si X, Y € X'(H3) son campos invariante izquierda, entonces
se cumple la siguiente propiedad:

dL,([X,Y]) =[X,Y].

Por lo tanto, el corchete de Lie actia sobre la nueva base tal como actia en la
base candnica. ]

Ahora ya estamos listos para definir nuestra conexion riemanniana. Sea la cone-
xi6n afin V: X(Hj3) x X(H3) — X (H;s) que cumpla con las siguientes condiciones:

» V es simétrica:

VxY - VyX =[X)Y], VX,Y € x(H3),

= V es compatible con la métrica:

X (Y.Z) = (VxY.Z) + (Y,VxZ), VX,Y.Z € X(H,).
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El teorema de Levi-Civita nos dice que tal V existe y es tnica (ver el segundo
capitulo de [3]). Ademas, por la férmula de Koszul, V se caracteriza por la siguiente
propiedad:

(Z,VyX), = S {X (V.2), + Y (Z.X), - Z(X,Y),}

1
2
- % {(X.2,7), + (¥, 2. %), + (X, Y], 2), }

para todo XY, Z € X(Hj).

Recordemos que debido a las propiedades de una conexion, nos basta conocer
cémo se comporta V en un referencial; en particular, analizaremos V en nuestro
referencial {E£', E?, E®}.

Sabemos que el producto interno evaluado en nuestros campos basicos es cons-
tante, por lo que la expresion anterior se reduce a

k % 7 k k % 7 k
(B Vi), = =5 {([E', B, BY), + (&, EM), ), + (B, ), B¥), }.
para todo 4,7,k € {1,2,3}. Con ayuda de esta expresiéon y por las propiedades
de la conexién, podemos calcular V evaluada en nuestro referencial, lo cual queda

resumido en el siguiente teorema.

Teorema 1.8. La conexion riemanniana V sobre Hg se caracteriza por

1 1
VimE' =0, VB = -5 B, Vps Bl = =S E,
1 1
VpE? = 5Ef”, VgeE? =0, VpsE? = 5El,
1 1
VEQZ?3 - —§E2, VEQES - §E1, VE3E3 — O

Como consecuencia directa de este resultado, tenemos ya identificados los
simbolos de Christoffel.

Proposiciéon 1.9. Los simbolos de Christoffel de Hs en la base {E', E* E3} son

1 1
F?QZF;SZF;Q: 9 Fgl :Ffszrgl = Ty
Y Ffj = 0 para culquier otra combinacion de los i, j,k € {1,2,3}.
Ya que tenemos totalmente identificada nuestra conexién, debemos hacer lo
propio con la curvatura del grupo de Heisenberg. Tenemos que la curvatura R en
Hj es el tensor

R: X(Hs) x X(Hs3) x X(H;) — X (H3)
(X,Y,Z) —s R(X,Y)Z,

donde
R(X,Y)Z =Vy(VxZ) = Vx(VyZ)+ VixyZ.
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Gracias al caracter tensorial de R, podemos simplificar nuestro trabajo y solo
analizar c6mo se comporta en nuestra base {E!, E?, E3}. Basta entonces realizar
los calculos en la siguiente expresién:

para todo i, j, k € {1,2,3}. Resumimos todo en la siguiente proposicion.

Teorema 1.10. La curvatura R en Hj se caracteriza por

R(E', EME' =0, R(E', E")E* =0, R(E', E"YE? =0,
R(E', E*)E' = —ZEQ, R(E', E*)E? = ZEl, R(E', E*)E? =0,
1 1
R(E', B} E' = ZE3, R(E', E*)E* =0, R(E', B} E? = —ZEI,
R(E? EYE' = zEZ, R(E?, EYE* = —%El, R(E*, EYE® =0,
R(E? E*)E' =0, R(E? E*)E* =0, R(E? E*)E® =0,
1 1
R(E*, E})E' =0, R(E? E*E? = Z—lEi”, R(E*, B} E? = —ZEQ,
1 1
R(E?* EYE' = —Z—lES, R(E? EYE* =0, R(E? EMYE? = ZEl,
1 1
R(E?, E*)E' =0, R(E?®, E*)E? = —ZE3, R(E®, E*E? = ZE2,
R(E® E*)E' =0, R(E® E*)E* =0, R(E? E*)E* =0

Por 1ltimo, recordemos que si una variedad riemaniana tiene curvatura seccio-
nal constante K entonces R;;;; = (R(E", E7)E", E’) = K, para todo i # j; sin
embargo, es directo observar que

3 1
R1212 = _4_1 7é 4_1 = R1313-

Concluimos que Hj es una variedad riemanniana homogénea (las isometrias que
unen dos puntos arbitrarios de Hj son las traslaciones por izquierda) que no posee
curvatura seccional constante.

1.4. El grupo de isometrias de Hj

Recordemos que f: M — N es una isometria entre variedades riemannianas si
es un difeomorfismo cuyo diferencial en cada punto p € M, df,: T,M — Ty N,
es una isometria. Por otro lado, decimos que f es una isometria local si para todo
p € M existe una vecindad U C M de p tal que f|y: U — f(U) es una isometria.
En la presente seccion hallaremos el grupo de isometrias de Hjs; es decir,

Iso(H;) = {f € Diff(H;) : (u,v), = (dfy(u), dfp(v)) ) . VP € H3,Vu,v € T, H3},

donde Diff(H3) es el grupo de difeomorfismos de Hs. Ademads, concluiremos que,
como espacio topolégico, Iso(Hjs) tiene dos componentes conexas.
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Primero veamos un lema sobre una varieadad riemanniana conexa arbitraria, y
la prueba es una adaptacién de [3]. Para ello, recordemos que una vecindad normal
U de un punto p de una variedad, es una vecindad con la bondad de que cada
punto de U puede unirse a p a través de una unica geodésica.

Lema 1.11. Sea M wuna variedad riemanniana conexa y ¢: M — M una iso-
metria local. Si existe p € M tal que ¢(p) = p y dp, = Idyp,m, entonces ¢ = idyy.

Demostracion. Sea U C M una vecindad normal de p tal que dgp|U es un difeo-
morfismo. Luego, para todo ¢ € U, existe una unica geodésica v: [0,1] — M tal
que v(0) = py v(1) = ¢q con v/ (0) = v. Consideremos la geodésica ¥ = ¢ o .
Notemos que

7(0) = ¢(7(0)) = ¢(p) = p,
¥(0) = dpyy'(0) = v.

Luego, por el teorema de existencia y unicidad de geodésicas, tenemos que v = 7;
en particular, ¢(q) = ¢(7(1)) = v(1) = ¢; es decir, p = id en U.

Sea p’ € M arbitrario. Como M es conexa, existe un camino o € C*>([0, 1]) en
M tal que a(0) = p y a(1) = p'. Definimos

A={te€[0,1]:p(alt)) = alt), dpaw) = Idr, ,m}-

Observamos que A es no vacio, pues 0 € A. Ademds, A es abierto en [0, 1], pues
en cada punto de la imagen de o podemos aplicar lo anterior para obtener una
vecindad en la que se cumpla lo solicitado. De hecho, por el mismo argumento
tenemos que sup(A) # 0.

Denotamos T' = sup(A). Por construccién, tenemos que (0,7 C A. Sea (t,)
una sucesién en A tal que ¢, — T. Como p(a(t,)) = a(t,) v dpa,) = Idr,,, \m
para todo n € N, entonces por continuidad de ¢: M — M y dp: TM — TM
tenemos p(a (7)) = a(T) y dpairy = Idr,ar; es decir, T € A. Asi, A es también
cerrado en [0, 1]. Por lo tanto, A = [0, 1] y vale que

p(p) = ¢(a(1)) = (1) = p's
es decir, ¢ = id)y. ]

Como consecuencia directa, si f,g: H3 — Hs son dos isometrias tales que
f(p) = g(p) y df, = dg, para algin p € M, entonces f = g. En efecto, basta
aplicar el lema para ¢ = f~1og.

Ahora que ya tenemos las herramientas suficientes, procedemos a probar el
siguiente resultado.

Proposicién 1.12. Sea p: Hy — Hj una isometria tal que ©(0) = 0. Entonces
eziste 0 € [0, 27 tal que

o(x,y,2z) = (xcost —ysenb, xsend + ycosb, z), V(r,y,z) € Hs,

o(z,y,2) = (rcosh +ysenb, xsen —ycosl,—z), V(r,y,z) € Hs.
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Demostracion. Recordemos que TopHs = b3, el dlgebra de Lie 2-nilpotente que
definimos en la primera seccion. Representamos dyg: hs — b3 en la base {eq, s, €3}
con la matriz

aip Qr2 a3

A= |axn axn ay

gy az2 433
Como ¢ es por definicién un difeomorfismo, entonces para todo X € X(Hj) te-
nemos que dp(X) estd ¢-relacionado con X. Luego, dpy es un automorfismo de
algebras de lie (por el lema 1.6). En particular,

dipo(es) = [dwo(er), dpo(ez)].
Como dpg(es) = aizer + aszes + aszes y

[deo(er), dpo(ez)] = [ar1er + azies + asies, a1z + ases + aszes)
= (CL11CL22 - a12a21)€3,
entonces a13 = a3 =0y
a3z = 11022 — Q12021 (1.3)

Ademas, como dpg es una isometria lineal, tenemos que A es ortogonal; es decir,

1 00 a;p a2z 0O 11 Aag21 a31
010 = AAT = a1 a92 0 12 Q22 Q32
0 01 Q31 Q32 as3 0 0 ass
2 2
ajy + agy 11021 + Q12G22  G11031 + Q12032
_ 2 2
= | 11621 + Q12G22 a3 + agq 21031 + G22G32

2 2 2
11031 + G12G32 (21031 + A22G32 A3 1+ Q39 + A33

De esta forma, obtenemos las relaciones

( aiy +afy, =1, (1.4a)
ajy + a3y = 1, (1.4b)

ajraz + appag =0, (1.4c)
a3y + ag, + azy =1, (1.4d)
11031 = —012032, (1.4e)

3 21031 = —022032. (1.4f)

Multiplicamos las ecuaciones 1.4e y 1.4f del sistema y obtenemos a11a21a§1 =
a12a22a§2, y por la ecuacion 1.4c esto es equivalente a

2 2
a11Q21 (CL31 + CL32) = 0.

_ _ 2 2 _ .

Entonces a;; = 0, ag; = 0 o a3; + a3, = 0. Tenemos que:

» Si a;; = 0 entonces de 1.4a obtenemos |ajs| = 1. Luego, de 1.4c tenemos
aze = 0, y de 1.4b tenemos |ay;| = 1. Todo esto implica, por 1.4e y 1.4f, que
az; = azp = 0.
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= Si ay; = 0 entonces de 1.4b obtenemos |ag| = 1. Luego, de 1.4c tenemos
a;2 = 0, y de 1.4a tenemos |a;1| = 1. Todo esto implica, por 1.4e y 1.4f, que
asz; = azp = 0.

» Si a3, + a2, = 0 entonces tenemos directamente que az; = azy = 0.

Por lo tanto siempre tenemos que az; = ass = 0, y de esta forma podemos simpli-
ficar el sistema 1.4:

aj; +afy =1,

az; +az, =1,

ai1az1 + a12a92 = 0,

’&33‘ =1.

Tenemos los siguientes casos, correspondientes a los posibles valores de ass:

= Siagz = 1, de la ecuacion 1.3 tenemos que aq1a90 — ajoa0; = 1. Luego, como
a1 a2

Q21  a22
cién de las matrices ortogonales tenemos que existe 6 € [0, 27] tal que

es una matriz ortogonal con determinante 1, por la caracteriza-

cosf) —senf 0
A= |senf cosf@ 0
0 0 1

Por otro lado, consideremos el difeomorfismo

@ZJ: H3 — H3
(x,y,2) — (xcosh —ysend, xsend + ycosb, z).

Como di), = A para todo p € Hjz entonces ¢ es una isometria. Ademas, ya
que ¥(0) =0y dypg = A, entonces por el lema anterior tenemos que 1) = ¢
es la tnica isometria con dichas propiedades.

. a1l a2
= Si azz = —1, tenemos que aji1ass — ajaas; = —1. Luego, como (am .

es una matriz ortogonal con determinante —1, por la caracterizacion de las
matrices ortogonales tenemos que existe 6 € [0, 27| tal que

cos@ senf 0
A= |senfl —cosf O
0 0 -1

Esta vez consideremos el difeomorfismo

52 H3 — H3
(x,y,2) — (zcosf +ysend, xsend — ycosh, —z).
Como d§, = A para todo p € Hjs entonces & es una isometria. Ademas, ya

que £(0) =0y d§y = A, entonces por el lema anterior tenemos que £ = ¢ es
la tnica isometria con dichas propiedades. O



CAPITULO 1. EL GRUPO DE HEISENBERG Hs 15

De esta forma, tenemos que las isometrias que fijan el origen son rotaciones en
el eje z (si det(dpg) = 1) o reflexiones sobre el plano z = 0 (si det(dyg) = —1).
Ademas, cada una de las formas posibles de la proposicion 1.12 corresponde a una
componente conexa del grupo ortogonal O(2); en particular, la componente que
contiene a la identidad es isomorfa al grupo especial ortogonal SO(2).

Por ultimo, si tenemos una isometria ¢: Hy — Hj tal que ¢(0) = p # 0, basta
observar que ¢y = L_, o ¢ es una isometria que fija el origen. Por lo tanto, toda
isometria de Hj es la composicion de una traslacién y una isometria que fija el
origen, caracterizadas en la proposicién 1.12.

Podemos identificar al grupo de traslaciones como el propio Hs. Asi, la com-
ponente conexa de Iso(Hs) que contiene a la identidad es isomorfo a Hs x SO(2).
Es directo observar que el grupo de isometrias de H3 es de dimensién 4.

1.5. Las geodésicas de Hj

En esta seccion caracterizaremos las geodésicas en el grupo de Heisenberg. Para
ello, consideremos una geodésica
v: [ — Hs
t— (2(t),y(t), (1))

tal que y(0) = (0,0,0) y 7/(0) = (a, b, ¢). Utilizamos la expresién (1.2) de nuestro
referencial para describir ~":

v = m'% + y’% + 2/% =2 B+ E* + (%(m’y —zy') + z’) E3.
Por definicién, toda geodésica debe cumplir que %(’y’ ) = 0 alo largo de ~; es decir,
V7" = 0. Utilizamos las propiedades de la conexién y recordamos que al aplicar el
campo 7’ a una aplicacién diferenciable f: Hs — R obtenemos v/(f) = %( foy)(®).

Asi, mediante un célculo largo pero directo, tenemos que
Vy’)/, — 7/($/)E1 + ZE,V7/E1 + 7’(y')E2 + y'VyEQ

1 1
! f / / 3 Tty / / V3
+ (E(xy xy)—l—z)E +(2(xy xy)—l—z)VvE

1 1
— ($//+y/ (§($/y—$y/) +Z/)) El + (y// —I'/ (ﬁ(xly_xy/) +Z,)> E2

1
+ <§(x"y . $y//) + Z”) E3‘

[gualamos a 0 y obtenemos el siguiente sistema:
2y (2 + %(x’y —zy')) =0,
=0,

y'— ' ( + 52y — 2y))
P + %(x//y o my”) = 0.
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De la tltima ecuacién del sistema y de las condiciones iniciales tenemos

1

/ / /
2+ =(z2'y —xy) =c.
2
Reemplazamos esta informacién en las primeras dos ecuaciones y tenemos
" 4+ cy =0,
y" —cx’ = 0.

Resolvemos este sistema y obtenemos las siguientes soluciones:

= Si ¢ = 0, entonces la imagen de v estd contenida en una recta en el plano
z=0:
v(t) = (at,bt,0), tel.

s Si ¢ # 0, entonces 7 tiene la siguiente forma:
1
v(t) = =(b(cos(ct) — 1) + asen(ct),a(l — cos(ct)) + bsen(ct),
c
(* +w)t —wsen(ct)), tel,

donde w = . Observamos que si w = 0 entonces a = b = 0 y tenemos
que la geodésica estd contenida en el eje z. Para w # 0 tenemos que la
geodésica tiene un comportamiento de espiral.

a’+b2
2

De esta forma hemos determinado las geodésicas que pasan por el origen.

Por otro lado, recordemos que las isometrias preservan geodésicas. Asi, si te-
nemos una geodésica v: I — Hj tal que v(0) = p # 0, entonces v = L_, 07
es una geodésica que pasa por el origen. Por lo tanto, las geodésicas en Hjz son
composiciones de una traslacién y una geodésica que fija el origen, que hemos
caracterizado en nuestro andlisis anterior.

Trabajaremos este proceso en el siguiente ejemplo: identificaremos las rectas
que son geodésicas en Hs.

Ejemplo 1.13. Sea la recta £ en Hj que pasa por (xg, %o, 29) con vector direccién
(ag, by, co); es decir, parametrizada por

L: ’T’(t) = (:L‘(hyOa ZO) + t(CLo, bOa CO)v teR.
Consideremos la geodésica v = L_(4,.4,,20) © 7- Observamos que

t
’Y(t) = (aota bot, cot — 5(95050 - yoao)) , teR.

Luego, 7(0) = (0,0,0) y 7/(0) = (ao, bo, co — 2(xobo — yoao)). ASi, del andlisis
anterior tenemos dos casos de rectas que pasan por el origen:

s Sicy— %(mobo — Yoag) = 0 tenemos que

1
?”(t) = (.To —+ (Igt, Yo -+ bot, 20 + 5(17(){)0 — y0a0t>> s t e R.
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2 2
. : +b
» Sicy— %(l‘obo — Yoag) # 0, sabemos que es necesario que w = “7-% = 0; es

decir, ag = by = 0. Asi, tenemos que

r(t) = (w0, Yo, 20 + cot), tER.

Finalizamos la seccion con algunos ejemplos graficos. En la siguiente figura
presentamos las graficas de algunas geodésicas v : I — Hj tal que v(0) = (0,0,0)
y 7 (0) = (a, b, ¢), para ciertos valores de a,by c:

» La curva roja corresponde aa =1,0=0y c= 1.

= La curva azul corresponde aa =0,b=1y c=1.

La curva verde corresponde a a =b=c = 1.

La curva ploma corresponde aa =b=0y c=1.

La curva negra corresponde aa=b=1y c=0.

La curva amarilla corresponde a a = —1,0=1y c¢=0.

Figura 1.1: Ejemplos de geodésicas en Hj



Capitulo 2

Superficies en Hj

En este capitulo estudiaremos la geometria de las superficies en el grupo de
Heisenberg para luego analizar, si existen, algunas familias de ellas: totalmente
geodésicas, umbilicas y minimas. Ello servira como motivacion para, en el siguiente
capitulo, entrar de lleno a las superficies que deseamos estudiar.

La referencia principal para la primera seccién es [3], para la segunda usamos
[5], v para la tercera parcialmente usamos [2].

2.1. (Geometria de las superficies

Podemos identificar a una superficie M en Hjz con una inmersion isométrica
i: M — Hjs en la que M tiene dimensién 2; es decir, M hereda la métrica del
grupo de Heisenberg: para todo p € M tenemos

(u, v), = (diyu, dipv);,, ,  Vu,v € T,M.

Recordemos que una superficie M de H3 es un subconjunto M C Hj que es
localmente difeomorfo a un abierto de R2. Sea U C R? un abierto y r: U — M
una parametrizacion de M en un punto p € M. Definimos la primera forma
fundamental de M en p como

L: T,M x T,M — R
(u,v) — (u,v),,

que es bilineal, simétrica y definida positiva. Fijemos también {r,,r,}, un referen-
cial local (para TU). Entonces los coeficientes de la primera forma fundamental
se calculan como sigue:

E(p) = <ru7ru>p7 F(p) = <Tv7ru>p7 G(p) = <T’U7Tv>p'

Para comentar sobre la segunda forma fundamental, necesitamos una nocién
de ortogonalidad. Recordemos que localmente siempre hay orientabilidad, por lo
que podemos asumir que la superficie es orientable. Sea A: T, Hs x T,,H3 — T,,H3,
y denotamos u A v = A(u,v), la inica aplicacién bilineal antisimétrica tal que

E'ANE? = B3, E?*NE? = E!, E3ANE' = E?,

18
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donde {E', E?, E®} es nuestro referencial ortonormal constituida por campos inva-
riantes a izquierda definidas en el capitulo anterior. Observamos que la operacion
A estd bien definida y que simula el comportamiento del producto cruz en la base
canénica de R®. Tenemos, entonces, que u A v es ortogonal (segin (, ) ) a uy v.
De esta forma, definimos el vector normal unitario a cada g € r(U) como

Ty N\ Ty
(9),

la = |70 A 1|

donde la norma es |r, A r,| = \/ (ru ATy, Ty A m>p. Asi tenemos el campo normal

unitario de M:
n: M — TM*
P (D, 1)

Sean X,Y € X(M). Como (Y,n) = 0 y la conexién es compatible con la
métrica, tenemos que (VxY,n) + (Y,Vxn) = 0, donde V es la conexién Levi
Civita de Hs; es decir,

<VXY7 77) = <VX77> Y> :

Andlogamente, de (X, N) = 0 tenemos que
(VyX,n) =—(Vyn, X).
De esta forma, tenemos la siguiente propiedad:
—(Van,Y) =(VxY.n) = (X, Y]+ Vy X, n) = (Vy X,n) = = (Vyn, X) .
Definimos la segunda forma fundamental como la forma bilineal
IL,: T,M x T,M — R
(Xp, Yp) = = (Vxn, V),

que resulta ser simétrica por la propiedad anterior. De hecho, por dicha propiedad,
tenemos los coeficientes de la segunda forma fundamental en el referencial local

{ru,ru}:
e(p) = <777 Vruru>p7 f(p) = <777 vrurv>p ) g(p) = <7]7 vrurv>p .

Ademds, como II, es simétrica, entonces existe un tnico operador lineal auto-
adjunto A: T,M — T,M, llamado operador de Weingarten, tal que

<AU,U>p = IIP<U’7U) = - <VX77> Y>p7

para todo u,v € T,M, donde asumimos que X,Y € X (M) son tales que u = X,
yv=Y,

Por otro lado, como (n,n),, = 1, entonces X (n,n), = 0; es decir, (Vxn,n) =0
y asi tenemos que Vxn € X(M). Entonces, se cumple la conocida férmula de

Weingarten:
VXn = —-AX.
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1
Finalmente, se define la curvatura media como H = ~tr(A). Sean P y @ las
matrices que representan la primera y segunda forma fundamental en el referencial
dado, respectivamente, y por abuso de notaciéon llamemos A a la representacion
matricial del operador de Wingarten en dicho referencial. Por la definicion de A

tenemos que
u' Qu = (Au)" Pv = v AT P,

para todo u,v € T,M. Luego, como P y @ son simétricas, entonces A = P1Q; es

decir,
A (B F\ (e fy__ 1 Ge— Ff Gf—Fg @.1)
- \F G f g/ EG-F2\Ef—Fe Eg—Ff)’ '
Asi, obtenemos una expresion local para la curvatura media en términos de los
coeficientes de la primera y segunda forma fundamental:

Ge —2Ff+ Eg

== Ec -

(2.2)

Antes de pasar a la siguiente seccién, realizaremos algunos calculos de lo ana-
lizado anteriormente en situaciones especificas a modo de ejemplos. Para ello,
recordamos que al aplicar el campo r, a una aplicacién diferenciable f: S — R

obtenemos r,(f) = u f. Anélogamente, r,(f)
u

Ejemplo 2.1 (Gréfica de una funcién). Sea U un abierto de R* y f: U — R una
funcién diferenciable. Consideremos la superficie S que es la gréafica de f; es decir,

S={(z,y.2): 2= f(z,y),(x,y) € U}.
Tenemos la parametrizacion de S

r: U — H;
(z,y) — (2, y, f(2,9)).

Para cada p = (z,y,2) € S tenemos una base del espacio tangente 7,5, y la
expresaremos en nuestra base hallada en el primer capitulo. Por simplicidad, omi-
tiremos el punto donde se evalian las derivadas de f. Usamos la expresion (1.2)
de nuestro referencial ortonormal en H3 y obtenemos

0 0
Tw:_+fm_:E1+ (fm+g>E37
ox 0z 2 (2.3)
0 0 x :
- =t =B (- 5) B
"y dy 1y 0z s 2
I N
Luego tenemos el campo normal unitario dado por n = ———, donde

NI

N:rx/\ry:—<fx+%>El—(fy—g>E2+E3, (2.4)



CAPITULO 2. SUPERFICIES EN H, 21

y también los coeficientes de la primera forma fundamental:

E=(rpr) =1+ (me%)Q,

== (49 (0-3) s
G = (ry,ry) =1+ (fy - g)Q

Ademas, aplicamos las propiedades de la conexién para obtener
0 Y\ 3 Yy 3
5 (fe+3) B+ (fe+3) Y
=~ (£ +2) B+ fu B,
2) B+ (1= 3) Ve F
L
Y,y =V, B+ a% (£ =35) B+ (f = 5) O, B

= (fy — g) E'+ f,,E°.

V,,1e =V, B+

9
ey = Ve B2 4 o (f, -

Entonces tenemos los coeficientes de la segunda forma fundamental:

Y T
o= Vo) = vy = Ur5) (55) ,

|Vl ]|
1 Y 2 1 T\ 2
]_ fa:y__ faj"’_ +— fy—_
f=(n,Vry) = ™ (N, V,,ry) = 2 ( ﬁf>\7|l 2 ( 2> . (26)
Y T
1 fow—\fet3) | fu—2=
g = <n7v7“yry> = m <‘]\f7 vryry> — ( ||]\27|? < 2>7

donde [N = /(5 +2) ¢ (5~ 2) 1

Finalmente, de la ecuacién (2.1), obtenemos las entradas de la representacion
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matricial del operador de Weingarten A en el referencial {r,,r,}:

8 fuex(4+ (—2f, +x)?)
+ (zfy —x)(2fe +y)(8 8 fay + (_2fy + I)Q +(2fs + y>2)

An = T Y s R CY A YT ’

202f, — ) 2fo + Y)(—Afyy + 2fy, — 2)(2fa +v))
+ (4 (=2fy + 2)*) (8fuy + (=2fy +2)* = (2fx +1)?)
A4+ (=2fy +2)2 + (2fe +y)?)?/? ’

=8((fy = /2)(far + (fy = 2/D) e+ 9/2)(fa +9/2)
4 8(L+ (o +9/2) oy + (=20, + 2)* = 1L +9))
[+ (C2fy + P + Rt ) |

8(1+ (fa +9/2)*)(fuy — 1(2fy — 2)(2fo + )
+ %(2fy — ) (2f0 + Y)(—8fay — (=2fy + 2)* + (2fa +¥)?)
(4+(=2f, +2)* + (2fs +y)?)37 '
Ejemplo 2.2 (Cilindro generalizado). Seaw: ]0,1[ — R una funcién diferenciable.
Consideremos la superficie S parametrizada por
r: R x]0,1[ — Hj
(s,t) — (t,u(t),s).

AQQ =

Andlogo al proceso anterior, para cada p = (z,y,2z) € S tomamos la base del
espacio tangente 7,5 dada por las direcciones principales y la expresaremos en
nuestra base {E', E?, E3} gracias a la expresiéon 1.2. Tenemos asi el referencial
local:

7’5 = 82 = EB’
82 , 0 1 I 2 u it 3 (2:8)
= — —=F E ——u= | E"°.
T 3x+u8y +u +(2 u2)
. . N
También obtenemos el campo normal unitario dado por n = m, donde
N =r,Ar, = —u'E' 4+ E?, (2.9)

y los coeficientes de la primera forma fundamental:
E = (rg,rs) =1,

!/

DO | <+

u
F={rom)=5-u (2.10)

e
+
VRS
(NI~
|
:\

N |
N—

(V)

G={(ry,r) =1+
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Luego, aplicamos las propiedades de la conexién para obtener

V,.rs =VgE®

=0,
0 0 t u t
Ly 2 2y w ot 3 wot 3
V,r =V, E + 55 (W) E*+u'V, E* + 55 ( u2)E + (2 u2> vV, E
_Lyp g ,
2 2
0 0 (u t u t
L 2 2 4 wo N\ 3 wot 3
Vyri =V, B+ T (W) E*+4'V,, E*+ 5% (2 u2>E + <2 u2> V. E

iU / 1 " 2 //t 3
= ——u-=|FK - = E —E”.
u<2 u2) +( 2~|—u2) 5

Entonces tenemos los coeficientes de la segunda forma fundamental:

1

€= <77a vrsr8> - ”N“ <N VTST8> - 07

1

i 5 (@) +1)

f={nV.,r) = ™l (N, Vy,rs) = TN (2.11)
] - ((u/)2 +1) (g - ué) +u”

p— = — N pu—
g <77a vrtrt> ||N|| < ,V”T’t> ||N|| )

donde ||N]|| = 1/ (v)* +1.
Finalmente, tenemos las entradas de la representacién matricial de la matriz
de Weingarten A en el referencial {rs,r:}:

u — tu’
A AT
Ao — (1+ (W)?)(4 —u? + (4 + % + 2tu) (u)? — 22 (u)3) + 4(u — tu')u”
2 8(1 + (u)?2)3/? ’
An = T W)
Ay — —(u+t(1 —2u")u) (1 + (u ’)2)—1—41/’.

AT+ Wy
(2.12)

2.2. Superficies umbilicas en Hj

En esta seccion, analizaremos las superficies totalmente geodésicas y umbilicas
en nuestro grupo de Heisenberg.

Las superficies mas basicas de estudiar son las superficies totalmente geodési-
cas: aquellas donde la segunda forma fundamental de la superficie es nula. Un caso
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mas general de este tipo de superficies son las umbilicas. Decimos que una superfi-
cie S es umbilica si en cada punto p de la superficie, la segunda forma fundamental
es un multiplo de la primera forma fundamental de la inmersion; es decir, existe
A: S — R tal que

II, = A(p)L,

para todo p € S, donde I, y II, son la primera y segunda forma fundamental de
la inmersion, respectivamente. Observamos que si A es el operador de Wingarten
asociado, entonces

(Au, v) =TIy (u, v) = Mp) (u, v) = (Mp)u, v),

para todo u,v € T),5; es decir, A = \Id.

El resultado principal de esta seccién es mostrar que no existen superficies
umbilicas en Hj. Para ello, primero analicemos algunas definiciones y resultados
de forma abstracta.

Sea GG un grupo de Lie de dimensién n + 1, con n > 2, y g su éalgebra de Lie
asociado. Consideremos la esfera unitaria en 7oG = g:

Stl={veg:|v =1}

Fijemos una hipersuperficie (de dimensiéon n) orientada S C G. Definimos la
aplicaciéon de Gauss de S como

vi§ —s 51
p— d(L,"), (n(p)),

donde 7 es el campo normal unitario de S.
Tenemos el siguiente resultado, que relaciona la aplicacion de Gauss y la se-
gunda forma fundamental. Su demostracion se encuentra en [11].

Teorema 2.3. Sea S una hipersuperficie orientada de G. Para todo v € T,S se
cumple

d(Lp)o © dyp(v) = =(A(v) + az(v)),

donde A es el operador de Weingarten, a;(v) = V0 y 7 es el campo invariante
izquierda en G tal que n(p) = n(p).

Notemos que si S es una superficie en el espacio euclidiano R?, para todo
v € T),S tenemos que V,7 = 0, pues el campo invariante 7 es constante. Ademaés,
como la métrica no se ve afectada por las traslaciones, la aplicacién de Gauss
se reduce a y(p) = N(p), donde N es el vector normal a la superficie. Entonces
tenemos el resultado conocido de la geometria euclidiana: A(v) = —dN,(v) para
todo v € T),S, donde A es el operador de Weingarten de S.

En [5] se muestra que si S es una superficie en Hs que es grafica de una
funcién f: U C R? — R, entonces d(L,)o o dv,(v) es un operador en T,S que tiene
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la siguiente representaciéon matricial en la base dada por {r,,r,} de (2.3):

Y X
fz+§ fy - 5
o |V |V
o = — z z 2.1
[d(Lp)o © dyp(v)] fﬁ% fy—g : (2.13)
V]| V]|

donde N estd expresado en (2.4). Luego, por el teorema anterior y por las expre-
siones (2.7) y (2.13), tenemos que la aplicacion oy tiene la siguiente representacion
matricial en la base escogida:

[ 1 (—(fm—l—%)gfy—%) 1= (f,-%)° ) (2.14)

DN\ i1 (Led) ()

Antes de abordar el teorema principal de la seccién, presentaremos el siguiente
lema, en el cual usaremos una de las ecuaciones clasicas de la geometria rieman-
niana: la ecuacion de Codazzi.

Lema 2.4. Sea S una superficie umbilica de Hs y sea {X,Y} una base local de
la superficie. Sea A: S — R tal que 11, = X\(p)l,, para todo p, donde 1, y 11, son la
primera y sequnda forma fundamental de la inmersion, respectivamente. Entonces
se cumple

RX,)Y)n=Y(N)X - X(\)Y, (2.15)
donde R es la curvatura del espacio ambiente.

Demostracion. En esta prueba consideraremos V como la conexién del espacio
ambiente, mientras que V y V<1 representan su parte tangente y normal a S,
respectivamente; en particular, V = V + V.

Podemos identificar la segunda forma fundamental como el tensor

B: X(M)x X(M) x X(M)* — R
B(X,Y,n) — (VxY = VxY.n).
Con esta terminologia, recordemos la ecuacion de Codazzi:
(R(X,Y)Z,n) = (VyB)(X, Z,n) — (VxB)(Y, Z,n).

Tomamos Z como un campo arbitrario en X'(S). Tenemos, por definicién de
la derivada de un tensor,

(VyB)(X, Z,n) =Y (B(X,Z,N)) — B(VyX, Z,n)—B(X,VyZ,n)
— B(X, Z,V*yn).

Recordemos que Vyn € X(M); es decir, Vyn = Vyn y V+yn = 0. Entonces,
B(X, Z,V+yn) = 0. Ademds, por la condicién de ser umbilica, tenemos que

B(X,Y,n) =II(X,Y) =A(X,Y).
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De esta forma, obtenemos
(VyB)(X,Z,n) =Y (MNX,Z)) — AN (VyX,Z) — N (X,VyZ).
Por 1ltimo, por la compatibilidad de la métrica, tenemos que
YMNMX,2)) =Y N (X, Z)+ \(Vy X, Z) + (X, VyZ)),

con lo que obtenemos:

(VyB)(X, Z,n) =Y (M) (X, Z).

Con un procedimiento andlogo, obtenemos también que

(VxB)(Y, Z.n) = X() (Y, 2).

Por lo tanto, la ecuacién de Codazzi se reduce a
(R(X.Y)Z.n) = YN {X. 2) — X(\) (Y. 2).

Como Z fue tomada de forma arbitraria, entonces tenemos el resultado buscado.
m

Finalmente, presentamos el resultado principal de la seccion.
Teorema 2.5. No existen superficies umbilicas en el grupo de Heisenberg Hs.

Demostracion. Supongamos que existe una superficie umbilica S en Hs; es decir,
existe A: S — R tal que II,, = A\(p)], para todop € S, o equivalentemente A = A\Id,
donde A es el operador de Weingarten de S. Separemos en dos casos.

En el primer caso digamos que S es, localmente, la grafica de una funcién sobre
el plano XVY'; es decir, tiene una parametrizacién de la forma

Sir(z,y) = (z,y, f(z,9), (z,y) €U CR?

Tenemos expresado, en (2.3) y (2.4), el referencial local {r,,r,} y el campo
normal V. Por la bilinealidad y antisimetria en las primeras dos componentes de
la curvatura, tenemos que

T

R(ry,r)N = RO, BN + (£, — 5

) R(E' BN + (£, + %) R(E®, E®)N.

Ademas, por la linealidad en la tercera componente de la curvatura y por el teo-
rema 1.10, obtenemos

3 T 3 Y
E1E2N:——( ——>E1 —(w —)E2

1 1 Y
E1E3N:——E1——< Y\ g?

1 1 T
E® E*)N = - E? —( ——>E3.
REELEN =3B+ 1 (=5
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Por lo tanto,

R(ry,ry)n = |—]1[|R<Tm,7‘y)N = ﬁ (— (fy - g) E' + (fg; + g) E2> )

Por otro lado, por hipdtesis se debe cumplir que A(r,) = A, y A(ry) = Ary,.
Sabemos que 7,(\) = Ay v ry(A) = A,. Reemplazamos esta informacion en la
ecuacién (2.15) del lema anterior y usamos la expresién de nuestro referencial
local {r;,r,} para obtener

R(ra, )0 = Ao — Aoty = Ay E' — N, B + ()\y (fx + %) A\ <fy — g)) B,

Comparamos esta expresién con la anterior y tenemos:

—[INlAs = fo+ 4,
—[INlIAy = fy =35
Como A,y = Ay, entonces la representacion matricial de dL, o dv, en la base

escogida, expresada en (2.13), es simétrica. Ademds, como también A = AI es
simétrica, tenemos que o tiene representacion matricial en la base asignada una

2 2
matriz simétrica. Luego, por (2.14), tenemos que (fy — g) + (fx + %) =2y

por ende

IINH=\/(fx+g>2+(fy—g>2+1:\/§.

Por lo tanto, como A, = Ay, del sistema de ecuaciones de arriba tenemos que
5),= (-3)
+2) =(f—-%
(£+5) =(h—3).
lo cual es imposible.

En el otro caso, si S no puede representarse localmente como la grafica de
una funcion, entonces es un clindro generalizado; es decir, podemos considerar S
como una superficie reglada con directriz en el plano z = 0 y reglado por rectas
verticales. De esta forma, S tiene una parametrizacién de la forma

S :r(t,s) = (t,u(t),s), (s,t)eU CR2

Como S es umbilica, tenemos en particular que la representacion matricial del
operador de Weingarten A en la base escogida, expresada por (2.12), es diagonal.
En particular, tenemos que

1
_ =0
2(1 + (u)2)1/2 ’
lo cual es imposible.
Por lo tanto, no existen superficies umbilicas en Hsj. O

Finalmente, concluimos la secciéon concluyendo que tampoco existen superfi-
cies totalmente geodésicas en el grupo de Heisenberg. En efecto, toda superficie
totalmente geodésica es, en particular, umbilica.
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2.3. Superficies minimas en Hj

Nos compete ahora analizar las superficies minimas; es decir, aquellas donde
la curvatura media se anula. Asi, al igualar a 0 la expresién (2.2), se cumple que
para todo p € S tenemos

G (N,V,.10) — 2F (N,V,.10) + E (N, V,.r) =0, (2.16)

donde {r,,r,} es un referencial local de T'(r(U)), N es un vector normal al re-
ferencial, y E, F' y G son las entradas de la primera forma fundamental de S.
Observamos que, por la bilinealidad de la métrica, no es necesario utilizar el vec-
tor unitario 7.

A continuacién, presentaremos las superficies minimas mas reconocidas en el
grupo de Heisenberg: los gréaficos minimos y las superficies regladas minimas.

2.3.1. Graficos minimos

Caracterizaremos las funciones que tienen por grafica una superficie minima.
Dicha superficie recibe el nombre de grafico minimo.

Sea U un abierto de R* y f: U — R una funcién diferenciable. Consideremos
la superficie S que es la grafica de f; es decir,

S = {(xaya Z) FR= f(x7y)a (xay) € U}
Tenemos la parametrizacion de S

r: U — H3
(z,y) — (2,9, f(2,y)).

Utilicemos los calculos realizados en el Ejemplo 2.1 para obtener la relacién
que deben cumplir las primeras y segundas derivadas de f para que S sea minima.
En particular, podemos hallar la traza del operador de Weingarten expresado en
(2.7) e igualar a 0, o reemplazamos la informacion de los coeficientes de la primera
y segunda forma fundamental, de (2.5) y (2.6) respectivamente, en la ecuacién
(2.16). Asi, obtenemos la llamada ecuacién de graficos minimos en Hj:

1+<fy__> fmz_2<fx+_)<fy__>fmy+ 1+<fx+_> fyyzo-
2 2 2 2
(2.17)
A continuacién presentamos un par de ejemplos a modo de aplicaciéon directa

de la ecuacion de graficos minimos.

Ejemplo 2.6. Todos los planos no verticales son graficos minimos. En efecto, un
plano no vertical se puede expresar como z = f(z,y), donde f es una funcién lineal
afin. Asi, tenemos que fy; = foy = fyy = 0, por lo que se satisface trivialmente la
ecuacion de gréaficos minimos (2.17).
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Ejemplo 2.7. Consideremos la funcién

f:R? —R
(2,9) — 5

Es directo comprobar que f satisface la ecuacion (2.17). Asi, tenemos una gréfica
de una funcién definida en todo R? que es minima; es decir, en Hs no se cumple
el teorema de Bernstein: todo grafico minimo en el espacio euclidiano definido en
todo R? es un plano.

2.3.2. Superficies regladas minimas

El siguiente caso a estudiar es el cilindro recto; es decir, aquella superficie con
directriz una curva en el plano z = 0 y que tiene por generatriz rectas con vector
direccion (0,0,1).

Ejemplo 2.8. Sea u: |0,1] — R una funcién diferenciable. Consideremos la su-
perficie S parametrizada por

r: R x]0,1[ — Hj
(s,t) — (t,u(t),s).

Utilizamos también célculos realizados anteriormente, esta vez del Ejemplo 2.2.
Podemos hallar la traza del operador de Weingarten expresado en (2.12) e igualar
a 0, o reemplazamos la informacién de los coeficientes de la primera y segunda
forma fundamental, de (2.10) y (2.11) respectivamente, en la ecuacién (2.16).
Simplificamos y obtenemos

U = 0;

es decir, u(t) = at + b, donde a,b € R. Siguiendo un proceso totalmente analogo,
llegamos a la misma conclusiéon en el caso de una superifice S’ parametrizada
por r(s,t) = (v(t),t,s),s,t € R x ]0,1[, donde v: ]0,1] — R es una funcién
diferenciable; es decir, si S’ es minima, entonces v es lineal afin. Por lo tanto, las
unicos cilindros rectos minimos son los planos verticales.

Un resultado importante que se desprende del andlisis realizado hasta ahora
en esta seccién es el siguiente.

Proposicién 2.9. Todos los planos en el grupo de Heisenberg Hs son superficies
minimas.

Demostracion. Por el ejemplo 2.6 sabemos que todos los planos no verticales son
superficies minimos. Por otro lado, si el plano es vertical tenemos el resultado
directamente del ejemplo 2.8. O]

Procedemos a generalizar las superficies caracterizadas en el ejemplo 2.8. Sean
a: |0,1] — Hj una curva arbitraria, que llamaremos directriz, y 5: ]0,1[ — Hj
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una curva que no se anula, que llamaremos generatriz. Consideremos la superficie
S parametrizada por

r: R x 10,1 — Hj
(s,t) — a(t) + sp(t).

La superficie S es llamada superficie reglada.

Nos interesa estudiar estas superficies con la condicién adicional de ser mini-
mas. Recordemos que las isometrias del espacio ambiente preservan la primera y
segunda forma fundamental de una superficie, por lo que también respetan la pro-
piedad de las superficies de ser minimas. Entonces utilizaremos principalmente las
traslaciones por izquierda y rotaciones en el eje z para simplificar nuestro analisis.

Sea S una superficie reglada tal que la traza I' con algiin plano vertical, digamos
ax + by = ¢, sea la grafica de una funcién. Si p es un punto de la traza, tenemos
que L_,(T") se encuentra en el plano ax + by = 0. Luego, mediante una rotacién en
el eje z podemos llevar dicha traza al plano y = 0. Ademds, como es localmente
grafica de una funcién, debemos considerar que la generatriz (tratada como campo
de una curva en y = 0) tiene segunda coordenada no nula. Con ello, tenemos la
parametrizaciéon dada por:

a(t) = (t,0,f(t) vy B(t) = (u(t),1,v(t)).

El caso restante es cuando las trazas generadas por la interseccién con planos
verticales no son localmente grafica de una funcién. En tal sentido, podemos su-
poner que se tratan de rectas verticales. Con ello, es suficiente considerar como
directriz una curva plana en z = 0, que mediante rotaciones en el eje z se puede
ver como grafica de funcion, y como generatriz rectas verticales; es decir,

a(t) = (t,a(t),0) y B(t) =(0,0,1).

Este segundo caso ya lo hemos caracterizado.

Trabajemos el primer caso bajo la premisa de que S estd reglada por rectas
que son geodésicas; es decir, para cada t € ]0,1[, la recta v(s) = a(t) + s5(t) es
una geodésica de Hjz. Recordemos, del Ejemplo 1.13, que tenemos dos casos de
rectas y(s) = (x(s),y(s), z(s)) que son geodésicas: z'(0) =3'(0) =0 o

1
2(0) = 5 ((0)y'(0) —y(0)a’(0)) = 0.
En nuestro caso, debido a que v;(0) = (u(t),1,v(t)), tenemos que la primera

condicién no puede cumplirse, por lo que se debe cumplir la segunda. Ademas,
como también 7;(0) = (¢,0, f(t)), entonces dicha condicién se reduce a

Por lo tanto, la parametrizacién se caracteriza como

r(s,8) = (1,0, £(£)) + s (u(t), 1, %) .

En el articulo de Bekkar (ver [2]) se prueba el siguiente resultado, aunque se
aborda de otro punto de vista.
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Teorema 2.10. Las unicas superficies regladas minimas de Hs regladas por rectas
geodésicas son, salvo isometria, las porciones de planos, porciones de helicoides y
porciones de paraboloides hiperbolicos.

Demostracion. De los casos analizados anteriormente, ya sabemos que el segundo
siempre nos dara porciones de planos verticales. Falta caracterizar el otro caso; es
decir, cuando tenemos la parametrizacién

S (s t) = (t +osu(t), s, £() + %t) |

Para cada p € S tomamos la base de T},S:

0 0 to
o, e 22 El E2
BT Yo * dy 20z uht
_(1_|_ ')2+<f'+f)ﬁ—(1+ /)El—l— _|_f/+32u/ ES
ry = SU or 5) 92 = SU S B .

También hallamos un vector normal a 7,5:

2.,/

2,7
N = (S+f/+ﬂ>E1—u(s+f’+8U)E2—(1+su’)E3,

2 2

y los coeficientes de la primera forma fundamental:

E = (rs,rs) = u? + 1,
F = (rgr) = u(l+ su),

e . 2/ 2
G=(r,r) =1+su)"+ s+ f+ 5 :

Luego, aplicamos las propiedades de la conexién para obtener

0
V,.rs = —uE'+ uV,nsE1 + VTSE2

Os
=0,

0 ) 2,,/

V.1 = %(1 +su)E' + (14 su')V, . E' + Py (s + f'+ 82“ ) B3
2,/

+<s+f’+82u)VTSE3

, s f st L, w , st L, 1+su
= —+=+—|E - = — |+ ——F
(u+2+2—|—4 5 s+ B

2

0 0 s*u/
— 1 / 1 1 / 1 / 3
VT _at< +su')E" 4 (14 su')V, E + o5 (s+f + )E

2,/
+ <s+f’+82u>vnE3

2,,/ 2,1
= (su")E* — (1 + su/) <s + 4 %) E?+ (f” + %) i3
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Entonces tenemos

<N7vrsrs>:07
s?u’ s f st u? s2u/\
N r = / ! — g _ !/
(N, V, 1) <s+f+2)<u+2+2+4)+2<3+f+2)
(14 su')?

_ 5 ,
82 / S2ul

2
<N,Vrt7"t):<s+f’+ 2u>(su”)+u<s+f/+ 5 ) (14 su')

o (1 —|—su’) (f”+ 82;//> .

Reemplazamos los datos en la ecuacién (2.16). En aras de resolver la ecuacién
diferencial resultante, acomodamos los términos como un polinomio en s:

1
5 ((v® +1)u")s?
+ (= (WP 4+ D) f" +2ud f' —u) + " (W +1)f)s
+ (=W + 1) f" = 2w f + u) = 0.
Por identidad, tenemos que los coeficientes de este polinomio en s deben ser nulos.
Asi, tenemos que (u? + 1)u” = —(u? + 1) f" — 2uv/ f' + u = 0; es decir,

u'=0
(u? + 1) f" + 2uu' f' —u = 0.
De esta forma, u es una funcién lineal afin, digamos u(t) = at + b con a,b € R, y

% ((u? + 1) f") = u; es decir,

1
(1+ (at + b)) f = 5az&2 + bt + ¢,

con c € R.
Observamos que la parametrizacion de S se reduce a:

x(s,t) = (as+ 1)t + bs,
S:ylst) =s, t
z(s,t) = f(t) + %

Despejamos s y t de las primeras ecuaciones y las reemplazamos en la ultima. Asi,
S puede describirse, localmente, como la grafica de la funciéon

T — by) (z —by)y

h(z,y) Zf(

Integramos " de la expresién anterior. Tenemos dos casos:
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» Sia # 0, tenemos que

f(t) = % + darctan(at + b) + e,

con d,e € R. Luego, S es la grafica de la funcién

—b b
h(z,y) = ‘ 5 Y | darctan (Z§+ ) +e.

+1

Aplicamos la traslacion por izquierda L( b1y, Con lo que tenemos que S

es isométrica a

S = {(ajay?Z) : z = d arctan (5) (z,y) € U}’

que se encuentra en un plano si d = 0, y en un helicoide si d # 0.

= Sia =0, tenemos que

b 2

con d,e € R. Luego, S es la grafica de la funcién

(z — by)(bz +y)
2(1+ b?)

h(z,y) = +d(x —by) +e.

Rotamos en el eje z un angulo de arctan(b) y aplicamos la traslacién por
izquierda L(o dVTTEE,—¢)» €O lo que tenemos que S es isométrica a la superficie

X
52: {((L’7y,2ﬁ) R = _y7

5 (x,y)EU},

que se encuentra en un paraboloide hiperbdlico.

]

De hecho, en el mismo articulo, Bekkar analiza el caso mas general: las rectas
generadoras son arbitrarias. Con ello, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.11. Toda superficie reglada minima de Hs es isométrica a una de
estas superficies:

= Porcion de plano,
., . . g xry
= Porcion del paraboloide hiperbolico z = >
» Porcion del helicoide parametrizado por
r(t,s) = (ssen(t), s cos(t), ct),

donde ¢ € R es no nulo.
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= Porcion de superficie de ecuacion

z:%[xx/l—i—ﬁ—}—log(x—i-vl—i-ﬁ)]—%,

donde A € R es no nulo.

s Porcion de superficie que es localmente grdfica de
1
donde r cumple la ecuacion
(441 —2r(r + 1) (' +2) = 0.

s Porcion de superficie parametrizada localmente por

ts

r(t s) = (t+sult),s, f(t) = 5),

donde u y f son soluciones del sistema:

(1+u? + 2)u” — (1 + 2u' f')tu' =0
(14 w2+ ) f" — (1+ 20 f)(tf —u) = 0.

La prueba de este teorema también se encuentra en [2].



Capitulo 3

Superficies minimas de traslacion
en H3

Recordemos que las superficies minimas son aquellas que tienen curvatura me-
dia nula. Es comin otorgar propiedades adicionales a dichas superficies para ob-
tener ejemplos y caracterizar sus propiedades. Una propiedad particular es traba-
jada por Scherk en el espacio euclidiano R3: las llamadas superficies minimas de
traslacion.

En este capitulo estudiaremos aquellas superficies minimas en el grupo de Hei-
senberg que similan a las superficies minimas tipo Scherk. La referencia principal
para este capitulo es [7].

3.1. Superficies minimas de traslacién en R’

En el espacio euclidiano se definen las superficies minimas de traslacién como
aquellos graficos de funciones de la siguiente forma:

ri I x I, — R?
(2, y) — (z,y, f(x) + g(y)),

donde I; e I son intervalos abiertos de R, y f: Iy — Ry g: I, — R son funciones
diferenciables.

Scherk estudio este tipo de superficies y los caracterizé tal como reza el si-
guiente teorema:

Teorema 3.1. Las superficies minimas de traslacion en R® son porciones de pla-
nos o de superficies parametrizadas por

r: I x I — R?

1

(ZE,y) — (%% —In
a

cos(az + ¢) ‘ L
cos(ay + d) ’

donde I, e Iy son intervalos abiertos de R y a,b, c,d € R son constantes, con a no
nulo.

35
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Demostracion. Utilizamos un proceso similar al trabajado en Heisenberg, pero
esta vez el referencial que usaremos es el euclidiano canénico {ej,es.e5}. Para
cada p € S tomamos la base de T,S:

0 0

Ty = %ﬂfo& =e + fue3,
0 0

Ty = 8y + gya = €2 + gy€s.

También hallamos un vector normal a 7,5:
N = —fze1 — gyea + €3
y los coeficientes de la primera forma fundamental:

E = <Ta:7fra:> =1 +f;12:’
F = <Tmyry> = f:rgy7
G=(ryr,) =1 +9§'

Solo en esta prueba, y para no cargar la notacién, usaremos V para referirnos
a la conexién Levi-Civita del espacio euclidiano. En R?, dados dos campos X,Y €
X(S), donde Y = Yie; + Yaes + Yies, se cumple que VxY = X (Y])e; + X (Ya)es +
X(Y3)es. De esta forma, tenemos

19)

vrzr:v = 8I< )61 + (fz)€3 fmx637
0 3

VTzTy 8I<1)62 + 5 a ( )6 07
0 0

Vi, Ty = 8y<1)e2 + o By - (9y)es = gyyes.

Entonces tenemos

<N7 VTZT.'L‘> = fzam
(N,V,, r,) =0,

<N, Vryry> = Gyy-

Estrictamente, solo hemos trabajado la curvatura media para superficies en
Hj;. El resultado en el espacio euclidiano es totalmente andlogo; es decir, en R?
la condicién de minimalidad se reduce a su similar ecuacién (2.16) con nuestra
terminologia:

G <N7 vrﬂﬁ) —2F <N’ vracry> +E <N7 vary> = 0.

Reemplazamos los datos en esta expresion y obtenemos la siguiente ecuacion di-
ferencial:

(1+ g;)fxx + (1 + fg)gyy = 0. (3.1)
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Como 1+ f2? # 0, podemos reescribir esta expresién como

faa
(1+ gi)TfQ + Gyy = 0.

Derivamos la expresion respecto de x y obtenemos

d (_fu
1) g, (Hf%) B

f(E(E
1+ f2

Como 1+ gi # 0, tenemos que es constante, digamos a € R. Asi, tenemos

d
e (arctan(f,)) = a;

es decir, f, = tan(ax 4 ¢) para algin ¢ € R. Por otro lado, reemplazamos f,, =
a(1+ f2) en (3.1) y simplificamos el factor comin no nulo, con lo que obtenemos

4 (arctan(g,)) = ~a;

es decir, g, = tan(—ax + d) para algin d € R.

Si a = 0, tenemos que f y g son lineales afines, por lo que la superficie seria
un plano. Para el caso restante, basta integrar f, y g, para obtener el resultado
deseado. O]

Es directo observar que estas superficies se pueden describir como

r(z,y) = (2,0, f() + (0,4, 9(y)).

Aunque esta forma parezca superflua, nos motiva a dar una definicién similar en
el grupo de Heisenberg.

3.2. Superficies minimas de traslacién en el gru-
po de Heisenberg

Diremos que una superficie es de traslacion cuando se puede parametrizar como

T Il X IQ — H3
(@, y) — n(x) * %(y),

donde I; e I, son intervalos abiertos de R y las curvas 7;, 7. estan contenidas en
planos coordenados diferentes de R3.

De acuerdo a la definicion, podemos establecer seis tipos de superficies: una
por cada permutacién en los planos coordenados. Asignamos los nombres de la
siguiente forma:

» Superficies de tipo 1: Im(v) C {y =0} y Im(v2) C {z = 0}.
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Superficies de tipo 2: Im(y;) C {y =0} y Im(,) C {z = 0}.

Superficies de tipo 3: Im(y,) C {x =0} y Im(y2) C {z = 0}.

Superficies de tipo 5: Im(y;) C {z =0} y Im(,) C {y = 0}.

() (72)

() (72)
Superficies de tipo 4: Im(y,) C {z = 0} y Im(7) C {y = 0}.

() (72)

() (72)

Superficies de tipo 6: Im(y,) C {z =0}y Im(vy) C {z = 0}.
Antes de analizar cada tipo de superficie, hacemos un par de observaciones:

= Para las superficies de tipo 1 y 4 usaremos las letras x e y como parametros
pues en sus parametrizaciones resultantes nos quedaba precisamente esas
letras como variables, lo que conlleva a ser graficas de funciones. Esto no
siempre ocurre. En los otros tipos de superficie, usaremos s y ¢ para denotar
los pardametros para no confundirlos con la terminologia usual de posicion.

= En los siguientes apartados se trabajardan casi todos los tipos de superficies
minimas de traslacién Para los casos restantes, hacemos esta observacion.

Primero, algunas superfices se deducen de las misma formulas a trabajar
de forma implicita. Por ejemplo, en las superficies tipo 1, tenemos que
Im(y1) € {y = 0}. Esto se puede expresar como v, (z) = (z,0,u(x)) o
7(z) = (u(2),0,z). Es directo observar que, a partir del primer caso, po-
demos deducir el segundo caso: basta con realizar un cambio se variable
implicitamente. Sin embargo, esto solo se puede hacer cuando las curvas a
tratar son rectas no “verticales”. Explicaremos estos casos con mas precision
en un apartado final, donde caracterizaremos cada uno de ellos.

Procedemos a analizar cada tipo de superficie en esta seccién. El proceso ge-
neral es como el que trabajamos hasta ahora: escribimos los campos r, y r, en
la base {E', E?  E*}, para luego aplicar propiedades de la conexién, pues conoce-
mos cémo esta actia sobre la base dada, y obtener los datos a reemplazar en la
ecuacion de superficies minimas (2.16).

3.2.1. Superficies de tipo 1

Localmente, tenemos las parametrizaciones:

n(x) = (z,0,u(@)), 7(y) = (0,y,0()).

De esta forma, obtenemos la superficie

r(z,y) = (w y,u(z) +u(y) + %) .

Observamos que esta superficie es la grafica de una funcién, y este tipo de super-
ficies ya las hemos estudiado anteriormente. De esta forma, si tomamos f(z,y) =
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u(z) + v(y) + %, por la ecuacién de los graficos minimos (2.17) obtenemos la

siguiente ecuacion diferencial:

(14 ()" (@) = (W'(z) + y)o'(y) + (1 + (' (z) + y)* )" (y) = 0. (3.2)
Para resolver esta ecuacion, primero veamos un pequeno lema.

Lema 3.2. En la ecuacion (3.2), si v”(x) # 0 para todo x en un subintervalo
I C I, entonces v" = 0.

Demostracion. Derivamos la ecuacién (3.2) respecto de x y obtenemos

(14 0/ (y)")u" () — " () (y) + 2w () + y)u" (20" (y) = 0,
lo cual es equivalente a
n U/ (y) " ,U//(y) !/ " _
u" () — (w) u'(z) + 2 (Hv—’(y)Q) (' (z) + y)u"(z) = 0.

En el resto de esta prueba, consideremos x € I. De esta forma, tenemos que
u”(z) # 0 y podemos reescribir la expresion como

W) V) YO i)
e~ T+ (s ) ) ) =0

Procedemos a derivar la ultima expresion respecto de y, con lo que obtenemos:

—dily (%) + 2% (%) (W () + ) + 2 (—1 f,v(z;f) —0,

lo cual es equivalente a

d ([ v'(y) 'y o 1d [ V() d ( v"(y)
d_(ﬁ W)=t s s ) Y e )
Yy \1+'(y) 1+ (y)”  2dy \1+v'(y) Yy \1+v'(y)
Debido a que u” no se anula en ningin punto de I, entonces u' no es constante
en [; es decir, u/(x) varfa al hacerlo x. Puesto que todo el lado derecho de la
d (") )
igualdad depende solo de y, entonces — | ————— | = 0; es decir, ————

dy \1+v'(y)* L+v'(y)”
es constante en [, digamos igual a C' € R. Reemplazamos esta informacién en la

ultima expresion y obtenemos:

- 2y’ L)
=-C+ = 5 (C —1+U/(y)20> ;

1+'(y)

> 0, entonces C' = 0. Por lo tanto, v”(y) = 0 para todo

es decir,

Asi, como 1 +

w(y)?*
+'(y)?
Y € ]2. O
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Este lema simplifica mucho nuestro trabajo: lo usaremos para probar la si-
guiente proposicion.

Proposicién 3.3. En la ecuacion (3.2), se cumple que u” = 0.

Demostracion. Asumamos, por contradiccion, que existe un punto en I; donde u”
no se anula. Luego, por continuidad, tenemos que u”(z) # 0 para todo = en un
intervalo I C I;. Entonces, por el lema anterior, tenemos que v”(y) = 0 para todo
y € I5. Asi, tenemos que v'(y) es constante en todo el intervalo I, digamos igual
a C' € R. Reemplazamos esta informacién en la ecuacion (3.2) y obtenemos

u"(z)(1+C%) — (W (2) +y)C =0,
o equivalentemente
u’(2)(1+ C%) = ' (2)C = yC.
Puesto que todo el lado izquierdo de la ecuacion depende solo de z, entonces

C' = 0. Reemplazamos este dato en la dltima ecuacién y obtenemos u”(z) = 0
para todo x € Iy, lo cual es imposible. Por lo tanto, v” = 0. O]

Con el siguiente teorema, caracterizamos todas las superficies de tipo 1.

Teorema 3.4. Las superficies minimas de traslacion de tipo 1 en el grupo de
Heisenberg estan parametrizadas por

r(r,y) = (;g y,u(z) +v(y) + %) :

donde u(x) = ax + b, con a,b € R, y v tiene la forma

U(y):c((a+y)\/1+(a+y)2+1n (a+y—|— 1+(a—|—y)2>) +d,

con c,d € R.

Demostracion. Por la proposicion anterior, concluimos que en todas las superficies
de Tipo 1 tenemos que u es una funcién lineal en todo I, digamos u(x) = azx + b,
segin los valores iniciales. Reemplazamos esta informacién en la ecuacién (3.2) y
obtenemos

—(a+y)v'(y) +v"(y) (L + (a+y)*) = 0.

Para resolver esta EDO lineal hacemos el cambio de variable w(y) = v'(y) y
despejamos:
—(a+y)
w'(y) + (—w y) = 0.

Wty (a+y)* )
Multiplicamos por el factor integrante (1 + (a +)?)~2 y reducimos la expresion:

d w(y) _0

dy 1+ (a+y)

De esta forma, obtenemos que

w(y) = K\/1+ (a+y)*,

donde K es una constante real. Basta integrar esta tultima expresion y utilizar
valores iniciales para hallar v. O
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3.2.2. Superficies de tipo 2
Localmente, tenemos las parametrizaciones:
m(s) = (s5,0,u(s)),  (t) = (v(t),t,0).
De esta forma, obtenemos la superficie
st

r(s,t) = (3 ult), ¢ u(s) + 3) .

Para cada p € S tomamos la base de T,,S:

7“5—2 (u'+%>£:E1+(u’+t)E3,

- Oz 0z
0 0 s 0 v —wv
v — i =B 4 E? 4 P
"t U8x+8y+2@z vEE R

También hallamos un vector normal a 7,5:
t /
N=—+t)E'+ (u’v’ + UTH) E®+ B
y los coeficientes de la primera forma fundamental:
E=(re,rs) =14 W +1),

1
F=(rgr) =1+ 5(“/ +) (T — ),

G=(r,r)=0) >+1+ i(tv' — )%
Luego, aplicamos las propiedades de la conexién para obtener
V,.rs =V, E'+ %(u' +HE* + (v + )V, E?
= —(u +t)E* +u"E?,

0, 0 ([t —w tv' — v
. _ E / . El . E2 i E3 , E3
V1 aS(v) + V'V, B+ V,, +8s< 5 +— V.,
1 1 1
= §(u’ +H)E + Z(U —2u'v — 3t ) E® + §E3,
tv' — tv' —
Vo1 = %(U')El + 'V, E' 4V, E? +% ( ! 5 ”) B+ = . 'y, B
tv' — 1 1
= (v” + = 5 U) E' + §(UUI — t(v')*)E? + §tv”E3.

Entonces tenemos

t /
(N,V,rs) = —(u +1) (u’v’+ z ;U> +u”,

tv' +o
2

1 1
(N,V,.r) = —g(u' + t)2 + = (u'v' +

1
1 ) (v —2u"v' — 3t') + 2

tv' —w

(N,V,, 1) = —(u +1) <v" + > + 111 (2u'v" + tv" +v) (vv/ — t(v’)2>

t,U//

41
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Procederemos a reemplazar los datos en la ecuacion (2.16). Esta vez agrupare-
mos los términos de ¢ como coeficientes de v’ y su derivada (y multiplicamos todo
por 4 para evitar fracciones) Asi, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial:

To(t)u" (s) + Th () (s) + To(t) (' () + Ta(t) (' (s))* + Tu(t) = 0, (3.3)

de acuerdo a la siguiente notacién:

(T (t
T, (t

(t) =4 +40'(t)° + (u(t) — 1/ (1)),
(

(t

(

(

)

) = 2[v(t) — t'(1) = 2(1+ 26)0" ()],

)= mwx) (3.4)
t)

t)

= —4"(1),
() 2(2 + )/ (t) — 2t(1 + £2)v" (¢).

Observamos que Ty es estrictamente positivo; en particular, es no nulo. Asi, po-
demos reescribir la ecuacién (3.3) como

Ty(t) , T5(t) Ty(t)
7" 70 To(1)

Observamos que hay un término que depende solo de s y uno que solo depende de ¢,
por lo que derivamos la expresion primero respecto a s, y seguidamente derivamos
respecto de t para anularlos:

(@ () +2i (2 0 o (g ) ) i <o

Tenemos un pequeno lema:

T5(t)

(W@»”+ﬁ@ﬂw@ﬂy+ = 0.

U,//(S) _'_

Lema 3.5. En la ecuacion (3.3), si u”"(s) # 0 para todo s en un subintervalo
I C I, entonces v" = 0.

Demostracion. Para esta prueba, consideremos s € I. Como u”(s) # 0, tenemos
que el polinomio dentro del paréntesis de la tltima expresién, respecto de u/(s),
es nulo. Asi, los coeficientes de dicho polinomio se anulan:

i (no) = i (5) = (1) -

En particular, 75 y T3 son multiplos escaleres de Ty; es decir, existen K1, Ky € R
tales que

" (t) = Ky [4 4+ 40'(t)° + (v(t) — ' (1)),
V" (1) = Ko[d 4 40/ (t)* + (v(t) — t'(1))?].
Observamos que si v”(t) # 0 en algin subintervalo de I, dividimos las expresiones

y obtenemos que t es constante en dicho subintervalo, lo cual es imposible. Por lo
tanto, tenemos que v”(t) = 0 para todo t € Is. ]

Con ayuda de este lema, probaremos el siguiente teorema que caracteriza el
tipo de superficies de este apartado.
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Teorema 3.6. Las superficies minimas de traslacion de tipo 2 en el grupo de
Heisenberg estan parametrizadas por

r(s,1) = (s +o(t), £, u(s) + %t) ,

donde u y v cumplen una de las siguientes opciones:

1. u(s) = s?+bs+c, yv(t)=at+d, cona,b,c,de€R.

_*
2(1 + a?)
2. u(s)=as+d, y

o) = 5o+ g VI e+ 0P+ Inat o+ 1+ (a4 0P

con a,b,c,d € R.

Demostracion. Cada uno de los casos corresponde a las opciones que nos da el
lema anterior.

1. Consideremos que u” no es idénticamente nulo; es decir, existe un punto
donde no se anula. Luego, existe un subintervalo I C I; donde no se anula,
y por el lema anterior tenemos que v”(t) = 0. Asi, segin las condiciones
iniciales, podemos escribir v(t) = at 4+ d. Reemplazamos esta informacién en
las ecuaciones (3.3) y (3.4), con lo cual obtenemos la siguiente identidad:

(4 + 4a* + d®)u" (s) + 2du/(s) + 2dt — 4a = 0,

que se puede reescribir como
1
d-t= -3 ((4 +4a® + d*)u"(s) + 2du’(s) — 4a)

Como el lado derecho de la expresion solo depende de s, tenemos que d = 0.
Luego, reemplazando este tultimo dato en la expresion anterior, tenemos

u//(5> —

buscado.

a -
Tra Integrando dos veces esta expresion, tenemos el resultado
a

2. Consideremos u” = 0. Luego, segun las condiciones iniciales, podemos escri-
bir u(s) = as + d. Reemplazamos esta informacién en la ecuacién (3.3) y
obtenemos la siguiente identidad:

20(t)(a+1t) =20 (t)(at+241%) — 20" () (2a(1+2t*) +5at +2a° +t(1+%)) = 0.

Simplicamos y reordenamos los términos y obtenemos la siguiente EDO:
2

(a + t)% ((2a +t)v(t)) = (1 + (a + t)2) % ((2a +t)v(t)),

la cual mediante un cambio de variable se transforma en una de primer
orden. Basta resolverla y obtenemos el resultado buscado.

O
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3.2.3. Superficies de tipo 3
Localmente, tenemos las parametrizaciones:

71<S) = (07 S, u<8))7 72(t) = (ta U(t)a O)
De esta forma, obtenemos la superficie
st

r(s,t) = <t,s +o(t), uls) — 5) .

Para cada p € S tomamos la base de T,,S:

T 0 +<u’—£>2:E2+(u’—t)E3,

:8_y 2) 0z
0 ,0 50 1 v—t
N S A - Y R e )
" 8:E+U8y 20z tUETE 2

También hallamos un vector normal a 7,5:
tv' + v
2

y los coeficientes de la primera forma fundamental:

E=(rg,ry) =1+ — t)2,

N = (—u'v' + ) E'+ (v —t)E* — E°.

1
F=(rom) =v+ 5 —H)(v—t),

1
G=(r,r) =1+ (v’)2 + Z(U - tv’)z.
Luego, aplicamos las propiedades de la conexiéon para obtener

0
Vs =V B>+ —W - t)E* + (v — 1)V, E?

44

Os
— (ul o t)El + u//E37
0 0 -t -t
V1=V, B+ (o) E? + 'V, B 4 o (” > v ) o > Uy, B
s s
_1 /i ! 1 1 / 2 1 3
fz(v+2uv — 3t )E —§(u —t)E —§E,
— tv -t
V.=V, E' + %(v')Ez o'V, E? 4 % (“ 5 v ) fop ; v, B
1 -t 1
- §(vv’ — t(v")*)E' + <v" . 5 Y ) E? — Qtv”EB'.

Entonces tenemos

t /
(N, V1) = (u —1) (—u’v’+ Y ;”) — "

tv' 1 1
(—u'v' + 2 il U) (v 4+ 2u'v" = 3t') — §(u’ — )%+ =,

2 2

— 1
(N, V) = — (=200 + 00" +v) <U7/ — t(v/)2> + (u' —t) (UN - 2 -

/

)+

tv

5

"
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Procederemos a reemplazar los datos en la ecuacién (2.16). Utilizamos la notacién
de (3.4) y esta vez multiplicamos toda la expresién por —4 para obtener la siguiente
ecuacion diferencial:

To(t)u"(s) + Tu(t)u'(s) — To(t)(W' () + Ts() (' (s))* — Tu(t) = 0. (3.5)

Para resolver esta ecuacion utilizaremos el resultado obtenido de las superficies de
tipo 2. Resumimos el resultado en el siguiente teorema.

Teorema 3.7. Las superficies minimas de traslacion de tipo 3 en el grupo de
Heisenberg estan parametrizadas por

st

(5.0 = (154000 - 5 ).
donde u y v cumplen una de las siguientes opciones:

1. u(s) = s2+bs+c, yv(t) = —at +d, con a,b,c,d € R.

_*
2(1 + a?)
2. u(s)=as+d, y

0l0) = 5o + g la = OV 1+ 0= 0o = 4 /1 (a1

con a,b,c,d € R.

Demostracion. Observemos que podemos pasar de la ecuacién (3.5) a la ecuacién
(3.3). Basta cambiar el nombre de una de las funciones: u por —u. Luego, utiliza-
mos el teorema 3.6 para hallar el resultado, y consideramos coeficientes adecuados
para u v v de acuerdo a las condiciones iniciales. O

3.2.4. Superficies de tipo 4

Localmente, tenemos las parametrizaciones:

7(y) = (0,9,0(y)), 7(r) = (z,0,u(z)).

De esta forma, obtenemos la superficie

r(z.y) = (o9, u@) + o) - ).

Nuevamente, esta superficie es la grafica de una funcién, por lo que procedemos

como en las superficies de tipo 1. De esta forma, si tomamos f(z,y) = u(x) +
T

v(y) — Ty’ por la ecuacién de los graficos minimos (2.17) obtenemos la siguiente

ecuacion diferencial:
1+ ('(y) — ) )" (z) + (' (y) — 2)u'(2) + (L + o/ (2)")0" (y) = 0. (3.6)

Esta ecuacién es muy parecida a la ecuacion (3.2). Utilizaremos el resultado prin-
cipal de las superficies de tipo 1 para probar directamente el siguiente teorema.
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Teorema 3.8. Las superficies minimas de traslacion de tipo 4 en el grupo de
Heisenberg estan parametrizadas por

r(z,y) = (x,y,U(w) +v(y) — x—;) :

donde v(y) = ay + b, con a,b € R, y u tiene la forma
u(z) —c((a—{—x) 1+ (a+z)*+1n <a—i—x+ 1+(a+$)2)> +d,

con c,d € R.

Demostracion. Observemos que podemos pasar de la ecuacién (3.2) a la ecuacién
(3.6). Basta intercambiar las variables = e y, y cambiar el nombre de las funciones:
u por —v y v por u. Luego, utilizamos el teorema 3.4 para hallar el resultado,
y consideramos coeficientes adecuados para u y v de acuerdo a las condiciones
iniciales. O

3.2.5. Superficies de tipo 5

Localmente, tenemos las parametrizaciones:

71<t) = (U(t)7t70>7 /72(8) = (S707u(s))'

De esta forma, obtenemos la superficie

r(s,t) = <s + ot £, us) — %t> .

Para cada p € S tomamos la base de T},S:

TS:3+(UI_E)£:E1+U,E37

ox 2/ 0z
0 g sd 9 tv' — v 3
rt—va By 282_UE + F +( 5 S)E

También hallamos un vector normal a 7,5:

tv' —w

N =—uE'+ (s — + u’v’) E? + E3.

y los coeficientes de la primera forma fundamental:

E={(rgry) =1+ (u’)2,

tv —
F:(rs,rt>:v’+(v v—s)u/,

2

1
G=(ryr) =) +1+ (v —v— 2s)°.
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Luego, aplicamos las propiedades de la conexién para obtener

V,.r =V, E'+ aﬁ(u')E?’ + 'V, B
S

= WE*+u"E?

tv —
Viri= B 00, B v D ()

ds 2
tv' —
—|—<U2 U—S)VTSE?’

—KIEl—l(u’v/—i—wl_v—s) Jocy

2 2 2 2
9 0 [t —wv
thTt = E(U,)El + v,vrtEl + thE2 + a ( 9 — 8) E3

tv' —
+(U2 U—S)VHE?’

tv' —w tv' —w 1
= (v — 5| E'— — 'E? + —tv"E3.
(v + 5 s) ( 5 s) ) + 2tv

Entonces tenemos

tv' —
N, V,rs)=—[s— AL YA PV
< Y s 2 Y

1,9 1 tv' —wv tv —o 1
N , _ _ = / _ = ! ! _ _ !/ _ =
(N, V., 1) 2(u) 2(uv+ 5 s) (s 5 +uv> 5

' — tv' —
(N,Vrtrt):—(UQ U—s) (3— v2 v—l—u’v’)v’

N (3 o tv' — v) n tv”
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Procederemos a reemplazar los datos en la ecuacién 2.16. Similar a como reali-
zamos el analisis en las superficies de tipo 2 y 3, agruparemos los términos de t
como coeficientes de v’ y su derivada (y multiplicamos todo por 4 para evitar frac-
ciones); sin embargo, dos de dichos coeficientes también dependeran de s, con lo
que la resolucion de la ecuacion diferencial serd diferente. Utilizamos la siguiente

notacion:
(So(s,t) =4+ (25 +v(t) — t0'(£))* + (20 (1))?,
Si(s,t) = —2(2s + v(t) — t'(t) + 20" (1)),
So(t) = 2tv"(t),
S3(t) = —4(0),
| Sa(t) = 40'(t) + 200" (2).

(3.7)

Asi, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial que caracteriza a este tipo de

superficies:

Sols. D)u"(s) + Sy (s, ) (5) + Sa(t)(u (5))* + Sa(t) (' (5))* + Sa(t) = 0.

(3.8)
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El siguiente lema reduce los casos que se deben estudiar. La prueba consiste
en realizar los mismos artificios de derivaciones consecutivas que se usaron en las
resoluciones de las ecuaciones diferenciales de los otros tipos de superficies. Los
detalles se encuentran en [7].

Lema 3.9. En la ecuacion (3.8), si u"(s) # 0 para todo s en un subintervalo
I C Iy, entonces v" = 0.

Con ayuda de este lema, podemos probar directamente el siguiente resultado.

Teorema 3.10. Las superficies minimas de traslacion de tipo 5 en el grupo de
Heisenberg estan parametrizadas por

r(s,1) = <s +o(t), £ uls) — %) ,

donde u y v cumplen una de las siguientes opciones:
1
1. u(s) =c yo(t) :ag—i—b, con a,b,c € R.

2. 0(t)=at+by

as® + abs + ¢
2(1 + a?)

+d(1+a*)In (2s+b+ \/4(1 + a?) + (2s+b)2) ;

u(s) = +d<§+§) \/4(1+a2)+(2s+b)2

con a,b,c,d € R.

Demostracion. Primero analicemos el caso u” = 0. Derivamos respecto a s ambos
lados de la ecuacién (3.8) y obtenemos

So(s, t)u"(s)+ (4s + 2v(t) — 260/ (¢) + 20" (t) (=2 + 2tu'(s) — 6(u'(s))?)) u”(s)
— 4/ (s) = 0.

Usamos que u” y u"” se anulan, y de esta ultima expresién obtenemos u/(s) = 0;
es decir, u es constante. Ahora reemplazamos este dato en la ecuacién (3.8) y nos
queda Sy(t) = 0; es decir,

to" (t) + 20'(t) = 0.

Asi, tenemos que tv'(t) + v(t) es constante, digamos igual a b € R. Finalmente,

como — (tv) = b, obtenemos que tv — tb es constante, digamos igual a a € R. Con

dt
eso observamos que u(s) y v(t) son de la forma enunciada en 1.

Ahora analicemos el caso restante: u” # 0. Por el lema anterior tenemos que
v" = 0; es decir, v es lineal afin, digamos v(t) = at+b, con a,b € R. Reemplazamos
este dato en la ecuacién (3.8) y obtenemos la siguiente EDO:

(44 (254 D)* + 4a®)u"(s) — 2(2s + b)u/(s) + 4a = 0.
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Hacemos el cambio de variable y(s) = u/(s) y multiplicamos por el factor integrante
1

(44 4a® + (25 + b)*) 2, con lo que obtenemos

d y(s) B 4a

ds
5 \/4+4a2+(2$+b)2 \/(4+4a2—|—(25+b)2)

3

Integramos la expresién y despejamos y:

a(2x +b) 5 5
275D + C/4(1 +a?) + 2z + b)2.

Basta integrar nuevamente la expresion y acomodar las constantes de integracion
para llegar al resultado buscado de la forma 2. O

3.2.6. Superficies de tipo 6

Localmente, tenemos las parametrizaciones:

() = (t,0(1),0),  72(s) = (0,s,u(s)).

De esta forma, obtenemos la superficie

r(s.1) = (t, s+ v(t), u(s) + %t) |

Para cada p € S tomamos la base de 7T},S:

o [, t\No
= — - _:E 1E3
: 0y+<u+2)82 RS

0 ,0 50 L v—t
= —+-—=EF 'E? E®.
& 8;1:+U8y+28z v +( 2 s

También hallamos un vector normal a 7,5:

/

¢
N = (s+” 5 Y —u’v’) E'+W/E? — BB,

y los coeficientes de la primera forma fundamental:
E=(rgr) =1+ ),
tv' —
F:<T57Tt>:7}/_ ( 02 v _S)UIa

G = (ry,ry) = (v’)2 +1+ i(tv’ —v— 25)2.




CAPITULO 3. SUPERFICIES MINIMAS DE TRASLACION EN Hs
Luego, aplicamos las propiedades de la conexién para obtener

%)
V,.rs =V, E*+ 8—(1,/)153 +u'V, E?
S

=uE' +u"E?
0 0 [v—tv
rre =V B+ E® + 'V, E® + E?
Vi = Vi B 4 o () B2 + 'V, as( 5 +s>

—
+ (“ 5 ° —I—s) v, E?

1/,, v—t v, 1
= - E'— —E’+_E
2(“U+ 2 +S) SRR
0 , 0 (v—t
Y ORE E?
V,ri =V, é)( V)E? + 'V, at( 5 +s>

+ 3) v, E?

e
-

Entonces tenemos

2

_ /
(N,V, rs) = (3 + 2 2751) — u’v’) u —u”,

2 2

— tv' -t
(N, V1) = (U 5 ! +s> (8+U ) ° —u’v’) v’

+ U,,_v—tv u—l—ti”
2 2

1 1 — v -t/ 1
<NVuw=—%Uf+§@W+v ”+ﬂ)G+02U‘“W)‘?

vt +S)?)E1 <”—U_tvl—s> EQ—%tv”E?’.
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Reemplazamos los datos en la ecuacién 2.16. Para ordenar, volvemos a utilizar
la misma notacién de (3.7) y esta vez multiplicamos todo por —4 para evitar
fracciones. Asi, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial que caracteriza a este

tipo de superficies:

Sols. D)u"(s) + Si(s, 0 () — Sa(t)(1 () + Sa()(u (5))" — Sa(t) =

(3.9)

Teorema 3.11. Las superficies minimas de traslacion de tipo 6 en el grupo de

Heisenberg estan parametrizadas por

st

r(s,t) = (t,s +o(t), uls) — 5) ,

donde u y v cumplen una de las siguientes opciones:

1
1. u(s) =c yv(t):ag—kb, con a,b,c € R.
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2. v(t)=at+by

as® + abs + ¢
2(1 4 a?)

+d(14a*)In <2s+b+ \/4(1+a2)+(25+b)2) ;

u(s) = +d(§+g> \/4(1+a2)+(2s+b)2

con a,b,c,d € R.

Demostracion. Observemos que podemos pasar de la ecuacién (3.9) a la ecua-
cién (3.8). Basta cambiar el nombre de una de las funciones: u por —u. Luego,
utilizamos el teorema 3.10 para hallar el resultado, y consideramos coeficientes
adecuados para v y v de acuerdo a las condiciones iniciales. O]

3.2.7. Casos especiales

Como se menciond en una observacion anterior, faltan caracterizar las superfi-
cies minimas de traslacién que son generadas por alguna recta “vertical”: que solo
aparezca el parametro una vez. Estos casos restantes los analizamos brevemente
en las siguientes lineas:

1. De tipo 1:

» Consideremos v, (s) = (¢,0,s), con ¢ € R, y y(t) = (0,%,v(t)). No se
impone ninguna condicion a v, pues es directo observar que la superficie
resultante

ct

Sir(st) =1(s) *e(t) = (c,t,s +ou(t) + 5)

se encuentra en un plano, y por lo tanto S es minimal.

» Consideremos v, (s) = (s,0,u(s)) y 712(t) = (0,¢,t), con ¢ € R. No se
impone ninguna condicion a u, pues es directo observar que la superficie
resultante

Sir(s,t) =m(s) *72(t) = (s,c,u(s) +t 4 CQ_S)

se encuentra en un plano, y por lo tanto S es minimal.
2. De tipo 2:

» Consideremos 71 (s) = (¢,0,s), con ¢ € R,y y2(t) = (v(t),t,0). Tenemos
la superficie resultante:

ct

Sir(s,t) =m(s) x1(t) = (c+v(t),t,s + 5) .
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Procedemos con el mismo tratamiento. Para cada p € S, por 1.2 tene-
mos la base de T,5:

0
s — [. — Ega
" 0z
0 0 c 0 tv' —wv
— /— - P — ,El E'2 —E?).
T¢ v ax + ay ‘I’ 282; v ‘l’ +

Tenemos un vector normal a 7},S:
N =—E'+JE?

Tenemos los coeficientes de la primera forma fundamental:

Tenemos las siguientes conexiones:

Vrsrs = Oa
1 v
T = _El - _EZ
\Y% Tt 5 9 5
to' — 1 1
o (- ) g
Y también:
<N7 vrsrs> = O’
1 (1/)2
N Vr = — 5 )
< J srt> 2 2

<N, Vrﬂ“t> — (’U“+ tv 2— U) _ (tv 2— U) (U/)Z.

Finalmente, reemplazamos los datos en la ecuacién (2.16) y obtenemos

es decir, v debe ser lineal afin. Observamos que en este caso la superficie
también se encuentra dentro de un plano.

» Consideremos v, (s) = (s,0,u(s)) y 712(t) = (¢,¢,0), con ¢ € R. No se
impone ninguna condicion a u, pues es directo observar que la superficie
resultante

S :r(s,t) =71(s) * 1(t) = (s +t,c,u(s) + 02—S>

se encuentra en un plano, y por lo tanto S es minimal.
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3. De tipo 3:

» Consideremos 7y (s) = (0, ¢, s), con ¢ € R,y y2(t) = (t,v(t),0). Tenemos
la superficie resultante:

S:ir(s,t) =m(s) xy(t) = (t,c—l—v(t),s - %t) :

Procedemos con el mismo tratamiento. Para cada p € S, por 1.2 tene-
mos la base de T,5:

9 3
Ts_a_ )
0 ,0 ¢ 0 1 v—t
STy - Y] O Ny )
"t 8x+1}6y 20z TR 2

Tenemos un vector normal a 7},S":
N =—vE'+ E*
Tenemos los coeficientes de la primera forma fundamental:
E=1,

v —tv

F=

Tenemos las siguientes conexiones:

V,.rs =0,
v’ 1
, — _El - _E2
v srt 2 2 )
1 — 1
Ve = = (00’ — t())E' + (" — L 5 R 0
2 2 2
Y también:
<N7 vrsrs> - 07
N2
1
<N7VTSTt> - _(U> -5

2 2’

(N, V1) = — ( 5 /> (') + (v” . _2“’/) .

Finalmente, reemplazamos los datos en la ecuacién (2.16) y obtenemos

es decir, v debe ser lineal afin. Observamos que en este caso la superficie
también se encuentra dentro de un plano.
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» Consideremos v;(s) = (0,s,u(s)) vy 712(t) = (¢, t,0), con ¢ € R. No se
impone ninguna condicion a u, pues es directo observar que la superficie
resultante

S :r(s,t) = 71(s) * o(t) = <c,s +t,u(s) — %)

se encuentra en un plano, y por lo tanto S es minimal.
4. De tipo 4:

» Consideremos v (t) = (0,t,v(t)) y 72(s) = (¢,0,s), con ¢ € R,. No se
impone ninguna condicién a v, pues es directo observar que la superficie
resultante

ct
S r(s,t) =1(s) *1(t) = (c,t, s+u(t) — 5)
se encuentra en un plano, y por lo tanto S es minimal.

» Consideremos 7, (t) = (0,¢,t), con ¢ € R, y 72(s) = (s,0,u(s)). No se
impone ninguna condicion a u, pues es directo observar que la superficie
resultante

S :r(s,t) = 7(s) x 1a(t) = <s,c,u(s) +1— %)

se encuentra en un plano, y por lo tanto S es minimal.
5. De tipo 5:
» Consideremos 7 (t) = (v(t),t,0) y 71(s) = (¢, 0, s), con ¢ € R. Tenemos

la superficie resultante:

S r(s,t) =y(s) xya(t) =r(s,t) = (c—l—v(t),t,s - %) :

Procedemos con el mismo tratamiento. Para cada p € S, por 1.2 tene-
mos la base de T),S:

0 3
Ts & )
0 0 c 0 tv' —w
=y — - Y . = /E1 E2 _ E3
"V Ty T 202 TE ( > C)

Tenemos un vector normal a 7},S:
N = —E' +JE~

Tenemos los coeficientes de la primera forma fundamental:
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Tenemos las siguientes conexiones:

V,.rs =0,
1 v’
V.r =-F'— —FE?
ST 5 2

tv' — tv' — 1
vrﬂ"t: (?JH+ U2 U—C) E1+ U2 U_C?)/E2+§U)HE3-

Y también:
(N,V,.rs) =0,
1 (U’)2
N,V, = —=— ,
< 7v srt> 2 2

(N,V,,1) = — (v” + v 2_ - c) — (tv 2_ L. c) CAR

es decir, v debe ser lineal afin. Observamos que en este caso la superficie
también se encuentra dentro de un plano.

» Consideremos 7 (t) = (t,¢,0), con ¢ € R, y 72(s) = (s,0,u(s)). No se
impone ninguna condicion a u, pues es directo observar que la superficie
resultante

Sir(s,t) =m(s) *a(t) =r(s,t) = (S +t,c,u(s) — 62—8>

se encuentra en un plano, y por lo tanto S es minimal.
6. De tipo 6:

» Consideremos 7 (t) = (t,v(¢),0) y 71(s) = (0, ¢, s), con ¢ € R. Tenemos
la superficie resultante:

Sr(s,t) =n(s) *7(t) = (t,c+ v(t), s + %t) :

Procedemos con el mismo tratamiento. Para cada p € .S, por 1.2 tene-
mos la base de T,5:

0
= — =FE3
"0z ’
0 ,0 ¢ 0 I v—t 3
== —+-—=F E E”.
Tt 8x+vay+28z +v + +c

Tenemos un vector normal a 7},S":

N = —v'E' + E?.



CAPITULO 3. SUPERFICIES MINIMAS DE TRASLACION EN H, 56

Tenemos los coeficientes de la primera forma fundamental:

E—1,
v—tv
2

F =

+c,

v —1tv

/ 2
G:1+WF+( 5 +Q.

Tenemos las siguientes conexiones:

V,.rs =0,
v 1
. — _El - _E2
Vi =5 2"
— —t 1
Ve = v +e|vVE Y+ (0 — L N Sy 0}
2 2 2
Y también:
<N> Vrsrs> = 07
() 1
N r = - -5
< 7V srt> 2 2

v —t v— 1t
(N,V,, 1) = — < 5 —|—c) (') + (v”— 5 c) .
Finalmente, reemplazamos los datos en la ecuacién (2.16) y obtenemos
U// — 07
es decir, v debe ser lineal afin. Observamos que en este caso la superficie

también se encuentra dentro de un plano.

» Consideremos 71 (t) = (¢,t,0), con ¢ € R, y 7(s) = (0,s,u(s)). No se
impone ninguna condicion a u, pues es directo observar que la superficie
resultante

Sir(s,t) =m(s) *x72(t) = (C’ s+t u(s) + CQ_S)

se encuentra en un plano, y por lo tanto S es minimal.

Es inmediato observar que si las dos curvas son rectas “verticales”, entonces
al operar no genera una superficie.

Con ello, quedan determinadas todas las superficies minimas de traslacion en
el grupo de Heisenberg.

3.3. Superficies minimas de traslacion en otras
geometrias de Thurston

A continuacion, presentamos resultados analogos al de Hs en algunas otras

de las ocho geometrias de Thurston. El andlisis sigue la misma secuencia que lo
trabajado en las secciones anteriores.
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3.3.1. EnH?2xR

Representamos H? como la mitad superior del plano cartesiano {(z,y) € R* :
y > 0}, con la operacién de grupo dada por la composicién de aplicaciones afines.
De esta forma, H? x R es un grupo de Lie con la operacién

x: (H? x R) x (H? x R) — H* x R
(($, Y, Z)a (xla y/7 Z/)) — (-T + Jc/y, yy’, Z 4+ Z/).

Tenemos su métrica invariante izquierda dada por

dz? + dy?
)

Con ello podemos describir toda la geometria de H? x R, y podemos analizar sus
superficies minimas de traslaciéon. Debido a la restriccion de este espacio, no pode-
mos considerar curvas en el plano y = 0. De esta forma, solo podemos considerar
las curvas en los planos coordenados restantes.

Consideremos las curvas

{a(s) = (0,5, f(s)), >0
B(t) = (g(t),t,0), t>0.

donde f y g son funciones diferneciables. Como la operaciéon del grupo no es
conmutativo, podemos definir dos tipos de superficies en este espacio: del tipo 1,
dadas por a(s)* 3(t), y del tipo 2, dadas por () x a(s). A continuacién, daremos
el resultado de la clasificacion en los siguientes dos teoremas.

Teorema 3.12. Las superficies minimas de traslacion de tipo 1 en el grupo H? x R
estan parametrizadas por

r(s,t) = (sg(t), st, f(s),
donde f y g cumplen una de las siguientes opciones:
1. f(s)=as+Db, yg(t)=c, cona,b,c €R.
2. f(s) =aln(s) +b, y g(t) = —/c— 12, con a,b,c € R.

3. f(s) = | _amsl_m +b, yg(t)=—Vec—12, cona,b,c,m € R,
1 . L,
4. f(s) = —a\/b —2aln(s) + ¢, y g(t) satisface la ecuacion:

[(1+ a)t* + ag(t)*]g"(t) = tg'(H)[1 + 4'(1)°],

con a,b,c € R.
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ds y g(t) satisface la ecuacion:

1 1
5. =
f(s) \/m/ 8\/82(m71) + b(ma_l)
[(m + a)t* + ag(t)*]g"(t) = mtg' (t)[1 + ¢'()?],
con a,b,c,m € R.

Teorema 3.13. Las superficies minimas de traslacion de tipo 2 en el grupo H? x R
estan parametrizadas por

r(s,t) = (g(t), st, f(s),
donde f y g cumplen una de las siquientes opciones:

1. f(s) = arcsen (f) +0b, yg(t) =cln(t) + d, con a,b,c,d € R.
a

2. f(s) = arcsen <a> +b, y g(t) m—i—lt +d, con a,b,c,d,m € R.

3. f(s) ==+l

1++v1 2 1
s V2mln(t) — ¢

con a,b,c,m € R.

1
4. f(s) = —i+b, yg(t) = —vVe+mt?+d, cona,b,c,d;m e R.
s a

1 tb

5. — d t)y=/1b] | ———at

f(s) /S — s, y g(t) | \/at2b+bd ,
b+1

con a,b,c,d € R.

Ademas, los casos restantes, dados por las rectas a(s) = (0,¢,8),s > 0y

p(t) = (t,d,0),t > 0, con ¢,d € R, generan planos, los cuales son minimos en
H? x R.
La prueba de estos teoremas y su andlisis correspondiente de encuentra en [13].

3.3.2. En Sols

Podemos representar Sol; como R? con la operacién de grupo
3

x: Soly x Sols3 — Sols
(z,y,2), (@Y, 7)) — (x+ e %2,y + €y, 2+ 2).
Tenemos su métrica invariante izquierda dada por
g= 622d$2 4 672zdy2 +d2’2.

Con ello podemos describir toda la geometria de Sols, y podemos analizar sus
superficies minimas de traslacion.

Al igual que en el grupo de Heisenberg, podemos distinguir seis tipos de su-
perficies. Tomamos a y [ dos curvas en planos coordenados diferentes y tenemos:
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» Superficies de tipo 1: Im(a) C {z =0}y Im(B8) C {y = 0}.
» Superficies de tipo 2: Im(«a) C {z =0} y Im(B) C {z = 0}.
» Superficies de tipo 3: Im(a) C {y =0} y Im(5) C {x = 0}.
» Superficies de tipo 4: Im(a) C {y =0} y Im(5) C {z =0}.
» Superficies de tipo 5: Im(a) C {x =0} y Im(p) C {z = 0}.
» Superficies de tipo 6: Im(a) C {x =0} y Im(B) C {y = 0}.
Enunciamos directamente los resultados para algunas de estas superficies.

Teorema 3.14. Las superficies minimas de traslacion de tipo 1 en Sols son los
planos © = xq, los planos y = yo, los planos z = zy y las superficies que estan
parametrizadas por

r(s,t) = (s, f(5),0) % (£,0,9(t)) = (s + ¢, f(s),9(t)) ,

donde f(s) =as+b, con a,b € R y a no nulo, y g tiene la forma

o(t) = 517 (ct) +m,

con I(t) = / \cosh(t)dt, ¢ >0 y e'™ = a®.

Teorema 3.15. Las superficies minimas de traslacion de tipo 2 en Solz son los
planos x = xq, los planos z = zy y las superficies que estan parametrizadas por

r(s,t) = (s, f(5),0) * (0,£,9(t)) = (s,t + f(s),9(1))
donde f y g cumplen una de las siguientes opciones:
1. f(s)=a, yg(t)=In|t+b| +¢, cona,b,ceR.

2. f(s) =as+0b, cona,beR ya no nulo, y

o(t) = 51 (ct) +m,

con I(t) = / \cosh(t)dt, ¢ >0 y e'™ = a®.

Teorema 3.16. Algunas superficies minimas de traslacion de tipo 3 en Sols son
los planos x = xg, los planos z = zy y las superficies que estan parametrizadas por

r(s,t) = (s,0, f(s)) x (0,¢,g(t)) = (S,tef(s), f(s) +g(t)) ,
donde f y g cumplen una de las siquientes opciones:
1. f(s)=a, yg(t) =t + b/ +c, cona,b,ceR.
2. f(s)=—1In|s+b|+¢, yg(t) =a, cona,b,ceR.
3. g(t) =Inlt| +¢c, conceR, y f es arbitraria.

El tratamiento y prueba de estos resultados se encuentran en [9].
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3.3.3. En H?

Por 1ltimo, tenemos el espacio hiperbdlico H?; es decir, RY = {(z,y, 2) € R :
z > 0} con la métrica

da? + dy? + dz?
9= B .
z
A diferencia de los casos anteriores, H? carece de una operacién de grupo intrinseca
compatible con su métrica. Asi, no podemos darle estructura de grupo de Lie y
por lo tanto no podemos utilizar la misma estrategia que seguimos hasta ahora.
Sin embargo, en [8], Lépez emula la definicién en el espacio euclidiano R3. De
esta forma, distinguimos dos tipos de superficies de traslacién en H?:

» Superficies de tipo 1: parametrizadas por r(x,y) = (x,y, f(x) + g(y)),
con (z,y) € R?

» Superficies de tipo 2: parametrizadas por r(x,y) = (z, f(z) + g(2), 2),
con (z,z) € R?,

donde f y g son funciones suaves en R.
Tenemos los siguientes resultados.

Teorema 3.17. No existen superficies minimas de traslacién de tipo 1 en H?3.

Teorema 3.18. Las tnicas superficies minimas de traslacion de tipo 2 en H? son
los planos totalmente geodésicos.

El tratamiento y prueba de estos resultados se encuentra también en [8].
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