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Resumen

Esta investigacion tiene por objetivo analizar el trabajo matemético de estudiantes de cuarto
afio de secundaria de una institucion educativa privada de la ciudad de Lima, en el distrito de
Carabayllo, cuyas edades oscilan entre los 15 y 16 afios, cuando resuelven tareas en una
secuencia didactica sobre semejanza de triAngulos con el uso de tecnologia digital,
particularmente, GeoGebra, debido a que existen investigaciones que reportan las
dificultades por parte de los estudiantes en el aprendizaje de este objeto matematico. La
metodologia que se utiliza en esta investigacion es de tipo cualitativa, adaptando el conjunto
de fases propuestas por Hernandez et al. (2014), el cual inicia en el planteamiento del
problema y culmina con las conclusiones y perspectivas futuras. La secuencia didactica esta
constituida por tres tareas, las cuales fueron disefiadas a la luz de la teoria del Espacio de
Trabajo Matematico, dado que es una herramienta tedrica y metodoldgica para analizar las
acciones de los estudiantes al momento de realizar tareas tomando en cuenta procesos
cognitivos y epistemoldgicos. Los resultados muestran que las génesis que se activan con
mas frecuencia son las génesis semibtica e instrumental y, por ende, el plano vertical
Semidtico-Instrumental. Cabe indicar que también se activa, pero en menor frecuencia, la
génesis discursiva y con ello se puede observar las activaciones de los planos Semiético-
Discursivo e Instrumental-Discursivo. Asimismo, se evidencia que los paradigmas en el
dominio de la geometria que priorizan los estudiantes es el paradigma de la Geometria natural
(Gl y la Geometria axiomatica natural (Gll). Entre las principales conclusiones se resalta la
importancia de la tecnologia, como GeoGebra, debido a que con sus herramientas permite a
los estudiantes interactuar con las dimensiones y las relaciones de las representaciones de
los triangulos, asi como también, la importancia de disefiar tareas para la ensefianza de la
semejanza de triangulos debido a que implica un analisis del trabajo matematico muy rico y
diverso con relacion a procesos cognitivos y epistemologicos que pueden desarrollar los

estudiantes.

Palabras clave: Semejanza de triangulos, Tarea, Espacio de Trabajo Matematico,

GeoGebra, nivel secundaria.



Abstract

This research aims to analyze the mathematical work of fourth-year high school students from
a private educational institution in the city of Lima, in the district of Carabayllo, whose ages
range between 15 and 16 years, when they solve tasks in a didactic sequence on similarity of
triangles with the use of digital technology, particularly GeoGebra, because there are
investigations that report the difficulties on the part of students in learning this mathematical
object. The methodology used in this research is qualitative, adapting the set of phases
proposed by Hernandez et al. (2014), which begins with the statement of the problem and
ends with the conclusions and future perspectives. The didactic sequence consists of three
tasks, which were designed in light of the theory of the Mathematical Workspace, since it is a
theoretical and methodological tool to analyze the actions of students when performing tasks
taking into account cognitive and epistemological processes. The results show that the most
frequently activated genesis are the semiotic and instrumental genesis and, therefore, the
vertical Semiotic-Instrumental plane. It should be noted that the discursive genesis is also
activated, but less frequently, and with it the activations of the Semiotic-Discursive and
Instrumental-Discursive planes can be observed. Likewise, it is evident that the paradigms in
the domain of geometry that students prioritize are the paradigm of Natural Geometry (GI) and
Natural Axiomatic Geometry (GIl). Among the main conclusions, the importance of
technology, such as GeoGebra, is highlighted, because with its tools it allows students to
interact with the dimensions and relationships of the representations of triangles, as well as
the importance of designing tasks for teaching the similarity of triangles because it implies a
very rich and diverse analysis of mathematical work in relation to cognitive and epistemological

processes that students can develop.

Keywords: Similarity of triangles, Task, Mathematical Workspace, Genesis, Vertical

planes.
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Introduccion

La geometria desempefia un papel fundamental en el desarrollo del pensamiento
matematico de los estudiantes, ya que les permite visualizar, analizar, interpretar y resolver
problemas relacionados con el espacio y las formas geométricas. Particularmente, el tema
semejanza de triangulos que segun Ferreyra y Silva de Almeida (2020), es fundamental para
el desarrollo de la comprension geométrica, ya que es un tema muy importante para la
comprension de otras disciplinas matematicas, como las relaciones métricas en triangulos, la
trigonometria, la fisica, entre otros.

Segun el Curriculo Nacional de la Educacién Bésica (2016), este objeto matematico
forma parte de la competencia “Resuelve problemas de forma, movimiento y localizacién”, y
su ensefianza es clave debido a que promueve el uso de la proporcionalidad, desarrolla
habilidades del andlisis geométrico, fomenta la exploracion y la argumentacion y conecta a la
geometria con problemas reales, ya que al trabajar con triangulos semejantes los estudiantes
pueden resolver problemas que involucran distancias inaccesibles (como calcular la altura de
un edificio, distancia entre dos puntos, etc.) o aplicar sus conocimientos en contextos
tecnoldgicos y de disefio.

El primer argumento que generd el interés de esta investigacion esta relacionado con
mi experiencia como docente en el nivel secundario, ya que pude observar que los
estudiantes, sobre todo en cuarto afio de secundaria, presentan dificultades al momento de
trabajar y aplicar el concepto de la semejanza de triAngulos, mayormente, los estudiantes
confunden una semejanza con una congruencia, tienen dificultad de reconocer los triangulos
semejantes o no consideran que los triangulos semejantes tienen dimensiones
proporcionales.

También, el interés de esta investigacion esta orientada a asociar la ensefianza de la
semejanza de los triangulos con el uso de softwares (artefactos tecnoldgicos) para facilitar
una forma alternativa de poder aprender estos conceptos y asi, los estudiantes vayan
interactuando con las figuras logrando deducir progresivamente las propiedades que
contienen.

Este trabajo de investigacién esta constituido por tres capitulos. En el primer capitulo,
se hace referencia a la problematica del objeto matematico en estudio a partir de las
investigaciones de referencia asociadas al objeto matematico, a la tecnologia y la teoria y, en
base a ello se justifica su estudio. Esta justificacion se basa en las investigaciones de
referencia y lo que se quiere investigar, apoyado del documento oficial en el Peru que viene
a ser el Curriculo Nacional de Educacion Bésica Regular. Sumado ello se presenta la
pregunta, el objetivo general, los objetivos especificos, aspectos metodologicos y aspectos

tedricos del Espacio de Trabajo Matematico.
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Con relacién al segundo capitulo, se presentan los aspectos epistemolégicos y
didacticos relacionados al objeto matematico en estudio. Con relacion a aspectos
epistemoldgicos, se utiliza en gran parte como referencia a Boyer (1994) y Lemonidis (1990),
donde se puede apreciar la parte historica de la semejanza de triAngulos, asi como también,
su definicion, propiedades y caracteristicas. Con relacion a aspectos didacticos, se realiza un
analisis en relacion con la teoria del Espacio de Trabajo Matematico de dos libros de
actividades para estudiantes de cuarto afio de educacion secundaria correspondientes a los
afios 2018 y 2019 correspondientes a las editoriales Santillana y Corefo, que trabajan en

conjunto con el Ministerio de Educacion del Peru.

Para el tercer capitulo, se presentan los sujetos de la investigacién, se plantea y se
aplica la secuencia didactica, en la cual se muestran las tareas que la componen, la
metodologia para analizar la secuencia didactica, el disefio de la secuencia didactica en
donde se muestra detalladamente cada una de las tareas con sus respectivos objetivos, el
trabajo matematico esperado y, el andlisis del trabajo matematico de los estudiantes, para el
cual se utiliza el método propuesto por Kuzniak y Nechache (2021). Por ultimo, se presentan

las conclusiones y sugerencias para futuras investigaciones.
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Capitulo I: Problematica de la investigacién

En este capitulo se presenta el problema de investigacién, para ello se inicia con las
investigaciones de referencia que estdn organizadas en criterios que permitan tener un
panorama de la problemética sobre semejanza de triAngulos. Ademds, se presenta la
justificacién que se basa en las investigaciones de referencia y en el Curriculo Nacional de
Educacion Basica Regular. Sumado ello, se presenta la pregunta, el objetivo general, los
objetivos especificos, aspectos metodoldgicos y aspectos tedricos del Espacio de Trabajo
Matematico.

1.1 Investigaciones de referencia

Las investigaciones de referencia se han organizado teniendo en cuenta tres criterios:
semejanza de triangulos, la relacion de la semejanza de triangulos con el uso de la tecnologia
digital y la relacion del Espacio de Trabajo Mateméatico en geometria. La busqueda de las
investigaciones de referencia se realiz6 en bases de datos como Latindex, Scopus, Springer
y Google Scholar, utilizando como descriptores palabras clave que involucran los criterios
antes mencionados.

Respecto al criterio relacionado con la semejanza de triangulos, se presentan las
investigaciones de Ubah y Bansilal (2019), Lutfi y Jupri (2020), Masgo (2021), Haj-Yahia
(2021) y; Ramirez y Ruiz (2022).

Ubah y Bansilal (2019), sefialan que los resultados en matematicas, en Sudéafrica, son
muy bajos y que ello conlleva a que muchos investigadores interesados expresen su
preocupacion por el bajo rendimiento en matematica a nivel escolar, especialmente en
geometria. Ademas, se indica que en el 2006 la asignatura de geometria euclidiana fue
catalogada como opcional dentro del curriculo para los estudiantes que optan por estudiar
matematica en la FET band (estudiantes entre los 15 y 18 afios), pues una de las razones
que influy6 a tomar dicha decisién fue que los profesores no conocian suficientemente bien
el contenido, lo cual gener6 que pocos estudiantes optaron por llevar el curso. Para el 2011,
la ensefianza de geometria volvio a ser obligatoria y cuando se incorpor6 al curriculo basico
de matematicas, los profesores no se sentian cémodos respecto a ensefar dicha asignatura,
pues no se habia ensefiado por mucho tiempo, debido a ello, el departamento de Educacion
Matematica de una Universidad de KwaZulu-Natal disefié una serie de talleres con tres horas
de duracion, que se llevaron a cabo durante seis semanas en los que uno de los conceptos

gue se trabajo fue la semejanza de triangulos.
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Es asi que Ubah y Bansilal (2019), mencionan que para la realizacion del estudio cuyo
propésito fue explorar como los estudiantes utilizan las representaciones semiéticas en el
razonamiento sobre la semejanza de triAngulos, participaron 65 estudiantes, de los cuales los
autores seleccionaron a tres participantes para realizarles una entrevista, en la que se
discuten sus respuestas respecto a las tareas desarrolladas por ellos, que se basan en
identificar y nombrar los triangulos semejantes. Los autores sefialan que la comprension de
la geometria requiere fluidez, pues es necesario transitar entre varias representaciones
semioticas como la representacion visual y la simbélica. Por ello, concluyen que como la
demanda cognitiva para realizar transformaciones semidticas en geometria es compleja, a
los estudiantes les resulté dificil identificar la relacion de semejanza de triangulos. Ademas,
en ciertas ocasiones, los estudiantes han efectuado tratamientos basados en deducciones
incorrectas, lo que les conduce a resultados erréneos. Por ello, es imprescindible realizar
manipulaciones concretas para que los estudiantes desarrollen una comprension mas soélida
del concepto. También, se concluye que el estudio realizado aporté nuevos conocimientos en
el area en el sentido de entender cémo los conceptos erroneos de los estudiantes podrian

convertirse en un recurso para promover su aprendizaje.

Asimismo; Lutfi y Jupri (2020), indican que segun el informe de Tendencias en el
Estudio Internacional de Matematicas y Ciencias realizado en el 2015, Indonesia se encuentra
en el grupo inferior con respecto al &rea de geometriay que ello deberia ser una preocupacion
para los docentes de matematica pues se considera que la geometria tiene un papel
importante en la vida real debido a las conexiones que existen entre ellas, por el cual indican
gue la habilidad espacial es una de las habilidades importantes que debe tener un alumno
cuando estudia geometria, dado que puede ayudar a los estudiantes a comprender los
problemas espaciales y a visualizar las formas geométricas; como por ejemplo en el tema de
la semejanza de tridngulos, ya que dicho objeto matematico exige tener un buen nivel en la
habilidad mencionada. Debido a que cada estudiante tiene una habilidad espacial y el nivel
de pensamiento geométrico distinto, la investigacibn que proponen tiene como objetivo
identificar la capacidad espacial de los estudiantes de acuerdo con el nivel de pensamiento
de Van Hiele, ya que indican que el modelo mencionado es util para resolver los problemas
de los estudiantes en el area de la geometria. Cabe resaltar que, Van Hiele sugiere cinco
niveles de pensamiento en el aprendizaje de la geometria, el nivel O llamado el nivel de la
visualizacion, el cual consiste en la capacidad de reconocer formas geométricas, el nivel 1,
llamado el nivel de andlisis en el cual los estudiantes son capaces de reconocer e identificar
propiedades, el nivel 2, de la deduccion informal donde los estudiantes tienen la capacidad
de comprender y relacionar formas, el nivel 3, de la deduccion formal donde los estudiantes

entienden la necesidad de justificar deductivamente los resultados matematicos o
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proposiciones, con base en un sistema axiomatico; es decir prueban teoremas y establecen
relaciones entre teoremas para lograr demostrar un resultado de distintas formas y por ultimo,
el nivel 4, conocido como el nivel de rigor en el cual los estudiantes establecen teoremas en
diferentes sistemas axiomaticos, analizan o comparan esos sistemas y son capaces de hacer

deducciones mas abstractas.

La investigacion de Lutfi y Jupri (2020), se llevé a cabo con 25 estudiantes de noveno
grado de una escuela de secundaria en Bandung (13 a 15 afios de edad), el cual consisti6 en
una prueba escrita sobre la semejanza de triangulos basada en los indicadores de la
capacidad espacial; cabe resaltar que, para la realizacion de la prueba mencionada todos los
estudiantes participantes ya han aprendido la semejanza de triAngulos y que a partir de los
puntajes obtenidos se dividieron en dos grupos llamados superior e inferior. Como resultado
de la actividad, en cuanto a la percepcién espacial, y considerando cada indicador asociado
al nivel de pensamiento geométrico de un estudiante por grupo, se obtuvo que el estudiante
del grupo de nivel superior logré identificar la ubicacion de los angulos correspondientes en
dos triangulos y determind correctamente el valor del dngulo sefialado. En contraste, el
estudiante del grupo del nivel inferior sélo logré identificar la ubicacién de los angulos. Con
respecto a la visualizacién, ambos estudiantes alcanzaron el indicador propuesto; sin
embargo, se observaron diferencias en sus respuestas. En lo referente a la rotacién mental,
se evidenci6 que ninguno de los dos estudiantes logré6 cumplir con la indicacion

correspondiente.

En cuanto a la relacién espacial, ambos estudiantes cumplieron con la indicacion
asignada, aunque cometieron ciertos errores en su analisis. Finalmente, con relacion a la
orientacion espacial, se constaté que ninguno logré desarrollar satisfactoriamente la tarea
propuesta. A partir de estos resultados, los autores concluyen gue los estudiantes alcanzaron
Unicamente el nivel de deduccién informal, lo cual pone en evidencia la necesidad de disefar

estrategias didacticas acordes con dicho nivel de pensamiento geométrico.

Con relacién a la importancia del objeto matematico semejanza de tridngulos y sus
aplicaciones en un contexto cotidiano, se presenta la investigacion de Masgo (2021), en la
gue se sefiala que la semejanza de triangulos constituye uno de los temas mas importantes
en la geometria dado que es la base para el aprendizaje de otros conceptos matematicos y
por sus diversas aplicaciones en la vida diaria. Ademas, indica que las dificultades para el
aprendizaje del concepto del objeto matemético en mencién son causa del poco tiempo que
se le asigna a la ensefianza del concepto de dicho objeto, el no uso de la tecnologia digital,
la resolucion de problemas de corte algebraico siguiendo una misma técnica resolutiva y el
escaso uso del concepto en situaciones de la vida diaria. Por ello, su investigacion tiene como

objetivo analizar como los estudiantes de cuarto de secundaria movilizan el concepto de
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semejanza de triangulos por medio de diferentes representaciones semiéticas en una

secuencia de tres actividades.

Esta investigacion, es de tipo cualitativa y para el desarrollo de sus actividades usa el
marco tedrico de la Teoria de Registros de Representacion Semidtica con aspectos de la
metodologia de la Ingenieria Didactica, estos aspectos se utilizan como parte del analisis
preliminar, a priori, experimentacién, y a posteriori y validacion. Con respecto a la parte
experimental, Masgo (2021) convoco a 30 estudiantes de cuarto de secundaria, de los cuales
se selecciond a seis de ellos, considerando que sus calificaciones eran aprobatorias pero
menores o iguales a 15, y las actividades se llevaron a cabo en una universidad privada
cercana a la zona del colegio de procedencia de los estudiantes. Ademas, indica que para
realizar las actividades los estudiantes ya habian llevado el tema una semana antes y que de
los seis estudiantes seleccionados se dividieron dos grupos de tres, de los cuales solo se

analiza uno de ellos.

En cuanto a las actividades, se disefiaron tres, los cuales contenian cuatro problemas
con sus respectivos items, en alguno de ellos se proporciona archivos de GeoGebra para un
mejor entendimiento por parte de los estudiantes y luego lo puedan resolver a lapiz y papel.
Con relacién a la primera y segunda actividad, el investigador propone dos problemas con
graficos y un problema sin grafico respectivamente, en los cuales pretende que los
estudiantes usen el criterio Angulo-Angulo, usen representaciones semidticas en lengua
natural, figural, figural dinamica y algebraica y, que movilicen las aprehensiones secuenciales,
perceptivas, discursivas y operatorias; cabe resaltar que para esta actividad se uso el
GeoGebra, asi como también el lapiz y papel. Para la tercera actividad se presentan
problemas con graficos, uno de ellos en 3D y pretende que los estudiantes usen el criterio
Angulo-Angulo, usen representaciones semiéticas en lengua natural, figural, figural dinamica
y algebraica y, que movilicen las aprehensiones secuenciales, perceptivas, discursivas y

operatorias; cabe resaltar que para esta actividad sélo se us6 lapiz y papel.

En la primera actividad, se presentan dos problemas en un registro figural donde se
sugieren un par de triangulos semejantes. Esta actividad se realiza en GeoGebra y a lapiz-
papel con una duracion de 3 horas de 45 minutos cada una. El primer problema trata acerca
de un topégrafo que visualiza una torre de mayor altura desde un teodolito de 1,5 m
considerando que una piedra se encuentra detras del topografo y alineado con la torre, asi
como la visual del teodolito también se encuentre alineado con el punto mas alto de la torre
y la piedra. En la figura se muestra la informacion acerca de las distancias entre torre y
topografo (12 m), y de este ultimo con la piedra (3 m). Se pide resolver cuatro items: proponer
un dibujo con figuras geométricas que simplifique el problema, calcular la altura de la torre,

calcular la distancia que debe moverse el teodolito para mantener la visual entre los tres
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objetos, sila piedra se mueve, y justificar si se puede encontrar un punto del teodolito respecto
de la torre y la piedra luego de realizar mas movimientos. En las dos ultimas actividades se
pide al alumno utilizar un deslizador en el archivo de GeoGebra y modificar las distancias
para observar estos cambios. El segundo problema, se plantea la situacién de un ingeniero
que realiza alineaciones con el teodolito desde una ubicacion externa B a un segmento AC
marcado en un mapa de curvas de nivel de un cerro. Se pide resolver tres items: ubicar tres
puntos externos al segmento dado para verificar triAngulos semejantes, calcular una longitud,
dadas otras tres longitudes con la figura formada anteriormente y modificar el punto exterior
B manteniendo medidas dadas en el item anterior. Este Ultimo item se trabaja también con
GeoGebra. La finalidad de resolver estos items es realizar conversiones entre registros figural
y algebraico, asi como articular aprehensiones secuencial y operatoria al modificar el archivo
GeoGebra.

En la segunda actividad, se presenta un problema sin gréafico y, de manera similar, se
realiza en GeoGebra y a lapiz-papel, con una duracién de 2 horas de 45 minutos cada una.
En el problema, se describe la situacion donde una gaviota va de un arbol pequefio hacia otro
mas alto, ambos ubicados en dos orillas diferentes de un rio, de manera que la gaviota se
vea en la necesidad de descender y tocar un punto P del rio para luego subir en direccién
hacia la copa del otro arbol. Se trabajan tres items en GeoGebra con un deslizador: calcular
la distancia para ubicar el punto P respecto del arbol mas pequefio para que el angulo de
depresion con que va desde el primer arbol sea el mismo que el de elevacién hacia el segundo
arbol, calcular la menor distancia que recorre la gaviota en este trayecto si toca el punto P, y
calcular la distancia para ubicar el punto P para que se forme un angulo recto cuando la
gaviota descienda y ascienda en P. En el archivo GeoGebra se observa un deslizador, el cual
deberd ser utilizado para modificar la imagen y comprobar resultados. La finalidad de estos
items es aplicar la proporcién de semejanza y que se desarrollen aprehensiones preceptiva,

secuencial, discursiva y operatoria al modificar el archivo en GeoGebra.

En la tercera actividad, se presenta un problema con un par de graficos donde no se
sugieren triangulos semejantes. En esta actividad no se usa GeoGebra, sino Unicamente
lapiz-papel durante 2 horas de 45 minutos cada una. El problema propuesto trata de una
antena de comunicaciones que se sostiene por cuatro cables con la misma inclinacion. Tres
de estos cables se encuentran amarrados al piso, mientras que el cuarto esta sujeto al techo
de una caseta. Se pide resolver tres items: proponer un dibujo con figuras geométricas que
interpreten la situacion mostrada, calcular la altura sobre la base de las figuras planteadas y
determinar si la altura de la antena cambiaria al cambiarse el valor de otra longitud. La

finalidad de esta actividad es que se realicen tratamientos y que se desarrollen aprehensiones
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perceptivas, operatorias y discursivas. Ademas, al no contar con un archivo GeoGebra, la

identificacion de triAngulos semejantes no se dara de manera directa.

A partir de las actividades, Masgo (2021) indica que los estudiantes realizaron
cambios de registro del lenguaje natural al figural y de éste al algebraico, también observo
gue realizaron aprehensiones de tipo secuencial, perceptivo, discursivo y operatorio y, que
movilizaron el concepto de la semejanza, aunque en algunos casos con errores en su
resolucion. Como conclusiones, el investigador indica que los estudiantes tienen ciertas
dificultades para resolver problemas de contexto real usando la semejanza de triangulos;
ademas, considera que los conceptos en geometria no son independientes, pues, al no
conocerlos perjudica el planteamiento de los problemas y en consecuencia dificulta su
solucién. Sumado a ello, considera que el registro figural dinAmico fue importante para la
comprension en varios de los problemas que planted y espera que su investigaciéon sea un
aporte a la ensefianza de la Geometria, especificamente en problemas de contexto usando
el objeto matematico semejanza de triAngulos. Asimismo, considera que el tiempo para el
desarrollo de la secuencia y los libros de texto de consulta sobre la semejanza de triangulos,
no promueve el desarrollo de las competencias en los estudiantes; ademas, sugiere continuar
con su investigacion planteando situaciones que involucren los criterios LAL (lado-angulo-
lado) y LLL (lado-lado-lado) ya que en su trabajo sélo se empleé el criterio AAA (angulo-
angulo-angulo) y recomienda proponer problemas con o sin registro figural para fomentar a
los estudiantes el cambio de registro, también sugiere analizar la comprension de los
universitarios en construcciones con regla, compas y la homotecia. Por ultimo, Masgo (2021)
menciona que se puede realizar un estudio dirigido a docentes sobre las diferentes
metodologias que emplean para la ensefianza de la semejanza y conceptos relacionas a ello
e indica que deberia realizarse investigaciones que propongan una secuencia de actividades
sobre la semejanza de triangulos a través de los problemas resueltos en la antigliedad y asi
analizar si estos problemas promueven la ensefianza del concepto y, considera que se deben
realizar réplicas de su investigacion en otros contextos con estudiantes de EBR, pues
considera que la aplicacién del objeto matematico estudiado en un contexto real, es motivador

para los estudiantes.

En cuanto a la forma de comprender la semejanza de los triAngulos por parte de
estudiantes, Haj-Yahia (2021) muestra que en distintas investigaciones se ha enfatizado el
hecho de que las definiciones son esenciales para el conocimiento geométrico y para la
estructura deductiva de la geometria; ademas, afirma que muchos estudios han investigado
sobre como las personas entienden el proceso de definiciébn de conceptos y la necesidad de
los mismos, definiciones de algunas figuras geométricas como triangulos y cuadrilateros; y

también que existen estudios cuyo objetivo es investigar sobre las percepciones de los
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estudiantes con respecto a los triangulos congruentes y semejantes. Sin embargo, indica que
no se ha podido encontrar investigaciones cuyo foco principal sea el estudio de las
concepciones de los estudiantes con respecto a las definiciones de los triangulos congruentes
y semejantes; por tal motivo, la investigacion que el autor propone intenta abordar el estudio
de estas concepciones y asi, poder obtener, a partir de la aceptacién o no aceptacion por
parte de los estudiantes de los teoremas de triangulos congruentes y semejantes, informacion

sobre las caracteristicas de las definiciones matematicas tal como la perciben los estudiantes.

Con respecto a las definiciones matematicas, Haj-Yahia (2021) sefiala que diversos
investigadores han adoptado distintas formas de concebirlas, entre las cuales, podemos
destacar la definicion descriptiva y constructiva; propuestas por De Villiers (citado en Haj-
Yahia, 2021). Asimismo, se evidencia que Zaslavsky y Shir (citados en Haj-Yahia, 2021)
clasificaron las caracteristicas de las definiciones mateméaticas como imperativas vy
opcionales. En cuanto a las caracteristicas imperativas, los autores proponen que las
definiciones matematicas deben estar libres de ambigiiedad y ser invariantes cuando el
concepto se presenta en distintas representaciones. Respecto a las caracteristicas
opcionales, resalta el requisito de que una definicion sea minima, el cual se considera de esa

manera si es econémica y que no contenga condiciones innecesarias.

Por otro lado, Haj-Yahia (2021) advierte que muchos estudios han demostrado que
los estudiantes pueden tener dificultades para comprender la estructura de las definiciones y
sus significados; e incluso algunos profesores no eran capaces de establecer definiciones
formales de los conceptos matematicos, aunque si pueden dar ejemplos de éstos. De igual
modo, segin Gonzales y Herbst (citados en Haj-Yahia, 2021) existen cuatro concepciones
acerca de la semejanza de triangulos: la concepcién perceptual, la de preservacion de medida
(que conserva los lados correspondientes en la misma proporcién), la de correspondencia
(los lados correspondientes estan siempre en la misma proporciéon) y la de transformacién
(los lados correspondientes se pueden transformar, pero siempre tendran la misma

proporcion).

Respecto a la investigacion, que aborda las siguientes preguntas: ¢Aceptan los
estudiantes los teoremas de tridngulo semejante y triangulo congruente como definiciones
formales de congruencia semejanza? y ¢ Cuales son las razones para su aceptacion o no de
estos teoremas como definiciones formales?, participaron 120 estudiantes de décimo grado
(educacion secundaria, alumnos mayores de 15 afios) de una escuela regional en el centro
de Israel que estudiaron geometria con 4 profesores diferentes en cuatro grupos paralelos en
un nivel intermedio (nivel de 4 puntos llamado en lIsrael); ademas, con respecto a los
profesores, dos eran licenciados en matematica y dos tenian una maestria en educacion

matematica, cabe resaltar también que los docentes trabajan de forma uniforme, ademas,
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con respecto a las tareas, fueron realizadas teniendo en cuenta distintos aspectos como la
familiaridad de los estudiantes con el tema y, por consiguiente, se espera que los estudiantes
a partir de las tareas mencionadas usen los teoremas en problemas de identificacion,
construccion y demostracion para identificar si éstas actividades afectan las concepciones de
los estudiantes respecto a las definiciones de congruencia y semejanza. Con relacion al
desarrollo de la actividad, se incluyé un cuestionario dividido en dos etapas, en la primera
etapa-—se solicitd a los estudiantes que definieran los conceptos de triangulos semejantes y
congruentes. La segunda etapa tuvo como propdsito examinar las percepciones de los

estudiantes sobre las definiciones matematicas, triangulos congruentes y semejantes.

Sobre los resultados de la actividad, en la primera etapa el investigador aprecia una
clara tendencia por parte de los estudiantes a dar definiciones no minimas de triAngulos
congruentes y semejantes. En la segunda etapa, que consistié sobre la definicién basada en
teoremas de triangulos congruentes y semejantes, el investigador determiné que la gran
mayoria acepto la definicibn no minima de triangulos semejantes, esto es: dos triAngulos son
semejantes si, y solo si, sus angulos correspondientes son de la misma medida y las
longitudes de sus lados correspondientes son proporcionales. Ademas, hay una tercera parte
del total de estudiantes que afirman que tanto la definicion no minima como la definicion
minima son correctas, teniendo en cuenta que la definicibn minima indica que dos triangulos

son semejantes si, y solo si, tienes dos angulos congruentes.

En funcién de las explicaciones brindadas por los estudiantes, Haj-Yahia (2021) afirma
gue; en relaciéon con el modelo de Van Hiele, los sujetos lograron alcanzar el tercer nivel
(deduccion informal). Como conclusion de su estudio, el autor indica que las dificultades de
los estudiantes para comprender las caracteristicas y funciones de las definiciones
matematicas de los conceptos geométricos, afectaron su comprension de las definiciones
matematicas y geométricas. Ademas, sefiala que los resultados obtenidos crean la necesidad
de no centrarse exclusivamente en definiciones descriptivas ni descuidar las definiciones
constructivas. Por otro lado, destaca la importancia de que futuras investigaciones enfocadas
en el tema involucren poblaciones de estudio més grandes y diversas, incluyendo a docentes
en ejercicio o en formacion, con el fin de obtener un mejor panorama y determinar si el factor

cultural afecta o no los hallazgos.

Por ultimo, advierte que los resultados del trabajo realizado puede ser de gran ayuda
para los investigadores al momento de disefiar estudios educativos cuyo enfoque sea analizar
las caracteristicas particulares de las perspectivas de los estudiantes sobre las definiciones y
gue a partir de los resultados obtenidos en su investigacion, recomienda que los estudiantes
deben participar en el proceso de la definicién y que los docentes que se encuentran en una

etapa de formacion se les debe exponer a las dificultades descubiertas en su estudio.
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Por otro lado, en la investigacion de Ramirez y Ruiz (2022) han advertido que los
estudiantes no sienten la necesidad de pruebas o que no son capaces de distinguir la
verificacion de la explicacion o la prueba y que la geometria es un area clave para la
investigacion de la prueba y la argumentacion; por tal motivo, indican que es importante el
nivel de razonamiento geométrico que deben poseer los estudiantes ya que el razonamiento
mencionado se caracteriza por la interaccion entre lo visual y lo conceptual. Ademas, los
autores indican que el uso de representaciones dinAmicas mediante softwares favorece el
desarrollo del razonamiento deductivo, pero adn no se ha establecido de una manera firme
su utilidad para la ensefianza de las matematicas y que a partir del hecho de que no todos
los casos pueden ser verificados con esta herramienta, motiva a los estudiantes a abordar
los problemas de forma mas deductiva, empleando expresiones algebraicas con
representaciones graficas para favorecer la formulacién de una demostracién mas completa.
Agregando a lo anterior, Ramirez y Ruiz (2022) afirman que la argumentacion en geometria
debe analizarse a partir del estilo de razonamiento de los estudiantes, las representaciones
en las justificaciones y el nivel de generalidad; por tal motivo el objetivo de su investigacion
consiste en identificar si ciertos estilos de razonamiento (analitico, visual y armdnico) y
representaciones favorecen las justificaciones generalizadas; siguiendo en la busqueda del
objetivo planteado.

Los autores trabajaron en problemas de demostraciébn geométrica e introdujeron una
nueva forma de caracterizar a los triangulos semejantes. Respecto a la investigacion,
seleccionaron de forma intencional a un grupo de estudiantes de diferentes escuelas del
sureste de Espafia, teniendo en cuenta su alto rendimiento, disposicion y aptitud demostrada
para realizar tareas matematicas no rutinarias; ademas, indican que a la leccién asistieron 34
estudiantes de 14 a 16 afios cuya actividad asignada para el estudio fue tomada de forma
virtual por el contexto de COVID-19 y, que sélo 21 estudiantes enviaron voluntariamente sus

respuestas en un formulario de Google.

Con respecto a la actividad, plantearon 5 problemas, de los cuales el problema 1 fue
planteado mediante representacion pictorica y algebraica, el problema 2 fue planteado de
forma verbal, los problemas 3 y 4 fueron planteados con propiedades desconocidas como la
de bisectriz perpendicular, circuncentro y fracciones equivalentes; es decir, un problema de
prueba mas exigente que se complementa con herramientas manipulativas de GeoGebra y
el problema 5, que también es un problema de prueba en el cual se utilizé GeoGebra para
representar la clase de equivalencia de triangulos, en la que todos los tridngulos semejantes
estaban representados por un s6lo miembro de la clase. Con relacion al andlisis de los
cuestionarios, para categorizar los estilos de razonamiento, los autores mencionan que en el

sentido de Krusteskii (citado en Ramirez y Ruiz, 2022), las categorias son geométrica (visual),
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analitica (l6gico verbal) y armonica, siendo ésta ultima el equilibrio entre las componentes
pictorico-visual y logico-verbal; por otro lado, para caracterizar el nivel de argumentacion

consideran tres etapas: particular, conjunto (de casos), y generalizacion.

Sobre los resultados de la actividad, los autores lograron observar que los estudiantes
desplegaron reiteradamente el razonamiento visual y que su nivel de argumentacion difiere y
estd subordinado al problema involucrado; por otro lado, los alumnos que desplegaron el
razonamiento arménico denotan su disposicion a utilizar distintas estrategias segun los
requerimientos del problema abordado. Como conclusién de su investigacién, los autores
sefialan que el estilo de razonamiento no se determina por si solo el nivel de generalidad y
gue recomiendan fomentar la transicién del razonamiento visual al arménico. Ademas, no
encontraron evidencia que determine que un tipo de representacion condicione el nivel de
generalidad, aunque afirman que las representaciones algebraicas favorecen a la formulaciéon
de justificaciones mas generales; asimismo, indican que el uso de sistemas de representacion
basados en items representativos de conjuntos enteros puede favorecer la transicién de lo
perceptivo a lo general. Por ultimo, marcan que su estudio puede estar limitado por el tamafio
de la muestra y eso impide poder extraer conclusiones mas generales y que, con el fin de
reforzar los resultados obtenidos, planifican nuevas implementaciones en diferentes

contextos y con diferentes perfiles de estudiantes.

Con relacién al criterio relacionado en el uso de tecnologia digital, se presentan las
investigaciones de Ferreyra y Silva de Almeida (2020), Cribillero (2021), Reichert y Horbach
(2021), Brito y Bairral (2023) y Kim y Shin (2023).

La investigacion de Ferreyra y Silva de Almeida (2020), realizada en Brasil con
estudiantes del 9° grado (14 -15 afios) de una escuela publica, tiene como objetivo investigar
si las actividades enfocadas en representaciones dinamicas pueden contribuir al desarrollo
del conocimiento de la semejanza de triangulos, considerando como marco teérico la Teoria
de Registros de Representacion Semiédtica y como metodologia la investigacién de tipo
cualitativo. Teniendo en cuenta lo mencionado, los autores sefialan que es necesario
considerar distintas estrategias didacticas que no soélo se basen en formulas y algoritmos para
los estudiantes, sino, considerar el avance del desarrollo de softwares educativos orientados
a la enseflanza de la geometria y asi poder realizar la construccion del conocimiento desde
un enfoque formativo, creativo e innovador dado que consideran que en la actualidad las

escuelas no deben permanecer neutrales frente a esta revolucion tecnolégica.

En ese sentido, los autores organizaron una serie de 7 actividades asociadas a
desarrollar el concepto y propiedades de la semejanza de triAngulos en el ambiente de
representaciones dinamicas GeoGebra, presentando los resultados de una de ellas. Dichas

actividades se llevaron a cabo tanto en el laboratorio de informatica como en el aula de clase
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de la escuela. Asi se realizaron 10 sesiones de 1h 30min cada una durante los meses de
mayo Y junio del 2019. Los estudiantes que participaron en esta investigacion se dividieron
en cuatro pares debido a la cantidad limitada de computadoras, incluso los autores sefialan
gue, en algunas de estas actividades, los estudiantes usaron GeoGebra en sus smartphones
debido a la no disponibilidad del laboratorio.

Las investigadoras indican que los estudiantes ya estaban familiarizados con
GeoGebray que en la actividad que se presenta en el articulo, se hace el uso del GeoGebra
en version smartphone. Esta tiene como objetivo que los estudiantes construyan triangulos
homotéticamente ampliados, que hallen el cociente de proporcionalidad, que identifiquen los
lados homologos de los triAngulos agrandados y que observen qué elementos de los
triangulos se alteran y cuales no se alteran; los autores comentan que no esperan que ésta
actividad asignada establezca en su plenitud la nocién de semejanza de triangulos, sino que
los estudiantes comprendan y consoliden la idea de que los triangulos con medidas de sus

lados diferentes pueden tener &ngulos congruentes.

Como resultado, Ferreyra y Silva de Almeida (2020) sefialan que los estudiantes
fueron capaces de identificar que los triAngulos ampliados o reducidos permanecian en
angulos congruentes entre si, también que la longitud de los lados de los tridngulos se
modificaban cuando arrastraban sus vértices y, que comprendieron la funcién de la
herramienta “circulo definido por dos puntos” para la construccién de los triangulos ampliados
y reducidos, dado que en el desarrollo de la actividad presentaron dificultades con respecto
a esta herramienta, pues no comprenden la relevancia del radio para la construccién de
dichos triangulos. Por ultimo, las autoras explican que el uso de tecnologia digital permite
explorar y formalizar diferentes conceptos geométricos, y que el éxito del uso de esta
tecnologia depende en gran medida del profesor y de la forma en que se utilice dicha

tecnologia.

Por otro lado, Reichert y Horbach (2021) investigan la posibilidad de introducir el
pensamiento computacional en la educacion basica a través de lenguajes de programacion
como el Scratch, pues indican que la introduccion de recursos computacionales puede ser
importante para el aprendizaje de conceptos geométricos. Ademas, sefialan que Scratch es
un recurso computacional que permite trabajar con una metodologia construccionista. El
trabajo realizado por los autores tiene como finalidad, analizar las posibles contribuciones del

uso del Scratch en el aprendizaje de la semejanza de tridngulos.

La investigacion se llevé a cabo con 28 estudiantes de 9° grado (edades que oscilaban
entre los 14 y 15 afos) de una escuela municipal en Brasil, dividida en 10 sesiones en las

cuales se impartieron dos clases de 45 minutos, realizadas en el laboratorio de informatica
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de la escuela. En las actividades, se aplicd un cuestionario inicial con el proposito de conocer
la realidad de los estudiantes, esto les permitié notar que los estudiantes tenian un concepto
erréneo sobre semejanza pues entendian figuras semejantes como figuras “iguales”. A partir
de ello, desarrollaron y aplicaron una secuencia didactica con el uso de Scratch. En el
desarrollo de las actividades de la secuencia, ensefiaron a los estudiantes el interfaz del
Scratch, el uso de algunas de sus herramientas como las nociones de movimiento, entre
otras. Esto permitié introducir el concepto de semejanza de figuras de manera gradual hasta

llegar a la semejanza de triAngulos y sus casos de semejanza.

Una vez trabajados los conceptos mencionados, en la antependltima y pendltima
actividad, propusieron a los estudiantes la construccién de un objeto de aprendizaje utilizando
los conceptos estudiados y las herramientas disponibles en Scratch. Estas actividades tenian
como finalidad verificar si hubo un aprendizaje significativo del concepto de la semejanza de
triangulos; mientras que en la dltima actividad los investigadores aplicaron un cuestionario
final, del cual concluyeron que la mayoria de los estudiantes lograron comprender el concepto
de semejanza de triangulos, asi como también los comandos béasicos de Scratch, ya que
fueron capaces de construir los triangulos sin mucha dificultad. Por ello, una de las principales
conclusiones de los autores indica que fue posible valorar positivamente las contribuciones
del uso del software Scratch en la ensefianza y en el aprendizaje de semejanza de triangulos.
Asimismo, el uso de este software permitid que los alumnos trabajaran la creatividad por

medio de comandos de programacion.

Asimismo; Cribillero (2022), en su investigacion manifiesta que en su experiencia
docente observo dificultades en algunos estudiantes en el proceso de aprendizaje de la
semejanza de tridngulos tales como establecer proporciones correctas de los lados
correspondientes y la confusion de la nocién de semejanza con la nocién de congruencia de
triangulos. Por ello, su trabajo tiene por objetivo analizar cémo los estudiantes de cuarto afio
de secundaria comprenden la nocién de semejanza de triangulos mediante transformaciones
en representaciones semioticas mediado en un ambiente de representaciones dinamicas en
GeoGebra.

Su investigacion es de tipo cualitativa descriptiva y usa el marco teorico de la Teoria
de Registros de Representacion Semibtica, para el desarrollo de sus actividades se revisaron
mapas de progreso del aprendizaje y CNE, y libros did4cticos referentes al tema. Con
respecto a la parte experimental, se selecciond a cuatro estudiantes de cuarto afio de
secundaria (15 y 16 afos), las actividades se desarrollaron en las casas de los estudiantes
por el contexto de pandemia. Ademas, menciona que los sujetos de la investigacion
abordaron el tema el afio anterior y que tienen conocimiento de las herramientas basicas en

GeoGebra; se trabaja en duplas por la plataforma Zoom. El autor disefi6 tres actividades en
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GeoGebra y una ficha Word, con la finalidad de identificar las transformaciones que realizan

los estudiantes, toda esta sesién se realizé en una hora.

En la primera actividad, consta de 3 bloques, donde los estudiantes movilizan
conceptos previos para reconocer criterios de semejanza y hacen transformaciones entre
registros, el objetivo de esta actividad es reconocer la semejanza mediante criterios. En el
primer blogue, que esta conformado por 4 items, se da la representacién de un triangulo y un
punto sobre un lado de éste, de tal manera que se representa una circunferencia que contiene
a dicho punto y ademas a dos de los vértices del triangulo mencionado. Con respecto al
segundo bloque, cuya finalidad es que los estudiantes realicen tratamientos en el registro
figural con el objetivo de reconocer el criterio lado-angulo-lado de la semejanza y verificar la
constante de proporcionalidad, consta de 3 items y se da la representacion de dos triangulos
equilateros con sus correspondientes centros. Para el tercer bloque, se muestra dos
triangulos y un deslizador k, que representa la constante de proporcionalidad entre los lados
correspondientes, esta conformada por tres items y tiene por finalidad que los estudiantes
reconozcan el criterio lado-lado-lado de la semejanza y que verifiquen la congruencia de los
angulos opuestos a los lados correspondientes y, asi Cribillero (2021) identifica los
tratamientos en el Registro Figural Dinamico, mediante el deslizador y también identificar las

conversiones entre los registros figural dinamico y lengua natural.

La segunda actividad, que consta de 3 items, proporciona a los estudiantes la
representacion de un tridngulo rectangulo, la altura relativa a la hipotenusa y las
circunferencias inscritas en los dos triangulos rectangulos generados. La actividad
mencionada tiene por objetivo que los estudiantes reconozcan la semejanza de triangulos y
gue comprueben que los inradios de dos triangulos semejantes son proporcionales a los lados
homologos, asi como también permitird al investigador identificar las conversiones que los

estudiantes realizan.

Con respecto a la tercera actividad, se muestra al estudiante la representacion de un
triangulo, se elige a un lado como didmetro de una circunferencia que intercepta a los otros
dos lados en dos puntos determinados con el objetivo que los estudiantes comprueben que
las &rea de las regiones triangulares de dos triangulos semejantes son proporcionales a los
cuadrados de las longitudes de los lados homologos; también, que reconozcan el criterio
angulo-angulo de la semejanza y realicen tratamientos en el registro figural dindmico, la

actividad mencionada consta de 3 items.

Como conclusiones, el autor sefiala que la secuencia planteada permiti6 a los
estudiantes utilizar los registros algebraico figural dinamico y lengua natural, movilizando su

conocimiento de la semejanza de triangulos; también, indica que a partir de los resultados de
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la actividad 1 bloque Il los estudiantes tuvieron dificultades al reconocer el criterio lado-
angulo-lado y cree que la dificultad mencionada es producto de las escasas tareas
relacionadas el criterio; asimismo, menciona que el uso del deslizador permitié a los
estudiantes que identifiquen la semejanza de triangulos. Sumado a ello, sefala que los
estudiantes presentan las medidas angulares sin las unidades y que se sigue presentando la
confusién de congruencia como igualdad al identificar la igual medida de los angulos de los
triangulos semejantes, lo que conlleva al investigador a afirmar que los estudiantes no tienen

claro la nocién de congruencia de angulos.

Por altimo, Cribillero (2021) recomienda disefiar actividades que permitan la aplicacion
del criterio lado-angulo-lado de tal manera que la constante de la proporcionalidad sea un
namero entero para que los estudiantes logren identificar dicha proporcién entre los lados que
determinan angulos congruentes y disefiar actividades que involucren otros tratamientos en

el registro figural dinamico y, extender la propuesta planteada a tres dimensiones.

En cuanto al uso de la tecnologia, también Brito y Bairral (2023) en su investigacion
mencionan que a partir de la pandemia del COVID-19, las formas de comunicarse, aprender
y ensefiar se modificaron debido al distanciamiento fisico, por ello la investigacion estuvo
motivada por encontrar nuevos rumbos para la ensefianza y aprendizaje de la geometria,
teniendo como objeto de estudio a la semejanza de triangulos que buscan identificar los
aportes e interacciones sincronicas en el entorno de los equipos virtuales de Matematica
(VMT) que se pueden observar tanto en los docentes como en los futuros docentes, ademas
sefialan que VMT permite crear espacios de trabajo utilizando Desmos o GeoGebra, el cual
este Ultimo se denomina Virtual Math Teams with GeoGebra (VMTcG). Los autores indican
gue en el sentido de Bussi y Mariotti, las tareas en un Ambiente de Geometria Dindmica
(AGD) permiten la produccién de significados personales o matematicos, pero que esta
producciéon no se da de forma automatica, es por ello que los autores consideran necesario
contar con un proyecto didactico para apoyar a los estudiantes y asi comprender el papel de
la cuadricula, el guion de tareas y el chat en una tarea geométrica en la modalidad virtual y
sincronica. Sefialan también que, en este articulo se discute aspectos experimentales de la
tesis de maestria del primer autor, y que tiene como objetivo analizar las interacciones de los
docentes y futuros docentes en tareas en linea sobre la semejanza de triAngulos y establecer
el papel de la cuadricula y el control deslizante para la configuracion del pensamiento

geomeétrico.

Teniendo en cuenta investigaciones previas sobre cémo se comprende, se aplicay se
ensefia la semejanza de triangulos; los autores consideran que es importante establecer un
nuevo enfoque sobre este objeto de estudio a partir del uso de AGD teniendo como sujetos

a los docentes y futuros docentes; ademas, sefialan que en un AGD se destacan la posibilidad
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de arrastrar puntos libres y la de transformar figuras independientemente de que se
mantengan o no las propiedades euclidianas y con ello fomentar en el individuo, la produccion
de conjeturas mediante la observacion y la exploracion de las figuras. La investigacion tuvo
como sujetos de estudio a estudiantes de licenciatura en matemética y de maestria. Ademas,
indican que las tareas planteadas debieron ser adaptadas para su implementacion en linea 'y
sincronica, ya que originalmente fueron disefiadas para ser desarrolladas en contextos
presenciales con el uso de GeoGebra en smartphones. Para ello, se crearon salas virtuales
organizadas por cursos, en las cuales se trabajé en un periodo de dos horas con la

participacidn de tres a cuatro estudiantes por salas.

Respecto a las tres tareas planteadas por Brito y Bairral (2023), la primera tenia como
objetivo investigar el concepto de la congruencia de triangulos mediante la superposicién de
figuras, con respecto a la segunda tarea era distinguir los factores de variacion y covariacion
de dos triangulos semejantes comparando las razones de sus lados correspondientes y por
ultimo, la tarea tres buscaba verificar las condiciones necesarias y suficientes para que dos
triangulos sean semejantes, partiendo del caso Angulo-Angulo (AA). Cabe resaltar que, de
las tres tareas propuestas los investigadores se centraron en las dos primeras pues involucran
el uso de la cuadricula y el control deslizante por parte de los profesores que realizaron dichas
actividades. Como resultado de éstas tareas, los autores concluyen que para la primera tarea
los participantes enfatizaron la funcionalidad basica de un AGD que es el movimiento para
construir 0 no tridngulos congruentes, teniendo como apoyo las cuadriculas; por otro lado con
respecto a la segunda tarea observaron que los participantes utilizaron el control deslizador
para explorar la relacion de semejanza entre dos triangulos, dado que el objetivo era construir
un tridngulo de algun tipo y otro triangulo a partir del primero por la funcién “homotecia” en
GeoGebra; es decir, el objetivo de ésta tarea segun los autores era comprender el papel del
deslizador en el proceso de mediacién semiética. Los autores concluyen que las bases
tedricas abordadas en su investigacion pueden ser Utiles para los docentes y futuros docentes
en la creacion de estrategias discursivas para promover la continuidad de la interaccion de

una tareay asi monitorear la resolucion de éstas y los procesos cognitivos de sus estudiantes.

Por otro lado, la investigacion de Kim y Shin (2023) pretende analizar y mejorar el
método ensefanza-aprendizaje de los estudiantes sobre la semejanza de figuras mediante
el disefio e implementacién de actividades en la que los estudiantes exploran directamente la
semejanza utilizando el software Algeomath en Corea, software con una interfaz muy
interactiva que permite dibujar, calcular, graficar, entre otras actividades similares al
GeoGebra; partiendo del hecho, que la semejanza es una de las nociones centrales de la
geometria euclidiana, ademas, indican que la semejanza de figuras esta vinculada con el

teorema de Pitagoras y las proporciones trigpnométricas en el tercer afio de secundaria en el
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pais mencionado; sin embargo, indica que la mayoria de problemas orientados al objeto
matematico en cuestion, hace que los estudiantes tiendan a ser memoristicos siguiendo
algoritmos o férmulas haciendo que se deje de lado la comprensién en si del concepto y que
existe la problematica de los estudiantes en cuanto al reconocimiento y diferenciacion de la

semejanza y la congruencia de tridngulos, pues la gran mayoria lo usa indistintamente.

A su vez, sefialan la necesidad de utilizar softwares en geometria como un medio de
indagacion y asi; poder mejorar el problema que existe en la ensefianza-aprendizaje del area
por la falta de actividades en la escuela secundaria. Con respecto a Algeomath, indican que
es un software exploratorio desarrollado y distribuido gratuitamente por la Fundacion Coreana
para la Ciencia y Creatividad en apoyo con el Ministerio de Educacion de Corea y que, éste
ente ha recomendado a la poblacién dedicada a la educacion en el uso de ésta herramienta
para la ensefianza-aprendizaje y la evaluacion de las matematicas ya que puede cubrir los
principales contenidos de las matematicas escolares; ademas, se indica que uno de los
autores de esta investigacion, desarrollé en el 2021 un recurso de ensefanza-aprendizaje
gue utiliza Algeomath en la formacion de la unidad Semejanza de Figuras para ensefar a los
estudiantes el objeto matemético mencionado; sin embargo, su propuesta tenia ciertas
limitaciones, por tal razén, los estudios realizados en ésta investigacion parten de los datos
desarrolladas por Kim en el 2021 que busca modificar y complementar dichos datos para que
las actividades de reconocimiento centradas en el estudiante sobre la semejanza de figuras

puedan presentarse de una forma mas activa.

Con respecto a la investigacion, participaron 27 estudiantes de una clase de segundo
de secundaria en una ciudad de Corea, divididos en 7 grupos de 3 a 4 alumnos con el fin de
facilitar la fluidez en la conversacion de los estudiantes, ademas, cada estudiante us6 una
tableta; en relacién con la actividad, se llevo 5 clases, una por semana, sobre la semejanza
de figuras como actividad exploratoria usando Algeomath en el cual en la primera y segunda
sesién trabajaron en el uso de la funciones basicas del software, dado que ninguno de los
estudiantes estaba familiarizado con la herramienta tecnoldgica, en las dltimas tres sesiones
ya los alumnos exploraron directamente la semejanza de figuras en el entorno Algeomath.
Como conclusion, los autores indican que cuando los estudiantes encuentran que la relacion
de aumento se superpone a uno de dos triAngulos que se parecen entre si, primero prestan
atencion a la proporcion de la anchura en lugar de la proporcion de los lados correspondientes
de los dos triangulos; por ello, sefialan que la ensefianza de conceptos matematicos correctos
no garantizan la superacioén de la limitaciones intuitivas de los estudiantes y que estos errores

pueden tener un impacto perdurable en el aprendizaje posterior de las matematicas.

Por otro lado, Kim y Shin (2023) indican que al explorar la semejanza de triangulos

usando Algeomath, los estudiantes notaron la necesidad de hacer una revision a su
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pensamiento confirmando visualmente la deficiencia de su intuicion al relacionar la anchura
de dos figuras similares como la relacién de la ampliaciéon o contraccién de la figura, también;
aseguran que el papel del profesor en la mediacién y coordinacién de las actividades de
exploraciéon de los estudiantes, asi como el uso de Algeomath son muy importantes para
subsanar conceptos erréneos relacionados a las condiciones de semejanza de triangulos.
Por ultimo, indican que la actividad propuesta y el uso del software Algeomath hizo que la
comunicacion de los estudiantes sea mas matematica y contribuyé considerablemente al
desarrollo del nivel del pensamiento matematico, pues al momento de explorar la semejanza
de triangulos, los estudiantes lograron entender y diferenciar de forma correcta de los
conceptos de congruencia y semejanza, del cual determinan que existe un cambio
significativo en la comprension de la semejanza y la superacién del concepto erréneo lo que

implica la importancia del uso y la instruccion de Algeomath en el campo escolar.

Con relacion al Espacio de Trabajo Matematico y la geometria, presentamos las
investigaciones de Prior y Torregrosa (2020), Henriquez y Kuzniak (2021) y Henriquez et al.
(2021).

Se presenta la investigacion de Prior y Torregrosa (2020), en el cual sefialan que
existen diversas investigaciones referentes al razonamiento (demostracién) en un contexto
geomeétrico, y que todas ellas evidencian lo complejo que es para el estudiante realizar la
transicion de la justificacion de propiedades geométricas desde sus primeras aproximaciones,
como la intuicién, hacia la demostracion en un contexto de la geometria formal (deduccion
formal). Los investigadores indican que el razonamiento configural permite explicar la
coordinacion de los procesos de visualizacion, entre la aprehensién operatoria y discursiva; y
gue dichas coordinaciones dentro de la resolucion de problemas sobre prueba en el ambito
geométrico pueden llevar a distintos desenlaces como la solucién (truncamiento o conjetura
sin demostracién) o la no solucién al problema. Ademas, afirman que la teoria del Espacio de
Trabajo Matematico, en su investigacion trabajan con el espacio de trabajo geométrico (ETG),
gue permite entender el ambiente institucional en el que se desarrollan las actividades
geométricas, es por ello que su investigacion tiene por objetivo analizar el razonamiento
configural de estudiantes de 3° y 4° se secundaria (15 y 16 afios) para describir los espacios
de trabajo geométrico personal de los mismos al realizar tareas sobre demostraciones de
propiedades geométricas. Sumado a ello, se indica que en el &mbito escolar se centra en dos
tipos de geometria o paradigmas que son la Geometria Natural (Geometria I) y la Geometria
Axiomatica Natural (Geometria Il), asi como el estudio de las transiciones entre estas dos

geometrias.

Respecto al desarrollo de su investigacion, participaron 38 estudiantes de 3° y 4° de

secundaria (15 y 16 afos). Proporcionaron a los estudiantes un cuestionario que contenia 4
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preguntas sobre demostraciones de propiedades geométricas, ademas, se indica que los
estudiantes no recibieron ninguna instruccién directa sobre la demostracion, ni sobre la
resolucion de los problemas de probar. Respecto al cuestionario, los cuatro problemas
planteados contenian figuras y para analizar los resultados lo realizaron en 4 fases, de los
cuales la primera consistio en la transcripcion y segmentacion de las respuestas escritas por
los estudiantes, la segunda consistié en una entrevista a cada uno de los estudiantes para
establecer el procedimiento de validacion que ha utilizado cada uno de ellos, luego como
tercera fase el andlisis de sus aprehensiones y por Ultimo, el andlisis de la organizacion
discursiva de las respuestas de los estudiantes. Como resultado, los investigadores indican
gue un tipo de razonamiento configural determina un tipo de discurso especifico y que el tipo
de respuesta que exige la tarea (depende del ETG en el que es planteado) determina el tipo
de razonamiento configural. Sumado a ello, encontraron dos obstaculos epistemoldgicos que
dificultan la transicién de la Geometria Natural, propia de las etapas elementales, a la
Geometria Axiomatica Natural, que debe desarrollarse al final de la etapa secundaria. Dichas
dificultades son: la distincion entre dibujo (representacion particular de una figura) y figura
(objeto geométrico abstracto caracterizado por las propiedades geométricas que los definen),
y la comprension de lo que una prueba matemética produce.

Ademéds, Henriquez y Kuzniak (2021) en su investigacion tienen como objetivo
analizar el trabajo geométrico de los profesores en formacion inicial, al resolver tareas en un
ambiente tecnoldgico digital, asi como también con lapiz y papel. Para la realizacién de dicha
investigacion usan el marco tedrico del Espacio de Trabajo Matematico (ETM), el cual permite
describir y analizar la articulacion entre dos procesos, cognitivos y epistemoldgicos con el fin
de analizar la actividad matemética del individuo cuando resuelve problemas. Su
investigacion analiza el ETM personal de futuros profesores al momento de resolver ciertas
tareas dadas. Respecto a la metodologia de su investigacion, es de tipo cualitativa y utilizan
el estudio de caso como estrategia de disefio de investigacion, considerando como unidad de
analisis el trabajo geométrico realizado por los futuros profesores de la Carrera de Pedagogia
en Matemaética de una Universidad Publica Chilena. Con relacién a la parte experimental para
la primera tarea participaron dieciocho futuros profesores, mientras que para la segunda tarea
participaron trece, indicando que se realizaron en distintos momentos de un curso y que los
estudiantes lo hicieron de forma voluntaria, y también que las respuestas de los mismos se
organizan segun tres tipos: Caso aislado, caso estandar y caso bloqueo. Ademdas, para el

andlisis del ETM personal solo seleccionaron a 3 estudiantes.

Con respecto a las tareas, los investigadores disefiaron como una primera tarea
geométrica a lapiz y papel, el cual favorece la visualizaciébn y la coordinacion de

razonamientos discursivos para la justificacion de sus procesos; por otro lado, también
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disefiaron otra tarea en un ambiente digital , siendo adaptada de la primera tarea, la cual
favorece el proceso de visualizacién dinamica al momento de usar el arrastre, sumado a ello,
favorece la exploracion y la validacion de propiedades geométricas mediadas por el uso de
la tecnologia digital. Referente a los resultados, los investigadores mostraron el contraste
entre el ETM previsto y el ETM personal de los estudiantes y la descripcion global de su
trabajo matematico. Por ultimo, los investigadores concluyen que a partir de los resultados de
su investigacion consideran que el uso del marco del ETM, como herramienta teérica y
metodolégica puede ayudar a detectar dificultades y a abordar la investigacion a partir del
disefio, y la resolucion de tareas especificas e intencionadas que se propone a los

estudiantes.

Asimismo, Henriquez et al. (2021) en su investigacién caracterizan el trabajo
matematico que propone un profesor a través de tareas y ejemplos que considera para la
ensefianza del Teorema de Tales. Los investigadores sefialan que el tipo de investigacion
gue proponen estid tomando mucha relevancia en los Ultimos afios, en ese sentido afirman
gue Badillo, Figueras, Font y Martinez (2013) se destaca la necesidad de tener una agenda
de investigacion que relacione el estudio de la préactica en aula con marcos o modelos

tedricos. Ademas, indican que se reconoce la diferencia entre el trabajo matematico previsto
y el implementado con relacion al disefio de tareas (Watson y Thompson 2015, como se Cit6

en Henriquez et al. 2021); es por ello que los investigadores apoyan la idea que el estudio del
trabajo matematico beneficia y clarifica las posibilidades de su uso por parte de los profesores
en el aula. También aclaran que no existe consenso sobre la definicion de tarea pues distintos
investigadores tienen conceptos distintos sobre ello; por otro lado, afirman que los ejemplos
desempefian un rol fundamental tanto en la matematica, como en su aprendizaje y

ensefanza.

Teniendo en cuenta todos estos factores, los autores consideran que la perspectiva
del Espacio de Trabajo Matematico propuesto por Kuzniak (2011) permite discutir sobre los
aportes al estudio del trabajo matematico del profesor en el aula, centrado en el uso de tareas
y ejemplos asociados a un determinado contenido, que en esta investigacion es el Teorema
de Tales. Los autores describen que en el ETM se diferencian dos tipos de elementos, el
primero representado por el plano epistemolégico cuyos componentes son: representamen,
artefactos y referencial; y el segundo representado por el plano cognitivo que esta constituido
por los siguientes componentes: visualizacion, construccion y prueba. Ademas de ello la
articulacion entre los dos planos se realizan mediante la génesis semiética, instrumental y
discursiva. Dentro de la génesis semiética, los autores consideran que existen dos niveles de
visualizacién que son la iconica y la no iconica, también destacan que dentro de la génesis

discursiva para su trabajo de investigacion consideran la prueba en el sentido de Balacheff
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(citado en Kuzniak, 2011) que propone dos tipos: pruebas pragmaticas y las pruebas

intelectuales. También resaltan que al hablar de “ejemplo”, usan los “ejemplos instructivos’

gue segun los autores esta propuesto por Zaslavsky (como se cité en Kuzniak, 2011).

Con respecto a la metodologia de la investigacion, es un estudio de caso basado en
un disefio unico en el cual el equipo de investigadores esta4 conformado por cuatro didactas
y un mateméatico que han disefiado un taller formativo dirigido a trece profesores de
matematica de un liceo publico, con la finalidad de que los participantes planteen mejoras en
torno a tareas y ejemplos para el aula, con relacion a un contenido matemético, sefialan
también que la participacion fue voluntaria. El taller propuesto contempla tres momentos
sesiones en la universidad, en el liceo y el trabajo en el aula de los docentes; un primer
momento en el cual los voluntarios presentan a los investigadores sus tareas y ejemplos que
pretenden impartir en clase, un segundo momento en el cual las tareas y ejemplos propuestos
son adaptados considerando elementos del ETM por parte de los investigadores y un tercer
momento en el cual lo profesores del taller seleccionaron a un representante para aplicar las
tareas y ejemplos adaptados. Para la seleccién del caso, los investigadores seleccionaron a
un profesor, llamado P1, de un grupo que seleccion6 como tema el teorema de Tales, debido
a su buena predisposicion durante el taller, pues se indica que estaba dispuesto a colaborar,
manifestar opiniones y escuchar a otros. También, indican que el grupo de P1, decide
incorporar para el momento 3 el uso de GeoGebra.

Respecto a los resultados de la actividad, se reconocen las génesis activadas, los
planos verticales originados, ciertos errores y dificultades por parte del profesor seleccionado,
pues se observa, por ejemplo, que tuvo errores en demostrar el Teorema de Tales y
dificultades al momento de utilizar el GeoGebra para conjeturar ciertos resultados. Como
conclusiones de la investigacién propuesta; los autores afirman que las limitaciones en su
estudio se relacionan con la recoleccién de datos, pues sélo se realizé el mismo a profesores
de un Unico liceo y afirman que en futuras investigaciones se puede explorar con profesores
gue pertenecen a otro contexto. Asimismo, consideran necesario generar tareas o actividades
focalizadas en el uso de herramientas tecnologicas que faciliten la gestion para la ensefianza
y el aprendizaje. Por otro lado, resaltan que su investigacién puede contribuir al desarrollo de
actividades de formacion del profesorado que propicien la reflexibon y mejoras en su
desempefio. Por ultimo, consideran que el ETM permite poner el foco en el tipo de trabajo
matematico que se plantea en el sentido de dotar de significado a los objetos mateméticos,

la construccion basada en el uso de artefactos y los razonamientos discursivos.

Dado que nuestra investigacion aborda el entender como los estudiantes aprenden la
semejanza de triangulos, se considera importante el aporte de las investigaciones

mencionadas; ademas, se destaca la importancia de la tecnologia en el desarrollo del
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aprendizaje del objeto matematico mencionado y el Espacio de Trabajo Matemético como
herramienta tedrica y metodoldgica para analizar las acciones de los estudiantes al momento
de realizar tareas. Teniendo como base las investigaciones de referencia, enseguida se
presenta la justificacion de la pertinencia de la tesis.

1.2 Justificacion

Para presentar la justificacion de la investigacién nos basamos en las investigaciones
de referencia y los documentos oficiales del Ministerio de Educacion del Pertd (MINEDU).

En el ambito internacional, Ubah y Bansilal (2019), Lufti y Jupri (2020) y Haj-Yahia
(2021), muestran las dificultades que tienen los estudiantes del nivel secundario en el
aprendizaje de la semejanza de triAngulos, especialmente con la identificacion de triAngulos
semejantes, el nivel de razonamiento geométrico, la capacidad espacial de los estudiantes y
la forma en cdmo conciben la definicion del objeto matematico. También, Ramirez y Ruiz
(2022) manifiestan que los estudiantes no sienten la necesidad de prueba y que la geometria
es un area clave para la investigacion tanto de la prueba, como la argumentacion y sefialan
la importancia del nivel de razonamiento geométrico que deben poseer los estudiantes para
poder interactuar entre lo visual y conceptual, aspectos importantes en el aprendizaje de la
semejanza de tridngulos. Ademas, Ferreyra y Silva de Almeida (2020) y Kim y Shin (2023)
afirman que los estudiantes confunden triAngulos semejantes y congruentes, pues la mayoria

toma los conceptos mencionados como si fueran lo mismo.

Por otro lado, considerando la importancia de la tecnologia digital en el aprendizaje y
la ensefianza de la semejanza de triangulos, investigaciones como las de Ferreyra y Silva de
Almeida (2020), Henriquez et al. (2021), Reichert y Horbach (2021), Brito y Bairral (2023) y
Kim y Shin (2023) muestran que el uso de la tecnologia digital permite que los estudiantes
mejoren la comprensién del concepto de la semejanza de triangulos y, en ciertos casos, la
congruencia. Ademas, estas investigaciones indican que GeoGebra, Scratch o Algeomath
permiten que los estudiantes exploren, las representaciones de triangulos y establezcan
conjeturas sobre semejanza de éstos. También que estas tecnologias fomentan la creatividad
y favorecen el desarrollo de otras habilidades, como las espaciales y l6gico-mateméticas.
También como menciona Ferreyra y Silva de Almeida (2020), las instituciones no deben
mostrarse neutrales frente a esta revolucién tecnoldgica, sino favorecer y proveer el uso de

tecnologia digital.

Asimismo, en Perl, Masgo (2021) y Cribillero (2022) sefalan que los estudiantes de
educacién secundaria, estudiantes entre los 14 y 15 afios de edad, presentan dificultades en
el aprendizaje de la semejanza de triangulos, por un lado Masgo (2021) reconoce a la
semejanza de triangulos como uno de los temas mas importantes de la geometria por sus

diversas aplicaciones en la vida diaria y que las dificultades que se presentan en el
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aprendizaje del concepto es debido al poco tiempo que se dedica a la ensefianza del objeto
matematico en mencion, al no uso de la tecnologia y al plantear tareas de tipo memoristico,
este ultimo factor también es mencionado por Kim y Shin (2023). Sumado a ello, Cribillero
(2022) también sefiala la tendencia de los estudiantes al confundir los conceptos de
semejanza y congruencia. Ademas, afirma que una propuesta didactica en la que se utilice la
tecnologia digital como GeoGebra (exploracién en el registro figural dinAmico el uso de
herramientas como el arrastre y el deslizador), también sefialado por Brito y Bairral (2023),
permitira una mejor comprension de la semejanza de triangulos y sus propiedades, asi como

también facilitara la interiorizacion y la aplicacién de este concepto en un contexto real.

Por otro lado, el Curriculo Nacional de la Educacion Basica (2016) establece los
aprendizajes que se espera que los estudiantes logren como resultado de su formacién
basica, en concordancia con los fines y principios de la educacion peruana, el Proyecto
Educativo Nacional y los objetivos de la Educacion Basica. El curriculo esta estructurado en
base a cuatro definiciones importantes que son: competencias, capacidades, estandares de
aprendizaje y desempefio. En el area de matemética, se tiene cuatro competencias: resuelve
problemas de cantidad, resuelve problemas de regularidad, equivalencia y cambio, resuelve
problemas de forma, movimiento y localizacion, y resuelve problemas de gestion de datos e
incertidumbre. Segun el Curriculo Nacional de la Educacion Béasica (2016), la educacion
secundaria abarca los ciclos VI (primero y segundo de secundaria) y VII (tercero, cuarto y
quinto de secundaria). Asimismo, el concepto semejanza de triangulos, se encuentra dentro
de la competencia “Resuelve problemas de forma, movimiento y localizacién”, la cual exige
el desarrollo de ciertas capacidades como “modelar objetos con formas geométricas y sus
transformaciones, comunicar la comprension sobre las formas y relaciones geométricas, usar
estrategias y procedimientos para orientarse en el espacio y argumentar afirmaciones sobre
relaciones geométricas”, ademas, corresponde al nivel 6 de desarrollo de la competencia
mencionada. Por ultimo, en el documento oficial se indica que el concepto de la semejanza
se estudia en todos los grados del nivel secundario, ya sea por conceptos como
proporcionalidad directa, regla de tres, proporciones, ampliacion y reduccién de figuras

geométricas.

Por las investigaciones mencionadas, se identifica una dificultad recurrente en la
comprension de la semejanza de tridngulos en estudiantes de secundaria, ya sean por
factores como la visualizacion, el nivel de razonamiento geométrico, capacidad espacial, la
forma en como se plantean tareas con un enfoque memoristico y la forma en cémo conciben
el concepto, en el sentido del mal manejo al momento de diferenciar la semejanza de la
congruencia. También, se resalta la importancia del uso de tecnologia digital en el desarrollo

del aprendizaje de la semejanza de triangulos y sus propiedades, haciendo que el estudiante
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analice y que en el contexto actual las instituciones no deben permanecer al margen del uso

de estas herramientas tecnologicas.

Ademas, investigaciones como la de Prior y Torregrosa (2020) y Henriquez y Kuzniak
(2021), Henriquez et al. (2021) sefalan al Espacio de Trabajo Matematico, como herramienta
tedrica y metodoldgica para analizar las acciones de los estudiantes al momento de realizar
tareas como, por ejemplo, tareas de prueba de propiedades geométricas. Sumado a ello,
ampliando las investigaciones de Masgo (2021) y Cribillero (2022) realizadas en el Peru
respecto al objeto mateméatico semejanza de triangulos, se pretende plantear en esta
investigacion una secuencia didactica compuesta por tres tareas, que nos permite analizar
ademas de las representaciones y las aprehensiones de las figuras, qué artefactos (digitales
0 no) utilizan los estudiantes para hacer dichas representaciones, qué conocimientos previos
movilizan y qué justificaciones proporcionan cuando resuelven las tareas de la secuencia
didactica. Por todo lo mencionado, en la presente investigacion se fundamenta en el Espacio
de Trabajo Matematico como herramienta tedérica y metodolégica para analizar las acciones
de los estudiantes de cuarto de secundaria cuando resuelven tareas sobre semejanza de

triangulos. De lo anterior, presentamos la pregunta y objetivos de la investigacion.

1.3 Preguntay objetivos de lainvestigacion

En esta investigacion nos planteamos la siguiente pregunta:

¢Cudl es el trabajo matematico de estudiantes de cuarto afio de secundaria, al
resolver una secuencia didactica sobre semejanza de triAngulos con el uso de tecnologia
digital?

Con el propo6sito de responder la pregunta planteada, presentamos el objetivo general

y los objetivos especificos de nuestra investigacion.

Objetivo General
Analizar el trabajo matematico de estudiantes de cuarto afio de educacion secundaria
al resolver una secuencia didactica sobre semejanza de triangulos con el uso de tecnologia

digital.

Objetivos especificos
e Identificar las génesis semidtica, instrumental y discursiva que activan los estudiantes
al resolver tareas sobre semejanza de triangulos.
e Identificar los planos verticales que se activan cuando los estudiantes resuelven

tareas sobre semejanza de triangulos.
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e Caracterizar los paradigmas de la geometria que los estudiantes privilegian al resolver

tareas sobre semejanza de tridngulos.

A continuacion, se presentan los aspectos tedricos del Espacio de Trabajo
Matematico.

1.4 Aspectos tedricos del Espacio de Trabajo Matemético

A continuacion, se detallan aspectos sobre el Espacio de Trabajo Matemético (ETM)
cuya nocién de acuerdo con Kuzniak y Richard (2014) amplia la nocién de espacio de trabajo
para la geometria, introducida por Kuzniak y Houdement (citados en Kuzniak y Richard, 2014)
y que esta nocion tiene por objetivo una mejor comprension del trabajo matematico en un

marco escolar desde un punto de vista didactico.

Los investigadores explican que el ETM es “un espacio concebido que designa un ambiente
pensado y organizado que facilita el trabajo de los individuos al resolver problemas
matematicos”. (p.6), estos individuos segun Kuzniak et al. (2016) pueden ser un experto
(matemético profesional), un profesor o un estudiante, pero que en el ambito escolar los
individuos por lo general no seran expertos, sino estudiantes. También, explican que el trabajo
matematico es una actividad racional orientada hacia un objetivo particular que puede ser
apoyado o0 no en el uso de instrumentos y artefactos especificos. Ademas, los objetos y
resultados producidos por el trabajo matematico se distribuyen en dominios que permiten la
estructuracion de la investigacion en matematicas y permiten apreciar la diversidad de la

actividad matematica.

Estos dominios matematicos estan determinados segun la naturaleza de los objetos
estudiados (Montoya y Vivier, 2014 como se cit6 en Kuzniak et. al, 2016), por ello, para poder
diferenciarlos es fundamental conocer los principios epistemolégicos de estas diferencias.
Entre los dominios mas trabajados estan la geometria, aritmética, algebra, analisis,
probabilidad y estadistica. Sumado a ello, un dominio matematico “va a ser objeto de
diferentes interpretaciones cuando sea objeto de una transposicion didactica para ser
ensefado, y estas interpretaciones, dependeran también de las instituciones escolares”
(Kuzniak et. al, 2016, p.238) “, estos distintos puntos de vista seran tomados en cuenta en un
enfoque a través de paradigmas, como un conjunto de creencias, técnicas y valores que
comparte un grupo cientifico, que para nuestro caso en el dominio de la geometria segun
Houdement y Kuzniak (citados en Kuzniak y Nechache, 2021) son tres paradigmas distintos
gue van a permitir clarificar y organizar los distintos puntos de vista que predomina en la

geometria.
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Con respecto a los problemas matematicos, Kuzniak et al. (2016) indica que, si bien
no son parte del ETM, estos son su razén de ser, pues el ETM debe ser un medio para
resolver problemas y ello permite su estructuracion tanto institucional como personal. Con
respecto a las tareas, de acuerdo con Sierpinska (citado en Kuzniak et al., 2016) se refiere a
cualquier tipo de problema matematico con suposiciones y preguntas claramente formuladas,

pueden ser resueltos por los estudiantes en un tiempo predecible.

El ETM articula dos planos segun Kuzniak (citado en Kuzniak y Richard, 2014), uno
de naturaleza epistemologica, relacionada a los contenidos matematicos. Este plano, esta
constituido por tres componentes, propias de la actividad matemética, los cuales son: el
representamen, definido como un conjunto de representaciones semiéticas, que puede estar
relacionado con el objeto bajo formas de naturaleza abstracta: iconos, indicios y simbolos;
los artefactos que es el conjunto de herramientas o software y el referencial que esta

constituido por las definiciones y propiedades. Ademas, segun Kuzniak et al. (2016):

El plano epistemoldgico permite estructurar la organizacion matematica del ETM
dandole sentido que, en el caso de la geometria, los paradigmas geométricos ayudan
a definir. (p. 247)

El otro plano, de naturaleza cognitiva, relacionado al pensamiento del individuo al
momento de resolver tareas matematicas. Este plano, consta de tres componentes que son:
la visualizacion, asociada a esquemas y operaciones de uso sobre los signos; la construccion
gue esta determinada por los instrumentos utilizados, y la prueba; que se transmite a través

de la validacion de procesos a partir de un referencial tedérico.

Sumado a ello, los autores sefialan que la forma de que estos dos planos se articulan
con el fin de realizar el trabajo matematico esperado, se da mediante tres génesis
fundamentales: Una génesis instrumental, que permite hacer operatorios los artefactos en el
proceso constructivo, una génesis semibtica, basada en los registros de representacion
semidtica, el cual asegura a los objetos del ETM su estatus de objetos mateméaticos
operatorios, y una génesis discursiva, asociada a la prueba que dara un sentido a las

propiedades para ponerlas al servicio del razonamiento matematico.
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Figura 1
Planos del Espacio de Trabajo Matematico

Nota: Adaptado de Kuzniak y Nechache (2021, p. 274)
Planos verticales

Para analizar y comprender de forma precisa el trabajo matematico, se consideran
tres planos verticales: el plano semiético-instrumental [Sem-Ins], instrumental-discursivo [Ins-
Dis] y semidtico-discursivo [Sem-Dis], que de acuerdo con Kuzniak y Richard (2014), estos
planos se conectan con las fases del trabajo matematico al momento que los individuos
realizan la tarea y, que la ejecucion efectiva de éstas fases define ciertas competencias
matematicas fundamentadas sobre la coordinacion de las génesis y sus relaciones con el
plano epistemoldgico. Por ello, el primer plano [Sem-Ins] esta respaldado por la génesis
semiética e instrumental, el segundo plano [Ins-Dis] se apoya en las génesis instrumental y

discursivay, el tercer plano [Sem-Dis] esta respaldado bajo las génesis semidtica y discursiva.

Por ultimo, los autores sefialan que la precision de las definiciones de estos planos y

la descripcion de sus interrelaciones dependen del ambito matematico en el que se estudia.
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Figura 2

Planos verticales del ETM

Nota: Adaptado de Kuzniak y Nechache (2021, p. 274)

A continuacién, se presenta los tipos de ETM.

TIPOS DE ETM

Montoya-Delgadillo y Reyes (2022) indican que el estudio didactico del trabajo

matematico es complejo debido a que intervienen muchas variables. Los autores indican que

para la ejecucion logica y consistente del trabajo matematico depende tanto del conocimiento

gue las instituciones quieren ensefiar a sus estudiantes, como de las organizaciones

educativas con profesores que desempefian un rol fundamental en la supervision diaria del

proceso de ensefianza, y estudiantes con el propoésito de adquirir y desarrollar sus

conocimientos. En ese sentido, con el propdsito de abarcar los diversos tipos de trabajo

matematico que pueden surgir en el entorno educativo, se definen los tres tipos de ETM, de

los cuales se pone énfasis para esta investigacion en el ETM personal:

ETM de Referencia: Es un espacio definido por la comunidad cientifica, en el
sentido de que los individuos de esta comunidad acuerdan formular
problemas, organizan las soluciones, privilegiando ciertas formas de
pensamiento.

ETM idoneo: Es un espacio en el cual segun Kuzniak y Richard (2014) el
profesor elige y gestiona las tareas propuestas a los alumnos ofreciéndoles la
posibilidad de resolver de una forma adecuada conforme a las expectativas
institucionales descritas en el ETM de referencia. Ademas, los autores indican

gue este ETM no es fijo y se debe ir modificando de acuerdo con la realidad
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de los alumnos. Sumado a ello, para Kuzniak y Richard (2014, p.9) “en una
institucion escolar dada, En una institucion escolar dada, la resolucion de un
problema supone que un ETM idoneo se puede organizar para permitir a un
alumno comprometerse en la resolucion del problema”.

e ETM personal del estudiante: Segun Kuzniak y Richard (2014), si un problema
es propuesto a un estudiante, entonces el tratamiento mateméatico que éste
dara al problema se realizara dentro de lo que ellos han denominado un ETM
personal del estudiante. Por ello, un estudiante activa su ETM personal cuando
aplica sus conocimientos matematicos y capacidades cognitivas en la
resolucion de una tarea dada. Ademas, los autores indican que este ETM esta
relacionado con el ETM idoneo, dado que éste permite al estudiante su
compromiso en la resolucion del problema. Por otro lado, Menares Espinoza 'y
Vivier (2022) indican que los ETM personales no necesariamente tienen
coherencia epistemoldgica o cognitiva, ya que pueden existir situaciones (en
el caso de nuestra investigacién) como no saber la definicion de la semejanza
de los tridngulos, no identificar los tridngulos semejantes, la confusion ente la
semejanza y congruencia de triAngulos, no poder operar de forma correcta la
medida de los angulos y/o lados de los triangulos, entro otros; es por ello que
los autores consideran que es muy importante identificar los ETM personales
ya que estos permiten reconocer obstaculos y errores de tal forma que se
pueda comprender las dificultades por parte de los estudiantes y adaptar los
ETM idéneos para desarrollar un ETM personal coherente, consistente y

conforme.

Reyes Avendafio (citado en Montoya-Delgadillo y Reyes Avendafio, 2022) indica que, en la
teoria de Espacio de Trabajo Matematico, los paradigmas han sido propuestos segin un
estudio histérico-epistemolégico y didactico del dominio que se trabaja como la geometria,
analisis, probabilidad, entro otros teniendo como objetivo agrupar conocimientos y procesos
cognitivos en cada paradigma. Sumado a ello, afirma que los paradigmas en el Espacio de
Trabajo Matematico tienen como propésito definir caracterizaciones mas claras del trabajo
matematico que surge en un ambiente educativo. Para nuestra investigacion, consideramos

los paradigmas en el dominio de la geometria.
PARADIGMAS EN EL DOMINIO DE LA GEOMETRIA

Segun Kuzniak (2018), en la ensefianza de la geometria, los paradigmas geométricos
han sido introducidos por Houdement y Kuzniak (citados en Kuzniak, 2018) que son:

Geometria-I, Geometria-Il y Geometria-1ll. Ademas, segun el autor estos paradigmas no
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estan organizados en una jerarquia ya que sus ambitos de trabajo son distintos y la eleccion
de la forma de resolver un problema depende del propdsito del problema y del individuo que

lo resuelve.
A continuacion, se presentan los tres paradigmas de la geometria:

El paradigma Geometria-l, también llamada Geometria natural, de caracter
tecnoldgico. Esta relacionada con la realidad, por ello los objetos estan definidos por el
modelo geométrico en correspondencia con la realidad espacial y local del individuo. Ademas,
para validar una afirmacién se realizan argumentos basados en la percepcion, el experimento
y la deduccion; los medios de prueba son de tipo material; es decir, se utilizan objetos
concretos o artefactos para la representacion del objeto y aparecen con una concepcién de
las matematicas como un conjunto de herramientas para fomentar actividades empresariales

y econdmicas en las que la geometria proporciona para resolver problemas de la vida diaria.

El paradigma Geometria-ll, lamada Geometria axiomatica natural, cuyas bases estan
en la geometria euclidiana, la cual se construye sobre un modelo que se acerca a la realidad
sin llegar a ser completamente parte de ella. El sistema axiomético puede ser incompleto y
las demostraciones deben ser desarrolladas dentro de este sistema axiomatico establecido.
Kuzniak (2018) indica que tanto la Geometria | y Il estan muy vinculados con la realidad,

aunque de distintas formas.

El paradigma Geometria-lll, llamada Geometria axioméatica formal, que segun el autor
no suele estar presente en la etapa escolar obligatoria, pero si lo estd en una etapa de
formacion de profesores en matematicas avanzadas. Ademas, el sistema axiomatico es
completo y no tiene como prioridad las aplicaciones a un contexto real, es una geometria mas

rigurosa y formal que trabaja con problemas logicos.
A continuacién, se presenta la metodologia que se seguira en esta investigacion.

1.5 Metodologia de la investigacién

La presente investigacion es de tipo cualitativa, en el sentido de Hernandez et al.
(2014) dado que esta metodologia permite comprender los fenédmenos explorandolos a través
de interpretaciones y significados de los individuos en su ambiente natural y en relacion con
el contexto. Para esta investigacion se opta por este tipo de metodologia, ya que se busca
explorar de una manera mas profunda cémo los estudiantes aprenden, aplican e interpretan
la semejanza de tridngulos a través de las experiencias y las percepciones de éstos, partiendo

del trabajo matemético que realizan cuando resuelven las tareas de la secuencia didactica.

Los autores presentan nueve fases metodolégicas: la idea, planteamiento del

problema, inmersion inicial en el campo, concepcién del disefio de estudio, definicién de la
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muestra inicial y acceso a ésta, recoleccion de datos, andlisis de datos, interpretacion de
resultados y elaboracion del reporte de resultados. Sumado a ello, los autores consideran
que, si bien hay una revision inicial de la literatura, ésta se puede complementar en cualquier

etapa del estudio y que en ciertas ocasiones es necesario regresar a etapas previas.

Para esta investigacion, se realiza una adaptacion a 4 fases que estan compuestas
por: el planteamiento del problema, el estudio de la semejanza de triangulos, experimento y

analisis, y conclusiones y perspectivas futuras.

A continuacion, se presentan las cuatro fases que corresponden a los procedimientos

metodolégicos de la tesis.

Figura 3

Fases de la investigacion

Nota. Adaptado de Hernandez et al. (2014)
A continuacion, se presenta detalladamente el contenido de cada una de las fases:

Fase 1: Planteamiento del problema: En esta primera fase se presentan las
investigaciones de referencia; la justificacibn de la investigacion, aspectos teoricos y
metodolbégicos como la teoria Espacio de Trabajo Matematico, la pregunta de investigacion y

los objetivos, general y especificos.

Fase 2: Estudio de la semejanza de tridngulos: Esta fase estd conformada por los
aspectos histéricos y didacticos del objeto semejanza de triAngulos, esto Ultimo sera

analizado desde la teoria Espacio de Trabajo Matemético.

Fase 3: Experimento y andlisis: En esta fase se presenta el ambiente en el cual se
realiza la investigacion, en nuestro caso una institucion educativa particular; los sujetos de
investigacion son tres estudiantes de cuarto afio de secundaria. Ademas, en base a las fases

1y 2, se presenta la secuencia didactica elaborada sobre la semejanza de triangulos, la cual
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esta compuesta por tres tareas en el cual antes de iniciar con éstas, se desarrolla una
actividad inicial que consiste en una introduccion para los estudiantes con el objetivo que se
familiaricen con las herramientas de GeoGebra. Sumado a ello, se proponen tres tareas
donde la primera tarea esta relacionada con el criterio Lado-Lado-Lado, la segunda,

relacionada con el criterio Angulo-angulo y la tercera tarea de indole extra matematica.

Para la aplicacion de la secuencia se realizara un taller, uno de forma virtual (la
actividad inicial) y 2 sesiones presenciales, donde se realizan las tres tareas, que tendrd una
duracién de 90 minutos aproximadamente por sesion. El taller sera programado fuera del
horario de clases, en el cual se realiza una sesion virtual sincrona donde el investigador
explica el uso de las herramientas de GeoGebra con el fin que los estudiantes puedan
manipular y construir figuras, ademas se subira a la plataforma Google Classroom un video
donde el investigador se graba explicando sobre el uso del GeoGebra, con el fin de que el
estudiante tenga un recurso adicional para la elaboracién de la construccion de la figura de
la primera tarea; cabe resaltar que ésta construccion el estudiante lo realizard acompafiado

del investigador.

Por otro lado, con respecto a la Ultima parte de la primera tarea y las dos tareas
siguientes se realiza de forma presencial en la sala de computo de la institucion educativa,
gue tiene computadoras para el trabajo individual de los estudiantes dado que se utilizara
GeoGebra en linea, asi como también el Google Classroom para que los estudiantes puedan
subir y grabar sus archivos. Ademas, el profesor a cargo de las sesiones es el investigador
(profesor-investigador) que asume un rol participante, acompafiando a los estudiantes en el
desarrollo de la tarea para asegurar el cumplimiento de las indicaciones. Ademas, realiza
entrevistas posteriores con el fin de que los estudiantes validen y reflexiones sobre sus

propias respuestas.

Ademas, los instrumentos que se utilizaron en las sesiones y que permitieron
recolectar datos son fichas de trabajo, archivos de GeoGebra y grabacién en video y audio.
Las fichas de trabajo permitieron obtener la evidencia fisica del desarrollo de las tareas por
parte de los estudiantes, registrando sus procedimientos, razonamientos y respuestas. Los
archivos generados en GeoGebra, por su parte, almacenan las construcciones dindmicas
realizadas por los estudiantes, lo cual facilitd al investigador obtener una informacion
detallada de las acciones y decisiones de los estudiantes al interactuar con esta herramienta
tecnolégica. Respecto a las grabaciones de video y audio, éstas permitieron obtener el
registro de las interacciones y los procedimientos de los estudiantes, lo que facilitd al
investigador describir y analizar en detalle las acciones llevadas a cabo durante el desarrollo

de las tareas.
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Para el andlisis de los datos recolectados, se selecciond a tres estudiantes que
cumplieron con los criterios de seleccion que fueron establecidos previamente por el
investigador. Dichos criterios incluyeron: la participacion en las dos sesiones del taller, el
cumplimiento de las indicaciones en las tareas asignadas, la entrega de las tareas en el
tiempo indicado, asi como la riqgueza y profundidad del trabajo matematico desarrollado. Esta
eleccién de los tres estudiantes se fundamentd en que sus producciones ofrecian elementos
suficientes para un analisis detallado y representativo para el estudio en esta investigacion.
En cuanto a los demas estudiantes, no fueron considerados para el analisis debido a diversas
razones: algunos no completaron las tareas asignadas, otros presentaron muchas dificultades
en el manejo de las herramientas de GeoGebra, algunos no asistieron a una de las sesiones,
y en ciertos casos, otros estudiantes se retiraron antes de terminar la sesion presencial por

motivos personales o técnicos.

Respecto a los aspectos éticos en la colecta de datos, a los padres o apoderados de
los estudiantes participantes en esta investigacion se les informé previamente sobre los
objetivos, procedimientos y alcances del estudio mediante una carta de consentimiento
libre e informado (ver Anexos). En dicho documento se especificaron los fines académicos
y educativos de la investigacion, asi como la solicitud de autorizacion para el uso de imagenes
(fotografias, audio y video), produccion escrita y testimonios de sus hijos(as) exclusivamente
para propositos de andlisis y difusiébn académica (como en articulos, tesis, presentaciones,
etc.).

Asimismo, se comunicé que la participacion era voluntaria y que la identidad de los
estudiantes seria resguardada mediante el uso de seuddénimos, garantizando asi el
anonimato y la confidencialidad de la informacion recogida, en concordancia con la normativa
ética vigente de la Pontificia Universidad Catdlica del Perd y la legislacién nacional

relacionada con la proteccion de menores (Ley N.° 27337, Cadigo del Nifio y del Adolescente).

Por otro lado, el andlisis de la produccion matematica de los tres estudiantes se
realizara en base al método para analizar el trabajo matematico personal del ETM (top-down
- bottom-up) de Kuzniak y Nechache (2021), también se presentaran los criterios del andlisis
del trabajo matematico de Henriquez et al. (2021). Para el andlisis de la circulacion del ETM
de la etapa arriba-abajo (top-down) se utiliza un protocolo con descriptores relacionados con
criterios referidos a las génesis y sus respectivas componentes, esta informacion permitira
reconocer los planos verticales que activan los estudiantes cuando realizan las tareas

propuestas.

En la Tabla 1, se presenta el protocolo para el andlisis de la circulacién del ETM en la

etapa arriba-abajo (top-down).
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Tabla 1
Protocolo para el analisis de la circulacion

Criterio Componentes Descriptor

Génesis semidtica Relaciona objetos matematicos y sus
Representamen L
elementos significantes.

Interpreta y relaciona los objetos matematicos
segun actividades cognitivas ligadas con los
registros de representaciones semioticas

_ S (identificacion, tratamientos, conversiones).
Visualizacion

El proceso de visualizacion considera dos
niveles de identificacion visual de objetos
(visualizacién iconica, visualizacion no-

icénica).
Génesis Utiliza artefactos de tipo material o un sistema
. Artefacto T
instrumental simboalico.
Se basa en las acciones desencadenadas por
Construccion los artefactos utilizados y las técnicas de uso
asociadas.
Génesis discursiva Referencial Utiliza definiciones, propiedades o teoremas.
El razonamiento discursivo se basa en una
Prueba

prueba (pragmatica, intelectual).

Nota. Tomado de Henriquez et al., 2021, p.129

Este analisis se enfoca en examinar de qué forma se articulan los procesos que
generan el trabajo matematico y determinar si éstos se alinean de maneratotal o parcialmente

a unos de los tres paradigmas en el dominio de la geometria.

Fase 4: Conclusiones y perspectivas futuras: En esta fase se presentan las conclusiones
relacionadas a los objetivos de la investigacion y el marco teérico. También, se presenta una
descripcion general del andlisis de las acciones de los estudiantes al desarrollar las tareas,
la importancia de la tecnologia en su trabajo matematico y cdmo influye en el estudiante en
el desarrollo de éstas. Sumado a ello, se presentan las dificultades que presentaron los

estudiantes en el desarrollo de la secuencia didactica.

También, se presentan perspectivas futuras para nuevas investigaciones que tengan
a la presente investigacion como base, ya sea utilizando otras tecnologias digitales o
adaptando la presente investigacion a otro nivel académico o a la formacién continua de

profesores con base en el ETM u otras teorias de la didactica de la matematica.
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Capitulo Il: Semejanza de triAngulos

En este capitulo se presentan los aspectos histdricos y didacticos de la semejanza de
triangulos en los cuales se presenta la evolucion del concepto de la semejanza de triangulos,
asi como también se presenta y se analiza materiales de estudio para estudiantes de cuarto
afio de secundaria de las editoriales Santillana y Corefo del afio 2028, todo bajo los aspectos
relacionados a la teoria del Espacio de Trabajo Matematico.

2.1 Aspectos historicos

Boyer (1994), indica que toda afirmacion que se haga respecto al origen de la
matematica es arriesgada y conjetural. Ademas, respecto a la época prehistorica, las
afirmaciones hechas dependen de las interpretaciones basadas en los pocos datos que se
han conservado, por ello indica que Herodoto tenia la idea que la geometria se habia
originado en Egipto, ya que creia que habia surgido a partir de una necesidad de trazar lindes
de las tierras después de que éstas fueran inundadas, mientras que Aristételes tenia la idea
de que la geometria tuvo su origen basado en el ocio y el ritual sacerdotal. También, el autor
indica que, en el Papiro de Rhind, especificamente en el problema 56 contiene unas nociones
de trigonometria y de teoria de triAngulos semejantes ya que para la construccion de las
piramides era importante mantener una misma pendiente en cada cara, lo que llevo a los
egipcios a introducir un concepto equivalente al de la cotangente de un angulo, pues en Egipto
se solia medir la pendiente de una linea recta por medio de la razén entre el “avance” y la
“subida” denominada por “seqt”, término que significa la separacion horizontal de una recta

oblicua del eje vertical por unidad de variacién en la altura.

Respecto a los babilonios, el autor indica que hay una divisiébn de opiniones con
relacion a si ellos estaban familiarizados o no con el concepto de semejanza de figuras,
aunque afirma que es muy probable que si lo estaban. Sumado a ello, la semejanza de
circunferencias se daba por hecho en Mesopotamia y los diversos problemas sobre medidas
de tridngulos que aparecen en las tablillas cuneiformes, hacen pensar una cierta nocion
respecto al concepto de semejanza. También, indica que se conserva una tablilla en el museo
de Bagdad en la que se representa un triangulo rectangulo ABC de lados a=60, b=45y c=75,
subdividido en cuatro triangulos rectangulos menores ACD, CDE, DEF y EFB, de areas 8,6,
5,11;2,24,3,19;3,56,9,36 y 5,53;53,39,50,24 tal y como se muestra en la figura 4
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Figura 4

Triangulo rectangulo subdivido en cuatro triangulos rectdngulos menores

c E B

A
Nota: Tomado de Boyer (1994, p.64)

A partir de los valores mencionados, Boyer (1994) indica que el escriba calcula la
longitud de AD como 27, utilizando de forma aparente un cierto tipo de “férmula de
semejanza” que es equivalente al teorema que dice que las areas de figuras semejantes son
entre si como los cuadrados de lados correspondientes. También se calculan las longitudes
de los lados CD y BD, iguales respectivamente a 36 y 48, y aplicando la misma “férmula” a
los triAngulos BCD y DCE se obtiene la longitud de CE, igual a 21;36. Por ultimo, el autor

menciona que el texto se interrumpe de forma brusca a mitad del célculo del lado DE.

Por otro lado, Lemonidis (1990) indica que, la propiedad de la conservaciéon de la
relacion bajo la condicion de paralelismo fue descubierta por Tales (639-548 a.C.),
considerado como el primero de los sietes sabios de Grecia, y esta propiedad sirve como
base para diversas construcciones matematicas, ademas sefiala que la propiedad
mencionada era usada con relacién al calculo de la altura de las piramides de Egipto. Sumado
a ello, respecto a coémo Tales calculaba las alturas de las piramides, Boyer (1994) indica que
existen fuentes que cuentan que Tales realizaba estas medidas observando las longitudes
de las sombras de las piramides en el momento en que la sombra que proyectada por un palo
vertical era exactamente igual a su altura, lo que evidencia su aproximacioén a las ideas de
semejanza de triangulos. Sumado a ello, Nolasco y Velazquez (2013) consideran a Tales
como el inventor del método deductivo que hace de la geometria una ciencia racional que se
adapta a la realidad de una manera perfecta, estableciendo asi el inicio del razonamiento
geomeétrico, ademas al introducir el concepto de semejanza en el razonamiento proporcional,

se precisan los conceptos de razon y proporcion.

Por otro lado, el autor sefiala que Euclides en su libro VI de los Elementos trata figuras
semejantes utilizando la teoria de proporciones del libro V, en el cual se encuentra cémo

Euclides identifica intuitivamente las caracteristicas de semejanza (congruencia de angulos,
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conservacion de proporciones) y define sus propiedades (casos de semejanza). Ademas, se

menciona la proposicion 2 de Tales y su inversa la cual establece que: “Si trazamos una recta

paralela a uno de los lados de un tridngulo, ésta recta interceptara proporcionalmente a los

lados de este tridngulo; y si los lados de un triangulo se cortan proporcionalmente, la linea

gue une las secciones sera paralela al lado restante del triangulo”, para la demostracion de

esta proposicion, Euclides usa la proposicion 1 que establece que la razén de las areas de

dos tridngulos de la misma altura es la razon de las dos bases.

Figura 5

Grafica para la demostracion de la proposicion 2 de Tales, en el cual se traza el segmento

ED paralelo al segmento CB

C B

Nota: Tomado de Lemoénidis (1990, p.14)

Sumado ello, Lema&nidis (1990) indica que, entre las 33 proposiciones contenidas en

el libro mencionado hay algunas que se refieren a triangulos y poligonos semejantes de las

cuales se mencionan las siguientes:

Proposicion 4 (Primer caso de semejanza): En los tridngulos equiangulos, los
lados que forman angulos iguales son proporcionales; y los lados que
subtienden los angulos iguales, son homadlogos.

Proposicion 5 (Tercer caso de semejanza): Si dos triangulos tienen lados
proporcionales, seran equiangulos y tendran los angulos subtendidos por los
lados correspondientes.

Proposicion 6 (Segundo caso de semejanza): Si dos triangulos tienen un
angulo igual a un angulo, y si los lados alrededor de los angulos iguales son
proporcionales, estos dos tridngulos seran equiangulos y los &angulos
subtendidos por lados homologos seran iguales.

Proposicion 19: Los triAngulos semejantes tienen una proporcion doble de
lados homélogos entre si. (es decir, la razon de las areas de dos triangulos

similares es igual al cuadrado de la raz6n de semejanza)
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e Proposicion 20: Los poligonos semejantes se pueden dividir en tridngulos
semejantes, iguales en namero, y contrapartes de poligonos; y el poligono
tiene con el otro poligono una razén doble de la que tiene un lado homélogo

tiene con un lado homélogo.

Boyer (1994) sefala que, se le atribuye a Pitagoras la construccién de los poliedros
regulares y la teoria de las proporciones, ademas los origenes de esta teoria se pueden
remontar en los babilonios debido a que, Pitagoras aprendié en Mesopotamia las medias
aritméticas, geométrico y armonica; asi como también la proporcién aurea. Por otro lado,
Nolasco y Velazquez (2013) afirma que la escuela Pitagoérica se basaba en la idea de que
“todo es numero” y eso por ello que para los pitagéricos un nimero podia relacionarse con
cualquier magnitud lo que conlleva al intento de relacionar los nimeros y las magnitudes por
medio de las proporciones, lo que permitia resolver problemas geométricos de forma

algebraica.

Ademas, Lemonidis (1990) sefiala que, luego de esta época griega, existen dos
periodos mas respecto a la evolucion historica de la semejanza. El periodo del siglo XVI al
XVII en el cual se desarroll6 de manera paulatina la nociéon de transformacién sin llegar a
conceptualizarla, dado que aparece la aplicacion de las transformaciones a todo el espacio.
También, el autor sefiala que este periodo esta marcado por el desarrollo de la geometria
analitica y que “la semejanza y la homotecia se expresan de manera funcional, como la

proyeccién de una figura a otro desde un centro de semejanza” (Lemonidis 1990, p. 23).

Por otro lado, en los siglos XIX y XX, el autor lo considera un periodo de estructuracion
y algebrizacién de la geometria en el cual la nocién de transformacién con su actual
significado, es la base de la nueva geometria. También, la homotecia y la semejanza son
considerados como objetos matematicos en el siglo XIX, y que durante la segunda mitad de
este siglo apareci6é de forma dinamica (como transformacion), dado que antes de este tiempo
la homoteticidad sélo aparecia de forma estatica a través de figuras similares fijas. En ese
sentido, Nolasco y Velazquez (2013) indican que el concepto de la semejanza se concibe
como una transformacién caracterizada pues se busca una transformacion resultante de dos

0 mas transformaciones a través de un tratamiento.

2.2 Aspectos didacticos de la semejanza de triangulos

En esta parte se analiz6 el libro en version digital de la editorial Santillana de actividad
para el afio 2018 orientado para estudiantes del cuarto afio de secundaria, en el que presenta
los aspectos didacticos relacionados al objeto de estudio semejanza de triangulos, analizados

a la luz de las herramientas de la teoria del Espacio de Trabajo Matematico.
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Tarea 1: Esta tarea (ver Figura 6) consiste en determinar la medida de la hipotenusa
de un tridngulo rectangulo A’B’C’, teniendo como referencia a un tridngulo ABC semejante a
éste. Ademas, para poder llegar a la solucion de la tarea se puede observar la representacion
figural de los triangulos y los &ngulos correspondientes.

Figura 6

Aplicacién directa de la semejanza de triangulos

Obtener la medida x, si ABC y A'B'C’ son triangulos semejantes

Como los triangulos son semejantes:

A'C" AB
AC ~ AB

Sustituyendo los valores en la proporcion

Entonces

13(18)
X =

=19.5
12

Nota. Guia de recursos didacticos Matematica 4, (p. 58), Santillana, 2018

Con esta tarea se moviliza la nocion de semejanza de triangulos y la proporcién de
los lados homodlogos de los triangulos. Sumado a ello, se propicia la activacion del
componente representamen del plano epistemolégico cuando se presenta la representacion
figural del triAngulo y de un angulo pintado de color verde, el cual indica la representacion de
angulos correspondientes, el cual conduce al proceso de visualizacion al reconocer e
interpretar los triangulos semejantes, todo ello origina la activacion de la génesis semiética.
Ademas, para determinar la medida de la hipotenusa del triangulo A’'B’C’, es necesario
conocer la propiedad de la relacién de lados homdlogos entre dos triangulos semejantes,
tomando esta propiedad como el referencial se justifica la igualdad de dos razones mediante
un proceso de prueba, activando la génesis discursiva y luego mediante un proceso de
construccion, tomando como artefacto simbodlico a la operacion de la division que se
determina el valor de la medida de la hipotenusa solicitada, activando la génesis instrumental.
La activacion de éstas tres génesis da origen a la activacion de los tres planos verticales

Semiético-Instrumental, Instrumental-Discursivo y Semidtico-Discursivo.
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Tarea 2: La siguiente tarea (ver Figura 7) exige que se trabaje de manera grupal, no
especifica la cantidad de estudiantes, donde se muestra una imagen de los triAngulos que se
tienen que construir con sus respectivas medidas. Ademas, se solicita que se calcule el valor

de la hipotenusa de uno de los triAngulos construidos.

Figura 7

Construccion de triangulos semejantes con lapiz y regla

Nota. Guia de recursos didacticos Matematica 4, (p. 59), Santillana, 2018.

En esta tarea se moviliza la nocion de semejanza de tridngulos y la proporcionalidad
de los lados homélogos de los mismos. Ademas, se propicia la activacion de la componente
representamen del plano epistemologico al presentarse la representacion figural de los
triangulos rectangulos semejantes, el cual conduce al proceso de visualizacion del plano
cognitivo al reconocer e interpretar los triangulos semejantes; por tanto, se origina la

activacion de la génesis semiética.

Sumado a ello, para la construccién de los triangulos rectangulos semejantes se
solicita el uso de la regla, impulsando la activaciéon del artefacto del plano epistemoldgico, en
consecuencia, se emplea el proceso de construccién del plano cognitivo dado que permite
interpretar las marcas de la regla de tal forma que se pueda medir de una manera exacta los
catetos y la hipotenusa de los triangulos rectangulos presentados en la figura, todo ello origina

la activacion de la génesis instrumental.

Para determinar la longitud de la hipotenusa del triangulo B, es necesario reconocer

el criterio de semejanza y la propiedad de la proporcién de los lados; es decir, el componente
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referencial del plano epistemol6gico y mediante un proceso de prueba se justifica la igualdad
de las razones de los lados homdélogos, dando origen a la génesis discursiva. Luego, tomando
como artefactos simbdlicos a las operaciones de division y multiplicacion, se determina el
valor de la medida de la hipotenusa solicitada mediante un proceso de construccion, lo que

origina nuevamente la activacion de la génesis instrumental.

Tarea 3: Esta tarea (ver Figura 8) exige la construccion de un triangulo semejante
partiendo de un tridngulo inicial. Ademas, para llegar a la solucién de la tarea se proporcionan

pasos para la construccién con apoyo de una representacion gréafica.

Figura 8
Construccion de un triangulo semejante a partir de otro usando regla y compas

Nota. Tomado de Guia de recursos didacticos Matematica 4, (p. 60), Santillana, 2018

Esta tarea moviliza la nocién de semejanza de triangulos y proporcion de sus tres
lados. Ademds, se presenta la representacion figural de los triangulos semejantes y del
proceso de construccion, para después activar la componente representamen del plano
epistemoldgico, el cual lleva al proceso de visualizacion del plano cognitivo al reconocer los

triangulos semejantes; por tanto, se activa la génesis semidtica. Ademas, para la construccion
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del triangulo semejante se pide el uso de la regla y el compas, aunque no se especifica si el
tipo de herramienta puede ser digital o no, esta construccién también se puede hacer en un
software como GeoGebra. Todo lo mencionado anteriormente, impulsa el uso de artefactos
digitales, en efecto, se emplea el proceso de construccion del plano ya que las herramientas
mencionadas permiten interpretar de manera exacta las medidas solicitadas de los lados del
triangulo, asi como también las medidas de los radios de las circunferencias previas que se
dibujan para la construccion del triangulo semejante, todo lo mencionado origina la activacion

de la génesis instrumental.

Por ultimo, para determinar la razén de proporcionalidad, es necesario reconocer el
criterio de semejanza (lado-lado-lado) que se toma como referencial tedrico y se justifica la
proporcion de los lados homélogos mediante un proceso de prueba, lo que origina que se
active la génesis discursiva. Por consiguiente, para determinar la razén de proporcionalidad
de la operacion de la divisién (artefacto simbdlico) y mediante un proceso de construccion al
dividir las medidas de los lados homologos se logra determinar la razén pedida, y con ello se

activa la génesis instrumental.

Finalmente, se puede apreciar que esta tarea exige la activacion de las tres génesis,
en consecuencia, la activacion de los tres planos verticales, el plano Semiético-Instrumental,

Instrumental-Discursivo y Semiético-Discursivo.

Por otro lado, también se analiz6 el libro Matematica IV de la editorial Corefo del afio

2018 orientado para estudiantes del cuarto afio de secundaria.

El estudio de la semejanza de triangulos esta presente en este libro dentro su seccién
correspondiente a la competencia Resuelve problemas de forma, movimiento y localizacion.
Ademas, el libro aborda la introduccién al estudio del objeto mencionado definiendo lo que
significa figuras semejantes. Por ello, se presenta la definicion de triAngulos semejantes, con
sus tres criterios para determinar condiciones suficientes para que los triangulos cumplan

esta relacion.

En la figura 9, se muestra cdmo este libro introduce la nocién de figuras semejantes y

la definicion de la semejanza de triangulos.
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Figura 9
Introduccién a la semejanza de figuras y definicién de la semejanza de triAngulos

Nota. Tomado de Matematica IV, (p. 120), Corefo, 2018

Ademas, presenta diversos teoremas y propiedades (ver figura 10) cuyos resultados
son consecuencias de la definicion y criterios de la semejanza de triangulos, que en términos
del ETM seran tomados como referencial del plano epistemoldgico, para que mediante un
proceso de prueba se validen afirmaciones o resultados que conlleven a la resolucién de las

diversas tareas que se puedan proponer.
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Figura 10

Teoremas y propiedades asociados a la semejanza de triangulos

Nota. Tomado de Matematica IV, (p. 121), Corefo, 2018

Ademas, se presenta una serie de tareas propuestas en este libro que se presentan

a continuacion:

Tarea 1. En esta tarea (ver Figura 11), se propone que los estudiantes determinen si
las afirmaciones dadas son verdaderas o falsas, a partir de la representacién figural de un

triangulo con ciertas condiciones.
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Figura 11
Tarea relacionada al valor de verdad de afirmaciones sobre la semejanza de dos triangulos

Nota. Tomado de Matemética IV, (p. 122), Corefo, 2018

Esta tarea moviliza la nocion de semejanza de triangulos y angulos entre rectas
paralelas. Ademas, se presenta la representacion figural de los triangulos ABC, ADE y la
representacion del paralelismo entre los segmentos DE y BC, estas representaciones se
toman como representamen. Por ello, mediante un proceso de prueba se justifica la
congruencia entre los angulos ADE, ABC y AED, ACB tomando como referencial tedrico a la
definicibn de los angulos alternos internos entre dos rectas paralelas dando origen a la
génesis discursiva. Ademas, se hace uso de artefactos simbdlicos como son las variables
gue representan los angulos, para que luego partiendo de las representaciones figurales de
los triangulos BAC y DAE mediante un proceso de visualizacion, se reconozca la congruencia
entre los angulos interiores de ambos triAngulos, dando origen a la génesis semiética y luego
para justificar la verdad de la primera afirmacion, toma como referencial teérico a un criterio
de la semejanza que conlleva mediante un proceso de prueba la existencia de la semejanza
entre los triangulos BAC y DAE, dando origen a la génesis discursiva, y esto ultimo da origen
a la activacion del plano vertical Semiético-Discursivo. Por Ultimo, para determinar la falsedad
del segundo item de la tarea se toma como referencial tedrico a la definicion de la semejanza
de los triangulos, por el cual mediante un proceso de prueba se determina la relacién correcta

de proporcion entre los lados homadlogos de los triangulos semejantes.

Tarea 2: En esta tarea (ver figura 12) se propone que los estudiantes determinen el
valor de la medida del lado del cuadrado mas pequefio a partir de las medidas de un cateto,

de un lado de un tridngulo rectangulo mayor y del cuadrado mayor respectivamente.
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Figura 12
Tarea relacionada al calculo de la medida de un segmento usando la regla de proporcion de

la semejanza de triangulos

Nota. Tomado de Matematica IV, (p. 122), Corefo, 2018

Esta tarea moviliza la nocion de semejanza de triangulos, asi como también
propiedades de los lados de un cuadrado y diferencia de segmentos. A partir de la
representacion figural de los triangulos y de los cuadrados, tomados como representamen,
se identifica mediante un proceso de visualizacion la medida de un cateto del triangulo
rectangulo ABC y de un lado del cuadrado EFCD. Ademas, tomando como referencial teérico
a la definicion de un cuadrado, mediante un proceso de prueba se logra determinar las
medidas de los segmentos FC y BF, dando origen a la activacion de la génesis discursiva.
Asimismo, al asignar al lado GD con un variable “x”, tomado como artefacto se justifica la
igualdad de los segmentos HG y GD mediante un proceso de prueba tomando como
referencial tedrico a la definicién del cuadrado, dando origen a la génesis discursiva; por ello,
mediante un proceso de construccion se determina el valor del segmento EG en términos de

dicha variable, esto da origen a la génesis instrumental.

Luego tomando como artefactos a las variables a y 6, y tomando como referencial la
suma de angulos interiores de un tridngulo, se justifica mediante un proceso de prueba la

congruencia de los angulos HAI, EHG y FEB, dando origen a la génesis discursiva, también,
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tomando como representamen las representaciones figurales de los triangulos HGE y EFB
se determina mediante un proceso de visualizacion la congruencia entre un par de angulos
de los dos tridngulos, dando origen a la génesis semiética. Seguido ello, se toma como
referencial tedrico un criterio de la semejanza que conlleva mediante un proceso de prueba
la existencia de la semejanza entre los triangulos HGE y EFB, dando origen a la génesis

discursiva.

Por dltimo, se toma como referencial tedrico la definicibn de la semejanza de los
triangulos por el cual mediante un proceso de prueba se determina la relacion de proporcion
entre los lados homadlogos de los triAngulos semejantes, originando nuevamente la activacion
de la génesis discursiva, luego tomando como artefactos la division, multiplicacién, suma y
resta de expresiones, se obtiene mediante un proceso de construccion el valor de la variable
“x” y por ende el valor del lado del cuadrado menor, activando asi la génesis instrumental.
Todo lo mencionado anteriormente, da origen a la activaciéon de los tres planos verticales

Semidtico-Instrumental, Instrumental-Discursivo y Semidtico-Discursivo.

Tarea 3. En esta tarea (ver figura 13), se propone el calculo del perimetro de un

pentagono, empleando previamente la semejanza de triangulos.

Figura 13

Tarea relacionada al calculo del perimetro haciendo uso de la semejanza

Nota. Tomado de Matematica IV, (p. 122), Corefo, 2018

En esta tarea se moviliza la nocién de semejanza de triangulos, asi como también la
nocion de perimetro. A partir de la representacion figural de los triangulos y los datos del

problema, tomados como representamen mediante un proceso de visualizacion, se reconoce
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la congruencia de un par de angulos interiores de los tridngulos ABC y AED y las medidas de
los segmentos indicados en los enunciados, dando origen a la activacion de la génesis
semidtica. Ademas, se justifica la medida del segmento BC mediante un proceso de prueba
tomando como referencial tedrico el teorema de Pitdgoras, activando la génesis discursiva;
todo lo mencionado anteriormente, genera la activacion del plano vertical Semid6tico-

Discursivo.

También, mediante un proceso de prueba tomando como referencial tedrico el criterio
angulo-angulo se justifica la semejanza entre los triangulos ABC y AED, originando
nuevamente la activacion de la génesis discursiva. Luego, para el calculo de las medidas de
los catetos del triAngulo ADE, en el texto se presenta de manera directa la longitud de las
medidas de estos catetos, ademas se toma como artefacto las operaciones de suma para
gue mediante un proceso de construccion se obtenga el perimetro del poligono pedido, lo que
activa la génesis instrumental, esto hace que se origine la activacién del plano vertical

Instrumental-Discursivo.

A continuacion, en el siguiente capitulo se presentan el experimento y el analisis de

esta investigacion.
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Capitulo Ill: Experimento y andlisis de la investigacion

En este capitulo se presentan los sujetos de la investigacion, la secuencia didactica,
el trabajo matematico esperado, la técnica que se utiliza para el andlisis del disefio de las

tareas y el analisis del trabajo matematico personal de los estudiantes.

3.1 Sujetos de la investigacion

Los participantes de este estudio son estudiantes del cuarto afio del nivel secundaria
de una institucion educativa privada ubicada en el distrito de Carabayllo, Departamento y
Provincia de Lima. Sus edades oscilan entre 15 y 16 afios; ademas cabe resaltar que los
estudiantes ya estudiaron el tema de semejanza de triangulos y, también en la instituciéon
educativa se programan dos horas pedagdgicas semanales al curso de geometria para cuarto
afo del nivel secundaria. Ademas, el docente a cargo del grupo de estudiantes es también el
investigador (docente-investigador).

El desarrollo de la secuencia se llevo a cabo en dos sesiones, ambas en la misma
semana, una sesion virtual en un horario extraescolar que tuvo una duraciéon de 80 minutos,
en la cual se realiz6 una introduccién al uso de las herramientas basicas de GeoGebra,
necesario para el desarrollo de las tareas de la segunda sesion. Cabe resaltar que para esta
primera sesion asistieron de manera voluntaria 30 estudiantes de cuarto afio de secundaria,

cuyas edades oscilan entre los 14 y 15 afios.

La segunda sesion, que tuvo lugar al desarrollo de la secuencia propuesta constituida
por tres tareas, se realiz6 de manera presencial en un horario por la tarde fuera del horario
escolar normal con una duracion de 110 minutos, en el cual asistieron de manera voluntaria
guince estudiantes que trabajaron de forma individual en la sala de computo de un colegio
particular. Para el desarrollo de las tareas los estudiantes trabajaron con GeoGebra en linea,
ademas en el desarrollo de sus pantallas se grabaron para poder observar su trabajo

matematico para su posterior analisis.

Respecto a la primera tarea, de la segunda sesion, cuyo objetivo es comprender la
definicion de la semejanza de triangulos y el criterio lado-lado-lado, tuvo una duracién de 50
minutos en la cual se proporcion6 una ficha de manera fisica a cada uno de los estudiantes
cuyo contenido constaba de las instrucciones y las preguntas para que los estudiantes
escribieran sus respuestas en el desarrollo de la tarea. Ademas, en el transcurso de esta
tarea el docente-investigador realizé ciertas intervenciones debido a algunas dificultades que
presentaron los estudiantes al momento de realizar la construccion, asi como también para
aclarar ciertas dudas respecto a la tarea y para supervisar el buen uso de las herramientas

de GeoGebra. Terminado el tiempo establecido para esta primera tarea, los estudiantes
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colgaron sus enlaces de GeoGebra en el aula Classroom, luego el docente-investigador cerré
esta primera tarea explicando y formalizando la semejanza de tridngulos junto con el criterio

lado-lado-lado, cumpliendo con el objetivo de esta tarea.

Por consiguiente, para la segunda tarea de la segunda sesidn, cuyo objetivo es
comprender el criterio lado-angulo-lado de la semejanza de triangulos, tuvo una duracion de
25 minutos vy, al igual que la primera tarea los estudiantes recibieron una ficha de forma fisica
donde escribieron sus respuestas, en el desarrollo de ésta tarea el docente-investigador
realizé dos intervenciones aclarando ciertas dudas respecto a las tareas, cabe resaltar que
fue menor la presencia de dificultades con respecto a la primera tarea. Terminado el tiempo
establecido, los estudiantes subieron sus enlaces de GeoGebra al Classroom y el docente-

investigador cerrd esta segunda tarea formalizando el criterio lado-angulo-lado.

Respecto a la tercera tarea, de indole extra matematica, cuyo objetivo es resolver una
situacion a partir de la identificacion de una semejanza de triAngulos usando el criterio lado-
angulo-lado, como la sesién fue presencial, se entreg6 a los participantes una ficha para que
resuelvan esta Ultima tarea, y se solicitd que graben un video con la explicacion de su

resolucién. Este archivo fue enviado al docente-investigador via Classroom.

Luego de culminar con la entrega de esta tarea, para el analisis del trabajo matemético
de los estudiantes, para esta investigacion se seleccion6 a tres estudiantes tomando en
cuenta los siguientes criterios: participacion completa en ambas sesiones (virtual y
presencial), seguir correctamente las indicaciones de las tareas y responsabilidad en el
cumplimiento del tiempo de entrega. También, cabe resaltar que se considero las distintas
formas en coémo los estudiantes realizan las tareas con el fin de tener una informacion diversa

gue enriquezca esta investigacion.

Respecto a los estudiantes seleccionados, por cuestiones éticas y para fines de la
investigacion seran llamados por seudénimos como Maria, Dennis y Kevin para salvaguardar
su identidad. Ademas, cabe resaltar que a los tres estudiantes seleccionados se les realizo
una entrevista con el fin de obtener informaciébn mas detallada del trabajo matematico

realizado en el transcurso del desarrollo de las tareas.

3.2 Secuencia didactica

Para el analisis del trabajo matematico de los estudiantes, se utiliza el analisis basado
en el ETM segun Kuzniak y Nechache (2021) donde se plantean dos etapas: etapa arriba-
abajo y abajo-arriba. La etapa Arriba-abajo (Top-Down), consiste en identificar en el trabajo
matematico de los estudiantes los distintos episodios. Estos episodios estdn compuestos por
una serie de acciones especificas que los estudiantes realizan al resolver la tarea, estas

acciones se analizan detalladamente utilizando los criterios del andlisis del trabajo
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matematico, propuesto por Henriquez et al. (2021) y se describen utilizando los diferentes
componentes, procesos cognitivos y epistemoldgicos de los planos del ETM. Por otro lado, a
partir de los resultados obtenidos en la primera etapa; a continuacion, se plantea la etapa
Abajo-arriba (Bottom-up), que consiste, segun los autores, en proporcionar una vision global
de los episodios y con ello deducir la organizacion l6gica de las acciones de los estudiantes
para poder descubrir su posible recorrido cognitivo. Esto permite obtener una vision mas clara

de como los estudiantes resuelven las tareas.

La propuesta didactica esta formada por una secuencia de tres tareas y un taller inicial
(lamada Tarea inicial), estas tareas fueron disefiadas a la luz del ETM y permitiran alcanzar

el objetivo general de la investigacion.
A continuacién, se presenta en la Tabla 2 el disefio de la propuesta didactica:

Tabla 2

Disefio de la propuesta didactica

Tareas NUmero de items Objetivo de cada tarea

Familiarizar a los estudiantes con las herramientas
de GeoGebra.

Realizar la construccion de un par triangulos con el
uso de GeoGebra, interactuar con las herramientas

Tarea 1 4 de GeoGebra, comprender la semejanza de
triangulos y el criterio lado-lado-lado de la
semejanza.

Tarea inicial No tiene items

Identificar y comprender la semejanza de dos
Tarea 2 2 triangulos haciendo uso del criterio lado-angulo-
lado.

Reconocer y aplicar el uso de los criterios de
Tarea 3 1 semejanza de triangulos en un problema de
contexto.

En seguida, se presenta la organizacion de la secuencia didactica, asi como también

la estructura de cada tarea y el objetivo por la cual esta propuesta cada una de ellas.

Tarea 1: Esta tarea (ver Anexo A) presenta 4 items y tiene como objetivo realizar una
construccion de triangulos en un ambiente tecnol6gico como GeoGebra, en el cual se
proporcionan pasos para lograr construir lo solicitado, ademas para la identificacion y la
comprension de la semejanza de los triAngulos se debe explorar la relacion que cumplen los
lados de los tridngulos para formalizar el criterio lado-lado-lado y propiedades relacionadas

al objeto matematico en mencion.
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En el item a se propone una exploracion respecto a la forma que tienen los triangulos

construidos en las indicaciones de la tarea. Por otro lado, en el item b se solicita la

identificacion y justificacion de lados paralelos usando las herramientas de GeoGebra,

mientras que en el item ¢ se formula una pregunta respecto a la relacién que cumplen los

lados paralelos identificados, haciendo uso de las herramientas de GeoGebra, asi como

también se propone una interaccion con los dos triangulos en el sentido de modificar las

medidas de sus lados y arrastrar sus vértices para determinar qué relacion cumplen estos

lados.

Por ultimo, en el item d se formula una tarea en la cual se pide describir la relacion

gue existe entre los 4ngulos opuestos a los lados paralelos y una conclusién global del

comportamiento de estos dos triAngulos generados.

A continuacion, se muestran los items de esta tarea 1.

Tabla 3

items de la Tarea 1

items

Enunciados

a

Explore los triangulos ABC y PQR y explique la relacién que observa entre
ellos.

Observe los tridngulos ABC y PQR e identifique los pares de lados
paralelos. Explique su procedimiento de coémo llegé a la conclusién de que
los lados son paralelos.

Use las herramientas de GeoGebra y determine la relacién entre los pares
de lados paralelos de los triangulos ABC y PQR. ¢Qué puede concluir?
Después, Cambie la longitud de los lados y posiciones de los vértices de
los triangulos ABC y PQR ¢Qué sucede con la relacion entre los lados
paralelos?

Observe qué relacién tienen los angulos que se oponen a los pares de
lados paralelos. Después, explique una conclusion general sobre lo que
aprecia de los triangulos ABC y PQR.

Trabajo Matematico esperado - tarea 1

A continuacion, se presenta el andlisis del trabajo matematico esperado por los

estudiantes:

Tarea 1- item a

Se espera que los estudiantes distingan que el triangulo PQR se agranda o se reduce

respecto al triangulo ABC, y que ambos tienen formas parecidas.
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A partir de la representacion de los tridngulos generados en la construccion con
herramientas de GeoGebra, se espera que los estudiantes observen la similitud de las figuras

viendo su ampliacién y reduccion.

En términos del ETM, la representacion figural del par de triangulos se consideraria
como representamen, el cual lleva al proceso de visualizacion del plano cognitivo que
permitiria deducir que los triangulos se “parecen”; por tanto, se daria la activacién de la
génesis semidtica. En esa tarea el uso del deslizador y el arrastrar, los vértices del triangulo
ABC resulta muy importante para que el estudiante al manipular logre darse cuenta de que
siempre las formas de las representaciones son parecidas, algo que a lapiz y papel resulta

muy complicado dado que no hay esta interaccion con dichas representaciones.

A continuacion, se muestra en la Figura 14 la construccion que se espera que realicen

los estudiantes para iniciar a desarrollar la Tarea 1.

Figura 14
Construccion esperada de los triangulos solicitados para la Tarea 1

Tarea 1-item b

Se espera que los estudiantes indiquen los lados paralelos son los siguientes: AC //
PR, AB // PQ y BC // QRY que, para descubrir los pares de lados paralelos, hagan uso del
punto D ya que al mover dicho punto puedan observar por ejemplo que PQ se corta con los
lados AC y BC, pero nunca se corta con el lado AB y asi sucesivamente para los otros pares

de lados paralelos.

En esta parte de la tarea, para identificar los lados paralelos, se espera que los
estudiantes interactien con las herramientas de GeoGebra, especificamente con las
herramientas Paralela, Recta y Medir Angulo justificando su respuesta con aspectos teéricos
relacionados a la definicion de paralelismo y &ngulo entre rectas paralelas, se espera que
tracen, por ejemplo, una recta paralela al lado AC que pase por el punto B y otra recta paralela

al lado PR que pase por Q y por ultimo trazar una recta secante a ambas rectas trazadas con
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el fin de que al medir los angulos entre dichas rectas paralelas con la recta secante, estos

angulos obtenidos sean congruentes.

En términos del ETM, se activaria la génesis instrumental al utilizar las herramientas
Paralela, Recta y Medir Angulo, los cuales se considerarian como artefactos digitales y con
ello mediante un proceso de construccion permite obtener rectas paralelas, secantes y
medidas de angulos entre rectas. Ademas, las representaciones de las rectas trazadas y las
medidas de los angulos obtenidos serian tomados como representamen, el cual llevaria a
gue se realice un proceso de visualizacion que permite la identificacién de la congruencia de
los angulos entre las rectas, lo que origina la activacién de la génesis semidtica. Por ultimo,
se espera la activacion de la génesis discursiva al justificar el paralelismo entre los lados de
ambos triangulos mediante un proceso de prueba, dado que se estaria tomando como
referencial teérico a la definicion de paralelismo entre dos rectas o segmentos al formar el
mismo angulo con una misma recta secante a ambas. La activacion de éstas tres génesis
daria origen a la activacion de los tres planos verticales, el plano Semidtico-Instrumental,

Instrumental-Discursivo y Semiético-Discursivo.

En la figura 15 se muestra las acciones que se espera que realicen los estudiantes
para la Tarea 1 — item b.

Figura 15

Acciones esperadas de la tarea 1 — item b

Tarea 1- item ¢

Para este item se espera que los estudiantes encuentren una relacion numerica entre

los pares de lados paralelos como, por ejemplo:

AC—056 AB—056 BC—056
PR PQ QR

66



Y con ello, que determinen que el valor numeérico de la division de las medidas de los
tres pares de lados paralelos, es la misma.

Luego para la segunda parte de este item, al arrastrar, por ejemplo, el vértice A,
identifiguen que cambia la medida de los lados AC ,AB, PR y PQ y los lados BC y QR se
mantienen constantes, pero; la relacion entre los pares de lados paralelos se mantiene iguales
(el estudiante podria escribir sus céalculos obtenidos al interactuar en GeoGebra).

Ademas, al usar el deslizador observen que cambia la longitud de los lados del
triangulo PQR vy si bien el valor de la relacion cambia, sigue siendo la misma respecto a los
pares de lados paralelos (los estudiantes podrian escribir sus célculos obtenidos al interactuar
en GeoGebra).

En resumen, independientemente de cémo cambie las dimensiones de los lados de
los triangulos, se espera que los estudiantes identifiquen que las relaciones de los tres pares
de lados paralelos tienen el mismo valor numérico; es decir, que existe una constante de
proporcionalidad entre las medidas de los pares de lados paralelos resaltando la importancia
de GeoGebra al interactuar mediante el deslizador las representaciones de los tridngulos.
Posteriormente en la formalizacion de la definicién de la semejanza de los triAngulos se les
nombrara a estos lados, homélogos o correspondientes.

En esta parte de la tarea, se espera que los estudiantes hagan uso de las
herramientas de GeoGebra para determinar la medida de los lados de los triangulos o para
determinar las razones de las medidas de dichos lados y con ello identificar una igualdad de
razones. También, al arrastrar los vértices o al hacer uso del deslizador para modificar las
formas, la medida de los lados o la razon entre los lados paralelos se espera que los
estudiantes identifiquen que las razones entre los tres pares de lados paralelos que siguen
siendo iguales.

A continuacién, en La Figura 16 se muestra las acciones esperadas por parte de los

estudiantes en GeoGebra para la Tarea 1 — item c.
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Figura 16
Acciones esperadas en la tarea 1 — item ¢

Bajo los términos del ETM, se daria la activacion de la génesis instrumental al usar la
divisién dentro del entorno de GeoGebra como artefacto y con ello realizar un proceso de
construccion que permitiria obtener las razones entre los lados paralelos. Ademas, al usar el
deslizador o al hacer uso de la herramienta arrastre tomados como artefactos digitales que
permitirian mediante un proceso de construccion obtener nuevos valores numéricos de las
medidas de los lados y nuevos valores de las razones de estos lados, se originaria
nuevamente la activacion de la génesis instrumental y mediante un proceso de visualizacion
gue permitiria la identificacion de la igualdad de los valores numéricos de las razones,
partiendo de los valores de las razones obtenidas tomadas como representamen, se estaria
activando la génesis semidtica. Esto ultimo, originaria la activacion del plano vertical
Semidtico - Instrumental. Se resalta la importancia de las herramientas de GeoGebra dado
qgue favorece al calculo de las razones entre la medida de los lados paralelos, incluso los
estudiantes pueden apoyarse de una calculadora para poder realizar estos célculos. El uso
de estas herramientas es indispensable dado que, al realizarlo a lapiz y papel seria muy
complicado que los estudiantes logren darse cuenta de que independientemente de como se
modifiquen las representaciones de los triangulos se mantiene una constante de

proporcionalidad.
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Tarea 1- item d

Para este item, se espera que los estudiantes determinen que cuando midan los
angulos que se oponen a los lados AC y PR, puedan observar que los angulos miden igual, y
que de la misma forma ocurre para los angulos que se oponen a los lados AB y PQ y para BC
y PR.

Luego como conclusion, que logren observar que los triAngulos tienen una forma
parecida ya que tienen los mismos angulos y, ademas:

AC _AB _ BC
PR PQ QR

En esta parte de la tarea, se espera que los estudiantes hagan uso de la herramienta
Medir Angulo y con ello poder determinar la congruencia entre los angulos que se oponen a
los lados paralelos correspondientes. Ademas, se espera que interactlien con los tridngulos
de tal manera que los valores de las medidas de los lados, razones entre paralelas y las
medidas de los angulos determinados varie y con ello identificar qué relaciones cumplen estos
elementos para poder asi dar una conclusién en el cual se indique que los angulos que se
oponen a los pares de lados paralelos son congruentes y que las razones de éstos tres pares
de lados es la misma, y asi poder iniciar el proceso de la formalizacién del concepto de la
semejanza de triangulos y el criterio lado-lado-lado. Resulta indispensable que los
estudiantes manipulen las representaciones de los triangulos para que logren visualizar la
congruencia entre los angulos que se oponen a los lados paralelos y asi obtengan ciertas

conclusiones entre las representaciones de los triangulos.

Desde el punto de vista del ETM, al hacer uso de la herramienta Medir Angulo de
GeoGebra, esta seria tomada como artefacto digital para el cual mediante un proceso de
construccion se determine el valor de los &ngulos entre los lados paralelos, dando origen a la
activacion de la génesis instrumental. Ademas, serian tomados como representamen los
valores de los angulos obtenidos, y mediante un proceso de visualizaciébn se lograria
identificar la congruencia de los angulos mencionados originando asi la activacién de la
génesis semiodtica, con ello se activaria el plano vertical Semiético-Instrumental. También, al
interactuar con las herramientas de GeoGebra como deslizador y arrastre tomados como
artefactos digitales que permitiria mediante un proceso de construccion, obtener nuevas
medidas de los lados, &ngulos y nuevos valores de las razones; de estos lados se originaria
nuevamente la activacion de la génesis instrumental y mediante un proceso de visualizacion
gue permitiria la identificacion de la igualdad de las razones y medida de &ngulos partiendo
de los valores de las razones y angulos obtenidos tomados como representamen. Esto Gltimo,

origina nuevamente la activacion del plano vertical Semiético - Instrumental.
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A continuacion, se muestra en la Figura 17 las acciones que se esperan por parte de
los estudiantes en GeoGebra.

Figura 17
Acciones esperadas en la tarea 3 — item d

Tarea 2: Esta tarea (ver Anexo 2), presenta 2 items y tiene como objetivo identificar y
explicar la semejanza de dos tridngulos a partir de la medida de dos lados de ambos triangulos
y el &ngulo formado entre ellos, explorando y formalizando el criterio lado-angulo-lado.

En el item 1, se propone al estudiante que describa la relacion que existe entre los
lados de los triangulos y el angulo formado entre estas. Por consiguiente, en el item 2 se
propone al estudiante que determine la relacion que guardan los triangulos haciendo el uso
de las herramientas de GeoGebra con el fin que se reconozca la semejanza de los triangulos

mostrados. A continuacion, en la Tabla 4 se presentan los items de la tarea 2:

Tabla 4

items de la Tarea 2

items Enunciados

Indigue la relacion que observa entre los lados mostrados inicialmente de
los triangulos ABC y PQR y el angulo entre estos lados.

Luego, interactuando con las herramientas de GeoGebra para alterar las

b medidas de los lados, angulos, orientacion, medir mas angulos y lados,
etc.... Indique las relaciones que observa y que puede concluir sobre la
relacion de estos dos triangulos.
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Trabajo Matematico esperado - Tarea 2
A continuacion, en la Figura 18 se muestra el applet proporcionado para la Tarea 2

Figura 18
Applet proporcionado al ingresar al link de GeoGebra en la Tarea 2

Tarea 2- item a

Inicialmente se espera que los estudiantes activen las casillas de control y observen
las siguientes igualdades:
k1=E=0.69 k2=ﬁ=0.69
QR PQ
A partir de ello, que logren indicar que las relaciones entre los lados AB con PQ y BC
con QR son las mismas, y entonces decir que estos lados son proporcionales y ademas que,

m«<ABC = mzPQR = 34.87

A partir de la representacién dada en GeoGebra de los triangulos ABC y PQR, se
espera que los estudiantes hagan uso de las casillas de control mostradas en el Applety con
ello reconocer la proporcionalidad de los lados de los triangulos y la congruencia de los
angulos PQR y ABC.

Bajo la perspectiva del ETM, al hacer uso de las casillas de control, tomados como
artefactos digitales mediante un proceso de construccion, se lograria determinar las razones
entre las medidas de los lados de los triangulos y el angulo determinado por dichos lados
activando la génesis instrumental. Ademas, a partir de la representaciéon de los triangulos,
tomados como representamen mediante un proceso de visualizacion, se afirmaria la igualdad
de las razones y la congruencia entre los angulos, asi se activaria la génesis semiética; con
lo mencionado anteriormente, se propiciaria la activacion del plano vertical Semiotico-
Instrumental. Por dltimo, al concluir que los lados son proporcionales dicha afirmacion se

justificaria mediante un proceso de prueba teniendo como referencial la definicion
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proporcionalidad de lados, originando la activacion de la génesis discursiva. Todo lo anterior,
daria origen a la activacion de los tres planos verticales: Semiético-Instrumental, Instrumental-

Discursivo y Semiotico-Discursivo.

En la Figura 19 se muestra las acciones esperadas en GeoGebra para la Tarea 2 —

item a.

Figura 19

Acciones esperadas de la Tarea 2- item a

Tarea 2-item b

Para este item se espera que los estudiantes al arrastrar los vértices del triangulo ABC
y rotar las figuras, observen que la relacion entre los lados sigue siendo la misma'y el &ngulo
comprendido entre esos lados cambia de medida, pero sigue siendo el mismo para ambos
triangulos.

Ademas, cuando hace uso del deslizador logren darse cuenta de que el valor de la
razon de los lados cambia, pero siguen teniendo la misma relacion. Luego cuando miden los
otros angulos se tiene m£ZQPR = m£BAC = 97.49° y m£ACB = m«PRQ = 54.34° . Ademas, al
medir los lados AC y PR obtengan la siguiente igualdad:

BC _ AB AC
QR PQ PR
Entonces, con ello concluir que los triangulos ABC y PQR son semejantes ya que

tienen lados proporcionales y sus angulos correspondientes tienen la misma medida.

Al partir de la representacion de los triangulos ABC y PQR, se espera que los
estudiantes hagan uso de las herramientas de GeoGebra para medir los demas angulos, los
lados restantes, encontrar la relaciones entre los otros pares de lados, alterar las medidas de
los lados y angulos interiores de los triangulos, la orientacién de los mismos con el fin de
determinar la proporcionalidad de los lados y, la congruencia entre los &ngulos que se oponen
a los lados proporcionales para reconocer la semejanza ya sea por definicién o por el criterio
lado-lado-lado aprendido en la primera tarea.
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A continuacion, en la Figura 20 se muestran las acciones esperadas en GeoGebra por
parte de los estudiantes para la Tarea 2 — item b.

Figura 20
Acciones esperadas en la Tarea 2 - item b

Bajo los términos del ETM, al hacer uso de las herramientas de GeoGebra como
arrastre y deslizadores, tomados como artefactos digitales, se lograria obtener nuevas
medidas de los elementos mostrados en los triangulos mediante un proceso de construccion
activando la génesis instrumental. También, mediante un proceso de visualizacion se
determinaria que se sigue manteniendo la igualdad entre las razones, entre las medidas de
los lados de los tridngulos y la congruencia entre los angulos determinados por estos lados,
originando la génesis instrumental; con lo mencionado se estaria dando origen a la activacion

del plano vertical Semiético-Instrumental.

Luego, al usar las herramientas de GeoGebra como Medir Lado, Medir Angulo, etc.
tomados como artefactos digitales, mediante un proceso de construccion se lograria
determinar la medida de los otros elementos de los triAngulos mostrados originando
nuevamente la activacion de la génesis instrumental. Asimismo, mediante un proceso de
visualizacién se determinaria la proporcionalidad de los otros lados y la congruencia de los
angulos interiores restantes partiendo de la representacion de los dos triangulos, tomados
como representamen. Por Ultimo, se justificaria la semejanza de los dos triangulos mediante
un proceso de prueba teniendo como referencial la definicion de semejanza o el criterio lado-
lado-lado, propiciando la activacién de la génesis discursiva. Todo lo mencionado daria origen
a la activacion de los tres planos verticales, plano Semiético-Instrumental, Instrumental-

Discursivo y Semiotico-Discursivo.

En esta tarea, se destaca la utilidad de GeoGebra como herramienta didactica, ya que
facilita a los estudiantes la identificacion de relaciones entre los elementos de los triangulos,
tales como la congruencia entre los angulos correspondientes y la proporcionalidad entre los

lados homologos. Ademas, mediante la interaccion con las representaciones dindmicas, los
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estudiantes pueden observar de forma més clara que, en el caso de la existencia de triangulos

semejantes, sus lados son proporcionales.

Tarea 3: Esta tarea (ver Anexo 3) presenta 1 item y tiene como objetivo identificar la
semejanza de dos triangulos aplicando el criterio lado-angulo-lado, debido a la
proporcionalidad dos lados de ambos triangulos y los angulos formados entre los lados
mencionados, congruentes para llegar a la solucion de una situacién planteada en un contexto
extra matematico y asi verificar si los estudiantes lograron comprender y reconocer la

semejanza de triangulos o siguen teniendo dificultades con el objeto matematico en estudio.
En la Figura 21 se muestran las representaciones figurales de la Tarea 3.

Figura 21

Figuras iniciales de la tarea 3

Se espera que los estudiantes realicen en el gréfico las siguientes acciones mostradas

en la figura 22.

Figura 22

Acciones esperadas en la representacion figural de la Tarea 3
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Ademas, se presenta las acciones esperadas que conllevan a la solucion de la
Tarea 3:

N PQR:37°y 53°, N PQR:37°y 53°
Hacemos 3 = mzARP

Entonces como mzQRP = 53° y mzSAR = 53° , se tiene que mzZQRA=53°-fB vy
m«PRS = 53°—f3

Luego se observa

QR 3k k

AR 3n n
y

PR 5k k

RS 3k n

Entonces AQRA ~APRS (lado — angulo — lado)

3k 5k

12 x
Luego 3x = 60
Entonces x = 20

Por lo tanto, para que la empresa proceda con la instalacion del toldo deben tener

como dato que el cable PS debe medir 20 metros.

Partiendo de la representacion de los toldos en formas triangulares, se espera que los
estudiantes representen de forma correcta de los angulos mencionados y las medidas
proporcionadas en el problema. Luego, se espera que los estudiantes reconozcan la
presencia de triangulos rectangulos de 37° y 53° y con ello determinar relacién de los lados
PQ, QOR, PRy RA, AS, RS, también, se completan con variables los angulos interiores de los
triangulos sombreados con el fin de reconocer una semejanza entre estos dos triangulos bajo
el criterio lado-angulo-lado y aplicando la regla de proporciones se llega al resultado

solicitado.

Desde el punto de vista del ETM, partiendo de la representacion figural de la situacion,
tomada como representamen, se completaria los datos segun las condiciones de la tarea
identificando las condiciones y datos que hay que tener en cuenta en el dibujo para poder
realizar el proceso de visualizacion, lo que conlleva a la activacion de la génesis semidtica.
Ademas, mediante un proceso de visualizacion se lograria identificar la presencia de

triangulos aproximados conocidos partiendo de la representacion figural de la situacion,
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tomada como representamen dando origen nuevamente a la activacion de la génesis
semidtica. Por consiguiente, se estaria tomando como referencial tedrico a las propiedades
de las medidas de los lados de un tridngulo rectangulo de 37° y 53°, mediante un proceso de
prueba se justificaria las proporciones de los lados PQ, QR, PRy RA, AS, RS dando origen
a la activacion de la génesis discursiva, y esto conllevaria a la activacion del plano vertical
Semioético-Discursivo. Ademas, se estaria tomando como artefactos simbdlicos a una variable
asignada como representacion de la medida de un angulo y tomando como representamen
la representacién de los angulos QRP y ARS usando nuevamente el artefacto simbdlico
representado por un variable, mediante un proceso de construccién se estaria logrando

determinar la medida de los angulos QRA y PRS, activando la génesis instrumental.

Por otro lado, se espera mediante un proceso de visualizacion tomando como
representamen las representaciones figurales de los triAngulos, se logre determinar la
congruencia de los angulos QRA y PRS, propiciando la activacion de la génesis semidtica.
Ademas, al usar como artefacto a la division entre medidas de los lados QR, ARy PR, RS se
lograria determinar mediante un proceso de construccion la igualdad de las razones de los
pares de lados mencionados, originando la génesis instrumental. Luego, se justificaria la
semejanza de los triAngulos QRA y PRS mediante un proceso de prueba, tomando como
referencial tedrico al criterio lado-angulo-lado de la semejanza, activando la génesis
discursiva; todo lo mencionado estaria dando origen a la activacion de los tres planos
verticales:  Semiotico-Instrumental,  Instrumental-Discursivo 'y  Semiotico-Discursivo.
Finalmente, se estaria tomando como artefacto a la divisién entre los lados correspondientes
de los triangulos semejantes para que mediante un proceso de construcciéon se determine el
valor de la medida del segmento solicitado, dando origen a la activacién de la génesis

semidtica.

3.4 Trabajo Matematico (TM)

A continuacion, se analiza el Trabajo Matematico de tres estudiantes de cuarto afio
de secundaria identificados con los seudénimos como Maria, Dennis y Kevin, para resguardar
su identidad, que fueron seleccionados de acuerdo con criterios como la participacion
completa de las sesiones tanto virtual como presencial, ademas de seguir correctamente las

indicaciones de las tareas y la entrega en el tiempo indicado de las mismas.

En este andlisis, primero se presenta la explicacion y descripcion de las acciones que
los estudiantes realizaron en cada uno de los items de cada una de las tareas, luego se
identifican y se describen los episodios para su posterior descripcion del analisis en términos
del ETM.
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Tarea 1 - etapa arriba-abajo - Maria

Respecto a la tarea 1, se observa que para el item a, la estudiante Maria, luego de
construir los triangulos solicitados, explora los mismos haciendo uso del deslizador afirmando
qgue cuando manipula esta herramienta, las dimensiones de ambos triangulos se modifican y
con ello aprecia que si uno se reduce el otro también lo hace, ademas que puede obtener
algun tipo de relacion entre los triangulos calculando sus angulos interiores, por ello usé la

herramienta Angulo.

A continuacién, se muestra, en la figura 23 la repuesta de Maria para el item a de la
Tarea 1

Figura 23

Respuesta de Maria para la Tarea 1-item a

Asimismo, en la Figura 24 se muestra las acciones de Maria en GeoGebra en el

desarrollo de la Tarea 1 — item a

Figura 24

Acciones de Maria para la Tarea 1- item a

Seguido ello, para el item b, Maria une los puntos C y P de ambos triangulos haciendo
uso de la herramienta Segmento, luego mide los angulos ACP y CPR haciendo uso de la
herramienta Angulo; y observa que la medida de dichos angulos es la misma y con ello
confirma que los lados AC y PR son paralelos, dado que cumplen el teorema de angulos

alternos internos que la estudiante llamo “la regla de la Z”. A partir de esa justificacion, indica

77



gue, aunque no realiz6 el proceso anterior para los otros lados, deduce que los otros pares
de lados paralelos son AB con PQ y BC con QR.

En la siguiente figura 25 se muestra la respuesta de Maria para el item b de la Tarea
2.

Figura 25

Respuesta de Maria para la Tarea 1- item b

Ademas, se muestra en la Figura 26 las acciones de Maria en el desarrollo del item

b de la Tarea 2 en GeoGebra.

Figura 26
Acciones de Maria para la Tarea 1 - item b

Respecto al item c, Maria usa la herramienta Angulo, para medir nuevamente los
angulos interiores de ambos triangulos, luego hace uso del deslizador para agrandar las
dimensiones de los triangulos, ademas con la herramienta Distancia o Longitud mide los lados
de ambos tridngulos y traza el segmento BP y realizando el mismo proceso que el item
anterior, verifica que los lados AB y PQ son paralelos. Luego, a partir de los valores de las
medidas de los lados de ambos triangulos y de los pares de lados paralelos identificados, la

estudiante divide las medidas de los tres pares de lados paralelos haciendo uso de la
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calculadora, de donde obtiene que los resultados de cada una de esas divisiones es la misma
eigual a 2.

A continuacion, en la figura 27 se muestra la respuesta de Maria en el item c de la
Tarea 1.

Figura 27

Respuesta de Maria para la Tarea 1 - item ¢

Asi pues, se muestra en la figura 28 las acciones de Maria para el desarrollo de la Tarea 1-
item c para su posterior andlisis en la perspectiva de la teoria del ETM.

Figura 28
Acciones de Maria en la Tarea 1- item ¢

Luego, Maria manipula las representaciones de los triangulos moviéndolos de
posicién, arrastrando los vértices A, B y C indicando lo siguiente: “Como yo movi cada punto
era para ver si cambiaba en algo en sus medidas, entonces vi que cada lado cambiaba su
medida a medida, que yo iba moviendo cada punto. Entonces, quise probar si esas medidas
cambiaban también en su relacion. Es por eso que decidimos poner los lados paralelos sobre
el otro lado paralelo de otro triangulo para ver si cumplian la misma relacion que antes me
habia resultado.” A partir de la manipulacion de las representaciones de los triangulos, Maria
observa, describe y divide nuevamente los valores numéricos de las medidas de los pares de
lados paralelos, obteniendo que cada division le da como resultado 2,5 indicando que la

relaciébn cambid, pero que entre ellas mismas se mantiene igual dado que antes tenian una
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relacion de 2 y ahora de 2,5 tal y como se muestra en esta transcripcion de un fragmento de

la entrevista:
Maria: Aparte de sus medidas, bueno, yo veo que también la relacién cambié.
Investigador: ¢ La relacién cambié?
Maria: Si.
Investigador: ¢ Y se mantienen distintas, iguales?
Maria: Ha cambiado, ha cambiado.
Investigador: ¢ Cambia?
Maria: Si. O sea, las relaciones no son iguales. No, ya no son iguales.

Investigador: ¢ Pero entre ellas mismas?, porque aca ellos se ven que son iguales,

éno?

Maria: Si, entre ellas mismas, si, tienen una misma relacion de 2.5, y aca, bueno, me

salié que todos tenian una relacién de 2. Pero nada mas esto.

Por ultimo, en el item d, luego de estar manipulando la representacion de los
triangulos ABC y PQR, Maria indica que ambos triangulos tienen los mismos angulos y a
pesar de que las medidas de los lados paralelos van cambiando, estos lados siguen
manteniendo una relacién, y con lo mencionado justifica que los triangulos son semejantes.

Se muestra la transcripcién de un fragmento de la entrevista:

Maria: Mi conclusién general es que veo que ambos triAngulos, como tienen sus
angulos iguales, pero con la medida de sus angulos paralelos distintas, yo digo que

estos triangulos son semejantes.
Investigador: ¢Y por qué dices que son semejantes?

Maria: Bueno, anteriormente por la razén y ahora que veo, también por los angulos

gue son iguales.

A continuacion, en la figura 29 se muestra la respuesta de Maria para el item d de la
Tarea 1 indicando su conclusion general, luego de interactuar con las representaciones de

los triangulos en GeoGebra.
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Figura 29

Respuesta de Maria para la Tarea 1-item d

Asimismo, se muestra la figura 30 se muestran las acciones realizadas por Maria

para la Tarea 1 — item d en GeoGebra.

Figura 30

Acciones de Maria para la Tarea 1-item d

A partir de las acciones realizadas por Maria, se identifica los siguientes episodios

para la Tarea 1 mostrados en la Tabla 5.

Tabla 5

Episodios identificados para Maria en la Tarea 1

ftem

Episodios

Acciones

El: Exploracion de Ila
representacion de los
triangulos con el uso de las
herramientas de GeoGebra.

Uso del deslizador.

Medida de los angulos
interiores de ambos
triangulos.

E2: Identificacion de rectas
paralelas.

Unién de los puntos Cy P.

Medida de los angulos ACP
y CPR.

Uso del teorema de angulos
alternos-internos.
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c E3: Calculo de las razones Medida de los angulos
entre lados paralelos. interiores de los triangulos
ABCy PQR.

Uso del deslizador.

Medida de los lados de los
triangulos ABC y PQR.

Trazo del segmento BP.

Divisiobn de las medidas de
los pares de lados paralelos.

E4: Conclusion sobre el Arrastre de los vértices del
comportamiento  de las triangulo ABC.
relaciones entre los pares de

Division de los pares de
lados paralelos

lados paralelos.

Comparacion de las dos
razones obtenidas de los
pares de lados paralelos.

d E5: Conclusién y Arrastre de los vértices del
justificacion sobre las formas  triangulo ABC.

de los triangulos ABC y PQR Uso de la nocién de

semejanza de triangulos.

Con relacién al analisis de la circulacion del TM de Maria en E1, partiendo de la
representacion de los triangulos ABC y PQR gue Maria toma como representamen, hace uso
de la herramienta Deslizador, que lo toma como artefacto digital y mediante un proceso de
construccion al interactuar con dicha herramienta, obtiene nuevas dimensiones de los lados
de este par de triangulos, dando origen a la activacién de la génesis instrumental, luego a
partir de éstas representaciones que los toma como representamen y mediante un proceso
de visualizacidn, describe que los triangulos cambian de dimensiones y que la reduccién de
las dimensiones de uno de ellos influye en la reducciéon de las dimensiones del otro,
originando la activacion de la génesis semio6tica, con lo mencionado se origina la activacion
del plano vertical Semiotico-Instrumental. Ademas, parte de ese argumento para buscar
obtener algun tipo de relacién entre los triangulos; Maria activa su referencial que la lleva a
obtener la medida de los angulos interiores de los triangulos ABC y PQR mediante un proceso
de construccion tomando como artefacto digital a la herramienta Angulo de GeoGebra,
originando nuevamente la activacion de la génesis instrumental. La interaccién con las
representaciones de los triangulos mediante los artefactos digitales, como el deslizador y la
herramienta Angulo resulta importante para que Maria empiece a determinar ciertas

relaciones entre estas representaciones.
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En E2, Maria parte de la representacion de los triangulos ABC y PQR, tomados como
representamen e identifica los vértices C y P mediante un proceso de visualizacion, luego
toma como referencial teorico el teorema de los angulos alternos-internos y esto genera que
Maria mediante un proceso de construccion obtenga el segmento CP, al tomar como artefacto
digital a la herramienta Segmento, lo que conlleva a la activacion de la génesis instrumental.
Luego, al usar la herramienta Angulo, como artefacto digital, obtiene mediante un proceso
de construccion las medidas de los angulos ACP y CPR, lo que origina nuevamente la
activacion de la génesis instrumental y mediante un proceso de visualizacién a partir de los
valores de las medidas de los angulos mencionados tomados como representamen,
determina que los angulos tienen la misma medida, activando la génesis semidtica, esto
activa el plano vertical Semiotico-Instrumental y a partir de ello, tomando como referencial
tedrico el teorema de los angulos alternos internos, justifica mediante un proceso de prueba
gue los lados AC y PR son paralelos, dando origen a la activacién de la génesis discursiva,
por lo cual en esta parte del trabajo matematico de Maria se esta activando el plano vertical
Instrumental-Discursivo, pues el software permiti6 mediante una construccion de segmentos
y angulos, una nueva representacion de la figura apoyando el proceso de prueba. Ademas,
se observa la activacion del plano vertical Semiético-Discursivo dado que se valida la prueba
del paralelismo entre los lados AC y PR, usando la representacion de las figuras (las medidas
de los ACP y CPR) y el teorema de los &ngulos alternos-internos, evidenciado en su respuesta

escrita en la ficha como se muestra en la Figura 31.

Figura 31
Justificacion de Maria para el paralelismo entre los lados AC y PR en la Tarea 1

En este episodio fue importante para Maria el uso de artefactos digitales como las
herramientas Segmento y Angulo, dado que fueron necesarias para ella al querer determinar
el paralelismo entre los lados de los triAngulos apoyado de un conocimiento matematico como

el teorema de los angulos alternos internos.

Respecto a E3, a partir de la representacion de los tridngulos ABC y PQR que Maria
toma como representamen, obtiene la medida de los &ngulos interiores, nuevas dimensiones
de los lados de los triangulos ABC y PQR mediante un proceso de construccion al tomar como

artefactos digitales a las herramientas Angulo, Deslizador y Distancia o Longitud
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respectivamente, activando la génesis instrumental. Ademas, Maria toma como referencial
tedrico el teorema de los &ngulos alternos internos para la verificacion del paralelismo entre
los lados AB y PQ (dado que en el episodio anterior solo verificd para un par de lados), hace
gue Maria mediante un proceso de construccion obtenga el segmento BP, tomando como
artefacto digital la herramienta Segmento, lo que conlleva a la activacién de la génesis
instrumental. Y aunque no lo describe, se infiere que realiz6 el mismo proceso que en el

episodio anterior.

Luego, tomando como representamen las medidas de los pares de lados paralelos,
describe las medidas de éstos mediante un proceso de visualizacién, dando origen a la
activacion de la génesis semiética. Sumado a ello, toma como artefacto a la calculadora para
gue mediante un proceso de construccion obtenga la razén de los tres pares de lados
paralelos originando la activacion de la génesis instrumental y a partir de los valores
obtenidos, que se tomaron como representamen, describe mediante un proceso de
visualizacién que los pares de lados paralelos cumplen con una “relacion de 27, activando
nuevamente la génesis semidtica, de esta manera se activa el plano vertical Semidtico-

Instrumental.

Para el E4, a partir de la representacion de los tridngulos ABC y PQR, que Maria toma
como representamen, toma como artefacto simbdlico a los vértices del triangulo ABC para
gue mediante un proceso de construccion se determine nuevas dimensiones de los lados del
par de triangulos al arrastrar dichos vértices, lo que conlleva a la activacion de la génesis
instrumental y a partir de los valores de los lados, que se toman como representamen
describe que al arrastrar cualquiera de los vértices del triangulo ABC las medidas van
cambiando, dando origen a la activacion de la génesis semibtica, lo mencionado

anteriormente da origen a la activacion del plano vertical Semiético-Instrumental.

Posteriormente al querer determinar si la relacién se sigue manteniendo igual, toma
como artefacto a la calculadora para que mediante un proceso de construccién obtenga el
valor de las razones de los tres pares de lados paralelos, activando la génesis instrumental y
a partir de los valores de las razones obtenidas, tomadas como representamen se describe
mediante un proceso de visualizacion que la relacion cambia de valor respecto a la primera
obtenida pero que entre los tres pares de lados paralelos sigue siendo igual, activando la
génesis semiodtica; con ello se origina nuevamente la activacion del plano vertical Semidtico-
Instrumental. En este episodio, podemos apreciar que Maria no usa como artefactos a las
herramientas de calculo en GeoGebra, sino utiliza la calculadora como artefacto para

determinar las razones de las medidas entre los lados paralelos.
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Respecto al E5, Maria parte de la representacion de los tridngulos ABC y PQR que
los toma como representamen y considera como artefacto simbdlico a los vértices del
triangulo ABC para que, mediante un proceso de construccion se determine nuevas
dimensiones de los lados del par de triangulos al arrastrar dichos vértices, lo que conlleva la
activacion de la génesis instrumental. Luego, mediante un proceso de visualizacion al
identificar la igualdad de la medida de los angulos interiores a partir de que toma como
representamen las representaciones de los triangulos ABC y PQR, origina la activacién de la
génesis semidtica. Ademas, toma como referencial tedrico la definicion de la semejanza de
los triangulos para justificar mediante un proceso de prueba que los triAngulos ABC y PQR
son semejantes, originando la activacion de la génesis discursiva. A partir de ello, se
evidencia la activacion del plano vertical Semiotico-Instrumental, dado que se identifica la
igualdad de la medida de angulos con las distintas representaciones de los triangulos que se

generan al arrastrar los vértices.

Asimismo, se observa que se valida la semejanza de los triAngulos haciendo uso del
software al obtener distintas representaciones de los triAngulos, cuando se arrastran los
vértices lo que apoya al proceso de prueba, de esta manera se activa el plano vertical
Instrumental-Discursivo. También, se evidencia la activacion del plano vertical Semiotico-
Discursivo dado que se valida la prueba de la semejanza de los triangulos usando la
representacion de las figuras (las medidas de los angulos interiores) y los criterios de la

semejanza.
Tarea 1 - etapa abajo-arriba - estudiante Maria

Se presenta en la Figura 32, la descripcion global del trabajo matematico para la Tarea
1, segun los episodios identificados en la etapa arriba-abajo.
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Figura 32
Descripcion global del ETM segun los episodios identificados en la Tarea 1 para Maria

Respecto a la descripcién global del trabajo matematico de Maria para la Tarea 1, se
puede observar que se involucra en todo momento a los artefactos digitales como
deslizadores, calculadora, herramienta segmento, herramienta angulo, y simbélicos como los
vértices de los tridngulos, entre otros que hace favorecer la activacion del plano vertical
Semidtico-Instrumental, ya que este plano se activa en los cinco episodios de la Tarea 1, esto
permite explorar las representaciones de los triangulos relacionando con el uso de artefactos
para que se logre visibilizar los resultados que se producen. El plano Instrumental-Discursivo
se activa en los episodios 2 y 5, pues involucran la génesis instrumental y discursiva, dado
gue se va desarrollando un razonamiento deductivo basado en un referencial te6rico, como
lo son el teorema de los angulos alternos-internos y la definicion de semejanza, que para
llegar a las mencionadas deducciones se va construyendo progresivamente mediante
artefactos como las herramientas paralela, angulo y la calculadora (para determinar las
igualdad de la razones entre los lados paralelos). Cabe resaltar también que el plano

Semidtico-Discursivo se activa en los episodios 2 y 5.

En relacion con los paradigmas del trabajo matematico de Maria para esta tarea, se
puede observar que para la justificacion del paralelismo entre los lados de ambos tridngulos

y la semejanza entre los triangulos ABC y PQR, hace uso de un sistema de axiomas
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incompleto, y estas justificaciones o pruebas se desarrollan dentro del axioma establecido, el
cual esta relacionado con la geometria euclidiana clasica por el cual se tiene la Geometria
axiomatica natural (Gll). Ademas, al argumentar ciertas relaciones entre los dos triangulos
bajo la percepcion, la deduccion y la exploracion, haciendo uso de artefactos concretos o
simbdlicos para llegar a una respuesta valida, se observa una geometria practica que se

relaciona a la Geometria natural (Gl).
Tarea 2 - etapa arriba-abajo - estudiante Maria

Con relacién a esta tarea, en el item a, Maria manipula las casillas de control
proporcionadas en el applet de GeoGebra y con ello describe en la ficha el valor de las
razones de los lados BC, QR y AB, PQ, también describe el valor de las medidas de los
angulos ABC y PQR. A partir de que not6 que las razones obtenidas eran iguales a 0.69 y las
medidas de los angulos mencionados también tenian la misma medida, concluye que los

triangulos ABC y PQR son congruentes bajo el criterio lado-angulo-lado.
En la Figura 33 se muestra la respuesta de Maria para la Tarea 2 — item a.

Figura 33
Respuesta de Maria en la Tarea 2-item a

Por otro lado, en la Figura 34 se presentan las acciones realizadas por Maria en

GeoGebra para la Tarea 2-item a.
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Figura 34
Acciones de Maria para la Tarea 2-item a

Luego, para el item b, mide las lados y angulos restantes, ademas usa el deslizador
y la herramienta Rotar para cambiar la orientacion y la medida de los lados y angulos
interiores de los triangulos ABC y PQR. Luego, hace uso de las herramientas de GeoGebra
para determinar la razén entre las medidas de los tres pares de lados AB con QP, AC con PR
y BC con QR obteniendo como resultado 0.88 para cada una de las razones, indicando que
es una constante a partir de estos valores obtenidos y las medidas de los angulos interiores
de los triangulos, Maria concluye indicando que los triangulos son congruentes, tal y como lo
indic6 en el primer item de esta tarea.

En la Figura 35 se muestra la respuesta de Maria para la Tarea 2 — item b.

Figura 35

Respuesta de Maria en la Tarea 2-item b

También, se muestra en la Figura 36 las acciones que realiz6 Maria para la Tarea 2-item b
en GeoGebra.
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Figura 36
Acciones de Maria para la Tarea 2-item b

A partir de las acciones realizadas por Maria, se identifica los siguientes episodios

para la Tarea 2 mostrados en la Tabla 6.

Tabla 6

Episodios identificados para Maria en la Tarea 2

item Episodios

Acciones

ayb E1l: Exploracion de la
representacion de los
triangulos con el uso de las
herramientas de GeoGebra

Uso de las casillas de
control.

Uso de un criterio de la
congruencia de triangulos.

Medida de los &ngulos
interiores de los triangulos
ABC y PQR.

Medida de los lados de los
triangulos ABC y PQR.

b E2: Conclusién y
justificacién sobre las formas
de las representaciones de
los triangulos ABC y PQR

Uso del deslizador.
Uso de la herramienta Rotar.

Célculo de las razones entre
los lados homdlogos de los
triangulos ABC y PQR.

Uso de la nocion de la
congruencia de triangulos.

Para el andlisis de la circulacion del TM de Maria en E1, a partir de la

representacion de los tridngulos ABC y PQR, que toma como representamen, hace uso de

las casillas de control como artefactos digitales para que mediante un proceso de
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construccion obtenga los valores tanto de las razones de los lados BC con QR y AB con PQ,
asi como también el valor de la medida de los angulos ABC y PQR, dando origen a la
activacion de la génesis instrumental, luego toma como representamen el valor de las razones
y medidas obtenidas para que posteriormente mediante un proceso de visualizacion logre
reconocer igualdades, originando la activacion de la génesis semidtica, esto hace que se
origine la activacion del plano vertical Semiético-Instrumental. El uso que da Maria al artefacto
digital como las casillas de control, evidencia la importancia de las herramientas digitales para
determinar la relacién numérica que existe en los lados de los triAngulos ABC y PQR para

gue la estudiante ya pueda tener un indicio del tipo de triangulos que se le esta proponiendo.

Luego, Maria toma como referencial ted6rico el criterio lado-angulo-lado de la
congruencia de triangulos, aunque incorrectamente para justificar mediante un proceso de
prueba que los triangulos son congruentes dando origen a la génesis discursiva, lo que origina
la activacion de los planos verticales Semiético-Discursivo, ya que se valida la prueba de la
congruencia de los triangulos (aunque de forma errénea), mediante las representaciones de
los triAngulos apoyado del criterio lado-angulo-lado. También se evidencia la activacion del
plano Instrumental-Discursivo, dado que, al activar las casillas de control, este artefacto
permite una construcciéon en el sentido de que se miden angulos y se calculan la relacion
entre lados, que apoya en el proceso de prueba. Ademas, hace uso de las herramientas
Angulo y Segmento que los toma como artefactos digitales para que mediante un proceso de
construccion obtenga las medidas de los elementos restantes de los triangulos ABC y PQR,

originando la activacion de la génesis instrumental.

Respecto al E2 a partir de las representaciones de los tridngulos ABC y PQR, que
Maria toma como representamen, hace uso del deslizador y la herramienta Rotar, tomados
como artefactos digitales para que mediante un proceso de construccion obtenga nuevas
dimensiones de las representaciones de este par de triangulos, dando origen a la activacion
de la génesis instrumental y mediante un proceso de visualizacion que parte del
representamen tomado de la representacion de los triangulos, determine que la medida de
los angulos interiores se mantienen pero la de los lados no, originando asi la activacion de la

génesis semiotica, esto da origen a la activacion del plano vertical Semiético-Instrumental.

Luego, Maria toma como artefacto a la operacion de division que esté proporcionada
dentro del GeoGebra para que mediante un proceso de construccién, obtenga el valor de las
razones entre la medida de los lados AB con PQ, AC con PR y BC con QR dando origen a la
activacion de la génesis instrumental, luego mediante un proceso de visualizacion a partir de
los valores obtenidos, que ella tom6é como representamen logre describir el valor de las
razones obtenidas determinando que existe una igualdad entre ellas, dando origen a la

activacion de la génesis semiotica y con ello se genera nuevamente la activacion del plano
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vertical Semidtico-Instrumental. Ademas, toma como referencial tedrico la definiciobn de
congruencia para justificar que los triangulos ABC y PQR son congruentes mediante un
proceso de prueba, dando origen a la activaciéon de la génesis discursiva, cabe resaltar que
este referencial lo usa de forma errénea, lo mencionado anteriormente da origen a la
activacion del plano vertical Instrumental-Discursivo, pues usa la operacion de la division
dentro de GeoGebra para construir una nueva representacion de los triangulos que apoye en
el proceso de prueba. Sumado a ello, se evidencia la activacion del plano vertical Semiético-
Discursivo, debido a que las representaciones de los tridngulos (al observar la medida de los
angulos interiores congruentes y las razones iguales entre la medida de los lados) guian a la

estudiante para validar que los triangulos son congruentes.

En lo mencionado resalta la importancia del uso de estos artefactos digitales dado
gue, permitieron a Maria determinar ciertas caracteristicas entre los triangulos ABC y PQR
tales como la obtencién de diferentes medidas de sus lados, asi como que logre observar que

existe una congruencia entre un par de angulos de estos triAngulos.
Tarea 2 - etapa abajo-arriba - estudiante Maria

Se presenta en la Figura 37 la descripcion global del trabajo matemético para la Tarea
2, segun los episodios identificados en la etapa arriba-abajo.

Figura 37

Descripcion global del ETM segun los episodios identificados en la Tarea 2 para Maria

Respecto a la descripcion global del trabajo matematico de Maria en la Tarea 2, se
tiene que tanto en el episodio 1 y 2 se activan los tres planos verticales. Ademas, se puede
observar a partir de los diagramas el uso constante del referencial como medio para validar
ciertas acciones matematicas con un sustento tedrico, ya sea de la congruencia y semejanza
de los triangulos, aunque no del todo correcto. Para esta tarea, se argumenta ciertas

relaciones entre los dos triangulos bajo la percepcién, la deduccién y la exploraciéon haciendo
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uso de artefactos concretos o simbdlicos para llegar a una respuesta valida; es decir, se
observa una geometria practica que se relaciona a la Geometria natural (Gl).

Tarea 3 - etapa arriba-abajo - estudiante Maria

Para la tarea 3, Maria reconoce los datos del problema y representa el valor numeérico
de la medida del segmento QA y le asigna una variable “x” a la medida del segmento PS, asi
como también representa los &ngulos QPR y ASR con sus respectivas medidas. Luego, Maria
reconoce la existencia de dos triangulos rectangulos PQR y RAS conocidos de 37° y 53°, y
con ello representa las proporciones de los lados de los triangulos mencionados, indicando
gue tienen las mismas proporciones de 3, 4 y 5 pero le asigna una constante distinta para

1]

cada triAngulo dado que son dos triAngulos distintos, estas constantes son “k” y “a”.

Luego, asigna a la medida del angulo ARP una variable a y con ello indica que las
medidas de los dngulos QRA y PRS son las mismas e iguales a 53°- a; por otro lado, asigha
a las medidas de dos angulos con la misma variable 8, afirmando sin ningln sustento del
porqué son iguales. En seguida, Maria indica que hay una semejanza entre los triAngulos
QPR y PRS, sin indicar el criterio de semejanza. Ademas, comete un error en la identificacion
de qué triangulos son semejantes, y a partir de dicho reconocimiento hace uso de la definicion
de la semejanza para plantear una igualdad de razones en el cual determina el valor de la
medida del lado PS.

A continuacién, se muestra en la Figura 38 las acciones que realiza Maria para el

desarrollo de la Tarea 3.

Figura 38
Acciones de Maria para la Tarea 3

A partir de las acciones realizadas por Maria, en la siguiente tabla, se identifica los siguientes

episodios para la Tarea 3.
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Tabla 7
Episodios identificados para Maria en la Tarea 3

Episodios Acciones
E1l:. Nocion del triangulo Identificacion de los
rectangulo de 37°y 53° elementos de la figura.

Reconocimiento de los
triangulos rectangulos de
37°y 53°.

Completitud del  angulo
complementario de 37°.

Uso de las proporciones del
triangulo de 37°y 53°.

E2: Nocion de semejanza Asignacién con una variable
de triangulos al angulo ARP.

Operaciones entre medidas
de los &ngulos.

Asignacion con la variable 6
a dos angulos.

Identificacion de triAngulos
semejantes.

Célculo del valor de la
medida del lado PS.

Para el analisis de la circulacién del TM de Maria en E1, a partir de la
representacion figural de la tarea 3, que Maria toma como representamen, completa los datos
en la mencionada representaciéon segun las condiciones de la tarea, identificando las
condiciones y datos vy, logra identificar la presencia de triangulos rectangulos aproximados
conocidos mediante un proceso de visualizacion, dando origen a la activacion de la génesis
semidtica. Seguido de ello, se toma como referencial te6rico a las proporciones de un
triangulo rectangulo de 37° y 53°, mediante un proceso de prueba se justifica las proporciones
de los lados PQ, QR, PRy RA, AS, RS activando la génesis discursiva, esto da origen a la
activacion del plano vertical Semidtico-Discursivo. Asimismo, toma como artefactos
simbdlicos a las variables “k” y “a” para que mediante un proceso de construccion represente
la medida de los lados de los triangulos PQR y RAS en términos de estas variables, lo que
activa la génesis instrumental y con ello se activa el plano vertical Semi6tico-Instrumental,
pues entra a tallar las representaciones de los triangulos PQR y RAS con el proceso de
construccion para representar las medidas de los lados de los mencionados triangulos.
Asimismo, se evidencia la activacién del plano vertical Instrumental-Discursivo, ya que el uso

de las variables “k” y “a” como artefactos simbdlicos para representar las medidas de los
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lados, viene apoyado del sustento tedrico respecto a las propiedades de los lados de un
triangulo rectangulo de 37° y 53°.

Por dltimo, para el E2, a partir de la representacion figural del problema, que Maria

toma como representamen, toma como artefacto simbdlico a la variable “a” que representa a
la medida del &ngulo ARP, luego toma como representamen la representacion de los &ngulos
QRP y ARS y, usando nuevamente el artefacto simbolico representado por la variable “a”,
mediante un proceso de construccion, logra determinar la medida de los &ngulos QRA Yy PRS
al usar la resta de las medidas de los angulos QRP y ARS con la variable “a” propiciando la

activacion de la génesis instrumental.

Ademas, mediante un proceso de visualizacion en el cual toma como representamen
las representaciones figurales de los triAngulos QRA y PRS determina la congruencia de los
angulos QRA y PRS, activando la génesis semiética, esto origina la activacion del plano
vertical Semiético-Instrumental. Luego, por un proceso de visualizacion indica que los
triangulos QPR y PRS son semejantes, sin sustentarlo tedricamente y ademas se observa la
existencia de un error en el reconocimiento de la semejanza de los tridngulos, desde el punto
de vista del investigador, a partir de esto se identifica que Maria activa un cierto referencial a
partir de las representaciones de los triangulos QPR y PRS para poder dar dicha afirmacion.
Finalmente, identifica los lados correspondientes de los triangulos semejantes identificados
partiendo de la representacion figural de los triangulos QPR y PRS, que los toma como
representamen y considera como referencial a la propiedad de la proporcionalidad de lados
en triAngulos semejantes; seguido de ello, toma como artefacto a la division entre estos lados
correspondientes para que mediante un proceso de construccion se determine el valor de la

medida del segmento pedido, dando origen a la activacion de la génesis instrumental.
Tarea 3 - etapa abajo-arriba - estudiante Maria

Se presenta en la Figura 39, la descripcion global del trabajo matematico para la Tarea

3, segun los episodios identificados en la etapa arriba-abajo.
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Figura 39
Descripcion global del ETM segun los episodios identificados en la Tarea 3 para Maria

En relacion a la descripcion global del trabajo matematico de Maria para la Tarea 3,
se observa que en E1 se activan los tres planos verticales, ademas en E1 y E2 se activa el
plano Semidtico-Instrumental, recurriendo constantemente a los representamen y artefactos
como las variables, las operaciones entre medidas que hace favorecer para la activacion de
las génesis semidtica e instrumental, esto permite explorar las representaciones de los
triangulos relacionando con el uso de artefactos para que se logre visibilizar los resultados

gue se producen.

Por otro lado, se percibe que activa un cierto referencial dado que se desarrolla un
razonamiento deductivo basado en un referencial te6rico, como las proporciones de los lados
de triAngulos rectangulos de 37° y 53°, asi como también la definicion de semejanza de
triangulos, que fue util para llegar a la determinacién de la relacion de medidas de ciertos
segmentos y aplicar una igualdad de razones para que posteriormente llegue al resultado

final, aunque con algunos errores en el manejo del concepto.

En relacion con los paradigmas que Maria prioriza en su trabajo matematico, para la
Tarea 3, se puede observar que para la justificacion de la relacién de la medida de diversos
segmentos en la representacion figural de la tarea, como lo son las propiedades de los lados
de triangulos rectangulos de 37° y 53°(relacion de los lados a razén de 3,4 y 5) hace uso de
un sistema de axiomas incompletos, y estas justificaciones o pruebas se desarrollan dentro
del axioma establecido, el cual esté relacionado con la geometria euclidiana clasica por el

cual se tiene la Geometria axiomética natural (Gll).

Finalmente, se puede subrayar que justifica ciertas relaciones entre los dos triangulos
bajo la percepcion, la deduccion y la exploracion haciendo uso de artefactos concretos o
simbdlicos para llegar a una respuesta valida, por lo que se observa una geometria practica

gue se relaciona a la Geometria natural (Gl).

Tarea 1 - etapa arriba-abajo - Dennis
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Respecto a la tarea 1, se observa que para el item a, el estudiante Dennis luego de
haber construido los triangulos solicitados manipula el deslizador, con el cual genera una
ampliacion o reduccién de la representacion del triangulo PQR. Ademas, hace uso del punto
exterior D indicando que este punto le ayuda a alejar, juntar o superponer las
representaciones de los dos tridngulos, tal y como se muestra en la Figura 40:

Figura 40

Acciones de Dennis para la Tarea 1-item a usando el deslizador y el punto exterior D

De igual forma, manipula el vértice C del triangulo ABC logrando modificar las
dimensiones de las representaciones de ambos triangulos indicando que el triangulo ABC
puede modificar al triangulo PQR evidenciando dichas acciones realizadas en GeoGebra en

la Figura 41.

Figura 41
Acciones de Dennis manipulando el vértice C del triangulo ABC logrando modificar la forma

de la representacion del triagulo PQR

A continuacién, en la Figura 42 se muestra la respuesta de Dennis para la Tarea 1-

item a:
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Figura 42
Respuesta de Dennis para la Tarea 1-item a

Seguido ello, para el item b, Dennis escribe en la ficha su respuesta como se muestra

en la Figura 43:

Figura 43
Respuesta de Dennis para la Tarea 1-item b

Para dar la respuesta mostrada en la figura 43, Dennis utiliza la herramienta Paralela
con el fin de construir una recta paralela al lado AC luego, esta recta la superpone sobre el
lado PR e indica que la recta generada es “igual” al lado PR, concluyendo asi que el lado AC
es paralelo al lado PR. De forma similar, realiz6 las mismas acciones para justificar el

paralelismo entre los lados PQ y AB, QR y BC.

A continuacién, en la Figura 44 se muestra las acciones de Dennis en GeoGebra para

la Tarea 1-item b.
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Figura 44
Acciones de Dennis en GeoGebra para la Tarea 1-item b

Cabe senalar, que Dennis interpreta el paralelismo entre estas rectas como la
igualdad de sus medidas tal y como se muestra en este fragmento de la entrevista:

Dennis: Primero agarré la herramienta de las paralelas, puse en la linea PRy AC, las
igualé y me di cuenta de que si, que seran iguales, ya que los angulos, los triangulos,

las rectas, si son iguales.

Investigador: Esa interpretacion de son iguales, para ti qué significa, ¢ qué significa

gue sean iguales?

Dennis: Que las rectas miden lo mismo, esa es la justificacion por la cual se quedan

paralelas.
Investigador: Okey
Dennis: Y asi fue con los otros también.

Desde el punto de vista del investigador, a partir de los comentarios de Dennis, se
considera que el estudiante confunde el concepto de paralelismo con el de igualdad por
diversas posibles razones. Una de ellas podria ser la falta de comprension conceptual, ya que
no logra distinguir claramente que el paralelismo entre rectas o segmentos, implica que estas
lineas nunca se interceptan y poseen la misma inclinacion, mientras que la igualdad se refiere

a una equivalencia entre medidas.

Este error conceptual también podria deberse a que, durante las clases, no han sido
distinguidos cuidadosamente ambos términos. Otra posible causa es una transferencia
incorrecta de conceptos previos, como haber aprendido anteriormente que dos lineas
“‘iguales” tiene la misma longitud o inclinacion, lo cual podria estar influyendo en su nocién o
idea de paralelismo. Asimismo, podria existir una confusion o mezcla con otros conceptos
geomeétricos; por ejemplo, con las propiedades de los paralelogramos, donde los lados
opuestos son paralelos y de igual medida, lo que podria llevar a una generalizacién incorrecta

del concepto de paralelismo.
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Por otro lado, se muestra en la Figura 45 la repuesta de Dennis en la ficha para la
Tarea 1-item c:

Figura 45
Respuesta de Dennis para la Tarea 1-item c

Para el item c el estudiante Dennis mide los lados de los triangulos ABC y PQR
usando la herramienta Distancia o Longitud, también se observa que hace uso del deslizador
y del vértice C para arrastrar dicho vértice alterando las formas de las representaciones de
los triangulos ABC y PQR, posteriormente Dennis calcula las razones entre los pares de lados
paralelos usando la division dentro del entorno de GeoGebra obteniendo como resultado 2,
por lo que Dennis contindia afirmando que las rectas paralelas son iguales en vez de describir
qgue las divisiones o razones entre estos lados paralelos son iguales; a continuacion se
muestra un fragmento de la entrevista con relacion a la descripcién de Dennis respecto a esta

parte de la tarea:

Investigador: De esta parte, por ejemplo, cuando ta hiciste las proporciones,
calculaste las proporciones de las medidas de los lados paralelos, donde escribiste

tus resultados, en esta parte, ahi esta, ¢ cierto? ¢ Qué concluias de esta parte?

Dennis: Primero tuve que hallar a las medidas de cada uno y dividirlas, lo dividi y esa
fue la medida que me salié. Ahi también me di cuenta de que eran, las paralelas

iguales, ya que todos me daban dos.
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Figura 46
Acciones de Dennis para el calculo de las razones entre los lados paralelos

Luego, Dennis hace uso de los vértices del triangulo ABC para cambiar las
dimensiones de las representaciones de los triangulos ABC y PQR obteniendo asi, nuevas
medidas para los lados de los triangulos mencionados, por ello Dennis afirmé que moviendo
“C” disminuye-“R”; es decir, observd que cuando arrastra el vértice C, lo que sucede en el
otro triAngulo es que se jala automaticamente desde el vértice R, logrando asi alterar las
formas de las representaciones de los triangulos ABC y PQR. En seguida, hace uso de la
herramienta Angulo para obtener las medidas de los angulos de los triangulos ABC y PQR
para que luego, nuevamente use los vértices del triangulo ABC tal que al arrastrar dichos
vértices se altere las medidas de los dngulos de ambos triangulos pero que siempre van a
tener la misma medida comparando cada par de angulos tomando uno de cada triangulo.
Ademas, Dennis logré apreciar que independientemente de como arrastre los vértices para
alterar las formas de las representaciones de los triangulos, la division entre los lados

paralelos seguira siendo la misma. Como evidencia se muestra un fragmento de la entrevista:

Investigador: ¢Qué pasa con la relacion entre los lados paralelos? Entonces, esto
fue lo que tu escribiste; sucede que, si muevo C, se reduce Ry asi también cuando lo

agrando se aumenta. ¢Me puedes explicar un poquito mas sobre eso?

Dennis: Bueno, primero agarré uno de los puntos y lo jalé, y me di cuenta de que
jalando uno se mueve el otro, y reduciendo uno también se reduce el otro, y a veces

se alarga, pues asi, asi me di cuenta.

Investigador: ¢Y qué pasaba con la relacion que tu hallaste? ¢Esta relacion que

hallaste acé, cambiaba o no cambiaba?

Dennis: Si, cambiaba, dependiendo de la medida
Investigador: ¢ Pero seguian siendo los mismos?
Dennis: Si, si.
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Investigador: ¢ Eso si te diste cuenta?

Dennis: Si, yo dependiendo, agarraba un punto, lo agrandaba y lo achicaba, y me di

cuenta de que las divisiones eran las mismas de todas las que realicé.

Investigador: Independientemente de como tu los modificabas. Correcto. Y la dltima,
bueno, ¢qué relacion tiene los angulos que se oponen a los lados paralelos? Lo que

hiciste al final, ¢ no? Mediste angulos por aca.

Dennis: Los angulos siempre van a ser iguales. Siempre, independientemente de lo
gue tu hagas. O sea, a esos lados, a estos lados, siempre se oponian los angulos

iguales.

A continuacién, se muestra en la Figura 47 la respuesta de Dennis para la

Tarea 1 — item c.

Figura 47
Respuesta de Dennis luego de interactuar con las herramientas de GeoGebra para la Tarea

1-itemc

Asimismo, en la Figura 48 se muestra las acciones realizadas en GeoGebra por

Dennis para esta parte de la Tarea 1-item c:

Figura 48

Acciones de Dennis en GeoGebra para la segunda parte de la Tarea 1-item ¢
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Por ultimo, para el item d, Dennis continla manipulando los vértices del triangulo ABC
generando nuevas representaciones de las formas de los triAngulos ABC y PQR, concluyendo
qgue al mover o arrastrar cualquier vértice del triangulo ABC hace que las dimensiones del
otro tridngulo se alteren pero que siempre se mantiene una igualdad en la medida de sus
angulos como, por ejemplo, la medida del &ngulo ABC es igual a la medida del angulo PQR.

En la figura 49, se muestra la respuesta de Dennis para la Tarea 1 — item d.

Figura 49

Respuesta de Dennis para la Tarea 1-item d

También, en la figura 50 se muestra las acciones realizadas por Dennis en
GeoGebra para la Tarea 1-item d:

Figura 50

Acciones de Dennis en GeoGebra para la Tarea 1-item d

A partir de las acciones realizadas por Dennis, se identifica los siguientes episodios
para la Tarea 1 (ver Tabla 8).

Tabla 8

Episodios identificados para Dennis en la Tarea 1

item Episodios Acciones
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El: Exploracion de la
representacion de los
triangulos con el uso de las
herramientas de GeoGebra.

Uso del deslizador.
Uso del punto exterior D.

Uso del vértice C.

E2: Identificacion y justificacién

Trazado de la recta paralela al

lado AB.

Superposicion de la recta
paralela trazada sobre el lado
PR.

de rectas paralelas.

Justificacién del paralelismo

c E3: Calculo de las razones Medida de los lados de los
entre lados paralelos. triangulos ABC y PQR.
Uso del deslizador y del vértice
C del triangulo ABC.
Division de las medidas de los
pares de lados paralelos.
E4: Conclusion sobre el Arrastre de los vértices del

comportamiento de las
relaciones entre los pares de

triangulo ABC.

Medida de los &ngulos
lados paralelos interiores de los triangulos ABC

y PQR.

Comparacién de las dos

razones obtenidas de los pares
de lados paralelos.

Arrastre de los vértices del
triangulo ABC.

d E5: Conclusion vy justificacion
sobre las formas de los

triangulos ABC y PQR Conclusion de las formas de los

triangulos ABC y PQR.

Respecto al andlisis de la circulacion del TM de Dennis en E1, a partir de las
representaciones de los triAangulos ABC y PQR que Dennis los toma como representamen,
realiza un proceso de construccién al generar nuevas dimensiones de las representaciones
de los tridngulos ya sean ampliandolos o reduciéndolos, tomando como artefacto al deslizador
originando la activacién de la génesis instrumental. También, toma como representamen
estas nuevas representaciones de los triAngulos y mediante un proceso de visualizacion
indica que las dimensiones del triangulo PQR se pueden achicar o agrandar, activando la
génesis semibdtica, todo lo anterior origina la activacion del plano vertical Semidtico-
Instrumental. Asimismo, al hacer uso del punto exterior D, que lo toma como artefacto logra
posteriormente mediante un proceso de visualizacion, indica que el triAngulo PQR puede
alejarse o juntarse con el triangulo PQR a partir de las representaciones de los triangulos

ABC y PQR que Dennis los toma como representamen.

Por ultimo, toma como artefacto al vértice C del triangulo ABC y mediante un proceso

de construccion, logra obtener nuevas formas de las representaciones del par de triAngulos
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ABC Y PQR originando la activacion de la génesis instrumental, luego Dennis afirma que el
triangulo ABC modifica al triAngulo PQR mediante un proceso de visualizacién a partir de las
representaciones de los tridngulos ABC y PQR, que los toma como representamen, esto
origind la activacion de la génesis semiética. Por lo mencionado anteriormente, se evidencia

gue Dennis activé nuevamente el plano vertical Semiotico-Instrumental.

Por otro lado, en E2 Dennis usa la herramienta Paralela, tomandola como artefacto
digital y por un proceso de construccion que obtiene una recta paralela al lado AC, activando
la génesis instrumental. Luego, a partir de las representaciones de la recta y los triangulos,
gue lo toman como representamen, hace uso de ésta recta tomandola como artefacto para
superponerla sobre el lado PR y con ello, mediante un proceso de visualizacién indica que la
recta trazada es “igual” al lado PR, que podemos tomar como su referencial teérico que se
justifica, mediante un proceso de prueba, el paralelismo entre los lados PR y AC, de forma
analoga realiza la justificacién del paralelismo entre los lados PQ con AB y QR con BC,
activando la génesis discursiva, lo que origina que se active el plano vertical Semidtico-
Discursivo. También, se evidencia la activacion del plano vertical Semiético-Instrumental al
entrar en juego la verificacion, de que una recta se puede superponer a un segmento;
apoyado en el uso del artefacto digital Paralela de GeoGebra. Asimismo, se activa el plano
vertical Instrumental-Discursivo debido a la construccion de la recta paralela que brinda una
nueva configuracion en la representacion de los triangulos para el proceso de prueba en la
justificacion del paralelismo entro los lados mencionados anteriormente. De todo lo
mencionado, el uso de la tecnologia se resalta en este episodio ya que permiti6 a Dennis
interactuar con las rectas superponiendo una con otra para comprobar que los lados PRy AC

son paralelos y asi para los otros pares de lados.

En E3, para la obtencién de medidas de los lados de los triangulos, Dennis usé la
herramienta de GeoGebra Distancia o Longitud, tomandolos como artefactos digitales y
determiné la medida de los lados de los triangulos mostrados mediante un proceso de
construccién activando la génesis instrumental. Ademas, toma como artefactos al deslizador
y al vértice C, de tal forma que mediante un proceso de construccion logra obtener nuevas
formas del par de triAngulos ABC y PQR, originando nuevamente activar la génesis
instrumental, y a partir de éste nuevo par de triAngulos que son tomados como
representamen, hace que Dennis origine la activacion de la génesis instrumental pues uso la
divisién dentro del entorno de GeoGebra como artefacto, con ello realizé un proceso de
construccion que permite obtener las razones entre los lados paralelos y mediante un proceso
de visualizacién, a partir de los valores de las razones obtenidas tomadas como
representamen, permiti6 que describa dichos valores en la ficha; ademéas de indicar

nuevamente de forma errénea, a partir de esos valores que las rectas paralelas son “iguales”,
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propiciando la activacion de la génesis semiética y con ello se logra la activacion del plano

vertical Semidético-Instrumental.

En E4, Dennis toma como artefactos a los vértices del triAngulo ABC y mediante un
proceso de construccion, logra obtener nuevas dimensiones para los lados de las
representaciones del par de triangulos ABC Y PQR, originando la activacion de la génesis
instrumental; luego al afirmar que cuando arrastra el vértice C lo que sucede en el otro
triangulo, es que se jala automaticamente desde el vértice R logrando asi alterar las
dimensiones de las representaciones de los triangulos ABC y PQR, lo que conllevé a que se
describa que si mueve el vértice “C”, se achica “R”; se evidencia que lo hace mediante un
proceso de visualizacion a partir de las representaciones de los triangulos ABC y PQR, que
los toma como representamen, esto origind la activacion de la génesis semiética y por ende,
la activaciéon del plano vertical Semiotico-Instrumental. Ademas, usa como artefacto digital a
la herramienta Angulo y mediante un proceso de construccién se determind la medida de los

angulos interiores de los triangulos ABC y PQR, originando la génesis instrumental.

Sumado a ello, toma nuevamente como artefacto a los vértices del triingulo ABC de
tal manera forma que logra obtener mediante un proceso de construccidbn nuevas
representaciones del par de triangulos al arrastrar los vértices mencionados y luego mediante
un proceso de visualizacién a partir de las representaciones de los tridngulos ABC y PQR,
indique que independientemente de como se arrastre los vértices o se modifiquen las
representaciones de las formas de los tridngulos ABC y PQR, la relacién entre los lados
paralelos sigue siendo la misma y las medidas de los angulos que se oponen a los lados
paralelos también sigue siendo la misma, dando origen a la activacion de la génesis
semibtica, y asi se activa nuevamente el plano vertical Semiético-Instrumental. A partir de lo
mencionado, se determina que el uso de los artefactos digitales hace que Dennis logre
descubrir el comportamiento de estos tridngulos al interactuar con ellos, lo que origina que se

logre comprender mas adelante, las propiedades de los triangulos semejantes.

Por altimo, para E5 Dennis parte de las representaciones de los triangulos ABC y PQR
gue toma como representamen, luego como artefactos a los vértices del triangulo ABC y
mediante un proceso de construccidn sigue obteniendo nuevas formas de las
representaciones del par de triangulos ABC Y PQR, originando la activacion de la génesis
instrumental para que posteriormente mediante un proceso de visualizacion, concluya que al
alterar la forma de la representacion del triangulo ABC hace que las dimensiones del otro
triAngulo se alteren pero que siempre se mantiene una igualdad con respecto a la medida de
sus angulos interiores, todo ello lo hace partiendo de la representacion de los triangulos ABC
y PQOR, los cuales Dennis los toma como representamen. Lo mencionado anteriormente,

evidencia la activacion del plano vertical Semidtico-Instrumental.
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Tarea 1 - etapa abajo-arriba - estudiante Dennis

Se presenta en la Figura 51 la descripcion global del trabajo matemético para la Tarea
1, segun los episodios identificados en la etapa arriba-abajo.

Figura 51
Descripcion global del ETM segun los episodios identificados en la Tarea 1 para Dennis

Con relacion a la descripcién global del trabajo mateméatico de Dennis con relacién a
la Tarea 1, que involucra en todo momento a los artefactos digitales y simbdélicos como
deslizadores, los vértices de los triangulos, las herramientas Paralela, Medida o Longitud y
Angulo, entre otros que hace favorecer la activaciéon del plano Semidtico-Instrumental, ya que
este plano se activa en los cinco episodios de la Tarea 1, esto permite explorar las
representaciones de los triAngulos relacionados con el uso de artefactos para que se logre
visibilizar los resultados que se producen. El plano Instrumental-Discursivo se activa en el
episodio 2, que involucra la génesis instrumental y discursiva, dado que se desarrolla un
razonamiento deductivo basado en un referencial teérico, referente a que las rectas paralelas
no se cortan, aunque Dennis interpreté a ésta definicibn como una igualdad de rectas, esto
fue util para que llegue a la conclusién que los tres pares de lados identificados son paralelos,
construyendo progresivamente las rectas paralelas mediante la herramienta Paralela y la
calculadora del GeoGebra (para determinar las igualdad de la razones entre los lados

paralelos). Cabe resaltar, que el plano Semidtico-Discursivo sélo se activa en el episodio 2.

En relacion con los paradigmas que prioriza Dennis en su trabajo matematico para
esta tarea, se puede observar que, para la justificacién del paralelismo entre los lados de

ambos triangulos y la relacion de las formas de las representaciones de los triangulos, lo hace
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bajo la percepcion, la deduccion y la exploracion haciendo uso de artefactos simbolicos para
llegar a una respuesta valida; por ende, se observa una geometria practica que se relaciona
a la Geometria natural (Gl).

Tarea 2 - etapa arriba-abajo - estudiante Dennis

Respecto a esta tarea, en el item a, Dennis hace uso de las casillas de control proporcionadas
en el applet de GeoGebra y con ello describe en la ficha el valor de las razones de los lados
BC con QR y AB con PQ, también describe el valor de las medidas de los angulos ABC y
PQR. A partir de ello, indic6é que las divisiones entre determinados lados son iguales y que
las medidas de los &ngulos ABC y PQR también son las mismas. A continuacién, se muestra

un fragmento de la entrevista

Investigador: ¢cdmo tu calculaste esto, o qué dedujiste de lo que escribiste del item

a, tarea 2?

Dennis: Primero puse los angulos y me di cuenta de que la medida del angulo ABC,
es igual a la medida del angulo PQR. Y asi con todos los demas; también, me di
cuenta de que dividiendo me daba lo mismo, que dividiendo BC sobre QR me daba lo
mismo que dividiendo AB con PR.

A continuacién, se muestra en la Figura 52 la respuesta de Dennis para la
Tarea 2 — item a.

Figura 52

Respuesta de Dennis para la Tarea 2-item a

También, en la Figura 53 presentamos las acciones realizadas por Dennis en

GeoGebra para la Tarea 2-item a:
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Figura 53
Acciones de Dennis en GeoGebra para la Tarea 2-item a

Por otro lado, respecto al item b, Dennis mide los angulos restantes usando la
herramienta Angulo de GeoGebra, ademés usa el deslizador y la herramienta Rotar para
cambiar la orientacion, la medida de los lados y los angulos interiores de los triangulos ABC
y PQR. Luego hace uso de los vértices del triAngulo ABC, con el fin de seguir interactuando
con las representaciones de los triAngulos ABC y POR, con ello indica que
independientemente de como se muevan o se modifiqguen las representaciones de los
triangulos ABC y PQR, sus angulos interiores seguiran siendo iguales y que sus lados nunca
seran iguales. Cabe resaltar que Dennis utiliza el término de angulos iguales en lugar de usar
angulos congruentes. Finalmente, al apreciar que la relacion entre los lados AB con PQ y BC
con QR siguen siendo iguales, Dennis concluye que los triangulos ABC y PQR son “iguales”,

tal y como se muestra en este fragmento de la entrevista:

Investigador: De esa parte, ¢t qué puedes concluir? Aca escribes, que los triangulos
ABC y QPR, sus angulos siempre son iguales y que no importa si los mueves.

Ademads, indicas que sus lados nunca seran iguales.

Dennis: Dependiendo de si los lados cambian. Los lados nunca son iguales y siempre

seran diferentes.

Investigador: ¢Las relaciones entre los lados? ¢ Encontraste una relacion entre los

lados?, ¢ encontraste una constante?

Dennis: Las constantes me salian iguales en los dos triangulos. Eso me fijé y hallé
gue eran iguales. Que los triangulos eran iguales. La conclusion de la ultima parte era

gue los triangulos eran iguales.

En la figura 54 se muestra la respuesta de Dennis para la Tarea 2 — item b.
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Figura 54

Respuesta de Dennis para la Tarea 2-item b

Asimismo, en la Figura 55 se presentan las acciones realizadas por Dennis para la

Tarea 2-item b.

Figura 55

Acciones de Dennis en GeoGebra para la Tarea 2-item b

A partir de las acciones realizadas por Dennis, se identifican los siguientes episodios

para la Tarea 2 mostrados en la Tabla 9.

Tabla 9

Episodios identificados para Dennis en la tarea 2

ftem

Episodios

Acciones

ayb

El: Exploracion de Ila
representacion de los
triangulos con el uso de las
herramientas de GeoGebra

Uso de las casillas de
control.

Medida de los angulos
interiores de los triangulos
ABC y PQR.

E2: Conclusién y
justificacién sobre las formas
de las representaciones de
los triangulos ABC y PQR

Uso del deslizador.

Uso de la herramienta Rotar.
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Uso de los vértices del
triangulo ABC.

Justificacion de las formas
de las representaciones de
los triangulos ABC y PQR.

Para el andlisis de la circulacién del TM de Dennis en E1, a partir de la
representacion de los triangulos ABC y PQR, que toma como representamen, hace uso de
las casillas de control, que los toma como artefactos para que mediante un proceso de
construccion obtenga los valores tanto de las razones de los lados BC con QR y AB con PQ,
asi como también el valor de la medida de los angulos ABC y PQR, dando origen a la
activacion de la génesis instrumental, luego toma como representamen el valor de las razones
y medidas obtenidas para que mediante un proceso de visualizacién reconozca igualdades
entre las cantidad halladas, activando la génesis semidtica, esto hace que se origine la
activacion del plano vertical Semidtico-Instrumental. Ademas, hace uso de la herramienta
Angulo que lo toma como artefacto digital para que, mediante un proceso de construccion
obtenga las medidas de los angulos interiores restantes, originando la activacion de la génesis

instrumental.

Por otro lado, para E2 se observa que Dennis a partir de las representaciones de los
triangulos ABC y PQR, gue los toma como representamen, hace uso del deslizador, la
herramienta Rotar y los vértices del triangulo ABC, tomados como artefactos para que
mediante un proceso de construccién, obtenga nuevas formas de las representaciones de
este par de triangulos, dando origen a la activacion de la génesis instrumental y mediante un
proceso de visualizacién que parte del representamen tomado de la representacién de los
triangulos, determine que la medida de los angulos interiores se mantiene, asi como también
las divisiones entre los lados BC con QR y AB con PQ se mantienen constantes, originando
asi la activacion de la génesis semidtica, esto da origen a la activacion del plano vertical
Semidtico-Instrumental. Asimismo, a partir de las representaciones de las figuras y los valores
obtenidos por Dennis, activa un cierto referencial relacionado al cumplimiento de estas
igualdades para afirmar que los triangulos son “iguales” mediante un proceso de visualizacion,

cabe resaltar que esta afirmacion la hace de forma errénea.
Tarea 2 - etapa abajo-arriba - estudiante Dennis

Se presenta en la Figura 56, la descripcion global del trabajo matematico para la Tarea

2, segun los episodios identificados en la etapa arriba-abajo.
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Figura 56
Descripcion global del ETM segun los episodios identificados en la Tarea 2 para Dennis

Respecto a la descripcion global del trabajo matematico de Dennis con relacion a la
Tarea 2, se tiene que tanto en E1 y E2 se activa el plano Semidtico-Instrumental dado que se
involucra en todo momento a los artefactos digitales y simbélicos como deslizadores, casillas
de control, los vértices de los triangulos, la herramienta Angulo, entre otros que hace
favorecer la activacion del plano mencionado y para E2 el uso de un cierto referencial como
medio para validar ciertas acciones matematicas, aunque este sustento Dennis lo usa
errbneamente. Para esta tarea, Dennis argumenta ciertas relaciones entre los dos triangulos
bajo la percepcién, la deduccion y la exploracién haciendo uso de artefactos concretos o
simbdlicos para llegar a una respuesta valida; es decir, se observa una geometria practica

gue se relaciona a la Geometria natural (GI).
Tarea 3 - etapa arriba-abajo - estudiante Dennis

Para la tarea 3, Dennis reconoce los datos del problema y representa el valor numérico
de la medida del segmento QA, también representa los angulos QPR y ASR con sus
respectivas medidas y por ultimo le asigna a la medida del lado PS con la letra “a”. Luego,
reconoce la existencia de dos triangulos rectangulos conocidos PQR y RAS de 37°y 53°, y
con ello representa las proporciones de los lados de los triangulos mencionados, indicando
gue tienen las mismas proporciones de 3, 4 y 5 pero se le asigna distintas constantes para
cada triangulo que son “k” y “t”, dado que son dos triangulos distintos. Ademas, asigna a la
medida del angulo QAR el valor de 90° sin ningln sustento teorico y le asigna a la medida
del angulo ARP una variable “x” y con ello indica que las medidas de los angulos QRA y PRS
son “37°+x” y “63°-x” respectivamente, ademas apoyado de esta variable “x” llena los demas
angulos, siendo los mas relevantes el angulo RPS que lo asigna con “37°+x” y el &ngulo PSA

asignandole el valor de 53°.

A continuacion, en la figura 57 se muestra las acciones de Dennis para la Tarea 3.
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Figura 57
Acciones de Dennis completando el grafico con los datos de la Tarea 3 y asignando

variables

Sumado a ello, Dennis indica que los tridngulos QAR y PSR son tridngulos rectangulos
de 45° dado que determina que el valor de “x” es igual a 8, debido a que la medida del angulo
QRP es 53° y luego de afirmar la existencia de éstos tridngulos, utiliza la propiedad de éste
triangulo respecto a que los catetos tienen la misma medida y con ello determina que el valor
de “t” es igual a 4, para que posteriormente determine el valor de la hipotenusa del triangulo
QRA, usando la relacién de los lados del triangulo de 45° y asi determinar el valor de la
variable “k”. Sumado a ello, reemplaza el valor de “k” para la medida del lado PR, que tiene
el valor de “5k” dado que es la hipotenusa del triangulo rectangulo PQR de 37° y 53°, y con
ello utiliza nuevamente las propiedades del triangulo rectangulo de 45° en el triangulo PSR

con el cual determina el valor de lado PS.

En la Figura 58, se muestra las acciones de Dennis usando las propiedades del

triangulo rectangulo de 45°.
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Figura 58

Acciones de Dennis usando el triAngulo rectangulo de 45°

A partir de las acciones realizadas por Dennis para la Tarea 3, se identifican los

episodios descritos en la Tabla 10.

Tabla 10

Episodios identificados para Dennis en la Tarea 3

Episodios

Acciones

E1l. Nocion del triangulo
rectangulo de 37°y 53°

Identificacion de los
elementos del gréafico.

Reconocimiento de los
triangulos rectangulos.

Uso de las proporciones del
triangulo de 37°y 53°.

E2: Representacion de
elementos del grafico que no
estan proporcionados como
datos

Asignacion del valor
numeérico para la medida de
los angulos QAR.

Asignacién con una variable
al angulo ARP.

Operaciones entre medidas
de los angulos.
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Determinacion del valor de
los angulos RPS y PSA

E3: Nocion del triangulo Determinacion del valor de

rectangulo de 45° y célculo “x”.
de la medida del lado PS

Identificacién de la
existencia de triangulos
rectangulos de 45°.

Uso de las proporciones de
los lados en un triangulo de
45°,

Determinacion del valor de
“t7y <k’

Célculo del valor de la
medida del lado PS.

Para el analisis de la circulacion del TM de Dennis en E1, a partir de la
representacion figural de la tarea que Dennis toma como representamen, completa los datos
en el grafico segun las condiciones de la tarea identificando las condiciones, datos e identifica
la existencia de triAngulos rectangulos aproximados conocidos mediante un proceso de
visualizacién, dando origen a la activacién de la génesis semidtica. Luego, toma como
referencial tedrico a las proporciones de los lados del triAngulo rectangulo de 37° y 53° y
mediante un proceso de prueba, justifica las proporciones de los lados PQ, QR, PR, RA, AS
y RS dando origen a la activacion de la génesis discursiva, esto activa el plano vertical
Semidtico-Discursivo. Ademas, toma como artefactos simbdlicos a las variables “k” y “t” para
representar las medidas de los lados mencionados mediante un proceso de construccion,
activando la génesis instrumental y con ello se activa el plano vertical Semiotico-Instrumental,
pues entran en juego las representaciones de los triangulos PQR y RAS con el proceso de
construccion para representar las medidas de los lados de los triAngulos mencionados.
Asimismo, se observa la activacion del plano vertical Instrumental-Discursivo, debido a que
el uso de las variables “k” y “t” como artefactos simbdlicos para representar las medidas los
lados de los triangulos PQR y RAS, viene apoyado del sustento tedrico respecto a las

propiedades de los lados de un tridngulo rectangulo de 37° y 53°.

Por otro lado, para el E2, Dennis parte de la representacion figural de la tarea
tomandola como representamen, luego hace uso de un cierto referencial para que afirme que
la medida del angulo QAR es igual 90°, desde el punto de vista del investigador se puede
creer que Dennis supone que Q, A y S son puntos colineales. Sumado a ello, toma como
artefacto simbalico a la variable “x” para que mediante un proceso de construccion represente
la medida del angulo ARP y posteriormente represente las medidas de los angulos QRA, PRS

y RPS en términos de esta variable, dando origen a la activacion de la génesis instrumental.
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Ademés, toma como artefactos a las representaciones de las medidas de los &ngulos PRS y
RPS, representadas por “563°-x" y “37+x”, para que sumando éstas medidas mediante un
proceso de construccion determine que el angulo RSP tiene una medida igual a 90° y a partir
de las representaciones de las medidas de los &ngulos RSP y ASR, que Dennis toma como
representamen identifica las medidas de éstos mediante un proceso de visualizacion, y éstos
angulos que Dennis toma como artefactos, resta sus medidas y mediante el proceso de
construccion determine que el valor de la medida del Angulo PSA es 53°, dando origen a la
activacion de la génesis instrumental, originando la activacion del plano vertical Semiético-

Instrumental.

Por altimo, para el E3, a partir de la representacién figural del problema, que Dennis
toma como representamen, utiliza como artefactos a los angulos QRA y QRP tales que
sumando sus medidas e igualando a 53°, logra obtener el valor de “x” mediante un proceso
de construccion, activando la génesis instrumental, luego mediante un proceso de
visualizacién identifica la existencia de los triangulos rectangulos QAR y PSR de 45°, a partir
de representacion figural que Dennis lo toma como representamen, dando origen a la génesis
semidtica, esto da origen a la activacién del plano vertical Semidtico-Instrumental. Luego
utiliza la propiedad de las proporciones de los lados de 45° como referencial para que
mediante un proceso de prueba justifique que los catetos QA y AR miden lo mismo, originando
la activacion de la génesis discursiva, esto evidencia la activacion del plano vertical Semidtico-
Discursivo, ya que se valida la existencia y las propiedades de las proporciones del triangulo

rectangulo de 45° basadas en acciones sobre la representacion figural de la tarea.

Ademas, Dennis toma como artefactos a los catetos QA y AR y mediante un proceso
de construccion determina el valor de la variable “t”, ya que iguala las expresiones numéricas
y algebraicas que representan a las medidas de los catetos mencionados, dando origen
nuevamente a la activacion de la génesis instrumental, con ello determina el valor de la
hipotenusa del tridngulo rectangulo QAR, también mediante un proceso de construccion
tomando como artefacto a uno de los catetos del triangulo QAR, ya que multiplica la medida
de uno de estos catetos por la cantidad irracional v2, dando origen nuevamente a la génesis
instrumental. Seguidamente, Dennis toma como artefacto a la hipotenusa del triangulo
rectangulo QAR y mediante un proceso de construccion determina el valor de la variable “k”
ya que iguala las expresiones numéricas y algebraicas que representan a la medida de la
hipotenusa mencionada; en seguida, identifica mediante un proceso de visualizacion el valor
de la medida del lado PR, descrita en términos de “k” y usa este valor de “k” como un artefacto
para que determine el valor de la medida de éste lado mediante un proceso de construccion
al multiplicar 5 por el valor numérico de “k” originando la génesis instrumental, lo que origina

la activacion del plano vertical Semiético-Instrumental.
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A continuacion, en la Figura 59 se muestran las acciones de Dennis para la Tarea 3.

Figura 59
Acciones de Dennis hallando el valor de las variables en la Tarea 3

Por ultimo, a partir de la representacion figural de la tarea que Dennis toma como
representamen, identifica nuevamente al triAngulo rectdngulo PSR de 45° mediante un
proceso de visualizacién, que activa la génesis semiética, luego toma como artefacto al lado
PR y con ello utiliza la propiedad de las proporciones de los lados de 45° como referencial
para que mediante un proceso de prueba justifique que el valor de las medidas de los catetos
del triAngulo PSR, para que asi logre determinar el valor del lado PS, originando la activacion
de la génesis discursiva, esto evidencia la activacion del plano vertical Instrumental-
Discursivo, ya que el uso de las variables “k” y “t” y las operaciones que se realizan con éstas
para representar las medidas de los lados de los triangulos QAR y PSR viene apoyado del
sustento tedrico, respecto a las propiedades de los lados de un tridngulo rectangulo de 45°y

€n consecuencia, le permite obtener la medida requerida.
Tarea 3 - etapa abajo-arriba - estudiante Dennis

Se presenta en la siguiente figura, la descripcién global del trabajo matematico para

la Tarea 3, segun los episodios identificados en la etapa arriba-abajo.
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Figura 60
Descripcion global del ETM segun los episodios identificados en la Tarea 3 para Dennis

Respecto a la descripcion global del trabajo matematico de Dennis en la Tarea 3, se
involucra en los tres episodios con artefactos como variables, lados, angulos, entre otros que
hace favorecer la activacion del plano Semidtico-Instrumental, esto permite explorar las
representaciones de los triangulos relacionando con el uso de artefactos para que se logre
visibilizar los resultados que se producen. El plano Instrumental-Discursivo se activa en los
episodios 1 y 3 que involucran la génesis instrumental y discursiva, dado que se desarrolla
un razonamiento deductivo basado en un referencial teérico, como las proporciones de los
lados de triangulos rectangulos notables que fue Util para llegar a la determinacion de medidas
de ciertos segmentos para que posteriormente llegue al resultado final. Cabe resaltar que el

plano Semidtico-Discursivo se activa en los episodios 1y 3.

En relacién con los paradigmas que prioriza Dennis en su trabajo matematico para esta tarea,
se puede observar que para la justificacion de la longitud de la medida de diversos segmentos
en la representacion figural de la tarea, como lo son las propiedades de los lados de triangulos
rectangulos notables, hace uso de un sistema de axiomas incompletos, y éstas justificaciones
0 pruebas se desarrollan dentro del axioma establecido, el cual esta relacionado con la
geometria euclidiana clasica, por el cual se tiene la Geometria axiomatica natural (Gll).
Ademas, al argumentar ciertas relaciones entre los dos triangulos bajo la percepcién, la
deduccién y la exploracion haciendo uso de artefactos concretos o simbdlicos para llegar a
una respuesta valida, se observa una geometria practica que se relaciona a la Geometria
natural (Gl).

Tarea 1 - etapa arriba-abajo - Kevin

En la tarea 1, se observa que para el item a el estudiante Kevin luego de haber
construido los triangulos solicitados, afirma que al principio percibia que los lados estaban un
poco “chuecos”, es decir, creia que los lados se podian cortar, por ello usa la herramienta
Paralela que le permite trazar una recta paralela en principio para el lado PQ, luego la recta

generada la superpone en el lado BA y con ello indica que el lado BA es paralelo al lado PQ,
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de la misma manera realiz6 el proceso para determinar el paralelismo entre los lados AC con
PR y BC con QR. A continuacion, se muestra un fragmento de la entrevista que se realizo

con Kevin:
Investigador: ¢Qué mas me puedes decir de lo que tu has respondido?

Kevin: Es que la recta AB era paralela a PQ, lo demostré usando la herramienta de
paralelismo, con lo cual yo empecé a probar con todos los lados y me da que todos
eran paralelos, porque al principio no queria mucho que eran paralelos, ya que no
estaban ubicados de la misma manera y tendian a ser algo chuecos o no tan iguales
como estan, ahi estoy demostrando que las dos eran paralelas, después de haber

usado la herramienta de paralelismo.

A continuacion, se muestra en la Figura 61 las acciones de Kevin para la Tarea 1 —

item a.

Figura 61

Acciones de Kevin en GeoGebra para la Tarea 1-item a

A continuacion, se muestra en la Figura 62 la respuesta expresada por Kevin en la

ficha para la Tarea 1-item a:

Figura 62

Respuesta de Kevin para la Tarea 1-item a

Por otro lado, para el item b, Kevin usé la herramienta Punto e inserta distintos puntos
en los lados de los tridngulos ABC y PQR, luego usa el deslizador y con ello describe que los
pares de lados paralelos que identific6 siguen manteniendo esta propiedad
independientemente si se reduce las dimensiones de los lados del triangulo PQR. Sumado a
ello, en la ficha representa los triAngulos que observa en el entorno de GeoGebra, usa a las
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variables a, B, 6 y con el paralelismo entre los lados identificados determina una igualdad de
las medidas de los angulos interiores BAC y QPR e indica a partir de ésta igualdad identificada
gue los triAngulos ABC y PQR son congruentes, luego indica que los pares de lados
identificados tienen la misma razén, esto lo comprueba dividiendo las medidas de éstos pares
de lados paralelos en GeoGebra y con ello afirma que los triangulos son semejantes debido
a esta igualdad entre las razones mencionadas. Como evidencia se muestra en este

fragmento de la entrevista:

Investigador: Bien, luego en esta parte donde, por ejemplo, dice que observes los
triangulos y justificar por qué los pares de lados son paralelos y explicar tu
procedimiento, me puedes decir algo mas sobre eso.

Kevin: Esta bien, también usé la herramienta que me permitia hacer que un triangulo
se haga mas pequefio y me di cuenta que no importa qué tan pequefio lo haga, su
angulo nunca va a variar ni cambiar, va a ser el mismo, ahi descubri una congruencia
también, porque en el triangulo grande, digamos que en la parte de arriba, en el angulo
BAC, le ponemos beta, y me di cuenta que ese angulo es igual, siempre va a ser igual,
no importa qué tan grande sea la figura, al Angulo QPR, no variaba su medida, y de
ahi me di cuenta también que se cumple semejanza, que seria que la linea AB sobre
la dividida de la linea PQ me iba a dar, seria lo mismo que decir BC sobre QR y que

la linea AC sobre PR dividida eran lo mismo a los demas.
En la figura 63 se muestra la respuesta de Kevin para la Tarea 1 — item b.

Figura 63

Respuesta de Kevin para la Tarea 1-item b

A continuacion, en la Figura 64 se muestran las acciones de Kevin en GeoGebra para

la Tarea 1-item b:
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Figura 64
Acciones de Kevin en GeoGebra para la Tarea 1-item b

Asimismo, para el item ¢, Kevin hace uso de la herramienta Angulo y determina las
medidas de los angulos interiores de los triangulos ABC y PQR, con ello identifica una
igualdad entre las medidas de los angulos BAC con QPR, ABC con PQR y ACB con PRQ.
Sumado a ello, Kevin representa a los triangulos ABC y PQR en la ficha y divide las medidas
de los lados que forman a los dngulos BAC y QPR en GeoGebra, identificando una igualdad
entre éstas razones de lo que determina una relacién de angulos congruentes entre estos par
de lados con una misma razén, luego Kevin también indica que la division de los lados AB
con AC es “paralela” a la divisién entre los lados PQ y RP, desde el punto de vista del
investigador a partir de esta ultima afirmacion, se cree que Kevin aunque no lo expreso,
dedujo uno de los criterios de semejanza que viene a ser el criterio lado-angulo-lado dado
gue encontrd una igualdad entre las razones de los lados que forman el mismo angulo interior

de los triangulos ABC y PQR. Se evidencia lo anterior en este fragmento de la entrevista:

Investigador: Para el item c, ¢qué podrias concluir con respecto a lo que tu has

escrito?

Kevin: Bueno, al dividir AB sobre AC, que eran dos lineas que no son paralelas, pero
me di cuenta de que da el mismo resultado que dividir PQ y RP, o sea, encontré como
una especie de angulos paralelos en estos dos angulos, o sea, como que no cambia
el angulo PAC con el &ngulo QPR, porque siempre son el mismo resultado sin importar
cuanto lo mueva; bueno, siempre y cuando estén anclados, pues ahi al mismo
tamafo. Bueno, como ahi es la razén, dividi por AB sobre AC, me daba 1.03, esto se
demuestra porque AB sobre AC es paralelo a PQ sobre RP, también el angulo de la
medida de la medida PAC es igual al angulo de la medida QPR, y ya ahi segui

deduciendo lo demas.

Se muestra en la Figura 65 la respuesta de Kevin para la primera parte de la Tarea 1

—itemc.
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Figura 65
Respuesta de Kevin para la primera parte de la Tarea 1-item c

A continuacién, en la Figura 66 se muestran las acciones realizadas por Kevin en

GeoGebra para la primera parte de la Tarea 1-item c.

Figura 66

Acciones de Kevin en GeoGebra para la primera parte de la Tarea 1-item ¢

Luego, Kevin interactla con el entorno de GeoGebra, haciendo uso del deslizador y
el vértice A del triAngulo ABC, obteniendo otras formas de las representaciones de los
triangulos ABC y PQR, a partir de ello indica que sus angulos interiores van a seguir teniendo
las mismas medidas y los lados que identific6 como paralelos van a seguir manteniendo esta
propiedad. A partir de ello para los dngulos BAC y QPR, determina la razén de los lados que
forman a éstos angulos e identifica una igualdad entre estas razones y concluye afirmando
gue los triangulos ABC y PQR son semejantes debido a esa igualdad, se observa desde el
punto de vista del investigador, que Kevin aunque no lo expreso, determina esta semejanza
usando el criterio lado-angulo-lado, esto quiere decir que Kevin tiene ciertos conceptos
previos respecto a la semejanza de triangulos que ayudaron a que llegue a esa afirmacion.

Lo mencionado se evidencia en este fragmento de la entrevista:

Investigador: ¢Cudl es la deduccion final de lo que tu has escrito ahi en ese item c?
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Kevin: sin importar a qué lado lo muevas, digamos izquierda, derecha, lo subas o
bajes, sus angulos no van a cambiar y sus lineas no van a dejar de ser paralelas,
como la linea PA'y PQ, no dejaban de ser paralelas por mas que la movia de izquierda
a derecha, y sus angulos tampoco cambiaban, seguian siendo los mismos, porque
estaban en un solo movimiento. Y de ahi deduje que la medida de ABC es igual a la
medida de PQR, y eso era 94.88 grados. Ahora, también me di cuenta de que se habia
visto semejanza, y bueno, vi que la razén de AB sobre AC era igual a la razén de PQ

sobre PR, y lo cual me da 0.71 al dividirlo.

A continuacion, en la Figura 67 se muestra la respuesta de Kevin para la segunda

parte de la Tarea 1 — item c.

Figura 67
Respuesta de Kevin para la segunda parte de la Tarea 1-item ¢

También, en la Figura 68 se muestran las acciones realizadas por Kevin para la

segunda parte de la Tarea 1-item c

Figura 68
Acciones de Kevin en GeoGebra para la segunda parte de la Tarea 1-item c

Para el item d, Kevin indica lo que se muestra en la Figura 69:
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Figura 69
Respuesta de Kevin para la Tarea 1-item d

Kevin continla manipulando las representaciones de los triangulos ABC y PQR con
el deslizador, generando nuevas representaciones de las formas de éstos triangulos e indica
que el triangulo ABC es “padre” del triangulo pequefio PQR, debido a que cuando amplia o
reduce las dimensiones del triangulo ABC, esto repercute también en el otro triangulo; pero
se siguen manteniendo las igualdades entre las medidas de sus &angulos interiores y el
paralelismo entre los pares de lados identificados en la primera parte de la Tarea.

A continuacion, se muestra en la Figura 70 las acciones de Kevin en GeoGebra para
la Tarea 1 — item d.

Figura 70
Acciones de Kevin en GeoGebra para la Tarea 1-item d

A partir de las acciones realizadas por Kevin en la Tarea 1, se identifican los episodios
en la Tabla 11.
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Tabla 11

Episodios identificados para Kevin en la Tarea 1

item Episodios Acciones

ayb E1l: Identificacion y Trazado de la recta paralela
justificacion de rectas al lado PQ.
paralelas. Superposicion de la recta

paralela trazada sobre el
lado AB.
Justificacion del paralelismo.

b E2: Exploracion de la Uso de Ila herramienta
representacion de los Punto.
tridngulos con el uso de las ,
herramientas de GeoGebra. Uso del deslizador.

E3: Calculo de las razones Representacion de los
entre lados paralelos y triangulos ABC y PQR en la
semejanza de triangulos ficha.
Representacion de los
angulos interiores mediante
variables.
Congruencia de triangulos.
Division de las medidas de
los pares de lados
paralelos.
Semejanza de triangulos.

c E4: Calculo de las razones Medida de los angulos
entre lados que forman al interiores de los triangulos
mismo angulo ABC y POR.

Representacion de los
triangulos ABC y PQR en la
ficha.
Division de las medidas de
los lados que forman el
mismo angulo interior para
los triangulos ABC y PQR.
Uso del deslizador y del
vértice A.
Determinacion de la
semejanza de los triangulos
ABC y PQR.

d E5: Conclusién y Uso del deslizador.

justificacion sobre las formas
de los triangulos ABC y PQR

Conclusion de las formas de
los triangulos ABC y PQR.
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En cuanto al analisis de la circulacién del TM de Kevin en E1, a partir de las
representaciones de los triangulos ABC y PQR que Kevin los toma como representamen,
activa un cierto referencial debido a que afirma que los lados de los triangulos estaban
“chuecos’”, ello conlleva a que use la herramienta Paralela, que lo toma como artefacto digital
y por un proceso de construccion obtiene una recta paralela al lado PQ, activando la génesis
instrumental. Luego, a partir de las representaciones de la recta y los triangulos, que lo toma
como representamen, hace uso de ésta recta tomandola como artefacto para superponerla
sobre el lado AB y con ello, mediante un proceso de visualizacion indica que los lados AB y
PQ son paralelos, debido a que ya no los observa “chuecos”, de forma analoga determiné el
paralelismo entre los pares de lados AC con PR y BC con QR, esto da origen a la activaciéon
de la génesis semidtica y, por ende, se origina la activacion del plano vertical Semiético-
Instrumental. En este episodio se resalta lo Util y necesario que resulta la tecnologia para que
Kevin pueda determinar el paralelismo entre los pares de lados mencionados, algo que a lapiz
y papel resultaria mas complejo debido a que trabajando por ese medio lo dibujos no suelen

ser precisos.

Por otro lado, en E2 Kevin usa la herramienta Punto, que lo toma como artefacto digital
y realiza un proceso de construccion al insertar distintos puntos sobre los lados de los
triangulos ABC y PQR, dando origen a la activacion de la génesis instrumental. Luego, toma
las representaciones de los triangulos como representamen y a partir de ello, hace uso del
deslizador, que lo toma como artefacto digital y mediante un proceso de construccién genera
nuevas dimensiones de los lados de las representaciones de los triangulos, ya sean
ampliandolos o reduciéndolos, originando nuevamente la activacion de la génesis
instrumental y mediante un proceso de visualizacién indica que sin importar la forma en cémo
se alteren las representaciones de los triangulos, la propiedad del paralelismo se mantiene,

esto da origen a la activacion del plano vertical Semiético-Instrumental.

Luego, para E3, toma como representamen a las representaciones de los triangulos y
asi, poder representarlas en la ficha, con ello toma a las variables a, 8, 8 como artefactos
simbdlicos para la representacién de los angulos interiores del triangulo ABC en la ficha,
mediante un proceso de construccién, dando origen a la activacion de la génesis instrumental.
Luego, tomando como referencial teérico la propiedad del paralelismo, identificado entre los
lados de los triangulos ABC y PQR, que justifique mediante un proceso de prueba que existe
una igualdad entre las medidas de los &ngulos interiores de estos triangulos, dando origen a
la activacion de la génesis discursiva. Luego, al identificar la igualdad de las medidas de los
angulos interiores mediante un proceso de visualizacion, toma como referencial tedrico,
aunque de forma incompleta y erronea, la propiedad de triAngulos congruentes (respecto a la

igualdad de las medidas de los angulos interiores de los triangulos) para justificar mediante
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un proceso de prueba que los triangulos ABC y PQR son congruentes, cabe resaltar que esta
conclusién es errénea. En lo mencionado, se evidencia la activacion del plano vertical
Semidtico-Discursivo, ya que se valida las propiedades de triangulos congruentes (aunque

de forma errénea) basada en acciones sobre la representacion figural de los triangulos.

A continuacién, en la Figura 71 se muestran las acciones de Kevin usando las

variables como artefactos simbdlicos.

Figura 71

Acciones realizadas por Kevin usando a variables como artefactos simbolicos

Luego, Kevin origina la activacion de la génesis instrumental; usé la division dentro
del entorno de GeoGebra como artefacto y con ello realizdé un proceso de construccion que
permite obtener las razones entre los lados paralelos y mediante un proceso de visualizacion
a partir de los valores de las razones obtenidas tomados como representamen, permitié que
describa en la ficha que éstas razones tienen el mismo valor, dando origen a la activacion de
la génesis semidtica, esto activa el plano vertical Semidtico-Instrumental. Ademas, toma
como referencial tedérico a la definicion de triangulos semejantes (respecto a la igualdad de
las razones de lados correspondientes) para afirmar mediante un proceso de prueba que los
triangulos son semejantes, dando origen a la activacion de la génesis discursiva, esto
evidencia la activacion del plano vertical Instrumental-Discursivo, debido a que el uso de los
artefactos (herramienta de la divisién dentro de GeoGebra) genera la construccién de nuevas

configuraciones para ayudar al proceso de prueba.

Ademas, en E4 Kevin usa como artefacto digital a la herramienta Angulo y mediante
un proceso de construccion, determiné la medida de los &ngulos interiores de los tridngulos
ABC y PQR, originando la génesis instrumental y luego mediante un proceso de visualizacién
indica que las medidas de los angulos interiores de los tridngulos son iguales partiendo de la
representacion de los triangulos ABC, que los toma como representamen y asi origina la
activacion del plano vertical Semiético-Instrumental. Sumado a ello, usa la divisién dentro del

entorno de GeoGebra como artefacto y con ello realiza un proceso de construccion que le
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permite obtener las razones entre los pares de lados que forman a los &ngulos BAC y QPR
dando origen a la génesis instrumental y mediante un proceso de visualizacién, identifica una
igualdad entre éstas razones al partir de las representaciones de éstos triAngulos, que los
toma como representamen, originando nuevamente la génesis semiética y por ende, la
activacion del plano vertical Semiético-Instrumental. Luego, Kevin activa un cierto referencial
al afirmar que éstas razones son “paralelas” partiendo de esta igualdad de razones que

identifica.

Ademads, Kevin usa como artefactos al deslizador y al vértice A , mediante un proceso
de construccion logra obtener nuevas dimensiones de los lados de las representaciones del
par de triAngulos ABC Y PQR, originando la activaciéon de la génesis instrumental y a partir
de estas nuevas representaciones que lo toma como representamen, indica mediante un
proceso de visualizacién que los angulos interiores de éste par de triAngulos van a seguir
teniendo las mismas medidas y que los lados paralelos que identifico van a seguir teniendo
esta misma propiedad independientemente de cémo se modifiquen sus formas, lo que origina
la activacion de la génesis semiética, esto da origen la activacion del plano vertical Semiotico-
Instrumental. Ademas, parte de esta representacion y usa la division dentro del entorno de
GeoGebra como artefacto y con ello realiza un proceso de construccion que le permite
obtener las razones entre los pares de lados que forman a los dngulos BAC y QPR, dando
origen a la génesis instrumental y mediante un proceso de visualizacion identifica una
igualdad entre estas razones al partir de las representaciones de estos triangulos, que los

toma como representamen, originando la génesis semiotica.

Asimismo, Kevin activa un cierto referencial, desde el punto de vista del investigador,
se considera que toma en cuenta un criterio de la semejanza, aunque no lo explica
explicitamente, para justificar la semejanza de los triangulos ABC y PQR mediante un proceso
de prueba, debido a la igualdad entre las razones obtenidas entre los pares de lados de
ambos tridngulos, esto origina la activacion de la génesis discursiva. Con lo mencionado, se
evidencia la activacién del plano vertical Instrumental-Discursivo, debido a que el uso de los
artefactos (herramienta de la division dentro de GeoGebra) genera la construccion de nuevas
configuraciones que ayudan al proceso de prueba. Sumado a ello, también se activa el plano
vertical Semidtico-Discursivo ya que las distintas acciones sobre las representaciones
figurales (se refiera a las distintas representaciones que se obtienen de los triangulos ABC y

PQR) apoyan en la validacion de la prueba de semejanza de los triangulos.

En este episodio la tecnologia resulta importante dado que permiti6 a Kevin, al
momento de interactuar con las representaciones de los triangulos que independientemente
de cudl sean las dimensiones de éstos, los angulos interiores correspondientes van a seguir

teniendo la misma medida y el paralelismo se seguird manteniendo, ademas de ello uso las
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operaciones que proporciona el software GeoGebra para determinar una igualdad entre las
razones de estos pares de lados paralelos, algo que resultaria mas trabajoso si se realiza a
lapiz y papel, y esto conllevo a que afirme que existe una semejanza entre los tridngulos ABC
y POQR.

Por dltimo, para E5, Kevin parte de las representaciones de los triangulos ABC y PQR
gue toma como representamen y luego toma como artefacto digital al deslizador y mediante
un proceso de construccién al interactuar con éste artefacto, sigue obteniendo nuevas formas
de las representaciones del par de triangulos ABC y PQR, originando la activacion de la
génesis instrumental para que posteriormente mediante un proceso de visualizacién concluya
gue al alterar la forma de la representacion del triangulo ABC ya sea ampliando o reduciendo,
hace que las dimensiones del otro triangulo se alteren, indicandolo al triangulo ABC como un
“padre” para el triangulo PQR y ademas, siempre se mantiene una igualdad con respecto a
la medida de sus angulos interiores y se sigue manteniendo el paralelismo entre los lados
gue Kevin identificd en los items anteriores, todo esto lo hace partiendo de la representacion
de los triangulos ABC y PQR, los cuales toma como representamen y esto evidencia la

activacion del plano vertical Semiético-Instrumental.
Tarea 1 - etapa abajo-arriba - estudiante Kevin

Se presenta en la Figura 72 la descripcion global del trabajo matemético para la Tarea
1, segun los episodios identificados en la etapa arriba-abajo.

Figura 72
Descripcion global del ETM segun los episodios identificados en la Tarea 1 para Kevin
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Respecto a la descripcion global del trabajo matemético de Kevin, con relacién a la
Tarea 1, se resalta en todo momento el uso de los artefactos simbdlicos como variables, los
vértices de los tridngulos y artefactos digitales como deslizadores y las herramientas Paralela,
Punto, Medida o Longitud y Angulo, entre otros que hace favorecer la activacion del plano
Semidtico-Instrumental, ya que este plano se activa en los cinco episodios de la Tarea 1, esto
permite explorar las representaciones de los tridngulos relacionados con el uso de artefactos
para que se logre visibilizar los resultados que se producen. El plano Instrumental-Discursivo
se activa en los episodios 3 y 4, que involucran la génesis instrumental y discursiva, dado que
se desarrolla un razonamiento deductivo basado en un referencial teorico, referente a que las
rectas paralelas no se cortan, esto fue Util para que llegue a la conclusion que los tres pares
de lados identificados son paralelos construyendo progresivamente las rectas paralelas
mediante la herramienta Paralela y la calculadora del GeoGebra (para determinar las igualdad
de la razones entre los lados paralelos), asi como también se basa en un referencial teérico
referido a la definicion y criterios de la semejanza de triAngulos que ayudan a justificar esta
relacion entre los triangulos, aunque no lo expresa de forma explicita. Sumado a ello, en el
episodio 1 se aprecia que Kevin activa un cierto referencial respecto a que las rectas paralelas
no se cortan y esto conlleva a que realice acciones en las cuales intervienen los artefactos y
con ello favorecer la activaciéon del plano Semiotico-Instrumental. Cabe resaltar que el plano

Semidtico-Discursivo se activa en el episodio 3y 4.

En relacién con los paradigmas que prioriza Kevin en su trabajo matematico para esta
tarea, se puede observar que, para la justificacion del paralelismo entre los lados de ambos
triangulos y la relacién de las formas de las representaciones de los triangulos, lo hace bajo
la percepcién, la deduccion y la exploracion haciendo uso de artefactos simbdélicos para llegar
a una respuesta valida, por ende, se observa una geometria practica que se relaciona a la
Geometria natural (Gl). Por otro lado, para la justificacibn de la semejanza entre los
triangulos ABC y PQR, hace uso de un sistema de axiomas incompleto, y estas justificaciones
0 pruebas se desarrollan dentro del axioma establecido, el cual esta relacionado con la
geometria euclidiana clasica, por el cual se tiene la Geometria axiomatica natural (Gll),

aungue presenta algunos errores en el manejo del concepto.
Tarea 2 - etapa arriba-abajo — Kevin

Respecto a esta tarea, en el item a, Kevin parte de las representaciones de los
triangulos ABC y PQR que los toma como representamen y los dibuja en la ficha, ademas
hace uso de las casillas de control proporcionadas en el applet de GeoGebra y con ello
describe en la ficha, el valor de las razones de los lados BC con QR y AB con PQ, también
describe el valor de las medidas de los angulos ABC y PQR. A partir de ello, indica que las

divisiones entre los lados BC con QR y AB con PQ son iguales y que las medidas de los
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angulos ABC y PQR también eran la mismas. Ademas, usa los deslizadores para modificar
las dimensiones de las representaciones de los triangulos ABC y PQR y con ello indica que
los triAngulos son semejantes sustentando su respuesta, debido a que ambos triAngulos
tienen un angulo con la misma medida y que por mas que modifique las dimensiones de los
lados de los tridngulos por medio de los deslizadores, la division entre los lados que forman
ese mismo angulo va a seguir siendo la misma, desde el punto de vista del investigador se

observa que Kevin tiene ciertos conceptos previos respecto a la semejanza de triangulos.

También, Kevin divide los lados PR con AC y CB con QR usando la division dentro
del entorno de GeoGebra, teniendo como resultados 1.44 y 0.69 respectivamente, aunque no

reflexiona con respecto al porqué le salieron resultados distintos.
A continuacién, se muestra un fragmento de la entrevista:

Investigador: Pasamos a la Tarea 2, ¢,qué apreciacion tienes de todo lo que td has

hecho aca? ¢ Qué me podrias decir?

Kevin: En primer lugar, me puse a mover los dos triangulos con la herramienta de D,
y usé la herramienta rotar un poco también para ir probando. Y me di cuenta de que
es lo mismo que un triangulo semejante a otro. Y después empecé a leer las razones

para ir buscando algo mas que buscar mas asi.
Investigador: ¢Y por qué para ti eran semejantes?

Kevin: Porque en inicios me di cuenta de que tenian un angulo, que eran dos angulos
iguales, los cuales no cambiaban. Por mas que movia, rotaba, no importa su rotacién
0 movimiento en los agrandes, no cambiaba el angulo. De ahi, me di cuenta de que
tenian semejanza. Porque desde el primer angulo, que siempre encuentro que siguen
siendo iguales, me di cuenta de que el triangulo puede ser semejante. Pero me di

cuenta de que los lados si cambiaban su tamafio.

Kevin: O sea, esarelacion nunca se va a perder en esos lados, por mas que modifique
el triAngulo. Segui deduciendo, y ahi es la razén de PR sobre AC que me daba 1.44,
la razon de CB sobre QR que era 0.69. Y mi conclusion fue que eran semejantes,
porgue al principio no lo veia como semejante, después fui probando y me di cuenta

de que si.

Investigador: La verdad que hay algo interesante, ¢no? Que tu razon, las razones te

salen distintas.

Kevin: Si, son distintas
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Investigador: ¢Hay alguna reflexion que puedes hacer sobre eso, o no hay nada?

¢es normal que te haya salido algo asi?
Kevin: Nada

A continuacion, en la Figura 73 se muestran las acciones de Kevin en GeoGebra para

la Tarea 2 — item a.

Figura 73

Acciones de Kevin en GeoGebra para la Tarea 2-item a

A continuacioén, se muestra en la Figura 74 la respuesta dado por Kevin para la Tarea

2-item a

Figura 74

Respuesta de Kevin para la Tarea 2-item a

Por ultimo, para el item b, Kevin mide los &ngulos PRQ y ACB usando la herramienta
Angulo de GeoGebra, ademéas usa el deslizador y la herramienta Rotar para cambiar la
orientacion, la medida de los lados y angulos interiores de los triangulos ABC y PQR. Luego,
hace uso de la herramienta Distancia o longitud para hallar la medida de los lados restantes
de ambos triangulos, asi como también hace uso de la herramienta Area y determina las

areas de los triangulos ABC y PQR. A partir de interactuar con estas herramientas, Kevin
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indica que los &ngulos interiores de ambos triangulos son iguales sin importar que rota o se
cambie de posicidn a las representaciones de los tridngulos ABC y PQR vy, debido a que
siempre estos angulos interiores se mantienen con la misma medida, indica que los tridngulos

ABC y PQR son semejantes, esto se evidencia en este fragmento de la entrevista:
Investigador: ¢Cual es tu conclusion de los triAngulos que tenias ahi?
Kevin: Cumple semejanza
Investigador: ¢ Esa es tu conclusion? ¢ A partir de qué?
Kevin: A partir de ser un angulo.

Investigador: O sea, me dices entonces que son semejantes, porque a partir de un

angulo congruente nada mas, ya son semejantes.
Kevin: Si, y porque tienen la misma forma de ser angulos.

A continuacién, se muestra en la Figura 75 las acciones de Kevin en GeoGebra para

la Tarea 2 — item b.

Figura 75
Acciones de Kevin en GeoGebra para la Tarea 2-item b

A continuacién, se muestra en la Figura 76 la respuesta dada por Kevin para la Tarea 2-

item b.
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Figura 76
Respuesta de Kevin para la Tarea 2-item b

A partir de las acciones realizadas por Kevin se identifican los siguientes episodios
para la Tarea 2 mostrados en la Tabla 12:

Tabla 12

Episodios identificados para Kevin en la Tarea 2

item Episodios Acciones

a E1l: Exploracion de la Uso de las casillas de
representacion de los control.
triangulos con el uso de las ,
herramientas de GeoGebra Uso del deslizador.
Division entre las medidas
de los lados PR con ACy CB

con QR.
Semejanza de triangulos.

b E2: Conclusién y Uso de la herramienta
justificaciéon sobre las formas Angulo.
de las representaciones de

los triangulos ABC y PQR  US© del deslizador.

Uso de la herramienta Rotar.

Uso de la herramienta
Distancia o longitud.

Uso de la herramienta Area.

Semejanza de triangulos.

Para el analisis de la circulacién del TM de Kevin en E1, a partir de la
representacion de los triangulos ABC y PQR, que toma como representamen, lo dibuja en la
ficha. Ademas, en GeoGebra hace uso de las casillas de control, que los toma como

artefactos digitales para que mediante un proceso de construccion, obtenga los valores tanto
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de las razones de los lados BC con QR y AB con PQ, asi como también el valor de la medida
de los &ngulos ABC y PQR, dando origen a la activacién de la génesis instrumental, luego
toma como representamen el valor de las razones y medidas obtenidas para que mediante
un proceso de visualizacion reconozca igualdades entre las cantidad halladas, lo que activa
la génesis semidtica, esto hace que se origine la activacion del plano vertical Semiotico-

Instrumental.

Asimismo, hace uso del deslizador que lo toma como artefacto digital para que
mediante un proceso de construccion, obtenga nuevas formas de las representaciones de los
triangulos ABC y PQR, originando la activacion de la génesis instrumental y mediante un
proceso de visualizacién sigue identificando que los angulos se mantienen con la misma
medida; y a partir de esto activa un referencial, que aunque no lo expresa explicitamente,
trata sobre un criterio de la semejanza, para que mediante un proceso de prueba justifique la
semejanza entre los triAngulos ABC y PQR, dando origen a la activacion de la génesis
discursiva, lo que evidencia la activacion del plano vertical Semidtico-Discursivo, ya que las
distintas acciones sobre las representaciones figurales (referido a las distintas
representaciones que se obtienen de los triangulos ABC y PQR al usar los deslizadores)
apoyan en la validacion de la prueba de semejanza de los triangulos. También, se activa el
plano vertical Instrumental-Discursivo debido a que el uso de los artefactos (casillas de control
y deslizadores en GeoGebra) genera la construccion de nuevas configuraciones que ayudan
al proceso de prueba de la semejanza de los triangulos ABC y PQR.

Sumado a ello, usa la divisién dentro del entorno de GeoGebra como artefacto y con
ello realiza un proceso de construccidn que le permite obtener las razones entre los pares de
lados PR con AC y CB con QR.

Por otro lado, para E2 se observa que Kevin a partir de las representaciones de los
triangulos ABC y PQR, que los toma como representamen, hace uso del deslizador y la
herramienta Rotar, tomados como artefactos digitales para que mediante un proceso de
construccién, obtenga nuevas formas de las representaciones de éste par de triangulos,
dando origen a la activacion de la génesis instrumental, luego toma nuevamente como
artefacto a la herramienta Distancia o longitud y Area para que mediante un proceso de
construccion, halle la medida de los lados restantes de los triangulos ABC y PQR, asi como
también el valor de sus &reas y mediante un proceso de visualizacién que parte del
representamen tomado de la representacion de los triangulos, determine que la medida de
los angulos interiores se mantiene, originando asi la activacion de la génesis semiética, esto

da origen a la activacién del plano vertical Semiético-Instrumental.
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Asimismo, Kevin activa un referencial que, aunque no lo expresa de forma explicita
se refiera a un criterio de semejanza, para justificar mediante un proceso de prueba que los
triangulos son semejantes debido a que ambos triangulos tienen un par de angulos con la
misma medida, lo que origina la activacion de la génesis discursiva. Por ello, se origina la
activacion del plano vertical Semiético-Discursivo, ya que las distintas acciones sobre las
representaciones figurales (referido a las distintas representaciones que se obtienen de los
triangulos ABC y PQR) apoyan en la validacion de la prueba de semejanza de los triangulos
ABC y PQR. También, se activa el plano vertical Instrumental-Discursivo debido a que el uso
de los artefactos (deslizadores y herramientas en GeoGebra) genera la construccién de
nuevas configuraciones que ayudan al proceso de prueba de la semejanza de los triangulos
ABCy PQR.

Tarea 2 - etapa abajo-arriba - estudiante Kevin

Se presenta en la Figura 77, la descripcién global del trabajo matematico para la Tarea

2, segun los episodios identificados en la etapa arriba-abajo.

Figura 77
Descripcion global del ETM segun los episodios identificados en la Tarea 2 para Kevin

Respecto a la descripcion global del trabajo matematico de Kevin con relacion a la
Tarea 2, se tiene que tanto en E1 y E2 se activan los tres planos verticales Semiético-
Instrumental, Instrumental-Discursivo y Semio6tico-Discursivo. La activacion del plano
Semidtico-Instrumental se evidencia dado que se involucra en todo momento a los artefactos
como deslizadores, casillas de control, los vértices de los triangulos, la herramienta Angulo,

entre otros que hace favorecer la activacion del plano mencionado.

El plano Instrumental-Discursivo se activa en ambos episodios, dado que involucran
la génesis instrumental y discursiva, pues se desarrolla un razonamiento deductivo basado

en un referencial tedrico, referente a la definicion y criterios de la semejanza de triAngulos
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gue ayudan a justificar esta relacion entre los triAngulos, aunque no lo expresa de forma

explicita o de forma incompleta.

En relacién con los paradigmas que prioriza Kevin en su trabajo matemético para la
Tarea 2, se puede observar que, para la justificacion de la relacién de las formas de las
representaciones de los tridngulos, lo hace bajo la percepcion, la deduccion y la exploracion
haciendo uso de artefactos simbolicos para llegar a una respuesta valida; por ende, se
observa una geometria practica que se relaciona a la Geometria natural (Gl). Por otro lado,
para la justificacion de la semejanza entre los triAngulos ABC y PQR hace uso de un sistema
de axiomas incompleto, y estas justificaciones o pruebas se desarrollan dentro del axioma
establecido, el cual esta relacionado con la geometria euclidiana clasica por el cual se tiene
la Geometria axiomatica natural (Gll), aunque presenta algunas falencias en el manejo de

los conceptos dado que los tiene del todo claro.
Tarea 3 - etapa arriba-abajo - estudiante Kevin

En la tarea 3, Dennis reconoce los datos del problema y representa el valor numérico
de la medida del segmento QA, también representa los angulos QPR y ASR con sus
respectivas medidas. Luego, reconoce la existencia de dos triangulos rectangulos conocidos
PQR Yy RAS de 37° y 53°, y con ello representa las proporciones de los lados de los tridngulos
mencionados, indicando que tienen las mismas proporciones de 3, 4 y 5 pero le asigha
constantes distintas para cada triangulo que son “k” y “p” dado que son dos triangulos
distintos. Ademas, le asigna a la medida del angulo ARP una variable “6” y con ello indica que
las medidas de los angulos QRA y PRS son “53°- 68”. En seguida, Kevin indica que hay una
semejanza entre los triangulos PQR y PRS, sefialando el criterio de semejanza lado-angulo-
lado y, a partir de identificar estos triangulos hace uso de la definicién de la semejanza en la
cual plantea una igualdad de razones con lo que determina el valor del lado PS. Cabe resaltar
gue, los triangulos que Kevin identifica no son triangulos semejantes ya que los verdaderos

triangulos semejantes son QRA y PRS.

En la Figura 78 se presentan las acciones de Kevin para la Tarea 3.
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Figura 78

Acciones de Kevin para la Tarea 3

A partir de las acciones realizadas por Kevin para la Tarea 3, se identifican los

episodios en la siguiente tabla:

Tabla 13

Episodios identificados para Kevin en la Tarea 3

Episodios

Acciones

E1l: Nocion del triangulo
rectangulo de 37°y 53°

Identificacién de los
elementos del gréafico.

Identificacion de los
triangulos rectangulos de
37°y 53°.

Completitud del é&ngulo
complementario de 37°.

Uso de las proporciones del
triangulo de 37°y 53°.

E2: Nocién de semejanza de
triangulos y célculo de la
medida del lado PS

Representacibn con la
variable 6 al angulo ARP.

Operaciones entre medidas
de los angulos.

Identificacion de triangulos
semejantes y el caso de la
semejanza.

Célculo del valor de la
medida del lado PS.

Para el analisis de la circulacién del TM de Kevin en E1, a partir de la

representacion figural de la Tarea, que Kevin toma como representamen, completa los datos
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en el gréfico segun las condiciones de la tarea identificando las condiciones, datos e identifica
la existencia de triangulos rectangulos aproximados conocidos de 37° y 53°, mediante un
proceso de visualizacién, dando origen a la génesis semittica. Seguidamente, toma como
referencial tedrico a las propiedades de los lados de un triangulo rectangulo de 37° y 53° y
mediante un proceso de prueba justifica las proporciones de los lados PQ, QR, PRy RA, AS,
RS dando origen a la génesis discursiva, esto origina la activacién del plano vertical
Semidtico-Discursivo. En seguida, toma como artefactos simbdlicos a las variables “k” y “p”
para representar las medidas de los lados mencionados mediante un proceso de
construccién, dando origen a la génesis instrumental y asi, se origina la activacién del plano
vertical Instrumental-Discursivo. Asimismo, se evidencia la activacion del plano vertical
Semidtico-Instrumental, pues entra en juego las representaciones de los triangulos PQR vy
RAS con el proceso de construccion para representar las medidas de los lados de los

mencionados triangulos.

Por ultimo, para el E2, a partir de la representacion figural de la Tarea, que Kevin toma
como representamen, toma como artefacto simbdlico a la variable © para representar a la
medida del angulo ARP mediante un proceso de construccién y luego, representa las medidas
de los angulos QRA Y PRS, en términos de ésta variable mediante un proceso de construccion
al usar la operacién de la resta respecto a las medidas de los angulos QRP y PRS con la
variable “x”, dando origen nuevamente a la génesis instrumental. Luego toma como
representamen a las representaciones de los triangulos PRQ y PRS, reconoce los lados que,
para Kevin cumplen una misma relacion mediante un proceso de visualizacién, dando origen
a la génesis semidtica, lo que origina el plano vertical Semiotico-Instrumental e indica que
hay una semejanza entre los triangulos PRQ y PRS, justificando ésta afirmacién mediante un
proceso de prueba al tomar como referencial teérico al criterio de la semejanza lado-angulo-
lado, dando origen a la génesis discursiva, esto evidencia la activacion del plano vertical
Instrumental-Discursivo, dado que el uso de los artefactos simbdlicos (como las variables y
las operaciones) generan nuevas configuraciones en la representacion figural de la tarea que

ayudan al proceso de prueba de la semejanza de los triangulos PQR y PRS.

También, se activa el plano vertical Semiotico-Discursivo, pues las acciones en las
representaciones tanto de la tarea como la de los triangulos PQR y PRS, ayudan en el

proceso de prueba para validar la semejanza de los triangulos mencionados.

Por ultimo, identifica los lados correspondientes de los triAngulos semejantes
identificados partiendo de la representacion figural de los triangulos PQR y PRS, que los toma
como representamen y usa su referencial de la definicibn de semejanza respecto a la

proporcionalidad de los lados de triangulos semejantes para que mediante un proceso de
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construccion, se determine el valor del segmento PS al tomar como artefacto a la division

respecto a las medidas entre estos lados, esto da origen a la génesis instrumental.
Tarea 3 - etapa abajo-arriba - estudiante Kevin

Se presenta en la siguiente figura la descripcion global del trabajo matematico para la
Tarea 3, segun los episodios identificados en la etapa arriba-abajo.

Figura 79

Descripcion global del ETM segun los episodios identificados en la Tarea 3 para Kevin

Respecto a la descripcion global del trabajo matematico de Kevin para la Tarea 3, en
el cual para los episodios 1y 2 se activan los tres planos verticales. Ademas, en los episodios
mencionados se involucra con artefactos como variables, angulos, entre otros que hace
favorecer la activacion del plano Semidtico-Instrumental, esto permite explorar las
representaciones de los tridngulos relacionados con el uso de artefactos para que se logre
visibilizar los resultados que se producen; por otro lado, el plano Instrumental-Discursivo se
activa también en los dos episodios, ya que involucran la génesis instrumental y discursiva,
dado que se desarrolla un razonamiento deductivo basado en un referencial teérico, como
las proporciones de los lados de triangulos rectangulos de 37° y 53°, asi como también la
definicién y criterios de la semejanza de triangulos, que fue Util para llegar a la determinacién
de la relacion de medidas de ciertos segmentos y aplicar una igualdad de razones para que

posteriormente llegue al resultado final.

En relacidn con los paradigmas que prioriza Kevin en su trabajo matematico para la
Tarea 3, se puede observar que para la justificacion de la relacion de la medida de diversos
segmentos en la representacion figural de la Tarea, como lo son las propiedades de los lados
de triangulos rectangulos de 37°y 53°, asi como también para la justificacion de la semejanza
entre los triangulos ABC y PQR, hace uso de un sistema de axiomas incompleto, y éstas
justificaciones o pruebas se desarrollan dentro del axioma establecido, el cual esta

relacionado con la geometria euclidiana clasica por el cual se tiene la Geometria axiomatica
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natural (Gll), aunque presenta algunos errores en la identificacion de los triAngulos
semejantes. Ademas, justifica ciertas relaciones entre los dos triangulos bajo la percepcion,
la deduccion y la exploracion haciendo uso de artefactos concretos o simbdlicos para llegar
a una respuesta valida, por lo que se observa una geometria practica que se relaciona a la

Geometria natural (Gl).
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Conclusiones

Este trabajo de investigacion tiene como objetivo principal, analizar el trabajo
matematico que realizan los estudiantes de cuarto afio de secundaria cuando resuelven una
secuencia didactica constituida por tres tareas sobre semejanza de triangulos con el uso de
tecnologia digital, que en este caso es en GeoGebra, éste objetivo se logré dado que se llevd
a cabo mediante el analisis de las acciones de los estudiantes tomando en cuenta aspectos
asociados a las componentes y procesos de los planos epistemoldgico y cognitivo de la teoria
del Espacio de Trabajo Matemético. Los objetivos especificos que se plantearon fueron tres

y con relacion a ellos se concluyd lo siguiente:

Para el primer objetivo especifico: identificar las génesis que los estudiantes activan
cuando resuelven tareas sobre semejanza de triangulos, se encontr6 que al analizar las
acciones de los estudiantes se activan en distintos momentos, las génesis semiotica,
instrumental y discursiva, siendo la instrumental y semidtica las que con mayor frecuencia se
activan; la génesis instrumental debido a que son favorecidas por la diversidad de
herramientas que se manejan al trabajar con el entorno de GeoGebra, asi como también
artefactos simbolicos y la calculadora en el caso de Maria, que fue la Unica de los estudiantes
gue utilizé herramientas que no estan contempladas en GeoGebra y la génesis semiotica,
debido a la constante observacion de las representaciones de los triAngulos para poder
describir el comportamiento y las relaciones que existen entre ellas, esto se observé en los
tres estudiantes. Sumado a ello. La génesis discursiva se activé en una menor frecuencia,
cabe resaltar que, de los tres estudiantes el que mas activd su génesis discursiva fue Kevin
(ocho veces), dado que frecuentemente recurria a sus referencial tales como conceptos y
definiciones sobre triangulos rectangulos notables, semejanza y congruencia, aunque €stos
ultimos con ciertas falencias, tal como Haj-Yahia (2021) menciona en su investigacion al
referirse a la constante confusion entre el concepto de semejanza y congruencia por parte de

los estudiantes cuando estudian estos objetos matematicos.

Con respecto al segundo objetivo especifico: identificar los planos verticales que
activan los estudiantes, se encontré que los planos que se priorizan con mayor frecuencia
son el plano Semidtico-Instrumental ya que, en gran parte de las tareas se utilizaron las
distintas herramientas de GeoGebra y artefactos simbdlicos para la exploracion de las
representaciones de los triangulos. También, otro plano que se prioriza es el plano
Instrumental-Discursivo ya que usan los artefactos tanto digitales como simbolicos para
justificar ciertas relaciones y propiedades entre los triAngulos como la semejanza y
congruenciay entre los segmentos, como es el paralelismo, aspecto importante para construir

el concepto de semejanza en la Tarea 1.
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Con relacion al tercer objetivo especifico: caracterizar los paradigmas de la geometria
gue los estudiantes privilegian, se observé que los tres estudiantes priorizan al paradigma de
la Geometria Natural I, ya que relacionaron la nocion de semejanza justificAndolos con
aspectos concretos debido a que utilizaron las representaciones de los triAngulos que se van
generando en el entorno de GeoGebra, las medidas de los lados y las operaciones que
lograron plantear y resolver. También, se pudo observar que en ciertos episodios se priorizé
el paradigma de la Geometria axiomatica natural, como lo hizo Maria para justificar el
paralelismo entre segmentos, usando el Teorema de los angulos alternos interno, asi como
también para llegar a resolver la Tarea 3, donde recurrié a la definicién de la semejanza de
los triangulos para poder plantear ciertas proporciones con el fin de lograr llegar a la respuesta
de la tarea. Sumado a ello, con respecto a Dennis, se observa que prioriza este paradigma al
usarlo para el desarrollo de la Tarea 3, donde recurre a las definiciones de los triAngulos
rectangulos para poder justificar las proporciones de los lados de los tridngulos identificados
y, por ultimo, para Kevin, se observa que prioriza este paradigma al usar la definicién, criterios
de la semejanza y la congruencia de los tridngulos en las tres tareas, aunque con ciertos

errores para poder resolver éstas.

Como parte de las conclusiones, también se puede observar que sigue existiendo
dificultad para identificar triangulos semejantes, pues se observé en Maria y Kevin que,
aunque indican una existencia de semejanza entre determinados triAngulos, cometen errores
en esta identificacion. Por otro lado, en el caso de Dennis se puede observar que no logra

identificar la semejanza de los triangulos en la Tarea 2 y 3.

Con lo mencionado, se concluye que la secuencia didactica planteada resalta la
importancia de disefiar tareas para la enseflanza de la semejanza de triangulos, debido a que
implica un analisis del trabajo matematico muy rico y diverso con relacién a procesos
cognitivos y epistemolégicos que pueden desarrollar los estudiantes y con ello poder mejorar
los niveles de comprensién del concepto del objeto matematico en estudio. También, se
resalta la importancia de la tecnologia, como GeoGebra, debido a que con sus herramientas
permiti6 a los estudiantes interactuar con las dimensiones y las relaciones de las
representaciones de los triangulos y poder construir mediante las Tareas 1y 2 propuestas en
la secuencia didactica, la nocion de la semejanza de triangulos, se puede observar que ésta
herramienta tecnologica ayudd en gran parte a los estudiantes para que puedan observar y
deducir que las proporciones de los tridngulos semejantes siempre se mantiene constantes y
gue ademas tienen angulos correspondientes congruentes. El uso de ésta tecnologia en el
aprendizaje de la semejanza de triangulos es importante ya que les permite explorar
conceptos de una forma dindmica e interactiva, dado que por ejemplo, permitié a los

estudiantes manipular las representaciones de los triangulos en tiempo real modificando
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medidas y observando cOmo se conservan ciertas relaciones propias de la semejanza de
triangulos, caso contrario lo que ocurre a lapiz y papel ya que si se requiere hacer una
modificacion en las dimensiones de las representaciones exige rehacer los dibujos y ello
conlleva a una limitacién en la exploracion. Ademas, los estudiantes lograron comprobar al
arrastrar los vértices que los criterios de semejanza se cumplen en diferentes casos y esto
les ayudd a formular conjeturas sobre la proporcionalidad de los lados y la conservacion de
la congruencia de los &ngulos sin la necesidad de depender sélo de calculos huméricos, que
es lo que ocurre cuando se realizan este tipo de tareas a lapiz y papel, permitiendo en ellos

gue validen experimentalmente las propiedades que existen en la semejanza de triangulos.
Con respecto al aporte de este trabajo a futuras investigaciones:

Se sugiere aplicar la propuesta didactica que se planted para analizar el trabajo
matematico de los estudiantes en estudiantes de menor grado en secundaria, priorizando un
mayor tiempo para cada tarea con el fin de observar como va consolidando y aprendiendo la
semejanza de triangulos desde una etapa temprana. Asimismo, se sugiere aplicar la
secuencia did4ctica para analizar el trabajo matematico de profesores en formacion inicial,
considerando cOmo su experiencia previa como estudiantes, en relacion con objeto
matematico estudiado, condiciona su desempefio en la enseflanza de la semejanza de
triangulos. Ademas, resulta de gran relevancia adaptar esta secuencia didactica al uso de
otros softwares o herramientas tecnolégicas, con el fin de ampliar su aplicabilidad en diversos

contextos educativos.

Por dltimo, se espera que futuros investigadores puedan utilizar esta secuencia, ya
validada, como referencia para analizar los Espacios de Trabajo Matematico personal, idoneo
o de referencia. De este modo, se abre un sinnimero de opciones para continuar investigando
sobre el trabajo matematico de los estudiantes en el dominio de la geometria, un campo que

presenta notorias dificultades, sobre todo en el nivel secundario.
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Anexos

Tarea 1: Explorando triangulos

ApPellidOS Y NOMBIES: Lo

1. Ingrese a https://www.geogebra.org/geometry/pfmetaxg

2. Vamos a representar un triangulo ABC

Para ello, realice los siguientes pasos de construccion:

. AL :
a) Con la herramienta Punto ® , dibuje tres puntos no colineales A,By C

b) Con la herramienta Poligono «*, represente el triangulo ABC.

3. Ubique un punto D exterior a la region triangular contenida en ABC. Luego, con la

a=2

herramienta Deslizador , cree un deslizador con un minimo de 0.2 y un maximo
de 2 con un incremento de 0.1, luego, haciendo clic izquierdo en el deslizador y
seleccionando propiedades, seleccione Béasico, para luego en la opcion etiqueta
seleccionar la opcién Nombre haciendo que solo aparezca el deslizador sin ningun
valor.

Mediante la herramienta Homotecia ** , seleccione el triangulo ABC como objeto
y el punto D como centro de homotecia. Luego escriba como factor de escala la letra

“du

Luego, haga uso del deslizador para separar y los triangulos y renombre al triangulo
A'B'C’' con PQR.

Al finalizar la construccidn, responda las siguientes cuestiones:

a) Explore los triangulos ABC y PQR y explique la relacion que observa entre ellos.

b) Observe los triangulos ABC y PQR e identifique los pares de lados paralelos. Explique

su procedimiento de como llegé a la conclusion de que los lados son paralelos.

c) Use las herramientas de GeoGebra y determine la relacion entre los pares de lados

paralelos de los triangulos ABC y PQR. ¢ Qué puede concluir?
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Después, Cambie la longitud de los lados y posiciones de los vértices de los triangulos ABC
y PQR ¢Qué sucede con la relacién entre los lados paralelos? Explique

d) Observe qué relacién tienen los angulos que se oponen a los pares de lados paralelos.
Después explique la conclusion general a la que ha llegado sobre lo que aprecia de los
triangulos ABC y PQR.
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Tarea 2: ¢Qué misterio conectan los lados y angulos de estos triangulos?

APElIdOS Y MOMIDIES: .

Ingrese al enlace https://www.geogebra.org/geometry/jdtcvufs

Trabajemos con dos triangulos denotados por ABC y PQR que estan representados en el
entorno de GeoGebra. A simple vista, se observa que los lados de los tridngulos tienen
medidas diferentes y estan orientados de manera distinta. Vamos a investigar algunas
relaciones entre sus lados y angulos interactuando con los tridngulos, utilizando las casillas
de control y las herramientas disponibles en GeoGebra.

a) Indique la relacion que observa entre los lados mostrados inicialmente de los

triangulos ABC y PQR y el angulo entre estos lados.

b) Luego, interactuando con las herramientas de GeoGebra para alterar las medidas de
los lados, angulos, orientacién, medir mas angulos y lados, etc. Indique las relaciones

que observa y que puede concluir sobre la relacion de estos dos triangulos.
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Tarea 3: “Toldo para zona de descanso”

APElIdOS Y MOMIDIES: .

Para cubrir una zona de descanso en un parque publico, la empresa “Acoger” debe instalar un toldo
de forma triangular (ver figura 1a). Un arquitecto de la empresa realiz6 un plano del modelado del toldo
vista desde arriba (ver figura 1b) e indic6 que los cables se deben fijar en los postes verticales en 4
puntos, todos a una misma altura del piso, dos de estos cables los ubica en los puntos Q y A de su
plano y los otros dos los representa ubicados en los puntos P y S. Ademas, los angulos que forman
los cables representados por los angulos QPR y ASR que sostienen la estructura deben ser de 37°y

la distancia entre los puntos de soporte Q y A debe tener 12 metros.

Sin embargo, ocurrié un inconveniente y el arquitecto olvidé de anotar la medida del cable PS, elemento

necesario para la instalacién del toldo.

La empresa “Acoger” necesita saber que longitud del cable PS para proceder con la instalacion. § Como

podemos ayudar a la empresa a obtener esta informaciéon?

Q R

(@) (b)

Fuente: https://zaglesloneczne.eu/es_ES/p/Toldo-vela-4%2C2x4%2C2x5%2C9/616
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CONSENTIMIENTO LIBRE E INFORMADO

El objetivo de este formulario es brindarle informacion clara sobre una investigacion cuyo propdsito es
desarrollar, aplicar y analizar el Trabajo Matematico de estudiantes de cuarto afio de secundaria
cuando resuelven tareas de semejanza de triangulos con el uso de tecnologia digital. Esta investigacion
esta a cargo del estudiante de la maestria Miguel Angel Urquiza Ruiz, del Programa de Maestria en
la ensefianza de las matematicas de la Pontificia Universidad Catolica del Perd, y se desarrollara
conforme al reglamento del comité de ética para la investigacion con Seres Humanos y Animales de
dicha universidad.

Toda la informacion recogida durante el estudio sera tratada con estricta confidencialidad. Los datos
seran accesibles Unicamente para el investigador responsable y no se divulgara la identidad de los
participantes. Se utilizaran seudénimos para preservar su anonimato

Ademas, la participacién en este estudio es completamente voluntaria. Nadie sera penalizado si decide
no participar en el estudio en cualquier momento, y puede retirarse de la investigacion sin riesgo y sin
sufrir dafios personales.

Después de conocer y comprender el objetivo de la investigacion, asi como estar consciente de la
necesidad de utilizar testimonios para fines cientificos y de estudio (libros, articulos, diapositivas y
transparencias).
Yo (padre/madre) identificado(a) con DNI
autorizo a mi hijo(a) a participar como sujeto en la
investigacién, que se realizara en el mes de octubre del 2024, y estoy dispuesto a responder a los
cuestionarios relativos a la investigacion y algunos datos personales confidenciales.
Por este medio AUTORIZO al investigador Miguel Angel Urquiza Ruiz a tomar fotografias, grabar
audio y video, recopilar produccion escrita de las sesiones didacticas y actividades realizadas, que
sean necesarias para recoger el testimonio sin carga econémica para ninguna de las partes.
Al mismo tiempo, cedo el uso de imagenes (fotos), audio, video y/o testimonios de mi hijo(a) para fines
cientificos y de estudio (libros, articulos, diapositivas y transparencias) a favor del investigador arriba
especificados, en cumplimiento de la legislacién que protege los derechos de los nifios y adolescentes
(Nuevo codigo del Nifio y del Adolescente, Ley n® 27337). Soy consciente de que yo y/o los tutores
legales del menor recibiremos una copia de este documento

Firma del padre/madre del participante

El investigador ha respondido a mis preguntas y han hablado con mis padres y/o tutores. He leido y
acepto participar como voluntario en la investigacion descrita anteriormente:

Miguel Angel Urquiza Ruiz
investigador

Contacto con el investigador responsable:
Si necesita mas informacidn sobre este estudio, llame al investigador: Teléfono: 980585404
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