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RESUMEN

El objetivo de este trabajo consiste en estudiar el comportamiento asintético de las solucio-
nes de un sistema dispersivo no lineal de tipo Benjamin-Bona- Mahony cuando t se aproxima

al infinito. El sistema de interés tiene la forma

Opu — 0204u — a10%04v + a20,u + azvPO,v + a0, (UPV) + uPpu = 0
Opv — 020, — a10%04u + a0,V + azuPOpu + a0, (uvP) + vPOv = 0
u(z,0) = up(x)
v(x,0) = vo(x)

donde ay, as,as y a4 son constantes reales con ap >0y 0<a; < 1,u=u(z,t)yv=uv(x,t)
son funciones reales con variables reales x € R, ¢ > 0 y p es un entero mayor o igual que uno.

Para ello estudiamos la existencia, unicidad y dependencia continua respecto del dato inicial
en C([0,7]: H* (R) x H* (R)) para s > 2 de la solucién local de (1), utilizando el teorema
del punto fijo de Banach. Luego, mostramos como tal solucién local puede ser extendida a
una Unica solucién global en C ([0, T[: H* (R) x H* (R)) para s > 2, para luego analizar el
comportamiento asintético de la solucién para valores grandes de p, utilizando el método de

la fase estacionaria, el lema de Van der Corput y el lema de Strauss.
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Notaciones

X, Y espacios de Banach.

X', Y’ espacios duales de los espacios de Banach X e Y.

L (X,Y) espacio de operadores lineales acotados de X en Y.
L(X)=L(X,X).

X — Y cuando X estd contenido en Y con la aplicacién inclusiongontinua
C ([0,T],X) espacio de funciones continuas de [0,7] en X.

C1 ([0, T], X) espacio de funciones continuamente diferenciables de [0,7] en X.
A) dominio del operador lineal A.

A) rango del operador lineal A.

&) = \/%7 Jgn €7 %u (2) dz transformada de Fourier en R".

x) = ﬁ Jgn €470 (€) d€ transformada inversa de Fourie en R™.

C* (R™) espacio de las funciones continuas diferenciables de orden k en R".

k>0
Ck (R™) espacio de funciones de clase C* con soporte compacto.

S (R™) espacio de Schwartz en R".
s’ (R™) espacio de las distribuciones temperadas en R".

LP (R™) espacio de Lebesgue en R™ de orden p, 1 < p < oo.

1

lullpr = </ lu (x)[? dx) p, la norma en LP (R™) de u.
L> (R") = {Hqinmedible en R" y existe C > 0: |u(z)| < C c.t.p en R"}.
lul| oo =nf {C >0:|u(x)] <C ct.pen R"} norma en L* (R") de u.
J? potencial de Bessel con respecto a = de orden —s, j;z =01+ 52)% u(§).
H* (R") = {u e S (R"): Jou € L2 (R")} el espacio de Sobolev de orden s € R.
1
[l = 1750l g = (feo (14162) 1 (€) d€)* morma en H* (") de u.
(u,v)y = (J*u, J*0) p2(gny = Jgn (1 + |£|2>Sﬂ(f) v (€) d€, producto interno en H® (R™) de u,v.

(u,v)y = (-, 2 producto interno en L? (R").
H* (R™) x H® (R") = H® x H.
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Introduccion

La primera observacién publicada de una onda solitaria u onda de translacién fue hecha por
John Scott Russell en el canal de Unién de Hermigton, Escocia, muy cerca del campus Riccarton
de la universidad de Hériot-Watt (Edimburgo), descrita en su obra Reporte sobre ondas para la
Asociacién Briténica. En este reporte, Russell, ver [16], describe como él sigui6 el movimiento
de una masa de agua solitaria por mas de una milla, montado en un caballo, observando como
esta masa de agua en agitaciéon empezé a salir hacia delante con gran velocidad, tomando la
forma de una larga elevacion solitaria, redonda, suave y bien definida de una masa de agua,
la cual continué su curso a lo largo del canal preservando su forma original, transcurrido un
tiempo, su altura gradualmente iba disminuyendo. Russell fue capaz de repetir dicho fenémeno
en su laboratorio, dedujo que el volumen de agua en la onda era igual al del agua desplazada,

proponiendo una ecuacién para la velocidad de propagacion, c:
¢ = g(h+a) (2)

donde g es la aceleracion de la gravedad, h es la profundidad del agua en estado de equilibrio
y a la amplitud de la onda. De (2) se deduce que a mayor amplitud mayor velocidad. Y al
elevar un masa de agua era capaz de generar una onda de depresiéon. Sin embargo, dicha onda
daba como resultado un tren de ondas dispersivas. En 1895, D. J. Korteweg y G. de Vries
(KdV) obtuvieron una ecuacién que describe el perfil de la onda. Esta ecuacion estaba basada
en la suposicion de que la profundidad del agua es pequena en comparaciéon con el ancho de
las ondas y relaciona la amplitud de la onda y sus cambios en el espacio con el cambio de
la amplitud en el tiempo, es hoy en dia, una de las ecuaciones clasicas del mundo no lineal.
A mediados de 1960 los cientificos comenzaron a usar computadoras digitales pasa estudiar
la propagacién de ondas no lineales, y fue entonces cuando las ideas de Russell empezaron a
ser apreciadas. Los fisicos Norman Zabusky y Martin Kruskal, de la universidad de Princeton,
descubrieron la existencia de un tiempo de ondas localizadas muy especiales, que exhibian un
comportamiento tipo particula, que las llamaron solitén a una onda solitaria en forma de pulso
que es capaz de trasladarse sin cambio de forma y sin pérdidas de energia, y ademads es capaz de

conservar su estructura después de un choque con su semejante, es decir, con comportamiento
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tipo particula que era inusual en ondas no lineales. En este tipo de sistemas hay dos procesos
fundamentales que gobiernan el comportamiento de los pulsos: un proceso dispersivo que tiende
a ensanchar los pulsos, y un proceso no lineal (cuando la intensidad del campo se acrecienta) que
tiende a modificar de manera continua la frecuencia de las ondas que conforman el pulso. Por si
solos, estos procesos serian destructivos. Sin embargo al combinarse de manera adecuada, estos
dos procesos parecen cancelarse mutuamente, alcanzando un equilibrio estable. Es interesante
observar aqui que el proceso no lineal no tiene la apariencia de ser un proceso contrario al
proceso dispersivo, ya que su efecto no es adelgazar a los pulsos.

Bajo estas consideraciones analizamos la solucién de un sistema de ecuaciones dispersivas
no lineales, con diferentes constantes, estructurado de un par de ecuaciones del tipo T. B.,

Benjamin, J. Bona y J. J. Mahony (BBM):

ou — cﬁatu - alagatv + a20,u + azvPO,v + g0y (uPv) + uPOru = 0
O — 020w — a1020yu + agdpv + azuPdpu + asdp(uv®) + VPO = 0

sujeto a las condiciones iniciales
u(z,0) =up(z), v(z,0)=1wvy(x) (4)

Estas ecuaciones describen el movimiento de ondas con pequena amplitud en la superficie
de un canal raso limitado inferiormente por un fondo plano, impermeable constante. El fluido
que llena el canal se supone incompresible, irrotacional y no se consideran efectos de la visco-
sidad. Estos supuestos son razonables debido a que los efectos de vorticidad y viscosidad son
apreciables sélo cerca del fondo. La posicién en el canal unidireccional se representa por la
variable espacial = y el tiempo con t.

Las funciones de variable real u = u(x,t) y v = v(x,t) representan la amplitud de la onda
medida con respecto al nivel de reposo del agua. Las constantes adimensionales reales a1, as, a3
y aq con az > 0,0 < a3 < 1 miden la magnitud de los efectos no lineales (a3 y ay4) y dispersivo
(a1), de la propagacién unidireccional en la superficie de un fluido homogéneo, de ondas largas
dispersivas. En el caso p = 1, fue originalmente deducido por J. A. Gear y R., Grimshaw en
1984, como un modelo para describir la fuerte interaccién entre longitudes de ondas débilmente
no lineales.

El problema de Cauchy para el sistema de Korteweg de Vries fue estudiado por Bona,
Ponce, Saut y Tom [8]. Ellos mostraron que el problema de valor inicial estd bien formulado
globalmente en un espacio adecuado de funciones, usando la teoria e Kato’s para ecuaciones
evolutivas abstractas, junto con algunos estimativos originados en el analisis armonico.

Si se considera (3) con a; = az = ag = a4 = 0, se obtiene una ecuacién generalizada de

BBM.

VIII
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Dado el problema de valor inicial (3) - (4), nos preguntamos: jel problema de valor inicial
estd bien planteado localmente?, es decir, jel PVI (3) - (4) tiene tnica solucién que depende
continuamente del dato inicial?, y en caso afirmativo, jla buena formulacién del problema de
valor inicial es global?. Por tltimo, si el problema de valor inicial tiene una tnica solucién
global, ;cudl es el comportamiento asintético cuando t — 4007,

Para responder estas inquietudes, organizamos el trabajo como sigue: En el capitulo 1,
presentamos las definiciones y propiedades fundamentales de la transformacién de Fourier,
espacio de Sobolev, desigualdades usadas en el trabajo, definiciones y propiedades del andlisis
funcional y del andlisis arménico. En este capitulo los resultados no son demostrados, sin
embargo, se da las referencias en las que se encuentran sus demostraciones. En el capitulo 2 se
ve el problema de Cauchy para el sistema (2). En el capitulo 3, se estudia el buen planteamiento
local del sistema (3) con valor inicial, se demuestra que si (ug,v9) € H® con s > 2, entonces
el PVI (3) - (4) tiene solucién local que depende de los datos iniciales (ug,vp), el resultado
acerca de la solucion local es establecido usando el principio de contraccién y una ecuacién
integral equivalente para aplicar el teorema del punto fijo de Banach en el espacio de Sobolev.
El buen planteamiento global del PVI (3) - (4) se estudiard en el capitulo 4, demostrando
el siguiente resultado: Si (u,v) es la solucién de (3) con dato inicial (ug,vo) € H® x H?,
s > 2. Entonces existe un tnico par de funciones (u,v) € C([0,7]; H® x H®) para cada T' > 0
y (ug,ve) € C([0,T);H® x H?), (u,v) solucién de (3) con (u(zx,0),v(x,0)) = (uo(z),vo(x)).
Resultado que muestra el buen planteamiento global de (3).

Finalmente, en el capitulo 5 se analiza el comportamiento asintético del par de soluciones
cuando t — 400 del problema de valor inicial, siguiendo las ideas de J. Albert [2], quien
probé que

lu(-, t)|lpe < C(1+ t)_1/3, cuando t — +o0

siempre que el dato inicial sea pequenio y p > 4. El trabajo para la parte lineal utilizé el
método de la fase estacionaria y mediante el lema de Van der Corput [17] y el lema de W. A.
Strauss [18], se analiza el decaimiento de las soluciones globales que también fue considerado

por Albert.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Transformada de Fourier

El espacio L' (R") tiene una multiplicacion que lo convierte en un algebra de Banach. Esta

operacién se define como sigue.

Definicién 1.1. Si u,v € L* (R"), definimos su convolucién por

(uxv)(x) = v (y) dy, para x € R™.

1
\/27r/n

La convolucién es conmutativa y asociativa. Ademas

Teorema 1.2 (Desigualdad de Young). Siu € LP (R") con1 < p < oo yv € L* (R"), entonces
uxve LP(R") y

lw vl o < lull g 0ll 1 -

Demostracién. Usando la desigualdad de Minkowski para integrales, tenemos

Jus ol = H/ AATIATH
P
< / e (9 Lo o ()] dy

= [lull /]R v ()l dy = [lull o 0]l 1 -

O
Teorema 1.3 (Desigualdad de Young generalizada). Sean 1 < p,q,r < oo tales que }D + % =
1+ % Siu e LP (R™) yv e L1(R™), entonces uxv € L" (R™) y
Juxvllpr < lullze 0]l Lo -
Demostracién. Ver teorema 8.9, (a) de [10], pagina 232. O
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Teorema 1.4. Si f € CF (R") y g € L} (R™), entonces f x g € C* (R") y

loc
O (frg)=(0"F) g
Demostracién. Ver [5], pagina 69. O
A continuacién, establecemos la siguiente notacién. Cualquier o = (e, -+, ) € R es
denominado un multi-indice. El orden del multi-indice « es definido por |a| = aj + -+ + ay.

Ademsds, para u : R™ — R definimos
olely,

= — (X
e o )

e a1 . pQn
=] ",

0% ()

y para x = (x1,x2, - ,Ty), ¥

1.1.1. Transformada de Fourier en L' (R")

Definicién 1.5 (Transformada de Fourier en L!). Sea v € L' (R™), la transformada de Fourier

de u, se define por

1 .
Fu () =u(€) = 5 / e @8y (2) dz, £ € R” (1.1)
(2m)""2 Jer
y la transformada inversa de Fourier de w, como
1 .
Flu(z) = —/ @8y (&) de, v e R”
(@)= o [, < Ou ) de

n
donde (z,&) = > z:&.
i=1
La integral [g, e~ @8y (x) da tiene sentido, pues el integrando es una funcién integrable

desde que u € L' (R™).
Teorema 1.6. Sean u,v € L' (R") y a € C. Entonces

1. La aplicacién F : L' (R?) — Cx (R") es una transformacién lineal acotada y

1
1 Full oo < = Il

(2m)

2. Fu es continua.

3. %ir% Fu(§) =0 (Riemann Lebesgue)
—

4 Flutv) () =Fu@)+Fv(€) v Flau)(§)=aFu(s)
5. F (uxv) (€) = (2m)"% Fu (€) Fv (€), £ € R™.
Demostracién.Ver [11], pag. 303, 308 y [10], pag. 251. O
Teorema 1.7. Siu € L' (R") y 0% € L' (R") con o € N, entonces
F(0%u) (&) = (i€)" Fu(§), si Mim (@) =0.

Demostracién.Ver [11], pag. 313. O
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1.1.2. Transformada de Fourier en L*(R")

1 )
Si u € L?(R"), la integral o2 Jzn e~ @8y (z) dz en general no tiene sentido. Ahora

discutiremos la extensién de la transformada de Fourier para definir la transformada de Fourier

en L? (R") usaremos la propiedad de que el espacio L' (R™) N L? (R™) es denso en L? (R").
Teorema 1.8. (Plancherel). Siu € L' (R") N L? (R"), entonces Fu € L* (R") y
[Fullpe = llullz2 -

Demostracién. Ver [13], pag. 6. O
Por lo tanto F : L' (R") N L? (R™) — L? (R") es un operador lineal acotado, asf tiene una

unica extensién lineal acotada
T L' (R") N L2 (RY) — L2 (R™)
llamada transformada de Fourier sobre L? (R™).

Teorema 1.9. La transformada de Fourier sobre L? (R™) es un operador lineal, isométrico y

sobreyectivo.

Demostracién.Ver [13], pag. 7. O
Por lo tanto existe la transformada de Fourier inversa * : L* (R™) — L? (R™). Siu € L? (R?)

y {ur}en €s una sucesion en L' (R™) N L? (R™) tal que

timJfu — ull 2 =0,

la transformada de Fourier de u en L? (R") y la transformada de Fourier inversa de u sobre

L? (R™) son calculadas respectivamente por

(€)= lim Fuy en L* (R")

k——+o0

i(z)= lim Fluy en L? (R™).

k——+o0
1.1.3. Distribuciones temperadas

El espacio de Schwartz es el conjunto de funciones reales
S(R") = {u € C(R") : ||lull, g < oo, para todo «a, B € N"}

donde para cada par de multi-indices («, 5) € N™ x N"

[ully,s = sup %95 (az)’ < 0.
’ TERM
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A la funcién u se le denomina funcién temperada y el espacio de Schwartz S (R™) es también
conocido como el espacio de las funciones C* (R™) rdpidamente decrecientes.
S (R™) con la métrica

1 u— v,
L =3 = vl

3 2\0<|+|5\ 1+ “U — UHC‘hﬁ

a’
es un espacio métrico completo.

Definamos en S (R") el siguiente criterio de convergencia para sucesiones.
Definicién 1.10. La sucesion {uy},cy en S (R") converge a u € S (R") si
a,B) e N* xN*: lim ||lup—u =0.
(0,6) Jin [ =l

La relacién entre la transformada de Fourier y el espacio S (R™) esta descrita en el siguiente

teorema.
Teorema 1.11. La transformada de Fourier F es un isomorfismo de S (R™) en si mismo.
Demostracién. Ver [10], pag. 252. O

Teorema 1.12. Sea u € S (R™). Entonces
1. ue S(R"),
2. 0°0(€) = (=) (@"w)" () y 8°u (&) = () ¢°a (¢).

Demostracién. Ver [16], pag. 252. O

Ahora por dualidad podemos definir el conjunto &’ (R™) de las distribuciones temperadas.

Definicién 1.13. T : S(R") — R define una distribucion temperada si T es un funcional

lineal continuo en S (R™), es decir, T : S (R") — R es una distribucion temperada si y solo si

1. T es lineal.

2. T es continua en relacion a la topologia de S (R™), esto es, siup — u en S (R™) entonces

T (ug) = T (u) en R.

Asi, denotaremos por S’ (R™) el conjunto de las distribuciones temperadas.

SiT e S (R™), para u € S (R™) Escribiremos

<T7 u) = <T7 u>8’,$

en vez de T' (u).
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Definicién 1.14. Una funcionu € L} (R™) es una distribucion temperada cuando el funcional

loc
lineal T,, : S (R™) — R dado por

Ty (v) = (T, v) = / w (@) (z) dz, ve S RY
R
es continuo.
El siguiente teorema prueba que el conjunto S’ (R™) es ”grande”.

Teorema 1.15. Los elementos de LP (R™), 1 < p < oo, son distribuciones temperadas.

Demostracién. Ver [3], pag. 154. O
Esto prueba que LP (R™) esta continua y densamente incluido en &’ (R™) esto es, LP (R") —
S’ (R™) si 1 < p < co. Por lo tanto, identificaremos a LP (R™) como un subespacio de S’ (R™).

La distribucién T, € 8’ (R™) sera identificada con u, y
u(v) = (u,v), ueS R") y veSR").
en particular, si u € LP (R™), 1 < p < oo, escribiremos
u(v) = /Ru(x)v(x) dr, veS(R").

Definicién 1.16. Una distribucion temperada T € S’ (R™) es una funcion en L} (R") si

loc
T, €S (R") yT =T,.

Definicién 1.17. (Derivada de una distribucién). Dados y T € 8’ (R™) y o € N™ un multi-

indice, definimos la a-ésima derivada de T por

(0°T,v) = (—1)‘0‘| (T, 0%) para cualquier v e S (R").
Ademds, 0°T € S§' (R™).
1.1.4. Transformada de Fourier en S’ (R")

Definiremos la transformada de Fourier en &’ (R™) via la transformada de Fourier en S (R™).

Definicién 1.18. Siu € S (R"), la transformada de Fourier u y la transformada de Fourier

. v
inversa u de u se definen por

(u,v) = (u,v)

(u)

S

=2
<

\/
Il

para v € S (R™).

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%

§rT - r% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD

DEL PERU

La topologia en S’ (R™) estd determinada de la manera siguiente.

Definicién 1.19. Sea {up}, oy una sucesion en S’ (R™). Decimos que u, — 0 en S’ (R™)
cuando k — 400 si

Vv e S (R"™) : (ug,v) = 0 cuando k — +00.
Como consecuencia tenemos el siguiente teorema de extension

Teorema 1.20. La transformada de Fourier es un isomorfismo de &' (R™) en si mismo, es

decir,”: 8" (R™) — &' (R™) es biyectiva, continua con inversa continua.
Demostracién. Ver [3], pag. 156. O

Proposicién 1.21. Si u € §' (R"™), entonces

dou=)ern y  9%a= (=) zou.
Demostracién. Basta usar la derivada de una distribucién y el teorema (1.12). O
Definicién 1.22. Para s € R definimos el operador lineal J° : 8’ (R™) — &' (R™) por
— 9 s/2 ' m
Tu(©) = (1+16P) " a(e), ue s ®).

denominado el potencial de Bessel de orden s. J° es una aplicacion lineal, continua, biyectiva

)
Js+t - JSJt y (JS)—l = =

1.2. Espacios de Sobolev de tipo L* (R")

Daremos una breve introduccién a los espacios de Sobolev de orden s € R en R" a través
de la transformada de Fourier en S’ (R™). Ellos miden la diferenciabilidad de las funciones
en L? (R") y son una herramienta fundamental en el estudio de las ecuaciones en derivadas

parciales.

Definicién 1.23. El espacio de Sobolev de orden s € R de tipo L? (R") es el conjunto
H?* (R™), definido por

H® (R") = {u e S (RY) : Jou € L? (Rn)} ,

con la norma

[

2

ol oy = 190l = ([ (1+167) 12 0P )
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En particular H? (R") = L? (R"). A menudo usaremos la notacién ||ul|, en vez de ||ul| He(R")-

De la definicién de los espacios de Sobolev tenemos el siguiente

Teorema 1.24.
1.) Si0 < s <t entonces H' (R") — H* (R") continua y densamente. Ademds
Vu e H (R™) : flully < [ull; -

En particular, los elementos de H® (R™) para s > 0 son funciones medibles, mas precisa-

mente, son distribuciones temperadas que provienen de funciones en L? (R™).

2.) H* (R™) es un espacio de Hilbert separable con el producto interno definido para todo

u,v € H* (R") por

(1), = (P Ty = [ (1+167) 2O T@ e
Es decir, via la transformada de Fourier
He(RY) = L* (R": (1+ |§y2)s @) .
3.) Para todo s € R el espacio S (R") es denso en H?® (R").
4) Sir<s<tcons=(1—-0)r+6tyé6ec]l0,1], entonces

1-0 0
lellg < fleelly™ Nully -

5.) Para todo s € R y para todo o € N*, 9% : H* (R") — H*~1%l (R") es un operador lineal
acotado, y
10%ul gotar < clull; -
6.) Para todo k € N las normas |jul|, y il |0%ul| ;2 son equivalentes.
o=
Demostracion.
1.) Como 0 < s < t implica que (1+ |§|2>8 < (1 + |§\2)t. Por tanto, si u € H'(R")

entonces tenemos

2= [ (1+16) @@Pde < [ (1+16F) @O ds = ful < .

por lo tanto u € H?® (R"), y queda probado que H!(R") C H® (R") con inclusién continua.

Para obtener la densidad, basta mostrar que

H>*®R") = (] H (R")
reR

7
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es denso en H*® (R"™), cualquiera que sea s € R. Sea u € H* (R") y consideremos la sucesién

{tn},>, definida para cada n € N* por

Entonces u,, € H*® (R") si n € NT. En efecto,

= [ (1) 1@ as = [ (1+167) " (14 16) e @ ag

r—s 2
Como v : R" — R definida por v (&) = (1 + |§|2) e , es una funcién de C§° (R™)

cualesquiera sean r, s € R, entonces

2)¢)?

r—S8
V]| oo = gsu]é) {(1 + |§]2) e n ] < oo
e n

S
el < [ olle (14 162) @O dE < oll eyl < o0

Ahora observemos que

fun =l = [ (1+16) @ (©) - (@) de

— /n (1 i |§|2)s e

cuando n — +o0, por el teorema de la convergencia dominada.
En el teorema anterior se probé que H* (R") es denso en H® (R™) cualquiera sea s € R.

4.) De la definicién de norma en H* (R™) se tiene

2 = [ (1+162) @ de

- / (1 +'€\) (+!£\) @ (&) dg
/ (1+168)"™ 0 (14 16) " )P de.

y por la desigualdad de Holder con p = flg yq= % tenemos

i< [ (o) mera [ () meora]

2(1—-0 20
= Jul 2 27

1-0 1, 116
Luego [[ull; < flull, ™ [[ull;-
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5.) Sea u € H® (R™), entonces como

o= [ ()™
s—k
= [ (1+1e)

s—k
< [ ()T 0+ @O s = ul?

— 2
Ohu (¢)| de

(i€)" 7 (6)| de

luego se tiene el resultado. U
El siguiente teorema permite relacionar ”derivadas débiles en L? (R™)con derivadas en el

sentido clasico.

Teorema 1.25 (de Inmersién de Sobolev). Si s > 1 + k entonces H® (R") estd contenido
continuamente en el espacio CX (R™) de las funciones con k derivadas continuas que se anulan
en el infinito, y

lullex, < esllulls

donde ||u = max |[[0%l; .
lullog, = s, 0%l
Demostracién. Ver [13], pag. 45. O

En consecuencia, sin=1y s > % + k, obtenemos que

lull poo < €5 llullys 110zull oo < esllully, |05u| o < esllullys---
Teorema 1.26. Si s € ]O, g[ entonces H® (R™) — LP (R™) con p = 50 € decir, s =
n—2s
1 1 Y n
n| = ——|. Ademds, para u € H* (R"), s € }0,*[,
2 p 2
lull o < ens [|1D%ull 2 < Cllull, .
donde
D*u=(=0)"Pu= (g )"
Demostracién. Ver [13], pag. 47. O

Los espacios de Sobolev pueden ser vistos como un algebra de Banach, y desde el punto
de vista del anédlisis no lineal tenemos las siguientes propiedades esenciales de H?® (R"), para

s>n/2.

Teorema 1.27. Sea s > n/2, s € R. Entonces H* (R™) es un dlgebra conmutativa en relacion
a las operaciones de multiplicacion de funciones punto a punto, esto es, para cualquier u,v,w €

H*(R") y a € C, tenemos

1. u-ve H*(R")
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3. (u+v) - w=u-wHv-w

4. a(u-v) = (au)- v

Ademds, la multiplicacién es una aplicacién bilineal continua de H?® (R™) x H* (R™) en
H? (R™) en la topologia de la norma, y secuencialmente continua en la topologia débil; es

decir, existe una constante ¢ = ¢ (s, n) tal que
Vu,v € H* (R") : luvll, < cllull, (o]
y dados ug, vk, u,v € H® (R")

. HS HS H
SL up, — uy v — v entonces urpvg — uv.

Demostracién. Ver [13], pag. 48. O

1.3. Semigrupos de operadores lineales.

Definicion 1.28. Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acota-

dos sobre un espacio de Banach X es una familia {W (t)},5, tal que
i) Yt>0: W(t) e L(X),
it) W (0) = I el operador identidad sobre X,
Qi) Vt,s > 0: W (s+t) =W (s)W(t), y
iv) para cada x € X fijo, W (-) x : [0, 00 = X es continua.
En adelante X sera un espacio de Banach con norma ||-|| .
Teorema 1.29. Si {W (t)},5q un semigrupo sobre X, existen M > 1y w > 0 tales que
2 0 W (0 gy < M
Demostracién. Ver [14], pag. 4. O

Definicién 1.30. El generador de un semigrupo {W (t)}tzo sobre X es la aplicacion

A:D(A) C X — X definida por

t —
D(A) = {x €X: lim ‘/V()t“; e:m'ste}

t—0t

Az = 8t+W(t):L“t:0.

10
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Teorema 1.31. Si A es el generador del semigrupo {W (t)},5, sobre X, entonces para todo

x € D(A) tenemos que W (t)x € D (A) para todo t >0, y
OW (t)x = AW (t)x =W (t) Ax. (1.2)
Demostracién. Ver [14], pag. 4. O

Teorema 1.32. Sean X y Y dos espacios de Banach. Si A:Y C X — X es el generador del

semigrupo {W (t)},5q sobre X, entonces para todo ug € Y la funcion
u: [0, +o0][ =Y,
definida por u (t) = W (t) uo, es la unica solucion del problema de Cauchy lineal

Ou(t)=Au(t), t>0

(1.3)
u (0) = up.
Ademas,
u € C([0,+00[: Y)NCL ([0, +o0[ : X).
Demostracién. Ver [14], pag. 104. O

Observacidn. Si en la definicién (1.28), i) y iii) se verifican para todo s,t € R y en iv),
el dominio de la aplicacién W (-) z es el conjunto de los niimeros reales, la familia {W (t)},cp
define un grupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados sobre un espacio de
Banach X. En este caso decimos que el grupo {W (t)},cp es de tipo (M,w) si existen M > 1
y w > 0 tales que

Vi e R : W (1) o) < Me.

Por otro lado, en la definicién (1.30), el limite se toma cuando ¢ — 0 y los teoremas (1.31) y

(1.32) son validos para todo ¢ € R.

1.4. Integrales Oscilatorias

En esta seccién estudiamos el comportamiento asintético de I (A) cuando A — oo, donde

b
1(\) = / A £ (2) da

y ¢ es una funcién real cuya derivada existe en todo = € [a,b] llamada fase, y f es una
funcién compleja cuya derivada existe en todo z € [a, b].
Veremos que este comportamiento asintético es determinado por los puntos criticos = de

¢, esto es, ¢’ (T) = 0.
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Proposicién 1.33. Sea f € C§° ([a,b]) y ¢' (x) # 0 para todo x € [a,b]. Entonces

I(\) = /b M@ f(2)dz = O (m_k) ,

a

cuando \ — +oo para todo k € Z.

Demostracién. Definamos el operador diferencial L por

1 df
iy dz’

L(f)=

entendiendo a ¢’ como la derivada de ¢ respecto a su variable independiente.

_ (1
rn=-5 ().

donde L es el operador adjunto de L.

El operador L satisface

En efecto, por definiciéon de operador adjunto, se tiene

d d
<L(f),g>=<i)\1¢,£,g> <d“i ZA1¢,9>

-~(¢ (0)) = (i (a99))

por lo tanto, Lt (g) = —% (Z.Ag ,). Ademés haciendo g (z) = ¢(*) tenemos

L(eM0) = i>\¢} @) 2 (e2e@) =

en general LF (e““z’) = ¢ir?,

A (z) e iAp(z) ei/\¢($),

M¢()

Enseguida, calculamos (Lt)k f (z). Para esto, en primer lugar

d < f >:_M¢’f’—fM¢” _ @ - [ _ (f’ B f¢”>
4 (irg/)? A (¢/)? ’

¢ ()
orse (Y () -G ) e

Finalmente, usando (Lk’)t = (Lt)k, k € Z y (1.4) obtenemos

I\ = /b MW@ f (1) da = /b L* (eiAd’(I)) f(x)dz

a a

L'f =—

entonces

Lo [ 5 G-
b
= F O [ PR @) e = 0 ()
siempre que A — +00, con Fy, (x) = <é: Ei; f((¢)((il;)( )> O
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Proposicién 1.34. Sea k € ZT y ‘qj(k) (z)| > 1 para todo x € [a,b] con ¢ (x) mondtona en el

caso k = 1. Entonces

b
/ M@ gy < CAVE N> 0
a
donde C}, es una constante independiente de a y de b.
Demostracién. Para & = 1, usando integracién por partes con u = é vy v = Z)\e’)“z’
tenemos

(o) "L (20 b1 GHO()
/ae dac:/aL(e )dx:/az)\qb’()v\d)() dx
iAo(x b b
e 1F / 1w d (1
o IA dzx \ ¢’ (z)
iA¢(b) iAp(a) b
R it ) ° _i/ gro@ 4 (LN
x| () ¢(a)| X, dz \ ¢/ (z)

D (@)
Luego, como }qb(k) (:p)‘ > 1, obtenemos

gy ANEY VRS ire@) 4 ( 1
/a <X TE A/ @ )"
1 ei/\qb(b) z)\qb (a) 1
SX(d»'(b) ) s dw(¢'<m)d
<3 (7@ lot 1)“
*3\7o| 7@ 7@,
=5 (7o)
& )]
o

Para k& > 2 usamos induccién sobre k, suponiendo que se cumple para k, debemos probar que

se cumple también para k + 1, es decir,

b .
/ ez/\qﬁ(x) dr

Por hipétesis, }(b(k*l) (z)| > 1. Sea x¢ € [a, b] un minimizante global de ¢, es decir, ‘¢(k) (z0)| =

min ‘¢ )|

a<z<b
Si ¢®) () = 0, fuera del intervalo |zg — 6,z + [ tenemos !(b(k) ($)| > ¢ para algin 0 con

< Cp A~V

¢’ mondtona si k = 1. Dividiendo el dominio de integracién y usando las hipdtesis obtenemos
b ) r0—0 . zo+0 . b .
/ @) gz < / ) d| + / @) dg| + / @) dg| .
a a zo—0 zo+0

Pero, considerando ¢ (z) = @ y la hipétesis inductiva, obtenemos

5 5 5
/ T ire@) g / RV B / T i) g,
a a a

< Cp (M)~ VE
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(k+1)
entonces |w(k+1) (g;)| = M > 1, del mismo modo
b .
/ M@ dzl < O (A8) TV
x0+5
Por otro lado
zo+9 ) zo+9 )
/ M) gy < / @) gy — 26,
zo—0 To—0

Finalmente eligiendo § = A\~/(**+1) conseguimos

b .
/ ez)\¢>(x) dr

< Cr (M) "VE 426 + €y, (A)VE

1
— 20 A1k (A—l/(kﬂ)) o\ 1/(k+D)
= 2(Cp + 1) ATFT = Cppq A1,
Si k) (zo) # 0, entonces zg = a 6 g = b y un argumento similar nos lleva a la misma cota.[]

Lema 1.35. Sea p € C? (R) una funcion concava o convera en el intervalo [a,b] con —oo <

a < b< 400, entonces

-1
() |frevas] <2 {minly @I} s o @) £ 0 en o)

~1/2
(i7) ‘f; eip(z)d:c‘ <4 {r[mbx]l | (:c)|} si p' () # 0 en [a,b].

Demostracién. (i) Para k = 1, usando integracién por partes y la proposicién (1.34)
e | < — |- ——
a AN @) (@) AP (B) P (a)

lZM%“§2Q¢@O+<w@n‘¢@Q

por ser p una funcién céncava o convexa (p' es creciente o p’ es decreciente) p” (a) > 0 o

tenemos

Para A =1

p" (a) < 0 esto nos conduce a que |p’ (a)| = p' (a) si p’ (a) > 0 lo que implica

/ab M@ g < 2 <|p’1(b)|> =2 (|P/ (b)‘_1>

Por otra parte, sea zg € [a,b] tal que |p/ (zo)| = I<Ill’r<lb’p/ ()| (minimizante global) y como
a<z<

p' () # 0 en [a,b], entonces xg = a 6 xg = b. Luego

'/abeip(x)dx <92 (‘pf (b)\_l) _ 9 (lp, (960)}_1> _ 2{ win |/ (x)‘}1.

a<z<b
(71) Usando la proposicién (1.34), obtenemos

1 1 1 1 1
Ck:)\<‘p(k)(b)‘+ —}—’ —
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Para k=2
1 1 1 1 1

Cy =~ ( + + — )
AN @ (@)l 1o (0) " (a)
por hipétesis |p” (z)] > 1y x¢ € [a,b] tal que |p’ (z0)] = r<m’r<1b |/ (x)], se pide el anélisis para
aASsSTS

|p" (x)| # 0, en este caso g = a 6 zg = b. Luego

b o) 1 1 1 1
[ o] <= @) 17 @l 1 @)l 1 (o)
= Ip”?xo)l =4|p" (20)] " =4 {afgnggbp” (w)}
—1/2
<4 {aglégb o’ (x)} .
La prueba esta completa. [l

1.5. Desigualdades ttiles

Proposicién 1.36. Sean k € L' ([a,b]), k (t) > 0 para todo t € [a,b] y f € C ([a,b]) tales que

FO<g@)+ [ ko) ()dsa<t <

entonces
F)<g@® -l-/atk(s)exp [/:k:(r)dr] g(s)ds, a<t<b. (1.5)

En particular si g (t) = C = cte, se sigue que
t
f(t) <Cexp {/ k:(s)ds] WP~ L b
a
Lema 1.37. Para cada r € R existen constantes positivas ¢1 = ¢1 (r) y ca = co (1) tales que
a(l+€7) < (1+6) <e (1467
para todo £ € R.

Demostracién. Para demostrar la segunda desigualdad, sea f : RT™ — R definida por

f(m):(i;tizr,xzo.

Como f es continua y h’I—iI_l f(x) =1, entonces f es acotada. Asi, existe ca = c2 () tal que
T—+00
(1+2z) <c(142").

Anslogamente se prueba la primera desigualdad considerando g : RT™ — R definida por

1+2"

g(:v):m, x> 0.
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Lema 1.38. Sea m (t) una funcion continua de valor real, no negativa y tal que existen cons-
tantes positivas o, 5 y n tal que

m(t) < o+ Bm” (€)

para cualquier t en un intervalo conteniendo at =0, donden > 1. Sim(0) < ay aﬂ(”*l)_l <

(1 — 17*1) 77*(77*1)_1 entonces, en el mismo intervalo m (t) es acotada y
m(t) <a(l-nh).
Demostracién. Ver [18] paginas 409-547. O

Lema 1.39. Sean «, 8, n > 0 satisfaciendo

at+B-n=lLa>n o B=>mn,

a>nsif=1, pB>nsia=1.

FEntonces tenemos

¢
sup / QI+8)"A4+t—r)" "1 +r)Pdr < +oo.
0<t<+00.J0

Demostracién. Siguiendo la idea de la prueba en R. Racke, [15], pagina 88. Si C' denota

constantes diferentes que no dependen de ¢, entonces

t(141)" o t/2 (1+1t)" - 5 @487 A dr
/0(1+7“)’8(1+t ) d_/o “(1+r)5(1+t ) d+/t/2—(1+r)ﬁ(1+t )~ dr.

=15+ 1
Estimamos I;. Como 0 < r < t/2 se tiene
14+t<24t<2(1+4+t—r)<2(1+1)

dedonde (14+t)*<2°(14+t—r)*=1/(1+t—7r)* <2%/(1+1¢)" De esta manera

t/2 n @ t/2
Il</ L+t 2 adr:2°‘(1+t)"_a/ _r
o (14 QQ+1) o (1+7)

Ademids, como 1 <1+ <1+ t/2, entonces

/ i 8=
/tQ( V8 dp — In(141¢t/2), 5165 1
0

luego, para a > n y 8 =1 tenemos que
L <2°(1+8)"*In(141t/2) <C,

16
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yva que de la regla de L’Hospital

1/2
L= tim 2OEVD i R—
t=+oo (1 +4¢)*" tot+oo (v — ) (1)

1
= lim — =0
=0 2 (11 4/2) (a— ) (L+ )

Paraa—n—1>1,a>no B >ny [ #1 tenemos

I < 2" |:(1 + t/2)175 j 1:| < 2% (1 + t)l_ﬁ_ < g <o
(L=B) @+ A=A+ 7 (1= ) (14!
1

Ilm ——M—— =
ya que t—}gloo (1 + t)04+/3_77—1

De manera similar, concluimos que
I :/t M(l—i—t—r)_o‘drg L_/t (1+t—r)“dr,
t/2 (141)° (148)°77 Ji/2

pues como t/2 < r <t implica que 1 +¢ <2+ 7 < 2(1 + r), entonces

1+t<2(1+r) =1+ <221+ = (1+r)P <281+t yhaciendo s = t —r,
obtenemos

28 ¢ ™,
I, < m/t/z(l—l—s) ds

28 In(1+t/2), sia=1

1+6f ] L [(1 vt/ 1], sig £ L
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Capitulo 2

El problema de Cauchy local

Consideremos el problema de Cauchy
(1 — 02)0u — a10204v + a20,u + azvPOpv + a0y (UPV) + uPOpu = 0
(1 — 02)0v — a1020pu + a20,v + azuPdpu + g0y (uv?) + vPOv = 0
u (0

(2.1)
) = ug

v (0) = vp,
donde aq, a9, a3, as son constantes reales con as positivo, 0 < a1 < 1, u = u(z,t), v = v(x,t)
son funciones reales de variables reales x y ¢t con x € R, ¢t > 0 y p es un entero mayor que o

igual a uno.

El problema (2.1) lo podemos escribir en la forma

1-02 —a10? O . az 0 Oru
—alﬁg 1-— 8% O 0 ao Og¥
Y p+ 43Pt 4 gy (uPv) + Iﬁul’“ o
T uPT! + aq(vPu) + #v?’“
0
Ao U(t) + Bo,U(t) + 0, F(U(t)) =0 (2.2)
U(0) = Up '
donde
A— 1—8% —ala% ,B: a9 0
—alag 1-— 8% 0 a9

P+ aguPo + P t!
p+1 p+1
FU) = bt . | ¥ Uo = (uo, o).
p+1up+ + aquvP + —var

De (2.2) obtenemos formalmente la ecuacién integral asociada
t
U(z,t) = Us(x) — / A™Y(BOU(z,7) + 0, F(U(x,7))) dr.
0

Para justificar la tdltima igualdad, debemos analizar la existencia del operador A~1.
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Teorema 2.1. Si0 < a; <1ys>2, entonces A: HS x HS —s H"2 x H*2 es un operador

lineal, simétrico y biyectivo y para g = (g1,92) € H*™2 x H*~2 tenemos que

ATg() = K + g(x) (2.3)
donde
1 .
K = (Klr)l,r:1,2 y Ki(r) = E Relgmalr(@ dg
con

p—

ALY = (alr(f))z,r:1,2 :
Ademds, Kj, € L' N L*> para l,r = 1,2.

Demostracién. La linealidad del operador A es inmediata. Probemos que Af € H*~2 x

H*72. En efecto, sea f = (f1, fo) € H® x H® con s > 2.
2 2
1Af From2sero—z = |2 f1 = a1z fol|,_y + |—ar02fs + T2 2|,

Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, la inclusién continua del espacio de Sobo-
lev H® en H*2, el hecho de que el operador 0, : H¥~' — H*"2 es acotado y la desigualdad

2|ab| < a® 4 b?, tenemos

1A rearos < WAIE + lar? 12l + 2laal 1 ull, 12l
+ lar [ A1ll2 + 1205 + 2 el 1 f1ll, 121
= (1+laa?) (A2 + 1£202) + 2larl DAl 15l
< (1+ i) (WAI2 + 15202) +21arl (A2 + 152112)
< @ +la)? (12 +1512)
= (1+101) I I zre < 00,

entonces R(A) C HS™2 x H52.
Probemos la inyectividad del operador A. Para U = (u,v) € H® x H®, s > 2, usando la
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integracion por partes y la inclusién continua tenemos

u — 0%u — a10%v u >

<AU, U> 2 2 = 5
oxk —a102u +v — Ov v

L2x L2

= (u— 02u — a0, wy,, + (—a102u +v — 02v, V)
= (u,u) ;2 + {—02u, u), s+ <—a18§v,u>L2

+ <—a18£u,v>L2 + (v, v) 2 + <—8£U,U>L2

= ||ull3s + (Bpt, Bpti) 5 + (Bpv, Dyt 12

+ a1 (g, ,0) 12 + [[0]| 22 + (Bpv, Bpv)

= |[ull72 + 10xul 72 + 201 (Dzv, Dyu) 12

+ [oll7: + [|0.v] 7

> [lul72 + 10zul72 — laa| [|9:v]72

— la| 19zl Z2 + [0l 72 + 190072

2 2 2 2
= [lullzz + (1 = laa]) |18zullZe + [lvllz2 + (1 = faa]) [Oullzz -
Desde que |a;| < 1 se tiene que (1 — |a;|) > 0, entonces
2 2 2
(AU, U) pascrz 2 llullzz + llvllze = [1Ulz25 12 2 0.

En base a esto se prueba que el operador A es inyectivo. En efecto, sea AU = AV, entonces
AU = V) =0. Luego, 0 = (A(U = V),U = V) a2 > |U = V|32, 12 ¥ por lo tanto el micleo
ker (A) = {0}. De ahi que existe A~L.

Ahora, probaremos que el operador A es simétrico. En efecto, sea U = (uj,ug), V =

(vi,v2) € H® x H®, s > 2
(AU, V)22 = <u1 - @%Ul = alaiuz,vﬁm + <—a18§u1 + ug — 3£U2,U2>L2
= (u1,v1) 72 + <_8gul,U1>L2 + <—613£U2701>L2
+ <—a13§U1, 122>L2 + <UQ,U2>L2 + <—6§uz,m>L2 .

Usando la integracién por partes y la inclusién continua

<AU7 V>L2><L2 - <U1, v1>L2 + <u17 _8‘3U1>L2 + <UQ, _ala§U1>L2
+ (u1, —a105v2) 5 + (g, v2) 2 + (U, —0sv2) 5
= <u1, vy — 0%vy — a18£v2>L2 + <u2, vy — O%vy — a18§v1>L2

== <U7AV>L2><L2

y por tanto A es simétrico.
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Finalmente A es sobreyectiva, esto es, dado g = (g1, g2) € H*2x H5 2 existe f = (f1, fo2) €
H?® x H*® tal que Af = g. En efecto, de A(f1, f2) = (91, 92) se tiene que
(1= fi—adifo =g
—a1fi+ (1= 92)f2= g2

Luego, aplicando la transformada de Fourier respecto de la variable espacial, obtenemos

(1+€2) f1(6) + a1 fo(€) = Gi(€)
~a1€2f1(6) + (1 + €2) f2(€) = Ra(€)

de donde
f (5) B —a1§2gA2(£) + (1 + 62)9/\1(5)
s = (1+€2)% — afet

 —a1€251(O) + 1+ H3(E)
RO =i ep - ag

Luego, para g = (g1,92) € H*~2 x H*~2 tenemos

1 Frescrrs = I fallzgs + Nl fall 7
~a1€%G3(€) + (1 + €2)gi(€)

2

- o P e e
. /R 14y —algiﬂaé 2+)2<1_+a%£;>gz<s> e
Como0<a; <1, <41y AT e a2 < El ;Z;iz < drar entonces
i w—/ +ey? Hg“\? (1+€)Gi(e)[" de
+—= [0+ &) T €O + 1+ e e

C ~ ~
—Tz—ﬂ/R 1+ m\ (1+¢€%) [92(5)—1—91(5)”2(15
1 C y R
- m/R“ + € e [0+ E) GO + RO de
= j% Q4710206 + AP d

= Cllgll3ps2pro < 0.

Asi, via transformada de Fourier

1+ &2 B ar1&?
2 2
e | e e ( G0 )
0,62 142 32(8)
(1+&)2—afet 1+ —ale!
= (ar(€)) 9(¢)
= Ki,(6)3(6) = K # g(€) (2.4)
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De donde se concluye que
ATlg(x) = K * g(x)
y por la definicién de norma en H® x H*, se verifica que A~'g € H® x H® siempre que
9= (91,92) € H 2 x H 2.
De la definicién de Kj,.(x) hagamos

/ 1+¢?
T Vor (1+¢%)? — aj¢!

Ki1(z) = Koa(x d¢

2

Haciendo uso del lema 1.37, es claro que

1+¢2 1 C B \ﬁ
'K“('—\@W/j1+§2 %8d5§v§a41+5”€_0 >

Luego, K1, € L.

Ahora, demostraremos que K11 = K9 € L'. En efecto,

/R\Kn(x)\ dx:/|x|§1 K1 (2)] d:v+/|x|>1 K1 (2)] dz

donde la primera integral del segundo miembro existe.

De la definiciéon de K71 se tiene que para z = 0,

142
\/ﬂ/ 1_}_62 2545

existe. Luego, para un x # 0, integrando por partes obtenemos

K11(0

Ku() = 1 éw[ 148 26468 2680 4 2ad” + da3e’
R b7 (e e 2 I (BN e

1 / ke [—2 + 12a3¢% 4 12¢* — 12a3¢* + 16£5 — 36a3¢5
V2r z? Jr (14 €2)% — a3¢4)?

20a7€5 + 6£8 — 12028 + 6ae®
[(1+€%)% — ag?]?

donde lim u(§)v(§) se define como
€] =00

dg,

lim  w(§)v(€) = lim [u(§)v(§) — u(=E)v(—=E)]

|€]=+o0 E—+o0
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Entonces,
Kn(@) < lim — L+ ¢ [ 26+ 46+ 267 — 2ai¢® — daie)
= oo Var | T2l [(1+ €2)2 — a3€4] 22[(1+£%)? — aj¢t]?
N 1 / —2 4 12a3€% 4 12¢* — 12a3¢* + 16£5 — 36a3¢5
V2r 22 Jr [(1+€2)% — af&"P?

20415 + 6¢% — 12ai¢® + 6a1¢®
(1 +€2)? — a2

dg

—2 + 120262 + 12¢* — 12a3¢* + 166 — 36a3¢°
[(1 +62)2 — af¢4]3

1
 \V2r 22 /]R

20a1€6 + 6¢8 — 12a2¢8 4 6afc® i
[(1+ &%) — afe?]?
—2 +12a3€2 + 12(1 — a2)&* + 4(5a] — 9a3 + 4)¢°
[(1+&2)? — aZg??

1
 \V2r 22 /R

6(1 — 2a} + a})&®
[(1+¢%)% — az")?

dg

Como 0 < a1 < 1, los coeficientes de cada termino del numerador estan acotados. Luego, existe

C > 0 tal que

L O [ L1+IEf + et + el + lef
"R 1+ -a)erf
pues (14 &2)2 — a2t =1+282 4+ (1 —a)¢d > 1+ (1 — a?)e?

Teniendo en cuenta que

| K11 ()| dg¢ (2.5)

[1+(1—a§)i \g|]4 <C [1+(1—a§)\g|ﬂ ,para 0 < aj < 1

se tiene en (2.5)

d¢ (2.6)

C / 1+ €7 + ¢ +1¢° + ¢
R

[Ku(z)| < —
PR ea-aie)”

Como paran = 2,4,6,8
1 n
e <c 1+ -ad)i e

y para t =4,6,8,10,12 la integral

Aw<ﬁf@f:[mi3
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converge, en (2.5) se tiene que
C
K < —.
(K@)l < —5
De donde,

d
/ | K11 ()] d:BSC/ a < 4o00.
lz|>1

2
lz[>1 &
Por consiguiente, K € L!.

De igual forma, se prueba que Ko = Ko € L' N L™, O

Teorema 2.2. Sea g = (g1,92) € H* x H*, s € R, s > 1 y 0 < a; < 1. Entonces, K * 0,9 €

H?® x H® y existe una constante positiva C tal que

| K * 0egll grs e irs < C N9l prsscrs -

Demostracién. Del teorema 2.1 y (2.4) tenemos que

(K % 8,9)(x) = A" 0ug(2) = (arr)" Ozg(x)
= ((a11)"0291(x) + (a12)" Ozga (), (a21)" Ozg1(x) + (a22)" g2 ()

Haciendo uso de la definicién de norma en el espacio de Sobolev H® x H?,

2
1 Ol prs

= /R (14 €2)%¢* |a1141(€) + a1 (€)[* d€ + /R (14 €2)%¢? |a2161(€) + azed(€)[* d€

. 1+ &2 ~ €2 W (&
= [0+ 08 | (6 — g (©)| e
. 2 N 1+ &2 _ 2
+ /R 1+ -5 +§‘§;§_a%€4gl<£>+ i gg)f_ ZaPl)] d

Teniendo en cuenta que 0 < a; < 1 y la proposiciéon 1.37, se tiene

2
1K O gl prs

14 ¢2 2 _
<0 [0+ e | g (ROF+IBEF) d
2 2
w0 [0+ €| | (BOF +1BF) ae
S S "
<c [0+ |an ta| (AOF +BE) de
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(14 &%)¢
(1+£2)2 — ajet

Como < C, para algin C > 0,

I+ Ougllyrr < € [ (1467 (1 +1R(OF) de
—c([avermerar [o+erinor )

= C (llgul2 + llg21)

2
= Cllgllzrs xprs < oo

Por lo tanto K x 0,9 € H® x H®.
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2.1. Existencia local de soluciones

Se desea probar que existe T €]0,Tp] y (u,v) € C ([0, T]; H® x H®) tal que (2.1) es satisfe-
cha. Note que la derivada respecto al tiempo debe ser interpretada en el sentido de la topologia
de H*. Se debe notar también que nuestra definicién de existencia local contiene la propiedad
de persistencia de la solucién, es decir, la solucién en cuanto existe, permanece en el espacio
de H*® al cual pertenece la condicién inicial (ug,vg) € H® x H®.

Iniciamos esta seccion mostrando la siguiente proposicion:

Proposicién 2.3. Sean U(0) = (ug,v9) € H* x H®, s > 2, s € N, a1, as, ag, aq nimeros reales
con ay positivo, 0 < a1 < 1 y p un entero mayor o igual a 1. Si (u,v) € C ([0,Tp]; H® x H®) es

una solucion del problema (2.2), entonces
t
Uz, 1) = Up(z) — / AV [BO,U (x,7) + 0 F (U (2, 7)) dr (EI)
0

Demostracién. Parat > 0,t € R, como (u(t),v(t)) es solucién de (2.2), U(t) = (u(t),v(t))
satisface

ABU(t) + BoU(t) + 0, F(U(t)) =0

y por el lema 2.1 se tiene que existe A~!. Luego
QU(t) = —A™L [BOU(E) + 0, F(U(1))]
Integrando de 0 a ¢, resulta

/ “OU(r) = — / " AT (BOU(r) + 0.F(U(r))] dr
0 0
de donde .
Ut) = U(0) - / A" [BO,U(7) + 0, F(U(7))] dr
0

O

Esto significa, que si U € C ([0,T]; H® x H?) es solucién de (2.2), también es solucién de
(EI). Nos preguntamos, jtoda solucién de (EI) es solucién de (2.2)?, para dar respuesta a esta
pregunta necesitamos del teorema del punto fijo de Banach. Para esto consideremos el espacio

métrico completo definido por el espacio de funciones

Y(T,R) = {U = (uy,v1) € C([0,T] : H® x H*) : e U () = UO)]| o e < R} .

La norma en Y (T, R) es dada por

1Ullyrry = sup UG O gssps -
te[0,7)
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donde s > 2, (up,v9) € H*x H®*, T y R reales positivos. Es claro que (Y (T, R), d) es un espacio
métrico completo.

Para U € Y (T, R), definimos la aplicacién P por
t
(PU)(z,t) =U(z,0) — / A7V B U (z,7) + 0, F(U(z, 7)) dr, Vt € [0,T)]. (2.7)
0
Definido el espacio Y (T, R) y la aplicacién P se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4. Si s > 2 y U(-,0) € H® x H®, con U(-,0) # 0 existen T y R positivos
dependientes de ||U(+,0)|| gs s, tales que P:Y (T, R) — Y (T, R) es una contraccion.

Demostracién. Probaremos que la aplicacién P satisface el siguiente esquema

P:Y(T,R) — Y(IT,R) C C([0,T);H® x H?)
U — PU:[0,T] — H®xH?®
t —  PU(t)

y lo haremos en dos etapas.
PRIMERA ETAPA.
Probaremos que P tiene rango R(P) C Y (T,R) para T y R positivos dependientes de

|U(0)|| s+ s que seran elegidos posteriormente. Para esto debemos probar que:

a. La aplicacién P estd bien definida por (2.7) para cualquier 7' > 0 y R > 0, esto es,
PU :[0,T) — H® x H".

b. Cualesquiera sea T' > 0, la aplicacién PU : [0,T7] — H® x H® es continua, esto es,
PU € C (]0,T) : H® x H®) para todo U € Y (T, R).

c. Existen Ty = To (|U(,0) || gexcps) > 0y Ro = Ro ([JU(,0)] gayps) > 0 tal que la
aplicacién P definida en Y (Tp, Rp) tiene rango R(P) contenido en Y (7p, Rp).

En efecto,

(PU)(- 1) = U(-,0) —/O AV [BOU (- 7) + 0, F(U(-, 7))] dr
— U(-,0) —/O AL9, [BU(-7) + F(U(-,7))] dr
aplicando el teorema 2.1

t
(PU)(-,) = U(-,0) - /0 K 58, [BU(7) + F(U (7)) dr
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Por hipétesis U(-,0) € H®* x H® y si U(-,t) € H® x H® entonces u(t) € H® y v(t) € H".

Como
L oP () + ag(uPo) () + Spurt(¢)

CflupH( ) + ag(uvP)(t) + %Uﬁl(t)

entonces F(U(-,t)) € H® x H® pues para s > 2, H® es un algebra de Banach, por lo
tanto vPTL(t), uPTL(t), uP (t)v(t), u(t)vP(t) y sus productos por escalares pertenecen a H®.

Luego, por el teorema 2.2
K0, [BU(-,7)+ F(U(-, 7)) € H®* x H®
y dado que H*T! x Hs*1 C H® x H?, se deduce que
/ K %0, [BU(-.7) + F(U( 7)) dr € H* x H".

Por consiguiente, (PU)(-,t) € H® x H® para cualquier ¢ € [0,7], lo que prueba que P
estd bien definida por (2.7)

b. Para tg € [0,7] supongamos ty < t, entonces

I1PU(t) — PU (o)l grs xcrrs = HU(wO) —/0 AT BOU () + 8 F(U (7)) dr

U0+ / " AV BOU(, ) + 0. P (U (7)) dr

HSsxHs

/A [BO,U(-,7) + 0, F(U(-,7))] dr
[ a4 [BOU(-,7) + 8 F(U(:, 7)) dr

0
¢
- ‘ / AT BOU(,T) + 0, F(U(, 7)) dr
aplicando el teorema 2.1 y 2.2 se tiene

H$xHs

to HsxHs

HA_ldn [BU(-,7) + F(U(-,7))]| dr

HsxHS

I1PU@) = PU @) o xprs < | 1K * 02 [BUC,7) + F(UC ) s seprs d7

to

= [t —to| sup ||K %y (BU(-,7) + F(UC, ™)) grsn s

to<t<t

< C(t—tg) sup ||BU(‘7T)+F(U('7T))||HS><HS

to<7<t

Por consiguiente,

[PU) = PUGO) e < C (= t0) sup [BUC,7) + F(UC ) e
07>

Cuando t — tg la expresién converge a cero. Esto prueba la continuidad de PU por la
derecha de ty. La continuidad por la izquierda de %y se sigue de manera andloga. Luego,

PU es continua en tg.
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c. Sean Ty > 0, Ry > 0y U(t) € Y(Ty, Rp), entonces para 0 < ¢t < Ty se tiene:

IPUC ) = U 0)| ge e = H— /OtA—lam (BU(-,7) + F(U(-, 7)) dr

HPU(vt) - U(‘vo)HHSxHS < /0 HK*aﬂU [BU(aT) +F(U('7T))]HH5><HS dr

HsSxHs

/OtK « 0, [BU(-7) + F(U(- 7)) dr

H$xHs

Usando el teorema de Bochner

Aplicando el teorema 2.2
t
IPUC8) — U 0) o gge < C /O |BU(7) + FUC ) o e dr
t
<c /0 UIBUC ) gresze + 1F@ ) e pgs) dr

pero

FU(1) = 7 + ag(uPv), +

as3—— as3——
Spr1 " pril 5o+l pril

( pPT1 uPt1 as Pl

o a4(uvp)> (t)

1
IFU o)) | o prs < A [|azvP ™t + w4 as(p + 1)uPo|| s

TpHl lagw?™! + 0" + au(p + Luv”|| .

L7 +1 +1
Sl Ll [l + Nulls™ + ( + 1) laal f[ullf 0]l
i 1
+las] [ully™ + 10llF™ + (p+ 1) laa] [lull, IIUIIif]
1

il == [ 1 p+1 1 p+1
S o X+ las]) [Jolls™ + (L + las]) [lull§

+(@+ 1) faal (g ol + llells 2119)]

1
< 1 ( p+1 p-‘rl)
< o [ lasl) (o™ +

+(p + 1) laal (lullg [0l + lull [[0]]9)]

Luego,

IPU(t) = U, 0)ll s e s

1

t
1 1

+(p + 1) laal (lullf vl + llull, [0I5)]} dr
t
C
< i p+1 p+1
< /0 [C|B| WU Co ) s serrs + P 7 (1 + las]) (HUHS + [ull3 )

+C Jaal ([l 1ol + lull [10]I)] dr

29
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M_max{C\By,C(H“‘?"),cm\}
p+1

entonces
I1PU(2) = U 0)l s s
<M [ [ e + I+ [l ol + o) (29)
donde U = (u,v). Por definicién del espacio Y (Tp, Rp) :
UG Dl s semrs < Bo+ UG 0 s sepgs » V7 € 10, Tol- (2.9)

entonces

[u(P)ls S NUC D grsserrs SNUCT) = UG o + 1UC T g xs
SRO—F”U(‘aO)”HSxHSa Vorie [O7TO] (210)

Del mismo modo
ol < TG Dl < Bo+ 10O, Y7 €O (211)
Reemplazando (2.9), (2.10) y (2.11) en (2.8)
|PU(-t) = U(:, 0)|| g s
= M/Ot B0+ 1UC,0) e + (Bo+ 1T, 0l gozs)”
+ (Ro+ UG, 0| o)™ +2 (Ro + IUC, O)HHngs)pH} A
- M/Ot {Ro + U, 0) || gro e + 4 (Ro + ”U("O)”stys)pH] g

+1
=M [RO N ||U('a0)||HS><HS +4 (RO + ||U(-,0)||stHs)p } t, Vt <Tp

Luego,
I1PU(t) = U 0) | s s
< MTy (Ro+ UG, Ol praserrs) [L+4 (Ro+ UG 0| groscrs)’]
Eligiendo
1
Ho = 00O ez ¥ 10 = oy 2 [0 0) )
obtenemos

|PU(-,t) = U(-,0)|| s s < Ro, para todo t € [0, Tp).

Por consiguiente,

sup [|[PU(,t) =U(:,0)ll s s < Ro
0<t<Toy

de donde se concluye que R(P) C Y (Ty, Rp).
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SEGUNDA ETAPA.
Por demostrar que existen T' € [0,Ty] y R € [0, Ro] tal que la aplicacién P : Y (T, R) —
Y (T, E) es una contracciéon. Para esto, debemos probar que existe un nimero real positivo

0<A<LyT=T(|UC0)gaxms) >0y R=R(|U(-,0)|| gysxpgs) > 0 tal que
d(PU(at)7PV(7t)) <A\ (U(',t),V(',t))

para todo U, V € Y (T, R) . Consideremos U = (u1,v1), V = (ug,v2) € Y (T, Ro), entonces

t
|\PU(-t) = PV ()| gsscpgs = HU(',O) — /0 A0, BV (-, 1)+ F(V(, 7)) dr

—U(.,0)+/0 AT, [BUC, ) + FOC))dr|

/t A9, [BV (-, 7) + F(V(-,7))] dr
0

_ /tA—lam [BU(-,7) 4+ F(U(-,7))] dr
0

HsxHs

/Ot (A0, [BV(-,7) — BU(:,7)]

_|_A_18x [F(V(,T)) - F(U(7T))]) dT‘

HsxHS "
Aplicando el teorema 2.1 y 2.2
t
IPUC.O) = PVl = | [ G 50 1BY(.) = BUC.7)
+K %0, [F(V(-, 7)) — F(U(, 7)) dT || s o grs

t
<c /0 BIIVE7) = UG, )l o drt

t
C [ NP = PO e d (212)
Se sabe que:
ot et ) A oo ,
F(V(, 1)) = (agp 1 + o + as(uhva), agp 1 + o + as(ugvy) | (7)
N . T U L .
(U(-,7)) = (a3p+ 1 + P +a4(u1v1),a3p+ 1 + P + as(ugvy) | (1)
Luego,

as3 p+l _ p+l 1 p+1 p+1 p p
= ( (v2 — v +——(uy —uj + ay (u5ve — uqyv1),

a 1
3 (ugJrl — uf“) + — (vg+1 — v’f“) + ay (ugvh — uw’f)) (1)
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Entonces

IF(V(7) = FUC Do
=l (o (57 = o) 0+ (87 = ol ™) (7) + aalp+ 1) (e — ) (7).

as (ug+1 u’f“) (1) + ( §+1 vf“) (7) + as(p + 1) (ugvh — uqol) (T)) | s 115

1
= rllas (7 = of™) (4 (87 = ol ™) () aalp+ 1) (s — o) (1)
1
toglos (w87 =) ()4 (7 = of™) () + a4 1) (wed — wne) ()]
Puesto que,

2 2 2 2
(s ) s e prs = Nlulls +Nolls < (llulls +lvll)
se tiene que
1w ) | s s < Nlulls + ol

Luego

1BV (' 7)) = FUC ) s xms

= g Ll =7 7 = ] 1l 2) s = o,

+|a |H p+1 u}f—i—l

B =l laal (04 1) fluzef — st (2.13)

Operando el segundo miembro norma por norma

+1 +1 -1 =2
B = o = (o — o) (B 5 o+ 4

P
= (vg — v1) Z vh v}
i=0
Aplicando la norma en H® y el hecho de que H? es un algebra de Banach para s > 2
P
p+1 p+1 —1 i
5t = o < € loa el D oallZ fonll (2.14)
# i=0
De manera andloga para las otras normas que aparecen en el segundo miembro

p
+1 +1 —i j
gt = ™| < C = wall, D ually (2.15)
=0

[ubva — ujvi|l; = |lujva — ufvr + ujvs — ujvell,
= [Jvz (u§ — uf) + uf (v2 — v1) |l

< Clloall flug = wflly + Cllua i lvz — vl

p—1
11— i
< C lvall lug = wally > MualZ " flua | + C [ [Joz — v
=0

(2.16)
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y, de manera semejante:

Jugvh — ugof]|,

p—1
L
< Ozl lve = villg Y lloall2™ 7 Jorllf + C llon |2 luz — wa ]l (2.17)
=0

Como U(z,t) = (ui(x,t),vi(z,t)) € Y(To, Ro), V(z,t) = (u2(z,t),va(x,t)) € Y(Ty, Ro), ha-

ciendo uso de la definicién del espacio Y (Tp, Ry) y procediendo como en (2.10)
(Mlls < IVE D gexcars < Bo+ UG O gosps » V7 € [0,To]

lor(Mlls < IV C D s xrrs < Bo + NUC O grocs » V7 € [0, T0]
(Mlls < MU C D gsxars < Bo+ UG O gopgs » V7 € [0, T0)
(1) (7) (+;0)

< “U » T HHS><HS < Ro + ||U ;0 ||HS><HS7 VT e [OaTO]

Teniendo en cuenta estas desigualdades, en (2.14), (2.15), (2.16) y (2.17) se tiene

p L
B < O for = vl Y- (Ro + 10C0) e )™

=0
= Clluz = vall, 0+ 1) (Ro + 10 (s Ollgrexrs)” (2.18)
|8t = < Cllua =y 0+ 1) (Ro+ NUC,0)l o) (2.19)

—1
lubvs — ufvrll, < C'lluz — wall, lvill, p (Ro + U, 0l groers)”

+C (Bo + UG, 0| o) llve — il
< C'llug —wall,p (Ro + 1UC,0) | groepys)”
+C (Ro+ UG 0| o) llva = il
<CIVET) = UG goms @+ 1) (Ro+ 1T C 0 goprs)”

(2.20)
lugvd —waeflly < CIVET) = UC D g (0 +1) (Bo + U 0) o prs)”
(2.21)
Reemplazando (2.18), (2.19), (2.20) y (2.21) en (2.13) obtenemos
1EV () = FOCT) s s
< C |(I3| ||V(,7') - U('vT)HHSxHS (RO + HU('?O)HHSXHS)p
+CIVET) = UG gssems (Bo+1UC0)goscprs)”
+Claal (p+ DIV 7) = UC Dl gosezs (Ro+ 11U () greeprs)”
<3k V() = UG gesms (Bo+1UC0)lgosms)” (2.22)

donde
kl = mé,X{C ]a3| ,C,C |CL4’}.
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Sustituyendo (2.22) en (2.12):

[PUG1) — PV 1) o

< ¢ [ IBIVCT) = U6t

3 [ V) = UC e (Ro+ 0G0
Haciendo ko = max{C'|B|,3k1C}

[P 1)~ PV 1) 1o

<o [ (Ro + 1UCOlgne)”) [ 1VE7) = U

< k2 [1+ (Ro+ U0l goxepg=)”] td(U, V), Vit € [0, To]

< ks [1 + (RO + ”U(’ao)”HSst)p] T()d(U, V)? Vit e [OvTO]

Eligiendo Ry = R = ||U(-,0)|| yys» s ¥ Para todo t € [0, 7p] obtenemos
HPU(,t) ¥ U(, O)HHSXHS < k2 [1 + 2P HU(?O)”II){SXHS] T()d(U, V)
Tomando supremo en [0, 7],

d(PU,PV) = sup ||PU(-,t) = U(-,0)|l gsxps

0<t<Tp

< by [14 27| U, 0) By 5] Tod(U, V).

Como

ko [14 2P ||U(-,0)||%sy s ] To — 0 cuando Ty — 0"

de la definicién de limite se sigue que existe T =T (||U(-,0)|| yys 5 g+ ) tal que
0<T<To<6=06(|U(,0)gexrrs) (2.23)

donde la funcién 6 : Rt — R se define como

1

o) =5 (1 + 2v2p)’

Asi se deduce que

d(PU,PV) < Ad(U,V), con 0 < A < 1

lo que muestra que P es una contraccion.
Por el teorema del punto fijo de Banach, existe una tnicaU € Y (T, R) C C ([0,T] : H* x H®)
tal que PU = U, es decir,

PW%&ZW&Q=W%®—Ak*%BW%ﬂ+FW®ﬁmW
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para todo ¢ € [0,T7], lo cual muestra la existencia de la solucién de la ecuacién integral (EI) en
Y(T, R).
A continuacién probaremos que la funcién U, solucién de la ecuacién integral (EI), es la

unica solucién de (2.2). O

Teorema 2.5. Sea Uy = (up,v9) € H* X H®, s > 2, s € Z, ay,as,as,as nimeros reales con
as positivo, 0 < ay < 1 y p un entero > 1. Entonces, existen T > 0 y un par de funciones

(u,v) € C ([0,T] : H* x H*) tal que (dyu,dy) € C ([0,T]: H* x H®) y (u,v) satisface (2.2).

Demostracién. Probaremos que la funcién U, solucién tnica de la ecuacién integral (EI)
es la solucién del problema de valor inicial (2.2) y que 0,U(z,t) existe.

En efecto, consideremos
t
Ule.t) = U(e,0) ~ [ k0, (BUG.7) + FUG )] dr
0

— U(,0) — /0 8ok % [BU (2, 7) + F(U(w, 7))] dr (2.24)

t
Hagamos Ur(z,0) = U(x,0) y Up(z,t) = —/ Ok * [BU(x,7) + F(U(x,7))]dr. Luego,
0

Ur(x,t) es solucién del problema lineal

Ao UL (z,t) + BOyUL(x,t) =0
Ur(z,0) =U(x,0) = (ug, vp)-

y demostraremos que Up(z,t) es solucion de

AdUp(z,t) + BOUp(x,t) + 0, F(U(x,t)) =0
Up(z,0) =0.

En efecto, de la definicién de Up es claro que Up(z,0) = 0. Sea h > 0 tal que t + h € [0,T].

Realizando los céalculos:

Up(xz,t +h) — Up(z,t) 1

t+h
- = UO Ok  [BUp(x,7) + F(U(x,7))] dr

_ /0 Dok« [BUp (2, 7) + F(U(z.7)) dr]

1

-1 [ / Ouk * [BUp(z,7) + F(U(x,7))] dr

t+h
+ / Ozk x [BUp(z,7) + F(U(z,7))]dr
t

t
- /0 Ok * [BUp(z,7) + F(U(z,7))] dr}
De donde,

Up(z,t+ h})b —Up(x,t) _ _l /H—h Ozk * [BUp(x,7) + F(U(x,7))] dr (2.25)
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Por el teorema del valor medio para integrales de Bochner en el intervalo [t,t + h| con t €
[t,t + h] se tiene

Up(z,t+h) —Up(x,t) 1

) = =3 Oukx [BUp(z,th) + F(U(x,tn))] b

= —0yk % [BUp(z,ty) + F(U(z, ty))] (2.26)

Ahora, aplicando las propiedades de limite cuando h — 07 a (2.26)

0, Up(z,t) = —0zk x [BUp(x,t) + F(U(x,1))]

En forma andloga, para h < 0

0, Up(x,t) = —0zk * [BUp(x,t) + F(U(x,t))]

En consecuencia 9; Up(x,t) = 0; Up(x,t). Luego, existe 0,Up(z,t) y

Up(x,t) = =0k * [BUp(z,t) + F(U(z,1))]

—k % 0;BUp(x,t) + F(U(x,t))
= —k * [BO,Up(z,t) + 0, F(U(z,1))]

= — A1 [BO,Up(z,t) + 0, F(U(x,t))]
Integrando de 0 a ¢

w@@:-%ﬁlw@w@@+@ﬂw%mw7

Por consiguiente, Up(x,t) existe y es solucién de la ecuacién diferencial

Ao Up(z,t) + BO,Up(z,t) + 0, F(U(z,t)) =0
Ahora probaremos que U = Up, 4+ Up es solucién de (2.2). En efecto, tenemos

A@tU(x, t) = AatUL($, t) + AatUP(Z', t)]

= —Bo,UL(x,t) — [BO,Up(z,t) + 0, F(U(x,t))]
= —[B3,UL(x,t) + B, Up(z,t)] — 0. F(U(x,t))
= —Bo,U(x,t) — 0. F(U(x,t)).

Ademids U(z,0) = Ur(z,0) + Up(z,0) = U(0).

Veamos que U € C ([0,T] : H* x H*) con ;U € C ([0,T] : H* x H*). En efecto, puesto que
PU(xz,t) = U(z,t) y PU es una funcién diferenciable en ¢, tenemos que U € C ([0,T] : H® x H®)

y U(+,t) es solucién de la ecuacién diferencial (2.2), es decir,
QU (1) = —AT'BOU(-,t) — AT 0, F(U(-1)).
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Pero anteriormente se mostré que —A 1B, U(-,t) € H* x H® y —A7'0,F(U(-,t)) € H® x H®,
lo cual prueba que O,U(-,t) € H® x H®. Usando el Teorema de Inmersién de Sobolev se tiene
que H® x H® — Cy x Cx, de ahi que ,U(-,t) € C ([O,T] : H% % HS). Asi, ,U(-,t) existe y
esta dado por

OU(-t) = O, PU(-,t) = —AT10,[BU(-,t) + F(U(-,1))].

que es una funcién continua en t € [0, 7] con valores en H® x H®.
Con esto se prueba la existencia local de la solucién de la ecuacién diferencial (2.2) y la

unicidad en Y (T, R). Queda por probar la unicidad en C ([O,T] :HS x H 5). O

2.2. Unicidad de la solucion local

La unicidad de la solucién local del problema (2.2) serd una consecuencia inmediata del

siguiente teorema.

Teorema 2.6. Sean U(-,0), V(-,0) € H® x H® con s > 2. Entonces, existen T>0 y UV €
C ([0,%] s H® x Hs) soluciones de (2.2) tales que U(x,0) =U(0), V(x,0) =V (0) y

HU('?t) - V('at)HHSxHS < HU('7O) - V('vo)HHSxHS €Ct (2'27)

para todo t € [0,T], donde C' es una constante.

Demostraciéon. Por el teorema 2.5, existen TU(O) >0y TV(O) > 0 tales que U €
C([O,ﬁ s H5 x HS) y V € C([0,T]: H* x H®), con s > 2, U = (u,v1) y V = (ug,v9)

que satisfacen las ecuaciones

U(z,t) =U(x,0) — /Ot AN [BOU(z,7) + 0, F(U(x,7))] dr

V(x,t) =V(x,0) — /Ot ATYBOV (z,7) + 0, F(V(x,7))] dr

para todo t € [0, 7], siendo T = min {TU(O), Ty (o) }. Entonces

UG8 = VDo < 10C20) = V0o
+ /Ot |K « 0, [BU(-,T) — BV(~,T)]||H5><HS dr
[ N 0, [P, 7) = POVl e
< UC0) = VOl o
+ OB [ 1BUC7) = Ve dr

+Co ; IEWU () = EV ) s s dr- (2.28)
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Acotando, para ello usamos las ecuaciones (2.13), (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) y como H® es

un algebra de Banach para s > 2 se tiene:

IEWUCT)) = EV ) s s

p
(1 + las|) [loz = wrll, D lloall2™ ol

p+1 =

P
+ (1 Jasl) lluz — wally Y uallf™ [l |
j=0

p—1
L
+laa| (p+1) <HU2H5 g = wally > a2 fualll + flua | flo2 - Ul”s)

=0
p—1
L .
+laal (p +1) (HWHS lve = villy > a2 flonlll + llon |2 lug — ul”s)]
=0
Como (u1(7),v1(7)), (u2(7),v2(7) € H® x H* para todo 7 € [0,T], consideremos

N = méx{[sup NU Gy )| gps « e ,SU]% IV s st

) )

se tiene por equivalencia de normas
luslly < llurlly + lloalls = Ul goxs <N

Luego,

IEWU 7)) = EV ) s s

1
S o7 (1 +fas]) lvz = vill, (P + NP + (1 + as]) luz — uall,, (p + 1)N?

+ |ag] (p + 1) (N [lug — uzl,,, pPN?~" + NP [z — v1]],,,)

+laal (p+ 1) (N vz = vil,,, PNP~F + NP fluz — wr],,,)]

p+1
+ (1 + |az|)(p + 1)N? + |ag| (p + 1)pN? + |ay| (p + 1)NP) |lug — ual,,]

[((1 +Jas[)(p + DN + aa] (p + 1)pN?) [0z — 01,

= [(1+ |az[)N? + [aa| N* + |aa| pN?] ([[v2 = vill,, + [Juz — uall,)-

Sea

M = max{(1 + |ag|)N?,

Por lo tanto,
IEUC ) = FV ) gsms < M ([loz = vl + [luz —ua]y)
Por equivalencia de normas
IEWUCT)) = FV G s s < CaM [|(urs 01) = (2, 02) | s prs
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Sustituyendo en la ecuacién (2.28)

1UCT) =V s < NUC0) = VE0) [ o

+oip / t||U<-,T>—v<-,T>HstHs ir
+Cor / [UC7) = V) oz dr
< UC,0) = V)l e
e /0 0 7) = V) ge

donde C' = C |B| + Cor.

Usando la desigualdad de Gronwall se tiene que para todo t € [0, 7]
U6 = Vit < 1000 = VO [€ [ NUC) =Vl
<NNTC,0) = Vs 0)llgoseprs €T
lo que prueba el teorema. O

Corolario 2.7. Si U(0) € H* x H® con s > 2, ezisten T = T (||U(0)]| geyps) >0y U €
C([0,T): H® x H®) con &;U € C ([0,T] : H* x H*) tinica solucién de (2.2).

Demostracién. Sean U y V dos soluciones de (2.2), con datos iniciales U(0) = V(0).

Reemplazando en (2.28) tenemos

UG ) =V gaxas S NUC0) = UG 0) | o pre €7 = 0.

para todo t € [0, T].
Asi, queda probada la unicidad local en C ([0,7] : H® x H?). O

2.3. Dependencia continua de la solucién local respecto del da-
to inicial
Veamos que la solucién depende continuamente del dato inicial.

Teorema 2.8. Sean U,(0),U(0) € H® x H* con U,(0) — U(0) en H® x H®, para s > 2,
s€Z,neNyT<T(|U)|gsyps) Entonces U, — U en C ([0,T]: H* x H*) donde Uy,

y U son soluciones del problema (2.2) correspondientes a los datos iniciales U, (0) y U(0).

Demostracién. Dado T < T (|[U(0)|| g« g+ ) por demostrar que si {Un(0)}ns0 € H® x H*
es una sucesién tal que

lim U, (0) = U(0)

n—-+o0o

39

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




L o PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\g‘_f}gﬁm

DEL PERU

en H* x H*, entonces existe ng € N de manera que para cualquier n > noy T < T (J|U(0)| s gg+) »

Up— Uen C([0,T]: HS x H®) o

lim  sup [|Un(t) = U(t)| sy s = 0.
n—-4o0o tE[O,T] x

Por el teorema 2.5y (2.9); T : U(0) € H* x H* +— T(||U(0)|| s yys) definida por
T(U(0)) = (Ro + 1U(0)l yys =) €10, +00]

es una funcién continua en U(0), pues si U, (0) — U(0) en H® x H®, entonces

| T(Un(0)) = T(U(0))| = |Ro + 1Un(O)| s e 1zs — Bo = 1UO) o 75
= 102 ()l g sczs = NT O o
<NUR(0) = UO) s s

Luego, T es una funcién continua en U(0), y por lo tanto existe ng tal que

TUUO) o) > T

para todo n > ng; de esta manera U, esta definida en [0, 7] para todo n > ny.

Sea U, € Y(T, R), entonces

1Un O s s < NUn(#) = Un(O)]l grs e grs + 1Un(O) || grs e s
< Ro + [Un(0) || g5 e ;15
< Ro+ M

donde M = sup ||Up(0)|| sy ys- Luego por el teorema 2.5
te(0,7)

Up(t) = Un(0) — / tA—1 [BO,Up(x,7) + 0xF (Up(x,7))] dr
0
U(t) =U(0) — / e [BO,U (x,7) 4+ 0, F(U(x,7))] dr.
0
Asi,

1Un(t) = Ul s crrs < N1Un(0) = UO) || s s

/K*(‘) [BU,(-,7) — BU(-,7)|dr

HSxHs

/K*a Un(-,7)) — F(U(-,7))] dr

HsxHs
< Un(0) = U0)[| g x =

t
L ¢ Bl /0 1Ua(o7) = UG )| gogee 7

e /0 VU2 7)) = FU ()l goepro
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Tomando U, = (uin, u2,) vy u = (u1,u2) y por el teorema 2.6

“F(Un(’T» - F(U('aT))HHSxHS <M H(ulmu?n) ('aT) - (u13u2)('37—)||H5><H3
=M HUN('vT) - U(‘vT)“HSXHS

se tiene
1Un(58) = U Ol s sems < N1Un(0) = U)o s

Lo / ) = U g d
+Cz/ 1Un (- U, e s d7
= [[Un(0) = UO)|| s 15
+(C11BY+ CoM) [0 = U6 e
= [Un(0) = U(O)l g x 5
+0 [ W0 = U6 7o

Luego, por la desigualdad de Gronwall, para t < T’ tenemos

U2 48) = Ui < 100(0) = U OV e ap | Cr)
< NUR(0) = U (0) | o= €T

Por consiguiente

Sup [[Un(8) = UG Ollgexrs < NUn(0) = U)oz € (2:29)
te[0,T
Tomando limite cuando n — 400 en (2.29) se obtiene el resultado. ]

De esta manera queda probada la dependencia continua de la solucién respecto del dato

inicial, con lo cual el problema esté bien formulado localmente.
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Capitulo 3

El problema de Cauchy global

En este capitulo probaremos la buena formulacién global del problema de valor inicial

asociado al sistema de ecuaciones dispersivas no lineales del tipo BBM de la forma

(1 — 02)0pu — a10%01v + agdpu + azvP0pv + agdy (uPv) + uPdpu = 0

(1 — 02)0pw — a1020su + agdyv + azuPOpu + 40, (uvP) + vPOyv = 0 (3.1)

u(z,0) =wuo(z), v(x,0)=1vy(z).
en el espacio H® x H®, con s > 2. Como la dependencia continua es una propiedad lo-
cal en el tiempo, es suficiente mostrar la existencia, unicidad de la soluciéon global U €
C ([0,T]; H® x H®) de (3.1), siempre que s > 2, s € Z, 0 < a1 < 1y Uy € H*° x H® y

que esta solucién depende continuamente del dato inicial.

3.1. Existencia y unicidad de la solucién global

Para el sistema dispersivo no lineal (3.1) demostraremos que la solucién local U de (3.1) se
puede extender a una solucién global siempre que U(0) € H® x H® con s > 2, que se obtiene

del siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Existencia global). Si U(0) = (ug,v9) € H* x H¥, p > 1, p € Z*, s > 2,
s €7Z,0 < a1 <1 yag,as,as nimeros reales con az > 0 y ag = ag en (3.1). Entonces,
para cada T > 0 existen un unico par de funciones (u,v) € C([0,T); H®* x H®) y (O¢u, 0v) €
C ([0, T); H® x H®), (u,v) solucion de (3.1) con (u(z,0),v(x,0)) = (up(x),vo(x)).

Demostracion. La prueba se desarrolla en dos etapas.
PRIMERA ETAPA.
Probaremos que ||U|| ;s = €s acotada sobre [0, T, donde T" es dado por la existencia local.

En efecto, multiplicando la primera ecuacién de (3.1) por u y la segunda por v se tiene

<u, oru — 8%8,571 — al(?%atv + a20,u + azvP 0y v + as0y (uPv) + upawu>L2 =0

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




L o PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\g‘_f}gﬁm

DEL PERU

(u, Opu) 2 — <u, Ggﬁt@m —ay <u, 8§8tU>L2
+as (u, Opu) 2 + ag (u, vP0,v) 2 + as (u, Op (uPv)) 2 + (u, uPOpu) ;2 =0
O (u, u) 2 + O (Opu, Oput) 2 + a10; (Ozu, Opv) 2
+as (u, Opu) 12 + a3 (u, vP0yv) 2 — as (Opu, uPv) 2 + (u, uPOru) > = 0.
Integrando por partes, transponiendo términos y factorizando resulta
as (u, Opu) 2 = —ag (Opu, u) ;2 = —ag (u, Opuu) 2
Luego, 2as (u, 0zu) ;2> = 0. Entonces, (u, 0yu); 2 = 0. Ademads,

(u, uPOpu) 2 = <up+1,8zu>L2 = — <8zup+1,u>L2 =—(p+1) (WPOpu,u) ;2

De ahi que, (p + 2) (u, uPdyu) ;2 = 0. Entonces, (u, uPdyu) ;2 =0

Por consiguiente,
O [(u, u) 12 + (Opu, Op) 2] + a10; (Ozu, Oxv) 12 + a3 (u, VPOp0) 12 — as (Opu, uPv) ;2 =0 (3.2)
Del mismo modo,
(v, 000 — D20 — a1020mu + a20,v + azuPOyu 4 g0y (uvP) + VPO v) 5 =0
nos da:
O [(v,v) 2 + (00, Opv) 12] + @10 (v, Dpu) ;2 + a3 (v, UPOw) ;2 — ag (Ozv,uv?) ;2 =0 (3.3)
Sumando (3.2) y (3.3)
O [{u, u) 2 + (Outt, D) 2 + (0, 0) 2 + (O00, Oy) L2]

+a10; [(Ogu, Opv) 12 + (O30, Opu) 2]
+az [(u, VPO, v) ;2 + (v, uPOpu) ;2]
—ay [(Opu, uPv) 2 + (Opv,ut?) 2] =0 (3.4)
Aplicando la propiedad de simetria del producto interno, se tiene

O ((u, u) p2 + (Opt, Optt) p2 + (U, V) p2 + (Opv, 0xV) 12 + 2a1 (Ozu, Ov) 12)

(3.5)
+az ((u, VPO, v) 2 + (v, UPOLu) 12) — A ((Opu, uPV) 2 + (Opv,uv?);2) =0,
y como, por hipétesis, ag = a4, entonces
O ((u,w) p2 + (Opt, Optt) p2 + (U, V) p2 + (Ozv, 0pV) 12 + 2a1 (Ozu, Oxv) 12) = 0. (3.6)
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Integrando (3.6) de 0 a t y usando la definicién de producto interno en L2.

/ (u2 + (3xu)2 + 0%+ ((99511)2 + 2a18xu6xv) (x,t) dx
R

_ / (u + (05u)% + 0% + (850)? + 2a10,ud,0) (,0) da (3.7)
R
. . a? bl 1 1
Usando la desigualdad de Holder’s y la desigualdad ab < — + — conp,q > 1y — + - =1,
p q p q

valido para cualquier par de ntimeros a,b € R,

2a10;udv < aq ‘\/ﬁ@xu

‘ﬂ@xv

<ay ((8,;71)2 + (33511)2)

Entonces,

—a1 ((0xu)? + (0x0)?) < —2a10,udyv
Sumando a ambos miembros u? + (9,u)? 4+ v? + (9,v)?, luego integrando en R, se tiene
/R (u2 + (0pu)? + 02 + (9,v) — a1(9pu)? — ay (611))2) (x,t)dx
< /R (2 + (Bp)? + 02 + (850)? — 2010,udy0) () t)de

Asi,

—

u? + (1 —a1)(0pu)? +v° + (1 — a1)(9xv)?) (z,t)dx
R

< [ (W + (0pu)? + 0% + (0pv)? — 2a10,u0,0) (z,t)dz

IN

(v + (Opu)? 4+ v* + (95v) + 2a1 |Opu| [050]) (z, t)dz

(u2 + (8pu)? + 0% + (8,0)% + a1 |Opul* + a1 \8xv]2> (x,t)dx

IN

IA
%\%\%\%\%\

(u? + (14 a1)(@pu)? + v* + (1 + a1)(9,0)?) (z,t)dx
< | (W + (0pu)? + 0% + (0:0)% + a1(0u)* + a1(0,0)?) (2,0)dx (3.8)
Luego,

/R(“2 + (14 a1)(0u)* +0° + (1 + a1)(9xv)?) (2, 0)dx

< /R (1 +a)u? + (1 + a1)(9:w)® + (1 + a1)® + (1 + a1)(9zv)?) (, 0)d
Se sabe ademés

/R (1= a)u® + (1 — a1)(0pu)® + (1 — a1)v* + (1 — a1)(0xv)?) (z, t)dz

< /R (14 an)u® + (14 a1)(0zu)® + (1 4 a1)v* + (1 + a1)(9xv)?) (2,0)dx

44
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Factorizando (1 —a1) y (1 + a1) a cada lado respectivamente

(1—ay) /R (v + (Opu)? + v + (9,0)?) (z,t)dz

< (14 CL1)/]R (u? + (Opu)® + v* + (9;v)?) (2,0)dz
De ahi que,

/ (u® + (0zu)* + v + (0,0)?) (z,t)dz
R

< 1+aq
T 1l—a

/ (u2 + (Opu)? + 02 + (8,,31/)2) (z,0)dz
R

. . . 1+ay
Por consiguiente, existe una constante positiva C' = 1

tal que

/R (6? + (00)? + 02 + (80)?) (w,1) d < C /R (u? + (D,u)? + 0% + (80)?) (2,0) dz (3.9)
Se sabe que u? = |ul*; (9pu)? = |0pul?; v2 = |v)*; (pv)? = |9,v|?, entonces
[ (1l + 0.0 + o + 10501 1) o
<C [ (juof +10:u0f + sof + 12,00f") (o) do
Haciendo uso de la definicién de norma en L?
ol + 1803+ o113 + 02012 < © [l + 18s2iol + llvll3 + 1250l
Como |[|0,ully < |luoll; ¥ haciendo uso de la equivalencia de normas
Gl + Co [l + Cs 1o + Ca 1ol < © [ luoll2 + Cis ol + Cr ol + G ol
Sea m = min{Cy, Cs,C3,Cy4, } y M = max{Cs, Cs, C7, Csg, }. Luego,

CM
2 2 2 2
Jall? + ol < === (lluoll? + ol

2 2
[ (w, 0) I i < K || (w0, 00) |71 5 1

donde K = C—M Esto es,
m

1w )l gy < K[ (uos vo) [l e (3.10)

para todo t € [0,T]. Es decir, ||(u,v)|| 11 estd uniformemente acotado en [0,7] y por lo
tanto U puede ser extendida de manera tnica a [0; +00[. Por consiguiente, tenemos que (u,v)
satisface un estimado a priori en H! siempre y cuando ello exista.

SEGUNDA ETAPA
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Por el teorema 2.5 existe U(x,t), que es solucién del problema (2.2). En efecto, sean t y h
tales que t y t + h € [0, T, entonces
NUCt+h) =UC )l s sems =

= ||U(-, h) — o A7V BOU(-, 1)+ 0, F(U(-,7))] dr

0
- U(,O) + /Ot Ail [B@xU(,T) + aﬂ?F(U(ﬂ—))] dT”HSXHS
= |l (U(-,h)—U(-70))+/O AT BOU( 1) + 0. F(U(-,7))] dr
t+h
_/+ AT [BOU(-,7) + 0 F(U(,7))] drl|moxss
t+h

0
:H(U(-,h)U(-,O)) t A [BOU(, 1)+ 0, F(U(-,7))] dr

HSxHs

< HU(7 h) - U('7O)||HS><H5

t+h
AN [BOU(, 1) + 0, F(U(-,7))] dr
HSxHS

d
t

Luego, |U(-,t +h) = U(-,t)|| gys s pgs — 0, cuando h — 0. En consecuencia, U € C ([0, T[; H® x H?)
y puede ser extendida para cada ¢ € [0,7]. Ahora consideremos el siguiente problema de valor
inicial
{ ABV (8) + BO,V(t) + 0, F(V(t)) = 0 1)
V(z,0) = U(z,T) = U(z,0) — [l A" [B8,U(-,7) + 8, F(U(-,7))] dr.

Por el teorema 2.5, existe T* > 0 y una unica V € C ([0,T*]; H® x H®) que satisface (3.11).

U(zx,t), e ™=
W(z,t) =
V(z,t—-T), T< T+T*

<t<
Notemos que W(0) = U(z,0) = (up,vo) y W(T') = V(x,0) = U(z,T), W cumple las condicio-

Definimos

nes (P') y
AW (t) + BO,W (t) + 0, F(W(t)) =0, sit e [0,T[U]0,T"].

Ademis, debido a la continuidad de U(x,t) en [0,T] tenemos
W(x,T)—W(x,T — h)

h
U2, T) = U(z,T — h)
- h
z,0) — Uz, — ’
_ U0 hU( . —h) _% [/0 ATYBOU (z,7) + 0, F(U(z,7))] dr

T—h
_ / A YBOU (2, 7) + 0uF (U (2, 7))] df}
0

_U(@,0)—U(z,—h) 1 [ . A YBOWU (x,7) + 0, F(U(x,7))] dr

h T—h
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Usando el teorema del valor medio para integrales en el intervalo [T' — h, T], obtenemos

W(z, T)—W(x, T —h) U(x,0)—U(x,—h)

h h
— AV [BOU (. 1) + 0. F (U (, t))]

para algun t;, € [T — h,T]. Usando propiedades de limites y haciendo h — 0, obtenemos
ow
o

— A7 B U(x,T) + 0, F(U(x,T))].

ot W (T)

),conh>0yT+h€
O

Ahora analizamos la diferenciabilidad por la derecha de T' (
|T, T+ T*], es decir
W(z, T+ h)—W(z,T)
h
V(z,h)—V(z,0) 1 /T+h

A7YBOU(z,7) + 0, F(U(z,7))] dr

h h)r

Aplicamos el teorema del valor medio para integrales en el intervalo [T, T+ h], y en la expresién

anterior tenemos

W(z,T+h)—-W(z,T) V(z,h)—V(z,0)
h N h
— A7 Y [BO,U(x,T),) + 0, F (U (z,T3))]

para algin T}, € [T, T + h]. Usando propiedades de limites y haciendo queh — 0+, se tiene

+
aaW = —AY[Bo,U(z,T) + 8, F(U(z,T))] .
¢
- +
Como 88W = %j, asi, 0;W existe y esta dada por
¢ ¢

W = —A719, [BW + F(W)]
Por consiguiente, W es diferenciable en T" y
AW (t) + Bo,W (t) + 0, F (W (t)) = 0.

Esto muestra que U puede ser extendida como solucién del problema P al intervalo [0, 7 4 7.
TERCERA ETAPA.
Demostraremos que existe un tnico par de funciones (dyu,dw) € C ([0,T]; H® x H®) tal

que (u,v) es solucién de (3.1) con (u(zx,0),v(z,0)) = (uo(z),vo(x)). Esto se logra:

a. Diferenciando (3.1) respecto a x

0x0pu — 020u — a1020pv + a20u + 30, (VPO,v) + a40% (uPv) + O (uPOpu) = 0

0z 0pv — 020w — a1020pu + a202v + a3, (uPOpu) + ag0% (uvP) + 0, (vVPOv) = 0.
(3.12)
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b. Multiplicando la primera ecuacién de (3.12) por d,u e integrando por partes
<8zu, 0,0 — 8;2’81511 — alagatv + azaiu + a30;(vP0,v)
+a402(uPv) + &;(up@xu»p =0
Oy (Oxu, Optt) 12 + O (Oou, Opu) 1, + a10; (Dou, Oqv) 5 + az (Opu, Do),
+a3 (Opu, Oy (VPOL0)) 12 — <8§u, up(%;u>L2 + ay <8xu, 8§(upv)>L2 =0
Pero, as <8zu, 8§u>L2 =0,
O [(Oatt, Opu) 12 + (D2u, Opu) 5] + a1y (Odu, Dov)

+ ag (Opu, 03 (VPO,v)) 12 + (Opu, O (UPOyu)) 2 + ag (Opu, Bg(upv»LQ =0
(3.13)

De manera andloga: multiplicando la segunda ecuacion (3.12) por d,v e integrando por

partes
(0pv, 0,00v) 12 — <8xv, 8§8tv>L2 —a <8xv, Gg&guhg + as <8zv, 8§U>L2

+a3 <8ch, agj (upamu)>L2 + <612'U, 6:17 (Upaxv)>L2 + ayq <ar'U, 8:% (U'Up)>L2 = O
Pero, as <8mv, 8§U>L2 =0,
O [(axv, O0xV) 2 + <8§U, 8§U>L2] — a0y <8xv, a§u>L2
+ a3 (00, O, (WPOpu)) 12 + (020, 03 (VPOv)) 2 + asg (Oyv, 8£(uvp)>L2 =0
(3.14)
Por hipdtesis, az = a4 y sumando (3.12) y (3.14) se obtiene
Oy [((%u, Ogu) 12 + <8£u, 8§U>L2 + (00, Opv) 2 + <8§v, 8£U>L2]

+a10y [(O3u, Dov) o + (D2v, Dou) ]
ag [(Optt, Dp (VPD,0)) 12 + (D, 02(uP0)) 1]
+ag [(0zv, 0y (uPOyu)) 2 + (Opv, 8§(uv”)>L2]
+ (Ott, By (UPDL0)) 2 + (D0, B (vPDp0)) 12 = 0

Esto es,

O [(Oatt, Opu) 12 + (Do, Opu) 5 + (Oxv, Opv) 2 + (O30, 020) ., |
+a10; [(O3u, D2v) o + (D20, Dou) ] + a3 [(Dzu, Ox(VPOLv))

+ <8xu, 8§(upv)>L2 + (0zv, Oz (uPOpu)) 12 + <8xv, 8§(uvp)>L2]
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+ (0pu, 0z (UPOp)) 2 + (Opv, 02 (VP OLv)) ;2 =0
Asi,
O [(Opu, Opu) 2 + <8£u, 8§U>L2 + (00, 0zv) ;2 + <8§v, 8£U>L2]

+a10; [<8§u, 8§U>L2 + <8§U, 6£U>L2]

=as [— (Ozu, 0z (VPOL0)) 12 + <8§u,pup_1v8wu>L2 + <8§u, up&,;v>L2
— (020, 05 (uPOu1)) 12 + (Ozv, pur? 1 0,0) 5 + (Dov, VPOLu) |, |

— [p <8mu, P~ (9yu)? >L2 + <8 U, U 82u>L2 —l—p<8xv P H(0,0) >
+ <3zv,vp8§v>L2]

= ag [ <8upvp L(9,v) >L2—<8uv8v> —<8vpup 1(8u)>
<8 ,uPd u> <8§u,pu - vaxu>L2 + <azu,u 19) v>

(020, puv?~10 V) 2 + (02w, VPOpu) 5] — [p(Opu, u? ~H(0,u)? )2

<3 w, uP O u>L2 +p<8 v, vP1 8Iv)2>L2 + <8xv,v 8mv>L2]

L2

= azp [~ (0au, VP~ (00)?) 15 — (Bav,uP " (0pu)?) [ + (Oou, uP M 00pu)
+ (020, uvP T Ov) 15| + ag [— (Oau, vPO2V) , — (Opv, uPDI) 5

+ (92, wP,0) , + (020, 0P0pu) ] — [p (Bpu, P~ (Bp))

+ (O, uPOZuY 5 + P (Oav, VP (0p0)?) 5 + (Opv, vPO2V) ]

Pero

<8wu,vp3§v>L2 = <vp8§v, axu>L2 = <8§v,vp8xu>L2
<8xv,up8gu>L2 = <8§u,uPOZU>L2

que reemplazado en la expresion anterior nos da:
= asp [— <8xu,vp_1(8wv) >L2 — (Oyv,uP “H(Opu)? > <6§u,up_1v3zu>
+ <8§v, uvp*18$v>L2] — [p <8$u, uP ™ (9pu) >L2 + <8wu, up8§u>L2
+p <8xv,vp_1(8xv)2>L2 + <8xv,vp8£v>L2] (3.15)

L2

aplicando la definicién de producto interno en L2, definido por (z,y) ;2 = /R x(t)y(t)dt, la

1/2
propiedad simétrica del producto interno y su norma ||z|| = ( / 2 (t)dt> , se obtiene:
R
= [ [(0pu)* + (02u)* + (9,v)* + (020)* + 2a102ud2v] dx
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= a3p/ [P 00, udiu — VP71 9pu(0,0)* + uv? " 0pv02v — P (Opu)20pv] da
R
— {p/ up_l(amu)gdw—l—/up&,:uﬁiudxwLp/ vp_l(azv)3dx
R R R
+/vp8xv8gvdx]
R
Luego,

0

2 / [(9eu)? + (820)? + (9,0)? + (020)? + 2a10%u0%0] dir =
t

= asp [/ P o ud?udx — / vplaxu(axv)de—l—/uvp18xv8§vdx
R R R

—/ up_l(axu)anvdx] - [p/ P~ (Opu)3dx + / uP Opud?udx
R R R
+p/ P H(O)3dx + / vpaxvagvda:} (3.16)
R R
Usando la desigualdad de Holder y el teorema de inmersién de Sobolev, deducimos que
Hupflvﬁxu(?%uH; = / |u|p_1 [v| |Oyul ‘8311‘ dx

< Jullz l[ol oo 190l 2 [|OZ| -

Reemplazando en la expresién anterior:

gt / [(0zu)? + (021)? + (9,0)? + (02v)? + 2a102ud2v] dz
< |aspl [||u|| o1l oo 100ull 2 [|0Zul| 2 + lole 19201172 100t o
+[ull oo 01175 10201l 2 |30 L2 + el 1020 oo (162 UHL2]
+p l[ulfee 105ull poe 10zull72 + |l o 1900l 2 |0 ul -
+ plloll7e 1050 oo 19001172 + 0700 192011 2 [|030]] (3.17)

De (3.10) y (3.17) obtenemos:

0

5 / [(8x u)? + (02u)? + (0,0)% + (8%v)? + 2a13§u83v] dz
4

2
< laspl [0zl 2 [[02u]] 2 + 10013 + 19501l [[020]
+19ul22] + p [l0ul} + 19:01s]

+ [Ham“HLQ H@%uHLZ + 1|0z 12 H@%vHLQ]

Luego,
= [ [(0pu)* + (02u)* + (9,v)* + (020)* + 2a102ud2v] dx
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< (laspl + 1) 10l 2 [|0Zul| > + (aspl + p) [|0sull7:

+ (lazp| + 1) 10201l 2 |030]| 2 + (laspl + p) |90 72

Sea C1 = max{|agp| + 1, |asp| + p} entonces

0 / (8 u)? + (02u)? + (0,0)% + (8%v)* + 2a18gu83v] dz

O
< {HaquLQ Ha:%uHB + HaxUH%? + 1|00l 2 Haa%”HB + HaxUH%Q} (3.18)
a? b 1
Usando la desigualdad ab < — + — conp,g>1y — + — =1,
p q p q
2
|0zullze  [|9Zu]
| Ozuel| 2 HB%uHLZ < 5 L2 4 5 L2
i Ll
[0zv]] 9zv
|0z 0| 2 H@ivHLQ < 5 L2 332 sz
que reemplazado en (3.18), se tiene
g / (8 u)? + (02u)? + (0,0)% + (8%v) + 2a183u831)] dz
:
2 82ull? 2 52v1?
<0 [”aﬁngLQ + H mZHLQ + ”azUH%; + HQE;“LQ + H m;HL2 + Haxv||%2]
*01 10z 72 el ||82 12, + 01 101172 el H5‘2 I3
Sea C' = mzix{%C’l, %C’l}, entonces
g [(02u)? + (92u)? + (9,v) + (92v)? + 2a102ud2v] da
¢
(3.19)

2 2 2 2
< C[l0sullzs +||62ull7a + 1020l + [|020]17. ]
Integrando la ecuacién (3.19) de 0 a ¢ y aplicando la definicién de producto interno en

L?, obtenemos

/R [(9eu)? + (820)? + (950)? + (820)? + 20,8%ud%0] (z, 1)

T

: / [(9e)? + (97u)? + (80)* + (950)° + 201 03udv] (v, 0)de
R
+ C/t/ [(020)* + (92u)? + (9pv)* + (02v)?] (z, 7)dxdT (3.20)
0o JR

De (3.20) se deduce

/ [(9e)? + (820)2 + (950)? + (820)? + 20,2ud20] (z, 1)
R
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3.2.

< Cy+ C/ot/R [(020) + (92u)? + (9,v)* + (020)?] (z,7) dzdr

donde Cy = C3 (0yu(x,0), dyv(x,0), O2u(z,0), 02v(x,0)). Por otra parte, sabemos por la

primera etapa

/R [(00)? + (1 — 1) (820)? + (B50)? + (1 — a1)(@20)?] (x, t)d

< [ 1@ + (14 )@ + @r0) + (1+ ) 00 (3. )
R

Por lo tanto,

/R [(00)” + (1 — a1) (%)% + (B50)? + (1 — a1)(820)?] (x, t)d

<Cy+ C/ot/R [(02u)? + (92u)? + (9,v)* + (02v)?] (z, 7)dadr.

Para 0 < a1 < 1 existe la constante positiva C3 tal que

/R [(02u) + (92u)? + (9,v)* + (020)?] (2, t)dz

<Cy+Cs /ot/R [(021) + (92u)? + (0,v)* + (02v)?] (z, 7)dxdT

Aplicando la desigualdad de Gronwall’s a (3.22) se tiene

/R [(02w)? + (02u)? + (8,v)? + (020)?] (z, t)dz < Coe®sT

(3.21)

(3.22)

(3.23)

para todo ¢ € [0, T] Por consiguiente, de (3.10) y (3.23) obtenemos que (u,v) € C ([0, T]; H® x H?).

Desde que (0:u, 0yv) existe y satisface (3.1) entonces, usando el teorema 2.2 se concluye

que (u,v) € C([0,T]; H* x H?).

O

Dependencia continua de la solucion respecto al dato ini-

cial.

El teorema 3.1, plantea si (up,v9) € H* x H, p > 1, p € Zys>2,0<a; <1y

as, as, ay numeros reales con ag > 0y ag = a4 en (3.1), entonces, para cada T > 0 existe una

funcién (Out, Orv) € C([0,T]; H® x H?), tinica solucién del problema (3.1) con dato inicial

(ug(z),vo(x)). Este resultado nos conduce a la dependencia continua de la solucién respecto al

dato inicial, como lo demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Si (ug,vo) € HSXH?®, para s > 2, la unica solucién (Opu, 0pw) € C ([0,T]; H® x H?)

del problema (3.1) con dato inicial U(x,0) = (ug,vo) depende continuamente de U(x,0). Es

decir, {Up(x,0)}nen es una sucesion en H® x H® convergente a U(x,0) en H® x H® y para
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cada n € N la funcién Uy(z,t) € C*([0,T); H® x H?®) es la tinica solucién del problema (P)

con dato inicial U(x,0), entonces para cada T > 0 se cumple

lim sup ||Up (1) = U (-, )| gs s = 0.

n—oo [O,T]

Demostracién. Por el teorema 3.1, para todo n € N y para cada T > 0, las funciones
U, (x,t) y U'(z,t) pertenecen a la clase C ([0, T); H® x H®), entonces por el teorema 2.6, para
todo t € [0, 7] tenemos

HUn('vt) - U('7t)HHS><HS < HUN("O) - U('vo)HHSXHS eCT'
Luego, se tiene el resultado

lim sup ”Un(’t) - U('7t)”H5><HS S sup ||Un(70) V. U(‘aO)HHSXHS GCT =0.
70,1 (0,77

Por consiguiente, el problema global estd bien formulado. (I
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Capitulo 4

Comportamiento Asintético

4.1. Comportamiento Asintético del Problema Lineal

Dado el problema lineal asociado al problema (2.1)

Ut — Uggt — A1Vt + G2Uz =0
U — Vgt — A1Ugat + vz = 0 (4.1)
u(z,0) =wuo(z), v(z,0)=uvy(x).
Nuestro analisis estd basado en el método de la fase estacionaria a fin de obtener estimados
del problema lineal (4.1).
Aplicando la transformada de Fourier al sistema (4.1), respecto a la variable espacial z,

obtenemos

815@(5, t) + 5281577 (‘Ea t) + a1§28ta(§7 t) I a2i£a (‘Ea t) F—
ati}\(fv t) + Ezati}\ (5? t) == a1£26ta(§7 t) U a2i§6 (57 t) =
u(§,0) =ug (§), v(£,0) =17 ()

agrupando términos comunes resulta

0
0

(1+ &%) 0u(&,t) + ar€20,0(&,t) + a2iéu (&,1) =0
(1+ &%) 0:0(¢,t) + a1£204u(, t) + a2iév (&,¢) = 0
u(s,0) =ug (§), 0(£,0) =7o (§)

y expresando en forma matricial tenemos

1462 &2 oyt (€,1) i aé 0 u (&) _ 0
a€2  14¢2 80 (€,1) 0 ast 5(&,1) 0/

Definiendo

u 2 g8 a
ﬁ(s,w(fg’t)),A(g)(”ﬁ 152) yB<s>( 0 )
v(&,t) a1§® 1+¢ 0 ax
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resulta el problema de valor inicial vectorial (en la variable ¢)

A(E) QU (&) +iB ()T (€) =0

. _— (4.2)
En seguida, resolvemos el problema (4.2). Como
0,0 (&) = —iA™'BU (&,1)
de donde
U 1) =To(&) e T (©). (43)
Pero
52;&-1 . _ a12£2 .
—“1(gy — (€2+1)"—aje (€2+1)"—aje
A (é‘) = A a1£2 % £2+1 !
(E@+1)7-afet (€417 -afe?
y

241 _ a1 €? £ 0
_ 211)2_g2¢4 211)2_g2¢4 a2
A QBEOSHNNG NiEY L .
T (E2+41)%-atet (2+41)7—aded a2
a2§(£2+1) N a1a2§3
_ | (@+D)P-afet (241 —afed
arazé® a€(€2+1)

C(@+)7-adet (@41)7-afe

Sea M (¢) = A7 (&) B (€), en seguida, diagonalizamos la matriz M (£). Para esto, el poli-

nomio caracteristico asociado a M (&) es

a2§(€°+1) — )\ —__mag’
(@+1)°-afe? (€2+1)*—afet

p(A) =M (§) — Ma| = arape® wg(e+)

S @)Palet (@ 4)Tale?

. azé (52 + 1) 1 2 B a1a2£3 ?
GRS (62 +1) - af¢?
_ ( a2€ (&2 +1) ajaz€3 _ A) ( ax€ (82 +1) n aras€s _ )\>

@+ 107 —afet (@417 - afe! (€ +1)° —afet (€ +1)7 - afe!

luego, los valores propios de M (£) son

as§ (62 + 1) + a1a2§3

a2é (€2 +1) — ara98’
(€2 +1)% — a2¢4 '

A=A (€) = (€2 + 1)2 _ a%{‘l

yA2 =X (§) =

Enseguida, hallamos los vectores propios asociados.
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(€ +1) + aragf’
IGERE

, tenemos

Sy ={veR?: (M - \I)v=0}
_ aiax8?
_ Tl (£2+1)%—adet
- ’ _ ajasé’
Y (€+1)7—afe?
x
Y
-1
= gen )
1
. -1
escogemos el vector propio v; =
1

@6 (€ +1) — ma?
(€+ 1" — aie?

ii.) Para A\ (§) =

, se tiene que

_ a1ax8?
(€+1)"—aZet ) _ [0
_ a1aé? -
(€2+1)—a3¢? Y 0
—1
yeR

1
_ ai1ax8?

(€+1)°—afe? O N
aazé® y 0

Sy, ={veR?: (M — \oI)v =0}
a1az€?
— & . (62—}-1)2—(1%54
’ _ ajasé’?
% (€2+1)°—a3¢*
x
= cr—y=03=qx
Y
1
= gen )
1

seleccionamos el vector propio vy =
1

(€24+1)*—a3¢*

:zeR

Luego M (&) es diagonalizable, es decir, existe una matriz inversible C' tal que

J=CTM(§)C = ;

donde C = (v1 v9) =
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Por consiguiente, de (4.3), la solucién del problema de valor inicial (4.2) es

U(&,1) = e OO, (€) = MO (¢)
_ OeJtcflﬁB (5)

1({ -1 1 e~ iAt 0 -1 1 m
2\ 1 1 0 e ihet 1 1 0

71,7»\1(5) + efzt)\g(g) e*it)\g(g) _ e*it)q (f) ﬂa

0 )
7’”&)\2(5) —_ eiZt)‘l(g) eiitAl(g) + efit)‘2(£) {)E) )

1

T2

( L (700 1 e=i2(€)) 5 — L (e M0 — itk g
1

emitAE) — =it (©)) g 4 L (em M) 4 e=ith2(©)) gy |
es decir,
N _ } —itA1 (&) —itAa(€) —~ . } —itA1(§) _ ,—itA2(§) | 7
W€ 1) = 5 (7O 4 7 O) T g) - - (e em2(0) 5 (¢)
' 1 1
3 — _Z (M8 _ mitha() ) > L = (e~ itA(§) —itA2(€) ) 7
0 (&, 1) 2(6 e >u0+2<e Le )vo

Aplicando la transformada inversa de Fourier a las dos tdltimas expresiones resulta

’Lﬁx —Zt)\l(é) —itA2(&) \ 7 % —itA1(8) 71,15)\2(5)
ME/ +e0) T (6) - (e ) 6 ()] de

_zt)q(g +ilx 48 e—zt)\g(f)-i-zg:r:) (5) d¢

u(z,t) =

2\/ 271'

—zt)\z +ix _ —ith(§)+iz )
+ ¢_ / e ) % (€) e, (4.4)

v (z,1) 2\ﬁ / z&x _ —z’txl(ﬁ) _ e—z‘t&(&)) @ (€) + (e—ml(&) i e—itAg(f)) 5 (5)} de

7115)\2 &)+ikx e—it)\l(f)-i—ifm) o (6) d¢

2\/%
m/

Proposicién 4.1. Los autovalores A1 (§) y A2 (§) satisfacen las siguientes propiedades.

fzt)\l €)+icw | e*itz\z(f)JrifI) op (&) dE. (4.5)

(1) M y A2 son funciones de clase C* (R);
(7i) A1 y Ao tiene tres puntos de inflexion no degenerados;
(7i1) existen constantes positivas C1 y Cy tal que
M@ =0lel™  y PE)] = Calel™

para €| suficientemente grande.
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Demostracion.

(i) Observemos que

M (€) = a2é (2 +1) + a1a28® _ a2é (2 + 1+ a1&?) _ asé
(€2 41)° — afe! (E+1-am?) (2 +1+me?)  E€+1-aé?
y
M (6) = 22 (62 +1) —arap€® _ a2é (€ +1 - a1€?) R
’ (62 +1)% — a3t (+1-a1&?) (@ +1+m&?) E+1+aé?

en seguida, calculamos el dominio de \;, para ello procedemos analizando el denominador.
Como 1 —aj > 0 entonces 1+ (1 —a1) &2 > 0, por lo que el dominio de A\; es R, para
todo € € R y como es una funcién racional que es infinitamente diferenciable en su dominio,
se concluye que A\; € C* (R); de manera andloga, Ao € C* (R).
(73) A1, A2 tiene a lo més seis puntos de inflexién no degenerados; en efecto
(1-a)&+1-2(1-a1)&® 1-(1—a1)&?
L+-e)ef  Chr-a)eP

A (&) = az

L+ -a)e@’[20-a)g - 4[1+(1-a) €61 —ar) [1 - (1 - a1) €]
1+ (1—ap) €’
21+ (1-a)] (1 -a)é 461 —a) [L - (1 —a)¢’]

A (€) = az

— ay [1+4(1—a)é€?)?
L it-a)e] e[l (-]
= —2a5(1—a1)é 14 (1—a)é€??
_ 8 —X0) =
Y 3—(1—a1)é¢

[+ (1= a1) e’
entonces los puntos de inflexién de A\json € =0, £ = +, /1_—3(11. Anilogamente

(1+a1)+1-2(1+a)&? o 1—(1+ap)&?
[+ (1+ar) €2’ L4 (1+ay) e

Ay (€) = az

1+ +a) e’ [-2(1+a)d - 41+ (1 +a) ] €A +ar) [1— (1+a1) €]
1+ (1+a) e
21+ (1 +a)&](1+a)—4(1+ar) [1 - (14 a1) €]
[+ (1+a1) €’
1+ (1 +a)&+2[1—(1+a)&?
[+ (1+a) €2
3—(1+ay)é€?
1+ (1 +a) €2

5 (&) =ay

:a2

= —2as (14 a1)é

= —2a9 (1 + al) £

3
1+a7*

entonces los puntos de inflexién de Ay son £ =0, £ = +

58

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




L o PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\g‘_f}gﬁm

DEL PERU

(7i1) Tenemos que

" 2&2 (1—(11)5 [(1—(11){2—3]
A —

1) [+ (1 —ap) &P

m —— = lim (L+(1-a)€)’
gortoo [EP NI (€)  €mtoo 2ag (1 —ar) E4[(1 — a1) €2 — 3]

[1/€2 + (1 —a1)]’ €8

= lim
{—+o0 2&2 (1 — al) [(1 — al) — 3/52] 56
. 1-— ai
N 2&2
Se tiene que para ¢ = 12*(1 62”, existe M > 0 tal que
1 1—a 1—a1 .
— <e= , siempre que & > M,
‘ ]2 N/ (€) 2as 2as

de donde
1— al

il
1€ M (€) a2

a2

Luego, existe C = > 0 tal que
1-— ay
1
— < C’l_1 = !x\’l'(f)| >4 ]5\_3 para £ > M.
€° 1 (€)]
Del mismo modo, se prueba que para |{| suficientemente grande, se cumple la desigualdad
X5 (€)= Ca Je| . 0
Proposicién 4.2. Sea A\ (§) = et , A2 (8) = _ ek y 0 <a; <1. Sean
14+ (1—a1)&? 1+ (14a1)&?

n, m > 0, entonces para todo r1, T suficientemente grandes, para t > 0 fijo, se cumplen las

stguientes desigualdades

(i) sup / ez’t(/\l(é)+z£)d§ <C [t’”—i—t("’l)/?—i—t*l/?rf/z]
2€R | J[g|<r

(ii) sup / eit()‘Q(g)“&)df <C [tf’“ +¢m=1/2 4 t71/27”g/2] ,
zeR | J|¢|<re

donde C' es una constante positiva (independiente de r1, r2 y z ).
Demostracion.
(1) Sea &;, 7 = 1,2, 3 los puntos de inflexién de A1, segin la parte (ii) de la proposicién 4.1

V3 B VB
52—07 53—\/17_7(11-
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La concavidad y convexidad se da en los intervalos ] 00~ ey [, ] T 0 [, }O, T [ y
} V3

T 400 [ Sean r > 0 un numero suficientemente grande y € > 0 un niimero suficientemente
—a1

pequeiio tales que para j = 1,2,3 se cumple §; € |—r,r[y |§ —¢€,& + e[ C |-, 7[.

Consideremos el conjunto
Be={§ €l-nrr[: |- §[=cpara j=1,2,3}

Calculemos la integral

I — / eit()\l(f)-i-zf)dé- _
|€l<r

=L+1 (4.6)

(O (€)+36) ge | / (it (©O+2) g

B. ]=r,r[—Be

haciendo h (£) = A1 (§) + 2&, vemos que los puntos de inflexién de h (£) en &; son los puntos
de inflexién de A () en & pues h” (§) = N[ (€), entonces h es céncava o convexa en pequenias
vecindades de &, j = 1,2, 3, en el interior del intervalo |—r,r[ . Si h” (§) # 0 para todo £ € Bx,

asi podemos estimar I7, usando el lema de Van der Corput 1.35, obtenemos
-1/2
I| <4<t, min h”
i <4 fe i ©}
En seguida, estimamos h” (), para ello, usando (i7i) de la proposicién 4.1 tenemos que
|B" (€)] = [X €)] = Crle] ™

de donde min h” (€) > Cy €], Asi,
§€B:

—1/2 12
] <4 {t min 7" (5)} <4(tarle™®) <o,
€eB:

Luego, estimamos I, dada en (4.6). Cuando t — oo entonces, dado £ > 0 existe ¢y tal que
tg > e=1/n para todo t > t.

Para t > ty descomponemos la integral

/ ) e = / e de + / e = I3+ I,
[€—¢51<e |€—&51<t=n tmn<]g=¢;l<e

Haciendo § — {; = s en I3 obtenemos

Bl=|[ e
|s|<t=n

puesto que h es céncava o convexa. Estimamos Iy, para esto usando el lema 1.35 se sigue que

<ot (4.7)

~1/2
|I4|§4{t, min h”(ﬁ)} .

t—<]|s|<e
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En la vecindad de cada punto &;, j = 1,2,3 la funcién A" (§) tiene una expansién de Taylor

W' (€) = " (&) (€ = &) + R (&)

donde R (&) = %h(‘L) 0) (& — @)2 para algin 6 entre £ y ;. Por consiguiente, en la misma

vecindad las desigualdades

1
[ (] = W (&) + 5h Y (0) (€ = &) 1€ = &

zDM%@M—EM“wﬂM—@@M—@
= ([ (&)] = o] 1€ =&l

son verdaderas siempre que 41 > 0 es pequefa, juntamente con lim R — 0. Tomando

e £
0<d; < .Hil’gl?) |h"" (&;)| concluimos que existe una constante positiva C' tal que
]: 1<

|n" (&) = C ¢ - &
para cualquier § cercano a §;. Se sigue que

min h > Ct "
t_"S|f—§j|<5‘ (6)‘ \

para algin j = 1,2, 3. Luego

)/
1I4) < 4 {t, min A" (5)} < 47120142 < 40t 1/2, (4.8)

t—1<|s|<e

Finalmente, tenemos que

/ MO+ gel < 1 4 T,
|€l<r

<L+ I3+ 14)
< Ot V2p32 Lo 4 g o(n—1)/2
<C (t_" 4 ¢n=1)/2 4 t_1/2r3/2> '

de donde se sigue (i).

(ii) se prueba del mismo modo. O

Teorema 4.3. Sean (ug,vp) € H* (R)N L' (R) x H*(R) N L' (R), a1, ay nimeros reales con

az >0y 0 <a; <1. Entonces, la solucion del problema lineal (4.1) satisface los estimados

. —-1/3
(i) l[u () oo < C (luollpr + llvoll 1 + luoll o + ool ga) (1 +8)7

.. —-1/3
(ii) v ()l e < C (luoll s + llvoll o + luoll s + ool za) (1 + )77,
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1. para todo t suficientemente grande donde C' es una constante positiva independiente de

x ydet.

Demostracién. De (4.4) y (4.5) tenemos que

($ t 2\/27 —zt)\1+735$ + e_it)\2+i£$> % (5) dg
T

Lo efit/\2+i§z _ efit/\1+i§$> 0o (€) d¢,

2\/% /R

y

(m t 2\/7 —zt)\z-‘rifz — e_it)‘l—HEZ) UB (5) dg
N 2\/% e—it)\1+i§m m e—it)\2+i§m> oo (€) dE.

R

Haciendo el cambio de variable z = x/t se tiene que

1 TS = zE) -~ oo it[— 2E)—~
wlot) = 5o | [ HNOAT (g + [ 00T 6 de
+oo +oo
_/ it[=1(§)+2€] 5> 0 (€) d§+/ elt[—kz(f)-i-Z&]@(g) d&], (4.9)

1 + — Ze |l
v(x,t) = r- [/ eitl= A2(5)+Z€] £) d¢ — / —A(§)+z€ly o (&) de+

e FE9 2
+/ ezt[—)\l(f)-&-zﬁ]% (f) d¢ +/ ezt[—/\2(f)+z§]66 (5) df:| _ (4'10)
Demostraremos la estimativa (7). Para esto, definamos h(§) = —A1(§) + 2§ v g(§) =

=X (&) + 2€, sean 11 > 0, 72 > 0 que seran elegidos méas adelante y dividamos las integrales

en (4.9) en dos partes, asi obtenemos

/ ezth ( dé-
[§1<m

+ / "9 (¢) de| +
€l<r2

‘ / MO (6) de
|&]>r1
IO
[€|>r2
‘/ ’Lth@ )d§
[€]>r1

/ 9O 5, (¢) de
|&]>r2

[Il—|—12—|—13+I4—|-I5—|—16—|-I7—|—Ig]. (411)

1
u(z,t) < 2\/%[

+ / MO () de| +
[€]<r1

+ / "y () dg| +
l€l<r2

1
NG
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Estimamos la integral Iy en (4.11)

/ MO (€) de| <
[&|>r1

[ug (§)] d€ = /
2\/27‘(‘ /§|>7«1 2v27 Jig)>ry

Usando la desigualdad de Holder con p = g = 2, y el lema (1.37) se sigue que

L1
2 2\/27r

MO (¢)| de

Qm |&|>r1
(L+[€) 7 (1 + [€)* [0 (€)] de.

1/2 1/2
B ([ are [ s @era
< [€]>m1 ‘ [€|>m ‘ 0 ’
1/2 too 1/2
<. ( (141€)" ) ([ T avermer )
§|>T1 —00
1/2 +o0 4 1/2
<o (2 Tavera) (of T (ieiR) mora)
—00
C 1 y
" Var <( a ) Juollzzs = € (1 + 7)™ ol s (1.12)
De la misma forma podemos estimar las integrales Iy, I y Ig en (4.11) y obtenemos
L<C(1+73) " fuollga (4.13)
Ie < C (1472 " |lvoll s » (4.14)
Iy < C(1472) " |luoll s (4.15)

Ahora estimamos I7.

| emom(e) | - ‘ [ este O ) dg
lel<ry lgl<r

Too g : +oo
= ‘/ oiT€ (X|£|Srle—zt>\1(£)> ug (§) dé“ = ’/_ emﬁﬁ (&, t) Ty (€) df’

donde 3 (&,t) = X|§|§r1€_it/\1(§)a XM es la funcidén caracteristica sobre el conjunto M = {£ : [¢] < r1},

I =

notemos que 3 € Lg (R) pues

+oo A 2
| aersne @] de = /|s _ de=om,
—00 ST

entonces existe 3. Por ello, usando la desigualdad de Young deducimos

/+<>0 e (3 (-, 1) *uo)/\ &) df' = m‘B(x,t) *ug (z)| <

—0o0

I =

t)]| oo lluoll 71 -
(4.16)

Ahora estudiemos |3 (-, 1) como z = x/t

[P

‘B (x,t ‘ = ’\ﬁ/ eiéz 3 (&) dg‘ = \/:;7_ ‘/RX§|<Tleixfeit>\1(€)d§'

1 / ixﬁe—it)\l(g)df _ 1 / z (z6—X1(& df

V2T |y <r,y Var | ig<n,
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Usando la proposicién (4.2) obtenemos

|8 (x,t)| <

sup

1 / (26— (6))
e d€
V2T zeR |J|g1<m
<C (t—" + /2 t_1/2ri’/2> .

Luego de la tultima expresién y (4.16) deducimos que
L<cC (f" 4 ¢=D/2 fl/%f/z) ol - (4.17)

Similarmente podemos probar que

Iy < C (7" + 02 250 g (4.18)
I <C <t—n L1/ t_1/2r:1)’/2> lvoll 1 (4.19)
I,<C (t—m + tm—1)/2 " t_1/27“§/2) ”UOHLl ’ (4.20)

Luego de (4.12), (4.13), (4.14), (4.15), (4.17), (4.18), (4.19) y (4.20) concluimos que

a8 < € (87 4002 471202 (a4 + ol 1)
+C (t*m 4 ¢m=1/2 t—1/2r§’/2> (lwoll 1 + llvoll z1)
—7/2 —7/2
+C (1+72) ™2 (lluoll s + looll ) +C (14 73) " (luollgra + ool gr0) -

Ahora escogemos r = t1/10, np =1 /3 con el fin de usar la proposicién (4.2) vélido para t > T;
y seleccionamos ry = t1/19, 1 = 1/3 con el fin de usar la proposicién 4.2 vélido para t > Tb.

Tomando Ty = méax {11, T>} obtenemos
o (- )l e < C (luoll 1 + voll 2+ ol gra + lvollgra) ¢/ (4.21)

Observe que la expresion de arriba es véalida para t grande, suponer ¢t > Ty. Usando la repre-

sentacién (4.9) podemos probar que
[ (D)l oo < C (luollpr + [[voll o + [luoll g4 + [lvoll z4) (4.22)

para todo t > Tp. Por lo tanto de (4.21) y (4.22) implica la conclusién de la estimativa (7). del
teorema 4.3 para todo t > Tj.

La estimativa (ii) se demuestra en forma similar. O

4.2. Comportamiento asintéotico del problema no lineal

Teorema 4.4. Sea (up,vp) € H® (R)NWH (R)x H5 (R)NWHL (R), yp > 4,p € Z, a1, as, a3, as
nimeros reales con az >0 y 0 < a1 <1 yas = aq. Sea (u,v) la solucion global del problema

(2.1), entonces
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Lo fJu ()] e < C(1+t)_1/37 y
2. o) e < C(1+t) 3,
para todo t suficientemente grande, siempre que

laoll o+ [luoll o+ lvollx + [jobll o+ llwollzs + ol

es suficientemente pequeno donde C es una constante posotiva independiente de x y de t y

uy = dug/dz, vy = dvg/dz.
Demostracién. Seaa u = u (z,t) y v = v (x,t) soluciones globales de (2.1).
Ut — Uggt — A1 Vgqt + A2Uz + a3VPv, + uPuy + ay (UPv), =0

Ut — Ugat — 01 Uggt + A2V + a3uPUz + VPV, + ag (uv?), =0

Aplicando la transformada de Fourier respecto a la variable espacial obtenemos

ABT (&,t) —iBU (&,t) — F (&,t) =

= ~ (4.23)
donde
U (2,t) = ”(x ) Ay iy
aé? 14+&2
vPtl uPtl
B a2€ | a¥r + Y + aa (uPv)
- = wPtl P+l ’
a3’y + gy Haa(w?) |
y las componentes de F' (U) son dadas por

Fi (u,v) = agvPvy + vPuy + ag (uPv),, F(u,v) = asuPu, + vPv, + ag (wo?),, .

De (4.23) tenemos que: 9,U (£,t) — AL (&) B (&)U (&,t) = A~ (&) F (£,1), si a esta ecuacién

lineal de primer orden se multiplica ambos miembros por e~ ATHOBE)! ghtenemos
e AT OPORT (€,1) —ie T OPOAT () B U (§1) = e OPOAT () F(6,1)
escribiendo la ecuacién como

& (OB T (1)) = e OPOUT (6 F(e,1),

luego, integrando (respecto de ¢) ambos miembros tenemos

OO (6,0) =T (,0)+ [ OO A @ F(er)ar
0
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despejando U (¢,t) y haciendo M (&) = A™1 (&) B (€¢) obtenemos
t
U (€,t) = MO, + / e EIME) A= (&) F (¢, 7) dr. (4.24)
0

Si M@ v & (t) son matrices fundamentales de

( M (¢, t)) _ MO A (6) FU (¢,1)

sobre —oo < t < 00, existe una matriz C' no singular tal que /M@t = & (t) C, para t = 0,

I S _1__1 oot 1 -1
cwero=(1) (4 0) (0

_ 1 A N\ W e A
Ot =) Uo+-/<1><t—r> A7) F (€,r) dr
2 1 N 2 Jo 19 1
= (BB (4.25)
7, — o == TR NI 5. < © NI e ©
1 1 elt)\l(5) 6”)‘2@) 1 1 00 (é‘)

T\ eitha(®) _ githa(©)  itha(6) 4 itha() (5

)
itA1 (f) itA2(8)) 7 _ it (€ Zt)\z
NG L )W (€) — (e ©) % (©) (4.26)
_ (eztz\l(f) _ eztAg({)) ﬂa(f) o ( zt)\l(f zt/\2 §)) ﬁ\
y definiendo
i i R &2+1 B a1 &
p)=i(t—r)A(§),q(E)=i(t—7r)A (), c(§) = (€2 1 1)2 _ a%f‘l yd() = (€2 + 1)2 —a%£4

tenemos que
—ett=m)A(§)  pilt—r)A2(8) 1 1 X R

A™ F d
GE=TM(E)  gilt=r)Aa(E) L1 (&) £ (§,r)dr

P 4 1) (a6) _ ¢p(€) c(&) —d(©)
e1(€) _ op(€)  op(&) 4 ea(®) —d (&) c(§)
)
)

By =

I I
s— 5~

c\
2
—~
—~
D
i}
+
D
I}
N—
—~
™~
N—
_|_
Q
—
™~
SN—
—~
)
=
|
D
I}
N—
S—
w
—
{Y‘r
.
N—
|
—
—
Iy
—
D
ko]
_|_
)
(=]
N—
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Reemplazando (4.26) y (4.27) en (4.25) obtenemos

A1) =
(O 4 02 5 ) — 1 (1 ) i )

+;/Ofep(c<§>ﬁ(§,r> a4 B (&, >)dr+;/Oteq(c(&)ﬁe,r)—d(&)ﬁﬂfﬂ“))d?“
5[ (a@REnc@REn)art; [@(-a@FEnc©REn)

y

a3

( ith () ’Lt)@(f)) w (&) + 1 ( a(€) 4 eitA2(€)) 00 (&)
2
t

=
1

5 t

1/ Pe@FEn-d@REn)dr+s [ @ (cOF € -d©REn)

+;/Otep (~a©F En+e©FEn) dr+§/0teq (Fa@FEn +e@BEn)

luego aplicando la transformada inversa de Fourier tenemos que

(e t) = 2 \/12~ { /+ it [(eml(&) i emz(g)) W (€) — (eml(g) N emg(g))
™
o / & (@R (€r) —d(©) P (&) drd

+oo t
¢ q 6T ( F drd
/Oe L(Er) —d(©) 2<£,7~>) rg

0 (6)] de
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B

~a
sT%
frr s

es decir,
(z,1)
2\15 {/+oo it(/\1(€)+w£)/\(£) d§~|-/+oo it(m(ﬁ)ﬂ:g)%(o de
s
+00
+/ Mg, df‘/ )G (¢) d
r z 1+ 2 = 2 _
/ / i(t—r) (A1 (6)+26) (1+£2)25_ a2€4F1 (&) — a +€Z;§_a2£4FQ (g,r)] dédr
L 1 1
r z 1+ 2 - 2 e
/ / i(t—r) (M2(€)+2€) (1+£2)2f_ a%€4Fl (&r)— a +€Z;§_a2£4FQ (g,r)] dédr
- 1
? = 1+& ~
/ / i(t=r) (A (6)+26) i +§Z)1§_ a2§4F1 &r) + T 5;;25_ a%f“FQ (g,r)] dédr
L 1
i(t=r) (2 (§)+28) __ a8’ o 1+& =
/ / (1+ ) —a%ﬁ“Fl &r) + S _a%§4F2 (&) | dédr 3 .

y de la misma forma

(4.28)

v (x,t)
1 +00 too
2 S {/ 1t[>\1(§)+Z£]A )df—/ elt[kz(i)-ﬁ-zré]ﬂa(g)dg
\ aT —0o0
oo oo
+/ et O+=El 5 (¢) df-l—/ P2 @+=E 5 (¢ de
—00
/ / - @) | 1H+E REn-—2 _ Fen|dear
|1+ —afet 7 (1+&) —alet T
oo [ 1+¢2 _ a1£2 —
+ i(t—r)(X2(8)+2€) Fy (&) — Fy(&,7)] déd
/O/OOe T —ae 1(&7) 018 — g 2 (&,7) | dédr
oo ol a2 A 1+ €2
s [T | B F(en+ @74%w
0 J-c | (1+&)" —aid (1+¢2)? —aje¢t
toptoo . [ —aq£2 —~ 1+ &2
5// T 2(O+26) U F(en) @,4@M}
0 J-c | (146%)" —aié (1462 —afe!
(4.29)
Pero
14£2 —a; &2 F
AT 0pF (U) = | (€ Tetet (e et 1
* —a1§ 1+¢
(1+€2)"—afet  (14+£2)"—afe! Fa
1—&-52 _ a1£2
- ( arer-ae it T mrey 2254F 2 )
. a£? 14€
ret-aa 1 T e -ae 2
68
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es decir
1+¢2 i _ a1§2 o)
— 202 _g2gat 1 (577—) 2)2_ 2 4F2 (677—)
ATQaFUEm)=| Wl 0 g% i€
_(1+§2)27a§§4 Fl (577_) + (1+£2) 254 2 (57 )

por definicién l;l\] (&) = ai; (&), por lo tanto

—_— — o —

A=L(€) = (ai; (€)) F (&) = (kij)  F (€) = K « F (€)

esto es )
(1+ ;2—;5 a2€4ﬁ; (&5) = K= Fi (&,9),
-4
1 2 —~ P
1+ 52—;25_ a2£4F2 (§,5) = Koo x F5 (&, 5)
1
a’].é-z =2 —
Tarar g Gf T i),
2 ]
(1+£C2”)1£ é‘ (57 ) K12*F2 (f,s).

por lo tanto de (4.28) y (4.29) obtenemos

1 too ., A et
u(z,t) = T\/ﬁ {/ ezt(A1(§)+m§)uO (&) d€ + / e%t(Az(i)JrfEE)uO (&) d¢
T /+oo pit(h2(&)+a8) o £) d¢ — / et (§)+z8) 0 (€)de

t ptoo |

/ / ’L(t r)(A2(&)+2E)

[
/ / (ilt=r) 1 (&) +28) [K;*\Fl — Kg2 Py (6, 5)| dédr
|

/ / z(t r)(A2(&)+zE)

1 e FTN e’ 2E| 7~
v (z,t) = T {/ zt[/\1(£)+z§] €)de — / it[h2 () +2€] 7 5 (€) de

+ / T GO+l () d + / " e+, (6) de

t +oo ) . o —— h
N / / MO0 K« Fy (€, 5) — Ko+ Fy (€, 5) | dédr
0 J—co ) ]

Kll*Fl Klg*Fg (5, ) dfd?"

o —

Koy % B (£,8) — Koz # B3 (€, )| d§dr} (4.30)

t ptoo o e -
+ / / ez(t—r)()\2(§)+z§) KH * F1 (f, 8) — K12 * F2 (5, 5) d&d?“
0 J—o0 - -

t ptoo [o— 7 ]
+/ / OO | 1o« Fy (€, 5) — Kag + Fy (&, 5) | dédr

// i(t—r) (A2 (£)+28) K;*\Fl (€,8) — Koo # F5 (&, 9)] d§dr}. (4.31)
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Afirmamos que F} (-,t) € L? (R) para cada t > 0, j = 1,2. En efecto, para F} (-, t) tenemos
/ |Fy (z, 2f)|2 do = / {agvpvx + wPuy + aguPoy, + a4pup_1uzv‘2 dx
R R

_ 2
< [ (laal foPuul? + [0+ ol [P uuf? + aapl* [~ s ) da
R

SC’(/ [vPvg | dx—i—/ \up%]?dm—i-/ ]upvw|2dx+/ }up_luxvfdx>
R R R R
<C [/ <sup|v|2p> |’L)m|2d$—|—/ (sup |u|2p> lug|? da
R \zeR R \zeR
+ / (sup ]u\Q(p_1)> |ux]2]v|2da;+/ <sup\u|2 ) |vw]2da:]
R \z€R z€ER
:C[(sup|v]2p>/|vx| dx + (sup|u| p>/|ul«| dx
z€R
+ (sup|u|2(p_1)>/|ux]2]v|2da:+ (Sup|u|2p>/|v$]2dx]
z€R

—C(HUH ez + el el Fa + lull 727 fugvll7a + lull HvzHLz)

<C(H 12 llvallZz + llull P llwelZa + Tl 7% fuzlfs [0]lF e + llul 72 Hvxlle) <00

donde C' = méax (]ag\z ,|aap|? ]a4|2>.
En forma anéloga probemos que F; (-, t) € L? (R) para cada t > 0,

/ B2 (,0)| do = / |aguPug + vPvg + ag (uo?), | da
R R

< [ (loal® 1l a4 1o s+ fas [Pl + aapl? [0 o2l
R

SC[(sup|u]2p>/]ux|2dx+ (sup |v|2p)/|vx|2daz
z€R R z€R R
2
+ (sup ]v|2p>/|ux|2da:+ (sup|u|p_1 |u|> /|v$\2da:]
z€R R z€R R

1 2 2
= C (Il a2 + 0l Nlal 22 + 101527l 10al132) < oo.

La afirmacion queda probada, garantizando de esta manera la existencia de las transformadas
de Fourier y sus inversas de Fy y Fy en L? (R).

Definamos para cada ¢t > 0 la funcién m = m (t) por

m (t)

= s {(Hu (7)o + et (P e + [0 ()l oo + o (D)1 oe) (14T (7) g + o (T)HH4} :

Afirmamos que existe una constante positiva C tal que

m (t) < C (luollpr + [[ul 1 + llvoll o + [[oo[| 11 + lwollzzs + lvoll s +mP (1)) (4.32)
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En efecto, para probar la afirmacién, estimamos cada término de la definicién de m (t). Usando

el teorema 4.3 se sigue de (4.30) que

lJw (2, )| oo
—1/3
< C (J|luoll g1 + llvoll g1 + llwoll ga + lvollga) @ +7)7
t
+ C/ (1K1 * Ful| 0 + | K2 * Fall 0 + || K21+ Fil| 1 + [ Koo x Fal| 1 +
0
+ (1K1 * Full g + [ K12 % ol ga + | Ko % Fi|l gra + | Koz * Fa|l g 1+t —7)"/2dr - (4.33)

siempre que K11 * Iy, Kio % Fy, Kop % Fy, Koo % Fy € L' (R) N H* (R).
Esta afirmacién es verdadera porque usando el teorema (2.1) y la desigualdad de Holder

obtenemos

[ K11 * Fill o < 1Kl [Pl = (1K allp lasvPve + uPug + ag (uPv) || 0
< |IK11ll (las] [vPvgll 1 + [[uPugll 1 + laap] ||uP~ ugv]| 1+ laal [[uPog] 1)

< C Kl (IWPvellpr + lePusll g + o~ uav]| o+ ePvali ) (4.34)

Estimando cada término

(p—1)
||vpvx||%1 §/|vpvvx|2dx§ (sup |v> /lvvx| dz
R

= 0132V lvvs 13 < IolF2 Y ol32 los 32, (4.35)
del mismo modo

luPuell g < B full o lusll e (4.36)

[ P 7 Ay (4.37)
y

uPvsll 1 < Nl el 2 lvsll e (4.38)

Reemplazando (4.35), (4.36), (4.37) y (4.38) en (4.34) obtenemos

[+ Bl g < /Bl (as ol I[oll e lfosll 2 + lull= el llusll 2
tagp [ullfe el 2 0]l g2 + aq llullze ull Hvxlle)
< [l (a3 o[l l[ollZs + llull = lulF
taapullf [lullga 0] s+ aa lul = [l g IIUHH4) (4.39)

De la misma manera, probamos que

[ K12 * Fallpn < || K2l (as all2 ullFra + o5 o]l

tag [oll7o [ullgra 0] o + aap ol ’uHH‘l”UHH‘l)’ (4.40)

71
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—1 2 -1 2
[ Ko1 % Fil[pr < [[Korl (03 lvllZee 1wl + lullze [lullze

—1 —1
+aap [ullZ 1ull ga 0l e + aa l[elloe llwll g Hva), (4.41)

-1 2 -1 2
[+ ol py < [[ Kozl 1 (a3 lullfoe Nl + llolzee [0l

tag ol 7l gga 0]l s+ aap o7 ol s HUHH4> : (4.42)
y aplicando la norma de los espacios de Sobolev || f|| s := || f]|
— 2
1K1 % Pl = / (1+€)" K (&) ‘Ku * Fy (5)‘ d¢
R
14¢? :
4 A
= (1+¢ Fy(§)| dg
A( N arer—ae
2
4 1+¢&2 . 2
- [+ UrE) ool
E @+ —ade]

(1+¢2)° L
= 0 +e—ae] /R (1+€)*|Fi ()] de

—c [ (1+&)° A ©f & = Ol

213
ya que ﬁ es acotada para todo £ € Ry 0 < a; < 1. Por lo tanto

[ K11 % Pl gpa < ([ F1 ]| s (4.43)

la misma estimacién se tiene cuando K7j; es reemplazado en (4.43) por K;j, para algin 4, j =
1,2.

De la definicion de F; obtenemos

11l g = llazvPos + uPug + ag (uPv), || gs

< ag [[vPvzl s + [P uzll s + aa | (wPv), [l s - (4.44)
Usando la inmersién: H’ (R) < L* (R) con j = 1,2,--- tenemos

Huputzg = HUPUOJH%Q + 1|00 (Upuz)H%2 + 1| O (upux)H%2 + 1| O (up“z)H%2
2

< HupummzzH%Q + 3]9 H’U/p_luzuzsziQ + H3p (p — 1) up_zumz + 3pup_1 (Umm)Q‘ 2
+ 300 — 1) (0 — 2)w?3ul + 3p (p — 1) w202t + puP Mt tizas ||
<P = 1)@=l ud|| + p [ gtrare |

_ 2 _ 2
+6p(p—1) ||up 2u?Cum”L2 + 3p Hup ! (ugca;)QHL2 + ||upuwa:xx||%2 .
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Sea C =méx{p(p—1)(p—2),4p,6p(p—1),3p, 1}, entonces

lusllzrs < C [l w7 + [ strass |12 + |0 | 72 +

2
Hup—l (uzx)2HL2 + ||Upuzxa::v||%2:| . (4-45)
Pero
_ 2
T A e Ry s
§/ (sup|up_3u§|2> lug|? da < (sup uP =3 (Dpu) ) /|ux] dx
R \zeR TER
2 2
< (suplul) " (suposal®) sl
TzER zeR
3
<l 7272 e Nl 172
2p—6
< [l 222 ull oo lluall7e = Ilull7 llusll72
1
= [l 7% full 7o a7
<l ull poo ekl g2
Analogamente
Hup_luwumeLQ < HUH HUGEHLOO ||U:L‘MHL2
Hup 2u2uxxHL2 < ||u|| |u||L°° Hum&”L2
07 (e ?|| < Nl Motz e et
[|uP umm”LQ < ||u|| ||u||L°° ||ummc||L2

reemplazando estas condiciones en (4.45)

[P |7 < C [HUH el oo Nuall e + llull 7 oo | poo letaoo g2+l llull poo s | 2
llulfoe e | oo Nzl 2 + Jullfe lul oo IIUxxmlle]
<C [HUH [all g et | 2+ el Nl e etz | g2 + el ull e e | oo oo | 2
+ el lull s el g2 + Nl ol g IIUWIIILa} (4.46)

las estimaciones de |[vPv.| s v de [[(vPv), [ ;s son encontradas en forma similar.

De la definicién de m (t) y las desigualdades (4.39) - (4.46) obtenemos

[ % il < [ Bl [\asl lollz= ol + lullza lfulZe + laalp llullf< lul g ol 5

+laal el ullga 0]
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y usando [[ul| ;e < C1llullpr < Cim () y |Jull 00 (14 7')_1/3 <Cim(t)(1+ T)_1/3 se sigue, de

la dltima expresién
1K1 % Fi|l g2 < Kl [las] ComPH (14 1) 730D 4 Oyt (14 1) 18
¥ Jag| pCrmPHE (1 4+ 7)3 4 Jag| CrmP (1 + 7_)—1/3(p—1)]
< O Kl mP (8) (1 4+ 7)"3® D

donde C = {‘a;;’ Cl, Cl, ’a4|p01, |a4] Cl}
Del mismo modo se cumple cuando K11 es reemplazado por K;; y Iy por F); para cualquier

i, =1,2. Ast

1K * Fjlln < C Kl mPH () (L) P2 = 1,2 (4.47)

1Kij % Fjl| e < CmPE () A4+ 7) PB4 5=1,2. (4.48)

Reemplazando (4.47) y (4.48) en (4.33) se tiene

ol

Ju(z, )]l oo < C (Juoll 1 + llvoll Ly + luoll gra + [lvoll g4) (1 +7)~
t
+omPt (1) / L+ 70 PB At — )Yy (4.49)
0
Pero, aplicando el lema (1.39) con a =1/3 =7, 3= 1% (p—1) y p > 4, tenemos
t
sup / A+ A+ PB4+t —7)Vdr < 400
0<t<+00 J0

equivalentemente

W=

t
/ QA+ PB4 — ) War <O+ 8)
0

Por lo tanto, de la desigualdad (4.49) concluimos

=

_1 —
lu (2, )| oo < C (lluoll 1 + lvoll s + lluollggs + llvollgga) (1 +7) 7% + CmaP ™ (2) (1 + )

de esta forma, obtenemos

1 _1
(L+1)3 flu(z, )| < C [HUOHLl +lvoll g + lluoll s + llvoll gra (1 +7)7% + mPH (t)] :

(4.50)
De manera similar estimamos ||v||; «. Aplicando el teorema (4.3) en (4.31), tenemos
_1
lo(@,)]| e <C |:||UOHL1 + [lvoll 1 + [luoll o + [lvoll gra (1 +2)73
t
+/ (1K Byl 4 ([ B2 Fll o+ [[Kox * Fill o + ([ Koz * Fal
0
+ K Fill o+ ([ Ko % Fol ga + [[Kox * Full g + ([ K22 % Falga)
(1+t—7)"3dr) (4.51)
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reemplazando (4.47) y (4.48) en (4.51) se tiene

_1
[o (2,8l oo < C (lluollLr + llvollpr + lluoll g4 + [lvoll 4) (1 +#) 73

t
-+Cmm1@{/(1+rﬂkﬂ“(1+t—TY*Bdf (4.52)
0

Del mismo modo, usando el lema (1.39) con o =1/3 =7, 3= 3% (p—1) y p > 4, tenemos

=

t
/(1+ﬂ“ﬂwﬂ1+t—7rvﬁhgcm1+w—.
0
De (4.52) se sigue que
1 1
(T+8)3 vz, )|~ <C [HUOHLl +llvoll g1 + llwoll gra + llvollgra (1 +7)7% + mP* (75)] (4.53)

Estimemos ||u (z, )| ;4. De (4.30)

lu (z,t)]
1 +oo | +oo |

_ 7 {‘/ ezt(/\1(£)+x€)ﬁa(§) d§+/ ezt(/\z(f)-i-xf)%(é-) de
\/ T —00 —00

+oo s
+ [ euerang g ag - [ e (€)de

_too +o00

n / / (=) O (§)+28)
0 J—o0
t +oo

4 / / () (Mo (€)+26)
0 J—o0
t +oo

n / / Gt O (§)+28)
0 J—o0

t +oo i _
+ / / ez(t—'r)()@(f)—l—z{) K21 * F1 (f, 7“) + K22 * F2 (f, 7“):| ‘ dfd?“}
0 J—oo

K+ Py (6,7) + Ko * By (€,7) | dédr

Ki Iy (6,7) + Kig + By (€,7) | dedr

dédr

Koy %y (6,7) + Kagg + Ty (&,7)

es decir
u ()|
+o0 +o00 +o00 +oo
Swlﬁ{/oo |fo<£>|d5+/oo |fo<5>|d§+/oo |v7)<5>|d5+/oo 17 (€)] de

t +o00 S P
+/ / K+ Fy(§,r) + K2 x Fy (€,7)
0 J—o0
t +o0
o))
0 J—oo
t +o00
o)
0 J—oo
t +o0
!
0 J—o0

K By (6,1) + Ko * 5 (€,7)
K1+ By (€,7) + Kz * Fy (€,7)

Ko1  Fy (&,7) + Kog x Fo (€,7)
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equivalentemente
[u (2, )| 74
1 +o0 . t ptoo, o
< {2/ [uo (€)| dé+ / / ’K11*F1 (&, 1)+ Kig % Fy (f,r)‘dfdr
\/ﬁ —00 0 J—oo

[ R e + K Fa )| dear |

<o Tmeres [ [ kiR |+ [ [ kTR ) dear

+/Ot/_:0‘Kml (g’r)‘dde+/0t/_:o‘K;*\Fz (f,r)‘dfdr},

en seguida, aplicando la desigualdad de Holder

+oo +00 1/2 +o0 1/2
jﬂ/ |aa<s>|d§s\/227r(/_ 1%15) (/ |aa<s>|2df)

~af/ ¥ @6 ac) "o (f ) mer d’g))/

o —oo (1+¢
1/2 phin. 1/2
<o (mrar) (/2 orermors)
< Clluoll ga -

Siguiendo el mismo procedimiento, estimamos

X _—
/_Oo K+ (¢,7)| de < C|| K+ i (6, 7)

H4
de esta manera
lw (@, t) | ga < C ([luoll ga + [lvoll ga)
t - —— L .
0 [ (|, + [ B+ R+ R, ) ar
0 H4 H4 H4 H4

y de (4.48) obtenemos

t
lu (@, )]l g4 < C ([[uoll g4 + llvoll a) + CmPHE (2) / 1+ PR
0

como la integral f(f (1+ T)(l_p 3. dr es convergente, entonces
Hu (:L‘,t)HH4 <C (HuoHH4 + HUOHH‘l + ol an (t)) . (4.54)
Estimamos ahora |[v (7). En efecto, de (4.31) se tiene

[o (2, )l g7+ < C (uoll g4 + llvoll 4)

t P P o /\
v [ (=], + |, ], ], o
0 HA H4 H* H*
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Por lo tanto, la siguiente estimacién de ||v (x,t)]| ;4 se sigue de (4.48)
t
[o (2, )]l s < C%MUOHHA_%HUOHH4)+_CMnP+1(0t/m(1+—Ty1M/3dTa
0
como la integral fOt (1+ T)(l_p 3. dr es convergente, entonces

HU (w,t)HH4 <C (HUOHH4 + HUOHH‘l + CmPT1 (t)) . (4.55)

Por otro lado, derivando respecto de z, cada ecuacién del sistema (2.1), obtenemos

+ +
(Ux)t - (Uﬂc)mt —al (u:c)mt + a2 (Uz)x + (F2 (=, t))x =0, (4.56)

Vp — Vgt — @1l + 020, + (F2 (2, 1)), =0, (4.57)

xT

)
' (x,0) =y (x), o (x,0)=v)(x).

aplicando la transformada de Fourier, respecto de la variable espacial, podemos escribir la

forma integral de la solucién de (4.56) como

ul(w’t):ﬁ{/_oo it 1(£)u6(§)d5+/_oo it 2(5)%(5)(15

+oo . +oo =
_/ et @)yl (¢) d§+/ etw2©)yl (€) de

— 00

P —

t +oo | - -
+ / / €Z(t_r)w1(§) KH * (Fl)gc (E,T) -+ Klg * (F2):c (f, 7") dfd?”
0 J—oo - -

t +oo - e , S .
+/ / e 2\ Fyy % (F1), (&,7) + Kia * (F),, (€,7)| dédr
0 —00 -

— —

t ptoo r ]
+ / / ez(t—’l“)’wl(f) K21 * (Fl)x (5, 7") + K22 * (FQ)J; (Ea ’I") dédr
0 J—oo ) ]

— —

o[ [ T, ¢
21 1) ,T’) + K22 * (FQ)x (f, 7’) d§dr (458)
0 —00 -
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+oo o +oo P
Vi@t = { [ m@de s [ e 6 de
“+oo +oo ~
[ e ©der [ o
t +oo - — P -
- / / eI | Ky (F1), (&,7) + K2 x (F2), (§,7) | dédr
0 —00 - -
t +oo - P P _
+ / / =02 [\ o (), (6,7) + Kug # (By), (€,7)] dédr
0 J—oo - -

t +oo - S /\ -
+ / / ez(t—r)wl(ﬁ) K21 * (Fl)ac (f, 7“) + K22 * (Fg)x (f, ’I“) d{d?”
0 —00 - -

CT ire® [ o E % '
+ e K1 x (F1), (& 7) + Kog * (Fy), (&, 7)| dédr (4.59)
0 J—oo - -

donde wi (€) = A (€) + #€, ws (€) = Az (€) + 2, 2 = w/t, y

(F1 (2,1)), = (a3vPvg + uPug +aq (uPv),), v (F2(2,1)), = (azuPu, + vPvy + aq (uo?),), .

Afirmamos que (F; (z,t)), € L? (R) para cada t >0, i = 1,2.

En efecto, para (F (z,t)), tenemos

/\(Fl (ac,t))m]2da;:/ |az (VPvg), + (uPug), + as ((WPv),) ‘ dx
R R

< [ las @), P da+ [ o), o+ [ Jas (@), o
R R R
SC[/ |vpvx|2d1:+/ |upux|2da;+/ ’(upfluxv)xfda:—k/ |(upvx)z|2dac]

2 1)
< O [0l lloalBa + a3 lels + 1al3 2 ol lels + el lfoal32]

< 400

donde usamos |0y (vPvy)| < [vPug|.
Se realiza el mismo procedimiento para demostrar que (F» (-,t)), € L? (R) para cada t > 0.
Por lo tanto la afirmacién queda probada y con ello garantizamos la existencia de la trans-

formada de Fourier y de su inversa de (F), y (F2), en L? (R), y

[Kij # (F), || g < ClIFjll s para i, j=1,2.

De (4.58) y siguiendo la misma sucesién de ideas dadas anteriormente y con los calculos simi-

lares, obtenemos

[’ @, ) o < C (] 11 + [[06]] 11+ 1ol s + l[voll ) (14712

t
- O (1) / (14t — )13 (14 )P g,
0
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Del lema (1.39) para p > 4 obtenemos
(1 + t)1/3 Hu, (xvt)HLoo <C (HUE)HLI + HU(I)HLl + ||u0||H5 + ||UO||H5 + mp+1 (t)) (460)

De (4.53) y (4.59) y el teorema (4.3) podemos probar en forma andloga

L+ o (1)l oo < C (lluoll 1 + voll 1 + ol gra + lvoll o +mP ™ (2)) (4.61)
(1 + t)l/g HU/ ('7t)||Loo <C (HUE)HLI + H’U(I)HLI + ||u0||H5 + ||UO||H5 + mp+1 (t)) ’ (462)
[o Gt g2 < C (lwoll g2 + lvoll e +mP* (1)) - (4.63)

Ahora de (4.50), (4.54), (4.60), (4.61), (4.62) y (4.63) se prueba (4.32) ya que

(L+ 02 (Ju (@, ) oo + 1o (@, Ol oo + [0 @ 0| oo + ([0 (@ 8)][ o) + (@, D) 170 + 0 (@6l

< Cflullgs + looll s + [l o + bl o + Neollgze + ollgrs + ol s + ool s + m?* (8
tomando supremo en [0, ] obtenemos

m () < Clluoll 1 + llvoll o1 + [|uo | 1 + [[00]| 2 + lwoll gra + llvoll ra + [woll s + [lvoll s + P (2)
Finalmente, vamos a verificar las hipétesis del lema (1.38)

m (0) = Jluoll oo + lvoll oo + [[ud |l oo + [00]] oo + ol ra + llvollz7a
< 3 (lluoll gra + [lvoll g4)

< 3 (lwoll g1 + llvoll g1 + |[uol] 1 + ||vo]| 1 + llwoll s + llvoll s) -

Asf, tomando a = 3 ([luol| 1 + [lvoll 1 + gl + 6]l + w0l s + [lvoll =), B = C,n = p+1

y o= o (pp+ 1)(p+1) 7 entonces todos las hipétesis del lema (1.38) se verifican lo que
implica la conclusién del teorema (4.4). O
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