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Resumen

Esta investigacion busca analizar y valorar la organizacién matematica propuesta para la
ensefianza de la integral definida en el libro de texto Topicos de calculo, volumen 2 de Mitacc y
Toro (2009), utilizado por estudiantes del segundo ciclo de la carrera de Ingenieria de la
Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM). Para realizar el analisis del libro de texto,
se toma como base la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD); para realizar la valoracion, se
hace uso de los indicadores de Fonseca (2004). El analisis comienza tomando la metodologia
de Almoloud (2015), que incorpora criterios y elementos de la TAD. Esta metodologia considera,
en primera instancia, una etapa de seleccion y descripcién del libro de texto, luego una de analisis
y, finalmente, una de evaluacién. A esta metodologia se le afiade una etapa epistemoldgica; esta
consiste en la elaboracién de un Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER) de la integral
definida. En la etapa de analisis, se identifican los tipos de tareas, las técnicas, las tecnologias y
la teoria presentes en la organizacion matematica del libro de texto sobre la integral definida y
se comparan con los tipos de tareas encontrados en el MER. Para la etapa de evaluacion, se
evallan los tipos de tareas, las técnicas y las tecnologias. Finalmente, se considera si la
organizacion matematica es completa o no, a través del cumplimiento de cada uno de los
indicadores de Fonseca (2004); posteriormente, se elaboran conclusiones para conocer en qué
medida se han cumplido con los objetivos generales y especificos del presente trabajo.
Palabras clave: integral definida, libro de texto, Modelo Epistemolégico de Referencia,

Teoria Antropolégica de lo Didactico, organizacion matematica.



Abstract

This research seeks to analyze and evaluate the mathematical organization proposed for teaching
the definite integral in the textbook Topics of Calculus, volume 2 by Mitacc and Toro (2009), used
by students in the second cycle of the Engineering degree at the National University of San
Marcos (UNMSM). To carry out the analysis of the textbook, the Anthropological Theory of
Didactics (TAD) is taken as a basis; to perform the assessment, Fonseca (2004) indicators are
used. The analysis begins by taking the methodology of Almoloud (2015), which incorporates
criteria and elements of the TAD. This methodology considers, in the first instance, a stage of
selection and description of the textbook, then an analysis stage and, finally, an evaluation stage.
An epistemological stage is added to this methodology; this consists of the elaboration of an
Epistemological Reference Model (ERM) of the definite integral. In the analysis stage, the types
of tasks, techniques, technologies and theory present in the mathematical organization of the
textbook on the definite integral are identified and compared with the types of tasks found in the
MER. For the evaluation stage, the types of tasks, techniques and technologies are evaluated.
Finally, it is considered whether the mathematical organization is complete or not, through
compliance with each of the Fonseca (2004) indicators; subsequently, conclusions are drawn to

know to what extent the general and specific objectives of this work have been met.

Keywords: definite integral, textbook, Epistemological Reference Model, Anthropological

Theory of Didacticism, mathematical organization.
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Introduccioén

En la integral definida, entre los diversos usos que tiene en ingenieria, destaca la
necesidad de conocer la medida de un area, la medida de volumenes en circuitos eléctricos, y
en el célculo estructural para calcular la resistencia y estabilidad de una estructura. Es asi que el
uso de la integral definida simple para el célculo de areas representa lo mas estudiado en
diversos cursos de los primeros anos de la carrera universitaria. Tanto arquitectos como
ingenieros civiles utilizan integrales definidas, ya sea de manera explicita (calculo analitico) o
implicita, mediante el uso de programas informaticos (que priorizan el calculo numérico), para la
determinacion de areas de espacios irregulares. A modo de ilustracién, al levantar una
edificacion, es necesario utilizar esta rama especifica del calculo para conocer las medidas
precisas de la construccién. Por otro lado, los estudiantes de Ingenieria Industrial y los de
Ingenieria Quimica la utilizan en la asignatura de Fisicoquimica para resolver problemas
relacionados con la ecuacién de estado de los gases reales. Asimismo, en el curso de Principios
de Ingenieria Quimica, la emplean para resolver problemas sobre cambios de temperatura (calor
sensible y capacidades calorificas). Por esta razén, comprender el concepto de integral definida

es fundamental y no debe limitarse solo al calculo de areas.

En la presente investigacion, se estudia la organizacién matematica de la integral definida
en el libro de texto Topicos de calculo, volumen II, en el cual se dedica el capitulo 2 al presente
objeto de estudio. Dicho texto se utiliza, junto con otros mas, en el segundo ciclo de estudios
generales de la carrera de Ingenieria de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos
(UNMSM). Como profesor matematico, se apreciaron las complicaciones que los estudiantes
padecen para entender la integral definida, desde su simbologia hasta su parte conceptual. Asi,
resulta pertinente analizar como se propone su ensefianza en un libro de texto, tanto para resaltar

sus deficiencias como para proponer mejoras en futuras ediciones.

Asi, la pregunta que inicia esta investigacion es ¢ cual es la organizacién matematica
propuesta para la ensefanza de la integral definida en un libro de texto de Calculo 2 para
estudiantes del segundo ciclo de una carrera de Ingenieria y qué tan completa es dicha
organizacion matematica? Para responder a esta pregunta y a los objetivos planteados, es
pertinente desarrollar cinco capitulos: en el primero, se mostraran las investigaciones acerca de
las dificultades que tienen los estudiantes al momento de aprender la integral definida. También
se mostraran investigaciones sobre los diferentes métodos de ensefianza que usan los
profesores para una mejor comprension del concepto. A continuacion, se seguira con las

investigaciones sobre el andlisis de la ensefianza de la integral definida en libros de textos,
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que utilizan diferentes marcos tedricos. Finalmente, se tomaran en cuenta las investigaciones
sobre diferentes objetos matematicos, usando como marco teorico la Teoria Antropolégica de lo
Didactico (TAD). Todas estas investigaciones conforman los antecedentes del presente trabajo.
Como siguiente aspecto, se realizara la justificacion de este trabajo, la cual toma como base los
antecedentes y presenta consideraciones de diferentes autores acerca de la importancia de la
integral definida como objeto matematico, la importancia del analisis de libros de texto y la
importancia de la TAD, como marco teérico para realizar dicho analisis. Finalmente, el capitulo
culmina presentado la pregunta de investigacién, la cual plantea un objetivo general y tres

objetivos especificos.

En el capitulo dos, se muestran los elementos tedricos de la TAD: los conceptos de
praxeologia y organizacion matematica. Estas son la base estructural de esta investigacion, ya
que proporcionan las herramientas necesarias para un adecuado analisis de las tareas
propuestas en el libro de texto. También se explicaran los criterios de completitud de Fonseca
(2004), criterios que revelaran qué tan completa es la organizacion matematica propuesta en el
libro. Por ultimo, se describira un Modelo Epistemolégico de Referencia (MER), ademas de
explicar de qué se conforma y cual es su fin dentro del analisis de la organizacion matematica

propuesta en el libro de texto.

El capitulo tres procedera con la elaboracién de un MER de la integral definida, el cual
constara primero de un analisis histérico epistemolégico. En efecto, se hara una revision histérica
desde Arquimedes hasta Lebesgue, identificando las tareas que se fueron desarrollando a través
de los afnos y que permitieron la evolucién de la integral definida de ser solo un método para hallar
areas hasta convertirse en un concepto matematico con fundamentos rigurosamente probados.
Se analizaran seguidamente los usos de la integral definida en cursos de las carreras de
Ingenieria. Finalmente, a modo de ejemplo, se mostrara una aplicacion extramatematica, que se

propone en Stewart (2012).

En el capitulo cuatro, se realizara el analisis del libro de texto Tdpicos de calculo volumen
Il de Mitacc y Toro (2009), mediante la metodologia de Almoloud (2015). En primera instancia,
se analizara el momento de la publicacion del libro, la representatividad de la obra, su estructura,
y se realizara el analisis ecoldgico. Posteriormente, se efectuara el andlisis praxeoldgico, el cual
parte del capitulo dos. En este, se identifican los tipos de tarea, técnicas y tecnologias envueltas
en la organizacion matematica; a continuacion, se evaluan los tipos de tareas, técnicas y
tecnologias. Por ultimo, por medio de los indicadores de Fonseca (2004), se valorara la

completitud de la organizacion matematica encontrada en el libro de texto.
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En el capitulo cinco, se encuentran las conclusiones, las cuales hacen un recuento del
cumplimiento de todos los objetivos especificos, y se ofrecen unas consideraciones finales y

sugerencias para futuras investigaciones.

Por ultimo, se incluye el listado de todas las referencias bibliograficas usadas en esta

investigacion.
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Capitulo I: Problematica

En este primer capitulo, se presentaran las investigaciones que conforman los
antecedentes de esta investigacion y la justificacion del presente trabajo. Seguidamente, se
planteara la pregunta de investigacidon, y se estableceran el objetivo general y los objetivos

especificos.

1.1 Antecedentes

Las busquedas de estas investigaciones en general se realizaron en el repositorio digital
de tesis y trabajos de investigacion de la PUCP y, posteriormente, en Google. En este, se usaron
como busqueda de palabras lo siguiente: integral definida, analisis de libros, praxeologia y teoria
antropoldgico de lo didactico. Ello permitid encontrar trabajos de Espana, Brasil, México,
Argentina, Chile, Colombia, Pert y Venezuela; toda la recopilacion de estas investigaciones se
realizd hasta el ano 2022. Se encontraron en la busqueda inicial muchas investigaciones en
castellano que consideramos relevantes; asimismo, se complementé la busqueda con tres
investigaciones en inglés: Attorps et al. (2013), Burgos et al. (2021) y Wijayanti & Winslgw (2017),
y dos en portugues, Vinicius (2010) y Mateus (2006).

El objeto matematico a estudiar en la investigacién es la integral definida; los
antecedentes encontrados, en una primera instancia, son con respecto a los problemas y
dificultades que los alumnos cuentan al momento de aprender este objeto y a los métodos que
son usados para mejorar la ensefianza de este concepto. En una segunda instancia, se buscaron
trabajos en los que se hayan realizado analisis de texto con respecto a su ensefanza;
posteriormente, después se buscaron con respecto a la ensefianza en libros de texto de algun
otro objeto matematico en el marco de la Teoria Antropoldgico de lo Didactico (TAD). Estas
abarcan desde el afio 1997 hasta el afio 2022.

Para el primer grupo, las referidas al objeto matematico, la integral definida, se consideran

las investigaciones que estan descritas en la Tabla 1.
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Tabla 1. Investigaciones en relacién con el aprendizaje y la ensefianza de la integral definida.

Lépez-Leyton,C.

Autor Titulo Tipo Aio
Llorens, J. L.y Una interpretacién de las dificultades en el aprendizaje del Articulo 1997
Santonja, F. concepto de integral.

Munoz, G. Elementos de enlace entre lo conceptual y lo algoritmico en Articulo 2000
el calculo integral.

Camacho, M., Integral definida en diversos contextos. Un estudio de casos. Articulo 2007

Depool, R. y

Garbin, S.
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Se describiran las investigaciones resaltando aspectos importantes como el objetivo,
metodologia, marco tedrico, resultados obtenidos y las conclusiones.

Llorens y Santonja (1997) resumen las deficiencias en el aprendizaje como sigue: “a)
Generalmente, los estudiantes identifican ‘integral” con “primitiva”, b) Las integrales “definidas”
se identifican con la regla de Barrow, incluso cuando esta no pueda aplicarse y c) No se integra
el concepto de area con el de integral” (pp. 62-63). Los autores revisan los libros de texto y
encuentran el origen de las deficiencias en el aprendizaje. Los autores también analizan la forma
en que los maestros tratan de resolver esas dificultades en el aprendizaje y proponen una serie
de acciones que podrian implementarse para mejorarlo. Finalmente, concluyen que los
estudiantes, especialmente en la ensefianza secundaria, deben aprender a calcular a mano
algunas primitivas sin olvidar que esa tarea la puede realizar una maquina; del mismo modo,
deben saber aplicar la regla de Barrow correctamente sin ayuda tecnolégica.

Munoz (2000), a lo largo de su investigacién y tomando como marco tedrico la teoria de
los campos conceptuales, trata de encontrar elementos que le permitieran entender la naturaleza
de como es un procedimiento algoritmico en los problemas de calculo integral y en las ecuaciones
diferenciales ordinarias, y si este procedimiento esta disociado de la conceptualizaciéon de la
Integral.

Camacho et al. (2008) muestran las caracteristicas de las respuestas que un grupo de
estudiantes presento al utilizar el programa para calculo matematico (CAS) DERIVE cuando
trabajaron un conjunto de practicas de laboratorio para el aprendizaje del concepto de integral
definida. Los autores concluyeron que cuando en el problema intervienen funciones continuas a
trozos, presentan dificultades de interpretacién. Ello muestra una falta de coordinacion entre los
diferentes sistemas de representacion, ya sea cuando plantean su resolucién o cuando calculan
las integrales. Ademas, destacan que cuando los alumnos tienen que utilizar como limites de
integracion puntos en los que la funcién no es continua, cometen errores relacionados con una
comprension parcial del concepto de continuidad.

Vinicius (2010) desarrollé un proyecto para trabajar con alumnos de segundo afio de un

curso de Ingenieria. Dicho proyecto estaba apoyado en la historia de las matematicas y en la
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resolucion de problemas que involucraba las integrales de Riemann. Menciona que las
actividades fueron invaluables para una revision de conceptos, pulir el lenguaje matematico e,
incluso, como una oportunidad para corregir o complementar conceptos mal formados acerca de
la integral. Ademas, enfatiza que la historia de las matematicas fue importante, porque permitid
a los estudiantes adquirir los conocimientos de como surgieron, evolucionaron e implementaron
las ideas que originaron la construccién del concepto de integral. Ademas, indica que la
resolucion de problemas demostrd ser una forma eficiente de trabajar en el aula, en la busqueda
de soluciones. Esto llama la atencion de los estudiantes sobre las ideas que surgen al tratar de
resolver el problema y cémo brindar el significado apropiado a dichas ideas.

En otro estudio, Boigues et al. (2010) realizaron diversas actividades para estudiantes de
escuelas de Ingenieria matriculados en asignaturas del tipo fundamentos matematicos. El
objetivo era ver en qué medida desarrollaron el esquema de integral definida. Para lograr este
propésito, utilizaron la métrica Fuzzy, una medida de calificacién que verificaba la manera en la
que los estudiantes resolvian un conjunto de problemas. Los resultados obtenidos mostraron
que, aunque los estudiantes comprendieron la idea de sumas de Riemann, tuvieron dificultad en
establecer relaciones entre dicho limite de sumas y la idea de area bajo una curva. Indicaron que
la gran mayoria emplea el concepto de sucesion como listado de elementos mas que como una
funcién dependiente del valor n de la particion. Ello, en definitiva, dificulta posteriormente
relacionarla con las sumas de Riemann y el paso al limite que configura el significado de la
integral definida.

Por su parte, Fernandez (2011) comenta que la historia del concepto de integral como
recurso didactico debe estar presente en una unidad didactica de calculo integral, ya que muestra
muchas situaciones y contextos que enriquecen el aprendizaje, lo dotan de sentido y constituyen
un elemento motivador. Ademas, consideré que puede ser un elemento clave para dotar de
coherencia a la unidad didactica. La autora reflexiona que quizas los textos se centran
excesivamente en el aprendizaje de hechos y destrezas, pero que esta en poder del profesor
modificar este modelo de ensefanza-aprendizaje. Esto se debe a que dispone de muchos
recursos (GeoGebra, Internet, historia de las matematicas y fenomenologia, representaciones
concretas, etc.) que pueden ayudar en la elaboracién de nuevos materiales adaptados a sus
propios criterios.

Porres (2011) realiza una tesis cuyo objetivo general es investigar los aprendizajes que
se producen en los estudiantes de segundo de bachillerato de Ciencias Sociales sobre la integral
definida al integrar la docencia tradicional, el calculo mental y las nuevas tecnologias. Al

comenzar su analisis, divide la parte tedrica en los siguientes apartados: el estudio de los
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antecedentes, la epistemologia del area, y el calculo integral y el analisis curricular del concepto
integral (definida e indefinida) realizado en once libros de texto de matematicas aplicados a las
ciencias sociales. A su vez, en la parte experimental, trabaja los siguientes puntos: el aprendizaje
de los estudiantes de conceptos inherentes a la integral definida (analizados mediante el
establecimiento de categorias de comprension matematica), la practica del calculo de primitivas
elementales (realizados mediante el calculo mental) y la utilizacion del programa de célculo
simbdlico DERIVE para la resolucion de tareas asignadas, cuyas respuestas son analizadas
también mediante categorias de comprension matematica. Concluye finalmente que los
estudiantes de bachillerato de Ciencias Sociales han aprendido, aceptablemente, los conceptos
inherentes a la integral definida, a pesar de su elevada dificultad.

También Narro et al. (2011) documentan el tipo de aprendizaje logrado por estudiantes
de Ingenieria en relacion con la integral definida. Las actividades que plantearon buscaban
identificar si los estudiantes reconocen la integral en diferentes registros de representacion, si
pueden transitar entre estos registros y aplicarlo a la soluciéon de problemas. Los resultados
mostraron que la mayoria de los estudiantes adquieren un aprendizaje algoritmico y memoristico.
Agregan que los alumnos proceden algoritmicamente, sin reflexionar sobre la interpretacion
geométrica o algebraica del concepto ni poder aplicar dicha interpretacion a la resoluciéon de
problemas. Concluyeron que el aprendizaje en los estudiantes es mecanico y que esto no les
permitié en las actividades realizadas construir imagenes mentales que les permitieran relacionar
los diferentes elementos matematicos que conforman el concepto de integral definida. Proponen,
con base en los resultados, una reestructuracion del contenido programatico del curso de Calculo
Integral, ademas de la implementacion de metodologias de aprendizaje centradas en el
estudiante, que faciliten la construccion de conceptos.

De la misma forma, Aldana (2011), en el marco de la teoria APOE", construyé una
descomposicion genética, la cual consistio en los siguientes elementos matematicos:
conocimientos previos, el area como aproximacion, el area como limite de una suma, la integral
definida, el teorema fundamental y la generalizacion del concepto de integral definida para
funciones no estrictamente positivas y continuas. A través de esta descomposicion, estudié el
desarrollo del esquema del concepto de integral definida dentro de la asignatura universitaria de
Calculo Integral. Con base en las actividades desarrolladas acerca de la integral definida, el autor

concluy6 que los alumnos que provienen del bachillerato llegan a la universidad sin haber

' La sigla APOE viene de las palabras Accién, Proceso, Objeto y Esquema. La teoria fue inicialmente desarrollada por
Dubinsky en 1991 y se basa en la adaptacion de algunas ideas del enfoque cognitivo de Piaget al pensamiento
matematico avanzado (Aldana, 2011, p. 65).
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estudiado dicho concepto. Asi, se cuestiona sobre cémo se podria planear un disefio curricular
que permita que dichos estudiantes puedan superar esta brecha, teniendo claros los conceptos
previos y adquirir un aprendizaje duradero de aquellos elementos matematicos que configuran el
concepto de integral definida. Indica también que los resultados mostraron que los estudiantes
tienen un pensamiento operatorio y algoritmico. Esto podria motivar en disefiar algun proceso de
ensefanza que favorezca el uso de diferentes relaciones ldgicas entre los elementos
matematicos analiticos que conforman la definicién.

Posteriormente Aldana y Gonzélez (2011), realizaron una investigacion cuyo objetivo
general fue determinar el grado de desarrollo del esquema del concepto de integral definida en
el marco de la teoria APOE de estudiantes que cursaban tercer afio de licenciatura de
Matematicas y estudiaban por primera vez el concepto de integral definida. Este objetivo general
se concretd con tres especificos: identificar el grado de comprensién del concepto de integral
definida en los estudiantes, mediante la triada APOE (intra, inter, trans); describir el tipo de
relaciones que establecen los alumnos entre los elementos matematicos, que constituyen el
concepto de integral definida; y establecer las formas de representacién grafica o algebraica
usadas por los alumnos para resolver tareas relacionadas con dicho concepto. Para establecer
los elementos matematicos mencionados en los objetivos especificos, los autores realizaron un
estudio de libros de texto, y concluyeron que los elementos matematicos mas habituales en estos
configuran el concepto de integral basados en cinco bloques tematicos: el area como
aproximacion, el area como limite de una suma, la integral definida, las propiedades de la integral
definida, y los teoremas fundamentales y del valor medio. En sintesis, concretaron que, en cuanto
a los sistemas de representacion, al determinar el area de los rectangulos superiores o inferiores,
los estudiantes no fueron capaces de identificar la altura de los rectangulos a partir de la grafica
propuesta y de la expresion algebraica que representaba la funcién; en efecto, aunque dibujaban
rectangulos inferiores, las areas las calculaban para rectangulos superiores; por ello, no lograron
coordinar el registro grafico con el algebraico.

Oftro aspecto relevante es la investigacion de Attorps et al. (2013). Ellos explican que
algunos estudiantes tienen dificultades en resolver problemas que requieren la capacidad de ver
la integracion como un proceso de limite de sumas. Averiguaron que, aunque algunas habilidades
para calcular integrales definidas pueden ser muy vistosas, su entendimiento del concepto es
deficiente; ademas, verificaron que la mayoria de los estudiantes no pueden escribir claramente
la definicion de la integral definida, lo que genera dificultades en desarrollar un sélido
entendimiento conceptual. Los autores investigan si es posible que, mediante el uso del

GeoGebra, se puedan disefiar secuencias de ensefianza que ayuden a los estudiantes a mejorar
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la comprension conceptual de la integral definida. Para esto, se realiza una primera conferencia
a un grupo de estudiantes que previamente realizaron un examen de entrada; posteriormente, al
final del evento, se realiza otro examen. Se evaluan los exdmenes y se verifica si la conferencia
fue suficiente para el completo aprendizaje del concepto. Si no fue asi, se realizan nuevos
cambios al plan de ensefianza, ademas de otra conferencia hasta completar tres. En estas,
participan tres profesores mas un cuarto profesor, que analiza los resultados. Los autores
concluyen que no son muy satisfactorias y que se requieren mas investigaciones para identificar
qué otros factores, aparte de la tecnologia y una metodologia de ensefianza-aprendizaje, pueden
beneficiar tanto estudiantes como profesores.

Se han hecho propuestas de ensefianza como la de Nitti y Alvarez (2013), quienes
presentaron una propuesta para la integral definida y la funcién integral, orientada para alumnos
de profesorado de matematica. Mencionan que dicha propuesta estuvo motivada,
principalmente, en que muchos autores formulan integrales a partir del concepto de funcion
primitiva, mientras que otros lo plantean de manera independiente. El trabajo se desarrolla
priorizando la linea histérica. Es decir, en una primera etapa de la propuesta, el concepto de
integral se estudia independientemente del concepto de derivada. Con esto, se pretende hacer
una secuencia tematica en el que prevaleciera la claridad conceptual y relacional tanto como la
intuicion y la visualizacion. Esto desde la utilizacion de conceptos, propiedades y procedimientos
conocidos. Se realiza también una revision bibliografica de investigaciones vinculadas a los
enfoques sobre el estudio del tema integrales. Ademas, proponen una secuencia tematica, que
enfatice los problemas de exploracion, vinculados al calculo de integrales definidas y acerca de
construcciones dinamicas, las cuales se pueden crear con el software GeoGebra. Esto
aumentaria significativamente la interaccién de los distintos marcos: geométrico, numérico y
analitico.

En el articulo de Bricefio et al. (2016), se hacen diversas reflexiones sobre como
incorporar la tecnologia en el aula para la ensefianza de la integral definida. Los autores
encuentran que algunos docentes no quieren implementar la tecnologia, ya que prefieren
mantener el método de ensefanza tradicional, por lo que resulta complicado efectuarla. También
descubren que otros docentes se concentran mas en ensefiar el uso del software que centrarse
en el concepto de la integral definida. Refelexionan, asimismo, sobre la manera mas conveniente
de aleccionar la integral definida usando la tecnologia. Asi concluyen que, resulta indispensable
planificar la incorporacion de la tecnologia de la manera mas Optima para vincularse con el

aprendizaje del objeto de estudio de esta investigacion.
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Porres et al. (2017) indican que con la idea de verificar los beneficios del uso del DERIVE
y del célculo mental en la ensefianza de la integral definida, se desarrollaron diversas actividades
en las cuales participaron alumnos de segundo afo de bachillerato de Ciencias Sociales del
Instituto de Ensefianza Secundaria Félix Rodriguez de la Fuente (Burgos). Los resultados arrojan
que, si los alumnos construyen sumas de Darboux y Riemann con un programa informatico; por
ejemplo, el DERIVE les permitiria reforzar la comprensién del concepto de integral definida. Con
respecto al célculo mental, destacan beneficios como la seguridad en el manejo de datos y
resolucion de problemas, la habilidad para realizar estimaciones y, sobre todo, la autoconfianza
para abordar situaciones matematicas. Concluyeron que se puede considerar que los programas
de calculo simbdlico son un instrumento valido y eficaz para el aprendizaje de la integral definida,
cuando los usuarios de estas, alumnado y profesorado, son criticos con las respuestas obtenidas.
Aparte, afnaden que la integracion de la metodologia del software DERIVE y de calculo mental
con la metodologia habitual del aula enriquece la ensefianza, facilita la comprension del concepto
de integral definida y motiva los aprendizajes.

En Jiménez et al. (2018) se busca identificar, mediante la resolucion de actividades, en
qué etapas de entendimiento del concepto de integral definida se encuentran los estudiantes, de
acuerdo con la teoria APOE. Con ello, se proponen tareas que involucren este concepto y que
vayan acordes con la etapa en la que se encuentre el estudiante. Luego de las actividades,
sefalan que el aprendizaje de la integral definida se ha caracterizado por la memorizacion de
formulas y el uso de reglas que el estudiante repite sin una comprension real; por tanto, este no
es capaz de reconocer situaciones problema relacionadas con ella y mucho menos enfrentarlas
con éxito. Mencionan, ademas, que aquellos que ingresan a la universidad se encuentran en
diferentes etapas de construccion del concepto mencionado; dichas etapas estan asociadas,
principalmente, a la comprensién de la integral definida como area mediante la aplicacion de la
regla de Barrow, pero con un paupérrimo nivel de comprension del concepto, como el limite de
una suma de cantidades formadas multiplicativamente (suma de Riemann).

Aldana et al. (2020), en su articulo, investigan la comprension del concepto de integral
usando la teoria APOE; mediante el analisis de las tareas propuestas, determinan los diferentes
niveles de desarrollo del esquema en que se encuentran los estudiantes. Concluyen que el
conocimiento es progresivo y continuo, y el paso de un nivel a otro se logra, a través de las
relaciones logicas que los estudiantes van estableciendo entre los elementos matematicos que
conocen y de la forma como estos elementos son utilizados para resolver las tareas propuestas.

La comprensién del concepto de integral definida, segun los autores, se relaciona con procesos
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cognitivos: la abstraccion, representacion, entre otros, propios de las matematicas superiores
que se ensefan, y se aprenden en los ultimos afios de bachillerato y en el ambito universitario.

Burgos et al. (2021) analizan la complejidad de la integral de Riemman en el estudio de
la practica matematica y subrayan la tensién dialéctica entre el significado formal e intiutivo de la
integral definida. El objetivo del articulo fue comprender los diversos significados del objeto de
estudio y los potenciales conflictos semiéticos a partir de los datos aportados. Analizaron dos
libros de texto: el primer libro centra la atencién en un primer significado intuitivo, que implicé
principalmente conocimientos aritméticos; en el segundo, su enfoque estuvo en el significado
formal de integral definida como limite de las sumas de Riemann. Ambos significados son
predominantes en las directrices curriculares. Los autores indican que el analisis del significado
intuitivo de la integral definida revelé que un primer encuentro con la integral es posible
seleccionando un problema-situacion introductorio que pueda ser solucionado con una secuencia
de pasos que involucren objetos aritméticos y procedimientos. Mencionan que el proceso de
obtener la suma de una secuencia de productos de cantidades infenitesimales resulta muy
extenso. Sefalan que, aun asi, es necesaria la maestria en el uso de herramientas algebraicas
para expresar la generalidad de conceptos matematicos. Agregan que el analisis ontosemidtico
del significado formal algebraico de la integral definida, como limite de la suma de Riemann,
reflejan lo relevante del conocimiento, habilidades y entendimiento de los procesos involucrados.
Reconocen que, en un primer encuentro, con la integral definida se pueden implementar medios
de expresién no algebraicos, lo que resulta un evento epistémico de interés educativo. Comentan
también que, para tener una buena comprension de la integral definida, los estudiantes deben
realizar conexiones entre los conceptos, como las sumas de Riemann, limites, derivadas, area y
muchos otros. Concluyen que la investigacién encontrdé que el conocimiento de los estudiantes
solo se limitaba al procedimental, y que tenian dificultades para relacionar entre las diferentes
representaciones de la integral definida.

A modo de resumen, se presenta en la Figura 1 un esquema en el que se muestra una

clasificacion de los antecedentes sobre la integral definida en cuatro grupos.
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Figura 1. Investigaciones sobre aprendizaje y ensefianza de la integral definida.
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En el primer grupo, se encuentran las de tipo cognitivo, aquellas investigaciones en el
marco de la teoria APOE. Aqui los autores buscan determinar el grado de comprensién de los
estudiantes acerca del concepto de integral definida. En el segundo grupo, se encuentran las
que utilizan la historia como herramienta para ensefiar el concepto de integral definida. En el
tercer grupo, analizan los beneficios de incorporar herramientas tecnolégicas como el DERIVE o
el GeoGebra en la ensefianza de la integral definida. En el ultimo grupo, existen dos
investigaciones: la de Mufioz (2000). que trata de establecer una relacién entre lo algoritmico y
lo conceptual al momento de plantear problemas sobre la integral definida, y, en la segunda, a
Narro et al. (2011), quienes documentan el tipo de aprendizaje logrado por estudiantes de

Ingenieria en relacién con la integral definida.

Para las investigaciones con relacion a la ensefianza de la integral definida en libros de
texto, se consideran los autores descritos en la Tabla 2. Algunos ya se mencionaron, por lo que
esta vez se tomara en cuenta como realizaron el andlisis de libros de texto en su investigacion.

Se concentrara, para estas investigaciones, solo el marco tedrico y metodolégico.

Tabla 2. Investigaciones con relacion a la ensefianza de la integral definida en libros de texto.

Autor Titulo Tipo Ano
Llorens, J. L., Una interpretacion de las dificultades en el aprendizaje Articulo 1997
Santonja, F. del concepto de integral.
Porres, M. Integral definida, calculo mental y nuevas tecnologias. Tesis 2011
doctoral
Aldana, E. Comprension del concepto de integral definida en el Tesis 2011
marco de la teoria “APOE” doctoral
Gonzales, W. Praxeologias sobre la integral definida en la Formacion Tesis 2020
de un ingeniero quimico
Burgos, M., Bueno, S., | Onto-semiotic Complexity of the Definite Integral. Articulo 2021
Godino, J., Pérez, O. Implications for Teaching and Learning Calculus

Fuente. Elaboracién propia.

Llorens y Santonja (1997), al hacer una revision de libros de texto, indican que, en primer
lugar, la secuencia de contenidos de los libros en el apartado de calculo integral es siempre la
misma. El orden es el siguiente: calculo de primitivas; métodos de integracion; la integral definida;
regla de Barrow; aplicaciones de la integracion, calculo de “areas y volumenes. En segundo lugar,
la gran mayoria de los textos de bachillerato forzaba el formalismo cuando se referian al concepto
de integral. Los autores muestran parte de la definicion formal de la integral de Riemann e indican
lo contraproducente que esto resulta en ayudar a comprender dicho concepto, ya que las series
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numéricas que se muestran en la definicion aun no han sido estudiadas por los alumnos, por lo
qgue no las comprenderan. Finalmente, indican que en todos los textos se omite una revision del

concepto de area.

Porres (2011) menciona que de los once textos que analiza solo dos otorgan un
tratamiento aceptable a las categorias sobre integral definida (aproximacion a la integral definida,
como area por rectangulos (sumas inferiores y superiores), aproximacion a la integral definida
por trapecios, integral de Darboux e integral de Riemann). También comentan que ninguno de
los textos que construyen la integral de Darboux la menciona con su nombre; solo un texto
expresa correctamente la integral de Riemann y que, por ultimo, la categoria “aproximacioén a la

integral definida por trapecios” solo esta presente en dos textos.

Aldana (2011) realiza una revision de libros de texto de bachillerato y de la universidad
para saber como se presenta en ellos el concepto de integral definida y, asi, determinar los
elementos matematicos que lo configuran. Los libros de texto escogidos pertenecian a editoriales
de gran difusién a nivel de Espafa. Fueron cinco textos de bachillerato y cinco de universidad
analizados. En cada uno de los dos niveles educativos, se consideré como esta organizada la
unidad didactica de la integral definida, qué conceptos se incluyen y qué tipos de problemas se
presentan.

Burgos et al. (2021), en el marco del enfoque ontosemidtico (EOS), realizan un analisis
con dicho enfoque en dos libros de texto. Primero analizan la presentacién de la integral definida
propuesta por Starbird (2006) e indican que puede considerarse como un encuentro informal con
la definicién; luego, analizan la definicion general y formal de Stewart (2016), la cual es precedida
por una previa contextualizacion basada en el estudio de problemas referidos al area y calculo
de distancias.

Para lograr la consecucion del objetivo de su investigacién y en el marco de la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (TAD), Gonzales (2020) identifica y realiza primero un analisis de
la ensefanza de la integral definida en libros de matematicas usados en la carrera de Ingenieria
Quimica. Esto le permite entender el significado global de la integral. Después realiza el analisis
de la ensefanza de la integral definida en libros de texto de cursos de la carrera de Ingenieria
Quimica, ajenos al area de las matematicas. Para este analisis, consultaron la opinion de los
profesores de estos cursos. La finalidad fue recoger informacion sobre los usos de la integral
definida; dicha informacion posibilitaria manifestar los significados, interpretaciones y
argumentaciones que se le otorgan al objeto de estudio en los libros de texto de estos cursos.

Posteriormente, se identificd el modelo praxeoldgico (tareas, técnicas, tecnologia y teoria)
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referido a los usos de la integral definida en los libros de texto tanto de matematicas como los de
la carrera de Ingenieria Quimica. Finalmente, se comparan las praxeologias encontradas y se
propone un modelo praxeoldgico para ensefar la integral definida a estudiantes de Ingenieria
Quimica.

Para las investigaciones con relacién al analisis de la ensefianza de otros objetos
matematicos en libros de texto, se consideraron los autores descritos en la Tabla 3. Las
investigaciones han sido escogidas teniendo en cuenta que el marco tedrico de su investigacion

fuera la Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD).

Tabla 3. Investigaciones con relacion a la ensefianza de otros objetos matematicos en libros de

texto.

Autor Titulo Tipo Ano
Mateus, P. Calculo diferencial e integral nos libros didaticos: uma Tesis 2006
analise do ponto de vista da organizagao praxeolégica
Gonzales, C. Una praxeologia matematica de proporcion en un texto Tesis 2014

universitario
Almouloud, S. Teoria Antropolégica do Didatico: metodologia de Articulo 2015
andlise de materiais didaticos
Wijayanti. D. y Mathematical practice in textbooks analysis: Articulo 2017
Winslgw. C. Praxeological reference models, the case of proportion
Gomez, A. Andlisis de una praxeologia matematica de las Tesis 2018
inecuaciones lineales en los libros didacticos de
educacion secundaria
Vargas, G. Propuesta de un modelo praxeolégico de referencia Tesis 2019
para la ensefianza del seno y coseno en quinto de
secundaria

Fuente. Elaboracion propia.

Mateus (2006) analiza ocho libros de texto e investiga lo que sugieren acerca de la
construccion de conceptos, y las estrategias que usan para la ensefianza y aprendizaje del
calculo diferencial e integral. Utiliza la teoria de registros de representacién semibética para
evaluar el grado de articulacion entre los registros de representacién semidtica, la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico (TAD) para analizar el tipo de tareas, técnicas y el discurso tedrico-
tecnoldgico que las justifica y la teoria de situaciones didacticas para evaluar los contextos
creados en la exposicion de contenidos matematicos de los libros de texto. En los resultados con
respecto a la TAD, sefalan que se trabaja mas el bloque practico-técnico que la combinacion
entre el bloque practico-técnico y el tecnoldgico-tedrico. Confirma la hipotesis de que el analisis

de la organizacion praxeolégica de los libros de texto puede ayudar a comprender las causas de
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las dificultades en el proceso de ensefianza y aprendizaje de los conceptos que estan en el
calculo diferencial e integral. Con respecto a las estrategias que usan para la ensefianza de la
integral definida, sefialan que los libros de texto brindan el concepto formalmente, a través de
ejemplos, definiciones y otras propiedades, y que luego sugieren tareas de aplicacion, que
pueden incluir tareas de contexto.

En el marco de la TAD, Gonzales (2014) describe y analiza la ensefianza de los conceptos
de escala y proporcién en un libro de texto universitario. Menciona que la TAD le ayudé a describir
la organizacién matematica (tareas, técnicas, tecnologia y teoria). Indica que, a partir de la
revision y clasificacién de un conjunto de investigaciones, pudo observar las dificultades en el
aprendizaje y las estrategias aplicadas en la resolucion de problemas relacionadas a su objeto
de estudio. Esto le permitié elaborar criterios de analisis para analizar la organizacidon matematica
propuesta en el texto y que, gracias a dichos criterios, pudo observar que la organizacion
matematica que presentaba el texto separaba el estudio clasico de la proporcionalidad con el de
las relaciones funcionales. Menciona también que, con el analisis de la organizacién matematica,
pudo identificar la técnica, la cual fue como una guia para identificar qué tareas y técnicas no
estaban en el libro de texto. Destaca finalmente el papel de la TAD para su trabajo. Senala que
las herramientas brindadas por este marco teérico fueron necesarias para describir y analizar el
objeto matematico.

En el articulo de Ag Almouloud (2015) se explican algunos aspectos de la TAD y se
presenta un modelo metodoldgico de analisis de libros didacticos construido a partir de esta
teoria. Sefala que los elementos de esta metodologia deben permitir caracterizar un libro de
texto, identificar el contexto de su produccion y determinar la relacion institucional, es decir,
comprender si el objeto de conocimiento que enmarca una institucién forma parte de las
recomendaciones curriculares. A estos elementos se le suma el analisis de materiales didacticos.
Dichos analisis consisten en la evaluacion de las tareas/técnicas y tecnologias involucradas en
las organizaciones matematicas y didacticas propuestas por los autores de los materiales
revisados. Finalmente, a modo de aplicacion del método propuesto, analiza como se organizan
las tareas propuestas en libros que abordan conceptos de geometria analitica para tercer afio de
secundaria.

Wijayanti y Winslgw (2017) presentan un método para el analisis de libros de texto,
basado en el modelo praxeoldgico de referencia que esta centrado especificamente en las
tareas. Proponen la TAD, y especialmente la nocién de praxeologia y al modelo de referencia
praxeolégico como el modelo capaz de sistematizar y reproducir los recursos necesarios para

analizar y sintetizar las cualidades de los libros de texto. Se hace especial énfasis en las tareas.
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Este método implica que el contenido matematico de un libro de texto (o parte de un libro de
texto) se analiza en términos de las tareas y técnicas que se exponen a los lectores; esto puede
luego ser interpretado y complementado con una discusién de los aspectos discursivos y tedricos
del texto. Los autores muestran las caracteristicas metodoldgicas de este enfoque mediante el
analisis de ejemplos y ejercicios de tres libros de texto indonesios, centrados en capitulos que
tratan sobre la proporcidén o razén aritmética. Concluyen afirmando que su enfoque con la TAD
muestra, de manera general, un analisis preciso con respecto al contenido matematico de
ejemplos y ejercicios. Precisan que es realmente posible y util en el analisis de libros de texto.
Por ultimo, menciona que su objetivo principal en este articulo es brindar una primera
demostracion de como la nocion de modelo de referencia praxeoldgico permitioé analizar el nucleo
matematico de los libros de texto de una manera bastante objetiva y detallada.

Gomez (2018) presenta un trabajo de investigacion cuyo objetivo es reconstruir y analizar
la praxeologia matematica presente en cada libro de texto de una coleccion didactica, asociado
a la ensefianza de las inecuaciones lineales, para estudiantes de nivel secundaria. Para la
reconstruccion y el analisis de la praxeologia matematica, se usdé como marco tedrico y
metodolégico la TAD; asi mismo, se presentd un analisis del grado de completitud de la
praxeologia matematica reconstruida con base en los indicadores propuestos por Fonseca
(2004). Como resultado de su trabajo de investigacion, describid las caracteristicas del modelo
epistemolégico dominante presente en la coleccion de libros didacticos, en el cual el analisis
praxeolégico identificé el predominio de la resolucion de inecuaciones mediante las técnicas
algebraicas.

En la tesis de Vargas (2019) se estudian el seno y el coseno enmarcados en la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico. Mediante el analisis de documentos histdricos, obras matematicas
y libros de texto, se construye un modelo praxeoldgico de referencia del seno y el coseno tanto
en el triangulo rectangulo como en el plano cartesiano. Menciona que, al realizar el analisis,
descubre que el modelo epistemoldgico dominante con respecto al seno y el coseno es la razon
trigonométrica, a diferencia de otros investigadores que consideran las coordenadas en la
circunferencia trigonométrica. Indica también que en el estudio realizado se ve que en el origen
de la trigonometria estan las identidades trigopnométricas y que estas son la razén de ser del seno
y el coseno, por lo que estas identidades deben ser consideradas en las organizaciones
matematicas a ensefiar. Asi mismo, sefiala que las identidades trigonométricas permiten
comprender la potencialidad de ciertas técnicas y tecnologias que estan asociadas. Sintetiza

sefialando que el modelo praxeolégico de referencia muestra una diversidad interesante de
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organizaciones matematicas que pueden ser articuladas precisamente a través de las

identidades trigonométricas.

1.2 Justificacion

Se consideran dos aspectos: la justificacion académica y profesional.

Justificacion académica

Basado en las investigaciones presentadas en los antecedentes, se puede afirmar lo
siguiente:

Con respecto a la importancia de la integral definida, Aldana (2011) indica que su
comprension es importante, ya que, ademas de estar incluido en el curriculo de diversas carreras
universitarias, es uno de los conceptos fundamentales del analisis matematico (p. 20). Indica,
ademas, que su aprendizaje moviliza diversos procesos cognitivos caracteristicos del
pensamiento matematico avanzado: analizar, demostrar, generalizar, entre otros (Aldana, 2011,
p. 17). Por su lado, Camacho et al. (2008) afirman que, gracias a la integral definida, los
estudiantes de Ingenieria pueden abordar una variedad de problemas a lo largo de su carrera
universitaria, ya que esta presente en diversos contenidos. Por lo tanto, es necesario que tengan
una solida comprension de este concepto (Camacho et al., 2008, p. 34). Porres (2011) indica que
uno de los contenidos curriculares que, sin duda, merecen una atencién especial es la integral
definida, ya que, desde su experiencia con estudiantes de bachillerato de Ciencias Sociales,
presentan numerosas y profundas dificultades en su aprendizaje.

Con respecto a los problemas en el aprendizaje de la integral, Llorens y Santonja (1997)
indican que el aprendizaje es deficiente en la mayoria de los estudiantes universitarios. Ello se
demuestra al momento en que calculan primitivas y utilizan de manera indiscriminada la regla de
Barrow (p. 61).

Con respecto a la ensefianza del calculo integral, Munoz (2000) menciona que hay un
desequilibrio entre lo conceptual y lo algoritmico, ya que los estudiantes aprenden a calcular
integrales sin comprender los conceptos involucrados y, por tanto, solo a traves de la ejercitacion.
Comenta también que, en la universidad, la ensefianza del calculo se centra solo en practicas
algoritmicas y algebraicas, y que solo se evaluan las competencias adquiridas en estos dominios
(p. 132). Porres et al. (2017) encontraron que, para obtener una mejora real de la docencia, no
solo basta con plantear una secuencia didactica, sino que el profesor debe conocer también las

dificultades de comprensién asociadas al aprendizaje de los conceptos.
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En este trabajo de investigacién, se analizara la integral definida en un libro de texto. Con
respecto a la importancia de este analisis, Aldana (2011) destaco que, en todos los libros de texto
que analizé, los autores trabajaron la integral definida sobre la base de la integral de Riemann.
Ademas, con respecto a la organizacion de la estructura curricular de la unidad didactica sobre
la integral definida, notd que se constituia de exposiciones de temas, ejemplos y una gran
variedad de ejercicios de aplicacion tedérica y procedimental. Por su parte Gonzales (2020), revisé
libros de texto sobre calculo, con el fin de identificar las definiciones, propiedades y teoremas,
asi como los ejemplos, problemas y ejercicios que se plantearon. Junto con sus métodos de
solucion, constituyé la parte principal de su andlisis. Los diferentes usos que se le otorga a la
integral definida en los libros de la carrera de Ingenieria Quimica fueron uno de los ejes
principales de su investigacion.

Sobre la importancia de la TAD como marco tedrico para analizar libros de texto, Wijayanti
y Winslgw (2017) indican que, sobre el contenido y detalle de las tareas (ejemplos, problemas
y ejercicios mencionados en el parrafo anterior), es aceptado entre los profesores de
matematicas e investigadores que tienen un efecto significativo en el aprendizaje. Agregan que,
al elegir un libro de texto, deben tener un especial interés en el contenido y calidad de las tareas
expuestas o propuestas en el libro. A su vez, proponen la Teoria Antropolégica de lo Didactico
(TAD), y especialmente la nocién de praxeologia y al modelo de referencia praxeolégico, como
el modelo capaz de sistematizar y reproducir los recursos necesarios para analizar y sintetizar
las cualidades de los libros de texto, con especial énfasis en las tareas. El enfoque con la TAD
puede ayudar a examinar el nivel practico de ejercicios y ejemplos, aspecto crucial para la
actividad matematica, y que esto puede apoyar y ser util a los estudiantes. Mateus (2006), por
su parte, indica que el analisis de la organizacion praxeolégica de los libros de texto puede
reforzar la comprension de las causas de las dificultades en el proceso de ensefanza y
aprendizaje del calculo diferencial e integral, y puede proporcionar algunas actitudes hacia su
uso correcto y creativo. Chevallard (1999) menciona que por organizacion didactica se
entendera, pues, a priori, al conjunto de los tipos de tareas, de técnicas, de tecnologias, etc.,
movilizadas para el estudio concreto en una institucién concreta, o llamarlo, de forma general,
como organizacion praxeoldgica. Por otro lado, afade que, en particular, cuando el foco de

estudio sean objetos matematicos, se tratara de organizaciones matematicas.

Justificacion Profesional
Para el estudio de la integral, es necesario tener el conocimiento de area, el cual, en el

sistema escolar peruano, inicia como el estudio de areas de figuras geométricas y se encuentra
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en el Curriculo Nacional de la Educacion Basica (CNEB) en la competencia 26: “Resuelve
problemas de forma, movimiento y localizacién” (CNEB, 2016, p. 144). En efecto, para llegar al
nivel 6 de los estandares de aprendizaje de la competencia, el alumno “selecciona y emplea
estrategias, procedimientos y recursos para determinar la longitud, area o volumen de formas
geomeétricas...” (CNEB, 2016, p.147).

En el sistema universitario peruano, en el area de ingenierias, es parte de la malla
curricular el estudio de las integrales, como figuran en los silabos de los cursos de distintas
carreras de dicho tipo, por ejemplo, en la Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM),
especificamente en el curso de Calculo Il para estudiantes del segundo ciclo; en la Facultad de
Ingenieria Civil de la Universidad Nacional Federico Villareal (UNFV), el curso de Calculo
Diferencial e Integral |l del segundo ciclo; en las carreras de Ingenieria de la Pontificia
Universidad catdlica del Peru (PUCP) en el curso de Calculo Integral para estudiantes del tercer
ciclo; en la carrera de Ingenieria de la Universidad ESAN en el curso de Calculo Il para
estudiantes del tercer ciclo; y en la Facultad de Ingenieria Industrial y de Sistemas de la
Universidad Nacional de Ingenieria (UNI) en el curso de Calculo Integral para estudiantes del
segundo ciclo.

En general, en la ensefanza universitaria, los temas tratados de calculo, como los limites,
derivadas e integrales, son ensefiados en el primer afio de estudios universitarios y son de mucha
importancia en la formacion académica de los estudiantes. En nuestros antecedentes, desde
diferentes posturas teoricas, se reportan dificultades presentadas por los estudiantes, cuando
abordan el aprendizaje del concepto de integral definida (Camacho et al., 2008; Boigues et al.,
2010; Narro et al., 2011; Aldana y Gonzalez, 2011; Attorps et al.,2013). Estas investigaciones
sobre la integral definida revelan la existencia de dificultades en el aprendizaje y comprension de
este concepto, asi como la necesidad de un mayor estudio en este campo. Al igual que Aldana
(2011) y Aranda (2015), se considera que el andlisis matematico contiene conceptos vy
procedimientos dificiles para los alumnos, los cuales son necesarios investigar para que puedan
transmitirse bajo los parametros de una ensefianza de calidad y que propicien un aprendizaje
adecuado a fin de que perdure en los alumnos el mayor tiempo posible.

Enlinea con lo mencionado, se considera que esta justificado analizar un texto de célculo,
en el que se ensefe la integral definida. Esto permitira conocer la manera en como esta
estructurada y articulada dicha organizacion. Asimismo, dejara ver sus tareas y presenciar si sus
técnicas van evolucionando. También se podra valorar sus tareas y observar qué tan completa

es la propuesta. En consecuencia, entre los diversos marcos teéricos, se ha elegido la Teoria
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Antropologica de lo Didactico (TAD) para analizar un libro de texto, ya que permitira realizar lo
sefialado de una manera eficiente.
A continuacion, se presentaran la pregunta de investigacion, el objetivo general y los

objetivos especificos.

1.3 Problema de investigacion, objetivo general y objetivos especificos

Pregunta de investigacion: ¢ cual es la organizacion matematica propuesta para la ensefianza de
la integral definida en un libro de texto de Calculo 2, para estudiantes del segundo ciclo de una
carrera de Ingenieria y qué tan completa es dicha organizacion matematica?

Objetivos de la investigacion
Se consideraran los siguientes objetivos:
Objetivo general

Analizar y valorar una organizacién matematica propuesta para la ensefianza de la integral
definida en un libro de texto de Calculo 2 para estudiantes del segundo ciclo de una carrera de
Ingenieria.

Objetivos especificos

- Identificar y describir una organizacion matematica de la integral definida por medio de
un modelo epistemolégico de referencia.

- Analizar la organizacion matematica de la integral definida presente en el capitulo del libro
de texto para estudiantes del segundo ciclo de una carrera de Ingenieria.

- Valorar la completitud de las tareas realizadas en el capitulo acerca de la integral definida

con los indicadores de completitud de Fonseca.
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Capitulo ll: Aspectos tedricos y metodologia

En este capitulo, estan presentes los elementos tedricos de nuestra investigacion, los
cuales estan fundamentados en algunos aspectos de la Teoria Antropolégica de lo Didactico
(TAD). También estan presentes los indicadores de completitud propuestos por Fonseca (2004),
los cuales ayudaran al analisis de las praxeologias matematicas. La metodologia de
investigacion, por su parte, esta adecuada al modelo de analisis de libros didacticos presentado

en Almouloud (2015) y fundamentado en la TAD.

2.1 La Teoria Antropolégica de lo Didactico

La Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD), propuesta por Chevallard (1999), indica
que la actividad matematica esta posicionada en el ambito de las actividades humanas y de las
instituciones sociales. Asi, el postulado que fundamenta la TAD es que “toda actividad humana
regularmente realizada puede describirse con un modelo Unico, que se resume aqui con la
palabra de praxeologia” (Chevallard, 1999, p. 221)

Con respecto a qué es una praxeologia, Chevallard (2006) sefala que “es, de algun
modo, la unidad basica en que uno puede analizar la accion humana en general” (p.23). No
obstante, para saber con exactitud qué es una praxeologia, el autor sehala que uno se puede
guiar de su etimologia, la cual indica que el analisis de cualquier acto humano puede generarse
en dos componentes interrelacionados: la praxis, que se refiere a la parte practica; el logos,
palabra griega, que se ha utilizado de manera constante para hacer referencia al pensamiento y
razonamiento humano (Chevallard, 2006, p. 23).

Se detallara, a continuacién, cada uno de las componentes que conforman una

praxeologia u organizacion praxeologica.

2.1.1 Elementos de las organizaciones praxeologicas

Tomando como base el trabajo de Chevallard (1999), se procedera a describir cada uno
de las componentes de una praxeologia.
Tipos de Tareas (T)

La nocidén de tareas y tipos de tareas se encuentran en raiz de la de praxeologia. Un tipo
de tareas T es un conjunto conformado por una o mas tareas. En la mayoria de los casos, una
tarea y aquellas asociadas son expresadas por un verbo, como calcular, analizar, desarrollar etc.,
(p. 221).
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Subtipo de tareas (t)

Chaachoua y Bessot (2019) indican, ademas, que, si se consideran dos tipos de tareas
T4y T, tal que T4 esta incluido en T, se afirma que este conjunto de tareas T1 se considerara

como un subtipo de tareas (t).
Técnica (T)

La técnica sera la manera de realizar las tareas que conforman los tipos de tareas. La
técnica T, junto con el tipo de tareas T, conforma el bloque practico-técnico de una praxeologia

matematica; ademas, una técnica puede ser superior a otra y su naturaleza no deber ser
necesariamente algoritmica (Chevallard, 1999).
Tecnologia (6)

Chevallard (1999) también menciona que la tecnologia 0 es el discurso racional de la
técnica, cuyo primer objetivo es la justificacion de la técnica, es decir, asegurarse de que esta
pueda realizar las tareas que conforman el tipo T. El segundo objetivo de la tecnologia es la de
explicar y hacer clara la técnica, con el fin de exponer por qué es correcta. Finalmente, el tercer
objetivo de la tecnologia es la produccion de nuevas técnicas (pp. 224 -225).

Teoria (0)

Es un nivel superior de justificacidon-explicacion-produccién, que, en relacién con la
tecnologia, presenta un rol que esta ultima tiene respecto a la técnica (p.225).

Es asi como las nociones de tipos de tarea, técnica, tecnologia y teoria en la TAD
permiten modelar la actividad humana, en general, y de forma particular la actividad matematica
(Almouloud, 2015).

2.1.2 Elementos teodricos adicionales de la TAD

Oftros elementos tedricos de la TAD de interés para esta investigacion son estas:
Institucion

Una institucion es una organizacién social que se caracteriza por su estabilidad, en la
que, al cumplir ciertas restricciones, puede realizar ciertas actividades sociales; estas actividades
son posibles porque dicha organizacion social puede proporcionar recursos materiales,
organizativos y cognitivos (Castela, 2016).
Sujeto

El sujeto, por su parte, es aquel que participa en dichas actividades. Cabe aclarar que no
es un individuo en particular, sino uno que representa una posicién caracterizada por tener un

conjunto de actividades, expectativas y restricciones dentro de la institucion (Castela, 2016).

36



Almouloud (2015) indica, por otro lado, que la institucion donde se encuentra el
conocimiento relacionado a cierto objeto matematico llega a ser su habitat y que la funcién del
objeto en la institucion, es decir, el nicho de este sera determinado por este conocimiento
relacionado (p. 11).

Pregunta generatriz y Recorridos de estudio e investigaciéon (REI):

La pregunta generatriz es una pregunta que, segun Chevallard (2004), al no tener una
respuesta inmediata permitira formular subpreguntas, las cuales seran denominadas preguntas
derivadas. Esta pregunta generatriz permitira generar los REI.

La busqueda de respuestas a las preguntas derivadas conducira a la construccién o
reconstruccion de un conjunto de praxeologias y remitira al investigador a la busqueda de
informacion; dicha informacion sera analizada, evaluada y permitira, finalmente, la construccion
de respuestas (Chevallard, 2012).

Finalmente, Almouloud (2010) indica que la TAD ha hecho un aporte importante a la
didactica de las matematicas por enfocarse en el analisis de organizaciones praxeoldgicas y

didacticas pensadas para su ensefianza y aprendizaje.

2.1.3 Organizacién Matematica

Chevallard (1999) menciona que, a priori, se entendera por organizaciéon didactica al
conjunto de los tipos de tareas, de técnicas, de tecnologias, etc., que se movilizan para el estudio
concreto de una institucion determinada. La organizacion didactica es una organizacion
praxeolégica y si el foco de estudio son las matematicas, se departira organizaciones o
praxeologias matematicas (p. 238).

Bosch et al. (2004) indican que es factible que toda actividad matematica institucional
pueda ser analizada en funcion de praxeologias matematicas de complejidad creciente.
Niveles de las praxeologias u organizaciones matematicas

A partir de los trabajos de Chevallard (1999) y Bosch et al. (2006), se pasara a describir
los componentes de una praxeologia matematica de acuerdo con su grado de complejidad.
¢ Praxeologia Matematica Puntual (PMP): aquella praxeologia que corresponde a un unico tipo
de tareas T y esta definida a partir del bloque practico-técnico [T/1].
¢ Praxeologia Matematica Local (PML): resulta de integrar diversas praxeologias puntuales;
cada PML se centra sobre una tecnologia 6 determinada [Ti/ i/ 6/ ©].

Generalmente, el fin de esta integracion, segun Fonseca (2004), es para responder a diversas

problematicas que las PMP no han podido resolver completamente.
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¢ Praxeologia Matematica Regional (PMR): aquella que se obtiene mediante la coordinacion,
articulacion e integracion alrededor de una teoria matematica comuan O [T; / t; / 6 / ©].
¢ Praxeologia Matematica Global (PMG): surgen cuando se agregan diversas praxeologias

regionales a partir de la integracion de distintas teorias [Ti/tix/Oj/Ox].

2.1.4 Completitud de las praxeologias matematicas

Lucas (2010) indica que la descripcidn estructural de una organizacion matematica debe
completarse con el analisis de la dinamica interna, y de su origen y desarrollo en una institucion
presentada. Fonseca (2004) establece que las organizaciones matematicas deben poseer
caracteristicas que les permitan integrarse en una organizacion matematica local (OML) y que
los sistemas de ensefianza deberian procurar reconstruir al menos una OML. Corica y Ferrari
(2020) indican que lograr cumplir con estas caracteristicas presenta cierto grado de completitud
de las OML.

Fonseca (2004) propone siete indicadores que permiten analizar el grado de completitud
de una praxeologia. Se expondran tomando en cuenta sus componentes, la relacion entre ellas
y sus caracteristicas.

1. Integracion de los tipos de tareas y de los vinculos existentes entre ellas. En una
PML, conviven varios tipos de tareas que se relacionan entre si, ya sea por un discurso
tecnolégico o mediante sucesivos desarrollos de las técnicas. Una PML sera mas
completa cuando los tipos de tareas sean concretas, esto es, que se puedan realizar
mediante técnicas que estén relacionadas mediante algun elemento tecnoldgico.

2. Diferentes técnicas y criterios para elegir entre ellas. Una PML sera mas completa en
la medida que existan técnicas alternativas (estas variaciones pueden ser de una misma
técnica) para realizar algunos de sus tipos de tareas. Este indicador sefiala, ademas, que
deben existir los elementos tecnolégicos que cuestionen las distintas técnicas
alternativas, discernir cual es la mas econdmica o fiable, y analizar sus equivalencias o
diferencias.

3. Independencia de los objetos ostensivos que sirven para representar las técnicas.
Bosch y Chevallard (1999) senalan que los objetos ostensivos son aquellas palabras,
graficos o escrituras que evocan o invocan a un objeto no ostensivo, por ejemplo, las
ideas o conceptos (p. 90). Las técnicas utilizadas para ser flexibles deben permitir no solo

el uso de diferentes representaciones, sino también la existencia de criterios explicitos
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que permitan elegir la representacién mas adecuada. Para ello, se considera siempre la
actividad matematica, en la que se hayan inmersas estas técnicas.

4. Existencia de tareas y de técnicas “inversas”. La flexibilidad de las técnicas lo indica
también el hecho de que existan en la PML técnicas “reversibles”. Esto implica técnicas
que permiten resolver un tipo de tarea y también a la inversa, en otras palabras, una tarea
que pueda ocurrir, por ejemplo, intercambiando los datos y las incognitas del problema o,
a partir de la respuesta, analizar la situacion de partida.

5. Existencia de tareas matematicas “abiertas”. Las tareas abiertas son situaciones, en
las que los datos y las incégnitas no estan prefijados totalmente de antemano. En un
primer nivel de las tareas abiertas, los datos se tratan como si fuesen desconocidos
(parametros) y las incégnitas no como valores concretos, sino como las relaciones que
se establecen entre ellos. En un segundo nivel, el estudiante debe decidir qué datos
utilizar y cuales son las incognitas de una situacion matematica o extramatematica
determinada. Es aqui donde se incluyen las tareas de modelizacion.

6. Interpretacion del funcionamiento y del resultado de aplicar las técnicas. Debe
existir un tipo de tarea que pida y permita al alumno interpretar el funcionamiento de una
técnica para, a posteriori, percibir su beneficio matematico o ventaja en relacién con otras.

7. Incidencia de los elementos tecnolégicos sobre la practica. Un indicador importante
del grado de completitud de una PML es en qué medida la tecnologia permite construir
técnicas nuevas capaces de ampliar los tipos de tareas de una PML.

La nocion de completitud es relativa: no seria pertinente afirmar OML completas o

incompletas. Existen OML mas completas que otras dependiendo del grado en que sus

componentes cumplan las condiciones descritas por los indicadores (Bosch et al., 2004).

2.1.5 Modelo Epistemoldgico de Referencia.

Al formular un problema didactico, el experto utiliza, aunque no necesariamente de
manera explicita, un modelo epistemoldgico, es decir, una descripcién y una interpretacion del
ambito matematico en juego. Este modelo se llama Modelo Epistemoldgico de Referencia (MER)
y solo tiene un caracter provisional; con base en este modelo, puede deconstruir y reconstruir las
praxeologias, cuya difusion interna o externa a una institucion pretende analizar (Gascoén, 2011,
p. 208).

Trigueros (2019), por su parte, menciona que el MER es un modelo que se describe en
términos de praxeologias y que busca guiar el analisis de la actividad matematica de una
institucion.
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Por su parte, Garcia et. al (2019) indican que elaborar un MER es un trabajo complejo y
laborioso, pues involucra el estudio y cuestionamiento de una variedad de fuentes de
informacion: “fuentes sabias”, con las que se acceden a las matematicas de las instituciones que
generan conocimiento de esta disciplina; “fuentes escolares”, con las que se pueden conocer a
las matematicas de las instituciones que se encargan de la ensefianza de estas. En ambos casos,
se incluyen a las “fuentes histéricas”. Estas otorgan la posibilidad de averiguar el origen y
desarrollo evolutivo del saber matematico a lo largo del tiempo y con relacién a distintas

instituciones.

La construccion de un MER, segun Garcia et. al (2019), incluye el analisis y

cuestionamiento de varias fuentes de informacion. El autor menciona las siguientes:

- Fuentes sabias: aquellas que dan acceso a la “matematica sabia”, por ejemplo, la
matematica de las instituciones productoras de saber matematico.

- Fuentes escolares: son las que dan acceso a la “matematica escolar”, por ejemplo, la
matematica de las instituciones encargadas de la ensefnanza de las matematicas.

- Fuentes histéricas: rastrean el origen y evolucion del conocimiento matematico en el

tiempo que puede citar también a las instituciones sabias y escolares.

A continuacion, se detallan el tipo de investigacion y el enfoque que tendra el presente

trabajo; asimismo, se presentara la metodologia a utilizar.

2.2 Metodologia de la investigacion

Hernandez et al. (2014) indican algunas de las caracteristicas de la investigacion
cualitativa: la revision de la literatura se realiza desde el planteamiento del problema hasta la
elaboracion del reporte de resultados y puede complementarse en cualquier etapa del estudio;
la muestra, la recoleccién y el analisis son fases que pueden realizarse de manera simultanea.
Se explora, describe, y luego se generan perspectivas tedricas; los métodos de recoleccion de
datos no son estandarizados y no estan predeterminados completamente; las hipétesis
generalmente se forman durante el proceso y se van perfeccionando en la medida que se

recolectan mas datos.

La presente investigacion posee caracteristicas que se enmarcan en una investigacion

cualitativa, ya que permitira el cumplimiento de los objetivos planteados.

Por otro lado, esta investigacion es de corte bibliografico. Al respecto, Fiorentini y

Lorenzato (2006) indican que los estudios de este tipo estan basados en la revision de estudios,
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analisis historicos y/o procesos teniendo como material de analisis los documentos escritos y/o
producciones culturales, los cuales son extraidos a partir de archivos o colecciones,
especialmente cuando se procura sistematizar una produccion cientifica (pp. 70-71).

La metodologia propuesta por AlImouloud (2015), para el analisis de materiales didacticos,
sera usada en la presente investigacion. El autor presenta en su metodologia elementos que
permiten especificar el contexto de la produccion de un libro de texto, las caracteristicas, la
relacion con la institucion que lo alberga. Menciona también la evaluacién de las tareas, técnicas
y tecnologias (Chevallard (1999), que estan envueltas en las organizaciones matematicas
propuestas por los autores de estos materiales.

Se agrupo en tres etapas el desarrollo de los elementos metodoldgicos propuestos por
Almouloud (2015). En la etapa evaluativa, se completara la evaluacién usando los indicadores
de Fonseca (2004). Asimismo, se considera una etapa epistemoldgica.

El analisis, por tanto, considera cuatro etapas y se establece en el siguiente orden:
1. Etapa epistemoldgica
2. Etapa de seleccion y descripcion
3. Etapa de analisis
4. Etapa de evaluacion

A continuacion, se detallaran cada una de ellas:

2.3.1 Etapa epistemolodgica

Estudio histérico epistemolégico: segun Fernandez (2011), se debe tener en cuenta, en el
proceso de ensefanza-aprendizaje, el orden cronolégico en que fueron apareciendo y
desarrollando los conceptos. Esto permitira presentar nuevos contenidos partiendo de la

necesidad de responder a algun problema en el ambito matematico o natural.

Con respecto al aspecto epistemoldgico, Chevallard (2006) indica que, para cada praxeologia o
aspecto praxeoldgico elegido para ensefiarse, deberia aclararse que dicho aspecto es una
construccion humana con propdsito. En consecuencia, deberia mostrarse cuales son las razones

de que esté aqui a la espera de ser estudiado, dominado y utilizado correctamente (p.26).

A continuacion, se presentan las etapas propuestas por Almouloud (2015), las cuales se

relacionan con esta etapa epistemoldgica.
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2.3.2 Etapa de seleccion y descripcion

El momento de publicacion del libro didactico: Almouloud (2015) resalta que el Programa
Nacional de Libros Didacticos de Brasil (PNLD) considera importante que el libro de texto sepa
elegir adecuadamente el contenido y expresar de forma relevante su presentacion. Ello debe
estar siempre respetando las especificidades de las matematicas y las necesidades del contexto
actual (PNLD, 2016).

La representatividad de la obra: seguin el PNLD (2016), el libro debe transmitir al docente y al
alumno el conocimiento matematico a ser estudiado, los métodos adoptados para que puedan
aprender de manera mas efectiva ese conocimiento y la organizacion curricular de los diversos

temas que lo conforman (citado en Almouloud, 2015, p. 14)

La estructura del libro: el estudio de la estructura de un libro de texto, segiin Almouloud (2015),
informa sobre la importancia que este les otorga a las actividades matematicas, si existen
ejemplos explicativos, y si hay observaciones o comentarios que los autores consideraron

pertinente comunicar.

2.3.3 Etapa de analisis

El analisis ecolégico: Almouloud (2015) sefala también que el analisis ecolégico gira alrededor
de dos conceptos: el primero de ellos es el habitat, lugar donde vive el libro de texto y el entorno
conceptual al que pertenece; el segundo es el nicho, referido a la funcién que desarrolla en el

sistema en el que interactua con otros libros.

El analisis praxeolégico: un objeto existe tan pronto como existen instituciones y personas que
tienen relacion con este. La naturaleza de un objeto matematico se refiere al problema de
describir las practicas institucionales, en las que se involucra el objeto. Este problema debe ser

respondido en términos de organizaciones praxeoldgicas (Bosch y Chevallard, 1999, p. 88).

Almoloud (2015) describe los siguientes pasos necesarios para realizar el analisis
praxeolodgico:
e Identificacion de los tipos de tareas: se buscaran las actividades propuestas en diferentes

partes de un capitulo. En efecto, los ejemplos y actividades de un curso (presentados en forma
de retos o ejercicios resueltos) permiten identificar los tipos de tareas importantes para la

institucion.
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¢ Identificacion de las técnicas: tras identificar los tipos de tareas, se caracterizan las técnicas
que permiten realizarlas. Estas caracteristicas estan basadas en ejercicios resueltos y/o analisis

matematicos de situaciones propuestas.

¢ ldentificacion de las tecnologias: se construye la tecnologia a partir del analisis de los
comentarios de los autores del libro y/o del analisis matematico de situaciones propuestas para

consolidar el aprendizaje.

2.3.4 Etapa de evaluacién

Continuando con el analisis praxeolégico, se mostrara en esta etapa evaluativa los

siguientes pasos:

¢ Evaluacién de los tipos de tareas: Chevallard (1999) propone los siguientes criterios:
Criterio de identificacion: se verifica qué tan claro y bien identificados estan los tipos de tareas.
Criterio de las razones de ser: se constata si las razones de ser de los tipos de tareas estan
explicitadas o no lo estan.
Criterio de pertinencia: se verifica si los tipos de tareas son una correcta muestra de las
situaciones matematicas encontradas y si son pertinentes teniendo en cuenta las necesidades
matematicas presentes o futuras de los estudiantes.
¢ Evaluacion de las técnicas: Chevallard (1999) sefiala que se siguen los mismos criterios para
evaluar los tipos de tarea. Asimismo, sefiala que deben plantearse las siguientes preguntas: ¢ se
elaboran de manera efectiva o solamente se bosquejan? ;Son faciles de utilizar? 4 Su alcance
es satisfactorio? ;Su fiabilidad es aceptable dadas unas condiciones de empleo? ;Son
suficientemente inteligibles? ¢ Tienen futuro y pueden evolucionar de manera conveniente? (p.
259).
e Evaluacion de las tecnologias: de acuerdo con Chevallard (1999), se pueden realizar
observaciones analogas acerca del bloque tecnoldgico-tedrico. Asi, dado un enunciado, ¢se
plantea uUnicamente el problema de su justificacion? ;O bien se considera tacitamente este
enunciado como evidente, natural, o incluso bien conocido? ¢Las formas de justificacion
utilizadas son parecidas a las formas candnicas en matematicas?  Se adaptan a sus condiciones
de uso? ¢ Se favorecen las justificaciones explicativas? ¢ Se explotan efectivamente y de forma
Optima los resultados tecnoldgicos disponibles? (p. 261).

Se concluira presentando los indicadores de completitud de Fonseca (2004) para
determinar el grado de completitud de la praxeologia matematica reconstruida en el libro

didactico analizado.
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En la Figura 2 se presenta el esquema de la metodologia que se aplicara para el presente

trabajo.

Figura 2. Metodologia de la Investigacion.

INVESTIGACION CUALITATIVA

CORTE BIBLIOGRAFICO

ETAPA DE DESCRIPCION Y
SELECCION DEL LIBRO DE TEXTO

- Momento de publicacion del libro de
texto a analizar.

- Representatividad de la obra.

- Estructura del libro de texto.

l

ETAPA EPISTEMOLOGICA

(MER)

Elaboracion de un  Modelo
Epistemolégico de  Referencia

ETAPA DE ANALISIS
- Analisis ecoldgico del libro de texto.
- Analisis praxeolodgico del libro de

texto.

ETAPA DE EVALUACION

Evaluacién de tareas, técnicas y

tecnoloaias.

Fuente. Elaboracion propia

En la Figura 3, se tiene un esquema de la ultima parte del analisis del libro de texto.
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Figura 3. Analisis praxeoldgico y completitud de la organizacion matematica.
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Capitulo lll: Estudio de la integral definida

En este capitulo, dentro de las matematicas como disciplina e institucién productora del
saber, se realizd un analisis histérico-epistemoldgico de la integral definida. El objetivo del
capitulo es determinar, a través del estudio de los diferentes momentos histéricos, cual es la
razon de ser del objeto matematico, a fin de, junto con otras investigaciones de referencia,
establecer criterios para elaborar un MER. Asi, los criterios que se utilizaran para la elaboracion
de un MER estaran basados en tres aspectos: el analisis histérico epistemologico de la integral
definida, sus usos en las carreras de Ingenieria Industrial y sus aplicaciones en libros de texto de

Calculo 2.

3.1 Aspectos historicos-epistemolégicos

A continuacién, se expondran los problemas que originaron o contribuyeron al desarrollo
de la integral definida; por otra parte, en la parte final de la seccion, se mostrara la razén de ser

encontrada en los diferentes momentos matematicos estudiados.

Considerando a Gonzales (2020), se realizara el estudio de los aspectos histéricos-
epistemolégicos mediante dos enfoques: el enfoque geométrico, el cual se refiere al uso de la
integral para el calculo de areas, y el enfoque analitico, referido al empleo de un lenguaje
algebraico-aritmético que se independiza del geométrico y define a la integral definida en

términos de limites de una suma.

3.1.1 Enfoque geométrico de la Integral definida

Cabanas (2011) identifica el uso del area en dos contextos: el primero seria uno estatico,
en el que se ubican el método exhaustivo, usado en la Antigiedad Clasica; el método de
comparacion por elementos indivisibles, usado por Cavalieri; el método basado en una propiedad
de las progresiones geométricas, usado por Fermat; el método de suma de secuencias
aritméticas, utilizado por Wallis; y el método de las transformaciones, utilizado por Leibniz. El
segundo se define como uno dinamico, usado por Newton, en el cual, en un primer momento, la
variacion de una cantidad afecta a otra y en un segundo momento, las cantidades varian con

respecto al tiempo (p. 101).

Considerando lo expuesto, se divide en dos periodos histéricos la evolucion del concepto
de integral definida. El primero corresponde a la Edad Antigua, en la cual Arquimedes es

preponderante; el segundo, a partir del Renacimiento, cuyo objetivo es la busqueda de otros
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métodos, aparte del exhaustivo, para hallar areas. Este momento llega a su apice con Newton y

Leibniz.
Edad Antigua

Mateus-Nieves (2021) indica que la integral surge en la antigua Grecia en un contexto
intramatematico. Su finalidad era ser un operador que brindaria solucién a tres problemas: la
duplicacion del cubo, la triseccion de un angulo y la cuadratura del circulo. También indica que
surge en la necesidad de resolver problemas con medir distancias largas (como la medida entre
la Luna y la Tierra) y en los que se deben encontrar areas, volumenes, centros de gravedad de
curvas, superficies, circulos, esferas, cénicas y espirales. Cabafas (2011), por su parte, indica
que el interés por el estudio del area provino de problemas practicos, por ejemplo, desde la
necesidad de medir el area de segmentos de tierra hasta los mas complejos, como determinar

su forma y dimensiones (p. 93).

Arquimedes (287-212 a.C.), el origen de la integral definida se evidencia en los métodos

empleados para determinar areas y volimenes en los trabajos de Arquimedes del siglo Il A.C.

Hawking (2010) menciona que la Cuadratura de la parabola, Medida del circulo y El
meétodo son trabajos de Arquimedes, que estan en relacion con areas y soélidos circunscritos por

curvas y superficies.

A continuacioén, se presentara el analisis realizado por Arquimedes para determinar la

cuadratura del segmento parabdlico por medio de los métodos mecanico y de exhaucion.
Cuadratura del segmento parabélico por el método mecanico:

Arquimedes, en su tratado E/ método, descubrid, mediante el “método mecanico” de
equilibrio, que el area de un segmento parabdlico era cuatro tercios del triangulo inscrito (Porres,
2011, p. 233).

Basados en Heath (1912, p. 15), Garcia (1983, p. 75) y Gonzales (2020, p. 8), se

presentara la demostracion que Arquimedes realiza para la siguiente afirmacion:

Sea ABC un segmento de una parabola acotada por la recta AC y la parabola ABC y sea

D el punto medio de AC. Trazar la recta DBE paralela al eje de la parabola y unir AB con BC. Asi,

el segmento ABC sera g del triangulo ABC (Heath, 1912).

La demostracién que Arquimedes realiza consiste en lo siguiente:
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Se dibuja la recta AKF paralela a DBE. Ambas rectas terminan siendo paralelas al eje de

la parabola.
Luego, se dibuja una recta tangente a la pardbola en C que intercepta a DBE en E'y a

AKF enF.
Seguidamente, se dibuja la recta CB que intercepta a AF en K; se prolonga CK hacia H, lo

que genera que KH sea igual a CK.

Luego de realizar estas construcciones, el resultado se presenta en la Figura 4.

Figura 4. Segmento parabdlico, trazos y construcciones.

Nota. Adaptado de The Method of Archimedes [Imagen], por Heath,1912,
https://es.scribd.com/document/101424637/The-Method-of-Archimedes-Heiberg-T-L-Heath

Se toma la palanca CH, la cual balancea en su punto medio K.
Considera MO una linea cualquiera del AAFC, que es paralela a AKF y a DBE.

Luego, sefala las propiedades de la parabola y las construcciones establecidas para
comprobar que CK es la mediana del AAFC. Con ello, obtiene los siguientes resultados:
MO CA CK _ HK
"OP A0 KN KN

Asi, se consigue
MO HK
OP KN
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En este punto, Arquimedes usa su suposicion? dos y concluye que K es el centro de
gravedad de las lineas rectas, como MO, interceptadas entre FC, AC y ubicadas como aparecen
en la figura y de todas las lineas rectas ubicadas en H, iguales a las rectas como OP entre ACy

la curva.

Arquimedes indica que el triangulo CFA esta formado por todas las paralelas a MO y el
segmento de parabola ABC, por todas las rectas interiores a la parabola, como la recta OP.
Bobadilla (2012) indica que Arquimedes incorpora el método de los indivisibles, el cual fue

formalizado mas adelante por Cavalieri.

Entonces, dicho triangulo CFA, permaneciendo tal como en la Figura 4, quedara en
equilibrio, respecto del punto K, con el segmento de parabola ubicado con su centro de gravedad

en H.

Esto le permite hacer uso de su suposicidn para determinar que

AAFC _ HK
ABCseg — parab KW

dado q ——— —3 ncl q
ado que concluye que
y Kw 1 y

AAFC _
ABCseg — parab

3
1

Luego, utilizando las propiedades conocidas y establecidas en el libro Los Elementos de
Euclides, Arquimedes determina que

AAFC = 4AABC

para concluir finalmente que
El area del segmento parabdlico ABC es igual a g al area del AAFC.

Se identifico este problema de calcular el area de una region, como una tarea ti. Esta fue
resuelta usando la técnica T+. Asi, mediante construcciones geométricas y haciendo uso de las

leyes de la mecanica, permite obtener la integral definida.

2 Garcia (1983) menciona que Arquimedes baso sus resultados en tres suposiciones propias, obtenidas usando las
leyes de la mecanica, suposiciones que tenian un gran valor heuristico, pero que nunca fueron aceptadas por los
geodmetras griegos (p.11).
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Arquimedes incorpora aqui las leyes de la mecanica y los indivisibles para solucionar
problemas de areas, pero el uso de estos ultimos no lo puede formalizar dentro de la matematica
(Bobadilla, 2012, p. 37).

Cuadratura del segmento parabdlico por el método de exhaucién:

En su libro De la cuadratura de la parabola, se halla el mismo resultado para el area del
segmento parabolico. Ahora es apoyado por la geometria, a través del método de exhaucion®
(Porres, 2011).

Basado en Heath (1897, p. 251), Vera (1970, p. 233), Martin (2008, pp. 5-7) y Gonzales

(2020, p. 10) se presentara la demostracion que Arquimedes realiza a su siguiente afirmacién:

“Todo segmento acotado por una parabola y una cuerda PQ es igual a los cuatro tercios

del triangulo que tiene la misma base y altura que el segmento” (Heath, 1897, p. 251).

A continuacién, se muestra en la Figura 5 lo mencionado.

Figura 5. Cuadratura de un segmento de parabola.

Nota. Adaptado de Origenes del Calculo Diferencial e Integral | [Imagen], por Martin,2008,

https://www.ugr.es/~mmartins/material/historia _matematica origenes calculo.pdf

3 El método exhaustivo es una aproximacion de areas entre figuras geométricas inscritas y circunscritas cuya medida
se conoce, lo que permite acotar la figura que se quiere conocer, de manera que, en un momento, la diferencia entre
ellas es tan pequefia que pueden considerarse equivalentes. La reduccion al absurdo logra el razonamiento légico que
permite garantizar la verdad geométrica de lo que se esta afirmando (Bobadilla, 2012, p. 31).
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Arquimedes realiza la demostracién de la siguiente manera:

Sea A el area del segmento parabdlico PVQ y S el area del triangulo PV Q.

SeaK = gS, se debe demostrarque A =K .
I) Suponiendo primero que A > K o lo mismo A > ES

se tiene, entonces, que A — ES >0

Se inscribe sobre los segmentos laterales PV y VQ los triangulos PMV y VNQ
respectivamente, cuyos veértices M y N pertenecen a la parabola. Luego, se vuelven a inscribir,
sobre los segmentos formados PM, MV, VN, NQ, mas triangulos con base en esos segmentos,

y cuyos vértices pertenezcan a la parabola y asi sucesivamente.

Arquimedes menciona en este punto un resultado demostrado en la proposicion 21 del

mismo libro, el cual indica que

S = Areadel APVQ = 8 Area del APMV =8 Area del AVNQ

de lo cual se deduce que %S = Areadel APMV + Area del AVNQ .

Entonces, con base en el resultado de la proposicién 22 y al sumar todos los triangulos,

se tendria lo mostrado:

S+1S+ 1S+ + 1S
4 16 4n

Por propiedad de parabolas, se presenta lo siguiente:

S = Areadel APVQ = = Area del paralelogramo circunscrito PP'QQ’

N| -

También se muestra

Area del Paralelogramo circunscrito PP'QQ’ > Area del segmento parabélico PVQ

N | =

asi se concluye que

S = Area del APVQ > % Area del segmento parabélicoPVQ
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Esto permite aplicar el principio de convergencia de Eudoxo*; por tanto, en la sucesion

de areas siguiente y siendo A el area del segmento parabdlico, se obtiene esto:

1
A-s,4-(5+75),+4 (5+ S+ES)

Se puede concluir que en alguna etapa se tendra

4
A—— A-— - —
3S> (S+ S+16S+ -+ S)

Ello implicaria que

1 1
S S—S —s>5
+oSH Sty 3

No obstante, en la proposicién 23, Arquimedes llega a la siguiente igualdad:

1/1
S+- S+1—6$+ +—S—§S—§(4—nS)

Ello implicaria lo siguiente: S + iS + %S + -+ 4ins < gs, lo cual es contradictorio.
Por lo tanto, no puede ser4 > K.

IT) Suponiendo ahoraque A < K 0 A < gs.

se tiene, entonces, que gs —A>0.

1

. 1 1 .
Como cada una de las areas S, " S, ;S ...,4—nS es menor que la mitad de la que le precede,

se puede concluir, por el principio de convergencia de Eudoxo, que en alguna etapa se obtendra
que

1S<4S A
4n 3

De la proposicion 23, resulta que

1(15)—45 (5+1s+1s+ +1s 45)
3\4n”) 3 4~ 16 4n” 3

De donde resulta

4 El principio de convergencia de Eudoxo dice que, si a una magnitud se le quita una cantidad no menor que su mitad,
y al resto también se le sustrae otra vez una cantidad no menor que su mitad, y asi sucesivamente, al final, se obtendra
una magnitud menor a cualquiera del mismo tipo presentada de antemano (Martin, 2008).
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45 (5+1s+1s+ +1s)—1(1s)<1s<45 A
3 4" 16 4n”) " 3\4n 4n 3

Ello implicaria que

S+1S+ 1S+ +1S>A
4 16 4n

Como la suma de la derecha representa al area de un poligono inscrito al segmento de
parabola, esta nunca puede ser mayor. Esto lo deja establecido también Arquimedes en su

proposicion 22.
Por lo tanto, no puede ser A <K.
De donde se concluye necesariamente que
A=K
Se identifica esta demostracion como una tarea tz, con el calculo de area de una regién
con técnica T, mediante el método de exhaucién con doble reduccion al absurdo. Como
resultado, permite obtener la integral definida.

El método exhaustivo, que presume la existencia de un limite, logra evitar el problema de

realizar operaciones con elementos infinitamente pequefios (Bobadilla, 2012).

Transcurridos mas de 1750 afos, desde la muerte de Arquimedes, aparecen los primeros

avances en el calculo infinitesimal con continuidad en el tiempo.
Renacimiento

Cris6stomo (2012) indica que Simon Stevin (1548-1620) fue quien hizo los primeros
intentos explicitos para desprenderse de las demostraciones rigurosas (como el método de

exhaucién). Estas fueron realizadas al estilo de la geometria de Euclides (p. 111).

Ahora bien, sera Cavalieri, quien generalizaria el calculo de cuadraturas, mediante un
proceso que abandona el método exhaustivo; esto abre nuevas perspectivas en la busqueda de

un método general que permita obtener cuadraturas (Bobadilla, 2012, p. 43).

Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647) tiene como obras destacadas Un cierto método
para el desarrollo de una nueva geometria de continuos indivisibles (1635) y Seis ejercicios de
geometria (1649). En ellas establece y perfecciona su teoria de los indivisibles, precursora del
calculo integral (Fernandez y Tamaro, 2004). Porres (2011) menciona que “lo mas original y

discutido de Cavalieri es la formulacién de sus principios” (p. 805).
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El primer principio de Cavalieri dice asi:

Si dos figuras planas tienen la misma altura y si sus secciones determinadas por lineas
paralelas a las bases y a igual distancia de ellas estan siempre en la misma razon,
entonces las areas de las dos figuras estan también en la misma razén (Pérez et al.,
2002, citado en Porres, 2011).

Area de la Elipse

A continuacion, en la Figura 6, se muestra la elipse, de la cual se debera determinar su
area; esta esta inscrita en una circunferencia. Se detallara la solucion a esta aplicacién con el

primer principio de Cavalieri (Porres 2011, p. 54).

Figura 6. Area de /a elipse por indivisibles.

Nota. Adaptado de Integral Definida, Calculo Mental Y Nuevas Tecnologias [Imagen], por
Porres, 2011, http://uvadoc.uva.es/handle/10324/949

2 2
Se considera la elipse = +2 = 1,a > by la circunferencia x? +y? = a?.
a b

Ambas pueden ser escritas de la forma y = Z\/a2 — x2, y =+vVa®— x2.

La razon entre las ordenadas correspondientes, es decir, las cuerdas verticales de la

. . . b
elipse y la circunferencia es -

Por tanto, por el primer principio se obtiene lo siguiente:

Area de la elipse b

Area del circulo a

Entonces,
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Area dela elipse = aArea del circulo

. b
Area de la elipse = Enaz

Por lo tanto,
Area dela elipse = mab
Asi, se determina que la superficie de una elipse es m por el producto de los semiejes.

Se identifica hallar el area de una elipse como una tarea ts, con el calculo de area de una
region con técnica Tz mediante el primer principio de Cavalieri. Esta permite obtener la integral
definida.

Gilles Personne de Roberval (1602-1675), en 1634, utilizando esencialmente el método

de los indivisibles de Cavalieri, realizé la cuadratura de la cicloide.
Cuadratura de la Cicloide

En la Figura 7, se aprecia el area a determinar, la cual esta limitada por el arco de cicloide
OPB, la recta OA y la recta BA. Se mostrara la solucién que realizé6 Roberval basado en las
siguientes referencias: Martin (2008, p. 14), Porres (2011, p. 811) y Salazar (2011, p. 71).

Figura 7. Método de Roberval para el area de una cicloide.

Nota. Adaptado de Introduccion al calculo a través de algunas curvas especiales [Imagen], por
Salazar, 2011,
https://repositorio.unal.edu.co/bitstream/handle/unal/9112/70829946.2012.pdf?sequence=1&isA

llowed=y

55


https://repositorio.unal.edu.co/bitstream/handle/unal/9112/70829946.2012.pdf?sequence=1&isAllowed=y
https://repositorio.unal.edu.co/bitstream/handle/unal/9112/70829946.2012.pdf?sequence=1&isAllowed=y

La cicloide es la curva que describe un punto de una circunferencia que rueda sin deslizar,

como se muestra en la Figura 7.

Sea OPB la mitad de un arco de cicloide generada por el circulo de radio r centrado en

El area del rectangulo OABC es nr2r = 2nr?, es decir, el doble del circulo generador.

Se trazan segmentos horizontales DF, con longitud determinada por el diametro OC y la

circunferencia.

Se traslada horizontalmente el segmento DF, mientras se conserva la altura OF, de tal
manera que el punto D vaya al de la cicloide P y F, y determine un punto Q. De esta forma,

quedaria que DF = PQ.

Se realiza este mismo proceso con todas las semicuerdas del circulo para asi obtener la

curva OQB: curva asociada (compafiera) a la cicloide.

En la Figura 8, Roberval demostrara, mediante el principio de Cavalieri, que la curva 0QB

divide al rectangulo OABC en dos partes iguales.

Figura 8. Método de Roberval para el area de una cicloide.

Nota. Adaptado de Introduccion al calculo a través de algunas curvas especiales [Imagen], por
Salazar, 2011,
https://repositorio.unal.edu.co/bitstream/handle/unal/9112/70829946.2012.pdf?sequence=1&isA

llowed=y
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Sea OF = BN
Se trazan paralelas a OA por F y N
Por construccion, se obtiene que PQ = WN

Dado que OF = BN, también se tiene que Q0 = MO’. Ademas, los triangulos POQ W0O'M

son congruentes.

Como la circunferencia rueda sin deslizar, el arco JP presenta igual longitud que el

segmento jO.
Entonces, FQ =r6
Asimismo, se observa también que MN = 0A — OK
Entonces,
MN =rr—r(r—0)
MN =160
Asi, se sintetiza en que
FQ = NM

Se puede aplicar el primer principio de Cavalieri y afirmar que a cada linea FQ en OQBC le

corresponde una linea igual a MN en OABQ. Por lo tanto,
Area 0QBC = Area 0ABQ
De la misma forma, aplicando el primer principio de Cavalieri, se obtiene que
Area entre OPB y 0QB= Area del semicirculo 0DC
También se obtiene que
Area del rectangulo 0ABC = 2 veces el area del circulo generador
Entonces,
Area 0QBC = Area 0ABQ = Area del circulo generador
Por lo tanto,
Area bajo el semiarco de cicloide = Area de 0ABQ + Area entre OPB y 0QB

" . . o 1
Area bajo el semiarco de cicloide =mr?+ 2—1Tr2
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Con ello, se concluye lo siguiente:

. 3
Area bajo el semiarco de cicloide = Enrz

El &rea encerrada por un arco de la cicloide es tres veces el area del circulo que la genera.

Se identifica realizar la cuadratura de la cicloide como una tarea ts4, con el calculo de area
de una region con técnica T4=T3 ya que se aplica el primer principio de Cavalieri.Con ello, esta

técnica permite obtener la integral definida.

Bobadilla (2012) indica que la influencia de Cavalieri, desde el punto de vista conceptual
y metodolégico, fue notoria en los trabajos de sus contemporaneos y sucesores. Ello determiné
un camino hacia la obtencion de una solucién general al problema del calculo de cuadraturas y

curvaturas.

Sin embargo, los matematicos de la época no se mostraban de acuerdo acerca del valor
que habia que dar al método de los indivisibles y creian que era aun necesaria una demostracién

por exhaucion (Martin, 2008).

Como consecuencia de esto, los simpatizantes de Cavalieri (como Fermat y Wallis)
crearon una alternativa intermedia entre los dos puntos de vista y ahora, con la aparicion de la
geometria analitica, el problema de cuadraturas se convertia en la de hallar el area bajo la curva
(Bobadilla, 2012).

Pierre de Fermat (1601-1665), junto con Descartes (1596-1650), fue uno de los fundadores de
la geometria analitica (la combinacion de la geometria con el calculo y el algebra); esto esta

descrito en su obra Ad locus planos et solidos isagoge (Instituto Nacional de Estadistica, s.f.).

Descartes habia comenzado a establecer clasificaciones de curvas y estaba incorporando
a alguna de estas a su representacion algebraica. Lo analitico reemplazé la intuicion geomeétrica;
la forma en que se hacia matematicas cambié con la llegada de la geometria analitica (Bobadilla,
2012, p. 44).

Martin (2008) indica que Fermat logré obtener la cuadratura de areas limitadas por arcos
de hipérbolas generalizadas de la forma X"y™ = 1, (m, n € N) y que, para realizar la cuadratura,
incorporo rectangulos inscritos infinitesimales de bases en progresion geométrica con el método

de exhaucion (p. 15).
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Cavalieri, con su original método, habia conseguido realizar la cuadratura de la curva y =
x" paran=1,2...,9. Fermat con su método, generalizaria el calculo del area para cualquier n >
0 (Martin, 2008).

Cuadratura de curvas de la forma y = x™ en un intervalo [0, a]

Se detallara la solucion que realizé Fermat a este problema de cuadratura basado en las
siguientes referencias: Boyer (1968/1987, p. 442), Porres (2011, p. 809) y Gonzales (2020, p.
23).

Sealacurva y =x",n > 0, enunintervalo [0, a].

Para calcular el area bajo esta curva, Fermat realiza una divisién del intervalo [0, a] en
subintervalos, de tal manera que los puntos en la abscisa son a, aE, aE?,aE3. . ., con la condicion

de que E < 1 (ver Figura 9).

Figura 9. Cuadratura de la curvay = x™.

Nota. Adaptado de Integral Definida, Calculo Mental Y Nuevas Tecnologias [Imagen], por
Porres, 2011, http://uvadoc.uva.es/handle/10324/949

Luego, determina las areas de los rectangulos circunscritos, empezando por el mas

grande.
Las bases son a — aE, a — aE? a— aE3. ..
y las alturas correspondientes son a™, a®E", a"E*", a®E3", ---
Las areas obtenidas son las siguientes:
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a"(a —aE) = a™'(1-E)

a"E™(aE — aE?) = a""1E™"1(1 — E)

a?"E"(qE? — aE?) = an+1E2n+2(1 —E)

a"E3(aE3 — aE*) = a"1E3"3(1 — E) -
Estas se encuentran en progresion geométrica de razéon 0 < E™*t1 < 1.
Fermat realiza la suma infinita de dichas areas y obtiene que

an+1(1_E) antt
1—E™l  1+E+E2+--+En"

Si E tiende a 1, los rectangulos se hacen cada vez mas estrechos y las sumas de las
areas de los rectangulos se aproximan cada vez mas al area bajo la curva.
Y cuando E =1, se obtiene que el area bajo la curva y = x™ es esta:

a’rl+1
T en el intervalo [0, a]

Boyer (1968/1987) indica que este método es valido para exponentes fraccionarios
también. Explica también que, para el caso de n < 0 (excepto -1)°. Fermat utiliza un método

analogo, que consiste en considerar E >1, en el que E tiende a 1 por valores superiores.

Se identifica realizar este problema como una tarea ts, con el calculo de area de una

regiéon mediante la técnica Ts. Con ello, se permite obtener la integral definida.

Esta técnica ts podria describirse en tres aspectos esenciales, como sefiala Martin
(2008):

La division del area bajo la curva en elementos de area infinitamente pequefios.
Aproximacion de la suma de esos elementos de area por medio de rectangulos
infinitesimales de altura dada por la ecuacion analitica de la curva. Un intento de expresar
algo parecido a un limite de dicha suma cuando el numero de elementos crece

indefinidamente mientras se hacen infinitamente pequenos (p. 17).

5 Para n = -1 el método falla, fue el matematico Gregory de St. Vincent (1548-1667), quien resolvié este caso y lo
publicé en su obra de 1647 titulada Obra geométrica sobre la cuadratura del circulo y de las secciones conicas (Boyer,
1968/1987).
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Segun Crisdstomo (2012), el método de integracion desarrollado por Fermat se parecia

bastante a la integral de Riemann (p. 113).

“Wallis se da cuenta [sic] que las sumas necesarias para el calculo de cuadraturas pueden
realizarse aritméticamente mejor que en términos de razones geométricas”. (Bobadilla, 2012, p.
45).

Segun Beeley (2008), Wallis logré vislumbrar que la suma de los indivisibles de Cavalieri
se lleva a cabo mejor de forma aritmética que geométrica, ya que esta forma facilita el desarrollo

de un método general a la resolucion de problemas (citado en Ortiz, 2013, parr. 19).

John Wallis (1616-1703) “fue uno de los precursores del calculo infinitesimal. Sus trabajos sobre
aritmética y algebra dieron a estas ramas de las matematicas una independencia respecto de la

geometria”. (Fernandez y Tamaro, 2004).

Arithmetica infinitorum y De sectionibus conicis fueron publicadas por John Wallis en
1656. En el primero, muestra su método de cuadraturas aritméticas; en el segundo, expone los
fundamentos de este (Ortiz, 2013, p. 1).

Asi que en Arithmetica infinitorum, a través de 194 proposiciones, Wallis establecié un
nuevo método para investigar la cuadratura de curvas mediante su denominado “‘modus

induction” e interpolaciones (Bobadilla, 2012, p. 45).

A continuacion, se muestra el método general de Wallis para hallar la cuadratura del

mismo tipo de curvas hallado anteriormente por Fermat.
Area bajo lacurvay = x* (K # —1) y sobre el segmento [0, a]

Se detallara la solucion que realizé Walllis a este problema considerando las siguientes
referencias: Boyer (1968/1987, p. 479), Gonzales (1995, p. 425), Martin (2008, p. 39), Cabanas
(2011, p. 98) y Gonzales (2020, 26).

Sea la curva y el rectangulo ABCD mostrados en la Figura 10.

6 Conclusién por analogia o método de induccion incompleta. Método criticado por Fermat por su falta de rigor como
el método de induccién completa, pero que, segun Boyer (1968), le permitia numerosos descubrimientos.
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Nota. Adaptado de Origenes del Calculo Diferencial e Integral | [Imagen], por Martin, 2008,

Figura 10. Comparando indivisibles.

https://www.ugr.es/~mmartins/material/historia matematica origenes calculo.pdf

Wallis considera la region PQR formada por un numero infinito de lineas verticales

paralelas (a la manera de Cavalieri), cada una de ellas con longitud igual a x*.

Se divide el segmento PQ = AB = a en n partes.

Sea la longitud de cada una de esas partes h = % ,enlacualn = oo,

Entonces, la suma de estas infinitas lineas resultara el area de PQR:
0% + hk + 2R)* + (BR)* + -+ + (nh)*
Analogamente, el area del rectangulo ABCD es
a® + ak + af + a* + - + a¥ = mh)* + Mh)* + Mh)* + (nh)* + - + (nh)*
La razén entre el area de la regién PQR y el rectangulo ABCD es

Areade PQR _ 0F+1%+ 2K+ 3k4...4nk
Areade ABCD ~ nk+nk+nk4nk+4...4nk

Notese que dado AD = a* y AB = a, se obtiene que

Area de ABCD = a**1

7 Wallis introdujo en la obra De Sectionibus Conicis de 1656 el simbolo “co" con el significado de “infinito” (Martin,

2008).
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Asi, se necesita el valor de la siguiente expresiéon cuando n tienda al o para hallar el area

de la regién bajo la curva x* :

0F + 1k + 2K + 3k ... 4 0k
nk +nk +nk +nk + ... 4 nk

Asi, para k = 1, se tiene lo siguiente:

0+1+2+3+-+n_ nn+1)
n+n+n+n+-+n 2n(n+1)

asi, se obtiene que

0+1+2+3+-+n 1

n+n+n+n+otn 2

Para k = 2, se tiene lo siguiente:

0+ 1%+ 224 324 4n?
n? +n?+n?+n?+--+n?

se obtiene la expresion

0>+ 1%+ 224 324 4n?
n?2(n+1)

Tomando en la expresion diferentes valores de n:
Para n =1, se tiene

0% + 12
12(1+ 1)

L1
6(1

[SSHIY
N/

Para n = 2, se tiene lo siguiente:
0% + 12 + 22
22(2+ 1)

_1+ 1
3 6(2

p—

Paran = 3, se encontro
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Wallis, mediante su método de induccién incompleta, concluye que, para un n entero

positivo, se tendra que

02 +1%2+ 22 + 32+---+n2_ 7

n2(n+1) 18 3 6n

Bajo el mismo procedimiento, Wallis encuentra que para k = 3, se obtiene

1+1
4  4n

Se tienen, entonces, los siguientes aspectos:

0k +1k4 2k4 3k 4. gnk ni 1
k=1 = = = -
n*(n+1) nn+1) 2
ok+1k+ 2k 4 3k 4...pnk nni2 11
k=2 X = = - —
nk(n+1) n2(n+1) 3 6n
0k+1k+ 2k 4 3k 4. pnk »ni3 11
k = 3 = = = - —_
nk(n+1) n3(n+1) 4  4n

Igualmente, Wallis concluye inductivamente que, para un k entero positivo cualquiera, se

tendria que

0 +1k+ 2K+ 3k ..k ¥R 1 +1 donde m > 0
nk(n+1) " n3(n+1) k+1 mn onge m

Cuando n tiende a «, se obtiene que

Ok +1k+ 2+ 3 .. 40k 1
nk(n +1) T k41

Entonces, el area bajo la curva x* seria lo siguiente:

ey [OF + 1+ 264 3K 4
(a**1)
nk 4+ nk + nk 4 nk 4+ ... + nk

), cuando n tiende a o

1
— k+1
= (a )k+1

Se identifica realizar este problema como una tarea tg, con el calculo de area de una

region mediante la técnica Te. Con ello, permite obtener la integral definida.

Esta técnica Ts podria describirse en tres aspectos, como sefiala Bobadilla (2012):
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La division del area bajo la curva en infinitas lineas verticales paralelas, de altura dada
por la ecuacién analitica de la curva. Aproximaciéon de la suma de esos elementos por
medio de relacién de areas y usando el método de induccién incompleta. Un intento de
expresar algo parecido a un limite de dicha suma cuando el numero de elementos crece

indefinidamente (p. 51).

Hay que precisar también que el tipo de operaciones usado en este método con respecto

a los objetos postulados suponian una ruptura con la geometria clasica (Ortiz, 2013).

Boyer (1968/1987) indica que, para 1670, los problemas de tangentes y cuadraturas
dominaban la época y que estos ocupaban un lugar prominente en el tratado de Barrow Lectiones
geometricae (p. 487). Sefala, ademas, que de todos los matematicos que anticiparon fragmentos
del calculo diferencial e integral. Ninguno se aproximo, tanto como Barrow, al nuevo analisis que

se avecinaba (p. 489).

Isaac Barrow (1630-1677) era un admirador de los gedmetras antiguos. Ello lo llevé a editar las
obras de Euclides, Apolonio y de Arquimedes a la vez que publicaba sus propias obras, Lectiones
opticae (1669) y Lectiones geometricae (1670), en cuyas ediciones participé su alumno Newton
(Boyer, 1968/1987, p. 487).

Barrow es el responsable de fundir en un solo cauce los calculos diferencial e integral y
es el que brindd la solucién: el problema del area es inverso al problema de la tangente (Rey
Pastor, 1973, p. 447).

A continuacién, se detallara la solucién que realizé Barrow a este problema de tangentes
y cuadraturas: Barrow (1670/1916, p. 116), Martin (2008, p. 31), Porres (2011, p. 816) y Kindt
(2011, p. 1).

Relaciéon inversa entre problemas de tangentes y de cuadraturas (teorema fundamental

del calculo)

Barrow detalla primero el grafico presentado en la Figura 11 y luego pasa a su solucion.
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Figura 11. Relacion entre el area de una regién y la recta tangente.

Nota. Adaptado de Aportaciones de la historia de las matematicas a la educacion moderna

[Imagen], por Kindt, 2011, https://imarrero.webs.ull.es/sctm04/modulo1/11/mkindt.pdf

Seala curva ZE*E, la cual representa una funcién monoétona (Barrow menciona este dato
de manera mas geométrica en su proposicion).

La curva VF*F representa el area encerrada entre el eje horizontal, la curva ZE*E, y las
rectas verticales DE y VZ.

Esto es, las longitudes a* y a representan, respectivamente, las areas de VD*E*Z y
VDEZ.

El punto T es construido de tal modo que

__FD

DT =
ED

a
y

Barrow afirma, entonces, que la linea TF toca a la curva en el punto F; es decir, TF es
tangente a la curva VF*F.

A continuacién, pasa a demostrarlo:
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Supone que K es un punto de TF entre T y F. Asi, se aprecia que K es un punto a la

derecha de la curva VF*F.

Por la construccion de T, se tiene que

LK DT
Entonces,
FL=LK *y
De otro lado,
FL=a—a" = AreaVDEZ — AreaVD*E*Z<D*D %y
Es decir,

FL<D*Dxy
Puesto que la curva ZE*E representa una funciéon monétona, se tiene que
LK xy < D*D *y
LK < D*D
En consecuencia,
LK < LF*
Asi, se concluye que toda recta LK a la derecha de la curva es menor que LF*.

Prolongando la recta TF se demuestra, de modo analogo, que cada punto de la parte

prolongada esta a la derecha de VF*F.

Entonces, todos los puntos de la recta, salvo F, estan a la derecha; por tanto, TF es

tangente ala curvaen F.

Se identifica, este problema, como una tarea t7, en el que realizar construcciones
geomeétricas para relacionar el area de una region y la recta tangente es una técnica T7. Ello

permite demostrar que la recta es tangente a la curva y a la vez obtener la relacion inversa entre

la recta tangente y la integral definida.

En términos actuales, lo que Barrow ha probado es lo que se observa:

d X
[ rwde=re
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“Las raices del calculo infinitesimal estan en la geometria. El contraste entre geometria
y analisis es menos fuerte de lo que muchos matematicos piensan; mejor es hablar sobre una

diferencia de enfoques” (Kindt, 2011, p. 2).

Es asi como Barrow establece la relacion inversa entre estos dos problemas milenarios y
es considerado el primer enunciado del teorema fundamental del calculo infinitesimal en términos
geomeétricos, que se encuentra en la leccién X, proposicién 11, de su libro Lectiones geometricae,
(Bobadilla, 2012, p. 56).

Kline (1972) senala que la formulacién geométrica de Barrow hacia dificil el
reconocimiento de las ideas generales. Es asi como Newton propuso brindar una mayor
generalidad al método de su maestro, aunque de una manera mas aritmética, como lo habia

hecho Wallis, mientras explora la nueva algebra y la geometria de coordenadas (p. 471).

Al llegar los trabajos de Arquimedes a Europa, se revivié el interés por hallar areas y con
los nuevos métodos que se encontraban, el método exhaustivo empezd a ser desplazado
paulatinamente y la invencién del calculo provocéd que este método desapareciera totalmente (p.
454).

Isaac Newton (1642-1727) cuenta, desde mediados de 1660, con cuadernos con contenido
sobre calculo diferencial e integral. Para 1669, Newton circulé entre sus amigos la monografia
titulada De analysi per aequationes numero terminorum infinitas, publicada recién en 1711; en
1672, escribe su libro Methodus fluxionum et serierum infinitarum, publicado en 1736; en 1676,
escribe su articulo sobre célculo llamado Tractatus de qudratura curvarum, publicado en 1704.
Newton no publicé sus articulos basicos sobre el calculo hasta mucho tiempo después de
haberlos escrito. No obstante, la seccién | del libro | de la obra Mathematical Principles of Natural
Philosophy, de 1687, es la primera publicacién que explicd acerca del desarrollo del calculo
(Boyer,1968/1987; Kline, 1972/1992).

Segun Kline (1972), el método de las fluxiones usado por Newton en De analysi (1672)
se basa en el indivisible estatico de Cavalieri (p. 479). Con este método, Newton enuncia y prueba
su regla | que, segun Bobadilla (2012), es uno de los principales aportes para el calculo, ya que
prueba la relacién inversa entre el calculo de tangentes y el calculo de areas, de una manera

algebraica (p. 55).

La obtencion de la integral invirtiendo el proceso de diferenciacion, junto con la
conceptualizacion de la integral y la derivada como limites de una suma, es la principal
caracteristica del calculo (Kline, 1972/1992, p. 470).
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n+m , m ,
Reglal: Si %xT = Area ABD, entonces ax» =y (Teorema Fundamental del Calculo)

A continuacién, se detallara la solucion que otorgd Newton a su afirmacion: Bobadilla,
(2012, p. 54) y Gonzales (2020, p. 31).

Se presenta la Figura 12 en la que Newton detalla y demuestra la regla I.

Figura 12. Regla | de Newton.

&
i < /
e
B @ |
z ,VE VE
, ¥ v o v
A =z 8

Nota. Adaptado de Desarrollo conceptual de la integral y la medida: un transito entre lo
geomeétrico y lo analitico [Imagen], por Bobadilla,2012,
https://bibliotecadigital.univalle.edu.co/server/api/core/bitstreams/0615f602-24a7-434c-9eb4-
539107340353/content

Newton comienza la demostracién de la siguiente manera:

Sea AB = x base de una curva cualquiera AD &, la cual es perpendicular a la ordenada
BD =y

Sean m, n enteros y a un numero real.

Seaelarea ABD =z.

SeaBf=0y BK=v

Sea el area del rectangulo BBHK (ov), el cual es igual al area de la region BFSD.

Newton garantiza la relacion entre dichas areas, de tal manera que la variacion de o

produce una variacion en el area total.
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Sea: AB=x+0 Yy AreaASp=z+ov

A partir de esto, para cualquier relacion arbitraria existente entre x y z, se puede

determinar el valor de y.
Con fines didacticos, Newton realiza la demostracion con un caso particular, donde a =
1, m = 2, n = 3 para que el procedimiento quede claro. Asi, se generalizara el resultado.

3 1
xz , se debe determinar que y = xz.

wIiN

Entonces, si z =

Se eleva z al cuadrado y se obtiene

Reemplazando x por x + o y zpor z+ ov, se obtiene

4 3 2

5 (x+ 0)°>= (z+ ov)
Se observa que la variacién o produce una variacion ov en el area total.
Desarrollando el binomio se tiene esta operacion:

4
5 (x3 +3x%0 + 3x0% + 03) = z2 + 2zov + 0%v?
Reemplazando z2? = g x3 y simplificando, se tiene lo siguiente:

4 4 4
— 2 _ 2 Va3 = 2.2
<9>3x 0 +<9)3xo +(9)0 2Z0V + 0°v
Dividiendo ambos miembros por o, resulta

(e + @ - 2o
9 X 9 X0 9 0" = 4ZV + OV

En suma, Newton hace que Bf sea infinitamente pequefio para que v sea igual a y. De
esta forma, resultan cero los sumandos que contengan el factor o.

Asi, se obtiene

(4)32—2
5)3%° = 2zv

Reemplazando los valores de z y v, se obtiene
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3

(g) 3x2 = 2(33x5)y. Despejando vy, se logra este resultado:

y=x

Demostrada la premisa, a continuacion, con el mismo procedimiento, Newton
generalizara el resultado demostrando finalmente que

n+m

m Ve
Si ,:fn n = zentonces axn =y, en el que z = Area ABD

De esta manera, garantiza que, a partir de la cuadratura particular, se puede determinar

la curva que la representa. En la terminologia actual, quedaria asi:

X m
f atndt =
0

m+n

X
m+n

Ahora bien, si se toma el punto A como el origen (0,0), el punto B como (x,0) y la curva

m

ADé como y =axn , se apreciaria que se ha derivado la funcién area; es decir, se tiene la

integral definida (Gonzales, 2020).

Se identifica demostrar la regla | como una tarea ts, con el calculo de la expresion que

representa la curva a través de la cuadratura de la region bajo dicha curva. Esta se presenta con

técnica Ts, mediante el método de fluxiones. Asi, se obtiene el teorema fundamental del calculo.

Newton (2003) enuncia la regla Il en el mismo De analysi, "Si el valor de y esta compuesto
por varios de dichos términos, el area también se hara de las areas que resulten de cada uno de

los términos” (citado en Bobadilla, 2012, p. 55).

1 2 5

. P P . = = 1 2 =
Por ejemplo, Newton not6 que el area bajolacurvade y=x2+4+x3 es y= Ex3 +5xz

Por otra parte, logra extender su desarrollo binomial también para el caso de exponentes
racionales. Asi, el teorema del binomio y el método de las fluxiones serian las herramientas de
Newton para encontrar el area bajo la curva. Estas le sirvieron para atacar un extenso numero

de problemas matematicos y fisicos, (Dunham, 1990, p. 173).
Determinar el area ABD

Un claro ejemplo de lo mencionado se encuentra en el libro Methodus fluxionum. Newton

utiliza la cuadratura del circulo de ecuacién y = Vx — x2 para hallar el area ABD que se muestra

en la Figura 13.
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Basados en Dunham, (1990, p. 173) y Bobadilla (2012, p. 57), se presenta la solucion a

este problema.

Figura 13. Area bajo la curva de una porcién de circunferencia.

Nota. Adaptado de Journey Through Genius: The great theorems of mathematics [Imagen], por

Dunham, 1990, https://jwilson.coe.uga.edu/emt725/References/Dunham.pdf

La presenta ecuacion del semicirculo es
1 1
y=x2+ (1 —x?%)2
La expresion (1 — x?)z puede ser reemplazada por su expansion binomial. Asi, se tiene

1 1 1 1 5 7
y=x§<1——x——x2—— 3 ——x* 5—---)

2% 78 16 ~128° 256"
- oy S v S R S
Y X T X T T 16 T 128" T 256"

Aplicando la regla | y la regla Il, el area de la circunferencia esta dada por la suma

2%1(2);1(2)% 1(2)%
3% 72\5)* T8\7)*" T 16\9)”"
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1 . . . . .
Evaluando para x = Y aproximando para los nueve primeros términos de la serie se
obtiene que el area es igual a

1 1 1 1 429

12 160 3584 36864 163208757248

= 0.7677310678

Se identifica determinar el area ABD como una tarea t9, con el calculo de area de una
region con técnica Ts mediante el teorema del binomio y las reglas | y Il. Esta técnica permite

obtener la integral definida.

Bobadilla (2012) indica que, en este mismo libro, Newton reformula el problema general
del calculo en términos dinamicos mediante fluentes y fluxiones?®. Para este, el area de una region
€s como una variable, por lo que se puede mencionar su fluxién y tomarla como una variable con
la que también se puede operar. Newton considera que la curva que se genera a partir del
movimiento de un punto genérico ocasiona que las coordenadas x, y, asi como la cuadratura z,

“fluyan” o cambien con el tiempo (p. 60).

Bobadilla (2012) agrega que Newton presenta un método mas general, lo que le permite
ampliar el dominio de su uso a funciones mas generales, ya que sus antecesores limitaban a

trabajar con funciones algebraicas racionales (p. 62).

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) fue un matematico y filésofo aleman, creador también
del calculo diferencial. A diferencia de Newton, su vision fue mas en el area de las matematicas
que en la fisica. Hacia 1676, Leibniz habia desarrollado su calculo infinitesimal y en 1684
publicaria su primer articulo respecto al tema, Nova methodus pro maximis et minimis, en la
revista cientifica Acta Eruditorium. En él, muestra su método para calcular tangentes, y encontrar
maximos y minimos de una curva. En 1686, publica un segundo articulo titulado De geometria
recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum, en el cual trata el problema inverso de las
tangentes y el calculo de las cuadraturas mediante su nuevo método, Ademas, muestra que la

diferenciacioén y la integracién son operaciones reciprocas (De Mora, s.f.).

La geometria de los indivisibles habia considerado que la suma (infinita) de lineas o
superficies debia representar una figura (finita). Ello implicaba una heterogeneidad entre los

elementos de las sumas y estas mismas. Leibniz, con el triangulo caracteristico, retoma el

8 “Los fluentes son cantidades generadas por movimientos continuos y las fluxiones son las velocidades de dichos

movimientos. Las fluxiones son proporcionales a los aumentos de las fluentes, cuando se consideran intervalos de
tiempo iguales pero muy pequefios” (Bobadilla, 2012, p. 59).
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problema de la homogeneidad, al plantear que las superficies estan compuestas de pequefias
zonas y las lineas de pequenos segmentos, lo que permite conservar las relaciones al pasar de

lo finito a lo infinitesimal. Esto debido a que las magnitudes son homogéneas (Gonzalez, 2004,
p. 8).

Edwards (1979) sefiala que Leibniz toma la idea del triangulo caracteristico de Pascal,
que lo uso en el Tratado de senos de un cuadrante de circulo para demostrar su proposicion |°
(p. 240).

El matematico lo generalizé para hallar relaciones de areas de cualquier tipo de curvas,
en el que el rol del radio del circulo de Pascal lo cumple ahora la normal (n) a la curva (Edwards,
1979, p. 241).

Triangulo caracteristico de Leibniz (area de superficies de revolucion)

A continuacién, se presenta en la Figura 14 el triangulo caracteristico, sus propiedades y una
aplicacion (Edwards (1982), Bobadilla (2012, p. 64) y Gonzales (2020, p. 40)).

Figura 14. Triangulo caracteristico.

Nota. Adaptado de The History of Mathematics [Imagen], por Burton, 2011,
https://jontalle.web.engr.illinois.edu/uploads/298/HistoryMath-Burton.85.pdf

Leibniz muestra las propiedades de su triangulo caracteristico de la siguiente manera:

para una curva f(x), el tridngulo caracteristico es el de tipo rectangulo PQR de lados

9 La suma de los senos (ordenadas) de un arco de un cuadrante (de un circulo) es igual a la porcion de la base entre
el seno extremo multiplicado por el radio (Edwards, 1979).

74


https://jontalle.web.engr.illinois.edu/uploads/298/HistoryMath-Burton.85.pdf

infinitesimales PQ = dx, RQ = dy y el segmento PR, el cual es parte de la tangente que toca a la

curva en P.

Aligual que Pascal y su triangulo, Leibniz sigue la misma metodologia y establece primero

semejanzas entre el triangulo caracteristico y otros triangulos. Asi, se nota en el grafico que
Tridngulo caracteristico ~ APVW

Leibniz indica que, cuando el triangulo caracteristico se hace muy pequefio, el segmento

PR puede ser considerado de la misma longitud que un diferencial de arco de la curva (ds).

De alli, se obtiene que

ds_dx
noy
yds = ndx

Sumando los infinitesimales se llega a lo siguiente:

fyds =fndx10

Este resultado le permite Leibniz demostrar el siguiente resultado:

Si se multiplica por 2w a ambos términos, se logra que

onyds :f27mdx

Asi, [2myds seria el area de la superficie de revolucién obtenida por rotar la curva
original alrededor del eje x. De esta manera, Leibniz indica que la relacion de areas encontrada
mediante el triangulo caracteristico permite reducir la obtencion de superficies descritas por

rotacion a la obtencién de cuadraturas de figuras planas como [ 2mndx.

Se identifica encontrar una relacion entre el area de una superficie de revolucion y una
region plana como una tarea tio, con técnica T, mediante las propiedades del triangulo
caracteristico de Leibniz. Dicha técnica permite obtener el area de una superficie de revolucion,
mediante la obtencién de una integral definida.

9 En el manuscrito de 1675 titulado “Ejemplos del método inverso de las tangentes”, Leibniz utiliza el simbolo | en vez
de omn para identificar las sumas infinitesimales (Kline 1972/1992).
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Leibniz en su respuesta a la Epistolar prior de Newton explica que su método esta basado
en una teoria general de transformaciones, ya que el area de cualquier figura, dada por cualquier
ecuacion, se reduce al area de otra figura equivalente y que no solamente sirve para series

infinitas y aproximaciones, sino también para soluciones geométricas (Edwards, 1979, p. 245).
Con la ayuda de su triangulo caracteristico, Leibniz plantea el método de transmutacion.

Método de Transmutacion (Cuadratura de la curva f(x))

Basados en Edwards (1979) y Bobadilla (2012), se muestra la cuadratura de la curva f(x)

mediante el método de transmutacion.

Seala curva y = f(x), x € [a, b] presentada en la Figura 15.

Figura 15. E/ método de transmutacion.

ds
\ y =1
Q
paf 2
/4 .
2 / 4/_\
y M NT

P

~
~

F cY
0 A dx B X

Nota. Adaptado de Desarrollo conceptual de la integral y la medida: un transito entre lo
geomeétrico y lo analitico [Imagen], por Bobadilla, 2012,
https://bibliotecadigital.univalle.edu.co/server/api/core/bitstreams/0615f602-24a7-434c-9eb4-
539107340353/content

Seala curva y = f(x), x € [a, b].

Se toman los puntos P (x,y) y Q (x + dx,y + dy) sobre la curva f(x), de tal manera que
se forma el triangulo caracteristico PRQ.
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Sea la tangente determinada por el arco infinitesimal ds = PQ y cuya prolongacion corta

aleje yenelpunto T (0, 2).
Sea el segmento 0S = p perpendicular a la tangente SQ.
Del grafico se denota que

APQR ~11 ATMP

Entonces,
™ _ MPp
PR~ QR
X y—z
dx dy
De alli que
_ dy
2EYT X

Se tiene también que el triangulo OST es semejante al triangulo caracteristico PRQ. Con

ello, se obtiene que

dx ds
p  z
zdx = pds

Entonces, el area del triangulo infinitesimal esta dada por
1 1
Area OCD = Epds = Ezdx

Leibniz considera el sector 0AB, el cual esta acotado por y = f(x) y los segmentos 04 y

OB. Ello esta formado por la suma de los tridangulos infinitesimales OPQ. Asi, se obtiene
Area 0CD = %ffz dx, donde z = g(x)
Tal como se puede verificar de la grafica, se tiene que

Area ACDB = Area ODB + Area OCD — Area 0CA

Dicha expresion es equivalente a

" También se debe a Leibniz los simbolos "~" para designar “es semejante a” y “=” para “es congruente con” (Boyer,
1968/1987, p. 509).
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b 1 1 1
f ydx = Ebf(b) —Eaf(a) + Area OCD = E[xy]g + Area OCD
a

A partir de alli, se obtiene que el valor del Area ACDB es la siguiente:

faby dx = %([xy]g + fabzdx>

Se identifica hallar una expresion que permita realizar la cuadratura de la curva f(x), como
una tarea t11, con el calculo de area de una region con técnica T11 mediante el uso del triangulo

caracteristico. Con ello, se puede hallar una expresion llamada el “método de trasmutacién” para

obtener la integral definida.

Newton resolvio los problemas de areas en términos de cambio relativo. Para él la
diferenciacién y su proceso inverso resolvian todos los problemas de calculo, mientras que

Leibniz pensaba en términos de suma (Burton, 2011, p. 501).

Los matematicos de comienzos y mediados del siglo XVII querian un método general
para resolver algunos de los mas importantes problemas que habian heredado. El éxito del

calculo de Newton y Leibniz satisfizo esta demanda (Kitcher, 1981, p. 231).

Kline (1972/1992) indica que el desarrollo del calculo infinitesimal fue acompanado de
esfuerzo para dotarlo también de los fundamentos de los que carecia. Newton, Leibniz y los libros
que aparecieron para explicar los conceptos y justificar los procedimientos incrementaron la

confusioén existente (p. 567).

La mayoria de los matematicos del siglo XVIII hicieron algun esfuerzo por darle l6gica al
calculo infinitesimal de Newton y Leibniz, pero finalmente todos sus esfuerzos resultaron en vano
(Kline, 1972/1992, p. 576).

En consecuencia, la integral dejo de ser solo una herramienta para el calculo de
cuadraturas para paulatinamente llegar a convertirse en un concepto nuevo con sus propios
problemas y métodos (Bobadilla, 2012). No obstante, no fue hasta el siglo XIX que el calculo

infinitesimal alcanzé el rigor requerido.

En la Figura 16, se presenta un resumen del enfoque geométrico de la integral definida,
con los autores involucrados y las técnicas que utilizaron para resolver las distintas tareas

predominantes en su época.
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Figura 16. Enfoque Geomeétrico (autores y técnicas).

ENFOQUE GEOMETRICO

Resolucion de cuadraturas

ARQUIMEDES
Método de Exhaucion
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Método Mecanico

9
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Método de los indivisibles

¥

FERMAT

Suma de rectangulos
infinitesimales con bases en
progresion geométrica

¥

WALLIS

Suma de infinitas lineas paralelas

L 2

BARROW

Relacién inversa entre
cuadraturas y tangentes

T4 D"

NEWTON

Método de las Fluxiones

Teorema del Binomio

LEIBNIZ

Triangulo Caracteristico
Método de Trasmutacion

Fuente. Elaboracién propia
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3.1.2 Enfoque analitico de la Integral

Boyer (1968/1987) indica que el estudio de los procesos infinitos (el analisis) fue
entendido por Newton y Leibniz, como aquel referido solo a las llamadas magnitudes continuas,
tales como, areas, velocidades, etc. La aparicion del concepto funcion y su intento por aclararlo

origind la tendencia de la “aritmetizacién del analisis” (p. 685).

Los trabajos sobre las cuerdas vibrantes hicieron ampliar el concepto de funcién a
cualquier curva de trazo libre, como son las funciones mixtas, irregulares o discontinuas. Cabe
resaltar que ya no era posible usar solo como guia las funciones mas simples (como las continuas

simples o con discontinuidades aisladas) (Kline, 1972/1992, p. 577).

D'Alembert y Euler solucionaron al problema de las cuerdas vibrantes utilizando un par
de funciones arbitrarias; por otro lado, Daniel Bernoulli encontré una solucién en términos de una
serie infinita de funciones trigonométricas. Esta ultima solucién parecia menos general y a la vez
menos apropiada, pero para Fourier este no era el caso y lo demostré en 1824 (Boyer,
1968/1987).

Joseph Fourier (1768-1830) presenta en su célebre obra Théorie analytique de la chaleur, de
1822, la preocupacion principal de Fourier. Esta era la difusién del calor en los cuerpos sdlidos.
No obstante, durante el desarrollo matematico, demuestra que una funcién arbitraria f (x) puede
ser expresada en el intervalo [-m, 7], como una serie trigonométrica infinita, tal como lo habia
sugerido Daniel Bernoulli a finales de 1740 (Hawking, 2010, p. 426).

.1 .
Sea la serie %0 + Yge1 @y cosnx + Y., b, sennx, hallar los coeficientes a,, a,, b,

A continuacién, basados en (Hawking, 2010), se muestra la técnica que usoé Fourier para

hallar los coeficientes de la serie.

Para determinar estos valores, empez6 suponiendo que esa serie era una funcion

arbitraria:
fx)= %ao + Yo—ia, cosnx + Yo by, sinnx}
Asi, procedi6 de la siguiente manera:

- Integré en el intervalo de [-m, m] ambos lados de la igualdad y hallé a,.

2" Dicho problema fue extraido de la obra Dios creé los niimeros (Hawking, 2010, p. 426)

80



- Multiplic6 ambos lados de la igualdad por cos (mx) e integré en el intervalo de [-r, ], ¥
hallé a,,.

- Multiplic6 ambos lados de la igualdad por sen (mx) e integré en el intervalo de [-w, ], ¥
hallé a,,.

- Para hallar el valor de los coeficientes b,,, multiplicé a ambos lados de la ecuacion por

sen (mx) e integrd entre los limites [-w, n].

Para esto Fourier, realiza dos suposiciones importantes:
- f (x) esintegrable en el intervalo [-r, 7].
- Laintegral de las sumas infinitas es igual a la suma infinita de las integrales, es decir,

ffﬂ E Ay + Yim=q Ay COSNX + Yoy by, sin nx] dx=)_, fﬂ E ay + a, cos(nx) +

b,, sen(nx) ] dx

Con ello, se obtiene lo siguiente:

a, = %f_ f(x)dx
a, = %f:;f(x)cos (nx)dx

b, = %fif(x)sen (nx)dx

Se identifica hallar los coeficientes ay, a,,, b, como una tarea ti2, con técnica T12 usando

la técnica indicada anteriormente expuesta. Con ello, dicha técnica permite obtener los

coeficientes.

Kline (1972/1992) senala que Fourier considero la integral a la manera de Leibniz, es
decir, como una suma vy, por eso, no le fue dificil manejar funciones f(x) incluso discontinuas.
Puesto que para hallar los coeficientes de su serie eran necesarias las integrales de tales
funciones, fue necesario abordar el problema del significado analitico de la integral, cuando f(x)

es discontinua (p. 1263).

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), con la publicacion de tres de sus libros Cours d’analyse
de I'ecole polytechnique (1821), Resume des lecons sur le calcul infinitesimal (1823), y Lecons
sur le calcul differentiel (1829), aporto al calculo infinitesimal elemental la forma que actualmente
presenta (Boyer, 1968/1987, p. 647).
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Cauchy desarroll6 la primera teoria de la integral, la cual no era dependiente de la funcion
particular ni tampoco del calculo diferencial; para esto, desarrollé6 nuevas bases, las cuales se

desprendian de las intuiciones geométricas (Hawking, 2010).

En consecuencia, abandona la definicion de la integral definida como la antiderivada en
favor de la definicién como el limite de sumas, ya que era absolutamente necesaria para un
riguroso calculo (Boyer, 1968/1987, p. 648).

Segun Mateus-Nieves (2021), Cauchy “a través de los conceptos de limite, funcion y
convergencia, logré posicionar una definicion analitica de integral definida para funciones

continuas” (p. 1608).
Integral Definida

Con base en a Cauchy (1823, p. 81), Cauchy (1821/1994, p. 287), Grabiner (2005, p. 235)
y Hawking (2010, p. 571), se mostrara la definicion que dio Cauchy en la lecciéon 21 de su obra

titulada Resume des lecons sur le calcul infinitesimal.
Sea f(x) continua y mondtona entre dos limites finitos x = x5 y x = X, que se designa
POr X1,X5 «v vee o Xn—1 huevos valores intercalados entre los limites. Se usaran dichos valores
para dividir la diferencia X — x, en estos elementos:
X1 = Xgy X3 — X1, X3 — X2yeennnen X —Xn_1

Multiplica cada elemento por el valor f(x) correspondiente al origen de este mismo elemento, a
saber, el elemento x; —x, por f(x,), el elemento x, —x; por f(x;) y asi sucesivamente. A

continuacion, se suman los productos y se obtiene:

S= (x; —x9) flxg) + (xz —x1) flx)) + ... + (X —xp-1) f(xn—1)

Cauchy genera que los valores numéricos de los elementos de X — x, sean aun menores.
Para ello, reduce los valores intercalados entre los limites. Asi, le permite justificar el cambio de

f(xo) por flxg + 6y (x1 —x0) 1, f(x1) por flx; +6; (x, —x;) ] y asi sucesivamente.
Asi, se obtienen elementos de la suma S de la forma:

(x1 — x0) flxg + 601 (x1 —x0) 1, (x3 — x71) flx1 + 01 (x, — x1) 1, y asi sucesivamente.
Siendo: 0 < 0 <1

Entonces, el nuevo valor de S quedara de la siguiente forma:
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S= (x1—x0) flxo+ 00 (xg —x0) | + (xz —x1) flxg + 6, (xz —x) |+ + (X — xp-1)
f[xn—l + 0n—1 (X - xn—l)]

Esto genera que
flxo+ 60, (x1 —x0) ] = fx0) £ &

flxg + 0, (3 —x1) ] = f(x1) + &

flxn-1 4+ 01 X —x4-1) 1 = flxn-1) £ &r1
Se reemplaza en la suma S:
S =0 —x)[f(xo) £ go] + G2 —x)[fOx) £ ]+ + X —xp-1)f (xn-1) £ &1y
Se desarrollan los productos y quedaria:
S=(x1 —x0)f(xg) + (2 —x)f () ++ (X — xp-1)f (Xp—1)
teg(x; —x9)t g1y —x1) % g1 (X —x5-1)

Anade que si los elementos (x; — xg), (X3 — x1) «. ... (X — x,,_1), tienen valores numéricos
pequefios, entonces, cada una de las cantidades * ¢y, * ¢, .... £ &,_1, diferira muy poco de cero

y, debido a esto, un caso similar puede generarse en la siguiente suma:
Teo(xr—x0) k&0 —x) £k g1 (X — x0-1)

Cauchy concluye que, si disminuye indefinidamente el valor numérico de los elementos,
mientras aumenta su numero el valor de S, sera constante; es decir, ese valor de S alcanzara un
cierto limite que dependera de la funcién f(x), y los valores limitantes x, y X atribuidos a la

variable x.

Asi, nombra a ese limite como integral definida, mencionando que la forma mas simple

para denominarla es

fxf(x)dx 13

13 Cauchy (1823) sustituye la notacién de Fourier [ f(x)dx [i B Z] por f;f(x)dx.
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Se identifica definir la integral definida como una tarea t13, probando la existencia del area

pequenos. Dicha técnica permite obtener la integral definida.

bajo la curva con técnica T13 mediante la nocion de limite y sumando elementos cada vez mas

Cauchy demuestra, a continuacion, la relaciéon que liga la integral con la antiderivada

utilizando el teorema del valor medio.

Primer teorema fundamental del calculo:

Con base en Cauchy (1823, p. 101), Cauchy (1823/1994, p. 311), Grabiner (2005, p. 239)

titulada Resume des lecons sur le calcul infinitesimal.

Sea F(x) = f;;f(x)dx, en el que f(x) es finita y continua en el intervalo [ x,, x]

Se sabe que

[ F@dx = (X = x)f [xo + 0 (X —x0)] ,0<6 <1
Reemplazando los términos, se tendria que
F(x) = (x — x0)f [x0 + 0 (x — x0)], de tal forma que F(x,) =0
Se sabe que
X g X

[y f@dx = [} fGIdx+ [} fx)dx , xo SE<X
Se tendria, entonces, que

x+a X x+a

fxo f)dx = fxof(x)dx + fx f(x)dx, donde a>0

Acomodando los términos, se lograria mostrar esto:
x+ta x x+a
f fx)dx — f f(x)dx = j fx)dx
Xo X0 X
Asi, se tiene que

| T dx = af x40 @)

X

Para finalmente llegar a

Fx+a)— Fx) =af [x +6a]

Dividiendo ambos miembros entre a y tomando limite cuando a — 0 se concluira que

y Bobadilla (2012, p. 82), se mostrara la definicion que dio Cauchy en la leccion 26 de su obra
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Fh)=rf(x)
Se identifica demostrar algebraicamente el primer teorema fundamental del calculo como

una tarea ti4, con técnica T14 mediante propiedades encontradas por Cauchy asociadas a su

definicion de integral definida. Dicha técnica permite obtener la demostracion.

Bobadilla (2012) indica que una vez que se han definido la integral y la derivada de

manera separada recién aparece la relacion inversa.

Segundo teorema fundamental del calculo: encontrar el valor general de y que satisface

dy = f(x) dx, de la cual f(x) es continua

Con base en Cauchy (1823), se mostrara la definicion que otorgé Cauchy en la misma
leccién 26.

Cauchy usa el teorema hallado anteriormente y despeja la variable y:
y=[f()dx
Expresa y de manera general:

y= f;i f(x)dx + ®(x) donde ®'(0) =0

Cauchy menciona que del teorema anterior se tiene que §(x) = f;i f(x)dx es un valor

particular de y. Usando ese razonamiento, indica que, de manera general, puede definirse &(x)

como
F) =Fx) + ®x)
F(x) es un valor particular de y. Con ello, acomodando los términos se tiene
o(x) = Fx) — Fx)
Evaluando en x, se tiene que
®(x) = ®(xo)
Entonces,
Fx) — F(x) = F(xo) — Flxo)
De los calculos anteriores se tiene que F(x,) = 0. Con ello, se obtiene

Flx) — F(x) = — F(xo)

&) = Fx) = Fxo)
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Reemplazando §(x), se tiene que
X
[ redx = FGo - £

Se identifica demostrar algebraicamente el segundo teorema fundamental del calculo
como una tarea tis, con técnica T1s mediante el primer teorema fundamental del calculo y

propiedades encontradas por Cauchy. Dicha técnica permite obtener la demostracion.

Kline (1972/1992) senala que Cauchy logré definir la integral para cualquier integrando
continuo y con discontinuidades de salto finito e infinito, pero, a medida que el analisis se
desarrollaba, se manifesté la necesidad de considerar integrales de funciones de
comportamiento mas irregular. Fue Riemann, quien en su articulo de 1854 retomé el tema de la

integrabilidad en este tipo de funciones (p. 1265).

Bernhard Riemann (1826-1866), en 1854, escribe un articulo titulado Sobre la representatividad
de una funcién mediante una serie trigonométrica, publicado en 1868 (después de su muerte).
Aqui Riemann impulsé el desarrollo de teorias de la integral y la medida, que llegaron a su apice
con la teoria de Lebesgue en 1904 (Hawking, 2010).

Integral Definida, ; Qué hay que entender por f(ff(x)dx?14

Tomando como base las investigaciones de Kline (1972/1992, p. 1266), Garcia (p. 4),
Hawking (2010, p. 745) y Bobadilla (2012, p. 89), se detallara la definicion que postulé Riemann.

Riemann comienza su definicion de integral definida de la siguiente manera:

Sean x4, x5 .. ... ... x,_1 valores entre ay b, que se suceden de acuerdo con su magnitud.
Seanx; —a=6; ; Xx,—x, =08, ; X3—X; =0803,....... b —x,_1-0,

Sea 0<ex<1

Entonces, analogamente, como hizo Cauchy, obtiene que

S=061fla+e 6,1+ 8:f[x+e6;, 1+ -+ 8, flxp_1 + 816, ]

"4 Riemann empieza con esta pregunta la explicacién de su definicion.
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Riemann indica que si esa suma tiene la propiedad de que tan pronto los § se hagan

o - : - . b
infinitamente pequefios, la suma se aproxima a un limite fijo A. Con ello, ese valor sera fa f(x)dx.

Sin embargo, si la suma no tiene esa propiedad, fff(x)dx no significa nada.

Riemann, entonces, propone una manera mas general de definir la integral definida, no

solo para funciones continuas, sino también para integrandos con funciones discontinuas.

Sea f(x) acotada y la diferencia sup{f (x): x €[a, b] } — inf{f (x): x €[a, b] }., la oscilacion

maxima de f(x) en el intervalo [a, b].
Sea D,, que representa la oscilacion en el intervalo [x,_1, x,] .

Se tiene, entonces, que D; D,...... D,, son las oscilaciones de la funcién en sus

respectivos intervalos.
Entonces,

f es integrable si y solo si (Slimo Yn Dy 6y

Sea ¢ > 0 y una particiéon P, de tal manera que IIPll sea su norma.

Sea A (P,0) la suma de las longitudes de la particion, en los cuales la oscilacion de la

funcién es mayor que o.
Entonces,

f es integrable si y solo si ||113i||m0 A(P,0)=0

Kline (1972/1992) sefala que la condicién de oscilacion le permitié a Riemann reemplazar
las funciones continuas por funciones con discontinuidades aisladas y también por funciones que
tengan, en un intervalo finito, un conjunto denso de discontinuidades. Aflade que esto le permitié

prescindir de la continuidad al momento de definir la integral (p.1266).

Se identifica definir la integral definida como una tarea t16, con la existencia del area bajo
la curva con técnica T16 mediante el uso de los primeros pasos de Cauchy y usando, ademas, el
concepto de oscilacion. Asi, se permite ampliar el concepto de integral definida.

Jean Gaston Darboux (1842-1917), en su Mémoire sur les fonctions de discontinues de 1875,
toma como base los resultados de Riemann y Hankel para clasificar las funciones discontinuas

en integrables y no integrables en términos del concepto de oscilacion de Riemann (Bobadilla,
2012).
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Gonzales (2020) indica que, en el estudio realizado por Darboux, se muestran dos
argumentos fundamentales: representar la definicion de integral definida mediante dos sumas,
considerando cada particion del intervalo; el segundo, se puede considerar una cota superior y
una inferior para la integral definida. Por estos aportes, Darboux es reconocido en el campo del
analisis (p. 61).

Integral definida

Se presenta, a continuacion, la definicion de Darboux basada en la definicion de Riemann:
Darboux (1875, p. 70) y Bobadilla (2012, p. 114).

Darboux, al igual que Cauchy y también Riemann, usa la siguiente suma:
S=61fla+0,8,]+68:f[x,+0,6;, ]+ + 6pflxng+0p_16,]

Designa, por consiguiente, M;y m; como los limites maximo y minimo de la funcién en el
i-ésimo intervalo. El término §;f[x; + 0;,1 6;+1 ] seguira estando comprendido cualquiera sea el
0;,1 entre 6;M; y 6;m;, y se acercara lo mas que pueda a una de esas cantidades. Asi, la suma

S quedara comprendida entre las sumas:
M = 51M1+...+ SnMn,
m = 61m1+...+ Snmn

Define A como la oscilacién de la funcion en el intervalo [a,b] como la diferencia entre el

limite maximo M vy el limite minimo m de la funcién f en el intervalo [a,b].
Es decir, A=M-m
A = A161 + A262 + -+ An5n

Para n suficientemente grande y todos los intervalos § que tiendan a cero, las tres sumas
precedentes, cualquiera que sea la funcion considerada continua o discontinua, tendran cada
uno un limite finito y determinado cualquiera sea el @ . Es necesario y suficiente que los limites

M y m sean iguales.
Si los limites son M, Mgy, Agp CON Ay = My, — myp
(Darboux demuestra con anterioridad la existencia de Mg, y mg;,)
Entonces, se tendria que Agp =0, My =myy,

Con ello, la condiciéon de Riemann IIllniumok (P,0) = 0 es necesaria y suficiente para que
la suma S tenga limite.
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Es decir, "1131"210)\ (P,o)=A0, =0

Si la condicién se cumple, entonces, Darboux concluye que

b
lim5=f flo)dx

Se identifica definir la integral definida como una tarea t17, con la existencia del area bajo
la curva con técnica 117 mediante las sumas superiores e inferiores y usando también una de las

condiciones de Riemann. Asi, esta permite obtener la integral definida.

En el mismo articulo, Darboux demuestra que el primer teorema fundamental del calculo

se cumple, en el sentido amplio, para funciones integrables también.

En la década de los 70 y 80 del siglo XIX, se construyeron funciones con diversos
conjuntos infinitos de discontinuidades y se encontré que no siempre eran integrables en el
sentido de Riemann. La nocién de integral se extendié a funciones no acotadas y a varias
integrales impropias. La extension mas significativa se llevd a cabo por Lebesgue, (Kline,
1972/1992, p. 1268).

Henri Leon Lebesgue (1875-1941), en la introduccién de su tesis doctoral Integrale, Longueur,
Aire de 1902, expresa que las bases de la integral de Riemann estan en la medida de objetos
geomeétricos. El concepto de medida permitio a Lebesgue establecer una definicion de integral

capaz de solucionar los problemas implicitos en la integral de Riemann (Recalde, 2007, p.119).
Integral definida (definicion analitica)

Basados en Crisdstomo (2012, p. 131), se presenta la definicion analitica de la integral

definida de Lebesgue.
Seaxela,blm<f <M y a, una particiéon de [m, M]
SeaE; = {x:a; < f(x) < a;4+1} un conjunto medible

Sea el conjunto Ef comprendido entre los rectangulos generalizados de base E; y alturas

respectivas a; y a; ;1.
La medida de E; estaria, entonces, entre Y a,;m(E;) y X a;.;m(Ep).

Sabiendo que la diferencia entre estas dos sumas tiende a cero con la norma de la

particién [m, M], se puede afirmar que
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['r = am@ = aam

a

Se identifica definir la integral definida como una tarea t1s, con la existencia del area bajo
la curva con técnica 118 mediante la nocion de medida y conjunto medible. Ello permite obtener

la integral definida.

Lebesgue indica que una generalizacién de la definicion de la integral definida debe
permitir la resolucién de los mismos problemas de siempre, por ejemplo, la de encontrar una
funcion conociendo su derivada, resolver el problema fundamental del calculo, entre otros, que

han sido parte de la formacion del concepto (Hawkins, 1975, p.131).

Finalmente, Kline (1972/1992) indica que, en el sentido de Lebesgue, una funcién ya no
debe ser necesariamente continua para ser integrable, por lo cual puede decirse que esta
definicion es mas general que la de Riemann; la aplicabilidad de la integral de Lebesgue puede

extenderse, incluso, hasta las funciones no acotadas (p. 1379).

Asi, finaliza la definicién de Lebesgue y, por ende, el analisis historio-epistemoldgico que
llevo a recorrer las tareas presentadas en los diversos periodos histéricos. Ello, como se observo,
ha enfrentado a los intelectuales de cada época a retos cada vez mayores para hallar la solucion
a dichas tareas. Asi, esto permitié obtener un extenso conocimiento y desarrollo matematico, que

permite el acceso a conocer uno de los principales conceptos del analisis matematico.

En la Figura 17, se presenta un resumen del enfoque analitico de la integral definida con
los autores involucrados y las técnicas que utilizaron para resolver las distintas tareas

predominantes en su época.
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Figura 17. Enfoque Analitico (autores y técnicas).

ENFOQUE ANALITICO

Definicion de la Integral Definida

FOURIER

Integral de Funciones arbitrarias

¥

CAUCHY

Definicion de la integral definida
para funciones continuas y

algunas funciones discontinuas

L

RIEMANN

Definicion de la integral definida

prescindiendo de la continuidad

4

DARBOUX

Definicién de la integral como
sumas inferiores y superiores

Funciones integrables y no
integrables

4

LEBESGUE

Definicién de la integral definida
usando la teoria de la medida para

funciones no acotadas

Fuente. Elaboracién propia.
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A continuacién, se muestra en la Tabla 4 un resumen de todas las fechas y los autores con sus

respectivas tareas resueltas y técnicas usadas.

Tabla 4. Resumen del analisis historico-epistemologico.

Co1
t12: Sea la serie 2% + Y-, a, cosnx +

Yim=q by, sinnx . Hallar los coeficientes
QAp, An, bn

Siglo Il a.c. Arquimedes t1: Cuadratura de un segmento parabdlico 7T1. Método mecanico
T2. Método de exhaucién con
reduccién al absurdo.
1635 Cavalieri t3: Area de la elipse T+, Primer princioio de
(Roverbal) : —— 3 princip
ts: Cuadratura de la cicloide Cavalieri
1629 Fermat ts: Cuadratura de la curva y™ Ts: Método de exhaucién con
rectangulos infinitesimales
inscritos o circunscritos cuyas
bases estan en progresion
geomeétrica.
paralelas ayudado del método
de induccion incompleta.
1670 Barrow t7: Relacion entre el area de una regién y la T, Construcciones
recta tangente geométricas.
n+m L,
1711 (1669) Newton ts: Si #xT = Area ABD , entonces | Ts:Método de las fluxiones.
m
axn =Yy
1736 (1672)
to: Area de un segmento de circulo To. Método de fluxiones y
Teorema del binomio.
1676 Leibniz t10: Area de superficie de revolucién T10: Tridngulo caracteristico
tr1: Cuadratura de la curva f (x) T11: Método de transmutacion
1822 Fourier

T12: Integracion de una
funcién arbitraria.
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1823 Cauchy t13: Definicion de la integral definida.

_ ] T13: Limites, funcién y
t14: Primer teorema fundamental del calculo.

convergencia.
tis: Segundo teorema fundamental del g
célculo.
1854 (1868) Riemann t16: Definicion de integrales de funciones de

T16: Condicion de oscilacion de

comportamiento mas irregular. una funcién en un intervalo.

1875 Darboux t17: Definicion de la integral definida P
fund ind R T17: Sumas inferiores y sumas
undamentandose en Riemann. superiores.

1904 Lebesgue t1s: Definicion de la integral definida

T13: Nocién de medida y

ampliada a funciones no acotadas. conjunto medible.

Fuente. Elaboracion propia.

Se considerara ahora los usos de la integral definida en las aplicaciones de los cursos de

la carrera de ingenieria industrial.

3.2 Aplicaciones de la integral definida en cursos de la carrera de ingenieria

Esta investigacién se limita en estudiar la integral definida simple, la cual sirve de base
para formas mas complejas de la integral, como las integrales dobles, triples, de linea, etc., por
lo cual se mostraran aplicaciones que solo involucren una integral definida. Para ello, se toman
en cuenta dos aplicaciones: la primera en un curso de Ingenieria Eléctrica y la otra en un curso
que puede ser llevado en Ingenieria Industrial, Ingenieria Quimica o Ingenieria Agroindustrial;

todas estas carreras son de la UNMSM.

Procesamiento digital de senales
En este curso de séptimo ciclo de la carrera de Ingenieria Eléctrica de la UNMSM, se
ensefan las series de Fourier. Como se mostrd en el analisis histérico epistemoldgico, esta

presentada por los elementos de la siguiente funcion:

1 o [ee]
f )= 5o + Zancosnx+2bnsinnx
n=1 n=1

La técnica de solucion (t12) consiste primero en definir la existencia de la integral definida
de la funcion periddica f (x) en elintervalo < x, — T, x, + T >. T es el periodo de la funcién; luego,
se debe hallar los coeficientes (aq, a,, by), calculando las integrales definidas que conforman

cada coeficiente.
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Extraemos de Alcaraz (s.f.) la siguiente aplicacion:

Graficar y determinar los coeficientes de Fourier de la siguiente funcion:

Fo={F S5 v rerm=ro

Se parte sabiendo que

a, = %ffnf(x)cos (nx)dx paratodon >0

b, = %ffﬂf(x)sen (nx)dx para todo n > 0

Asi, se aprecia en la Figura 18, las graficas de las cuatro primeras sumas parciales {S,,}1-, de
la serie de Fourier:

Figura 18. Serie de Fourier.

Nota. Adaptado de Series y transformadas de Fourier [Grafico], por Alcaraz, s.f.,

https://www.dmae.upct.es/~paredes/am ti/apuntes/Tema%202.%20Series%20y%20transforma
das%20de%20Fourier.pdf
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Alcaraz (s.f.) sefiala que “funciones de este tipo se presentan como fuerzas externas que
actuan sobre sistemas mecanicos, fuerzas electromotrices en circuitos eléctricos, etc.” (p. 6).

Se identifica hallar los coeficientes de una serie de Fourier como una tarea ti9, con técnica
T19 mediante la integral definida de una funcién periddica. Dicha técnica permite obtener los

coeficientes.

Fisicoquimica

En este curso de cuarto ciclo de la carrera de Ingenieria Industria, Ingenieria Quimica e
Ingenieria Agroindustrial de la UNMSM, se estudia el comportamiento de los gases reales a
diferentes condiciones de presion (P), volumen (V) y temperatura (T).

Extraemos de Gonzales (2020) la siguiente aplicacion: “Calcular el trabajo de un gas ideal
si se conoce el numero de moles (n), su temperatura (T) y si sus moles se expanden isotérmica
y reversiblemente desde un volumen inicial (V;) hasta un volumen final (V¢)" (p. 213).

Para resolver esta tarea, Gonzales (2020) indica que hay que Identificar las variables que
intervienen en la representacién de la integral definida que representa el trabajo y luego aplicar
el segundo teorema fundamental del calculo. Ademas, menciona que, para el célculo del trabajo
en una expansion isotérmica y reversible, se reemplazan los datos en la siguiente expresion:

W = foﬂ dv
Vi 4

Como condiciones estan que la temperatura esta dada en grados Kelvin (°k), R =

8.314% fnol y V es la Unica variable del integrando.

Se identifica calcular el trabajo realizado por un gas real como una tarea tzg, con técnica

T20 mediante la integral definida de la funcién f (%) Dicha esta técnica permite obtener el trabajo

realizado por el gas real.

Finalmente, se vera el uso de la integral definida en otro libro de Calculo II.

3.3 Aplicaciones de la integral definida en libros de texto de Calculo I

En el silabo del curso de Calculo Il de la UNMSM, se encuentran diversos libros que son
usados como fuente de informacioén para la ensefanza del curso. De estos libros, se escogio el
libro de James Stewart titulado Calculo. Fonseca (2004) indicaria que de ahi se extrajo una tarea
del tipo abierto y se espera encontrar en el libro de texto analizado para valorar su completitud.

La aplicacién en mencién se muestra en la Figura 19.
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Figura 19. Depreciacion de una maquinaria.

Nota. Adaptado de Calculo [Imagen], por Stewart, 2012,
https://www.fbioyf.unr.edu.ar/evirtual/pluginfile.php/107533/course/section/2765/calculo-james-
stewart-7ed.pdf

Hemos recurrido al libro de Anderson et al. (2012), el cual es un solucionario de los problemas

propuestos del libro Célculo. Con base en este libro, se muestra la solucién de la tarea.
a) SeaF(x) = fotf(s)ds. Asi, por el primer teorema fundamental del calculo integral, se tiene
F'(x) = f(x)
Esta es la tasa de depreciacion, por lo que F(x) representa la pérdida de valor en el
intervalo [0, t].
1 t
b) C(t) =:[A+[; f(s)ds]

Ello representa el costo promedio por unidad en el intervalo [0,t], asumiendo que solo

__A+F(x)
Tt

hay una reparacion en ese periodo, por lo que la compafia deberia querer minimizar C(t).

c) Por el primer teorema fundamental del calculo integral, se tiene que

C = —tiz[A + f f(s)ds] + % £0)
0

Se plantea C’(t) = 0 para hallar los minimos de la funcién C(t). Entonces, se tiene que
tlz[A + fotf(s)ds] = %f(t), y se obtiene como resulta
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fO=1a+ 1, f()ds| = c@)
Sit =T, se obtiene finalmente que C(T) = f (T)

Se identifica determinar el significado de las expresiones requeridas como una tarea ta1,
con técnica T21 mediante el primer teorema fundamental del calculo integral y propiedades de

maximos y minimos de una funcién. Dicha esta técnica permite obtener el significado de las

expresiones pedidas.

Seguidamente, en la Tabla 5, se muestran los subtipos de tarea y tipos de tarea.

Tabla 5. Tipo de tarea, subtipo de tarea y tareas, halladas en la construccion del MER.

T:: Hallar la cuadratura de |t Hallar la cuadratura de una figura | Tareas t; +:

una region plana. geomeétrica. ty, to, t3, 1s
t1,2: Hallar la cuadratura del area bajo | Tareas t12:
la curva de una funcion. ts, ts, ts, to. t11

T2 Definir el area bajo la|fs: Definir el area bajo la curva de

curva de una funcion. una funcién acotada.
ty1,1: Definir el area bajo la curva de | Tarea 21,1
una funcién continua. t13
t2,1,2: Definir la integral definida de una | Tareas to,1 2:
funcién continua y discontinua. t1e, t17

ty2: Definir el area bajo la curva de|Tarea t22:
una funcién acotada y no acotada. t1s

Ts. Establecer una relacion Tareas ts:
entre el area bajo la curva de t7, t1a
una funcibn y la recta

tangente.

T4+ Hallar el area bajo la curva Tarea ts:
de una funcién continua t1s
mediante su derivada.

Ts. Graficar y determinar las Tarea ts:
series de Fourier de una t1o

funcién periodica.

Te. Hallar el trabajo de un gas Tarea ts:
real. t20
T7.Determinar el costo de una Tarea ts:
magquinaria usando la integral t21
definida
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Fuente. Elaboracion propia.
En total se han encontrado 21 tareas, las cuales se han agrupado en 7 tipos de tarea.

Esto permite establecer el siguiente esquema del MER, que se detalla en la Figura 20.

Figura 20. Esquema del MER de la integral definida.

T+: Hallar la cuadratura de una reaion plana

v

Cuadratura de una regién plana

t11: Hallar la cuadratura de una t12: Hallar la cuadratura del area
figura geométrica. bajo la curva de una funcion.

T>: Definir el area bajo la curva de una funcién

Integral definida simple

t21: Definir el area bajo la curva t22: Definir el area bajo la curva
de una funcioén acotada. de una funcién no acotada.

X ~a

Ts: Establecer una relacion
entre el area bajo la curva de
una funcién v la recta tangente.

to 1. Definir el area t,1,2: Definir el area
bajo la curva de una bajo la curva de
funcioén continua. una funcion

discontinua.

Fuente. Elaboracion propia.
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Se aprecia en la Figura 20 el camino que sigue la integral definida desde su incorporacion
a las matematicas como un método para hallar areas hasta su formalizacion como un nuevo
objeto matematico. Ello no solo para hallar areas de figuras geométricas, sino también para hallar
areas bajo curvas de funciones muy irregulares y funciones no acotadas; asi mismo, se observa
su relacion con la derivada y sus aplicaciones fuera del &mbito de las matematicas a través de

las tareas Ts, Tey Tv.

Capitulo IV: Analisis del libro de texto

4.1 Momento de publicacion del libro

En esta segunda edicion del libro Tépicos de calculo, volumen I, los autores mencionan
en el prologo que se han esforzado por presentar el célculo integral. Para esto consideran las
funciones reales de una variable real y la geometria analitica en el espacio, de tal forma que
resulte provechoso para los estudiantes, no solo de matematicas, sino de otras especialidades.
Indican también que la orientacién principal del libro esta enfocada de manera general hacia
aplicaciones en diversas areas de la ciencia, lo cual permite ampliar el uso y la utilidad del texto
(Mitacc y Toro, 2009).

4.2 Representatividad de la obra

En esta parte se hara una descripcion de la forma en que los autores abordan la
organizacion de los diferentes temas que conforman el concepto de la integral definida. El interés
de esta investigacion se centra en el capitulo 2, desde la seccion 2.2: “Calculo del area de una

region plana por sumatorias” hasta la seccion 2.6: “Teoremas fundamentales del calculo integral”.

2.2 Calculo del area de una region plana por sumatorias

Esta seccion esta dividida en dos partes:

2.2.1 Particidon de un intervalo cerrado.

2.2.2 Aproximacion del area de una region por areas de rectangulos.

2.2.1 Particion de un intervalo cerrado
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La seccion comienza presentando la definicion 1 acerca de la particién de un intervalo
cerrado. Asimismo, se indican conceptos adicionales acerca de dicha definicidn, los cuales estan

presentados en la observacion 1, como se muestra en la Figura 21.

Figura 21. Particion de un intervalo cerrado.

Definicién 1. Sea [a;b] un intervalo cerrado. Una particién del intervalo [a; b]
es el conjunto P de puntos Xg, Xy, X3, ..., X,; CON @ = Xg < X; < X5 ... < X, = b.
Se denota con P = {x, X1, X3, ..., X }.

Observacion 1

i) Toda particién P de [a; b] divide en n subintervalos al intervalo [a; b).

ii) La longitud de cada subintervalo [x;_,;x;], para i=12,..,n, se denota
con Ajx = x; — X;..1 . Se verifica

n
Zﬂfx=b-a
=1

iti) Se llama norma o didmetro de la particién P al niimero
IPll = max{a;x / i=12,..,n}

iv) Cuando el intervalo [a; b] se divide en n partes iguales, la longitud de cada
subintervalo es

b—a
n
En este caso, los extremos de cada subintervalo son

Xg=a, xy=a+Ax,x; =a+248x,..,x;=a+iAx,.., x, = b

Ax =

Nota. Adaptado de Tdépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Seguidamente, los autores pasan a definir el punto 2.2.2:

2.2.2 Aproximacion del area de una region por areas de rectangulos

En esta seccion, tomando como base una funcién continua positiva, los autores
aproximan el area bajo la curva mediante n rectangulos inscritos y circunscritos. Ello forma un

poligono rectangular inscrito y circunscrito respectivamente, tal como muestra la Figura 22.
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Figura 22. Aproximacién del area de una region por areas de rectangulos.

Fig. 2.2 Fig. 2.3

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

A continuacion, muestran que existen las areas 4; y As. A; representa el supremo de todo
el conjunto de areas de los poligonos rectangulares inscritos y A, el infimo de todo el conjunto

de poligonos circunscritos a la region A.

Usando la definicion de infimo y de supremo, los autores contindan explicando que el

area de la regidn A si existe debe estar entre A4; y A, y demuestra que 4; = A, y que, por lo tanto,
A=A; = A

Indican que si ty, ty, ... ... ,t, son puntos elegidos de los n subintervalos con t; € [x;_q;x;], i =

1,2,....n , entonces,

A= ||zlvi||r20 (Zf (ti)Aix>
i=1

Finalmente, terminan con dos observaciones acerca de las definiciones dadas
anteriormente tomando como punto de partida la parte 4 de la observacién 1 tal como se muestra

en la Figura 23.
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Figura 23. Observacion 2.

i) Considerando la parte (iv) de la observacion 1, si cada t; es el extremo
derecho de cada subintervalo (t; = a+ iAx, i =12,..n) y teniendo en -
cuenta que |[P|| - 0 & n — oo, entonces (11} puede ser escrito como:

A= ;Z;E.Tg (Z f(t,-)Ax) 6 A= igg) (Afo(ti)) u? .. (1)
i=1 i=1

donde Ax:—n—, ti=a+idx, i=1,..,n

{Esta formula es un caso particular).

ii) Si cada t; es el extremo izquierdo de cada subintervalo, entonces
tt=a+(—-1DAx, i=1,...,n

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Termina la seccion presentando 7 ejemplos y 16 problemas propuestos; seguidamente,

se aborda la seccion 2.3: “suma Superior y suma Inferior”.

2.3 Suma superior y suma inferior

En esta seccion, mediante la definicion 3, los autores indican que si f es acotada en un

intervalo / con particion P siendo [; un subintervalo de /, entonces, existe m; y M;, infimo y

supremo de f(x) respectivamente, en el subintervalo I;. Asi, se cumple que m; < f(x) < M;.

Con estas dos definiciones, definen la suma inferior de f para P:
n
Q(f, P) = ijij
j=1
y la suma superior de f para P como

S(f;P) = ZM,-A,-x
j=1

]

A continuacion, Mitacc y Toro (2009) presentan 3 ejemplos y dividen el resto de la seccion
en dos partes:

2.3.1 Significado geométrico de las sumas superiores e inferiores.
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2.3.2 Propiedades de las sumas superiores e inferiores.

2.3.1 Significado geométrico de las sumas superiores e inferiores.

Las sumas inferiores y sumas superiores son mostradas en la Figura 24:

Figura 24. Significado geométrico de las sumas superiores e inferiores.

y y

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Los autores denominan a h;A;x como el area algebraica del rectangulo, cuya base es I;

y altura | h; |, tal que h;, es m; o M;. Muestran, ademas, las sumas inferiores y superiores para

una funcién no necesariamente positiva.

Seguidamente, terminan la seccién mostrando las Figuras 25, 26 y 27, tres proposiciones

qgue son las propiedades de las sumas superiores e inferiores.

Figura 25. Propiedades de las sumas superiores e inferiores: proposicion |.

Como f es acotada sobre /, existen m y M tales que

m =inf{f(x) / x €1} y M=sup{f(x) / x€l}

Proposicién 1. Sea f una funcion acorada on [ =[a;b] y P = {x,x, s Xn}
una particion de /. Entonces

m(b —a) < S(f,P) < S(f,P) < M(b - a) (1)

Nota. Adaptado de Topicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-ll-Mitacc
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Figura 26. Propiedades de las sumas superiores e inferiores: proposicion .

Proposicion 2. Si f es una funcién acotadaenl,y P, y P, son dos particiones
de I tales que P, es un refinamiento de P, . (P, C P,), entonces

a) S(f,P) <SSPy S(f.P) = S(f,Py)

h) Si P, — P, tienen r puntos. eﬁtonces
S(f,P) = S(f.P) < r(M —m)|[P|
S(f.P) = S(f.P) <7(M —m)||P,|

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Figura 27. Propiedades de las sumas superiores e inferiores: proposicion Ill.

Proposicion 3. Sea f una funcion acotada en I, y P, y P, dos particiones
arbitrarias de /. Entonces

S(F.P) < 5(F.Py) | ()

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

De estas tres, se demuestran la proposicion 1y la proposicion 3. La proposicién 2 la dejan

como tarea para ser demostrada por el lector.
2.4 Integrales Inferiores y Superiores

En esta seccion, los autores definen D como el conjunto de todas las particiones P
posibles de / e indican que la primera proposicién de las sumas superiores € inferiores asegura

que los conjuntos [ S(f; P) / P € D] y [S(f; P)/ P € D ] estan acotados superior e inferiormente.

Definen, asi, a la Integral inferior de f en / como
b
J= f f(x)dx = sup|[ S(f;P) / P € D]
a
y a la Integral superior de f en | como

b
T= [ feaax = infs(r: P/ P D]

Los autores unen ambas definiciones en una sola titulada como definicion 4.
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La seccion termina mencionando cuatro propiedades. Las tres primeras son

desigualdades y la ultima dos igualdades, tal como se indica en la Figura 28.

Figura 28. Propiedades de las integrales superiores e inferiores.

1. Si f es funcidn acotada en /. entonces

1<] 6 "f(x)dxsjwf(x)dx (3)

Ya a

b2

Si f es funcién acotada en |, entonces
mb—-a)<]<]<M(b-a) (4)
donde m =inf {f(x) /f x€l} y M=sup {f(x) / x €I}

T

Si f esacotadaen [, existen ¢; y ¢; € I tales que
J=fledb—a)y J=fle)(b—a) (5)

de modoque m < f(¢;) < f(c,) = M.

4 Sifesacotadaenly c € {a;b), setiene

- f feodx = f “Flodx + [ Ef(x)cix

J:f(x)dx = f:f(x)dx + Lbf(x)dx

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

2.5 Integral de Riemann

Teniendo ya el conocimiento previo, la Figura 29 muestra la definicién de la Integral de

Riemann.

Figura 29. Integral de Riemann.

2.5 INTEGRAL DE RIEMANN

‘Definicion 5. Se dice gue una funcién acotada f:/ — R es integrable Riemann
en I si

I = f:f(x)dx = j;hf(x)dx = jff(x)dx

Nota. Adaptado de Topicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-1I-Mitacc
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Seguidamente, se presentan 2 ejemplos para luego, mediante la observacion 3,
detallar cual es la interpretacion geométrica de la integral definida. Dicha observacién se
muestra en la Figura 30.

Figura 30. Interpretacion geométrica de la integral definida: observacion 3.

Observacién 3. Imerpremadu _geometrica de la integral definida de una funcion
continua f en [a; b]

De la interpretacion geomemca de las sumas superiores e inferiores (secc. 2.3.1),
deducimos que si R es la region plana limitada por las grdficas de f, las rectas

x=a, x=>b yelejex, y A(R) representa numéricamente al drea de la region
R; entonces

| N
a) Si f(x) 20, vx€la;b], AR) =.f fx)dx

b ..
by Sif(x) <0, vVx€[ab], -A(R)=f F(x)dx

b ’ .
¢) Si al nimero f f(x)dx lo llamamos 4rea algebraica, para una funcién

a
arbitraria f continua en [a; b, esta integral definida de f en [a; b] representa
la suma de las dreas algebraicas de las regiones determinadas por la grdfica de f
y el eje x, desde x = a hasta x = b.

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Después de presentar el ejemplo 22, presentan el criterio de integrabilidad de Riemann,
tal como se aprecia en la Figura 31.

Figura 31. Criterio de integrabilidad de Riemann: teorema 1.

Teorema 1 (Criterio de integrabilidad de Riemann). Si f es una funcién
acotada en I, una condicién necesaria y suficiente para que f sea integrable en / ¢s
que dado € > 0 arbitrario, exista una particion P de /I tal que

S(f.P)—S(f.P)<¢ (6)

Nota. Adaptado de Topicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-1I-Mitacc
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Los autores demuestran este teorema, partiendo primero de que si f es integrable en /

entonces,
S(f; P) =S(f; P) <S(f;P,) = S(f; 1) <€
De tal formaque P, U P, =P

Luego, se demuestra que, dado un € > 0 en el que existe una particion P de /, tal que
S(f; P) — S(f; P) < €, se obtendria que

f esintegrable en /

Posteriormente, indican, sin demostracion, la definicibn 6 y 7, y la proposicion 4,

presentadas en las Figuras 32 y 33 respectivamente.

Figura 32. Integral definida: definicion 6 y 7.

Definicion 6. Si1 a < b | se define
b

a ~ b
f f(x)dx = —J f{x)dx,siempre que f fF(x)dx exista.
b a

€

Definicion 7. Si f es una funcidon definida en a. se define

~

| rexoax =o

“a

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Figura 33. Integrabilidad de una funcién continua: proposicion 4.

Proposicion 4. Si f es una funcion continua en | = [a;b]. entonces f es
integrable en /.

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-ll-Mitacc

A continuacion, se presenta ocho propiedades de la integral definida, tal como se detalla

en la Figura 34:

107


https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-II-Mitacc
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-II-Mitacc

Figura 34. Propiedades de la integral definida.

[. 8i f es una funcidn integrable en I, entonces es integrable en -cualquier
subintervalo [c;d] < I.

2. Si f es una funcion integrable en I, entonces para toda constante real k, kf es
integrable en I v se tiene:

) o b
f k f(x)dx = kf ) dx (9)

Lk

Si f ¥ g son funciones integrables en I, entonces f + g es integrable en [ v se
tiene:
~ b b (]
J [f(x) £ g(x)]dx = ( fl[x)dx_'tf alx)dx (10}
4. Si f es integrable en los intervalos [a;c] y [c; b], entonces f es integrable en
I = [a; b] vy se tiene;
b [ h
f f(.r)a’x=f f(x]dx+J. flx)dx (11)
a a [=

(Propicdad aditiva respecto al intervalo de integracién).

Esta propiedad es vilida para tres niimeros arbitrarios a, b, ¢ siempre que ias
tres integrales existan.

5. Sifesintegrableen ! = [a;b] v f(x) = 0, ¥ x € [. entonces

J:,f'(x}dx >0 (12)
6. Si f y g son funciones integrablesen I y f(x) < g(x), ¥ x €/, entonces
fhf(x}dx = J-bg(x)dx {13)
a a
7. Sifesintegrableen/ = [a;b] y m< f(x) <M, Vx e, entnﬁces
m(b —a) < fbr(x)ax < M(b—a) (14)
a
B. Sif esintegrable en [, entonces
[ reoa] < [Mirconas 15)

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-ll-Mitacc

Seguidamente, los autores presentan en la Figura 35, el teorema del valor intermedio

para integrales:
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Figura 35. Teorema del valor intermedio para integrales: teorema 2.

Teorema 2. Si f es una funcidén continua en / = [a; b], entonces existe ur
numero ¢ € [ tal que

b
f fdx = £(e)(b - a)

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Los autores demuestran este teorema haciendo uso de la proposicion 4 y de la propiedad

7 de la integral definida; asi, se obtiene la siguiente desigualdad:
b

m(b —a) < f f(x)dx < M(b —a)
a

Dividen ambos miembros por (b — a) y haciendom = f(x,) y M = f(xp) con x,,, ¥ xp €
al. A continuacion, indican que por el teorema del valor intermedio para funciones continuas

existe un centre x,, y x); € al tal que

[7 f(x)dx

flo) == —

Asi concluyen que

b
[ reoax = r@6 -

La investigacion termina con la seccién 2.6, que presenta los dos teoremas

fundamentales del calculo integral.

2.6 Teoremas fundamentales del calculo integral

Se comienza la seccién con la presentacion del primer teorema fundamental del calculo

integral, que se muestra en la Figura 36.
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Figura 36. Primer teorema fundamental del calculo integral: teorema de Barrow.

Si f es una funcion continuaen I = [a;b] y F es la funcidn definida por

X
F(x) = f f(t)dt, x € 1, entonces se tiene

F'(x) = ;—x(fo(t)dt) =f(x),vxel

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Para demostrarlo, los autores llegan, a través de la definicién de derivada, a la siguiente

igualdad:

[ fodt

F'x) = lim=—

Luego, haciendo uso del teorema del valor intermedio para integrales, definen que

x+h
f f®)dt = f(c)(x + h—h) = hf(c), centrexyx+h

reemplazando en la expresidn anterior concluyen que

Fe = hm
F'(x) = f(x)

Por ultimo, se hace una observacion a este teorema, que se muestra en la Figura 37:
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Figura 37. Integral definida e integral indefinida: observacion 4.

Observacion 4. Este teorema esiablece un enlace entre los conceptos de integral
definida e indefinida. Se prueba que una funcion f continua en | admite una

antiderivada dada por F(x) = f: f(t)dt, pues F'(x) = f(x),vx €l

Este es un teorema de existencia, pues si f es una funcién continua en 1, existe
F(x) = [T f(t)dt tal que F'(x)=f(x),Yx€I Como F(a)=0,F es la
antiderivada de f en | cuya grdfica pasa por el punto (a; 0).

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

A continuacién, realizan la demostracion del segundo teorema fundamental del célculo

integral, presentado en la Figura 38:

Figura 38. Segundo teorema fundamental del calculo integral.

Si f es una funcion continua en [ = [a;b] y F es una antiderivada de f en [
(F'(x) = f(x), ¥ x €I), entonces

b
f f()dx = Fb) - F(@) = [F()) (16)

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Los autores lo demuestran mediante el primer teorema fundamental y la observacién 4.
Indican, entonces, que existe una constante c, tal que F(x) = F(x) + ¢, siendo F(x) = f;f(t)dt.
Teniendo lo siguiente

F(b) =F(b) + ¢
F(a) =F(a) +c

Se restan ambas expresiones y, tomando en cuenta las consideraciones anteriores, se

obtiene que

b
[ £eade = F) - F@

a
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Se continua la seccion con la observacion 5, mostrada en la Figura 39.

Figura 39. Calculo de la integral definida y notacién: observacién 5.

a) |F(x)]5 es una notacion para F(b) — F(a).

hi La formula dada en (16) es llamada “Férmula de Newton-Leibniz" debido a
que estos dos matemdticos establecieron, independientemente uno del otro, la
relacion intima entre los conceptos de la derivada y de la integral.- EI nombre
que se le da a esta formula cs convencional, ya que ni Newton (1642-1727) ni
Leibniz (1646-1716) dieron exactamente con esta formula.

) Obsérvese que la diferencia F(b) — F(a) no depende de la eleccion de la
antiderivada F, puesto que todas las antiderivadas se diferencian en una
constante, la que desaparece al efectuar la diferencia. Por eso, al calcular una
integral definida no es necesario considerar la constante en la antiderivada.

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Se termina la seccion con 6 ejemplos y 18 ejercicios propuestos. Dichos ejercicios

abarcan los temas abordados desde la seccion 2.3 hasta la 2.6.

A modo de conclusién y previo a presentar el siguiente apartado acerca de la estructura
del libro, se presenta la Tabla 6. Esta muestra la cantidad de definiciones, teoremas,
proposiciones, propiedades, ejemplos y ejercicios propuestos encontrados en las secciones del

capitulo 2 que se han analizado.

Tabla 6. Resumen en numeros de las secciones analizadas.

Definiciones | Teoremas | Proposiciones | Propiedades | Ejemplos | Ejercicios
propuestos

7 4 4 15 21 33

Fuente. Elaboracién propia.

4.3 Estructura del libro.

La estructura del libro Topicos de calculo, volumen Il se conforma de un prélogo y el

desarrollo de siete capitulos. Cada capitulo contiene definiciones, proposiciones, propiedades,
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teoremas, ejemplos y ejercicios propuestos, de manera similar al capitulo 2. Las proposiciones
se demuestran o se dejan como tarea para ser demostradas por el lector; los teoremas vienen
con su respectiva demostracion y los ejercicios propuestos vienen, en general, con su respectiva

respuesta.
A continuacién, se muestra el contenido de los 7 capitulos que conforman el libro:

En el capitulo 1, se estudia la integral Indefinida. Dicho capitulo esta dividido en 12

secciones y abarca desde la pagina 1 hasta la 94.

A continuacion, se muestra en la Figura 40 cédmo esta conformado el capitulo 2, punto de

interés de la presente investigacion.

Figura 40. Capitulo 2.

CAPITULO 2: INTEGRAL DEFINIDA

SUMAtOrIAS. ... e e 95
Calculo del drea de una region plana por sumatorias ............. 104
Suma superior y suma inferior .............ceeviiveiiinienin 112
Integrales inferiores y superiores ............ i et 115
Integral de Riemann ..............ccoiiiiiiiiii e, 116
Propiedades de la integral deﬁmda ..... P 120
Teoremas fundamentales del calculo integral ..................... 121
Cambia de variable en una integral definida ..................... 130
Integracion por partes en una integral definida ................... 134
Calculo aproximado de las integrales definidas................. 144

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-ll-Mitacc

Este capitulo, desde la seccion “Calculo del area de una regién plana por sumatorias”
hasta la de “Teoremas fundamentales del calculo integral” esta dividido en 10 secciones y abarca
desde la pagina 95 hasta la 148.

El capitulo 3 aborda las integrales impropias; dicho capitulo esta dividido en 3 secciones
y abarca desde la pagina 149 hasta la 166.
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El capitulo 4 estudia las aplicaciones de la integral definida; dicho capitulo esta dividido

en 8 secciones y abarca desde la pagina 167 hasta la 236.

El capitulo 5 aborda el tema de las coordenadas polares; dicho capitulo esta dividido en

12 secciones y abarca desde la pagina 237 hasta la 272.

El capitulo 6 se estudian las rectas y planos en el espacio tridimensional; dicho capitulo

esta dividido en 14 secciones y abarca desde la pagina 273 hasta la 341.

Finalmente, el capitulo 7 estudia las superficies; dicho capitulo esta dividido en 8

secciones y abarca desde la pagina 342 hasta la ultima, la 379.

4.4 Analisis ecolégico del libro

Los temas tratados en el libro Tépicos de calculo volumen Il, desde capitulo 1 hasta el 4,
van de acuerdo con el silabo del ciclo 2022-2 del curso denominado Calculo Il del area de
Ingenieria de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos (UNMSM). El libro es relevante en

su bibliografia de consultas, tal como lo muestra la Figura 41.

Figura 41. Fuentes de informacién del silabo del curso Calculo Il.

Nota. Adaptado de Silabo Calculo Il [Imagen], por UNMSM, 2022, Calculo Il silabus-2022- -
UNIVERSIDAD NACIONAL MAYOR DE SAN MARCOS ESCUELA DE ESTUDIOS
GENERALES - Studocu

Parte de la sumilla del curso de Calculo Il menciona el desarrollo de los siguientes temas:
La integral indefinida, métodos de integracion, la integral definida y sus propiedades; Integracion
numérica; La integral impropia, criterios de convergencia; Aplicaciones de la integral definida:
areas, volumen, longitud de arco, centro de masa, momento de inercia, trabajo fuerza (UNMSM,
2022, p. 1).
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Los temas mencionados en la sumilla también son estudiados en el libro de texto, como
se puede comprobar al revisar la estructura del libro en el punto 4.3 de este capitulo. Con ello,
se concluye que la funcién (el nicho) de la integral definida en el libro de texto (habitat de este

objeto matematico) no solamente se limita a hallar areas de figuras planas.

Para esta investigacion, es de interés el capitulo 2. Este esta dedicado al estudio de la
integral definida que se encuentra en la unidad tematica 2 del curso; dicha parte del silabo es
mostrada en la Figura 42 y representa una caracterizacion parcial del Modelo Epistemoldgico

Dominante (MED) en esta unidad tematica.

Figura 42. La integral definida en el silabo del curso Calculo .

Nota. Adaptado de Silabo Calculo Il [Imagen], por UNMSM, 2022, Calculo Il silabus-2022-11 -
UNIVERSIDAD NACIONAL MAYOR DE SAN MARCOS ESCUELA DE ESTUDIOS
GENERALES - Studocu
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En la Figura 43, que se presenta a continuacion, se aprecia la relacién del curso Calculo

Il con cursos anteriores y posteriores, asi como conocer junto con qué cursos se ensena.

Figura 43. Parte de la malla curricular de la EP de Ingenieria Industrial de la UNMSM

Nota. Adaptado de Malla curricular de la EP de ingenieria industrial 2023 [Imagen], por
UNMSM, 2023, https://industrial.unmsm.edu.pe/wp-content/uploads/2024/04/Malla-Curricular-

2023-Ingenieria-Industrial.pdf

En esta parte de la malla curricular se observa que el curso Calculo Il (recuadro rojo) se
ensefia en el segundo semestre de la carrera de Ingenieria Industrial, junto con los cursos
Quimica General, Fisica, entre otros. Se observa como requisitos para llevarlo el haber aprobado
el curso Calculo I. Por otro lado, se aprecia que, al aprobar el curso, permite llevar el curso

Calculo lll, prerrequisito para llevar el curso Métodos Numeéricos.
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4.5 Analisis praxeolégico del libro

A continuacién, se presentan los tipos de tareas y tareas encontradas en el capitulo que
consideramos para el analisis. Las tareas estan presentadas con una técnica general que
abarcan diversos ejemplos y ejercicios propuestos; cada técnica esta acompanada de su

tecnologia y teoria correspondiente.

Se comenzara con el analisis de los ejemplos y ejercicios propuestos de la seccidn
denominada “Calculo del area de una regiéon plana por sumatorias”. En primer lugar, se
identificaran los tipos de tareas, técnicas y tecnologias involucradas, asi mismo la teoria

predominante.

4.5.1 Calculo del area de una region plana por sumatorias.

Tipo de tarea T4: Calcular, mediante rectangulos inscritos, el area de una region limitada por

una funcién conlasrectas X = X; ,X =X, yeleje X.

Subtipo de tarea t4,1: Calcular, mediante rectangulos inscritos, el area de una regién limitada

por una funcion lineal positiva con lasrectas X = X; , X = X, yeleje X.

Técnica T4,

Paso 1: Dibujo de la Regién.

Paso 2: Calculo de t; mediante la formula dada en la observacion 2ii (Figura 23).
Paso 3: Calculo de A;x mediante la formula dada en la observacion 2i (Figura 23).

Paso 4: Calculo del area A mediante la féormula dada en la observacion 2i.

- A= lim (S, f(6)A0)

Paso 5: Calculo de la sumatoria Y7, f(t;)Ax usando las propiedades Y, k = nk, tal que k es

__n(n+1)

constantey Yt ;i ;

Paso 6: Tomar como limite al resultado de la sumatoria.

Tecnologia:
64: Particion de un intervalo, 8,: Limites, 83: Sumatorias.

Teoria 0;:
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Analisis real.

A continuacion, se muestra en la Figura 44 la unica tarea t1,1 en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 44. Tarea t1,1: ejemplo 10.

Ejemplo 10. Por rectangulos inscritos, calcule el drea de la regién R limitada por
las graficasde y=x+1, x=0, x =3 yelejex.

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Tipo de tarea T2: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una regién limitada

por una funcién continua y positiva las rectas verticales y el eje X.

Subtipo de tarea t..1: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una region
limitada por una funcién polinémica de grado n < 3 con rectas verticales X = X; yX = X, yel eje
X.

Técnica T2.1:

Paso 1: Dibujo de la Regién

Paso 2: Calculo de t; y Ax mediante las formula dadas en la observacion 2i.
Paso 3: Calculo del &rea A mediante la formula dada en la observacion 2i.

- A= lim (S, £(t)A0)

Paso 4: Calculo de la sumatoria }.i-, f(t;)Ax usando la propiedad )i, k = nk y alguna o todas

- . . n(n+1 , n(n+1)(2n+1 , n?(n+1)>2
las siguientes propiedades: (X1, i = (2 ) n it =%, nid =%,
n 4 _ nm+1)(6n3+9n2+n-1)
=1l = )

30

Paso 5: Tomar como limite al resultado de la sumatoria.

Tecnologia:

64: Particion de un intervalo, 8,: Limite, 83: Sumatorias.
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Teoria 0,:
Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 45 una tarea t21, en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 45. Tarea t,1: ejemplo 11.

Ejemplo 11. Por rectangulos circunscritos, calcule el area de la region R limitada
por las graficasde y = x?, x =3 y el gje x.

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en el ejemplo 12 y en los ejercicios propuestos 1, 2, 3, 6,

7 y 10. Con ello, se obtiene en total 8 tareas tz.1.

Subtipo de tarea t.,: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una region

limitada por la funcién raiz cuadrada con la recta vertical X = X; y el eje X.
Técnica T22:
Paso 1: Cambio de la variable independiente.

Paso 2: Obtencién de los nuevos limites de la region:

= Las funciones f(y) y g(y) = X;
= lospuntosY; =0y Y, =f(X;)

Paso 3: Dibujo de la Region.

-1
n

Paso 4: Calculo de Ay =
Paso 5: Calculode z; =Y, + iAy
Paso 6: Calculo de f(z;) y g(z;)
Paso 7: Calculo del area A mediante la férmula:

= A= lim (B, (9(z) — f(2))Ay)
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Paso 8: Calculo de la sumatoria Y., (g(z;) — f(z;)Ay, usando las propiedades Y[~ k = nk, tal

n(n+1)(2n+1)

que k es constantey Y1, i? = .

Paso 9: Tomar como limite al resultado de la sumatoria.
Tecnologia:

64: Particién de un intervalo, 8,: Limite, 83: Sumatorias
Teoria 0,:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 46 una tarea t22, en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 46. Tarea t,: ejemplo 16.

Ejemplo 16. Calcule el area de la region limitada por las graficas de y = 2vx |
glex, y x=9.

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en el ejercicio propuesto 5. Asi, hay en total 2 tareas tz..

Subtipo de tarea t.3: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una region

limitada por la funcién valor absoluto: f(x) = a—| x |, y el eje X.

Técnica T23:

Paso 1: Aplicar la técnica T2.1 para hallar el area A limitada por la funcién
* fx)=a-x,x=0yelejeX

Paso 2: Esta area es simétrica con respecto al area limitada por la funcién

e f(x)=a+x,x<0yelejeX

Paso 3: El area sera igual a 2A.
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Tecnologia:

6,: Particion de un intervalo, 6,: Limite, 83: Sumatorias, 8,: Funciones.
Teoria:

Particion de un intervalo cerrado y teoria de sumatorias.

A continuacion, se presenta en la Figura 47 una tarea t23, en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 47. Tarea t,3: Ejercicio propuesto 4.

Ly=4-|x|, x=-4,x=4, elejex R. 8u?

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en el ejercicio propuesto 8; Asi, hay en total 2 tareas tz.

Subtipo de tarea t.4: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una region

limitada por la funcién exponencial, X = X; y X = X, yel eje X.

Técnica T24:
Paso 1: Aplicacion de los 3 primeros pasos de la técnica Ta,1.

Paso 2: Aplicar la propiedad Y™, a' = a(ale) a la sumatoria )i~ f(t;)Ax

Paso 3: Aplicar la regla de L’Hdspital al limite y tomarlo.
Tecnologia:

04: Particién de un intervalo, 0,: Limites, 83: Sumatorias.
Teoria 0,:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 48 la unica tarea t2.4 en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

121


https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-II-Mitacc

Figura 48. Tarea t; 4 ejemplo 13.

Ejemplo 13. Calcule ¢l drea de la region R limitada por las graficas de y = e*,
x=0,x=1yeleer

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Subtipo de tarea t.s: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una region

limitada por la funcién trigonométricaCos x, X =X, y X = X, yeleje X.
Técnica T2s:

Paso 1: Aplicacién de los 3 primeros pasos de la técnica Ta21.

Cos (n+1)x+Cos nx—Cosx—1

Paso 2: Aplicar la propiedad Y;}}_; Sen kx = a la sumatoria ;- f(t;)Ax

2Senx
Paso 3: Tomar como limite al resultado de la sumatoria.
Tecnologia:

04: Particién de un intervalo, 6,: Limite, 83: Sumatorias.
Teoria 0,:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 49 la Unica tarea t25 en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 49. Tarea t25: ejemplo 14.

Fjemplo 14. Calcule el drea de la region bajo la grafica de f(x) = senx en
|0;/2).

Nota. Adaptado de Topicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-ll-Mitacc
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Subtipo de tarea t26: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una region
limitada por la funcién trigonomeétrica inversa Senh x conlasrectas X =X, y X = X, yel eje
X.

Técnica T2e:

Paso 1: Aplicacion de los 3 primeros pasos de la técnica Ta,1.

Cosh (n+1)x+Cosh nx—Coshx—1
2Senhx

a la sumatoria

Paso 2: Aplicar la propiedad }}_,Senkx =
2iq f(&)Ax.

Paso 3: Tomar como limite al resultado de la sumatoria.
Tecnologia:

04: Particién de un intervalo, 6,: Limite, 83: Sumatorias.
Teoria 0;:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 50 la Unica tarea t26 en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 50. Tarea t,6: ejemplo 15.

Calcule el drea de la region bajo lacurva y = senh x en [0;1].

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Subtipo de tarea t.7: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una regién
limitada por la funcién trigonométrica inversa Coshx conlasrectas X =X, yX =X, yel eje
X.

Técnica T27:

Paso 1: Aplicacién de los 3 primeros pasos de la técnica Ta2,1.
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Paso 2: Aplicar la propiedad Y™, Cosh (t;) = Sttttotsent W-Senh(t) 5 |5 gymatoria

2Senh(t;)
Yica f(t)Ax.

Paso 3: Tomar como limite al resultado de la sumatoria.
Tecnologia:

64: Particidon de un intervalo, 6,: Limite, 83: Sumatorias.
Teoria 0,:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 51 la Unica t27 tarea en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 51. Tarea t,7: ejercicio propuesto 13.

13.y=coshx, x=0, x=1, ejex R. senh(1)ut

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Tipo de tarea Ts: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una regién limitada

por una funcién continua y no necesariamente positiva con las rectas verticales y el eje X.

Subtipo de tarea t;:: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una region
limitada por una funcién polindbmica continua y no necesariamente positiva de grado n < 3 con

lasrectas X =X, yX =X, yelejeX.
Técnica T3 1:

Hallar los puntos de interseccion X de la grafica con el eje X.
Paso 1: Dividir el intervalo cerrado endos: < X; , X" >y < X', X, >. X" es el punto de interseccion

de la funcion con el eje X.

Paso 2: Aplicar la técnica T2.1 para cada intervalo.

124


https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-II-Mitacc

Paso 3: Sumar los resultados encontrados en cada intervalo.
Tecnologia:

64: Particidon de un intervalo, 6,: Limite, 83: Sumatorias.
Teoria 05:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 52 una tarea tz 1 en la que se desarrolla la técnica

mostrada.

Figura 52. Tarea t3 1. ejercicio propuesto 11.

©3]

N
\

-4)112

1
Hy=x'-2x-1,eex, x=1, x=4 R,{?
\\

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en el ejercicio propuesto 12; asi, hay en total 2 tareas

ta.1.

Subtipo de tarea t;»: Calcular, mediante rectangulos circunscritos, el area de una region

limitada por una funcion trigonométrica con lasrectas X = X; yX =X, y el eje X.
Técnica T32:

Paso 1: Aplicar los 2 primeros pasos de la técnica anterior.

Sen(n+1)x+Sen (nx)—Sen x

Paso 2: Aplicar la propiedad )., Cos (ix) = a la sumatoria })i-; f(t;)Ax en

2Senx

cada intervalo.

Paso 3: Sumar los resultados encontrados en cada intervalo.
Tecnologia:

64: Particion de un intervalo, 8,: Limite, 83: Sumatorias.
Teoria 05:

Analisis real.
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A continuacion, se presenta en la Figura 53 la uUnica tarea t32 en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 53. Tarea t32: ejercicio propuesto 14.

, ejex R. 2u?

: n
14 y=cosx, x=—==, x ==
Y 2’72

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Tipo de tarea T4: Calcular, mediante rectangulos circunscritos el area de una regién limitada

por funciones cuadraticas y rectas verticales.

Subtipo de tarea ts1: Calcular, mediante rectangulos circunscritos el area de una region

limitada por dos funciones cuadraticas: g(x) y h(x) ylasrectas X = X; y X = X,.
Técnica T41:
Paso 1: Sea f(x) = h(x) — g(x)

Paso 2: Aplicar la técnica 121 como si la region estuviera limitada por la grafica f (x) con las rectas
X=X,yX=X,yel gje X.

Paso 3: El area sera el valor absoluto del resultado obtenido.
Tecnologia:

04: Particiéon de un intervalo, 0,: Limite, 83: Sumatorias, 84: Funciones.
Teoria 6,:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 54 la unica tarea ts,1 en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 54. Tarea t4 1. ejercicio propuesto 16.

16.y=3¢" y=-1-3¢ x=0,x=3 R 57

126



Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Subtipo de tarea ts»: Calcular, mediante rectangulos circunscritos el area de una region

limitada por dos funciones cuadraticas: g(x) y h(x).
Técnica T42:
Paso 1: Hallar los puntos de interseccion de las funciones.

Paso 2: Aplicar la técnica T2,1en la que X; y X, seran los puntos de interseccion de las funciones
g(x)y h(x).

Tecnologia:

04: Particién de un intervalo, 0,: Limite, 83: Sumatorias, 8,4: Funciones.

Teoria 0,:

Andlisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 55 la Unica tarea t42 en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 55. Tarea t4: ejercicio propuesto 9.

ly=i, y=4-3 R

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-ll-Mitacc

Subtipo de tarea t43: Calcular, mediante rectangulos circunscritos el area de una region,

limitada por cuatro funciones cuadraticas: f; ;3, = +(x + a)?
Técnica Ts3:

Paso 1: La funcion (x — a)? es simétrica respecto al eje X con la funcion (x + a)?.

Paso 2: La funcion (x — a)? es simétrica respecto al eje Y con la funcion —(x — a)?.
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Paso 3: La funcion (x + a)? es simétrica respecto al eje Y con la funcion —(x + a)?.

Paso 4: Aplicar la técnica para la tarea t,1 para hallar la region A limitada por la grafica f(x) =

(x —a)?, lasrectasX =0,X = ay el eje X.

Paso 5: El area de la region sera 4A.

Tecnologia:

64: Particién de un intervalo, 6,: Limite, 83: Sumatorias, 8,: Funciones.
Teoria 0,:

Andlisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 56 la uUnica tarea t43 en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 56. Tarea t43: ejercicio propuesto 16.

16, y=3x%, y=-1-3% =0, y=3 R 5Tt

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Seguidamente, se presenta el analisis de los ejemplos y ejercicios propuestos, que
abarcan desde la seccion “Sumas superiores y sumas inferiores” hasta la seccion “Teoremas

fundamentales del calculo integral”.

4.5.2 Sumas superiores y sumas inferiores, integrales superiores e integrales

inferiores, integral de Riemann, teoremas fundamentales del calculo integral

Tipo de tarea Ts: Hallar la suma superior y suma inferior de una funcion.
Subtipo de tarea ts1: Hallar la suma superior S(f; P) y la suma inferior S(f; P) de una funcién f

definida en un intervalo I = [a, b], en el que P es una particion de I.

Técnica Ts1:
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Paso 1: Aplicacién de la definicién tres (pagina 101 del presente trabajo).
Tecnologia:

65: Sumas superiores y sumas inferiores.

Teoria 05:

Andlisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 57 una tarea ts 1 en la que se desarrolla la técnica

mostrada.

Figura 57. Tarea t51: ejemplo 17.

Sea f(x) =k a funcion constante definida en 1= [a; b}

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en los ejemplos 18 y 19; asi, es obtiene en total 3 tareas

t5,1.
Tipo de tarea Te: Determinar si una funcién f es integrable.

Subtipo de tarea ts,1: Determinar si una funcion f definida en un intervalo I = [a, b] es integrable.

Si f es integrable, hallar la integral.

Teécnica Te,1:

Paso 1: Aplicacion de la definicién tres (pagina 101 del presente trabajo).
Paso 2: Aplicacion de la definicién cuatro (pagina 103 del presente trabajo).
Paso 3: Aplicar la definicion cinco (Figura 29).

Tecnologia:

65: Sumas superiores y sumas inferiores.

Teoria 05:

Analisis real.
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A continuacién, se presenta en la Figura 58 una tarea ts1 en la que se desarrolla la técnica que

se ha mostrado.

Figura 58. Tarea fs1: efemplo 20.

Fjemplo 20. Sea f(x) =k la funcién constante. Por el ejemplo 16, para
| = [a; b] se tiene S(f,P) = S(f,P = k(b - a).

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en el ejemplo 21; asi, existe en total 2 tareas ts.».
Tipo de tarea T7: Hallar la integral definida de una funcién continua y acotada.

Subtipo de tarea t7,1: Dado un grafico, hallar el valor de la integral de una funcién arbitraria que

esta formada por varias funciones conocidas.
Técnica T7.1:

Paso 1: Aplicar la observacion 3 (Figura 30).

Paso 2: Sumar las areas encontradas.

Tecnologia:

0¢: Interpretacion geométrica de la integral definida.
Teoria 0;:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 59 una tarea t7,1 en la que se desarrolla |la técnica

mostrada.
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Figura 59. Tarea t7,1: ejemplo 22.

Ejemplo 22. La grafica de f consta de
segmentos de recta y una semicircunferencia. y
como se indica en la figura adjunta. Halle: r

-s\Ljs 8 %

8 - 8
D) f reodx @) [ Il -~
- -6

2) jﬂ F)dx b) j Feds

e) El area de la regién limitada por la grafica
de f,elejex ylasrectas x = —6y x = 8.

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en el ejercicio propuesto # 9; asi, se tienen en total 2 tareas

t7.1.

Subtipo de tarea t7.: Hallar el valor de la integral de una funcion definida.
Técnica T72:

Paso 1: Aplicacion del segundo teorema fundamental del calculo integral.
Tecnologia:

0-: Teoremas fundamentales del calculo integral.

Teoria 6:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 60 una tarea t72 en la que se desarrolla la técnica

mostrada.

Figura 60. Tarea t7: efemplo 24.

Ejemplo 24. Calcule el valor de cada una de las integrales

1 dx /2 1 1
a) f_ll+x2 b)jo sen x dx c) Le"dx d)J;senhxdx

Nota. Adaptado de Topicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-1I-Mitacc
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Esta técnica se aplica también en los ejercicios propuestos 8, 15a, 15b, 15¢, 15d, 15h,

15jy 17; asi, se tienen en total 9 tareas t7..
Subtipo de tarea t;;3: Hallar el valor de la integral de una funcién que involucra valor absoluto.
Técnica t73:

Paso 1: Definir la funcién en varios intervalos en los que desaparezca el valor absoluto de la

funcion.

Paso 2: Aplicacion de la propiedad 2 y 4 de integrales definidas (Figura 34).

Paso 3: Aplicar el segundo teorema fundamental del célculo integral.

Tecnologia:

Og: Propiedades de la integral definida, 68,: Teoremas fundamentales del calculo integral.
Teoria 6;:

Andlisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 61 una tarea t73, en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 61. Tarea t73: ejemplo 28.

bx|dx
14+ x2°

Calcule el valor de J.

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-ll-Mitacc

Esta técnica se aplica también en el ejemplo 29, y en los ejercicios propuestos 15e, 15f

y 15g; asi, se tiene en total 5 tareas ta..

Subtipo de tarea t;4: Hallar la integral definida de una funcion arbitraria.

Teécnica T74:

Paso 1: Aplicar el principio de simetria del area de una funcién impar con respecto al origen.

Paso 2: Aplicar la propiedad 3 de la integral definida (Figura 34).
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Paso 3: Aplicar el segundo teorema fundamental del calculo integral.

Tecnologia:

Og: Propiedades de la integral definida, 6,: Teoremas fundamentales del calculo integral, 84:

Funciones.
Teoria 0-:
Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 62 una tarea t74, en la que se desarrolla la

técnica mostrada.

Figura 62. Tarea t; 4. ejercicio propuesto 10.

10. Sea f: [_—6; 6] » R una funcién continua v g [~6;6] » R una funcion

0 6
impar continua, tal que f f)dx=10y J g(x)dx = =2. Halle:
6

-6

2) f @) +g@]dxr R12 b f (FG) +5g(]dx R, 20
- 6

6 -

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en el ejercicio propuesto 16.
Tipo de tarea Ts: Demostraciones

Subtipo de tarea ts1: Demostracion 1

Teécnica Ts,1:

Paso 1: Composicion de funciones.

Paso 2: Derivacion usando regla de la cadena.

Paso 3: Aplicacion de la propiedad 2 de integrales definidas (Figura 34).

Tecnologia:

6g: Propiedades de la integral definida, 684: Funciones, 84: Derivacion.
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Teoria Og:
Analisis real.

A continuacién, se presenta en la Figura 63 la Unica tarea ts1, en la que se desarrolla la

técnica que se ha mostrado.

Figura 63. Tarea {g1: efemplo 25.

i) Sea G(x) = f: f(t)dt ,donde f:1 =[a;b] » R escontinuay u = u(x) es
una funcién derivable (u: I, — I). Pruebe que

G'(x) = f(w).u, donde u' = a-d;(u(x))

ii) Sea H(x) = fuaf(t)dt, donde f y u = u(x) tienen las condiciones dadas en
(i). Demuestre que

H'(x) = —f(u).u', donde u' = %(u(x))

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Subtipo de tarea ts: Demostracién 2
Técnica Ts2:

Paso 1: Derivar y usar la sugerencia dada.

Paso 2: Aplicar el segundo teorema fundamental del calculo integral.
Paso 3: Evaluar la integral en los limites de integracion.

Tecnologia:

0-: Teoremas fundamentales del calculo integral, 84: Derivacion.
Teoria Og:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 64 la tarea ts2, que desarrolla la técnica

mostrada.
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Figura 64. Tarea ts>: ejercicio propuesto 12.

12. Demuestre que si f es continua, entonces

J:f(u)(x —u)ydu = J;x (J:f(t)dt) du

Sug: considere F(x) = fxf(u)(x — u)du, entonces F'(x) = jxf(u)du.
0 0 :

Luego, halle su antiderivada y calcule F(0) para su constante.

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Subtipo de tarea ts3: Demostraciéon 3
Técnica Tss:

Paso 1: Cambiar “x” por “u” y “u” por “z” en la integral de la izquierda.
Paso 2: Derivar la integral.

Paso 3: Aplicar la regla de Leibniz.

Paso 4: Derivar la expresion interior del integrando.

Paso 5: Integrar el resultado obtenido y aplicar el segundo teorema fundamental del calculo

integral.

Paso 6: Aplicar el primer teorema fundamental del calculo integral.

Paso 3: Evaluar la integral en cero y usar la igualdad del ejercicio anterior.
Tecnologia:

0-: Teoremas fundamentales del calculo integral, 84: Derivacion.

Teoria Og:

Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 65 la tarea ts3 que desarrolla la técnica
mostrada.
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Figura 65. Tarea tg3: ejercicio propuesto 13.

13. A partir del ejercicio anterior, demuestre que

J;xf(u)(x —u)?du = Zjox [Lu (J;zf(t)dt) dz] du

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Tipo de tarea To: Hallar la derivada de una integral

Subtipo de tarea to1: Hallar la derivada de una integral cuando el limite superior es la variable

independiente.

Técnica tg9.1:

Paso 1: Aplicar el primer teorema fundamental del céalculo integral.
Tecnologia:

6,: Teoremas fundamentales del calculo integral.

Teoria 0q:

Andlisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 66 una tarea t9,1, que desarrolla la técnica que

mostrada.

Figura 66. Tarea ty 1. ejercicio propuesto 1c.

v X/ ry 1 , * 1
o rw = [ ([ s tt) RFW = [

Nota. Adaptado de Tépicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-ll-Mitacc

Esta técnica se aplica también en el ejercicio propuesto 1e; asi, se tiene en total 2

tareas t,..

Subtipo de tarea tq2: Hallar la derivada de una integral cuando uno de los limites es una funcion.
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Técnica Tg.:

Paso 1: Uso de las férmulas halladas en el ejemplo 25 (Figura 62).
Tecnologia:

6,: Teoremas fundamentales del célculo integral.

Teoria 0:

Andlisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 67 una tarea to2, que desarrolla la técnica que
se ha mostrado.

Figura 67. Tarea ty: ejemplo 26.

x* 2 1

dt yH(x)zj

X

Ejemplo 26. Sea G(x) = | ————-
JEmpro at(x) f_31+95en2t

Halle: a) G'(x)  b) H'(x)

at2+9sent+15dt'

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en los ejercicios propuestos 1a, 1b, 1d, 2, 3 y 18; asi, se
tiene en total 7 tareas tg.2.

Subtipo de tarea ty3: Hallar la derivada de una integral cuando los dos limites son funciones de

limite inferior ( f; ) y limite superior ( f; ).

Tecnica 193

Paso 1: Identificaciéon de la continuidad de la funcion integrando.
Paso 2: Separar el intervalo en dos: (<f;,0 >,< 0, f; >)

Paso 3: Aplicacion de la propiedad 4 de integrales definidas (Figura 34), tomando en cuenta los

intervalos obtenidos en el paso anterior.

Paso 4: Uso de las férmulas halladas en el ejemplo 25 (Figura 62).

Tecnologia:
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Og: Propiedades de la integral definida, 619: Continuidad, 89: Derivacién, 8,: Teoremas

fundamentales del calculo integral.
Teoria 0,:
Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 68 una tarea ts3 que desarrolla la técnica

mostrada.

Figura 68. Tarea {y3: ejemplo 27.

xi
Ejemplo 27. Si G(x) =f V1 +y3dy, halle 6'(x).
2

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en los ejercicios propuestos 4, 5, 6 y 7; asi, existen en

total 5 tareas t..

Tipo de tarea T1o: Hallar la derivada de una integral y evaluar la funcién objetivo f (x) en un punto
dado.

Subtipo de tarea tio,1: Hallar la derivada de una integral, en la que f(x) esta en el integrando,

evaluar f(x) en un punto dado.
Técnica T1o1:

Paso 1: Aplicacion de la variacion del primer teorema fundamental del calculo integral o las

férmulas halladas en el ejemplo 25 (Figura 62).
Paso 2: Evaluar f(x) en el punto dado.
Tecnologia:

6,: Teoremas fundamentales del calculo integral.
Teoria 04,:

Analisis real.

A continuacion, se presentas en la Figura 69 una tarea ti01 que desarrolla la técnica

mostrada.
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Figura 69. Tarea t1o,1: ejercicio propuesto 11a.

a) j f()dt = x*(1 +x) R. 16
0

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Esta técnica se aplica también en los ejercicios propuestos 11b y 11d; asi, se tienen en

total 3 tareas t1o,1.

Subtipo de tarea tio2: Hallar la derivada de una integral, tal que f(x) esta en el limite superior

de la integral, evaluar f(x) en un punto dado.

Técnica t10.2:

Paso 1: Aplicar el segundo teorema fundamental del céalculo integral.
Paso 2: Despejar f(x).

Paso 3: Evaluar f(x) en el punto dado.

Tecnologia:

6,: Teoremas fundamentales del calculo integral.

Teoria 0;:

Analisis real.

A continuacién, se presenta en la Figura 70 la Unica tarea que desarrolla la técnica

mostrada.

Figura 70. Tarea t12. efercicio propuesto 11c.

f(x) .
) f t2dt = x*(1+x) R. V36
0

Nota. Adaptado de Topicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-ll-Mitacc

Subtipo de tarea tio,3: Hallar la primera y segunda derivada de F(x). Evaluar F’(x) en un punto.
Técnica T1o3s:
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Paso 1: Aplicacion del primer teorema fundamental del calculo para hallar F'(x).
Paso 2: Derivar F’'(x) para hallar F”'(x)

Paso 3: Evaluar F’(x) en el punto dado.

Tecnologia:

64: Derivacion, 8,: Teoremas fundamentales del calculo integral.

Teoria 0,:

Andlisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 71 la unica tarea t19,3, que desarrolla la técnica

que se ha mostrado.

Figura 71. Tarea t10,3. ejemplo 23.

X

dt. Calcule

Ejemplo 23. Seala funcién F(x) = f >
o 14¢

a) F'(x) b) F"(x) c) F'(1)

Nota. Adaptado de Tdpicos de calculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Tipo de tarea T11: Resolver una ecuacion, en la que hay una integral definida.

Subtipo de tarea t11,1: Resolver una ecuacion, en la cual solo uno de los miembros tiene una

integral definida.
Técnica T11.1:

Paso 1: Cambio de variable en el integrando y calculo de la antiderivada.
Paso 2: Obtencion de la integral aplicando el segundo teorema fundamental del calculo integral.
Paso 3. Reemplazar de la expresion hallada en el paso anterior en la ecuacion.

Paso 4: Operaciones para hallar la variable incognita “x” de la ecuacion.

Tecnologia:

0g: Propiedades de la integral definida, 8,: Teoremas fundamentales del célculo integral, 644:

Ecuaciones.
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Teoria 04;:
Analisis real.

A continuacion, se presenta en la Figura 72 la uUnica tarea t11,1 que desarrolla la técnica

mostrada.

Figura 72. Tarea t11,1: ejemplo 30.

Ejemplo 30. Sabiendo que x = 9, resuelva la ecuacion;

* 16dt 1(2+¢§)
n

3
__tbat  _m , 3.
9 V2(16-t?) 3 svi_q0) " 2@rctang —In5 .. (@)

2

Nota. Adaptado de Tdpicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

En la Tabla 7, se muestran los tipos de tareas y tareas encontradas en el analisis

praxeolégico realizado.

Tabla 7. Tipos de tareas y subtipo de tareas halladas en el analisis praxeologico.

T4: Calcular, mediante rectangulos inscritos, | t1,1: Calcular, mediante rectangulos inscritos, el
area de una region limitada por una funcién
lineal positiva, rectas verticales y el eje X.

el area de una regiéon limitada por una

funcién, rectas verticales y el eje X.

To: Calcular, mediante rectangulos | t1: Calcular, mediante rectangulos
circunscritos, el area de una region limitada por
una funcién polinémica de grado n < 3, rectas
verticales y el eje X.

circunscritos, el area de una region limitada
por una funcién continua y positiva, rectas

verticales y el eje X.

t20: Calcular, mediante rectangulos
circunscritos, el area de una region limitada por
la funcién raiz cuadrada, rectas verticales y el
eje X.

t23: Calcular, mediante rectangulos
circunscritos, el area de una region, limitada por
la funcién valor absoluto:  f(x) =a—1x |,y el
eje X.
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to.4: Calcular, mediante rectangulos
circunscritos, el area de una region limitada por
la funcion exponencial, rectas verticales y el eje
X.

tos: Calcular, mediante rectangulos
circunscritos, el area de una region limitada por
la funcién trigonométrica Cosx, rectas
verticales y el eje X.

to6: Calcular, mediante rectangulos
circunscritos, el area de una region limitada por
la funcién trigonométrica inversa Senh x,
rectas verticales y el eje X.

to7: Calcular mediante rectangulos
circunscritos, el area de una region, limitada por
la funcion trigonométrica inversa Cosh x, rectas
verticales y el eje X.

Ts:  Calcular, mediante rectangulos | ts1: Calcular, mediante rectangulos
circunscritos, el area de una region limitada | circunscritos, el area de una regién limitada por
por una funciébn continua y no |una funcibn polindbmica continua y no
necesariamente positiva, rectas verticales y | necesariamente positiva de grado n < 3, rectas
el eje X. verticales y el eje X.

t32: Calcular, mediante rectangulos
circunscritos, el area de una region limitada por
una funcion trigonométrica, rectas verticales y
el eje X.

Ta: Calcular, mediante rectangulos | t4.1: Calcular, mediante rectangulos
circunscritos el area de una regién limitada | circunscritos, el area de una region limitada por
por funciones cuadraticas y rectas verticales. | dos funciones cuadraticas, g(x) y h(x), y rectas
verticales.

t42: Calcular mediante rectangulos circunscritos
el area de una region limitada por dos funciones
cuadraticas: g(x) y h(x).

Ts: Hallar la suma superior y suma inferior ts1: Hallar la suma superior S(f;P) y suma
de una funcién acotada. inferior S(f; P) de una funcién f acotada
definida en un intervalo I = [a,b]. P es una
particién de I.

Te: Determinar si una funcién f es integrable. | tg1: Determinar si una funcién f definida en un
intervalo I =[a,b] es integrable. Si f es
integrable, hallar la integral.
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T7: Hallar la integral definida de una funcién | t71: Dado un grafico, hallar el valor de la integral
continua y acotada. de una funcién arbitraria que esta formada por

varias funciones conocidas.

tz2: Hallar el valor de la integral de una funcién
definida.

tz3: Hallar el valor de la integral de una funcién
que involucra valor absoluto.

tz4: Hallar la integral definida de una funcién
arbitraria.

Ts: Demostraciones. Demostracion 1.

Demostracion 2.

Demostracion 3.

To: Hallar la derivada de una integral. to,1: Hallar la Derivada de una integral cuando el
limite superior es la variable independiente.

to2: Hallar la Derivada de una integral cuando
uno de los limites es una funcion.

to3: Hallar la Derivada de una integral cuando
los dos limites son funciones: limite inferior ( f; )
y limite superior ( f5).

T1o: Hallar la derivada de una integral y t10,1: Hallar la derivada de una integral, en la que
evaluar la funcion objetivo f(x) en un punto | f(x) esta en el integrando. Luego, evaluar f(x)
dado. en un punto dado.

t10.2: Hallar la derivada de una integral, en la que
f(x) esta en el limite superior de la integral.
Luego, evaluar f(x) en un punto dado.

t103: Hallar la primera y segunda derivada de
F(x). Evaluar F’(x) en un punto.

T14: Resolver una ecuacion, en la que hay t11,1: Resolver una ecuacion, en la que solo uno

una integral definida. de los miembros tiene una integral definida.

Fuente. Elaboracién propia.
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En la Figura 73, se tiene un esquema del analisis praxeologico realizado que ayudara a
comprender la organizacion matematica encontrada en el libro de texto. Aqui se plantea la

cuestion directriz Qo, de la cual se desprenden otras mas que a continuacion se mostraran.

Figura 73. Esquema del analisis praxeolbgico del texto analizado.

Qo: ;Qué es la integral definida?

l

Q1: 4 Como se puede hallar el area de una
region mediante rectangulos?

OMy: Tipo de tarea T4 OM;:  Tipo de tarea T,

[Rectangulos inscritos] Tipo de tarea T3

Tipo de tarea T4

[Rectangulos circunscritos]

v

Q2: ;Qué conceptos previos existen para definir la integral definida?

OMs: Tipodetarea Ts
Tipo de tarea Ts

Tipo de tarea Ts

)

Q3. ¢, Cémo hallar la integral definida?

l

OM4:  Tipo de tarea Ty

Tipo de tarea T4

l

Qa: ;,Como hallar la derivada?

OMs: Tipo de tarea Tg

Tipo de tarea T1o

Fuente. Elaboracién propia.
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El esquema mostrado en la Figura 73 se compone de un grupo de organizaciones
matematicas que estan presentes al realizar el analisis praxeoldgico. Se plantea la pregunta

directriz:
Qo: ¢ Qué es la integral definida?

A partir de esta pregunta, se derivan otras que originan 4 organizaciones matematicas:
Q1: ¢, Como se puede hallar el area de una regidon mediante rectangulos?

Esta deriva a las organizaciones matematicas OM; y la OM: asociadas a calcular el area
de una regiéon mediante rectangulos inscritos (Tipo de tarea T4) o rectangulos circunscritos (Tipos
de tarea T2, T3y T4), que, segun el MER elaborado, estan conformados por tareas que se asocian
con hallar la cuadratura del area bajo la curva de una funcién (subtipo de tarea ti. del MER).
Para esto, es necesario la ayuda de otros elementos para definir correctamente este método.

Con lo expuesto, se plantea esta pregunta:
Q2: ¢, Qué conceptos previos existen para definir la integral definida?

Esta origina la organizacién matematica OMs asociada a sumas superiores e inferiores
(Ts), integral de Riemann (Tg) y demostraciones que involucren los teoremas fundamentales del
calculo integral para funciones continuas (Ts), que, segun el MER elaborado, estan conformadas
por tareas que se asocian con definir el area bajo la curva de una funcién acotada y continua
(subtipo de tarea t2,1 del MER), y establecer una relacion entre el area bajo la curva de una funcién
y la recta tangente (tipo de tarea Ts del MER). Asegurada la existencia de la integral definida y la

relacion con la derivada, surge esta pregunta:
Q3. ¢, Como hallar la integral definida?

Esta presenta a la organizacion matematica OM,4 asociada a hallar la integral definida de
una funcion continua y acotada (T7) y resolver una ecuacion, en la cual existe una integral definida
(T11), que, segun el MER elaborado, esta conformada por tareas que se relacionan con hallar la
integral definida, dado un grafico, y mediante la derivada de la funcién (tipo de tarea Tsdel MER).

Asimismo, determinada la relacién inversa surge la siguiente pregunta:
Qq4: ¢, Como hallar la derivada de la integral definida?

Esta origina la organizacion matematica OM4, asociada a hallar la derivada de la integral

de una funcién continua y eventualmente evaluar la funcion en un punto (Te y T1o).

En la Figura 74, se observa la ruta del MER (Figura 20), que ha seguido el analisis

praxeolégico del texto analizado:
145



Figura 74. Ruta del MER del anélisis praxeoldégico

[ oot o s in |

T>: Definir el area bajo la curva de una funcion
X

Integral definida

to,1: Definir el area bajo la curva
de una funcion acotada.

Ts: Establecer una
relacion entre el area
bajo la curva de una
funcion 'y la recta

t2 1,1 Definir el area
bajo la curva de
una funcion

: tanaente. Ta: Hallar la
continua. , . .

integral definida

mediante la

derivada de |Ia
funcion

Fuente. Elaboracién propia

En la presente figura, se aprecia el camino del MER que ha seguido el analisis
praxeolégico. Esta comienza con los tipos de tarea para determinar el area de una regién bajo la
curva de una funciéon mediante rectangulo infinitesimales (T4, T2, Tsy T4), como lo hizo Cauchy,
para formalizar la definicién de integral definida para una funcién continua (tipo de tarea T»del
MER). Una vez planteada la definicion se puede hallar la integral definida de manera grafica (T7);
seguidamente, se encuentran los tipos de tareas que involucran hallar las sumas superiores y
sumas inferiores de una funcién acotada (Ts). Continda el tipo de tarea que utiliza la definicién
de la integral de Riemann para determinar si una funcién acotada es integrable (Ts); estos tipos
de tareas (Tsy Ts) corresponderian al periodo en que Darboux formaliza la integral de Riemann
para funciones acotadas y no solamente continuas; asi, se pone en funcion de sumas superiores
e inferiores (subtipos de tareas ;1Y t21,1); finalmente, se tienen los tipos de tarea que hacen uso
de la relacion inversa entre la integral definida y la recta tangente (Ts, To, T1oy T11), que

corresponderian al tipo de tareas T3y T4 del MER.
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A continuacion, se presentaran los criterios propuestos por Chevallard (1999) para

evaluar los tipos de tareas.

Criterio de identificacion: Los tipos de tareas y sus subtipos mostrados en la Tabla 7 estan

identificados y presentados de una forma clara. Los tipos de tareas T2. Tz, Te soOn los que mas
estan ramificados en varios subtipos. Los subtipos ta21, t7,2, t7,3, ta2 ¥, ta.3 SON l0S que poseen mas
tareas, como se puede apreciar en los comentarios a las Figuras 44, 59, 60, 66 y 67

respectivamente.

Criterio de razdn de ser: La razdn de ser de los tipos de tareas no es evidente. Se puede afirmar

que la razon de serde las tareas T+, T2, Tz y T4 se desprende del analisis histérico epistemoldgico,
en el cual se requeria de una formalizacion de la integral definida, Asimismo, Cauchy usa la suma
de rectangulos infinitesimales para esta formalizacion. El tipo de tarea Tsnace en el hecho de
hacer mas entendible la integral de Riemann. Los tipos de tareas Tz, Te, T10y T11 surgen de la
relacion inversa entre la integral y la derivada. Con ella, se aplican soluciones al célculo integral

haciendo uso del calculo diferencial y viceversa.

Criterio de pertinencia: Desde un punto de vista matematico, la pertinencia de los tipos de tareas

T4, T2, T3, T4, Ts se manifiesta al momento de aprender la integral de Riemann, ya que el
conocimiento de los conceptos previos y su puesta en practica permite comprender cabalmente
dicha integral. Con respecto a los tipos de tareas Te, T7 Yy T14, permiten conocer y aplicar la integral
definida, un concepto importante que servira en los siguientes cursos matematicos de una carrera
de Ingenieria. Los tipos de tareas Tq y T1o permiten apreciar la importancia del aprendizaje del
concepto de la integral definida al poder solucionar también problemas de derivadas. La
pertinencia de los tipos de tarea con respecto a la definicién (Ts) y con respecto a hallar integrales
(T7), aparte de laimportancia matematica, radica su importancia en tratar problemas de ingenieria
como lo mostrado en el capitulo 3, al tratar las series de Fourier (Te y T7) o hallar el trabajo de un
gas real (T7). No obstante, esta importancia no se evidencia en ningin momento, ya que no se

encuentran tipo de tareas aplicados a la ingenieria.

Con respecto a la evaluacién de las técnicas, se consideraron algunas preguntas

planteadas por Chevallard (1999):
¢, Se elaboran de manera efectiva, o solamente se bosquejan?

Las técnicas empleadas por los autores, para la solucion de los 21 ejemplos analizados
del libro de texto, se muestran de manera efectiva, ya que no solo se bosquejan, sino que se

revelan mediante esas técnicas su solucion.
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¢ Son faciles de utilizar?

La técnica T22, por ejemplo, se diferencia de las realizadas previamente, ya que en el
siguiente limite: A = r{m(Z?:l(g(zi) — f(z;))Ay) se usa en la sumatoria la diferencia de
funciones. Esta técnica es diferente de las anteriores y posteriores del capitulo 2. En efecto,
dentro de la sumatoria, solo se encuentra una sola funcién: esto puede complicar un poco al
estudiante. Las técnicas Ts1, Ts,2 ¥ Ts;3 de las demostraciones también pueden resultar un poco
complicadas, debido a que son muy diferentes entre si y no permiten establecer un patron de

solucion. Sin embargo, en general, las técnicas son faciles de usar y muy inteligibles.

Con respecto la evaluacion de las tecnologias, se muestra la siguiente pregunta
planteada por Chevallard (1999):

¢, Se explotan efectivamente y de forma 6ptima los resultados tecnoldgicos disponibles?

Se piensa que las tecnologias disponibles y expuestas en la seccién 4.2 de este capitulo,
04: Particion de un intervalo, 85: Sumas superiores y sumas inferiores, 084: Interpretacion
geométrica de la integral definida, 8,: Teoremas fundamentales del calculo integral y
Og: Propiedades de la integral definida, son usadas de forma éptima como justificacion de las

técnicas usadas para resolver los ejemplos del presente libro.

Con lo expuesto, se finaliza la evaluacién de las tareas, técnicas y tecnologias. A
continuacion, se realizara la valoracion de la organizacion matematica identificada en el capitulo
2 acerca de la integral definida del libro de texto analizado. Para esto, se hara uso de los
indicadores de completitud de Fonseca (2004) con el objetivo de medir el grado de completitud

de dicha organizacion.

4.6 Valoracion de la organizacion matematica en el libro de texto analizado

1. Integracion de los tipos de tareas.

Para este indicador, una organizacion matematica local sera menos completa en la
medida que exista una mayor cantidad de tipos de tareas aisladas. En el esquema del analisis

praxeolodgico, se aprecian cinco bloques de tipos de tareas:
OM;: Tipo de tarea Th.
OMp:: Tipo de tarea T, tipo de tarea T3 y tipo de tarea Ta.

OMas: Tipo de tarea Ts, tipo de tarea Ts y tipo de tarea Ts.
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OMqy: Tipo de tarea T7 y tipo de tarea Ti1.
OMs: Tipo de tarea To y tipo de tarea Tio.

En la OM_, el conjunto de tipos de tarea esta relacionado por el bloque tecnolégico 64:

Particion de un intervalo y 83: Sumatorias.

En la OMj3, los tipos de tarea Ts y Ts estan relacionados por el bloque tecnolédgico

05: Sumas superiores y sumas inferiores.

En la OMg, el conjunto de tipos de tarea esta relacionado por el bloque tecnolégico Og:

Propiedades de la integral definida.

En la OMs, el conjunto de tipos de tarea esta relacionado por el bloque tecnolégico 6:

Teoremas fundamentales del célculo integral.

Se puede apreciar que, salvo la OMy, los demas bloques de tipos de tareas estan

integrados en pares de tipos de tareas o mas.

2. Diferentes técnicas para la resolucién de determinada tarea y criterios para escoger

entre ellas.

En el libro de texto analizado, las soluciones presentadas para los ejemplos constan de
una sola técnica. La solucién de las tareas propuestas, que también forman parte del analisis
praxeolégico, se ha realizado utilizando una sola técnica, basada en la teoria y ejemplos

otorgados en la seccién correspondiente.

3. Existencia de diferentes representaciones de la actividad matematica.

Segun este indicador, las técnicas se valdran de diferentes representaciones de la
actividad matematica y deberan existir criterios para elegir la representacion que sea mas

adecuada.

En libro de texto, se hace uso constante de la representacion algebraica y aunque los
autores usan la representacion grafica para la solucién de sus ejemplos, la solucién de los
ejemplos en la seccién “Calculo del area de una region plana por sumatorias” seria también
entendible sin esta representacion. A continuacion, se presentara, en la Figura 75, la siguiente

tarea propuesta, cuya solucion, en la opinién de uno, cumple con este indicador:
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Figura 75. Ejercicio propuesto 15.

15. 4y = (x =4)*, 4y = (x + )%, 4y = —(x — 4)?, 4y = —(4 + x)?
R. 64/3 u?

Nota. Adaptado de Tépicos de célculo, volumen 2 [Imagen], por Mitacc y Toro, 2009,
https://es.scribd.com/document/236973748/Topicos-de-Calculo-Vol-lI-Mitacc

Para solucionar esta tarea propuesta, se crea una representacion grafica, tal como se

muestra en la Figura 76:

Figura 76. Solucion al ejercicio propuesto 15.

Fuente. Elaboracion propia.

Dicha representacion simplifica mucho la solucién, ya que empleando simetria solo es
necesario hallar el area de la regidén A1y multiplicarla por 4; en cambio, hallar el area bajo la curva

de cada funcién propuesta en la tarea haria mas laboriosa la solucion.

Aunque no se encuentra explicitamente en el libro de texto, se puede afirmar que esta
tarea propone implicitamente en su técnica el uso de la representacion grafica para su solucion,

al ser esta mas eficiente.

4. Existencia de tareas y de técnicas inversas.

Segun el tipo de tarea Tzdel MER: “Establecer una relacion entre el area bajo la curva de
una funcién y la recta tangente”, se indica que los tipos de tareas que deberian aparecer en la

organizacion matematica de la seccion del libro que se analiza son dos:
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- Dada una funcién, hallar la integral.

- Dada la integral de una funcion, hallar la funcion.

Revisando el analisis praxeolégico del libro, se asevera que, para el primer caso, se tiene
el tipo de tarea T7y para el segundo, los tipos de tarea de la OMs: Tgy Tro.
5. Interpretacién del funcionamiento y del resultado de la aplicacién de las técnicas.

No hay tareas que cuyo objetivo sea interpretar o justificar el funcionamiento o el resultado
de aplicar una técnica. Hay ausencia de ejercicios en los que se requiera la interpretacién del

resultado.
6. Existencia de tareas matematicas “abiertas”.

Tareas abiertas como la encontrada en la Figura 19 no se encuentran en la seccion del

libro de texto analizada.

7. Integracion de los elementos tecnologicos e incidencia sobre la practica.

Las técnicas T24, T25, T26, T27 Utilizan en su primer punto los 3 primeros pasos de la
técnica T,,1; también las técnicas T3 1, T41, T42 utilizan en su segundo paso la técnica T»,1. Por su
parte, la técnica T3 utiliza en su primer paso los 2 primeros de la técnica T3 1; asimismo, la técnica

To2 Usa como técnica el resultado de la tarea ts1, lo cual demuestra que sus respectivos

elementos tecnoldgicos estan relacionados.
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Conclusiones

La presente investigacion tuvo por objetivo general describir, analizar y valorar una
organizacion matematica propuesta para la ensefianza de la integral definida en un libro de texto
de Calculo 2 para estudiantes de segundo ciclo de una carrera de Ingenieria. Para lograrlo, se
planted la siguiente pregunta de investigacion: ¢cual es la organizacion matematica propuesta
para la ensefianza de la integral definida en un libro de texto de Calculo 2 para estudiantes de
segundo ciclo de una carrera de Ingenieria y qué tan completa es dicha organizacion
matematica? Para responderla, se inicid con la descripcion de los resultados obtenidos para cada
objetivo especifico.

En relacion con el objetivo especifico de Identificar y describir una organizacion
matematica sobre la integral definida por medio de un Modelo Epistemoldgico de Referencia
(MER), se utilizaron diferentes tipos de fuentes de informacién historicas y académicas. Asi, se
pudo elaborar un MER que permitié establecer la razdn de ser de la integral definida, la cual
permitié una mejor comprension del concepto y, por tanto, uso de este, tanto en el ambito
intramatematico como en el extramatematico. En dicho estudio, se aprecié que la integral definida
nace en la antigliedad para realizar cuadraturas de figuras geométricas y que, cuando los escritos
de Arquimedes llegaron a Europa, surge un afan de mejorar y reemplazar el método exhaustivo.
Finalmente, con la llegada del calculo, si bien desaparece dicho método, surge la necesidad de
darle el rigor formal. Esto ultimo llega con Cauchy y se generaliza hasta las funciones no acotadas
con Lebesgue. También se analizo6 la utilizacién de la integral definida en carreras de Ingenieria
y en libros de texto de Calculo 2. Ello muestra su alcance y utilidad en otros ambitos aparte del
matematico. La estructura del MER permitié comprender los resultados del analisis praxeoldgico
del libro de texto y se utilizé en diferentes puntos de este analisis. Gracias a dicha estructura, se
pudo apreciar que el enfoque de la integral definida en el libro de texto es analitico y se
circunscribe a las funciones continuas. Asi mismo, la razén de ser de la integral definida,
considerando el analisis praxeologico realizado al capitulo 2 del libro de texto, es la de hallar
areas de funciones continuas y resolver problemas mediante la relacién inversa entre la recta
tangente y la integral definida. Finalmente, se observé que el libro no presenta tareas sobre su
uso en la ingenieria ni contiene aplicaciones fuera del ambito matematico.

En relacién con el objetivo especifico de analizar la organizacion matematica presente en
el libro texto sobre la integral definida para estudiantes del segundo ciclo de una carrera de
Ingenieria, se encontraron, al momento de revisar los antecedentes, diversos estudios que
revelaban la utilidad de las herramientas de la TAD para realizar analisis praxeoldgicos de

distintos objetos matematicos. Esta permitié realizar el analisis de la organizacion matematica

152



del capitulo sobre la integral definida del libro de texto, en el que se identificaron y describieron
los tipos de tarea, las tareas, las técnicas para resolverlas, las tecnologias que justifican dichas
técnicas y la teoria que justicia la tecnologia, que, para este caso, fue el analisis real. En los
antecedentes, se presenta el trabajo de Gonzales (2020). En él, se realiza el analisis
praxeolégico de libros de matematicas y de la carrera de Ingenieria Quimica sobre la integral
definida. Ello muestra la utilidad para este analisis. Por otro lado, el libro Topicos de calculo
volumen |l se imparte en el segundo ciclo de estudios generales de la Universidad Mayor de San
Marcos (UNMSM), dentro de las carreras de Ingenieria, y sirve como base para el curso de
Calculo Ill. Aparte de los cursos de Fisicoquimica y Procesamiento Digital de Sefales, revisados
en la seccién 3.2 del capitulo 3, en la que se hace uso de la integral definida, también se realizan
en cursos de estudios generales de carreras de Ingenieria, como Fisica |. En este, se hace uso
de la integral definida, por ejemplo, hallar la posicién de un objeto, el cual integra en un intervalo
de tiempo la funcidn velocidad respecto del tiempo.

En el capitulo 2, se analizé en el libro de texto 21 ejemplos y 33 ejercicios propuestos.
Los ejemplos iban acompanados de sus respuestas. De todas estas tareas, se pudo identificar
11 tipos de tareas, lo que permitid evaluar no solo ello, sino también identificar y evaluar las
técnicas y tecnologias involucradas.

Para el objetivo especifico de valorar la organizacién matematica del libro de texto
mediante los indicadores de completitud de Fonseca (2004), se determind que la organizacion
matematica encontrada en el libro de texto analizado es relativamente completa, ya que no hay
presencia de los indicadores “Diferentes técnicas para la resolucién de determinada tarea y
criterios para escoger entre ellas”, “Interpretacién del funcionamiento y del resultado de la
aplicacion de las técnicas” y “Existencia de tareas matematicas ‘abiertas’. Con respecto a los
indicadores que si se encontraron en la organizacion matematica, se pudo realizar una
observacioén en relacién con el tercer indicador “Existencia de diferentes representaciones de la
actividad matematica”, ya que la presencia de una sola tarea (el ejercicio propuesto 15), que
cumple con este indicador, demuestra, en general, la ausencia de técnicas que privilegien

diferentes representaciones en la solucion de las tareas.

Asi, se puede concluir que, gracias a la TAD, se ha podido realizar el analisis praxeologico
a un texto de nivel superior, ya que la teoria posee las herramientas necesarias para llevarlo a
cabo. Por ello, se considera que la presente investigacion puede servir de referencia para futuras
investigaciones que realicen analisis de textos de nivel superior en relacion con la integral
definida, partiendo como marco tedrico la TAD. Por su parte, la construccion del MER (que no es

definitivo y siempre esta sujeto a una constante evolucién) puede aprovecharse también para el
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analisis y la formulacion de nuevos textos didacticos para la ensefianza de la integral definida.

Todo ello teniendo presente los indicadores que no fueron considerados en el texto analizado.

Finalmente, se considera que la razén de ser de la integral definida hallada en el analisis
del libro de texto generara una serie de fendmenos didacticos que proporcionaran informacion

para generar preguntas generatrices de recorridos de estudio e investigacion (REI).
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