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Resumen

El trabajo de tesis muestra en detalle los fundamentos mateméticos del
modelo estocéstico para las decisiones de compra de un bien durable cuyas
caracteristicas son heterogéneas en el mercado y cambian en el tiempo, plan-
teado por Melnikov (2001), el cual se basa en la hipotesis de utilidad aleatoria
propuesta por McFadden (1978, 1981) y permite la estimacion de los deter-
minantes y la evolucion de las ventas de este tipo de bienes.

En este modelo se considera que los individuos toman la decisién de com-
prar el bien durable a partir de la maximizacion de la utilidad esperada a lo
largo del tiempo. La decisiéon de un individuo se descompone en dos etapas:
i. seleccién de la alternativa del bien durable que maximiza su utilidad en
cada momento asumiendo la hipétesis de utilidad aleatoria aditiva. ii. de-
terminacién del momento 6ptimo para realizar la compra de la alternativa
elegida en la etapa anterior.

El problema estudiado se plantea como una generalizacion de los modelos
de eleccion discreta estaticos o de un periodo. Para ello, se presenta el mode-
lo de eleccion discreta de los individuos ante un conjunto de alternativas, y
se asume el supuesto de maximizacion de la utilidad aleatoria, utilizando el
marco analitico de la teoria econémica de elecciéon de la demanda. Asimismo,
se indica las condiciones bajo las cuales es posible analizar las decisiones de
una poblacién mediante un agente representativo que demanda proporciones
de cada alternativa que coinciden con las probabilidades de eleccion, especi-
ficamente, mediante el supuesto de errores aleatorios que afectan la utilidad
de forma aditiva y que tienen distribucion de Valor Extremo (generando
modelos de eleccion del tipo Logit Multinomial).

Posteriormente, se plantea el problema de la decisiéon sobre el momento
en que el individuo representativo compra una alternativa del bien durable
asumiendo que, en cada periodo, se cumplen el supuesto de maximizacién
de la utilidad aleatoria. Se presenta este problema como uno de optimiza-
cion dindmica estocastica (especificamente de Tiempo de Parada Optimo), se
identifica las condiciones bajo la cuales existe una solucion, y se muestra sus
principales caracteristicas. Finalmente, se discute los resultados del modelo
en cuanto a la dindmica de las compras agregadas del bien durable.



Introducciéon

El presente trabajo tiene como objetivo mostrar de forma detallada los fundamentos
téoricos del modelo planteado por Melnikov [32] para el problema de la decision 6ptima
de compra de un bien durable cuyas caracteristicas son heterogéneas y varian en el
tiempo, y que es utilizado para la estimacion de los determinantes y la evolucion de las
ventas de las computadoras.

El estudio de este modelo resulta relevante ya que modelos similares son utilizados
en la literatura econémica para estudiar problemas econémicos basados en decisiones
intertemporales de los agentes desde un punto de vista dindmico, incluyendo diversas

aplicaciones empiricas recientes similares.

El modelo estudiado considera la decisién de comprar un bien durable como un prob-
lema de maximizacion de la utilidad de los individuos a lo largo del tiempo, y permite
superar las deficiencias de los modelos de tipo estatico o de un periodo para analizar
adecuamente este tipo de decisiones.

A nivel teérico el estudio de este modelo es relevante ya que la teoria econémica estandar
de la demanda modela las decisiones de un individuo a partir de la maximizaciéon
de la funcion de utilidad (que representa sus preferencias) para el consumo de bienes
divisibles, y no se ha enfocado en la eleccién entre alternativas de bienes que poseen
distintos atributos' como ocurre en la decision de comprar un bien durable.

Por otro lado, el enfoque utilizado en este modelo es compartido por diversos estu-
dios empiricos de las decisiones de elecciéon entre alternativas o bienes por parte de las
personas, incluyendo la compra de bienes durables, que han usado la modelacién econo-
métrica desarrollada por McFadden|21], especificamente el modelo Logit Multinomial,
a partir del cual se puede estimar parametros que reflejan las preferencias detrés de las
decisiones de compras observadas. Este tipo de estudios tienen un enfoque estocéstico
de las decisiones de los consumidores al asumir la hipoétesis de que su utilidad que obtie-
nen los individuos de las distintas alternativas es aleatoria propuesta por McFadden|22]
y que los individuos eligen la alternativa que maximiza esta utilidad. Con ello se esta-
blece un vinculo entre la teoria econémica de la demanda y los modelos empiricos de

eleccion que permite fundamentar las aplicaciones economeétricas.

Muchos de los trabajos sobre eleccion entre alternativas han sido de tipo estatico, es
decir, asumen que el individuo s6lo toma en cuenta en sus decisiones la informacién del

periodo actual y no la informacion disponible a lo largo del tiempo (comportamiento

Ver Mas-Colell et al. [18], capitulos 2 y 3.



“miope”). En el caso de bienes durables se asume que el individuo decide entre comprar
una las variedades del bien o tomar una opcién por fuera que le proporciona utilidad.
Destacan los trabajos de Berry[3], Berry, Levinsohn, and Pakes|4], y Golberg[11].

El uso de modelos estaticos no resulta adecuado para el estudio de la compra de bienes
durables. En primer lugar, en este caso, si un individuo no compra el bien se supone
que tiene una alta valorizacién de la alternativa por fuera cuando, en realidad, puede
va haberlo adquirido o pospuesto su decision de comprarlo. Asimismo, para muchos
bienes durables se observa una tendencia de incremento de la calidad y un descenso
de los precios, lo cual implica que un modelo estatico tiende a proyectar tendencias
crecientes de las ventas. Ademaés, el aumento de la calidad del bien puede llevar a una
sustitucion intertemporal, ya que, al posponer la compra, un individuo mantiene la

opcion de comprar un bien de mayor calidad en el futuro.

Més recientemente, para el estudio empirico de la compra de bienes durables, especial-
mente para determinar la evolucién de las ventas de los mismos, se han desarrollado
modelos basados en un enfoque dindmico de las decisiones, los cuales consideran la
decision de compra como un problema de optimizacién intertemporal de la utilidad
esperada de los individuos. Como se ha mencionado, este enfoque es més adecuado
sobre todo en el caso de bienes para los cuales existe un proceso acelerado de cambio
tecnologico, como las computadoras personales, donde continuamente aparecen nuevas
variedades de los mismos, y que no se modelan adecuadamente mediante los modelos
estaticos.

Sin embargo, los estudios de tipo dindmico han sido desarrollados sobre todo para el caso
de bienes homogéneos, y no para la eleccion entre bienes durables diferenciados, pues la
estimacion de estos modelos implica hallar la senda completa de equilibrio de los precios
en un periodo para determinar el precio en un momento determinado, tomando en
cuenta que las expectativas de los consumidores deben ser satisfechas en cada momento?.
Para modelar esta decision en el caso de bienes heterogéneos, Melnikov|[32] ha planteado
un modelo donde un individuo resuelve el problema de la decisién 6ptima de compra
de una alternativa de un bien durable en dos etapas: i. selecciona la alternativa que
maximiza su utilidad en cada momento (basado en un modelo Logit Multinomial) y,
ii. dado que este bien s6lo se adquiere una vez, determina el momento 6ptimo para
realizar la compra del bien elegido en la etapa anterior, lo cual constituye un problema

2Aunque ha habido trabajos que han desarrollado este enfoque a nivel teérico y em-
pirico para el caso del mercado secundario de bienes usados como Rust|28], o empiricos
para el reemplazo de un bien, siendo el méas representativo el de Rust[29] que desarrolla
un algoritmo para la estimaciéon del punto fijo del modelo, asi como desarrollo téoricos
del problema sin considerar cambio tecnologico como Rust[30].



de tiempo de parada 6ptimo (Optimal Stopping).

En el presente trabajo se indica explicitamente las hipotesis adoptadas en el modelo
elaborado por Melnikov en relacién a la eleccion entre alternativas de los individuos,
y se muestra su consistencia con la teoria econémica de la demanda; asimismo, se
muestra la justificacion del uso del modelo Logit Multinomial para las decisiones de
una poblaciéon de individuos dado que es posible construir un individuo representativo
de sus decisiones. Luego, se plantea el problema de control dindAmico estocastico asociado
para la decision intertemporal de compra del bien durable, se muestra las condiciones de
existencia y las caracteristicas de la solucién del problema utilizando la programacion
dindmica estocastica. Finalmente, se indica los resultados para las decisiones agregadas
de la poblacién.

La organizacion del trabajo es la siguiente: en el primer capitulo, se presenta for-
malmente el modelo de eleccién discreta de los consumidores ante un conjunto de
alternativas bajo la hipotesis de maximizacion de la utilidad aleatoria propuesta por
McFadden|21, 22|, mostrando su consistencia con la teoria econ6mica estandar (utilizan-
do como referencia a Mas-Colell[18]). En el segundo capitulo, se indica las condiciones
bajo las cuales, las demandas agregadas de las distintas alternativas del bien por parte
de los individuos pueden ser analizadas como provenientes de un individuo represen-
tativo que elige proporciones de las alternativas que coinciden con sus probabilidades
de eleccion; especificamente, asumir el supuesto de utilidades aleatorias con errores que
afectan aditivamente la utilidad de las decisiones, y requerir que las distribuciones de
los errores sean de Valor Extremo (generando modelos tipo el Logit Multinomial) si-
guiendo a McFadden|22]. En el tercer capitulo, se plantea el problema dindmico para
la decision intertemporal del consumidor de adquisicion de una alternativa del bien
durable asumiendo un modelo Logit Multinomial para la eleccion entre alternativas en
cada periodo, y considerando un contexto en el que la utilidad esperada de la mejor
alternativa tiende a aumentar a lo largo del tiempo. Se presenta como un problema de
control optimo estocastico (del tipo tiempo de parada 6ptima), ya que, en cada mo-
mento, el consumidor toma la decisién entre comprar o no comprar el bien, dada la
informacion disponible. En el capitulo cuarto, se muestra la existencia de la solucion
de este problema bajo los supuestos especificos asumidos por Melnikov, y se indica sus
principales caracteristicas. Finalmente, en el altimo capitulo, se presentan las caracte-
risticas de la dindmica de las compras agregadas del bien durable que se derivan de las
probabilidades de compra del agente representativo.



1. Modelaciéon de la Utilidad Aleatoria

En primer lugar, se requiere modelar la probabilidad de eleccion de cada modelo dentro
de un conjunto de modelos (indexados) de computadoras que poseen determinados
atributos medibles, los cuales proporcionan niveles de utilidad distintos a los individuos
de la poblaciéon de acuerdo a sus preferencias, asumiendo que estas preferencias se
caracterizan por los supuestos estandar de la teoria econémica.

Por ello, en este capitulo se modela las decisiones de eleccién de alternativas de un bien
sobre la base del modelo de maximizacion de la utilidad aleatoria de McFadden [31], el
cual fundamenta el uso de variables aleatorias para representar los niveles de utilidad
obtenidos mediante estas decisiones.

1.1. Sistema de Eleccién Probabilistico

En esta seccion se define un Sistema de Eleccion Probabilistico (SEP). el cual permite
caracterizar de manera general la eleccién entre alternativas por parte de los individuos
de una poblacién, por ejemplo, en el caso de la compra de distintos modelos de un bien
durable como la computadora3.

Definicion. Sistema de Eleccion Probabilistico (SEP)

Un SEP consiste en un vector (I,.#,7,&, S, P) donde
= I es un conjunto finito no vacio que indexa las alternativas de eleccion; I =
{i1,...,in} CZ .

» .7 es una familia finita no vacia de subconjuntos de alternativas de eleccion obte-
nidos a partir de los elementos de I;

= 7 es el universo de vectores de atributos medibles;
» £: 1 — Z es un mapeo que especifica los atributos medibles de cada alternativa;

= S es el universo de vectores de caracteristicas medibles de los individuos de la
poblacién que realiza elecciones; y

» P: I x.# xS —]0,1] es la probabilidad de eleccion.

3Ademas, la definicion de este sistema es compatible con las especificaciones econo-
métricas de un sistema de demanda utilizadas para modelar los datos observados de
elecciones discretas.



La probabilidad de elegir ¢ € I dado que la seleccion debe ser hecha de un conjunto
J = {1, jm} € & para un individuo que tiene caracteristicas s € S, se denota
P(i| J,s).

La probabilidad de que la alternativa elegida pertenezca a un conjunto C' € .#, dado
que las alternativas se han restringido al conjunto J y dadas las caracteristicas del
individuo s € S, esta dada por

P(C|J,s)=>ccPli]Js).

Ejemplo: En el caso de eleccion de computadoras, se puede tener un conjunto de seis
modelos alternativos posibles I = {1,2,3,4,5,6}. A partir de este conjunto, se puede
tener conjuntos de eleccion disponibles en el mercado (por ejemplo, en una region) como
J =1{1,3,5} y J' ={2,4,6}. Los atributos medibles de las alternativas pueden ser la
velocidad del procesador, la capacidad de disco duro y la memoria RAM (medidas
en Gigabits), por lo cual Z = Rt x RT x R, y se puede definir £ : I — Z como
£(1) =(1,60,1),&(2) = (1,80,1),£(3) = (2,100,2),£(4) = (2,120,2),£(5) = (4,160, 2),
£(6) = (4,100,2).

Dados un conjunto de elecciéon J € Z y las caracteristicas individuales s € S, un SEP

cumple las siguientes propiedades:

« SEP1: Las probabilidades de elecciéon de cada alternativa son no negativas y suman
1.
a. P(ji | J,s) >0, Vy, € J.
b. P(J|J,s)=>" Pl Js) =1

» SEP2: Las probabilidades de eleccién dependen sélo de los atributos de las alter-

nativas.

Sipara J = {j1,...,dm} € Ly J = {1, ..., jl.} € F se tiene que zx = {(Ji) =
€(j) para k = 1,..,m, entonces P(ji | J,s) = P(j;. | J', s)-

Ejemplo: Para el ejemplo anterior, si para los conjuntos de alternativas J = {1,3,5} y
J'={2,4,6}, se tiene £(1) = £(2) = (1,70,1), £(3) = £(4) = (2,110,2), £(5) = £(6) =
(4,140, 2), entonces se cumplira P(1 | J,s) = P(2| J',s), P(3| J,s) = P4 | J,s)y
P J,s)=P(6|J,s).



1.2. Preferencias y Utilidad Aleatoria

En esta seccion se define las relaciones de preferencias sobre distintas alternativas de
eleccion de los individuos y las funciones de utilidad asociadas. Luego, se caracteriza
estas funciones como vectores aleatorios asignandoles una medida de probabilidad para
una poblacion de individuos con caracteristicas dadas s € S. Por tltimo, se indica cémo,
en este contexto, es posible definir un SEP a partir de las decisiones de maximizacion
de la utilidad por parte de los individuos de esa poblacion.

Definicion. Relaciéon de Preferencias

Una relacion de preferenciasp sobre el conjunto de alternativas I se define como un
subconjunto p de I x I, tal que (j, k) € psij es “al menos tan deseable” como k, lo cual
se denotara j > k.

Se dice que la relacion de preferencias p es racional, si es transitiva (dados (j,k) € py
(k,1) € p— (4,1) € p) y completa (Vj,k € I,(j, k) € p(j, k) o(k,l) € p)*. Denominare-
mos O al conjunto de todas las relaciones de preferencias racionales sobre 1.

Teorema 1. Representacién de Preferencias Mediante Funciones de Utilidad

Dadas las caracteristicas s € S, para cualquier relacion de preferencias racional p € O
existe una funcion u(. | p,s) : I — R, la cual otorga valores reales a cada una de las
alternativas de I. Esta funcion es denominada “funcién de utilidad”.

La funcién constituye una representacion ordinal especifica de la relacion de preferencias
p sobre I de los individuos con caracteristicas s € S, siendo el valor correspondiente a
cada alternativa el nivel de utilidad que recibe la persona al elegirla, es decir, Vj, k € I,
jzkeui|ps)zulk]ps).

Demostracion:

Mas-Collel et. al. [18] Proposicion 1.B.25.

*

“Ver definicion 1.B.1 de Mas-Colell et al. [18]
. *Ver también el ejercicio 1.B.5 que abarca el caso en que el conjunto de eleccién es
nito.



Definicion. Espacio Medible de Funciones de Utilidad

Para caracteristicas s € S dadas, las funciones de utilidad se pueden ver como puntos
del espacio finito-dimensional R", es decir, vectores (u(i1),...,u(i,)), con i; € I, que
indican los niveles de utilidad de la eleccion de las distintas alternativas®.

Ejemplo: Dado el conjunto de eleccion de alternativas I = {1,2,3,4,5,6}, dos indivi-
duos de la poblacion con caracteristicas s € S tienen preferencias representadas por los
vectores v’ = (10,15,12,20,5,8) y u” = (18,10,21,6, 15, 7), respectivamente.

Hipotesis. Utilidad Aleatoria

Dada una poblacién de individuos con caracteristicas s € S, se asume que en el espacio
de sus funciones de utilidad, existe una distribucion caracterizada por una medida de
probabilidad p dada por

w(.,s) : B(R™) — [0,1].

donde Z(R") es la dlgebra de Borel de R™ (la o-algebra més pequena que contiene a
los subconjuntos abiertos de R™). Es decir, el espacio medible de funciones de utilidad
es (R, Z(R"™)).

Al p ser medida de probabilidad cumple con las siguientes propiedades:

i.VAe ZR"),0< pu(A) <1

i u(R™) =1y (@) =0.

iii. Si Ay, Ay, ... € B(R") son disjuntos, entonces pu(A; UA; U...) =", u(A;).
Ademas, p se puede restringir cuando el conjunto de alternativas es J = {j1, ..., jm} € &

considerando funciones de utilidad v € R™ conformadas por los vectores que incluyen

solo los elementos correspondientes a estas alternativas y definiendo la medida de pro-
babilidad 17 (.,s) = u(. | J,s) : Z(R™) — [0,1] como

p’(B,s) = u(B|J,s), VB € B(R™).
®Sin pérdida de generalidad el rango de estas funciones se puede restringir al intervalo
[0,1] mediante una representacion U | s : I x O — [0,1] definiendo u(i | p,s) =
> ieAGip) 277, donde A(i,p) = {j €1](i,j) € p} denota el conjunto de alternativas

para las cuales la alternativa i es preferida o por lo menos “igual de deseable” que las
otras opciones.
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Definicion. Funciéon de Densidad de Probabilidad de las Funciones de Utili-
dad

Se denomina funciéon de densidad de probabilidad de las funciones de utilidad a la
funcion f7(. | s) : R™ — [0, 1] para la cual la medida p restringuida al conjunto J
puede ser expresada como u’(A,s) = I I (uy, .., U 8)duy...du,,, para A € B(R™),
donde f7(A;s) denota la funcion de densidad correspondiente.

A partir de la definicién anterior se tiene la funcion de distribucion de probabilidad
acumulada multivariada F7(. | s) : R™ — [0, 1], definida por

FI(uy, .oyt 8) =

[ [ s (1, oy xm; 8)day ... dX g,V (uy, Ug, .., Uy,) € R™

r1=—00 Jxa=—00 T =—00

donde, para simplificar la notacion, se escribe u; = u(j;).

Si I/ denota la derivada de F/ respecto a su primer argumento, por definicion, se tiene
que
J c o) — OFT(uiug,. um;s)
F/ (uq,ug, oy U §) = ettt
U U
(¥ e [ (un, T 8)d Ty Ay,

T2=—00 Ly =—00

Entonces, la probabilidad de eleccion de j; € J es

PGi | Jys) = ' ({u € R™ [ ug 2w, k= 1,..,m} , s) =

:/ [/ / f‘](u,:cQ..,xm;s)dxg...dxm] du:/ Fl(u,u,...,u; s)du.
U=—00 To=—00 T =—00 U=—00

Como se vera posteriormente, siguiendo a McFadden [31], una forma de encontrar un
SEP de una poblacion consistente con la hipotesis MUA es utilizar la ecuacién (1) para
generar probabilidades de eleccion o, alternativamente, demostrar que un determinado
SEP es consistente con alguna funcién de densidad de probabilidad y, por ende, con la
medida de probabilidad asociada, a través de (1).

Interpretacion de la Hipoétesis de Utilidad Aleatoria

Asumir la hipoétesis de utilidad aleatoria implica que existe una distribuciéon aleatoria
de las preferencias o gustos entre los individuos, la cual define distintas funciones de
utilidad entre los individuos con caracteristicas s € S. Ademas, siguiendo a McFadden

11



[31], pag. 205-206), las variaciones en preferencias entre individuos y en un mismo
individuo que elige en distintos momentos son indistinguibles en sus efectos sobre la
distribucion observada de la demanda de las alternativas de eleccion. Para el caso de un
mismo individuo, estas variaciones se interpretan como si el mismo individuo tomara
una funcién de utilidad de una distribucién aleatoria cada vez que hace una decision, lo
cual constituye un marco de anélisis mas general que el modelo clasico de maximizacion
de la utilidad individual ya que captura factores (psicologicos) que no son medibles
desde el punto de vista de un observador y que afectan las decisiones econdémicas de los

individuos de manera no previsible’.

Por otro lado, también puede interpretarse como que las personas pueden cometer erro-
res en sus decisiones debido a problemas de racionalidad limitada. Desde un punto de
vista econométrico, los errores se reflejan en discrepancias entre las predicciones de un
modelo de un proceso de eleccién discreta. En cuanto a las formas de explicar estos
errores Rust [30] discute cuatro posibles interpretaciones: i. errores de optimizacion que
impiden a un agente calcular correctamente o implementar una accién 6ptima; ii. errores
de medida de las variables debido a errores de respuesta o codificacion (que conducen a
errores de clasificacion de los datos); iii. errores de aproximacion debido a la incorrecta
especificacion de los modelos econométricos (que, por naturaleza, son representaciones
simplificadas de la realidad y no la pueden reproducir totalmente); iv. presencia de
variables de estado no observadas por el investigador (no se captura todas las variables
relevantes para la decision del individuo, incluyendo lo que, en econometria, se deno-
mina heterogeneidad no observada en alusién a componentes o variables no medibles
propios de cada individuo). De acuerdo a Rust[30], sobre todo cuando las fuentes de
datos son confiables y exhaustivas, esta tltima interpretacion seria la mas plausible y
natural de los errores, ya que reflejan informaciéon que no es capturada mediante formas
funcionales basadas en las variables observadas. Sin embargo, la literatura econométrica
reciente ha puesto énfasis en el estudio de casos donde donde si ocurririan errores en las
decisiones de los individuos comparandolas con decisiones “6ptimas” a lo largo del tiem-
po, encontrando que los individuos en muchos casos toman decisiones subestimando o
sobreestimando sus verdaderas valoraciones sobre ciertos bienes o servicios en relaciéon
a posibles alternativas de eleccion (por ejemplo, cuando se observa que las personas se
inscriben en planes de gimnasio que finalmente no son utilizados, o mediante estudios

experimentales de decisiones especificas con grupos reducidos de personas).

"El modelo de utilidad intrapersonal ha sido de mucha relevancia en las teorias psico-
logicas de eleccion individual, sobre todo a partir de los trabajos de Luce [17] y Tversky
[34].
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En general, este supuesto implica que personas con caracteristicas iguales tienen prefe-

rencias similares aunque sus elecciones, en muchos casos, no coincidan.

Hipétesis. Maximizaciéon de la Utilidad Aleatoria (MUA)

La hipotesis MUA consiste en la existencia de un vector (I, Z, €, S, u) - donde (I, Z, &, 5)
fueron ya definidas, y i es una medida de probabilidad en el espacio de funciones de
utilidad, para s € S dado, tal que se cumplen los siguientes supuestos:

= MUA1: p’, definida como la restriccién de p a un conjunto de alternativas J,
depende solo de los atributos medibles de estas alternativas: si J = {ji, .., jm} € &
y J' = {ji, g} € F satisfacen z, = &(jx) = £(j;.) para k = 1, ..., m, entonces
p'=n

» MUAZ2: La probabilidad de casos donde haya indiferencia entre dos alternativas

€s cero
N({u eR" | u(]k) = U(jl)},S) = 07 jkajl & I7 k 7é [.

» MUAS3: La eleccion entre las distintas alternativas es determinada por la maximi-
zacion de la utilidad, es decir, la probabilidad P(ji | J, s) de que una alternativa

Jr € J sea elegida estd dada por
P(jx | J,8) = p’ ({u € R™ | uGy) 2 u(i), Vi € T}, 9).

La probabilidad de eleccién de una alternativa determinada est4 dada por la me-
dida de las funciones de utilidad en las cuales esa alternativa otorga la mayor
utilidad.

Teorema 2. La Hip6tesis MUA genera un SEP.

Dadas las caracteristicas s € S, si se cumplen los supuestos de la hipotesis MUA se
genera un SEP (I,. 7 &, S, P).

Demostracion:

SEP2 es consecuencia directa de la propiedad MUAT.

Para un conjunto de eleccion J = {ji,..,jm} € &, las propiedades MUA2 y MUA3
implican SEP1.
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En primer lugar, MUA3 implica, por definicion de medida de probabilidad, que P(ji |
J,s) >0, jx € J. Ademas, MUA2 garantiza que existe casi siempre una tunica alternativa
que maximiza la utilidad, por lo cual P(ji | J, s) esta bien definida cumpliendo SEP1b,
es decir, P(J | J,s) = >0 w’ ({u € R™ | u(jx) > u(ji), Vi € J},s) = 1. Para mostrar
esta ultima afirmacion debe notarse que, por definiciéon se tiene que, para jp € J ,

P(]k | ‘]v 3) =
1 ({u e R™ | u(je) > u(h), i € Jk # 13U (U o {u € R™ [ u(he) = u(i)}] , s),

y, como la medida de una unién disjunta de conjuntos es la suma de las medidas de los
conjuntos, se obtiene

P(]k | J> 8) -
p ({u € R™ [u(in) > u(ji), ji € Lk #1},8) + ! (U o {u € R™ [ (i) = u(ii)}, 5)-

Por MUA2 el segundo sumando es igual a 0, con lo cual se tiene que
PQir | J,8) = p/ ({u € R™ | u(iy) > u(j), 5 € J, k #1},s),

Aplicando la definicién de la probabilidad de un conjunto, resulta la siguiente equiva-

lencia

P(J | ,8) = 225 POk | 1,8) = 25l p/ ({u € R™ [ uli) > u(in), i € Tk # 1}, 5) +
! ({u € R™ [ulje) = u(it), Viw, 1 € J}58) = 1,

al anadir la probabilidad nula del conjunto disjunto donde la utilidad de las distintas
alternativas coincide (por MUA2), con lo cual se cubre todas las posibles utilidades
u € R™, cuyo conjunto mide 1 por definicion de medida de probabilidad.

*

2. Representacion de las Decisiones Agregadas de Eleccién en-

tre Alternativas de una Poblacién

Para facilitar el analisis de las decisiones de una poblacién, es importante encontrar
un SEP consistente con la hipétesis MUA que permita analizar las decisiones de elec-
cion de una poblaciéon de individuos que maximizan sus utilidades aleatorias, es decir,
las probabilidades de elecciéon de cada alternativa, como provenientes de un individuo
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representativo que elige proporciones de cada una de ellas. Para ello, es necesario que
las preferencias de los individuos tengan una estructura que permita “agregarlas” para
representar las elecciones discretas de los individuos mediante las decisiones de consumo
de este individuo “representativo” provenientes de la maximizacion de una “funcion de

utilidad social”.

En este capitulo, a fin de tener un marco analitico suficientemete general, se asume que
los individuos enfrentan tanto decisiones de eleccién de un bien de tipo discreto como
decisiones de consumo de un conjunto de bienes de tipo continuo. En este contexto, se
presenta, en primer lugar, se presentan las definiciones y propiedades de las funciones
de utilidad directa y de utilidad indirecta, y se definen las probabilidades de eleccion
de las alternativas. Luego, se define el concepto de funcién de utilidad social para
una poblaciéon a partir de las funciones de utilidad aleatoria de los individuos, y se
presenta su construccion para el caso de funciones de utilidad aleatoria ingreso-aditivas.
Posteriormente, se adopta el supuesto de que existen errores que afectan de manera
aditiva la utilidad indirecta que reciben los agentes, y se muestra que es posible modelar
las decisiones de una poblaciéon mediante una funciéon de utilidad social cuando se asume
que la funcién de distribucion de estos errores es de Valor Extremo.

2.1. Funcién de Utilidad Incluyendo Eleccién entre Alternativas de Bienes

A continuaciéon, se presentan las propiedades de las funciones de utilidad aleatoria
en el marco general de la teorfa econémica de decisiones del consumidor cuando las
decisiones de los individuos abarcan tanto la eleccion de una alternativa de bienes de
tipo discreto como las cantidades de consumo de bienes divisibles de tipo continuo.
En este marco, a fin de utilizar la modelacién de la utilidad aleatoria de la eleccion
de alternativas presentada en la primera seccion, se define el concepto de funcién de
utilidad indirecta condicionada a la elecciéon de una alternativa determinada de un bien
discreto. Asimismo, se muestra que esta funcion satisface las propiedades estandar que,
de acuerdo a la teorfa econémica, definen a la funcién de utilidad indirecta. Luego, se
define la funcién de utilidad indirecta no condicionada, la cual indica el méximo nivel
de utilidad que los individuos alcanzan decidiendo de manera 6ptima sus niveles de
consumo de bienes divisibles y determina la alternativa que maximiza su utilidad. Por

ultimo, a partir de ella, se definen las probabilidades de eleccién de las alternativas.
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Definicion. Decisiones de Consumo

Dado un individuo con determinadas caracteristicas s € S, entre las cuales esti su nivel
de ingreso y € R (el cual constituye la caracteristica méas relevante en este caso) y el
conjunto de eleccion es I = {iq,...,1,} C Z", las decisiones de consumo implican elegir

» Un vector z € X :Rl+ de cantidades de bienes divisibles.

» Una alternativa j € I tiene un vector de atributos intrinsecos medidos w; € W,
siendo W C RP un conjunto cerrado.

En este contexto, dadas las caracteristicas individuales s € S, una relaciéon de prefe-
rencias j sobre (X, W, I) se define como un subconjunto 5 de (X, W, I) x (X, W, 1), tal
que (a,b) € psia>b.

Se asume que las preferencias son racionales, y se denota con O al conjunto de prefe-

rencias racionales.

Definicion. Funcién de Utilidad para Eleccién entre Alternativas y Canti-
dades de Bienes Continuos

Dadas las caracteristicas individuales s € S, para la relacion de preferencias p € 0,
se define una funcion de utilidad U : X x W x I — [0,1] (U es una generalizacion de
la funcion u definida en la seccion anterior), la cual posee las siguientes propiedades

estandar de la teoria econémicas:

= SUL: Para cada j € I, U(,-,j) es continua sobre X x W.

» SU2: Paracadawe W yjel, U(, w, 7) es dos veces diferenciable sobre X

= SU3: Paracadaw e Wy jel,U(-,w,j) es creciente, 9U /0% > 0 con | OU /0F |>
0 8.

= SU4: Para cada w € Wy j € I, U es diferenciable estrictamente cuasi-concava
sobre X.9

*Es decir, 8(7/6"331- >0, parai=1,2,..n,y 3 tal que 8(7/0@/ >0
Es decir, si ¢t - OU(%,w,j)/0x = 0 para t € R" y t-t = 1, implica t' -
(02U (Z,w, )/0207'|t < 0

16



Las propiedades de U reflejan propiedades de las relaciones de preferencias'®, y son muy
utiles para el analisis de las decisiones de consumo.

Ahora, utilizando la terminologia presentada en el capitulo 1, supongamos que a cada
alternativa j € I se le asocia, mediante la funcién £ : [ — Z, con Z = (R,Q, W), un
vector z; = (r,q;, w;) = £(j) de atributos medibles, tal que

= 7 € R es un vector de precios para los bienes divisibles, siendo R =R!*.

» ¢; € Q) es el precio de la alternativa j € I , siendo @) = R™.

Definicion. Funcién de Demanda Condicionada de Bienes Divisibles

Dada la eleccion de una alternativa 5 € I, cuyo precio y atributos se denotan como ¢ y
w respectivamente, con ¢ € RT, w € Wy r €R'F, se tiene la restriccion presupuestaria
r-x+q <y, siendo y € R" el nivel de ingreso del individuo.

En este caso, con el fin de establecer la analogia con la modelacion estandar de la
teoria de la demanda, se expresa la restriccion presupuestaria en funcion de y — ¢ como
r-x<y—gq,yseasumey—q>0.

Para la funcion de utilidad U, se define la funcion de demanda de los bienes divisibles
condicionada X : Rt x RI" x W x I — R mediante

X(y—q,r,w,j;f]) :a’rgmé‘x{[]('wiaj) | r$§y_Q} .

Definicion. Funcién de Utilidad Directa Condicionada

Dada la funcién de utilidad U , se define la funcion de utilidad directa condicionada
U:1— R como U(j;U) = U(X(£()), 4; U), ).

Se denomina de utilidad “directa” porque expresa el nivel de utilidad alcanzado por el
individuo por la eleccién de cada alternativa.

Ya que existe una mapeo desde U hacia U, la modelacion de la utilidad aleatoria de la

eleccion de alternativas presentada en la primera seccién se aplica en este contexto.

1Asi, la propiedad SU1 se obtiene del supuesto de que las preferencias sobre X x W
son continuas, es decir, la relacion es preservada bajo limites (ver Proposicion 3.C.1

de Mas-Colell et al. [18]). En relacion a SU2, que U(-,w,7j) sea creciente, se obtiene
asumiendo que las preferencias sobre X son monotonas (ver Definicion 3.B.2 de Mas-

Colell et al. [18]. Por ultimo, SU3 implica que las preferencias sobre X son estrictamente
convexas (ver Definicion 3.B.5 de Mas-Colell et al. [18].
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Definicion. Funcién de Utilidad Indirecta Condicionada

Dada una funcion de utilidad U, se define la funcion de utilidad indirecta condicionada
V RY x R x W x I — R mediante

V(y—q,r,w,ij):mftx{U(x,w,j)\7"xﬁy—q} . (2)

Se denomina de utilidad “indirecta” porque expresa el nivel de utilidad alcanzado por
el individuo a partir de los precios de los bienes continuos, el ingreso del individuo, el
precio de la alternativa elegida y los atributos correspondientes a la misma.

Definicion. Propiedades Estandar de una Funcién de Utilidad Indirecta

En general, en el caso estandar donde s6lo se consume bienes divisibles, las propiedades
UIB de una funcién de utilidad indirecta V(y,r), donde y es el ingreso y r el vector
precios de los bienes de consumo, utilizadas en la teoria econémica son las siguientes
(Ver Proposicion 3.D.3 de Mas-Colell et al. [18]):

« UIB1: V es continua.

« UIB2: V es homogénea de grado 0.

= UIB3: V es estrictamente creciente en y, es decir, si fuera diferenciable se tiene
que 0V (y,r)/0y > 0.

= UIB4: V es no creciente en r. Es decir, si fuera diferenciable, se tiene que (9\7(y, r)/or <
0.

« UIB5: V es cuasi-convexa, lo cual implica que el conjunto {(y, r):V(y,r) < V}

es convexo para cualquier V.

Teorema 3. La Funciéon de Utilidad Indirecta Condicionada Satisface las
Propiedades de una Funcién de Utilidad Indirecta

Dados los supuestos SU, dados y — ¢ > 0, reR*, w e W, j €1y U, la funcién Vy—

q,r,w,7;U), respecto a sus dos primeros argumentos, tiene las siguientes propiedades
(estandar de la teoria econémica para una funcion de utilidad indirecta).

» UIl: V es continua en (y — ¢, 7, w).

» UI2: V es homogénea de grado 0 en (y — q,r).
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» UI3: V es dos veces continuamente diferenciable en (y — q,r).

» Ul4: V es estrictamente creciente en (y —q), es decir, OV (y —q,r,w)/0(y —q) > 0.
» UI5: V es diferenciable no creciente en r, es decir, 0V (y — ¢, r,w)/0r < 0.

= UI5: V es diferenciable estrictamente cuasi-convexa en r. !l

= UI6: V es cuasi-convexa en (y—gq, r), es decir, el conjunto {(y —q,r):V(y—q,r) <

es convexo para cualquier V.

Demostracion:

Mas-Colell et al. [18], seccion 3.D.3, para la demostracion general (sin las caracteristicas
de diferenciabilidad)!?. Estas propiedades especificas Ul se derivan, dada la definicion de
V, utilizando la equivalencia V (y — ¢, 7, w, j; U) = U(z(r,y — q),w, j), donde z(r, y — q)
representa la demanda de los bienes divisibles, la cual es continua respecto a r y a

y—q-.

*

En este contexto, se cumplird también la identidad de Roy, la cual permite determi-
nar la demanda de los bienes divisibles a partir de la funcion de utilidad indirecta
condicionada.

Lema. Identidad de Roy para la Demanda de Bienes Divisibles

Dados los supuestos SU, el maximo de U sujeto a r.z < y — ¢ se consigue en un tnico
vector & = X (y — q,,w, j; U) que satisface

o~ oV /or

Demostracion:

Mas-Colell et al. [18], capitulo 3, seccion G.4. La propiedad UI5, derivada de SU4,
establece la unicidad del vector de demanda (Ver parte iii de la Proposicion 3.E.3 de
Mas-Colell et al. [18]).

1T0 cual implica que dado (y — ¢q), el conjunto {r Vy—q,r) < V} es estrictamente

convexo para cualquier V.
2Exceptuando la propiedad UIb5.
3Ver Apéndice de capitulo 3 de Mas-Colell et al. [18]
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Definicion. Utilidad Indirecta No Condicionada

Si la eleccion se restringue al conjunto J € ., se define la funcién de utilidad indirecta
no condicionada V* : R™" x R x W— R mediante
V*(y —q,mwy; J,U) = méx V(y — ¢, T, W;, J; U) = maxv; , (3)
jeJ jeJ
donde y — ¢y denota un vector con componentes y —¢; y w; un vector con componentes

w; para j € J. Asimismo, v; = V(y — ¢;, 7, wj, J; U) denota el componente del vector V'
correspondiente a la alternativa j € J .

Esta funcion se llama “no condicionada” porque expresa el nivel de utilidad que alcanza
el individuo mediante la eleccion de la alternativa que le da mayor utilidad condicionada
considerando que sus decisiones de consumo de bienes divisibles son 6ptimas.

Lema. Unicidad del Valor de la Utilidad Indirecta No Condicionada

Por MUAZ2 para casi todo ¢, excepto para un conjunto cerrado con medida de Lebesgue
igual a 0, el méaximo de (3) es alcanzado en una tnica alternativa. De este modo, en
el conjunto abierto para el cual £k € J es el maximo de V*, se tiene que V*(y —
qs,r,wy; J, U) =V(y— qg, 7, wg, k; U) y, V*comparte las propiedades Ul de V para casi
todo vector de precios.

Definicion. Demanda de Alternativas

Dado un conjunto de alternativas J € ., para un individuo con caracteristicas s € S
y funcion de utilidad U, por MUA2, para casi todo y — ¢ , la demanda D(j| J,s; U)
para la alternativa j € J viene dada por la identidad de Roy como

ov* )
DG | s U) _ 0y _ 1 siparak € J, v; > vy, )
8(;2 0 enotrocaso.

Definicion. Probabilidades de Elecciéon de Alternativas

La probabilidad de eleccion de la alternativa j € J para un individuo con caracteristicas
s € S es la medida de las funciones de utilidad donde otorga mayor utilidad

P(j | J,s)=EyD(| J,s:0) = [D( | J,s;0)pu(dU | J,s) =
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:u({UGR”|UjZUk,kEJ}|I,s) (5)

donde Ey|, es el operador de esperanza sobre el espacio de probabilidad (Z(R™), R", u(. |
J,s)) de las funciones de utilidad de la poblacion con caracteristicas s € S'4.

2.2. Funcion de Utilidad Social

En esta parte, se define la funcién de utilidad social, basada en consumos fraccionarios
de las alternativas, a partir de las funciones de utilidad indirecta de un conjunto de
individuos con caracteristicas determinadas, como aquélla para la cual los consumos
fraccionarios que maximizan la utilidad coinciden con las probabilidades de eleccion de
los individuos; es decir, esta funcién permite representar las preferencias de una pobla-
cion de individuos como provenientes de las decisiones de un “agente representativo” que
maximiza su utilidad. Para la construccién de la funcién de utilidad social, se asume que
las funcién de utilidad indirecta condicionada de los individuos es del tipo aditivamente
separable, y se muestra que esa forma funcional cumple con las propiedades estdndar
de la funciones de utilidad indirecta. Por tltimo, se define, a partir de esta funcion, una
funcion de utilidad social que cumple la condicién requerida.

Definicion. Consumos Fraccionarios

El conjunto A de todos los vectores § de posibles consumos fraccionarios de las alter-

nativas se deﬁne CcOomo
A:{56R1|6]~20, Z;?;l(sjﬂ}.

Si se restringue las alternativas al conjunto J, el conjunto de los posibles consumos

fraccionarios A\ sera
Ny={0e]|d;=0,i¢ J}.

La funcién de utilidad U(z, d, s) basada en consumos fraccionarios § € A, estara dada
por

U:X xAxS—|0,1].

1“Se mantiene la notacion de la medida u(- | J,s) para las funciones U cuando se
restringe las alternativas a J entendiéndose que se aplica el mapeo existente entre ellas
y las funciones U.

21



Por lo tanto, para J €4, r > 0, y —q; = 0, wy € W con £(j) = (y — ¢;,7,w;), la
funcién de utilidad indirecta V para consumos fraccionarios de las alternativas sera

V(y—q,],r,w;J,s):mégX{U(x,é,s)]xGX,éGAJ,r-:c+qJ-§§y} . (6)

Sobre la base de estos conceptos, se define a continuaciéon la funciéon de utilidad social
a partir de las funciones de utilidad aleatorias de los individuos.

Definicion. Funcién de Utilidad Social

Dados una poblacion de individuos con caracteristicas s € .S, un conjunto de alterna-
tivas J € ., y un conjunto de consumos fraccionarios A, U(z,d, s) serd una funcion
de utilidad social y V una funcién de utilidad social indirecta si los consumos fraccio-
narios de las alternativas son iguales a las probabilidades de eleccién discreta de cada

individuo
- dq;
P(|Js)=——= (7)

A fin de dar condiciones bajo las cuales se pueda obtener una funcién de utilidad social,
McFadden|22| plantea el supuesto de que las funciones de utilidad indirecta de los
individuos son del tipo aditivamente separable.

Definicion. Funciéon de Utilidad Indirecta Condicionada Aditivamente Se-
parable

La funciéon V(y — q,r,w, j; U) de utilidad indirecta condicionada es aditivamente sepa-
rable si tiene la forma

y—q—a(r,w,j;U) (8)

v<y_q7r7w7j;0): ﬂ(?”) )

donde y > ¢ + a(r,w;, j; U) y ay § son funciones continuas homogéneas de grado 1,

concavas y no decrecientes en r.

Definicion. Funcién de Gasto Condicionada

En este contexto, se define la funcién de gasto condicionada y(q, r, u; U) R x R x
Rt — R™, la cual indica el nivel de gasto minimo que se requiere para lograr un nivel
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de utilidad @ con valores determinados de q y r, como

y(q,r,w;U) = q+alr,w,j;U)+a-B(r) . (9)

Dados los supuestos sobre las funciones o y 3, la funcion de gasto y(q, r, @; U), definida
en (9), cumple las siguientes propiedades PG:

= y es estrictamente creciente en .

= 9 es continua respecto a r y en u.

= y es cOncava en r para 4 > 0, ya que a y 8 son funciones concavas

= y es no decreciente y homogenea de grado 1 en r.

Teorema 4. La Funciéon de Utilidad Indirecta Condicionada Aditivamente
Separable Satisface las Propiedades de una Funcién de Utilidad Indirecta

Las propiedades PG de la funcién de gasto garantizan que la funcion de utilidad indi-

recta condicionada aditivamente separable V(y — ¢, r,w, j;U) definida en (8) cumple
las propiedades basicas estandar UIB de una funcion de utilidad indirecta.

Demostracion:

Se aplica la Proposicion 3.H.1 de Mas-Colell et al. [18]. '°

tomando en cuenta que solamente existe un vector de bienes divisibles que maximiza
la utilidad

*

El cumplimiento de las propiedades UIB, aunque no sean tan especificas como las
propiedades Ul, permite justificar el uso de la forma funcional ingreso-aditiva para
modelar las utilidades indirectas de los individuos que eligen alternativas de un bien
discreto.

Considerando una funcion de gasto g(r,u;U) = y(q,r,u;U) — q¢ = a(r,w,5;U) +
u- f(r), correspondiente a la definicion estandar de la funciéon de gasto para la funciéon
V. También puede verse la explicacion de la relacion entre las funciones de gasto y de
utilidad indirecta presentada por Torregrosa|33|.
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Definicion. Funcién de Utilidad Indirecta No Condicionada

La funcion V, definida en (8), estd asociada a una funcion V* de utilidad indirecta no
condicionada de la forma

~ _ ‘—ar,w~,';U
V*(y_QJ,T,wJ;J,U):méXy 4 ( 5] ) .

jeJ B(r) (10)

donde ¢; y w; representan el precio y los atributos de la alternativa j € 1.

Teorema 5. Caracterizacion de la Funcion de Utilidad Social Indirecta

Para una poblacién con caracteristicas s € S que elige alternativas del conjunto J € .7,

y tiene funciones de utilidad indirecta condicionadas V(y — qj,r,wj,j;U) definidas de
acuerdo a (8), la funcion V : R™" x R xR?"— R definida por

V(y_QJ7T7wJ;J78) = EU|SI§13}<V(y_Qj7Tawjaj;U)‘

constituye una funcién de utilidad indirecta social.
Demostracion:
En este caso se tiene que

= 1 , .o~
Viy—qs,rwy;d,s) = B0 {y + Ey|s I?eaf[—% — a(r,wy, J; U)]} :

Se define la funcion G : R™" x R xRP" — R como

G(QJ; T, W J7 S) w EU|s I?eéjjx[_q] [— Oé(?”, wjaj; U)] : (11)

G es convexa porque los términos —¢;—a(r, w, i; U) son convexos en (¢, r); el maximo de
funciones convexas es convexo; y una combinacion lineal no negativa de funciones conve-

xas es convexa. Entonces, para un nivel de utilidad u > 0, V = ﬁ {y+Glgy,r,wy; J,s)}
estd asociada a una funcion de gasto g concava, dada por 3(q, r,u) = uf(r)—G(qs,r,wy; J, S).
Dado que esta funcién cumple las propiedades PG ya mencionadas, por el Teorema 5,

V es una funcion de utilidad indirecta.

Por otro lado, aplicando la identidad de Roy para la utilidad indirecta V' definida en
(8), tenemos que la demanda de las alternativas estd dada por

ov* %],méxie‘][y*qifa(hwi,i:f/)]
ST, _ %4y _ B(r) _
D(]|U7J7S)__6VJ* - = T -
oy B(r)
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= —8%]_ maxes[—q; — a(r,w;, j; U)].

En este contexto, usando (5) para la definicion de G, las probabilidades de eleccion
vienen dadas por

P(j| J,s) = EyD(j| J,5U) = —EU|53% Maxe s[—q; — a(r,w;, j; U)] =

= _aiq],EULs métheJ[_Qj - 04(7’, waj; (j)]

Luego, multiplicando y dividiendo por 1/3(r), se obtiene

8G(q(],7"7’ll](];,J7S) ; 1 ﬂ
P(j| Jys) = —— 220 — 20 (12)
0 &

La ecuacion (12) muestra que v cumple (7) y, por lo tanto, constituye una funcion de
utilidad social indirecta que produce un SEP.

*

En este caso, la funcion U asociada a V es una funcion de utilidad social directa que tiene
la siguiente forma U(z, 6, s) = infy o, {V(y — qs, 7wy, J.s) |r-a+q;6 <y, Je 7}
con 6 € Aj. Es decir, U es la menor utilidad indirecta posible, dadas las caracteristicas
s € S ylos consumos x y 6 € Ay, cuando se elige los precios, el ingreso y el conjunto
de alternativas de eleccion, sujetandose a la restriccion r - x + q;.0 < y.

De este modo, la distribuciéon observada de la demanda de las alternativas se analiza
como si hubiera sido generada de una poblacién con gustos comunes iguales, y se refleja
en las decisiones de un agente representativo que realiza consumos fraccionarios de las

alternativas determinados por una funcién de utilidad social V.

2.3. Relacién entre las Hipdtesis de Utilidad Aleatoria y la Distribucién de
los Errores que Afectan la Utilidad

En esta seccion se presenta la hipdtesis de Maximizacion de la Utilidad Aleatoria
Ingreso-Aditiva (MUAIA) y se muestra que es consistente con el modelamiento de
las decisiones de eleccion de alternativas de los individuos mediante una funcion de
utilidad social (indirecta) cuando se asume que las funciones de utilidad individuales
son afectadas por shocks aleatorios que tienen una funcién de distribucién de Valor

Extremo.
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Para ello, en primer lugar, se definen las funciones de excedente social asociadas a las
funciones de utilidad social y sus propiedades. Luego, se demuestra que, bajo la hipotesis
MUAIA, se puede definir una funcién de excedente social a partir de las distribuciones
de los errores que afectan la utilidad y, a partir de ella, generar una funcién de utilidad
social (indirecta). Asimismo, se demuestra que para cualquier funcién de excedente
social existe una forma MUATA de preferencias asociada; ademas, cualquier funciéon de

excedente social genera una funciéon de utilidad social indirecta.

Posteriormente, se demuestra que, dada la hipotesis MUA (presentada en la seccion
1.2), si la funcion de distribucion de los errores es de Valor Extremo, se cumple la
hipotesis MUATA, ya que existe una funciéon de excedente social asociada a esta funcion
de distribucion, la cual genera una funcion de utilidad social indirecta.

Por ultimo, se determinan las probabilidades de eleccién de las alternativas bajo los
supuestos adoptados, y se muestra que se pueden analizar mediante un modelo tipo
Logit Multinomial.

2.3.1. Maximizaciéon de la Utilidad Aleatoria Ingreso-Aditiva, Excedente
Social y Utilidad Social Indirecta

Hipdtesis. Maximizacion de la Utilidad Aleatoria Ingreso-Aditiva (MUATIA)

Las preferencias tienen una forma MUATA si satisfacen MUA y las funciones de utilidad
indirecta que las representan son aditivamente separables de la forma (8). Ademas,
dado J existe un vector aleatorio €; con componentes ¢; = —a(r,w;, j; U), Vj € J, con
funcion de distribucién acumulada multivariada inducida por la medida de probabilidad
sobre el conjunto de funciones de utilidad, F(e;,r, wy, J,s), y con funcion de densidad
fles,rywy, J,s).

Los valores de €; determinan la distribuciéon de preferencias entre los individuos dadas
las caracteristicas s € S (McFadden [22]).

Definiciéon. Funcion de Excedente Social (ES)

Dado s € S, una funcion G(qy,r, wys; J, s), para un conjunto de eleccion J = {ji, .., jm} €
#, es de excedente social si cumple las siguientes propiedades:

= ES1: G es una funcién de valor real de ¢y € R™, r € R™ con r € R, w; € R™.

» ES2: G es una funcion linealmente homogénea positiva convexa de (g, 7).
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ES3: G tiene la propiedad aditiva G(q; + 0,7, wy; J,s) = G(qs,r,wy; J,s) — 0,
V6 € R, donde ¢; + 6 denota un vector con componentes g; + 0.

ES4: Las derivadas de GG con respecto a ¢, existen, son no positivas independien-
temente del orden de diferenciacion, y satisfacen que

1
G(qs,rywy; J,s) — G0y, wy; J, s) = / (d/dt)G(p(t),rywy; J, s)dt
0

donde 9 : [0, 1] — R™ es cualquier camino tal que ¥(0) =0, y ¥(1) = ¢,

ES5: limy, o Gj(qs, 7wy, J,5) = —1 para j € J, donde G; denota la derivada
de G respecto a su j-ésimo argumento.

ES6: SiJ = {i1,..,in € Ly J = {j{, i ...,jjn%} € . satisfacen (g;,, wj,) =

(g, wj ) para k = 1,...,m, entonces

G(QJ7T7 w.y; J7 S) =5 G((QJ, +OO, ooy +OO)7T7 w, s J/J 8) .

A continuacién, se enuncia un teorema que muestra la relevancia de las propiedades de

una funcién de excedente social en la generacion de una funcién de utilidad indirecta

social. Para ello se definen primero el Sistema de Eleccion Probabilistico Invariante a
Traslaciones (SEPIT).

Definicion. Sistema de Eleccién Probabilistico Invariante a Traslaciones (SE-
PIT)

Un Sistema de Eleccion de Probabilistico Invariante a Traslaciones (SEPIT) consiste en

un SEP con probabilidades de eleccion P(j | J, s) dadas por funciones 7,(qs, 7, wy, J, s),Vj €

J, que cumplen las siguientes propiedades denotadas SPT:

SPT1: Las funciones 7; estan definidas para j € J = {1,..,m} € .#, ¢; € R™, r € R'"
,wyeWm yseS.

SPT2: 7; es homogénea de grado 0 en (g ,r).

SPT3: wj(qs +6,r,wy, J,s) =m;(qs,r,wy,J,s) — 6, V0 € R.

SPT4: limg, o mi(qs, 7wy, J,5) = 1 para j € J.

SPT5: Las derivadas cruzadas de 7; respecto a los componentes de ¢; distintos a g; son

no negativas y satisfacen
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71-]'((]Jv r,wy, J7 S) = ff’io fj:o 7Tl,?,...rn(qlv Cij (jm7 r,wy, ‘]a S)qu?dema

con condiciones analogas para o, ...m,,."6

SPT6: Las derivadas parciales son independientes del orden de diferenciacion, es decir,
Wji(QJa r,wy, J7 5) = 71']'l'(qu r,wy, J7 S>7Vi7j € J:
donde m; ; es la derivada parcial de m; respecto al componente j.

SPT7: Si J = {i1,..im} € BY J = {J, s s Jinin | € P satisfacen (g;,,wj,) =
(g1, wy ) para k =1,...,m, entonces

Wk(qJ7T7 w., Ju 8) - Trk((QJ7 —|—OO, ) +OO>,T’, w,yr, J/a 3)'

Teorema 6. Relaciéon entre ES, SEPIT y MUATA

i. Si MUAIA se cumple para utilidades individuales indirectas del tipo v; = (y — ¢; +
)/ B(r),Vje J,y Fles,r,wy,J,s)y fles,r,wy, J,s) son las funciones de distribucion
y de densidad de ¢, respectivamente, entonces existe una funcién G(qs, 7, wy, J, s) de

excedente social, tal que
+oo

G<QJ,7’,7VU,],J, 8) :/ [F(0J+t7T7wJ7J7S) _F(QJ+t7T7wJ7J7 S)]dt : (13)
Ademas, la funcién V definida a partir de G’ mediante

— + G(qy,r,wy, J, s
V(y—qJ,T,w,J, S) _ (y <qé(r) J ))

es una funcion de utilidad indirecta social, ya que las probabilidades de eleccion de las

(14)

alternativas asociadas con MUAIA
PG| J,s) :u({U € R"|v; 2 v,k € J} | J, )
satisfacen las propiedades SEPIT y cumplen con

P(] ’ J75) = Wj(QJaranaja S) = _Gj(QJaranﬂL 8) (15)

donde G; denota la derivada de G respecto a ¢; (es decir, se cumple la ecuacion (12)).

ii. Si G(qs,r,wy,J,s) es una funcion de excedente social, entonces existe una forma
MUAIA para las preferencias, tal que G cumple con (13) y la funcién V asociada a G,
definida mediante (14), es una funcién de utilidad indirecta social. Ademas, la ecuacion
(15) define un SEP que satisface las propiedades SPT.

gooe
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iii. Si P(5 | J,s) = m(qs,r,wy, J,s) es un SEP que satisface SPT, existe una forma
MUATIA y una funciéon de excedente social que satisface ES y cumple (13), la cual genera
una funcion de utilidad indirecta social mediante (14), y cumple (15).

Demostracion:
McFadden [22], apéndice.

Para ver que las probabibilidades P(j | J, s) conforman un SEP, se debe notar que ES4
implica que las probabilidades definidas por (15) son positivas. Ademaés, por ES3 se tiene
>y Gilgr,rwy, Jys) = =1, porlocual 3 37% P(j | J,s) =370 —Gj(qs,mwy, J,s) =
1.

La importancia de iii. radica en que el cumplimiento de las propiedades SPT es nor-
malmente facil de verificar para el caso de SEP empiricos, con lo cual se tiene un

instrumento para examinar su consistencia con una forma MUAIA!.

Lema. Expresion de la Funcién de Excedente Social a Partir de la Distribu-
ciéon de los Errores

Si se cumple MUAIA y F tiene primeros momentos finitos, la funcién definida por la
ecuacion (11) es igual a

+oo

G(qs,rywy, J,s) = / {méx(ej —q;) — méxsj} fley)dey. (16)
—oo JjeJ jeJ

Ademas, la funcion G'(qy,r,wy, J,s) = f_Jr;o {méx;c;(e; —q;)} f(es)dey . es de Exce-

dente Social (cumple las propiedades ES).

Demostracion: McFadden [22], apéndice (Lemas 5.1y 5.2 ).

*

En este caso, la funcion G definida (16) genera una funcion de utilidad social indirec-
ta mediante (14). Aunque, esta funcién no permite realizar comparaciones de bienestar
cuando cambian atributos distintos al precio'®, por lo cual McFadden|[22] propone defini-
ciones alternativas que satisfacen ES y que si lo permiten, especificamente la siguiente!®

"Ver explicacion en el Anexo 1.

¥Por definicion (13) normaliza su valor a 0 para ¢; para cualquier vector de atributos
wy.
YVer explicacion del Anexo 2.

29



oo
G(qs,rwy, J,s) = / {méx(%‘ - Qj)} f(er)des . (17)
—oo jed
La funcién G definida en (17) constituye una expresion analitica del excedente del
consumidor que permite medir cambios en bienestar, manteniendo constantes los precios
de los bienes continuos, tanto desde el punto de vista de la variacion equivalente y la
variacion compensada (ya que los efectos en riqueza estan ausentes)?’, ya que, para

cualquier camino ¥ : [0,1] — R™ con ¢(0) = 0; y ¥(1) = gy, se tiene que

G(QJa r,wy, J7 S) = 01 Ziz;ﬂ v (¢(t)fa r,wy, J7 S)W(t)dt»

la usual suma de areas debajo de las curvas de demanda.
Interpretaciéon General de la Hipotesis MUATA

En cuanto al rol de g;, es importante indicar que, aunque ¢; ha sido interpretado
como el precio de una alternativa j y la funcion (8) como una funcion de utilidad
indirecta resultante de la maximizacién de una utilidad (homotética trasladada) sujeta
a una restriccion presupuestaria, se puede desarrollar una interpretacion alternativa
méas general de esta funcién como una funcion de utilidad aditivamente separarable y
lineal en atributos fisicos de las aternativas, la cual es de utilidad para sustentar el
desarrollo de trabajos econométricos basados en este tipo de modelos.

7(]]7&(7',’11}] ,j,S;U)

B(r.s)

En este caso, ¢; se puede interpretar como algtn atributo discreto de la alternativa j,

Para ello, se postula una forma general de la utilidad, basada en (8), u; =

y w; representar un vector de los atributos restantes de la alternativa j incluyendo su
precio. Ademas, se puede asumir que o y S dependen de las caracteristicas s de los
individuos incluyendo su ingreso, es decir, s = (y, s’) donde s’ representa los atributos
distintos al ingreso.

En este caso, el Teorema 6 puede aplicarse para establecer la existencia de una funcion
de utilidad social que cumple las propiedades ES y SP, excepto las propiedades de
homogeneidad ES2 y SP2, y que satisface (13), y de un sistema de eleccion probabilistico
que satisface (15).

De acuerdo a McFadden [22], si se anade supuestos ad hoc sobre a y (3, la funcion
generada mediante (8) sera de utilidad indirecta, y, por lo tanto, existird una funcion

2Ver Seccion 3.1 de Mas-Colell et al. [18] sobre evaluacion de las variaciones en el
bienestar de cambios en la economia
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dual de utilidad directa asociada?!

Esta interpretacion permite modelar la dependencia de las elecciones respecto a los
precios y el ingreso de una forma muy general. Sin embargo, requiere que los cambios
en los atributos ¢; ocurran sin que los otros atributos varien, y que, dada la estructura
aditivamente separable, que los ratios marginales de sustitucion entre atributos distintos
de ¢y no dependen del nivel de ¢;.

Asimismo, esta reinterpretacion puede ser adaptada también para contextos no econd-
micos, en los cuales (7, s) puede ser reinterpretada como caracteristicas individuales, y
(gj, w;j) como atributos de la alternativa j.

Por dltimo, también se puede adoptar una forma funcional més simple, en la cual
solo en un valor escalar caracterice la utilidad cada alternativa, mediante las siguientes

hipotesis.

2.3.2. Hipobtesis Adicionales
Hipdtesis. Maximizacion de Utilidad Aleatoria Aditiva Simplificada (MUAIAS)

Se cumple la hipotesis MUAIA, y los niveles de utilidad (indirecta) dados por el vector
uy = (uq, .., uy) de valores aleatorios de las utilidades de las alternativas, esta dado por
Uy =—qy+ey.

En este caso, dadas las caracteristicas s, la funcién de distribucion del vector aleatorio
e determina la distribucion de u; (dado que los valores de g; son no aleatorios), y se
denota F(ey,zs;J,s) y su funcién de densidad como f(e;,zs; J, s).

Hipdtesis. Maximizaciéon de Utilidad Aleatoria Aditiva Lineal (MUAAL)

Dado s € S, el vector z; = (21, ..., 2m) € R™ de atributos de las alternativas del bien
disponibles, se asume que la alternativa j tiene asociada una utilidad u; = B/Zj + €5,
donde z; es un vector columna de atributos, B es un vector de ponderaciones que refleja
las preferencias comunes de los individuos de la poblacién, y ¢; el componente j del
vector aleatorio €5 = (1, ...,6,) € R™.

A Especificamente, esta funcion cumplira las propiedades UI del Teorema 3, para cual-

quier valor real de a5 cuando ((r,s) sea una constante (positiva) y a(r, wj, J, 8 U) es

una funcion cuasi-convava y homogénea de grado 0 en r y el Componente ingreso de

s, es doblemente diferenciable en (r,y), tiene g_Z <0y 87“ > 0, y es diferenciable

estrictamente cuasi-concava (ver McFadden [22], p. 215).
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De acuerdo a McFadden [22]*2 cualquier funcion de utilidad continua (cuya utilidad
indirecta asociada también es continua) se puede aproximar mediante una especifica-
cion de forma lineal apropiada sobre un conjunto compacto (cerrado y acotado) para
cualquier nivel deseado de precisiéon. El uso de esta hipo6tesis es muy ttil en las apli-
caciones econométricas para anélisis de los determinantes de las elecciones de compra

observadas en un caso especifico??.

En este caso, z; es funcion de los datos (g, wy, 7). La condicion de que la utilidad
indirecta asociada a u; sea homogénea de grado 0 en los precios (g, r) requiere que z;
sea homogénea de grado 0 en (g ,r).

Cada alternativa de eleccion j € J tiene un valor asociado ¢; = —3'z;%%.

La probabilidad de que una alternativa j € J sea elegida se escribird P(j | z,, s).

2.3.3. Distribucién de Valor Extremo

A continuacién se presenta las principales caracteristicas de las distribuciéon de valor
extremo para los errores €, la cual se utiliza para construir la funciéon de excedente

social y, a través de ella, definir la funcién de utilidad social.

Definicion. Modelo de Valor Extremo Generalizado (VEG)

Dado s € S, un modelo de valor extremo generalizado mediante la funcion H(yy; 2, s)
para conjuntos de eleccion J = {ji,..,jm} € & con z; € Z dados, que satisface las
siguientes propiedades?:

» VEGI: Vy; € R™, H(ys;25,8) > 0y es homogénea de grado 1.

= VEG2:Vj=1,....m , limy oo H((Y1, ... Ym); 21, 5) = +00.

» VEG3: Para cualquier secuencia (ji, ..., jx) de J, O*H/dy;, ...0y;, > 0 sik es impar,
y OFH/0y;,...0y;, < 0 sik es par.

VEG4: SiJ = {j1, .. jm} € Ly J = {41, s s Jomin } € 7 satisfacen z;, = zj;
para k =1, ...,m, entonces H(ys;z5,$) = H((ys,0,...,0); 25, 5).

2Ver nota 26.

2Incluso z; puede incorporar una variable dummy (nominal) especifica para cada
alternativa, por lo cual el componente correspondiente de la puede ser interpretado
como la contribucion a la utilidad de atributos no observables de la alternativa.

24Se mantiene la notaciéon aunque ya no representa solamente al precio de la alterna-
tiva.

»McFadden |21, 22]
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Definicion. Distribuciéon de Valor Extremo Gumbel (Tipo I)

Una variable aleatoria N € R tiene una distribucién de Valor Extremo Gumbel (Tipo
I) con parametros & € Ry 5 > 0 si su funcion de distribucion es

F.s5(n) = exp(—e%), neR.

En este caso, el valor medio de N es ay + 3, donde v es la constante de Euler (v &
0,577215665), y su varianza es 27,

La distribucion Fy; (k) = exp(—e¥), denominada de Gumbel, es la distribucion asintotica
o limite del valor maximo normalizado de un conjunto de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (Teorema de Fisher y Tippet) cuyas funciones de

distribucion pertenecen a su dominio de atraccion?®.

Teorema 7. Funcién de Distribuciéon de Probabilidad Asociada a Modelos
de Valor Extremo Generalizado

Dado un conjunto de eleccion J = {j1, .., jm} € -Z, si H satisface las propiedades VEG,
la funcién
F(e1,.y€m;25,8) = exp(—H(e ™, ...,e "™ 25, 8) (18)

es una funcién de distribucion multivariada de Valor Extremo Gumbel para el vector
aleatorio ¢ .
Demostracion:

Siguiendo a McFadden|22|, primero se demuestra que F es una distribucion de proba-
bilidad multivariada y, luego, que es de valor extremo.

a. Demostracion de que F' es una distribucion de probabilidad multivariada.

Para que F sea una funcion de distribucion multivariada F debe cumplir las siguientes
propiedades:

i lm,, oo Fe1, .oy €m;25,8) = 0y im0 F'(€1, oy Ems 20, 8) = 1

amF(Elv“'vsm;szs
0eq...0em

ii. F es mondtona no decreciente. Por lo cual su derivada ), denotada por

f(e1,...,em; 27, 8), si existe, serd una funcién no negativa, Ve; € R™.

iii. F es continua por la derecha.

*La derivaciéon y caracteristicas de este tipo de distribuciéon se puede consultar en
Embrechts [10] y Gumbel[12].
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Para demostrar i. se observa que, por VEG2,Vj = 1, ..., J, lim., ,_ F(e1,...,6m; 25,5) =

lim, o exp(—H (e, ...,e7""; 25, 5)) = exp(—o0) = 0.

Ademas lim, o0 F(€1, ooy €m; 2, 8) = oo Fley + 1, osem + 1525, 8) =

—e1+1
3

= lim;_, o exp(—H (e e etz 8)) = exp(limy oo —e T H(e™, . e 2, 8)) =

exp(0) = 1.

Para ii. se puede usar una demostracién por inducciéon a partir de VEG3. Para esto se
define recursivamente una secuencia {Q;} como Q1 = Hy,y Qx = Qr_1Hr—0Qk_1/0yy,
donde Hj denota la derivada de H respecto a su k-ésimo argumento, por lo cual @y es
la suma de términos que son productos de derivadas cruzadas de H de varios 6rdenes. Si
se supone que cada sumando en (J;_1 es no negativo, entonces ()1 Hj es no negativo,
dado que Hj > 0 por VEG1. Ademés, cada término en 0Qy_1/0y es no positivo dado
que una las derivadas dentro de cada sumando ha crecido en orden, cambiando de par
a impar o viceversa, y por tanto, cambiando de signo dado el supuesto VEG3. De este

modo, cada término en ) es no negativo.

Por otro lado, dado el valor @4, diferenciando F se tiene OF /0e; = e ' H F = e 11 F

Utilizando de nuevo la hipotesis inductiva, supongamos que 9 1F/dzy,...,0z,_ 1 =
e~ l...e 1 1 F, entonces

6’“F/651, ¥ . 5 6€k — 6_81...e_ak_lak(Qk_lF)/a&?k

diferenciando el producto entre paréntesis y simplificando se obtiene

O"F /0y, ...,0e, = e .. 1 (Qpo1.(—F). Hy.e % (=1) + FOQs_1/Oyp.c—**.(—1))
Por lo tanto, se concluye que

OF|Oey,..., 0z, = e e e F(Qpor Hy — 0Qp—1/0yy) = € .e”*QpF

De este modo, por induccion, se tiene que 97 F/dzy, ..., 0g,, = e 1..e = Q ; F = 0.

La propiedad iii. se cumple ya que H es una funciéon diferenciable por VEG3 y, por lo
tanto, es continua, y, dado que la funcién exponencial es continua, F, al ser composiciéon

de dos funciones continuas, es también continua??.

b. Demostracién de que F es una distribucion de valor extremo:

?Ver De la Fuente|8|, Teorema 1.4 del capitulo 4.
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Cuando €; — 400 para j # i, se tiene la funciéon de distribuciéon marginal para i,
Fi(e:) =lm., 4o Fe1, .. €m; 27, 5) = lim,, oo exp(—H(e™, ..., e7%, ...eT5"; 25, 5)) =

exp(—H(0,...,1,...,0; 2z, s)e %) donde el 1 se ubica en la posicién i.

Como esta expresion es igual a F(g;) = exp(—ae 52y, 8) = exp(—e"% % 25 5) con
a; = H(0,...,1,...,0, 25, s), se tiene que F; constituye una funciéon de distribuciéon de
valor extremo tipo 1 para ¢;. Por las propiedades de las distribuciones multivariadas, F
es un distribuciéon de valor extremo multivariada que se puede expresar como F(g) =

exp(—ae~) = exp(—e™9%) con a > 0 identificando a a = H(e %, e, ...,e"9"; 2, s).

*

Hipotesis. La Funcion de Distribucion de los Errores es de Valor Extremo
Tipo I (HVEG)

Dada una funcion H(yy; z;, s) que satisface VEG se define la funcion F de distribucion
de los errores que afectan las utilidades que reciben los individuos de las alternativas a
partir de H segtin (18).

Corolario. Probabilidades de Eleccién de Alternativas Dadas las Hipoétesis
MUAIAS y HVEG

Si se cumple MUAIAS para determinar la forma de las probabilidades de eleccion
obtenidas a partir de F se utiliza (1) para la probabilidad de elegir la primera alternativa,
considerando que u; < v equivale a €; — q; < e —qi, Vj # 1, se tiene

P(1]J,s)= / / / Fi(uy, ..., um; 25, 8)de :/ Fi(v,...,v;z5,8)dv
up=—00 J ug=—00 Uy =—00 V=—00

Reemplazando v = € — ¢ y considerando que F;(uy;zy,s) = Fi(e; — qi; 27, S), a partir
de 18 se obtiene

P(1]J,s)=[Z

E=—00

Fi(e,e—q1 4+ q2y-,6 — @1 + Gm; 2, 8)de

(o] — — — — — — — — — —
= e Hy(e st e sth—dm: 5, slexp(—H(e ¢ e TN~ e t0=m: 5, g))de

Por 1ltimo, debido a la homogeneidad de grado 1 de H y, por lo tanto, de grado 0 de

Hy, se llega a lo siguiente
P(1|J,s)= [T e Hi(e®, e ® .. etz s)exp(—e eM H(e ", e %, .. e %z, 5))de

E=—00

= €_q1H1(€_q1a e_qza X3 6_qm; 2T S)/H(e_qlﬂ e_q27 e 6—(]m; 2Js S)
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2.3.4. Uso de la Hipé6tesis de Distribuciéon de Valor Extremo de los Errores
para Generar una Funcién de Utilidad Social Indirecta

Teorema 8. Relaciéon entre Hipotesis de Errores con Distribuciéon de Valor
Extremo y Funcién de Excedente Social

Dada la hipotesis MUATAS y la hipotesis HVEG, entonces se cumple MUATA y existe
la funciéon de excedente social

G(qr;2z5,8) =InH(e ™™, ... ;e ™™ 25, 8) (19)

= Emiéx;cyu; — .

Demostracion:

So6lo se requiere demostrar que la funcion G es una funciéon de excedente social, ya que,
por la parte ii. del Teorema 6 se garantiza que se cumple la hipotesis MUATA.

ES1 se cumple porque, pues el logaritmo neperiano de H es una funcién que toma

valores reales.

ES2 se cumple ya que la convexidad de H se garantiza porque la funciéon logaritmo
neperiano de H es convexa. La homogeneidad de grado 0 en los precios no necesita ser
impuesta pues los supuestos implican que los componentes ¢; de ¢; son homogéneos de
grado 0 en los precios absolutos.

ES3 es consecuencia de VEGI1 pues

G(gs+0;25,8) =InH(e® 0 e 0 2, s)=lne ' InH(e™,...,e " 2y, 5)
=InH(e ™, ...,e ™ z;8) —0

ES4 se deriva de VEG3 mediante un argumento de induccién similar al utilizado en el
Teorema 7.

Para verificar ES5 se debe notar que

_9G _
N Jg; N H(em9;24,8)

G

donde €/ denota el vector (e~ %, ..., e 7).

Por la homogeneidad de grado 1 de H y de grado 0 de Hj se tiene
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G — Hi(e 9% z5s)  Hi(ys;27,8)
’  H(ewtWi;z5,s)  H(yszs,8)

donde los elementos de y; son y; = e”%7% y ¢; es un vector de m componentes de valor
4q;-

Asi, cuando ¢; — —o0, yy converge a y; = (e" 1Y e UL e ™ Fh) cony; =1y
y; = O parai # j, pues e” %1% converge a 0 para i # j. Ademads, aplicando la ley de Euler
para funciones homogéneas?®, se tiene D oketm € WHi(e7V;25,8) = H(e 52, 8). Por
lo tanto, H(y;zs,5) = H;(y);25,5) > 0.

Hy(Wizs) _ 4

De este modo, limy, , o G = — Hy 529)

ES6 se deriva de VEG4, pues

H(yJu ZJ75> = H((yJ7 +00, ...y +OO)7 R’ 8) = 11’1H(6,07 707 ZJ;‘S) = lnH(e"U; 2J, 5)

vaquey;, =e ¥ =0<%& g = 0.
Por otro lado, se define G* = Fmaéx; u; = fgi max;e (—q; + ;) f(es; 27, 8)dey

La integral G* puede ser particionada en regiones donde cada alternativa otorga la
méaxima utilidad (dado que la probabilidad de empates es nula) y utilizando (1)se
obtiene

+00
G = Z/ (=g + &) Fj(= G + & + 413 22, 8)de;

jeJ v Ei=—co
donde £; denota un vector de m componentes iguales a €.

Dada la homogeneidad de grado 1 de H, tenemos
Fi(—q; +¢e5+qu;25,8) = exp(—H(eY ™79 25, 8) ) H,;(eD ™57 25, 5)e™

= exp(—H (e %;27,8)e% %) H;(eV ™79 25, 5)e™

Sea a =H(e™¥,e %, ...,e”?;2;,5s), por la homogeneidad de grado 0 de H;, resulta

Fi(—qj+¢€j+qs;25,8) = exp(—ae¥ ) H;(e 92, s)e

Usando la transformacién —g; +¢; = w para la variable de integracion, y reemplazando

F; en G se tiene
—+o0

G* = Z/ wexp(—ae”V)e "V H;(e ™V 2y, 5)e” " dw

jeJ Tw=T>®

2Teorema M.B.2 del Apéndice Matematico de Mas-Colell et al. [18]
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Reordenando y aplicando la ley de Euler

Gx = f+°° Z]EJ e Y H;(e %, z;, s)wexp(—ae™")dw =

W=—00

= [T H(e 97z, s)wexp(—ae™*)e " dw.

w=—00
Reemplazando el valor de a se obtiene

+0oo
G* = / waexp(—ae”)e Y dw

w=—00

Dado que se conoce que la distribucion F es de valor extremo

T 9F, oS
G’*:/ 815dw:/ faw)dw =Ina+~y=InH(e e ... e "™ z; 8)+ 7

€j=—o0 Ej=—c0
Por ltimo, la funcién de excedente social G serd equivalente a

G(qs;2s,8) =IlnH(e ¥;2;,8) = G*(qy;25,8) —7 = Emixu; -y
je

Lema. HVEG Genera una Funcion de Utilidad Social Indirecta

Dados los supuestos del Teorema 8, la funciéon generada mediante (14) a partir de la
funcion de excedente social dada por (19) es una Funcion de Utilidad Social Indirecta.

Demostracion:

Aplicacion directa de la parte i del Teorema 6.

Lema. Probabilidades de Eleccién de las Alternativas

Bajos los supuestos del Teorema 8, se cumple que

P(j|J,s)=mi(qs,27,5) = —%lnH(e‘ql, €I z08).
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Demostracion:

Se aplican los Teoremas 6 y 8. En este caso, utilizando (15) y (19), se obtiene

PG| Js)= —%G(QJ;Z,S) = —aiqlnH(e_ql, e I zg0S) (20)
j j

lo cual es equivalente a
e H;(e " e, et z),s)

POV s) =milas 20, 8) = = H(e=9,e~%,.. e~9m; 25, 5) (21)

*

Finalmente, si se asume la hipotesis MUATAL, definida en la seccién 2.3.2, se obtiene
el modelo Logit Multinomial (McFadden [21]), que es ampliamente utilizado en los
trabajos econométricos sobre modelos de eleccion discreta.

Lema. Modelo Logit Multinomial

Bajo la hipotesis MUAIAL, es decir, que una alternativa j € J se caracteriza por un
valor escalar ¢; = —/'z;, donde z; son los atributos medibles de la alternativa, y la
funcion H tiene la forma H(y1, ..., Ym; 27) = Hinr (Y1, ooy Ym; 27) = Z;n yj, se obtiene un
modelo de elecciéon discreta Logit Multinomial donde

exp(8'z;)

R 2 m
j=1

jel.

Demostracion:

La demostracion es directa a partir de (21) dado que, en este caso, H; = 1,Vj € J.

*

Propiedades del Modelo Logit Multinomial

El modelo Logit Multinomial es consistente con el Axioma de Independencia de Alternativas
Irrelevantes, lo cual implica que las probabilidades de eleccion entre alternativas de un subcon-
junto no dependen de las caracteristicas de las alternativas que no estan en ese subconjunto.
Es decir, si i € J C K, se tiene

PG| K)=P(i|J).P(J|K)
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En general, este modelo posee la propiedad de “independencia del orden”??

y puede ser res-
trictivo para diferentes contextos de decisiones. Por ejemplo, el caso de la eleccién entre los
medios de transporte como auto, bus rojo y bus azul, si las probabilidades observadas de elec-
ciéon implican que los los individuos consideran a los buses alternativas muy similares y que

alternan entre auto y buses, no serfan consistentes con este modelo®°.

3. Planteamiento del Problema Dindmico de Decisioén Intertem-

poral de Compra del Bien Durable

En cada momento cada individuo, perteneciente a una poblaciéon de caracteristicas
determinadas, maximiza su utilidad esperada intertemporal eligiendo entre adquirir
una alternativa del bien durable (y obtener una utilidad por el uso durante su vida til)
o no comprar el bien (y recibir una utilidad de reserva).

A continuacion se presentan los supuestos utilizados para el anéalisis de este problema
asumidos por Melnikov [23|, tanto los supuestos basicos (incluyendo el supuesto de
que la utilidad es aleatoria aditivamente separable en cada periodo con errores que se
distribuyen Valor Extremo), como los supuestos especificos que permiten simplificar el
problema, y, a partir de éstos, se obtiene la probabilidad de elecciéon de una alternativa
en un periodo. Luego, se formula el problema de eleccion intertemporal para la decision
de compra del bien durable. Por ultimo, se identifica la distribucién del valor méaximo
de la utilidad en cada periodo, y se presenta la dinamica de la calidad de los bienes
(entendida como la moda de los valores de la utilidad que recibirian los individuos al
comprar el bien).

3.1. Supuestos

En general, para cada momento t, el problema de elecciéon de cada individuo tiene las
caracteristicas desarrolladas en el capitulo 2, de acuerdo a los siguientes supuestos:

Supuestos Generales

= S1: Se cumple la hipotesis de Maximizacion de la Utilidad Aleatoria (MUA). En es-
te caso, la hipotesis MUA consiste en la existencia de un vector (I, 7, X, Y, &, Y, S, 1)
donde

2Gii,j e Ai,j¢ By ke B, entonces P(i | A) > P(i | A) si y solo si P(k | BU{i}) < P(k | BU {i}).
39Como lo indica McFadden [22], p. 221 y 222.
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e I es un conjunto discreto finito que indexa las alternativas de eleccion, es
decir, I = {iy, i, ...,i,} CZT.
e T es el conjunto de periodos del problema, es decir, TC Z*.

e X representa el conjunto de posibles valores de atributos permanentes de las
alternativas. Cada bien posee L atributos permanentes, X C RE.

e Y representa el conjunto de valores de L atributos no permanentes de los
bienes, que varfan a lo largo del tiempo, Y C RX.

e {: ] — X es un mapeo que especifica los atributos permanentes medibles de
las alternativas.

e T: I xT —Y es un mapeo que especifica los atributos medibles que varian
en el tiempo para cada alternativa 7 € I y momento t € T'.

e S es el conjunto de las posibles caracteristicas de los individuos de la pobla-
cion.

e /i; es la medida de probabilidad definida sobre las funciones de utilidad que
representan las preferencias racionales sobre I en el momento t, u:(. | p, s) :

I — R con p € O para las caracteristicas s € S, del siguiente modo

wi(. | 1,8) : B(R") — [0, 1]

Los valores de una funcién de utilidad en el momento t se denotan por el vector

Ug.

En este caso, el conjunto Z de atributos posibles de los bienes seria Z = (X,Y) C
RITE v se puede asumir un mapeo I' : I x T — Z que indica los atributos que

posee cada alternativa en cada momento.

Ejemplo: Entre los atributos posibles de un bien durable como las computadoras
personales - analizadas por Melnikov [23] - tenemos atributos constantes a lo
largo del tiempo como la velocidad del procesador y el tamano del disco duro, y
atributos variables como el precio. Ademaés, en este caso, las distintas alternativas
que han aparecido en el mercado se pueden agrupar en un conjunto I, del cual
algunas estan disponibles en un determinado momento mientras otras habran sido
descontinuadas o atin no han aparecido. Con el fin de facilitar el analisis empirico,
para cada momento se puede restringir el conjunto de alternativas relevantes a

tres tipos: baja calidad, calidad media y alta calidad?!.

3Ver Prince [27].
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» S2: En el momento t, existe un conjunto J; = {jis, ..., jme} € _Z de alternativas
del bien durable de m; elementos que puede elegir el consumidor.

Dados los atributos de los bienes definidos por I', cuando p se restringue al con-
junto J; para s € S, se obtiene la medida de probabilidad (. | J;, s).

s S3: Se cumple la hipotesis MUAAL, es decir, las preferencias comunes de los
individuos con caracteristicas s € S sobre los atributos de los bienes X e Y estan
determinadas por un vector de pardmetros L--K-dimensional ;& R¥HE.

s 54: El estado de un consumidor i en el momento t, L;, esta dado por

0 sinoposeeningun bien
Ly =
1 enotrocaso.

» S5: Existen .#; consumidores permanentes en cada periodo t.
El tamano efectivo de la poblacion (mercado) en el momento t viene dado por la

cardinalidad del conjunto .#; = {i | L;; = 0}.

= 56: En cada momento ¢, el consumidor tipico en el estado L; = 0 tiene dos opciones:
i. Adquirir un bien durable j € J; y obtener una utilidad u;; por el uso del bien
durante su vida 1til; o ii. No comprar ningtan bien durable y recibir una utilidad

de reserva c¢ constante.

= S7: En cada momento el consumidor i descuenta la utilidad recibida en periodos
posteriores mediante un factor de descuento intertemporal §; con 0 < f; < 1.
» S8: Las funciones de utilidad wu; de los individuos son aditivas en cada periodo.

La utilidad que recibe un individuo en el momento t por la elecciéon del tipo de
bien durable j € J;, mediante su utilizacion durante su vida qtil, denotada por
u;i, estd dada por?®?

wjr = f(x5,Y5t,05) + €5t (22)

donde

f: X XY x0 — R determina un nivel de utilidad obtenido por la eleccion de

cada alternativa (de manera deterministica);

x; € X es un vector L-dimensional de atributos permanentes del bien j;

#2La variable u;; se suele denominar variable latente en la presentacién estandar de

los modelos de eleccion binaria en los textos de econometria (ver Cameron y Trivedi
[11], capitulo 14).
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yjt+ €Y es un vector K-dimensional de atributos no permanentes del bien j en el
tiempo t;

€j¢ son errores que afectan a la utilidad del bien j en el tiempo t;

0, son parametros que reflejan las preferencias comunes de la poblaciéon de indivi-
duos dadas sus caracteristicas s € S.

Supuestos Especificos

Con el fin de simplificar el problema, se asumen los siguientes supuestos especificos:

= SAl: En todo momento t, existe un conjunto J = {1,...,m} de alternativas de
eleccion obtenidos a partir de los elementos de I, y se utiliza la medida p”/(. | J, s).
Especificamente, en cada momento, se puede agrupar a los tipos de bienes en
categorias: los de mejor calidad, calidad media y baja calidad, y caracterizarlos
por los atributos promedio de cada grupo.

» SA2: Las caracteristicas relevantes de las alternativas en un momento dado para un
consumidor se pueden resumir en un valor dado por una funcién f: X xY — R que
depende de las preferencias comunes de los individuos 6, sobre las caracteristicas
del bien j en el momento t, del siguiente modo d;; = f(z;,y;t,05). En este caso,
en relacion a la hipotesis MUATAS (presentada en la seccion 2.3.1), se tiene la
equivalencia —gj; = 0;:%%, es decir, se interpreta como los atributos fisicos de una
determinada alternativa j en el momento t que entran a la utilidad de forma aditiva
y, por lo tanto, se tiene

Ujt = —Qqjt T Ejt = (5]‘15 + €5 (23)

34

3Con fines de estimacion econométrica, en general, se asume la hipdtesis MUAAL,
es decir, que para el periodo t, la alternativa j se caracteriza por un valor escalar
¢t = —0'zj, donde zj; son los atributos medibles de la alternativa.

3La utilidad de un individuo se puede descomponer como la suma de una variable
que representa un nivel medio comun de utilidad para todos los individuos y de un
error o perturbacién aleatoria que afectan la utilidad de las decisiones. En este caso, la
presencia de €, en el valor de u;; se puede explicar porque, al comprar el bien j en el
momento t, los consumidores no conocen con precision sus preferencias (que determinan
la utilidad final que reciben de los bienes), si no solo conocen el valor del parametro
comun d;;.
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= SA3: Los errores ¢ son independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.) entre

tipos del bien discreto y a lo largo del tiempo, es decir, €j; ~id o 35

= SA4: La variable aleatoria ¢ tiene una distribucién de valor extremo con distri-

£

bucion F(ey,...,em;25) = exp(—H (e %, ...,e " z;), donde z; = (z;,y5) v H

satisface las propiedades VEG de la seccién 2.3.3.
= SA5: uj; es acotada Vj € J36.
Para ello se asume que ambos sumandos de (23) son acotados.

Para que 6;; = f(z;,y;t,0s) sea acotada se asume que los conjuntos X y Y son
compactos. que la funcién f(x;,y;, 0;) es continua, con lo cual su imegen es aco-
tada®”. Ademas, sin pérdida de generalidad, se asume que los € toman valores
acotados dentro de un intervalo | — E, +FE| con E suficientemente grande.

» SA6: Todos los individuos tienen un factor de descuento igual, 5.

» SA7: Todos los individuos poseen las mismas caracteristicas s € S, con lo cual
se tiene también 6; = 6. Por ello, en las secciones siguientes se prescinde de la
especificacion de las caracteristicas de los individuos.

3.2. Probabilidad de Eleccion de las Alternativas del Bien Durable en Cada
Periodo

Dados los supuestos de la seccion anterior es posible derivar las probabilidades de elec-
cion cada alternativa del bien durable para un periodo determinado.

Lema. Probabilidad de Eleccién de Cada Alternativa

En este caso, como ¢, sigue una distribucion de valor extremo, la probabilidad P,(j | J)
de eleccion de la alternativa j € J en el momento t, de forma similar a (20), se obtiene

como

P(j|J)=p{ueR" |u(j) >ulk), k=1,...,m}) = Plujy > ug, k=1,..,m) =

_ exp(0;0) H; (e, .., et 2 5)
Hied, .., efmt; zy)

(24)

3Es decir, los niveles de utilidad de cualquier individuo en cualquier momento son
afectados por errores o perturbaciones que tienen una distribucion conocida.

3Ver Rust [30], pag. 3105, supuesto BE.
3"Ver Teorema 8.21 del capitulo 1 de De la Fuente [8].
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donde H,(.) representa la derivada de H respecto al argumento j, y 2 es el vector de
atributos medibles de las alternativas en el momento t.

Lema. Probabilidad de Eleccién de Cada Alternativa dado el Modelo Logit
Multinomial para cada Periodo

Bajo la hipotesis MUAIAL, es decir, que una alternativa j € J se caracteriza por un
valor escalar g;; = —/'zj;, donde zj son los atributos medibles de la alternativa, y la
funcion H tiene la forma H(y1, ..., Ym; 25t) = Hrar(Y1s s Yms 25¢) = ;" yj, se obtiene
un modelo de eleccion discreta Logit Multinomial (McFadden [21]) donde

exp(B'zj)
LT

Ademas, en este caso, la distribucion de los errores del modelo Logit Multinomial es

B(j1J) = €J.

una distribucion de Valor Extremo Tipo I con parametros a =0y § = 1.
Demostracion:

Para la demostracion de la primera parte ver Lema sobre Modelo Logit Multinomial de
Secciéon 2.3.4.

La demostracion de la segunda parte es directa, pues Fpas(e1, ...,e7; 251) = exp(—Hpp (e ...

exp(— Y e ).

*

3.3. Formulacién del Problema de Decisiéon Intertemporal del Consumidor

Dados los valores de uj; para j € J, se define v, como el valor maximo de la utilidad
en el periodo t mediante

Uy = I?eaj( U/jt .
vy refleja la utilidad maxima que perciben los individuos para las alternativas del bien
disponibles en el mercado

El agente debe resolver, en cada periodo t, el siguiente problema de optimizacion:

T—1

J(vg; I;) = méx [Z B*te+ BT B,

k=t

(25)

donde
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s [; es el conjunto de informacion disponible para el consumidor en el momento t.

Se asume que {I;,t € Z*} es una filtracion;
» J(vy; 1) es la funcion de valor (6ptimo) dada la informacion I;;
» 7 es el momento en que se compra el bien; y

» [ es el factor de descuento intertemporal (constante).

« B []=E[|L]*®

La funcién de valor J(vy; I;) se obtiene sumando el valor actual de la utilidad ¢ recibida
por el individuo en cada periodo hasta el momento previo a comprar el bien, denotado
por 7, v la utilidad esperada que recibe en ese momento, denotada por v,.

En este caso, el consumidor debe resolver un problema de tiempo de parada 6ptimo
para un horizonte temporal infinito de maximizacion, siendo 7 un tiempo de parada.??

De este modo, el problema del consumidor tipico se puede plantear en dos etapas:
I. Seleccionar el bien j*que maximice la utilidad en el periodo t,

» )
jF = arg maxu;; .
t gjeJ J

Es decir, vy = uj«.

I1. Decidir si compra este producto o pospone la decision de compra hasta el siguiente
periodo.

Por otro lado, se asume que la variable aleatoria v; depende de una variable r; que es
el valor de la moda de la distribucion de v;. Esta variable r; representa la utilidad mas
comun percibida por los consumidores, y puede interpretarse como una medida de la
“calidad” estandar del bien en cada momento.

A continuacion, a partir de los supuestos de la secciéon 3.1, se caracteriza la distribucion
de los valores de la variable v; en relacion al pardmetro r;. Asimismo, se asume que
r; es una variable aleatoria determinada por un proceso estocastico particular. Esta

informacion se utilizara, posteriomente, para determinar la esperanza FE; [vg] para k > t.

#®F, denota al operador de esperanza condicional dado el conjunto de informacion
I; correspondiente al momento t. Es decir, para cualquier variable aleatoria X que

Ii-medible, se tiene E; [X] = E[X|[}].
¥Es decir, una variable aleatoria con valores en Z*para la cual el evento {r =t}
depende solo de la informacion I; (ver, Brzezniak y Zastawniak [11]).
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3.4. Valor Maximo de la Utilidad en Cada Periodo y Dinamica de la Cali-
dad de los Bienes

3.4.1. Caracterizacién del Valor Maximo de la Utilidad en Cada Periodo

Lema. Distribucion del Valor Maximo de la Utilidad en Cada Periodo

Bajo los supuestos especificos SA asumidos, v; tiene distribucion de valor extremo tipo
I caracterizada por

Fy(v,r) = exp(—e’(“’”))
folv,ry) = e”emp(—e*(vfm —u) = exp(—e*(”*”) +r—u) = e*(“*”)FU(U,Tt) (26)

donde r; es la moda de la distribucién de v, dada por

re = In H(exp(01¢y -y 03¢5 201) (27)

para t € Z", donde H es el modelo de valor extremo generalizado.
Demostracion:

La distribucion de vy es F,(2) = P(vy < 2) = Pluy < 2,y < 2) = Pleyy <

2= 01ty ey Emt < 2 — Opt), €S igual a
Fy(2) = exp(—H(e= 701 e=(=0mt). 5 1)) = exp(—e *H (e, ..., e%; 21,)) ,

por la homogeneidad de grado 1 de H.
Definiendo R; = H (e, ..., e’ z;;), se obtiene

F,(z) = exp(—Riexp(—2)) = exp(—exp(in Ry)exp(—=z))) =
= exp(—exp(—(—z — In Ry))) = exp(—exp(—(—2z —11))) . (28)

Esto implica que v; tiene distribucion de valor extremo con moda r;.

*

Por lo tanto, se considera que los parametros r; o R; caracterizan la distribuciéon de vy,
ya que

folzire) = e CTIE(25m) = exp(—(z — o) Jeap(—eap(—(z — 11)))

=exp(—exp(—(z — 1)) — 2+ 1) = exp(—z + 1y))exp(—exp(—z + 14)))

= Riexp(—z)exp(—Riexp(—2:)) = Riexp(—Rie ™ — z) = fo(2; Ry)
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3.4.2. Supuestos sobre la Dinamica de la Calidad de las Alternativas del
Bien Durable

Se asume que Vk, ry € R y que {rj},c;+ €s un proceso estocéstico markoviano de tipo
homogéneo®® con una funcion de transicion ¥ : R x Z(R) — [0, 1] que otorga en valor
U(r, D; k,), para D € #(R), el conjunto de los borelianos de R, siendo &, el vector de
parametros del proceso*!. Para simplificar, en adelante denotaremos esta funcién como
U(r, D).

Especificamente, se asume que 7y sigue un proceso de difusiéon determinado por
iy = pu(ry) + o (rp) vy, Ve € Z7 (29)

donde

= la funcion p(r) es la tendencia (estocéstica) del proceso;
= la funcion o(r) es la volatilidad del proceso;

= 1, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas normal

estandar, es decir, vy ~ N(0,1).42

“Las probabilidades de transicion hacia un estado s6lo dependen del estado en el
momento actual y su forma no varia en el tiempo
“De acuerdo a la definicion (ver seccion 8.1 de Stokey y Lucas [32]) ¥ es una funcion

de transicion pues se cumple que

i. Para cada r € R, U(r,.) es una medida de probabilidad sobre (R, Z(R)).

ii. Para cada D € A(R), V(.,D) es una funcién medible con respecto a #(R) (ver
definicion en p. 171 de Stokey y Lucas|32]).

De este modo para Cualquier medida A sobre (R, (R)), se puede definir el operador
T* como ( = [, D dr), el cual determina el valor de la probabilidad de
que el estado del s1gu1ente perlodo pertenezca al conjunto D si el estado en el periodo
actual esta regido por la medida de probabilidad .

Asimismo, para cualquier funcion f( ) que es medible con respecto a A(R), se puede
definir el operador K como (Kf)(r) = [ f(r")¥(r,dr'), Vr € R, el cual determina el
valor esperado de la funcion f en el perlodo 81gu1ente dado que el estado actual es r.

2Se puede demostrar que este tipo de proceso para tiempo discreto (incrementos de
tiempo de duracion unitaria) converge, cuando los incrementos temporales tienden a 0,
a un proceso de difusion de Ito (homogéneo en el tiempo)

dry = (r + p(re))dt + o(ry)dB(t)

donde B(t) es un movimiento browniano estandar, es decir, Vs < t, B(s) — B(t) ~
N(0,t—s) (Ver Brzezniak y Zastawniak [11]), el cual satisface la propiedad de Markov:
El comportamiento futuro esperado del proceso dado la informacion que ha pasado hasta
el momento es el mismo comportamiento cuando el proceso empieza en r; (Oksendal
[26], Teorema 7.1.2).
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En este caso, se tiene que VD € #A(R), ¥(r,D) = [, gb(%)dr’, donde ¢ es la
densidad normal estandar.

Ademas, se tiene que V(r,dr') = ¢ <%) dr'.

Para la demostracion de teoremas posteriores, es importante notar que la funcién de
transicion W posee la propiedad de Feller, es decir, Vr, el operador T definido por
Tf(r)= [ f(")¥(r,dr"), donde f es una funciéon Borel-medible, mapea el espacio mé-

trico de funciones acotadas continuas en si mismo?3.

Asimismo, se asumen los siguientes supuestos especificos:

Las funciones p(r) y o(r) satisfacen las siguientes propiedades:

» F'1: pu(r) es continua y diferenciable casi en cualquier punto.

» F2:0<0(r) <ooyo(r) =o.
Dado el supuesto F1 se garantiza que la funcion ®(r, D) sea continua y diferen-

ciable en r para casi todo punto y, por lo tanto, que gzﬁ(%m) sea (Lebesgue)
integrable respecto a r.

= '3: {71}, cz+ €s una submartingala con respecto a la filtracion natural { %}, o+,
con %, C A(R) para todo k, dada por la secuencia de o-algebras %), = o(r; :
0<j<k),Vk € Z*, que cumple con E(| ry |) < 00, v E(rxs1 | Zr) = u(rr)> ri).

» F4: lim, o, f"u"(r) < oo, donde p°(r) = u(r) y p™(r) = p(u"1(r)).

3.5. Formulacién del Problema como Control Optimo Estocastico

A continuacion se expresa el problema de parada optimal planteado en la seccién 3.2
como un problema de control 6ptimo estocéstico. Para ello se define el sistema dinamico
estocéstico controlado en tiempo discreto correspondiente al consumidor que elige la
alternativa de bien durable que maximiza su utilidad a lo largo del tiempo**.

El problema de parada 6ptima planteado se puede expresar como uno de control éptimo

estocastico como se muestra a continuacion®s.

Dado un momento de inicio ¢ € Z*, se tiene el proceso estocastico markoviano { (v, )},
con k € Z*, k >t , donde (vg, 7)) es un vector de variables aleatorias con espacio de

#De acuerdo a la definicion de la p. 220 de Stokey y Lucas [32]
#La definicién formal de este tipo de sistemas se indican en el Anexo 3.
#Siguiendo a Norris [25](secciones 1 y 7), Oksendal[26] (secciéon 2.1), y Bertsekas

[5](seccion 4.4)
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estados S C R?, el cual tiene asociada una o-algebra .7 CA(R”), siendo Z(R”) los
borelianos de R?.

Este proceso markoviano posee una probabilidad de transiciéon homogénea en el tiempo
dada por la funcion Q((v,r),C), la cual indica la probabilidad de que si se esta en el
estado (v,r) € S, el sistema se mueva a un estado dentro del conjunto C' € . en el
periodo siguiente. Por definicion

Q(v,1),C) = /C Q((v,7), d(v', ")) (30)

donde Q((v,7),d(v',r")) refleja la funcion de densidad de esta probabilidad.6

Asimismo, dado un momento inicial t con el estado (v, 1), la distribucion del proceso
para k > t viene dada por

Prob((vy, 1) € Clug, 1) = Q¥4 ((vg, 11),C), VC € .7,

donde Q™ es una probabilidad de transicion de n pasos definida recursivamente mediante
la ecuacion de Chapman-Kolmorogov,

Ql = Q, Qn((vt; Tt)v C) = f Q((Ula T’)a C)Qn_l((vbrt)? d(Ulv T/))7 Vn > 2.

En este caso, dado el proceso de difusion markoviano {ry},-, y la dependencia esto-
castica de v; respecto a r; (y su independencia del valor de v;_1*7), la densidad de

transicion del proceso markoviano {vg, Tk}kzt viene determinada por
Q((vk, rx), d(', 1) = dE, (V' | ')V (rg, dr'),

donde W(r,dr’) es la densidad del proceso principal {74},

Para un momento t determinado, la densidad de transicion Q limita el patron de depen-
dencia del proceso {vg, m}th en dos maneras: Primero, 7,1 es un estadistico suficiente
para conocer la distribucién de v, ; implicando que cualquier dependencia entre vy
y v; es trasmitida enteramente a través de la variable r; . Segundo, la densidad de
probabilidad para r.,; depende s6lo de r; y no de vy, lo cual se puede interpretar,
siguiendo a Rust [30] (pag. 3103), como que el proceso {vy},, es esencialmente un pro-

ceso superpuesto sobre la dindmica principal determinada por la densidad de transicion
U(rg, dr').

1Ver definicion de probabilidad de transicion en el Anexo 3.
Ya que el maximo valor disponible de la utilidad en el periodo anterior no afecta al
maximo valor actual disponible
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La esperanza generada por la densidad Q((vg,ry),d(v', ")) se denotara con E [.|rg].

A fin de especificar el sistema controlado, se define una funcién de control markoviano
h:Z" xS —A, cuyos valores se pueden escribir como un vector (hy, heyq,...). En este
caso, A = {0,1}. Se denota con hy = h(k, (vg,ry)) la decision de compra tomada por el
agente en el periodo k-ésimo, Vk > t. Dado un individuo que no posee el bien durable
en el momento t, si hy toma el valor 0 significa que se decide no comprar el bien (y que
se pospone la decision), v si hy es 1 que se compra el bien, lo cual significa que se ha

llegado a un tiempo de parada 7 (ya que el bien durable se compra solo una vez).

En general, para cualquier tiempo de parada 7, Vk > t existe un conjunto By C
S €., tal que {7 =k} = {(vg, 1)} € By y, por lo tanto,

1 st {(vg, 1)} € By

0 enotrocaso.

hi =

En este contexto, siguiendo a Sieirstad [31](seccion 1.5), se define el proceso controlado
{Ok, 7}, con espacio de estados SU{(T, R) } y vector de variables de estado controladas
dado por

(T,R) sik>71+1
(Uk,Tk) =

(Vk, ) Stk <T.

donde (T, R) es un estado especial fuera de R?% utilizado para representar que se ha
comprado el bien al llegar al tiempo de parada 7.

De este modo, el espacio de estados S del sistema controlado serd S =S U {(T, ]_%)}

Definimos una medida de probabilidad P : S x A— [0, 1] para el proceso controlado
como P((v,r),C,a) = Prob(C | (v,r),a), la cual indica la probabilidad de transicion
del sistema el sistema hacia un estado del conjunto C' € S si se estd en el estado
(v,7) € Sy se elige la accion a € A.

P((v,r),C,1) =0, para VC € .&;

P((v,r),C,0) = Q((v,r), para VC € .

8 Aunque este tipo de modelacién puede generalizarse para los casos en que sea posible
el reemplazo del bien debido a pérdida, ruptura u otras causas.
“Denominado usualmente “coffin state”.
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P((v,r),C,1) =1, para C = {(T,F)};

P((v,7),C,0) =0, si (v,r) = (T, R), VO € ..

Es decir, el proceso no se mueve a un estado distinto de (7', R) una vez que ocurre la

compra®’,

Dado el momento de inicio t, el estado inicial (v, ;) v la funcion de control h, se utiliza
., h

la notacion Et’(vm)

probabilidad finito-dimensionales derivadas de P.%!

para la esperanza matematica generada mediante las medidas de

Para cualquier periodo k € Z™, dado el vector de estado (v, ;) € R?, si el bien durable
aun no se ha comprado, se define la funcién de utilidad asociada al proceso controlado
U:SU{(T,R)} x A— R, de la siguiente manera:
Uk Slhk: 1, @k#T, fk %E
U(O,Tr,hi) = ¢ sihy=0 0. #T, 7 #R

0 sity =T, 7 = R.

Es decir, se asume que la utilidad es 0 cuando se ha llegado al estado {(_T,_)} al

comprarse el bien, no importando la acciéon h; que tome el individuo.
Si no se ha comprado el bien, se tiene U (O, Tk, hx) = hg.vx + (1 — hy).c.

Dado un momento inicial t con el estado (vy,7;) la esperanza de la utilidad para el
periodo t+1 se obtiene como®?

h 'y r R
Et,(vt,n)U(UH—la Tep1, hiy1) =

+ + ~ A ~ -
ff;jz—oo fﬁ;jz_oo U(v,§+1, Tii1s hi1) P((vg,7e), d(“£+1a 7°fe+1)a hy)

De este modo, asumiendo que el bien todavia no se ha comprado, se define la funciéon
de valor condicionada por el control h, J"(vy, ), la cual depende contemporaneamente
de (vy, 1) y del control h,

*La probabilidad de que ese evento suceda es igual a 0

s1Ver definiciones asociadas a los procesos estocasticos en el Anexo 3.

52Y, en general, para k > t , utilizando las probabilidades de transicion, se tiene que
Bl (o U (O Ty i) =

S o o o S ST U e i) P((ve7), (8141, 1), e ) P(S -1, P ), AT, ), i)

’ — — — —
Ti41= V1= k= Yik=
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‘]h(Utv Tt) = Eth:(’UtIt) [chzt Bk_tU<l~}k7 fk? hk)} - Eh [Zzozt 6k:tU(6k> fkv hk‘) | Tt] ;

donde la esperanza se denota con E"[- | 7] para hacer explicito el condicionamiento
respecto a r; que es la tnica variable que condiciona los valores posteriores del vector

de estado.

Dado que el estado (v, 1) y la accion hy ya se conocen en el momento t, se tiene que

T, 1) = Bl Yoney B U (O, T, i) =
U(Dy, Ty, hy) + E{f(vm) (> B U (0, 74, ).

Dada la especificacion del sistema estocastico controlado, se obtiene

Eﬁt+1,(ﬁt+1ft+1) [Z B (o, 7, hl)”

I=t+1

Jh<Ut, Tt) = U(,&t;?’:ta ht) + BE?

J(ve,mt)

donde el control i toma valores (ﬂt, Pyt ...) dados por hy = hy, para | >t + 1.

Con lo cual,dado que, por la especificacion de P, la esperanza Eﬁt+17(@t+1@+1) [.] se anula
cuando (s 1,7:11) = (T, R) (lo cual sucede si h; = 1), se arriba a la siguiente ecuacion:

Jh(Ut, Tt) = U({)t; Tt ht) + 5(1 - ht)-EhtJrl,(vtﬂ,nH) [Z?itJrl Bl_tU(@l, T, hl)}»

la cual se puede expresar como

T (0, 70) = [Revs. 4+ (1 = he)d] + 8.1 — hy).E [ﬁ(@m, ml)m} . (31)

Por otro lado, la funcion de valor éptimo J(vy; I;) = J(vg, 1) que refleja las decisiones
que maximizan el flujo esperado de beneficios a lo largo del tiempo, se obtiene tomando
el supremo de J"(v;, 1) sobre los valores posibles de h, y estd dada por

J(vg, ) = sup {Jh(vt,rt)} = J" (v, 1), (32)
{hk}i>t
donde h* = {h}},., denotara la funcién de control 6ptimo que resuelve (32).

A partir de (31), J"(v;, ;) se puede expresar en funciéon del valor del control h en el
momento t, que denotaremos a, de la siguiente forma

Ut sta=1

Jh(Ut,Tt) = by~ B ]
c+ BE [J (Ut+1,rt+1)‘7ati| sia=0.

(33)

De este modo, la funcién J(vy, r;), debe cumplir con la ecuacion siguiente
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J (v, ) = sup, {a.vy + (1 —a).c+ (1 — a).BE [J(Dpy1, Teg1)|7e) }-

Por ltimo, dado que la eleccion de la accion a serd 1 6 0, se obtiene la siguiente
expresion para J(vg, 1)

J(Ut, T't> = méx {Ut, c+ ,BE [(](@H—l; ft—l—l) | Tt}} . (34)

De este modo, se ha derivado la ecuacion funcional recursiva (34) que debe cumplir la
funcion de valor que solucione el problema y determine el tiempo de parada optimal®3.

Asi, en el periodo t, el individuo elige entre comprar el bien y recibir el beneficio v; o
esperar hasta el siguiente periodo t+1 y recibir ¢ en ese momento mas el valor esperado
de J en el siguiente periodo, es decir, J(vyi1; li41)-

Si se define el valor de reserva W (ry) en el momento k como
W (re) = ¢+ BE [J(Tkt1, Frs1)|7a] (35)

la funcién 6ptima se puede expresar como

J (v, 1) = max {v, W(ry) }

Ademas, en cada momento t el valor de la accién 6ptima hy, asociada a la expresion
(34), se puede expresar en funcién de un conjunto parada By = {(vg, 1) | v > W(ry)},
como

1 siv € By

i =
0 siv; ¢ By.

Lo ideal es encontrar un control markoviano estacionario h*que permita resolver el
problema. En ese caso, se tiene un conjunto de parada B* = B}, Vk >t  Vt € Z*, y la
accion 6ptima estd dada por

1 si{(vg,m)} € B*

0 enotrocaso.

*_

r =
Por tltimo, reemplazando la probabilidad P en la expresion para J"(vy,r,), se obtiene

JM v, re) = [yevs + (1 —ys)c] + (1 — )8 f::i erOO J(V,rYdFE (V| r)U (ry, dr'),

v/'=—00

53FEsta expresion es similar a la planteada por McCall [19] para la biisqueda de empleo
(Stokey y Lucas [32], seccion 10.10).
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con (v, r")€ S.

Por lo cual, la expresion para la funcion de valor 6ptimo seré

'=—00 Ju'=—00

J(vt,m:méx{vt,w B [ J(U’,r’]rt)dF(v’\r’)\If(rt,dr’)}.

De esta forma, el problema de decisién de compra de bienes durables en un contexto
estocastico tiene una estructura similar al problema de elecciéon discreta estatico donde
el consumidor maximiza su utilidad esperada para un solo periodo, solamente que, en
este caso, se reemplaza la funcion de utilidad de un s6lo periodo por la funciéon de valor.
Por lo tanto, este problema se puede ver como una generalizacion de los modelos de
eleccion discreta para un periodo®.

Por dltimo, el valor de reserva en el momento t se puede expresar como

W (ry) = ¢+ BE [max {vi1, W(re1)} | ) =

=c+ B [T [T max {v, W (")} dF (W' | r')U (ry, dr’).

o0

4. Existencia y Caracteristicas de la Solucién del Problema de

Momento Optimo de Compra del Bien Durable

En este capitulo se deriva la ecuacién funcional que debe cumplir la funcion de valor
6ptimo que solucione el problema; se demuestra la existencia de esta funcién; y se indica
sus principales caracteristicas. Finalmente, se indica la regla que caracteriza el momento

6ptimo de compra del bien.

4.1. Existencia y Caracteristicas de la Funcién de Valor Optimo
Teorema 9. Existencia de la Funcién de Valor Optimo

El operador T definido como

(TJ)(vg, 1) = méx{vy, ¢+ BE [J(Vgy1,mea1) | 7]} S (36)

donde E es el operador esperanza generado por la funcion de probabilidad F(v' | 1)
y por la funcion de transicion W(r,dr’), tiene un anico punto fijo J(vy, ;) que cumple

54Ver Rust [30]
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con J(v, 1) = max {vy, ¢+ BE [J(viy1,7e41) | 7]} Para cualquier valor del vector de
estados (v, 7)€ S, la funcion J(v,r) determina el valor maximo del flujo de beneficios
esperados del consumidor.

Demostracion:

Se establece la secuencia de funciones {Jk(v,r)}k>0, para cualquier J° con J"t! =
(TJ"1), y se muestra que, dados los supuestos, estas funciones son acotadas’. Luego,
dado que el conjunto de funciones acotadas constituye un espacio métrico completo® vy,
que la funcion (T'J)(v, ) es un operador®”, basta mostrar que se cumplen las condiciones
de Blackwell para establecer que el operador T es una contraccion con modulo 3%8.
Como se verifica que las funciones J" son también continuas, por lo tanto, aplicando

el Teorema de la Contraccion®®

, se deduce que T tiene un tdnico punto fijo J(v,r)
dentro del espacio métrico de las funciones continuas y acotadas, y para cualquier J°,

la secuencia J"™! = (T'J") converge a J(v,r).

Para verificar que se cumplen las condiciones necesarias para aplicar el Teorema de
Blackwell, en primer lugar, para ver las funciones {Jk(U,T)}k>O son acotadas, debe
notarse que el supuesto F4 garantiza que, W(r,), el segundo componente del maximo
de la ecuacion (36), es acotado?. Ademas, la funcion identidad, aplicada a v, que es
acotado al ser el maximo de valores acotados (por el supuesto SA6), también es acotada.

s5Utilizando la medida de distancia maxima.

56Ver definicion en p. 47 de Stokey y Lucas [32] y ejercicio 3.4, parte d, de Irigoyen et
al. 9]

’"Dado que mapea este espacio métrico dentro de si mismo.

s#Teorema 3.3 de Stokey y Lucas [32].

*Teorema 3.2 de Stokey y Lucas [32].

. d -
®Para ello se utiliza el hecho de que v; ~ 7, + ¢, donde € es un error que se distribuye

valor extremo con moda cero y, por lo tanto, E [v;] = FE [r;]+ E [¢] = E'[r] + (al tener
ambas variables aleatorias, r; y €, distribuciones de valor extremo).

En este caso, si la decision de compra se hace en un momento 7, se tiene J(v,,r;) = v;.

Para 7 =t + 1 tenemos que

W(ry) = c+ BE[J(Vir1,1041) [ 16] = ¢+ BE [vga [ 1] = ¢+ B(y + E(rega | 1) =
¢+ By + Bulr:)

Para 7 =t + 2 tenemos que

Wi(ry) =c+ BE [J(Vit1,Te41) | Te) =

= ¢+ BE [méx{vi41, c + fE [max{viia, ¢ + BE [J(Vesa, Tego | 7o) | 1)} =

=c+ BE[c+ BE [V | 1en1) [ 1]] =

=c+Pct+ By + E[E[res [ ren] | 1] = ¢+ e+ B2+ Elrees | e = p(re)]) =

=c+ fe+ By + pu(p(re)) = e+ Be+ B2y + B2 (ry).

Asi, en general, se obtiene

W(ry) =c+ Be+ ...+ B7c+ BTy + BTu" ().
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Luego, al aplicar el operador (T'J)(.,.) también se obtiene una funcién acotada, al ser
el maximo de dos funciones acotadas.

Asimismo, utilizando el supuesto F1 de la secciéon 3.4.2, se tiene que

+o0o +o0 +o0
EJ (01, 7e1) = / / méx(v, W) dF W | ') (r, dr') = / () (r, dr)
donde m(r") = E,(W(r') | r +f+oo tdF,(t | ') es continua y acotada (pues, da-

das las propiedades de la funmon de dlstrlbucwn F,, se tiene que F,(W(r') | 7). W (r") <
)y f+°° tdF,(t | ') < E, [t ] r'])®. Asi, EJ(vi41,7441) €s continua y acotada en

r,

De este modo, W(r;) = ¢+ SE [J"(vg, 1) | ¢) también es continua y acotada y, como
la funcion identidad es continua, la funcion obtenida al aplicar (T'J")(.,.) es continua
y acotada al ser el méximo de dos funciones continuas y acotadas.

A continuacion se muestra que se cumplen las dos condiciones de Blackwell para fun-
ciones continuas y acotadas.

1. Monoticidad

Dados J! : RxR — Ry J?: R x R — R, continuas, es decir J!,J?> € C(R), y aco-
tadas, con J'(.,.) < J%(.,.), se tiene (T'J') (v, ;) = max {vy, ¢+ BE [J (v, rt) | 7]} <
max {vy, ¢ + BE [J*(vg, 1) | 7]} = (T J?)(vs, 1), pues E [J1(.,.)] < E[J%(.,.)].

2. Descuento

Dada una funciéon J" : R x R — R, y cualquier constante a € R

[T(J" 4+ a)](ve, 1¢) = méx {vy, c+ BE [J" (v + a, 1) | 1]} =

= méax {v, c + BE [J"(vg,1t) | 7] + Ba} < max{v: + Ba,c+ BE [J" (v, 1e) | 1¢] + Ba} =
(TJ")(ve,1e) + B

*

Teorema 10. Propiedades de la Funcién de Valor Optimo

Bajo los supuestos hechos sobre el proceso de difusion, se cumple que

i. E[J(.) | r] es mondtona no decreciente en r, y

Tomando limite a esta expresién cuando 7 crece se obtiene
Wi(r,) = ﬁc—kh’mgpﬁm BT’ (ry). Por lo tanto, dado el supuesto F4, W (r;) es acotada.
“Ver Lema del anexo 4.
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ii. J(v,r) es monotona y no decreciente en ambos argumentos.
Demostracion:

i. En primer lugar, se tiene que v es estocasticamente no decreciente en r, es decir, que

si r, > r; entonces
Pluo>ul|r=ry)=1—F,(u,ry,) >1—F,(u,r) =Plv>u|r=r),

pues Vu, F,(u,r,) = exp(—e~ ) = exp(—e )T w1y = eqp(—elro—rt)e=(u=r)) —
= exp(—ere))exp(—e~ 7)) < exp(—e ) = F,(u,ry).

Por lo tanto, la funcién m(r’) = fj;o max(v’, W(r'"))dF(v' | ') es mondtona no decre-

ciente en r’.

Ademas, 1,1 es estocésticamente no decreciente en r;, ya que, por el supuesto F1 de la

o ’ o (T=pn)
seccion 3.4.2, [ W(r,dr') =1-® (%‘L(T)> es diferenciable respecto ar, y % =
/ B3] () r —p(r) f ,
—@ (r _5(T)) . o == ) — _\/%7 exp [——( % ) ] .= —“y)] > 0 pues p'(r) > 0.

Asi, si ry, > 7, , entonces P(riyy > s | r = 1,) = 1 — fjoolb(rw,drl) > 1 -
fjoo Y(ry,dr’) = P(ryy > s|r=r,), Vs €S.

Por lo tanto, se tiene que

+o00 400

E[J(Vtg1,r141) | 1t = 1) = / m(r' ) (r,, dr') > / m(r')U(r,,dr") = EJ (v, 1y).

—0oQ —0o0
De este modo, E[J(.) | ] = fj;o m(r")U(rs, dr’) es mondtona no decreciente en ry.

ii. Claramente (T'J)(vy,ry) = max {vy, ¢+ BE [J(vit1,7e41) | 7]} es no decreciente en
vy al ser el maximo de dos funciones no decrecientes, ya que la funciéon identidad es no
decreciente en vy, y E [J(vip1,741) | 7] = [0 [7 max (v, W (r'))dEF (V' | ') U (ry, dr')
no depende de v; y, por lo tanto, también es no decreciente en v,.

En el caso de r, el primer componente del médximo no dependen de r; y, por tanto, es
no decreciente, mientras que el segundo es no decreciente en r; por la parte i, con lo
cual el médximo de ambos también lo es.

*
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4.2. Existencia del Tiempo de Parada Optimo
Teorema 11. Existencia del Tiempo Optimo de Parada

Existe una politica 6ptima definida por un control (markoviano) estacionario h determi-
nado por un conjunto de parada S = {(v¢, ) | vi > W(r¢)}, donde es 6ptimo comprar
el bien, es decir

{ 1 sive > W(ry)
he =

0 sivy < W(ry).

El conjunto S es definido a partir de la funcion W (r) que resuelve
+o00 +o0
W(r)=c+ B/ / max (v, W (r"))dF @' | )V (r,dr'). (37)

donde F(v' | ') = exp(—e~W'=")) y W(r,dr') = ¢ (%) dr’ siendo ¢ la densidad

normal estandar.

El conjunto de parada S es invariante en el tiempo y determina un tiempo de parada
Optima del problema 7* = inf {¢ : (v, 1) € S}.

Demostracion:

Se construye una secuencia de funciones {J*(v,r)} _ , con Jo(v,r) = vy
J(v,r) = max{v,c+ BE [J" L', 7") | r]} = méx {v, W"(r)}.

donde {W*(r)}, ., generada por W"(r) = c+43 f_Jr;o [fj;o J W YdF @ )| dY(r |

r) es la secuencia de funciones de valor de reserva.

Dado que {Jk(v,r)}k>o converge a J(v,r) por el Teorema 9, y 0 < J%v,r) < ... <
J" v, r) < J"(v,7), aplicando el Teorema de la Convergencia Mono6tona (Teorema
7.8 de Stokey y Lucas [32]), se obtiene

n—oo n—0o0

+o0o +00
lim W"(r) =c+ lim g [/ J( " YdF (V| 7“/):| U(r,dr') =

—0o0 o0

— et p /_ :O { /_ I EW | r’)] U(r,dr') = W(v,r)

o0
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Como W™"(v,r) son funciones acotadas y continuas, W (v, r) también lo es®?.

5. Caracteristicas de la Dinamica de las Compras Derivada del
Modelo

En este capitulo, a partir de la soluciéon del problema de decisién de compra del bien
durable, se derivan los valores de las probabilidades de que los individuos, represemta-
dos por un agente representativo, compren el bien durable en cada periodo, asi como
las probabilidades de compra de cada tipo de bien durable. Luego, se analizan los de-
terminantes de la probabilidad de comprar, y como se calcula esa probabilidad. En la
seccion final se muestra la forma de la dinamica de las compras agregadas de acuerdo
al modelo.

5.1. Determinacién de las Probabilidades de Comprar en Cada Periodo

= Probabilidad de posponer la compra

La probabilidad my; de que un individuo no compre el bien en el momento t se
define como

mot(1e) = P{Lit41 =0]| Ly = 0,1} = P(vy < W (ry)) = F(W (ry) | 1)
Dado el supuesto de distribucion de valor extremo, esta probabilidad resulta
mor(re) = exp(—exp(=(W(ri) — 1)) = exp(—exp(=Y(r:)), (38)
donde Y (ry) = W(ry) — re.

= Probabilidad de comprar

Se define la probabilidad h; de comprar el bien en el momento t como

©2Como el conjunto de las funciones acotadas y continuas es un espacio (métrico)
normado completo (Teorema 3.1 de Stokey y Lucas [32]) toda serie convergente converge
a una funcion dentro de este mismo espacio pues, por definicion, un espacio meétrico es
completo cuando las series de Cauchy convergen a un elemento del mismo espacio (p.
47 de Stokey y Lucas [32]), y las series convergentes satisfacen el criterio de Cauchy
(segun el ejercicio 3.5, parte b, de Irogiyen et al. [15]).
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ht<Tt> =1- WOt(Tt) . (39)
En este caso, usando (38) se tiene que

hi(r) = 1 — eap(—eap(~Y (1)) . (40)

= Probabilidad de comprar un bien determinado

La probabilidad 7 de comprar el bien j en el momento t viene dada por

T(re) = Puje > upe, YE # Jiuge > W(ry))
Esta probabilidad también puede ser expresada como

mie(re) = Puje > W(re) | wjp > wpe, Yk # 7)) Puje > g, Vk # ) =
ht(rt)-P(ujt > Uy, VK 7é j)-

Es decir, la probabilidad de elecciéon de una determinada alternativa en un mo-
mento t es el producto de dos probabilidades independientes: La probabilidad
de comprar el bien y la probabilidad de elegir determinada alternativa entre las

disponibles en ese momento.

Dada la forma funcional de las probabilidades de eleccion no condicionales para
errores con distribucion de Valor Extremo, se obtiene

ht(rt).ea;p(éjt)Hj(e‘S“, ., €% 27) he(ry).exp(65¢)H; (-5 27)

; = = . 41
W]t(rt) H(€61t7 % €5Jt; ZJ) Rt ( )

5.2. Determinantes de la Probabilidad de Comprar

Observando W (r) en (37), la probabilidad de comprar h; dependera de los distintos
valores que tomen ¢ y (3 los cuales reflejan la impaciencia por obtener el bien. Un mayor
valor de ¢ o un 8 mayor hacen que la probabilidad de posponer la compra crezca y la
probabilidad de comprar disminuya.

Dados los supuestos 3.4.2, la funcion p determina un valor cada vez mayor de la media
esperada de la moda de calidad percibida por los consumidores, con lo cual la proba-
bilidad de comprar para cada r serd menor porque el valor de reserva W (r) crece. Sin
embargo, el efecto a lo largo del tiempo es ambiguo porque también hace que r crezca
mas rapido. Asimismo, una mayor varianza o? disminuye la probabilidad de comprar

dado que el valor de reserva de esperar aumenta con la volatilidad.
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5.3. Calculo de la Probabilidad de Comprar

Para el calculo de la probabilidad de comprar h:(r;) se debe notar que ésta es una
transformacion monétona de Y (r) = W(r) — r, por lo cual es ttil derivar una forma
funcional para Y'(.).

d
Como v; 1+ €%, donde € es un error valor extremo con moda cero con funcion de

distribucion Fy(.), se tiene que

W(ry) = c+BE [méx (ree1 + &, W(ria)) | re] = c+BE [repr +max (e, W(repa) — regn) [ 74] -
(42)

Sustrayendo r; de ambos lados de (42) se obtiene
Y(rg) =W(ry) —re=c—ry+ BE [r | 1] + BE [méx (e, Y (ri11)) | r4)-

Haciendo M (z) = Emax(z,¢) y utilizando la forma funcional postulada para la ley de

movimiento de 7, en (29), se obtiene la siguiente ecuacion funcional

Y(r) = c—re+ Bu(ry) + B X MY (2))¢ (I_—“(”)> dx (43)

\LL o
Es importante notar que M (z) es continua, pues lim,_,,, M(z) = lim,_,,, E méx(z,¢) =

lim,_, ,, [ng(z) + [0 gfo(g)dg] = 20Fo(20) + f;;o efo(e)de = Eméx(zo,e) = EM(2)

Teorema 12. Existencia de Punto Fijo para Estimacion de la Probabilidad
de Comprar

Si se define el operador funcional T como

—+00

(M)0) =e—r gt 40 [ arvine (T2 ae, )

—0o0

o

tiene un tnico punto fijo que cumple Y (r) = c—r+ Bu(r) + 8 [T M(Y (z))p (‘”*“(T)) dx.

Demostracion:

%~ se utiliza para denotar que dos variables aleatorias tienen igual distribucion.
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Dada una funcion YO(r) = Wo(r)—r, la secuencia {Y*(r)}, _
obtenida por iteracion, converge a una funcion Y (.) que es acotada y continua en r
ya que:

con Y"1 (r) = T(Y™(r)),

i. Como W°(r) es acotada y continua y r es un valor acotado, Y°(r) = W9(r) —r es

una funcion acotada y continua.

ii. Los elementos de la sucesic’)n{Y’“ (r) también son funciones continuas y acotadas

}kzo
pues M(z) es continua, la densidad ¢ (%M) posee la propiedad de Feller, u(r) es
continua y (8 es acotado.

Por otro lado, T es un operador que cumple las condiciones de Blackwell suficientes
para ser una contraccion con moédulo 8, y como las funciones sobre las que se aplica
son cantinuas, por el Teorema de la Contraccion, se deduce que tiene T un tinico punto
fijo. A continuacion se muestra que T cumple las propiedades de Blackwell.

1. Monoticidad

Dados Y! : R—+R y Y? : R — R, continuas y acotadas, con Y1(.) < Y?(.), se tie-
e (TYY)(vr,my) = ¢ — 1+ Bu(r) + 8 [7° MY (x ))¢(l‘ (r )dx <c—r+Bur) +

BT MY ()6 (242 do = (TY?)(vi,7), pues M [V ()] < M[Y2()].

2. Descuento

Dada una funciéon Y" : R — R, y cualquier constante a € R

T +@))(r) = e =+ Bu(r) + 8 [ 77 MY"(2) + )¢ (42 ) do = c— 7+ Bu(r) +
B [T Emax(Y"(x) + a,€)¢ (x u(r) ) dr <

=c—r+ Bu(r —{—ﬁerooEmaX(Y”( ) + a, 5—|—a)¢<$_7”(r)>da: =c—r+ Bu(r) +
B2 Bmix(Y"(2), )¢ (Z4) do + Ba = (TY™)(r) + o

*

Una vez obtenida la funcion Y (r), se puede calcular los valores de las probabilidades
hi(r) y me(r) cuando la moda de la calidad observada es r.

5.4. Dinamica de las Proporciones de Compras Agregadas

Para obtener un indicador de las proporciones de compras totales agregadas para la
poblacion se integra las probabilidades de comprar 7, (r;) sobre las caracteristicas de

54Ver Nota 55.
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la poblacién. Dado que, en este caso, se han asumido caracteristicas homogéneas (las
preferencias son similares y los valores de ¢ y 3 son constantes para todos los indivi-
duos), estas proporciones estaran determinadas por los valores de las probabilidades de

comprar para el consumidor tipico.

La matriz de transiciéon que gobierna los estados del consumidor tipico estd dada por

o= 0 4]

Se define la tasa de participacion u; en el mercado en el momento t como la probabilidad
de que un consumidor tipico no haya comprado el bien, p; = P {L; = 0}, la cual es
igual a la proporcion de la poblacién que potencialmente todavia puede adquirir el bien

en el momento t.

Dados la probabilidad de buisqueda 7 (r;) y la matriz de transiciones D(r), la tasa de

participacion se conduce a lo largo del tiempo de acuerdo a®

Hi+1 = MtWOt(Tt) . (45)

Asimismo, ajustando las probabilidades de comprar (39) y de elegir un determinado
bien (41) por la condicién de que la poblacion participe en el mercado, se obtienen las
ecuaciones para s;, la proporcion de poblacion que compra un bien durable, y para sj;,
la proporciéon que compra la alternativa j,

st = peh(re) (46)

exp(3) ()

A (47)

8jt = peh(re)
La combinacion de estas tres ecuaciones y la ecuaciéon de la probabilidad de compra
individual (39) describen la evolucion de las ventas a lo largo del tiempo, constuyendo
un sistema de demanda agregada en dos niveles. El nivel de abajo determina la parti-
cipacion relativa en el mercado de los bienes individuales en base a las diferencias en
sus calidades, y puede estimarse, a partir de (46) y (47), mediante el siguiente modelo
empirico (panel con efectos fijos temporales)

Ins;; —Ins; =0, +In H;(.) — 4.

%Pues las proporciones de participacion y no participaciéon en el mercado cumplen

T LT
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El nivel de arriba, proveniente de las ecuaciones (45), (46) y(47), es generado por la
solucién del problema de optimizacion intertemporal, y describe la evolucion de la
dindmica de las ventas agregadas de la industria, dada una forma funcional para el
proceso de difusion.

Es factible estimar los valores de los parametros subyacentes a los datos utilizando este
tipo de modelos mediante técnicas econométricas complejas que se basan en métodos
numeéricos para encontrar los pardmetros que determinen una solucién para este sistema

de ecuaciones (se requiere que constituyan un punto fijo para la ecuacion (43)%).

Melnikov [23] muestra, utilizando datos agregados de compras generados mediante simu-
laciones de Montecarlo a partir de la ecuaciones mencionadas, que las técnicas economé-
tricas basadas en modelos de eleccion discreta estaticos tienen una capacidad predictiva
muy baja, y conducen a estimadores sesgados de los parametros, especificamente una
subestimacion de los parametros de preferencia por la calidad de los consumidores.
Ademés, los resultados de la estimacion empirica del sistema de ecuaciones para datos
del mercado de impresoras de computadores en E.E.U.U., mediante la utilizacién de
técnicas ad hoc, indican que el comportamiento previsor de los consumidores juega un
rol muy importante la evolucién observada de las compras que no se solia tomar en

cuenta en los estudios econométricos sobre la demanda de bienes durables®’.

Como los métodos utilizados por Rust[29] y Prince [27]
”Sobre este punto, ver también Prince [27], seccion 5
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Anexos

1. Relacién entre Maximizaciéon de la Utilidad Aleatoria Ingreso-aditiva y
Sistemas de Eleccion Probalisticos Invariantes a Traslacciones (SEPIT)

La afirmacon de que un SETIP se puede corresponder con una forma MUAIA, cons-
tituye una versién mas especifica de las condiciones determinadas por Daly y Zachary
(1979) para establecer cuando un SEP es consistente con MUAIA.

En general, un grupo de las condiciones SPT puede interpretarse como requisitos basicos
para que las probabilidades dadas por m;(qs, 7, wy, J, s) sean consistentes con la logica
de eleccion basada en maximizacion de la utilidad®®. Al establecer que 7;(qs, r,wy, J, s)
sea SEP se cumple con que las probabilidades de eleccion sean no negativas y sumen 1.

De acuerdo a SP3 solo las diferencias en utilidad promedio entre altenativas, no sus
valores absolutos, determinan las probabilidades de las elecciones.

Segin SP4 si la utilidad de una alternativa crece indefinidamente su probabilidad de

eleccion seré 1.

. . o Ag (=g, .
SP5 implica que se cumple condicion ke (g7, 7wy, J,s) > 0, la cual se puede inter-

0q;
pretar como que si todas las alternativas, excepto la j se vuelven menos atractivas, la

probabilidad de elegir 5 no debe decrecer.

SP6 es la version analoga para el caso de elecciones discretas de la condicion de simetria
de derivadas cruzadas de las demandas de dos bienes®.

Teorema. Relaciéon entre SEPIT y MUAIA

Un SEP que cumple las propiedades SPT es consistente con MUATA.
Demostracion:

Se define F(¢) = [°}_mi(0,e2—t, ..., —1)1h(t)dt, donde 1)(¢) es una funcion de densidad

arbitraria .

Dado que ¢; = u; + €5, por SPT4, lim., ,__ F(e;) =0

ylim., . F(es) = [72m(0, 400, ..., +oo)p(t)dt = [T2(t)dt = 1.

Ademas, por SPT5 y SPT6, Fi__,(cy) =12, m(0,62 — €1, i€ —€1)Y(e) > 0,

*Koning y Ridder [16], p. 9
®Para una demostracion y discusion sobre este punto ver Mas-Colell et al. [18], p. 70.
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con lo cual F(e) define una funcién de distribucion acumulada que caracteriza una
forma MUATA.

Por otro lado, la propiedad MUAZ2, es decir, que la medida de las funciones de utilidad
con empates en la utilidad proporcionada por distintas alternativas es nula, se deriva
de que F es absolutamente continua, es decir, posee una funcién de densidad asociada,
y de que F es no defectiva, es decir lim,, ,___ F(e;) =0y lim._,__ F(e;) = 17°. Ademas,
la propiedad MUAL1 se deriva directamente de SPT7.

*

2. Uso de funciones de excedente social para comparaciones de bienestar

Lema. Funcién de Excedente Social y Maximizacién de la Utilidad Esperada
de Elecci6én Discreta

Si MUAIA se cumple y la distribucion F tiene primeros momentos finitos, entonces

G'(qs,mwy, J, ) = Eyjs mdxieg[—q — a(r,w,;U)] = f+oo max;cs(e; — q;) f(es)dey,

EJ=—O0
es una funcion de excedente social.
Demostracion:

McFadden [22] demuestra que, bajo las condiciones mencionadas, la siguiente funcion

G(QJ7 T, Wy, J7 5) = L:Ciooo {méXiGJ(gi — Qz) o méXiGJ 81)} f(€J>d€J7

es equivalente a (13)7!,

Por otro lado, se tiene que
+0o0

G'(qs,m,wy, J,8) =G (05,7m,wy, J, S)+/ [F(054+t,r,wy, J,s)—F(q+t,r,wy, J, s)|dt =

t=—o0
= G/(OJ7T7 Wy, J, 3) + G(QJ/I’, wy, J, 8).

Dado que el primer término de esta ecuacién es constante, la prueba de la parte i del
Teorema 6 sobre la relacion entre ES y MUATIA implica que también G'(q;,r,wy, J, s)
es una funcion de excedente social (Ver McFadden|22|, apéndice).

*

"Koning y Ridder [16]
"Lema 5.1 de McFadden [22]
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3. Definiciones Basicas para un Sistema Dinamico Estocastico
Proceso Estocastico™

Un proceso estocastico definido sobre un espacio de probabilidad (£2,.%#, P) es un con-
junto de o-algebras { %,k € T} donde %, C Z,,; C ... C %, un espacio medible
(Z, %), y una coleccién indexada de variables aleatorias X;:2— Z, { Xy}, , tal que
X}, es medible respecto a %, siendo € el conjunto de estados posibles, .# una o-algebra,
y P una medida de probabilidad”.

En el caso especifico en que {.%, k € T} sea una filtracion, es decir, # C F;.1 C ... C
F™ . el espacio de probabilidad se denomina “filtrado” y se denota (Q, #,{.%y, k € T}, P).

Usualmente, se asume T es igual a Z*(tiempo discreto) o al intervalo [0, 00) (tiempo
continuo). Ademads, se suele asumir que Z = R' y 2 = Z(R!), siendo B(R') los
borelianos de R'.

De este modo, se puede identificar la o-algebra .# como %’(RZ)T asociada a un espacio
medible (RN, Z(RY)T)7™ sobre el cual esta definida la medida de probabilidad P.

Para un valor dado de w € Q, {Xj(w)},c es llamado la “senda” o camino muestral del
proceso, siendo un vector aleatorio definido por funciones de T hacia R’

Se denota con z; el valor que toma la variable X;.

Asumiendo que T es igual a Z*, la o-algebra .% contendra la o-algebra de Borel gene-
rada por los conjuntos de la forma

{w . xt+1(wt+1) c E+1, ...,It+n(u]t+n) c Ft+n} donde Ft+n C %(Rl>, t= 0, ]., 2, ...y
=" 2 8

A partir de la medida P se define las medidas de probabilidad finito-dimensionales del

siguiente modo:

]375+1,...,t+n(Ft+1 X ... X Ft+n) = P{CA) € 0 : Xt+1(wt+1) € Ft+17 ...,Xt+n(wt+n) € Ft-i—n}a
donde Fj, € %(]Rl), yn=12..

En general, VC € Z#, se tiene

Basado en Oksendal [26], Definiciéon 2.1.4.

*Ver definicion de p. 223 de Stokey y Lucas|32]

™Ver definicion 3.2.2 de Oksendal|26]

»Dada la topologia producto. Ver seccion 7.5 de Stokey y Lucas [32]
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Protoin(C) = P({w € 21 (X1 (), oo, Xpin(w)] € ), n=1,2, .

Se dice que un proceso estocastico es estacionario si las probabilidades P,y +1,(C) no

-----

dependen de t.

Asimismo, la probabilidad condicional de un evento {w € 2 : [Xiy1(w), ..., Xt1n(w)] € C}
dado el evento {w € 2: X, (w) =x,,7 =1t —s,...,t — 1,t} se define como

Pt+17...7t+n(C | Lp_gy ey Lp_1, l’t), S = 1, 2, ,t — ]., n = ]., 2, vee
Un proceso estocastico es markoviano si cumple la siguiente propiedad VC € Z(R™")
Pt+1,u.,t+n(0 | Lt—gyeeny xtflwrt) = Pt+1,...,t+n(c | xt)7 s = 17 27 7t - 17 n = 17 27

Para un periodo t determinado, la probabilidad de C' € Z(R'*") en el periodo siguiente
P,+1(C'| x¢), se denomina probabilidad de transicion, y se denota P;(x;, C'). Cuando el
proceso es homogéneo en el tiempo posee “transiciones estacionarias”, es decir, para un
estado z, se tiene la probabilidad P(z,C), VC € .% que no depende del momento.

En general, dado el espacio medible (R!, Z(R')), una funcién P : R! x Z(R') — [0,1]

es una funcion de transicion si cumple:

i. Para cada z € R!, P(x,.) es una medida de probabilidad sobre (R!, %(RZ)).

Para un valor dado 7y € R!, esta medida se puede expresar como P(zg, C fc (29, dz)
Jo dP(zo, ), donde P(zq, d:zc) = dP(xg,z) denota la densidad de transmon.

ii. Para cada C' € B(R'), P(.,C) es una funcién medible respecto a Z(R").

Sistema Dinamico Estocastico en Tiempo Discreto

Dado un espacio de probabilidad (£2,.#, P), un espacio de estados S y un momento
inicial ¢, el proceso {Xj},-,, donde X : © — S es un vector aleatorio que genera los

valores de las variables de estado en el momento k, es un sistema dindmico estocastico

si sigue una ley de movimiento generada mediente una funciéon f como 7":

Xk+1 = f<k7Xk)

*En general, siguiendo a Lucas y Stokey [32](seccion 8.1).

""Una formulacion mas general es X1 = f(k, Xy, Viy1) donde Vi es un vector de
variables aleatorias que toman valores en un conjunto ¥ (ya sea enumerable o R™con
n > 1) y que afectan el valor de las variables de estado en cada momento. Ver Seierstad
[31], Seccion 1.1.
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La probabilidad de que Xy, = = € S depende del valor de Xy, x; € S, y del momento
k.

Suponiendo que S es un conjunto discreto, si Pr[Xyy1 = ] = pr(z | xx) constituye
una probabilidad de transicion que indica la probabilidad de que el proceso se mueva
al estado x € S en el periodo k + 1 a partir del estado z;, € S en el momento k.

Sistema Dinamico Estocastico Controlado en Tiempo Discreto

Dado un espacio de probabilidad (€2,.%, P), un espacio de estado S y un momento inicial
t, una funcion h : Z* x S — Y C R" que genera un vector de variables de control, se
define el proceso controlado {Xk}kZN donde X : €2 — S es un vector aleatorio que
genera los valores variables de estado en el momento k, mediante

Xk+1 = f<k7Xk7hk)

Vx € S, la probabilidad de que X, = = depende de los valores de X y del valor del

control h; en el momento k.

Suponiendo que S es discreto, se tiene un mapeo P : ZT x S x A — Prob(S), donde
Prob(S) es el conjunto de medidas de probabilidad sobre S, que caracteriza al proceso
estocéstico. Si este procesos es homogéneo en el tiempo, el mapeo se simplifica a P :
Sx A— Prob(S), y {Xx},>, es un proceso de Markov. En ese caso, p(z | z, hy) indica
la probabilidad de que, dado el estado i € S y el valor del control h; en el momento

k, el proceso se mueva al estado = € S en el periodo k 4+ 1.7

En este caso, como el control h no depende de la historia pasada de los vectores de
estado™ se denomina control markoviano. Si no depende del periodo sera un control
markoviano estacionario, h : S — A.

Tiempo de Parada

Dado un espacio de probabilidad (€2, %, P), y una secuencia de o-algebras %, C %, C
... €%, una funcion 7 : Q— [0, 00| se denomina tiempo de parada respecto a {.%;} si

{w:7(w) <t} € % , para todo t > 0.

™Si el conjunto el conjunto S es finito enumerable, se denomina cadena de Markov
(ver Stokey y Lucas [32], seccion 11.1), y tiene asociada una matriz de transicion P" =
(p(wlz, h(z)); z,w € S).

™Ni de posibles perturbaciones aleatorias.
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Es decir, es posible decidir si ha ocurrido 7 < ¢ sobre la base de la informacion de .%#,%0.

En general, dado un proceso estocastico {Xj},-, para un tiempo de parada 7, V¢t > 0
existe un conjunto By C %t tal que {7 =t} :_{ft € B}, donde .#; = o(2;) es la o-
algebra generada por los valores del vector aleatorio Z; = (z1, z,, ..., ;) que representa
una senda del proceso.

4. Lema. La esperanza de funciones reales de valor real calculada utilizando
®(r,.) es acotada y continua en r.

Para toda funcion acotada Borel-medible b : R — R, el operador K (h) = [ h(s)®(r,ds)
es una funcion acotada de r (ya que ®(r,.) es una probabilidad de transicion®'. Ademas,
al ser ®(r,.) continua y diferenciable, ®(r,.) tiene la propiedad de Feller, es decir, la
funcion obtenida aplicando el operador K a la funcion h también seré continua y acotada

en 2.

Una discusiéon general de las condiciones para la resolucion del problema de decision
intertemporal, planteado como uno de optimizaciéon dindmica a partir de las elecciones
de los agentes, se presenta en Rust [30], quien establece su relacion con las funciones
de excedente social y las distribuciones de valor extremo de los errores asumidas para
la utilidad aleatoria aditiva®3.

$Ver Definicion 7.2.1 de Oksendal [26].

81Por lo cual, segin el Corolario del Teorema 8.1 de Stokey y Lucas [32], el operador
H mapea este espacio dentro de si mismo

82Ver definicion de propiedad de Feller en Stokey y Lucas [32] p. 220, y para ver que se
cumple la propiedad de Feller, para este caso, consultar el Teorema 8.1.4 de Oksendal
[26]que abarca el caso més general de los procesos de difusion de Ito.

8Ver Teoremas 3.2 y 3.3 de Rust [30], los cuales utilizan el concepto de funciéon de
excedente social (propuesto por McFadden [22]) ya presentado en el capitulo 2.
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